
ÎÒÇÛÂ ÎÔÈÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÏÎÍÅÍÒÀ

î äèññåðòàöèè À.Í. Êàëèíèíà

¾Ñâÿçü çàäà÷ Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à¿,

ïðåäñòàâëåííîé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà

ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.1 � âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé

è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà À.Í. Êàëèíèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èññëåäîâàíèå â îáëàñòè ôóíê-

öèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè ìåðû. Îíà ïîñâÿùåíà ñâÿçÿì ìåæäó äâóìÿ êëàññè÷åñêèìè çàäà-

÷àìè îïòèìàëüíîé òðàíñïîðòèðîâêè ìåð, ïîñòàâëåííûìè Ìîíæåì è Êàíòîðîâè÷åì. Òåìàòèêó

äèññåðòàöèè ñëåäóåò îòíåñòè ê ñîâðåìåííîìó íàïðàâëåíèþ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà íà ñòûêå

ñ òåîðèåé ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è ñòîõàñòè÷åñêèì àíàëèçîì.

Ïåðñïåêòèâíîñòü ïðîâåäåííîãî àâòîðîì èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé òðàíñïîðòèðîâêè

ìåð â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ î÷åâèäíà ââèäó ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé òåîðèè

îïòèìàëüíîé òðàíñïîðòèðîâêè ê ïðàêòè÷åñêèì çàäà÷àì ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ è ðåãóëèðîâà-

íèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ. Ýòî íåðåäêî ïðèâîäèò ê ñèòóàöèÿì,

áëèçêèì ê ñèñòåìàì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ. Â ýòîé îáëàñòè ðàáîòàåò ìíîãî êâàëè-

ôèöèðîâàííûõ ñïåöèàëèñòîâ â âåäóùèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ ìèðà.

Äèññåðòàöèÿ À.Í. Êàëèíèíà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðó-

åìîé ëèòåðàòóðû. Ââåäåíèå áëèçêî ê àâòîðåôåðàòó è äàåò îáçîð èññëåäîâàíèé è ïîñòàíîâîê

çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê îáëàñòè äèññåðòàöèè, à òàêæå âêëþ÷àåò ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëü-

òàòîâ äèññåðòàöèè. Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à â èõ ñîâðåìåííîé ïîñòàíîâêå

èñõîäÿò èç îäèíàêîâûõ äàííûõ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ðàäîíîâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ è ν íà

âïîëíå ðåãóëÿðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ X è Y è îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèè ñòîèìîñòè h íà ïðîèçâåäåíèè X × Y . Çàäà÷à Ìîíæà ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà îò

ôóíêöèè h(x, T (x)) ïî ìåðå µ íà ìíîæåñòâå âñåõ áîðåëåâñêèõ îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ ìåðó µ

â ν. Çàäà÷à Êàíòîðîâè÷à ñîñòîèò ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà îò h ïî ðàäîíîâñêèì âåðîÿòíîñòíûì

ìåðàì σ íà X×Y ñ ïðîåêöèÿìè µ è ν íà ñîìíîæèòåëè (ìåðà σ íàçûâàåòñÿ ïëàíîì Êàíòîðîâè÷à).

Âòîðàÿ çàäà÷à ëèíåéíà, ïðè÷åì â íåé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, à â çàäà÷å Ìîíæà ìèíèìóìà ìîæåò

íå áûòü, ñóùåñòâóåò ëèøü èíôèìóì. Ïðè ýòîì ìèíèìóì Êàíòîðîâè÷à íå ìåíüøå èíôèìóìà Ìîí-

æà. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå ñóñëèíñêèõ ïðîñòðàíñòâ (íàïðèìåð ïîëíûõ ñåïàðàáåëüíûõ

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ) è ìåðû µ áåç àòîìîâ ìèíèìóì Êàíòîðîâè÷à ðàâåí èíôèìóìó Ìîí-

æà. Îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ îá óñëîâèÿõ íà ïðîñòðàíñòâà è ìåðû, ïðè êîòîðûõ äëÿ âñåõ

îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñòîèìîñòè âûïîëíåíî òàêîå ðàâåíñòâî. Ïåðâûå äâå ãëàâû

äèññåðòàöèè À.Í. Êàëèíèíà ïîñâÿùåíû ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû. Òðåòüÿ ãëàâà òåñíî ñâÿçàíà

1



2

ñ çàäà÷àìè îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå ìåð è ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ êðàéíèõ

òî÷åê íåêîòîðûõ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå ìåð.

Â ãëàâå 1 ïîñòðîåí ïðèìåð áåçàòîìè÷åñêèõ ðàäîíîâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà êîìïàêòàõ,

ïåðâóþ èç êîòîðûõ ìîæíî îòîáðàçèòü íà âòîðóþ, íî äëÿ íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñòî-

èìîñòè çíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àõ Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à ðàçëè÷íû.

Â ãëàâå 2 íàéäåíû øèðîêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàâåíñòâà çíà÷åíèé â çàäà÷àõ Ìîíæà

è Êàíòîðîâè÷à ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñòîèìîñòè. Îñíîâíîé åå ðåçóëüòàò äàåò ôàêòè÷åñêè

òî÷íîå óñëîâèå ðàâåíñòâà: îáå ìåðû ñåïàðàáåëüíû, ïðè÷åì ïåðâàÿ íå èìååò àòîìîâ. Ïðèìåð

èç ãëàâû 1 îçíà÷àåò, ÷òî ñåïàðàáåëüíîñòü óáðàòü íåëüçÿ. Ïðàâäà, â áóêâàëüíîì ñìûñëå îíà íå

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì, òàê êàê îáùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 2, èìåþùèé íåñêîëüêî

òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð, äàåò åùå áîëåå øèðîêîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.

Íàêîíåö, ãëàâà 3 îòíîñèòñÿ ê òåîðèè ëîêàëèçàöèè, îðãàíè÷íî ñâÿçàííîé ñ çàäà÷àìè Ìîíæà è

Êàíòîðîâè÷à. Äâà îñíîâíûõ âîïðîñà � ëîêàëèçàöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìåð è îïèñàíèå êðàéíèõ

òî÷åê ñåìåéñòâ íåêîòîðûõ êëàññîâ âîãíóòûõ ìåð. Â ýòîé ãëàâå ïîñòðîåíî îáîáùåíèå ëîêàëèçàöè-

îííîé òåîðèè è óñèëåíû ðåçóëüòàòû èçâåñòíûõ ñïåöèàëèñòîâ, â òîì ÷èñëå Ñ. Ã. Áîáêîâà. Ïåðâûé

îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû � îïèñàíèå êðàéíèõ òî÷åê ñåìåéñòâà âîãíóòûõ ìåð, äëÿ êîòîðûõ èíòå-

ãðàëû îò çàäàííîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó ôóíêöèé ïîëîæèòåëüíû. Âòîðîé

îñíîâíîé ðåçóëüòàò � íîâûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ëîêàëèçóþùåé ìåðû. Ðàíåå èçâåñòíûé ìåòîä áè-

ñåêöèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ëîêàëèçóþùåé ìåðû íà ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå ñ áîðåëåâñêîé âåðîÿòíîñò-

íîé ìåðîé è ïîëîæèòåëüíûìè èíòåãðàëàìè îò äâóõ çàäàííûõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó ôóíêöèé

îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî îáîñíîâàíèå ýòèõ

íîâûõ ðåçóëüòàòîâ îñíîâàíî íà ñî÷åòàíèè ìåòîäîâ òåîðèè ìåðû, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è

òîïîëîãèè, â ÷àñòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíàÿ òåîðåìà Áîðñóêà�Óëàìà.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà èíôèìóìîâ â çàäà÷àõ Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à íà áåñêîíå÷-

íîìåðíûõ âïîëíå ðåãóëÿðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ðàäîíîâñêèìè âåðîÿòíîñòíûìè

ìåðàìè â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñòîèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íî òà-

êîãî óñëîâèÿ: ðàññìàòðèâàåìûå ìåðû ñåïàðàáåëüíû è íå èìåþò àòîìîâ.

2. Ïåðâûé ïðèìåð êîìïàêòíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ áåçàòîìè÷åñêèìè âåðîÿòíîñò-

íûìè ìåðàìè è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñòîèìîñòè, äëÿ êîòîðûõ èíôèìóìû â çàäà÷àõ Ìîíæà è

Êàíòîðîâè÷à ðàçëè÷íû, ïðè÷åì â îáåèõ çàäà÷àõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, ò.å. èíôèìóìû ÿâëÿþòñÿ

ìèíèìóìàìè.

3. Îïèñàíèå êðàéíèõ òî÷åê ñåìåéñòâ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûõ ìåð íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé.

4. Îáîáùåíèå ìåòîäà ëîêàëèçàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìåð íà ïðîñòðàíñòâàõ Ôðåøå íà ñëó÷àé

ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíêöèé.
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Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è îáîñíî-

âàíû â âèäå ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ.

Îòìåòèì íåêîòîðûå íåäîñòàòêè ðàáîòû. Â ïàðàãðàôå 1.2 ãëàâû 1 îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå

â ôîðìóëèðîâêå ïðèìåðà 1.2.1, ââîäÿòñÿ ëèøü ïîñëå ñàìîãî ïðèìåðà íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå. Â

ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.2.4 èíäåêñ sn â íåñêîëüêèõ ìåñòàõ îøèáî÷íî çàìåíåí

íà èíäåêñ n. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.1 ïîñâÿùåíî ëèøü ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû, à

äðóãèì ìíîãî÷èñëåííûì óòâåðæäåíèÿì òåîðåìû ïîñâÿùåí êðàòêèé êîììåíòàðèé è ññûëêà íà

ðàáîòó [53]. Îïðåäåëåíèå ìåð, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåí çàêîí íóëÿ è åäèíèöû, äàíî ëèøü ïåðåä

òåîðåìîé 3.2.3, íî óìåñòíåå ïîìåñòèòü ýòî îïðåäåëåíèå ïåðåä òåîðåìîé 3.1.3, ãäå óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî çàêîí íóëÿ è åäèíèöû ñïðàâåäëèâ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìåð. Ïåðå÷èñëåííûå çàìå÷àíèÿ íå

âëèÿþò íà ñîäåðæàòåëüíóþ ÷àñòü äèññåðòàöèè.

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû 3 ñòàòüè â æóðíàëàõ èç áàç äàííûõ WoS è Scopus.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà íåñêîëüêèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìè-

íàðàõ, â òîì ÷èñëå íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòî-

õàñòèêà¿ (ðóêîâîäèòåëè Â.È. Áîãà÷åâ, Í.À. Òîëìà÷åâ, Ñ.Â. Øàïîøíèêîâ), ìåæäóíàðîäíîì

íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå �In�nite-dimensional stochastic analysis� â óíèâåðñèòåòå ã. Áè-

ëåôåëüäà â Ãåðìàíèè, Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ

¾Ëîìîíîñîâ¿ â ÌÃÓ, ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �In�nite-dimensional analysis� (Èòàëèÿ), ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �In�nite-dimensional analysis and mathematical physics� (ÌÃÓ), ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèÿ �Recent advances in mass transportation� (Ìîñêâà, ÂØÝ), Òðåòüåé

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé çèìíåé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè-

÷åñêîé ôèçèêå (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÏÎÌÈ ÐÀÍ) è ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèè �New frontiers in

high-dimensional probability and applications to machine learning� (Ñî÷è, Ñèðèóñ).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëè-

ñòàìè ïî òåîðèè ìåðû, ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó è ñòîõàñòè÷åñêîìó àíàëèçó, â ÷àñòíîñòè, â èñ-

ñëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ïåòåðáóðãñêîì îòäåëåíèè Ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, ÍÈÓ ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì

ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, Èíñòèòóòå äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ (Èð-

êóòñê).
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Ïîäâîäÿ èòîã ñêàçàííîìó, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî â äèññåðòàöèè À.Í. Êàëèíèíà ¾Ñâÿçü

çàäà÷ Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à¿ ðåøåíû âàæíûå çàäà÷è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè ìåðû.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì Ïîëîæåíèÿ î ïîðÿäêå ïðèñóæäåíèÿ ó÷å-

íûõ ñòåïåíåé â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, à åå àâòîð

À.Í. Êàëèíèí çàñëóæèâàåò ïðèñóæäåíèÿ ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
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