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Введение

Общая характеристика работы

Диссертация подготовлена на кафедре высшей алгебры механико-математического фа-
культета Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова. В диссерта-
ции исследуются отношения между элементами неассоциативных алгебр и индуцированные
ими графы.

Актуальность темы исследования

Важным подходом к визуализации различных алгебраических отношений, таких как ор-
тогональность, коммутативность и т.д., является построение графа рассматриваемого отно-
шения. Вершинам графа ΓR(S) бинарного алгебраического отношения R на заданной алгеб-
раической структуре S соответствуют элементы S или их классы эквивалентности, причём
существует ребро из x в y, если и только если xRy. Если отношение R симметрично, то ΓR(S)

оказывается неориентированным, в противном случае — ориентированным.
Изучение графов, порождённых отношениями на алгебраических системах, берёт своё

начало в теории групп, см. работу Бабая и Сересса [6]. На кольцах и алгебрах эти исследо-
вания восходят к работе Бека [10] (1988), где был впервые определён граф делителей нуля
коммутативного кольца. В определении Бека множество вершин графа совпадало со мно-
жеством всех элементов кольца. Затем Андерсон и Ливингстон [5] дали новое определение,
исключающее из графа 0 и элементы, не являющиеся делителями нуля. В определении Мюл-
эя [42] вершинами графа стали классы эквивалентности делителей нуля. Ориентированные
и неориентированные графы делителей нуля некоммутативных колец были впервые введе-
ны Редмондом [43]. Акбари, Гандехари, Хадиан и Мохаммадиан дали определение графа
коммутативности некоммутативного кольца в работе [3], а Бахадлы, Гутерман и Маркова в
работе [9] положили начало изучению графов ортогональности.

Особый интерес представляют графы отношений матричных колец. Так, Божич и Пет-
рович в работе [15] изучили диаметры графов делителей нуля матричных колец над ком-
мутативными кольцами и их связь с диаметрами графов делителей нуля исходных колец.
В работах [2, 4, 20] разными авторами исследуются связность и диаметры графов коммута-
тивности матричных колец, а также их зависимость от исходного кольца. В работах [8,9,26]
рассматриваются графы ортогональности матричных колец над полями и телами.

Изучение графов отношений является активно развивающейся областью современной ма-
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тематики. Они играют важную роль при изучении различных понятий, связанных с порож-
дающими их отношениями, а также структур, на которых заданы эти отношения. Отметим
некоторые из направлений, в которых применение графов отношений оказывается особенно
актуальным.

Во-первых, графы отношений, определённые на объектах заданной категории C, несут в
себе большое количество информации. В некоторых случаях удаётся даже решить проблему
изоморфизма, то есть показать, что объекты S1, S2 ∈ ob(C) изоморфны тогда и только тогда,
когда изоморфны их графы отношений ΓR(S1) и ΓR(S2). Например, графы коммутативности
позволяют выделить неабелевы простые группы среди всех остальных групп, см. [1,28,45], а
также различить между собой гильбертовы пространства, см. [33]. Кроме того, в [22] было
показано, что графы йордановой ортогональности помогают различить между собой конеч-
номерные простые формально действительные йордановы алгебры. Графы отношений иг-
рают важную роль и в функциональном анализе: в работе [56], написанной диссертантом
совместно с Л. Арамбашич, А. Э. Гутерманом, Б. Кузмой и Р. Райич, была решена пробле-
ма изоморфизма для графов ортогональности Биркгофа-Джеймса гладких нормированных
пространств.

Во-вторых, графы отношений нередко помогают классифицировать отображения, кото-
рые сохраняют порождающие их отношения. Так, в работе [21] с помощью графов ортого-
нальности была получена полная классификация (не обязательно сюръективных) отобра-
жений, сохраняющих ортогональность на конечномерных проективных пространствах над
вещественными числами, комплексными числами, кватернионами или октонионами. Такое
отображение можно рассматривать как (не обязательно сюръективный) гомоморфизм со-
ответствующего графа ортогональности, который обязан отображать любую максимальную
клику в другую максимальную клику.

Целью данной работы является исследование графов коммутативности, ортогональности
и делителей нуля для конкретного класса неассоциативных алгебр, а именно, вещественных
алгебр Кэли-Диксона. Изучение алгебр Кэли-Диксона берёт своё начало в теории компози-
ционных алгебр, которые определяются следующим образом.

Определение. Пусть A — алгебра над произвольным полем F, возможно, неунитальная и
неассоциативная. Предположим, что алгебра A снабжена строго невырожденной квадратич-
ной формой n(·), то есть симметрическая билинейная форма n(a, b) = n(a+ b)− n(a)− n(b)
невырождена на A. Тогда A называется композиционной алгеброй, если норма n(·) допускает
композицию, то есть n(ab) = n(a)n(b) для всех a, b ∈ A.

В 1898 году Гурвиц показал, что единственные унитальные композиционные алгебры с
делением над R — это вещественные числа R, комплексные числа C, кватернионы H и ок-
тонионы O. Такие алгебры принято называть гурвицевыми, и их размерности равны 1, 2,
4 и 8, соответственно. Эта знаменитая теорема играет важную роль в различных областях
математики. Например, с ней связан тот факт, что сфера Sn−1 ⊆ Rn является параллелизуе-
мой, если и только если n ∈ {1, 2, 4, 8}. Это утверждение было независимо доказано Боттом
и Милнором [14], а также Кервэйром [31]. Гурвицевы алгебры, особенно, кватернионы и ок-
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тонионы, имеют множество применений в физике элементарных частиц, а также в теории
йордановых алгебр и алгебр Ли, см. работу [7] и её библиографию.

Позднее теорема Гурвица была обобщена Джекобсоном на случай произвольных уни-
тальных композиционных алгебр над произвольным полем F, charF ̸= 2. Он показал, что
любая такая алгебра A изоморфна алгебре Кэли-Диксона An размерности 2n, где 0 ≤ n ≤ 3,
см. [29, стр. 61, теорема 1]. Этот результат был обобщён Жевлаковым, Слинько, Шестаковым
и Ширшовым на случай поля F произвольной характеристики, см. [46, стр. 46, теорема 1].

Как показывает [24, лемма 2.1], элемент a (не обязательно унитальной) конечномерной
композиционной алгебры A является делителем нуля, если и только если n(a) = 0. Таким
образом, любая конечномерная композиционная алгебра либо является алгеброй с делением,
либо имеет делители нуля, в зависимости от того, является ли норма на ней анизотропной
или изотропной.

Определение. Пусть A — произвольная алгебра над полем F, и a, b, c ∈ A.

• Ассоциатором элементов a, b, c называется элемент [a, b, c] = (ab)c− a(bc).

• Элемент a альтернирует с b, если [a, a, b] = [b, a, a] = 0.

• Если a альтернирует со всеми b ∈ A, то a называется альтернативным.

• Элемент a строго альтернирует с b, если [a, a, b] = [b, a, a] = [b, b, a] = [a, b, b] = 0.

• Если a строго альтернирует со всеми b ∈ A, то a называется строго альтернативным.

• Алгебра A называется альтернативной, если все её элементы альтернативны.

В общем случае, вещественные алгебры Кэли-Диксона — это семейство 2n-мерных ал-
гебр An над полем R, n ∈ N0, которые обобщают алгебры вещественных чисел, комплексных
чисел, кватернионов и октонионов. Алгебры Кэли-Диксона определяются индуктивно: на
каждом шаге алгебра An+1 получается из алгебры An с помощью процедуры удвоения Кэли-
Диксона с некоторым параметром γn ∈ R \ {0}. Элементами An+1 являются упорядоченные
пары элементов из An, то есть элементы вида (a, b) ∈ An × An. Таким образом, каждую из
алгебр An определяют n ненулевых вещественных параметров γ0, . . . , γn−1, причём с точно-
стью до изоморфизма можно считать, что γk ∈ {±1} для всех k = 0, . . . , n − 1. При n ≥ 4

алгебры An неальтернативны, а потому не являются композиционными. Как следствие, в
них появляются делители нуля даже в том случае, когда норма на An анизотропна. Клас-
сификация этих делителей нуля и описание их аннуляторов оказываются довольно трудной
задачей, за исключением, разве что, некоторых частных случаев.

Алгебры Кэли-Диксона являются объектом активного изучения математиков на протя-
жении уже нескольких десятилетий. Им посвящены частично или полностью такие класси-
ческие работы, как статья Шафера [44], статья Эакина и Сасайе [23] и фундаментальный
труд МакКриммона [37].

В настоящее время большинство авторов ограничиваются изучением алгебр главной по-
следовательности, которые мы обозначаем как Mn. В них все параметры Кэли-Диксона
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γ0, . . . , γn−1 равны −1. Наиболее успешные попытки по изучению и классификации делите-
лей нуля в этих алгебрах были предприняты Морено [38–40] и Биссом, Даггером и Исаксе-
ном [12, 13]. Однако и сейчас решение этой проблемы далеко от завершения. В частности,
работа [12] содержит описание только тех делителей нуля, аннуляторы которых имеют наи-
большую возможную размерность.

Отметим, что Морено был первым, кто начал изучать в алгебрах главной последователь-
ности дважды альтернативные элементы, то есть такие элементы, обе компоненты которых
альтернативны в предыдущей алгебре этой последовательности. Он установил ряд важных
свойств дважды альтернативных делителей нуля, см. [38, стр. 25-27]. Затем их аннуляторы
были описаны в [12, предложение 11.1]. Одна из причин успешного изучения дважды альтер-
нативных элементов состоит в том, что, как было показано в [39, стр. 15], композиционное
тождество n(ab) = n(ba) = n(a)n(b), хотя и не выполняется во всей алгебре Mn при n ≥ 4,
продолжает выполняться в том случае, если элементы a, b ∈Mn альтернируют между собой.

В данной диссертационной работе понятие дважды альтернативного элемента обобщает-
ся на случай произвольной вещественной алгебры Кэли-Диксона. Рассматривается также и
более слабое условие: требуется, чтобы компоненты пары делителей нуля строго альтерниро-
вали друг с другом. Это позволяет усилить результаты, полученные ранее в работах Морено
и Бисса, Даггера и Исаксена, а также обобщить их на случай произвольных вещественных
алгебр Кэли-Диксона. Свойства, наиболее похожие на случай алгебр главной последователь-
ности, наблюдаются в контр-алгебрах Кэли-Диксона, которые мы обозначаем как Hn. В этих
алгебрах параметры Кэли-Диксона γ0, . . . , γn−2 равны −1, а γn−1 равен 1.

В случае, когда n ≤ 4, все элементы алгебры An являются дважды альтернативными.
В частности, это выполнено для контр-алгебр малых размерностей: контркомплексных чи-
сел Ĉ, контркватернионов Ĥ и контроктонионов Ô, подробно рассмотренных в [37, стр. 157-
160], а также алгебры контрседенионов Ŝ. В диссертации описаны графы коммутативности,
ортогональности и делителей нуля этих алгебр. Поскольку алгебра контркватернионов изо-
морфна алгебре вещественных (2 × 2)–матриц M2(R), свойства её графов отношений уже
хорошо известны, см. [2,8,15]. Однако мы приводим свои доказательства этих утверждений,
чтобы провести параллель между контркватернионами и контроктонионами.

Ещё одной алгеброй, все элементы которой дважды альтернативны, является алгебра
седенионов S = M4. Это первая неальтернативная алгебра главной последовательности,
поэтому в ней впервые возникают делители нуля. Она также является наиболее изученной
из алгебрMn при n ≥ 4, см. работы [12,18,19,30,32,34,38].

Элементы алгебры S удобнее всего представлять в виде упорядоченных пар октонионов.
Можно проверить, что любой автоморфизм φ октонионов можно продолжить до автомор-
физма φ̂ седенионов по формуле φ̂((a, b)) = (φ(a), φ(b)). Халил и Яо [32] показали, что группа
AutR(O) действует свободно и транзитивно на множестве

{(x, y) ∈ S× S | n(x) = n(y) = 1, xy = 0}.

В частности, любую пару делителей нуля (a, b) и (c, d) всегда можно заменить на (e1, e2)
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и (e7, e4) с некоторыми коэффициентами. В [19, предложение 3.4(ii)] было доказано, что,
поскольку e1e2 = e3 = −e7e4, из (a, b)(c, d) = 0 следует n(c)ab = −n(a)cd. Это свойство седе-
нионов особенно важно и позволяет усилить некоторые результаты, полученные для произ-
вольных алгебр главной последовательности. В диссертации полностью описаны компоненты
связности графа ортогональности алгебры седенионов, а также получены нижняя и верхняя
оценка на диаметр её графа коммутативности.

Частным случаем дважды альтернативных элементов в произвольных вещественных ал-
гебрах Кэли-Диксона являются элементы, обе компоненты которых — стандартные базисные
элементы с точностью до умножения на ±1, то есть элементы вида (ei,±ej). Де Маре [34–36]
уже изучал ранее делители нуля такого вида в алгебрах главной последовательности боль-
шой размерности (n = 4, 5, 6). В случае седенионов, он получил описание структур, которые
образуют эти делители нуля в графе ортогональности [35, стр. 3], и их таблицу умноже-
ния [36, стр. 8]. Указанные структуры также уже встречались в работе Брауна [17, теоре-
ма 8.1].

В работе Кавагаса [18], посвящённой классификации подлуп в лупе стандартных базис-
ных седенионов, найдены семь изоморфных копий лупы квазиоктонионов и показано, что к
ним сводятся все делители нуля, которые ранее перечислил де Маре.

В диссертационной работе рассматривается граф ортогональности на парах базисных эле-
ментов для произвольной вещественной алгебры Кэли-Диксона. Устанавливаются критерии
ортогональности таких делителей нуля и описывается индуктивный алгоритм построения
этого графа, что позволяет обобщить результаты Брауна и де Маре. Кроме того, в диссерта-
ции решена проблема изоморфизма для этих графов, то есть показано, что две вещественные
алгебры Кэли-Диксона размерности не менее 16 изоморфны, если и только если изоморфны
их графы ортогональности на парах базисных элементов. Ключевым вспомогательным ре-
зультатом при доказательстве этого утверждения является критерий изоморфности алгебр
Кэли-Диксона, полученный в работе Эакина и Сасайе [23].

Цели и задачи работы

• Исследовать отношения коммутативности и ортогональности, а также пары делителей
нуля в вещественных алгебрах Кэли-Диксона.

• Изучить общие закономерности и структуры в графах отношений вещественных алгебр
Кэли-Диксона.

• Описать графы коммутативности, ортогональности и делителей нуля вещественных
алгебр Кэли-Диксона малых размерностей.

• Решить проблему изоморфизма для графов ортогональности вещественных алгебр Кэли-
Диксона.
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Положения, выносимые на защиту

На защиту выносятся следующие результаты диссертации:

• Свойства подграфов, образованных в графах ортогональности и делителей нуля про-
извольной вещественной алгебры Кэли-Диксона такими делителями нуля, что нормы
компонент каждого элемента отличны от нуля, а компоненты разных элементов строго
альтернируют между собой.

• Явный вид аннуляторов, ортогонализаторов и централизаторов для дважды альтер-
нативных делителей нуля в вещественных алгебрах Кэли-Диксона, нормы компонент
которых отличны от нуля.

• Структура и числовые характеристики, в частности, диаметры и клики, графов комму-
тативности, ортогональности и делителей нуля для вещественных алгебр Кэли-Диксона
малых размерностей: контроктонионов, контрседенионов и седенионов.

• Критерий ортогональности чисто мнимых делителей нуля, являющихся парами базис-
ных элементов. Решение проблемы изоморфизма для графов ортогональности веще-
ственных алгебр Кэли-Диксона на парах базисных элементов.

Объект и предмет исследования

Объектом исследования являются отношения между элементами неассоциативных алгебр
и индуцированные ими графы.

Предметом исследования являются графы коммутативности, ортогональности и делите-
лей нуля вещественных алгебр Кэли-Диксона.

Научная новизна

Полученные в диссертации результаты являются новыми. Среди них:

• Описаны структуры, образованные в графах ортогональности и делителей нуля про-
извольной вещественной алгебры Кэли-Диксона такими делителями нуля, компонен-
ты которых удовлетворяют дополнительным условиям на норму и альтернативность.
Получен явный вид таблицы умножения вершин двойного шестиугольника в графе
ортогональности произвольной алгебры главной последовательности.

• Полностью описаны компоненты связности графа ортогональности алгебры седенио-
нов. Доказано, что в графе коммутативности седенионов делители нуля образуют ком-
поненту связности, диаметр которой заключён между 3 и 4.

• Описаны свойства таких дважды альтернативных делителей нуля в вещественных ал-
гебрах Кэли-Диксона, компоненты которых имеют ненулевую норму. Получен явный
вид их аннуляторов и ортогонализатора, соотношение между централизатором и орто-
гонализатором.
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• Установлена взаимосвязь между графами коммутативности и графами ортогонально-
сти контр-алгебр Кэли-Диксона малых размерностей, описаны графы ортогональности
и делителей нуля этих алгебр в терминах диаметров и клик.

• Решена проблема изоморфизма для графов ортогональности вещественных алгебр Кэли-
Диксона на парах базисных элементов.

Методы исследования

В исследовании используются классические методы линейной и общей алгебры, комби-
наторики и теории графов. Предложенные в диссертации методы позволяют доказывать
некоторые известные результаты неассоциативной алгебры в большей общности и в качестве
частных проявлений объемлющей их теории.

Теоретическая и практическая значимость

Работа имеет теоретический характер. Результаты, полученные в диссертации, представ-
ляют интерес для специалистов в абстрактной и линейной алгебре, комбинаторике, теории
графов и их приложениях.

Степень достоверности и апробация результатов

Соискатель имеет 12 опубликованных работ, в том числе 6 статей по теме диссертации
[47–52], которые опубликованы в научных журналах, входящих в базы данных Scopus, Web
of Science и RSCI.

Автор неоднократно выступала с докладами по результатам работы на спецсеминарах
«Кольца, модули и матрицы» и «Избранные вопросы алгебры», а также на Научно-исследо-
вательском семинаре кафедры высшей алгебры механико-математического факультета МГУ
имени М. В. Ломоносова. Кроме того, автором были сделаны доклады по теме диссертации
на следующих конференциях:

• XXV Международная научная конференция «Ломоносов – 2018», МГУ имени М. В.
Ломоносова, Москва, Россия, 2018 (устный доклад, отмечен грамотой).

• Международная алгебраическая конференция, посвященная 110-летию со дня рожде-
ния профессора А. Г. Куроша, МГУ имени М. В. Ломоносова, Москва, Россия, 2018
(устный доклад, совместно с Александром Эмилевичем Гутерманом).

• XXVI Международная научная конференция «Ломоносов – 2019», МГУ имени М. В.
Ломоносова, Москва, Россия, 2019 (устный доклад, отмечен грамотой).

• 8th European Congress of Mathematics, Порторож, Словения, 2021 (дистанционный уст-
ный доклад).
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• Конференция международных математических центров мирового уровня, Сочи, Рос-
сия, 2021 (два устных доклада и постерный доклад).

• CIMPA school «Non-associative Algebras and their Applications», Антананариву, Мадага-
скар, 2021 (дистанционный пленарный доклад).

• The Fifth Workshop «New Trends in Quaternions and Octonions», Вила-Реал, Португалия,
2021 (дистанционный устный доклад).

• XXIX Международная научная конференция «Ломоносов – 2022», МГУ имени М. В.
Ломоносова, Москва, Россия, 2022 (устный доклад, отмечен грамотой).

Структура и объём работы

Диссертация состоит из введения, пяти глав, заключения, списка литературы и спис-
ка публикаций автора. Общий объём работы составляет 135 страниц. Список литературы
включает 58 наименований.

Содержание работы

Введение посвящено актуальности рассматриваемой темы, краткой истории вопроса,
изложению цели работы, методов и основных результатов.

В главе 1 собраны основные понятия теории неассоциативных алгебр и теории графов
отношений, а также приводятся некоторые известные результаты этих теорий.

В разделе 1.1 мы вводим основные определения и обозначения, используемые на протя-
жении всего текста. Ниже перечислены наиболее важные из них.

Пусть A — некоторая алгебра над произвольным полем F. Множество делителей нуля в A
(левых, правых и двусторонних) мы будем обозначать как Z(A), множество двусторонних
делителей нуля в A — как ZLR(A), а центр A — как CA.

Определение. Пусть a — произвольный элемент алгебры A.

• Централизатором a называется CA(a) =
{
b ∈ A | ab = ba

}
— множество элементов A,

коммутирующих с a.

• Ортогонализатором a называется OA(a) =
{
b ∈ A | ab = ba = 0

}
— множество элемен-

тов A, ортогональных к a.

• Левым аннулятором a называется множество l.AnnA(a) =
{
b ∈ A | ba = 0

}
.

• Аналогично правым аннулятором a называется r.AnnA(a) =
{
b ∈ A | ab = 0

}
.

Для любого подмножества X линейного пространства W над F обозначим множество
прямых, проходящих через элементы X, как P(X) = {[x] = Fx | x ∈ X \ {0}}. Тогда графы
отношений, изучению которых посвящена данная работа, определяются следующим образом.

10



Определение (1.1.2). Пусть A — произвольная алгебра.

• Граф коммутативности ΓC(A): вершины — элементы P(A/CA), причём различные
вершины [a+ CA] и [b+ CA] соединены ребром, если и только если ab = ba.

• Граф ортогональности ΓO(A): вершины — элементы P(ZLR(A)), причём различные
вершины [a] и [b] соединены ребром, если и только если ab = ba = 0.

• Ориентированный граф делителей нуля ΓZ(A): вершины — элементы P(Z(A)), причём
различные вершины [a] и [b] соединены направленным ребром от [a] к [b], если и только
если ab = 0.

Мы подробно описываем процедуру Кэли-Диксона в разделе 1.2 и напоминаем некото-
рые свойства вещественных алгебр Кэли-Диксона в разделе 1.3. Отметим, что для любого
элемента a вещественной алгебры Кэли-Диксона An определены норма n(a), вещественная
часть Re(a) и мнимая часть Im(a), причём a = Re(a)+Im(a). Элемент a называется чисто
мнимым, если и только если Re(a) = 0. Согласно [44, стр. 438], при n ≥ 2 имеет место равен-
ство CAn = R, поэтому ΓC(An) изоморфен графу, вершинами которого являются элементы
P(A′

n), где A′
n = {a ∈ An | Re(a) = 0} — множество чисто мнимых элементов An.

После этого в разделе 1.4 мы приводим явные определения вещественных алгебр Кэли-
Диксона малых размерностей: кватернионов, октонионов и седенионов, а также контрком-
плексных чисел, контркватернионов, контроктонионов и контрседенионов.

В главе 2 рассматриваются дважды альтернативные делители нуля в произвольных
вещественных алгебрах Кэли-Диксона. Целью данной главы является решение следующих
двух задач:

• Описание структур, которые образуют в графе делителей нуля произвольной веще-
ственной алгебры Кэли-Диксона такие элементы, компоненты которых удовлетворяют
дополнительным условиям на норму и альтернативность.

• Изучение свойств таких дважды альтернативных делителей нуля, компоненты которых
имеют ненулевую норму.

В разделе 2.1 получено обобщение некоторых известных результатов о подалгебрах в
алгебрах главной последовательности на случай произвольных вещественных алгебр Кэли-
Диксона. А именно, в леммах 2.1.3, 2.1.6, 2.1.7 и 2.1.9 и следствии 2.1.8 мы устанавливаем
достаточное условие того, что два или три элемента порождают ассоциативную или аль-
тернативную подалгебру. Основным методом доказательства этих утверждений является
построение гомоморфизма из A2 или A3 в рассматриваемую подалгебру. Однако, в отли-
чие от случая алгебр главной последовательности, построенный гомоморфизм может иметь
нетривиальное ядро. Эти результаты являются вспомогательными и активно используются
на протяжении всей диссертации.
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В разделе 2.2 рассматриваются такие делители нуля (a, b) ∈ An+1, которые удовлетворяют
условию (∗): 

(n(a))2 = (n(b))2 ̸= 0;

χ =
n(a)

γnn(b)
=
γnn(b)

n(a)
= ±1.

(∗)

Ключевую роль при их изучении играет следующая лемма:

Лемма (2.2.1). Пусть (a, b), (c, d) ∈ An+1, и элементы c, d ∈ An (нестрого) альтернируют с
элементами a, b ∈ An. Предположим также, что n(c) − χγnn(d) = χn(c) − γnn(d) = 0 для
некоторого χ ∈ R. Тогда

(1) если (a, b)(c, d) = 0, то (c, d)(ac,−χda) = 0;

(2) если (c, d)(a, b) = 0, то (ca,−χdā)(c, d) = 0.

Основным результатом этого раздела является следующая теорема, показывающая, что
такие делители нуля образуют шестиугольные структуры в графе делителей нуля произ-
вольной вещественной алгебры Кэли-Диксона:

Теорема (2.2.12). Пусть элементы a, b ∈ An строго альтернируют с элементами c, d ∈ An, и
(a, b)(c, d) = 0 в An+1. Тогда

(1) Элементы ac, da строго альтернируют с элементами a, b, c, d.

(2) Пусть n(a) ̸= 0 или n(b) ̸= 0, а также n(c) ̸= 0 или n(d) ̸= 0. Тогда (a, b), (c, d) и (ac,−χda)
удовлетворяют условию (∗) с одним и тем же значением χ.

(3) В этом случае существуют следующие циклы длины 6 в ΓZ(An+1):

(a, b)→ (c, d)→ (ac,−χda)→ (a,−b)→ (c,−d)→ (ac, χda)→ (a, b),

(ā, b̄)→ (γnd̄, c̄)→ (−χγnda, ac)→ (ā,−b̄)→ (γnd̄,−c̄)→ (χγnda, ac)→ (ā, b̄),

(γnb, a)→ (c̄, d̄)→ (−χγnda, ac)→ (γnb,−a)→ (c̄,−d̄)→ (χγnda, ac)→ (γnb, a),

(γnb̄, ā)→ (γnd, c)→ (ac,−χda)→ (γnb̄,−ā)→ (γnd,−c)→ (ac, χda)→ (γnb̄, ā).

(4) Имеют место равенства (ac,−χda) = −(γnb̄d,−χbc̄) и (ac, χda) = −(γnb̄d, χbc̄).

Раздел 2.3 начинается с описания взаимосвязи между графом ортогональности и гра-
фом делителей нуля произвольной вещественной алгебры Кэли-Диксона. Так, согласно след-
ствию 2.3.3, в случае вещественных алгебр Кэли-Диксона все делители нуля оказываются
двусторонними делителями нуля, поэтому множества вершин этих графов совпадают. Пред-
ложение 2.3.4 описывает те рёбра, которые являются общими у этих графов. Из него следует,
что в контексте графов ортогональности наибольший интерес представляют чисто мнимые
делители нуля, в связи с чем удобно ввести следующее определение:

Определение (2.3.5). Граф Γ′
O(An) — подграф ΓO(An) на множестве вершин P(Z ′(An)), где

Z ′(An) = {x ∈ Z(An) | Re(x) = 0} — множество чисто мнимых делителей нуля в An.
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Затем вводится определение дважды альтернативных элементов в произвольной веще-
ственной алгебре Кэли-Диксона.

Определение (2.3.6). Множество дважды альтернативных элементов An+1 определяется
как DA(An+1) = {(a, b) ∈ An+1 | оба элемента a и b являются альтернативными в An}.

В леммах 2.3.8 и 2.3.9 описывается явный вид аннуляторов и ортогонализаторов дважды
альтернативных делителей нуля. Эти леммы играют особо важную роль в главах 4 и 5.

Лемма (2.3.8). Пусть (a, b) ∈ DA(An+1) таково, что n(a) ̸= 0, и пусть χ = γn
n(b)
n(a)

. В частности,
это выполнено, если (a, b) удовлетворяет условию (∗). Тогда

l.AnnAn+1((a, b)) =

{(
c,−(bc)a

n(a)

) ∣∣∣∣ b(ca) = χ(bc)a

}
,

r.AnnAn+1((a, b)) =

{(
c,−(bc̄)ā

n(a)

) ∣∣∣∣ (ac)b̄ = χa(cb̄)

}
.

Лемма (2.3.9). Пусть (a, b) ∈ DA(An+1) — такой чисто мнимый элемент, что n(a) ̸= 0, и
пусть χ = γn

n(b)
n(a)
̸= 0. В частности, это выполнено, если (a, b) удовлетворяет условию (∗).

Тогда

OAn+1((a, b)) =

{(
c,−(bc)a

n(a)

) ∣∣∣∣ Re(c) = 0, b(ca) = χ(bc)a

}
=

=

{(
(ad̄)b

n(b)
, d

) ∣∣∣∣ ⟨d, ba⟩ = 0, (ad̄)b = χa(d̄b)

}
.

В разделе 2.4 изучается взаимосвязь между централизатором и ортогонализатором про-
извольного элемента вещественной алгебры Кэли-Диксона. Лемма 2.4.1 показывает, что мни-
мая часть централизатора всегда совпадает с ортогонализатором с точностью до сложения с
не более чем одномерным подпространством V . Лемма 2.4.2 устанавливает явный вид этого
подпространства V в некоторых частных случаях.

Лемма (2.4.1). Пусть x ∈ An, x ̸= 0, Re(x) = 0. Тогда CAn(x) = R ⊕ OAn(x) ⊕ V , где
dim(V ) ≤ 1.

Лемма (2.4.2). Пусть x ∈ An \ {0}, Re(x) = 0. Тогда

(1) если n(x) = 0 и n ≤ 3, то CAn(x) = R⊕OAn(x);

(2) если n(x) ̸= 0, то CAn(x) = R⊕ Rx⊕OAn(x).

В частности, если An = Mn — алгебра главной последовательности, то любой элемент
x ∈Mn \ {0}, Re(x) = 0, всегда удовлетворяет условию леммы 2.4.2(2).

Как показывают предложение 2.4.6 и пример 2.4.7, дополнительное условие на n в пункте
(1) леммы 2.4.2 является существенным. Однако, согласно теореме 2.4.9, лемма 2.4.2(1) мо-
жет быть обобщена на случай дважды альтернативных делителей нуля, удовлетворяющих
условию (∗) с χ = 1. Если же χ = γn

n(b)
n(a)
̸= 1, то норма такого элемента отлична от нуля,

13



поэтому применима лемма 2.4.2(2). Таким образом, для дважды альтернативных делителей
нуля, удовлетворяющих условию (∗), мы также можем получить явный вид централизатора.

Теорема (2.4.9). Пусть (a, b) ∈ DA(An+1) — чисто мнимый элемент, удовлетворяющий усло-
вию (∗) с χ = 1. Тогда CAn+1((a, b)) = R⊕OAn+1((a, b)).

В главе 3 результаты предыдущей главы применяются для описания графов ортого-
нальности алгебр главной последовательности, в частности, алгебры седенионов. Для этого
используется [38, следствие 1.6], согласно которому в алгебрах главной последовательности
любая пара делителей нуля является также парой ортогональных элементов.

В разделе 3.1 показано, что в случае алгебр главной последовательности ориентирован-
ные шестиугольники в графе делителей нуля из теоремы 2.2.12 могут быть продолжены
до неориентированного двойного шестиугольника в графе ортогональности. Кроме того, со-
гласно теореме 3.1.11, таблица умножения вершин двойного шестиугольника имеет блочную
структуру. Основным результатом данного раздела является теорема 3.1.14.

Теорема (3.1.14). Пусть a, b ∈ Mn строго альтернируют с элементами c, d ∈ Mn, (a, b),
(c, d) ∈ Z(Mn+1), (a, b)(c, d) = 0. По лемме 3.1.3, без ограничения общности можно считать,
что n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Тогда

(1) Элементы ac, ad строго альтернируют с элементами a, b, c, d.

(2) Элементы e0, a, b, c, d, ac, ad образуют ортонормированную систему относительно скаляр-
ного произведения ⟨·, ·⟩.

(3) Существует подграф ΓO(Mn+1), изображённый на рисунке 3.1 и называемый двойным
шестиугольником.

(4) Все элементы в вершинах двойного шестиугольника линейно независимы.

(5) В обозначениях теоремы 3.1.11, вершины двойного шестиугольника удовлетворяют таб-
лице умножения 3.2.

Раздел 3.2 посвящён изучению графов ортогональности и коммутативности алгебры се-
денионов S.

Хорошо известно, что алгебра октонионов альтернативна, см. [7, стр. 10], и любой седе-
нион может быть представлен в виде пары октонионов. Следовательно, в случае седенионов
любой делитель нуля дважды альтернативнен, поэтому мы можем применить теорему 3.1.14
и получить, что любая пара делителей нуля порождает двойной шестиугольник в ΓO(S).

В подразделе 3.2.1 приводятся известные результаты о свойствах делителей нуля алгебры
седенионов. Как уже было сказано ранее, в случае алгебры седенионов из (a, b)(c, d) = 0 сле-
дует n(c)ab = −n(a)cd. Это свойство седенионов особенно важно и отличает их от остальных
алгебр главной последовательности. В частности, благодаря ему множество вершин двойно-
го шестиугольника можно дополнить до базиса, имеющего удобную таблицу умножения, см.
теорему 3.2.18 подраздела 3.2.4.
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В подразделе 3.2.2 изучены компоненты связности ΓO(S). Ясно, что для любых двух
делителей нуля (a, b) и (c, d), принадлежащих одной компоненте связности, элементы ab и
cd линейно зависимы. Из [38, стр. 25-27] также следует, что ab и cd чисто мнимые. Значит,
каждой компоненте связности ΓO(S) можно поставить в соответствие некоторую прямую из
мнимой части алгебры октонионов. По теореме 3.2.12, это соответствие биективно. Диаметр
каждой компоненты связности равен 3, см. теорему 3.2.10.

В подразделе 3.2.3 описывается подграф ΓO(S) на множестве тех вершин, обе компоненты
которых с точностью до знака являются стандартными базисными элементами, то есть имеют
вид (ei,±ej).

Наконец, в подразделе 3.2.5 мы рассматриваем граф коммутативности S. В предложени-
ях 3.2.23 и 3.2.24 показано, что все делители нуля содержатся в одной компоненте связности
ΓC(S), и значение её диаметра заключено между 3 и 4.

Объединение полученных в разделе 3.2 результатов приводит нас к следующей теореме.

Теорема (3.2.26).

(1) ΓO(S) не содержит циклов нечётной длины.

(2) Пусть (a, b)(c, d) = 0 в S, n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Тогда существует подграф
ΓO(S), изображённый на рисунке 3.1 и называемый двойным шестиугольником. В обо-
значениях теоремы 3.2.18, вершины двойного шестиугольника удовлетворяют таблице
умножения 3.4.

(3) Множество вершин компоненты связности графа ΓO(S), содержащей (a, b), совпадает с
P(Λ(a,b)), где Λ(a,b) — это множество всех нетривиальных линейных комбинаций элемен-
тов, стоящих в углах двойного шестиугольника через один.

(4) Диаметр каждой компоненты связности ΓO(S) равен 3.

(5) Пусть C(ΓO(S)) обозначает множество всех компонент связности графа ΓO(S). Тогда су-
ществует корректно определённая биекция ψ : C(ΓO(S)) → P(Im(O)), действующая сле-
дующим образом. Если C ∈ C(ΓO(S)) и (a, b) ∈ C, то ψ(C) = Lin(ab).

(6) Пусть φ ∈ AutR(O) порождает φ̂ ∈ AutR(S) по формуле φ̂((x, y)) = (φ(x), φ(y)) для всех
(x, y) ∈ S. Тогда φ̂ действует естественным образом на C(ΓO(S)), причём ψ ◦ φ̂ = φ ◦ ψ.

(7) Пусть ΓZ
C(S) — подграф ΓC(S) на множестве вершин P(Z(S)). Тогда ΓZ

C(S) — компонента
связности ΓC(S), причём значение её диаметра заключёно между 3 и 4.

В главе 4 мы описываем графы коммутативности, ортогональности и делителей нуля
для контр-алгебр Кэли-Диксона малых размерностей.

В разделе 4.1 мы применяем полученные в разделе 2.3 результаты для изучения два-
жды альтернативных делителей нуля в контр-алгебрах произвольной размерности. Важную
роль здесь играет лемма 4.1.1, согласно которой дважды альтернативные элементы в контр-
алгебрах являются делителями нуля тогда и только тогда, когда они имеют нулевую норму.
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Лемма (4.1.1). Пусть (a, b) ∈ DA(Hn) \ {0}. Тогда (a, b) ∈ Z(Hn), если и только если
n((a, b)) = n(a)− n(b) = 0.

Пример 4.1.6 показывает, что в лемме 4.1.1 алгебру Hn нельзя заменить произвольной
алгеброй Кэли-Диксона An с условием γn−1 = 1. Кроме того, он даёт пример дважды аль-
тернативного делителя нуля, не удовлетворяющего условию (∗).

Затем с помощью теоремы 2.4.9 устанавливается взаимосвязь между графами коммута-
тивности и графами ортогональности контр-алгебр малых размерностей.

Теорема (4.1.10). Пусть 2 ≤ n ≤ 4. Обозначим как ΓZ
C(Hn) подграф ΓC(Hn) на множестве

вершин P(Z ′(Hn)), где Z ′(Hn) = {x ∈ Hn \{0} | Re(x) = n(x) = 0}. Тогда ΓZ
C(Hn) изоморфен

Γ′
O(Hn).

В разделах 4.2–4.5 описываются графы ортогональности и графы делителей нуля контр-
алгебр малых размерностей: контркомплексных чисел, контркватернионов, контроктонионов
и контрседенионов. В этих алгебрах все элементы являются дважды альтернативными, а
потому применимы результаты раздела 4.1. Наибольшее внимание уделяется компонентам
связности рассматриваемых графов и их диаметрам, а также максимальным кликам.

Раздел 4.2 содержит элементарные сведения о графах отношений алгебры контркомплекс-
ных чисел. В разделе 4.3, посвящённом графам отношений алгебры контркватернионов, мы
приводим свои доказательства некоторых известных результатов, чтобы продемонстрировать
аналогию между контркватернионами и контроктонионами. В следствии 4.4.11 раздела 4.4
мы получаем аналог вещественной жордановой нормальной формы для контроктонионов,
что позволяет описать их графы ортогональности и делителей нуля. И наконец, в разделе 4.5
мы подробно описываем графы ортогональности и делителей нуля алгебры контрседенионов.

Теорема (4.2.1).

(1) ΓO(Ĉ) — полный граф на двух вершинах [1 + ℓ] и [1 − ℓ]. ΓZ(Ĉ) получается из ΓO(Ĉ)
заменой неориентированного ребра на пару ориентированных рёбер.

(2) Диаметр ΓZ(Ĥ) равен 2. Граф Γ′
O(Ĥ) состоит из изолированных вершин вида [a], где

n(a) = tr(a) = 0.

(3) Диаметр ΓZ(Ô) равен 2, диаметр Γ′
O(Ô) равен 3.

(4) Диаметр ΓZ(Ŝ) равен 4, диаметр Γ′
O(Ŝ) равен 5.

Глава 5 посвящена решению проблемы изоморфизма для графов ортогональности на
парах базисных элементов произвольных вещественных алгебр Кэли-Диксона.

Определение (5.1.4). Пусть En =
{
e
(n)
0 , e

(n)
1 , . . . , e

(n)
2n−1

}
обозначает множество стандартных

базисных элементов, а E ′n = En \ {e(n)0 } — множество чисто мнимых стандартных базисных
элементов в An. Рассмотрим следующее подмножество в Z(An+1):

Z ′
e(An+1) =

{(
e
(n)
i ,±e(n)j

)
∈ Z(An+1)

∣∣ i ̸= 0
}
= (E ′n × (±En)) ∩ Z(An+1).
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Тогда Γe(An+1) обозначает подграф Γ′
O(An+1) на множестве вершин P(Z ′

e(An+1)).

В разделе 5.1 изучаются чисто мнимые делители нуля, являющиеся парами базисных эле-
ментов, то есть элементы из Z ′

e(An+1). Теорема 5.1.20 устанавливает критерий того, что пара
базисных элементов является делителем нуля, а в теореме 5.1.21 описаны условия, при кото-
рых два элемента из Z ′

e(An+1) ортогональны. Ключевым утверждением для классификации
таких делителей нуля является лемма 5.1.5 — ослабленный вариант равенства произведения
компонент у пары делителей нуля в алгебре седенионов.

Лемма (5.1.5). Пусть (a, b), (c, d) ∈ Ze(An+1), (a, b)(c, d) = 0. Тогда ab = ±cd.

С помощью этих результатов в теореме 5.2.6 раздела 5.2 получен алгоритм индуктивного
построения графа Γe(An+1) для произвольной вещественной алгебры Кэли-Диксона An+1.
Следствие 5.2.9 позволяет установить число компонент связности графа Γe(An+1) при n ≥ 3,
а также их найти мощности и диаметры.

Следствие (5.2.9). Если n ≥ 3, то Γe(An+1) содержит 2n компонент связности при γn = 1 и
2n − 1 компоненту связности при γn = −1. Пусть C — произвольная компонента связности
графа Γe(An+1). Тогда диаметр C равен 3. Кроме того, мы можем найти число вершин в C
по формуле

|V (C)| =

2n+1 − 2, χ(C) = 1;

2n+1 − 4, χ(C) = −1.

Раздел 5.3 посвящён решению обратной задачи, а именно, по графу Γe(An+1) требуется
восстановить параметры Кэли-Диксона алгебрыAn+1. Её решение разбивается на следующие
шаги:

• Если n ≥ 3, то следствие 5.2.9 сразу позволяет получить значения n и γn.

• Если n = 3, то требуемое утверждение вытекает из следствия 5.3.7.

• Если n ≥ 4, то, по лемме 5.3.2, можно также найти γn−1.

• Затем можно воспользоваться теоремой 5.3.12 и по графу Γe(An+1) построить графы
Γe(A◦

n) и Γe(A•
n), где первые n− 1 параметров у алгебр A◦

n и A•
n те же, что и у алгебры

An+1, а их последние параметры равны γn и γn−1γn, соответственно.

• Продолжая процесс рекурсивно, мы получаем импликацию слева направо в теоре-
ме 5.3.16. Импликация справа налево доказывается с помощью критерия изоморфности
алгебр Кэли-Диксона, полученного Эакином и Сасайе [23, следствие 2.6].

Теорема (5.3.16). Пусть n,m ≥ 3, γ = {γ0, . . . , γn} и λ = {λ0, . . . , λm} — две последова-
тельности параметров. Тогда графы Γe(Aγ

n+1) и Γe(Aλ
m+1) изоморфны, если и только если

алгебры Aγ
n+1 и Aλ

m+1 изоморфны.
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В подразделе 5.3.2 показано, что при n,m ≤ 2 импликация справа налево в теореме 5.3.16
неверна. Это связано с тем, что при n ≤ 2 изоморфизм между Aγ

n+1 и Aλ
n+1 может переводить

базисные элементы из первой половины во вторую половину, и наоборот. В разделе 5.4 пред-
ложен другой подход к определению графа ортогональности на парах базисных элементов,
который может позволить решить эту проблему.
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Глава 1

Основные определения и обозначения

В этой главе мы вводим основные определения и обозначения, которые будут исполь-
зоваться на протяжении всего текста. В разделе 1.1 мы даём определения графов отноше-
ний, изучению которых посвящена данная работа. Затем мы подробно описываем процедуру
Кэли-Диксона в разделе 1.2 и напоминаем некоторые свойства вещественных алгебр Кэли-
Диксона в разделе 1.3. Раздел 1.4 посвящён вещественным алгебрам Кэли-Диксона малых
размерностей: мы приводим их явные определения и перечисляем основные свойства.

Доказательство леммы 1.3.8 опубликовано в статье [47].

1.1 Алгебраические отношения и их графы

Пусть F — произвольное поле, и (A,+, ·) — алгебра над полем F, возможно, некоммута-
тивная или неассоциативная. Будем говорить, что элементы a, b ∈ A антикоммутируют,
если ab + ba = 0, и элементы a, b ортогональны, если ab = ba = 0. Множество всех делите-
лей нуля в A (левых, правых и двусторонних) мы будем обозначать как Z(A), множество
левых (соответственно, правых) делителей нуля в A — как ZL(A) (соответственно, ZR(A)),
множество двусторонних делителей нуля в A — как ZLR(A), а центр A — как CA.

Обозначим множество всех автоморфизмов алгебры A над полем F как AutF(A). Легко
видеть, что каждый автоморфизм сохраняет пары коммутирующих элементов, пары орто-
гональных элементов и пары делителей нуля.

Определение 1.1.1. Пусть a — произвольный элемент алгебры A.

• Централизатором a называется CA(a) =
{
b ∈ A | ab = ba

}
— множество элементов A,

коммутирующих с a.

• Антицентрализатором a называется AncA(a) =
{
b ∈ A | ab + ba = 0

}
— множество

элементов A, антикоммутирующих с a.

• Ортогонализатором a называется OA(a) =
{
b ∈ A | ab = ba = 0

}
— множество элемен-

тов A, ортогональных к a.

• Левым аннулятором a называется множество l.AnnA(a) =
{
b ∈ A | ba = 0

}
.
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• Аналогично правым аннулятором a называется r.AnnA(a) =
{
b ∈ A | ab = 0

}
.

Ясно, что CA(a), AncA(a), OA(a), l.AnnA(a) и r.AnnA(a) — линейные пространства над F.

Обозначение. Для любого подмножества X линейного пространства W над F обозначим
множество прямых, проходящих через элементы X, как

P(X) = {[x] = Fx | x ∈ X \ {0}}.

Определение 1.1.2. Пусть A — произвольная алгебра. Определим следующие графы от-
ношений алгебры A:

• Граф коммутативности ΓC(A): его вершины — прямые в факторпространстве A/CA,
то есть

V (ΓC(A)) = P(A/CA) = {[a+ CA] = Fa+ CA | a ∈ A \ CA},

причём различные вершины [a + CA] и [b + CA] соединены ребром, если и только если
ab = ba.

• Граф ортогональности ΓO(A): его вершины — прямые в ZLR(A), то есть

V (ΓO(A)) = P(ZLR(A)),

причём различные вершины [a] и [b] соединены ребром, если и только если ab = ba = 0.

• Ориентированный граф делителей нуля ΓZ(A): его вершины — прямые в Z(A), то есть

V (ΓO(A)) = P(Z(A)),

причём различные вершины [a] и [b] соединены направленным ребром от [a] к [b], если
и только если ab = 0.

Заметим, что рёбра графов ΓC(A), ΓO(A) и ΓZ(A) корректно определены. Говоря о вер-
шинах этих графов, мы не будем проводить различия между ненулевым элементом a и про-
ходящей через него прямой [a] = Fa. Мы также обозначаем Lin(a1, . . . , ak) = Fa1 + · · ·+ Fak.

Напомним основные сведения из теории графов, которые нам потребуются.

Определение 1.1.3. Пусть Γ — ориентированный или неориентированный граф.

• Γ называется связным, если для любой упорядоченной пары вершин (x, y) существует
путь от x к y.

• Расстояние d(x, y) = dΓ(x, y) между двумя вершинами x и y в графе Γ — это число
рёбер в кратчайшем пути от x к y. Если такого пути не существует, то d(x, y) =∞.

• Диаметр d(Γ) графа Γ определяется как sup
x,y∈Γ

d(x, y).
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Для неориентированного графа Γ определены также следующие понятия:

• Компонентой связности Γ называется максимальный связный подграф Γ.

• Клика Q в графе Γ — это такое подмножество вершин Γ, что любые две различные
вершины в Q соединены ребром.

• Клика Q называется максимальной, если Q максимальна по включению.

• Обхват g(Γ) графа Γ — это длина кратчайшего цикла в Γ.

1.2 Построение алгебр Кэли-Диксона

Определение 1.2.1. [37, c. 139, определение 1.5.1] Пусть (A,+, ·) — алгебра над полем F.
Операцией сопряжения a 7→ ā на A называется такой эндоморфизм A как линейного про-
странства, что для любых a, b ∈ A выполнено ¯̄a = a и ab = b̄ā.

Определение 1.2.2. Пусть (A,+, ·) — алгебра над полем F с единицей 1A и операцией
сопряжения a 7→ ā. Это сопряжение называется регулярным, если для любого элемента a ∈ A
выполнено a + ā = t(a)1A и aā = āa = n(a)1A, где t(a), n(a) ∈ F. Здесь t(a) называется
следом a, n(a) называется нормой a.

Далее будем считать, что на F-алгебре A задана регулярная операция сопряжения a 7→ ā.
Ниже представлены основные утверждения, которые понадобятся нам позднее. Для полноты
изложения мы также приводим доказательства для некоторых из них.

Предложение 1.2.3. Пусть a ∈ A, λ ∈ F. Тогда n(a− λ1A) = λ2 − t(a)λ+ n(a).

Доказательство. Для любого b ∈ A имеем b̄ = b1A = 1A · b̄, поэтому 1A = 1A. Значит,
(a− λ1A)(a− λ1A) = (a− λ1A)(ā− λ1A) = aā− λ(a+ ā) + λ21A = (λ2 − t(a)λ+ n(a))1A.

Определение 1.2.4. Характеристическим многочленом элемента a ∈ A называется pa(λ) =
n(a− λ1A) = λ2 − t(a)λ+ n(a). Его дискриминант равен dis(a) = (t(a))2 − 4n(a).

Предложение 1.2.5. [44, стр. 438] Для любого a ∈ A выполнено pa(a) = 0.

Ниже, опираясь в основном на работы [37, 44], мы напоминаем классический способ по-
строения неассоциативных алгебр методом удвоения, так называемую процедуру Кэли-Диксона.

Определение 1.2.6. Пусть A — алгебра над полем F с операцией сопряжения a 7→ ā.
Алгебра A{γ}, полученная из A с помощью процедуры Кэли-Диксона с параметром γ ∈ F,
γ ̸= 0, определяется как множество упорядоченных пар элементов из A с операциями

α(a, b) = (αa, αb);

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d);

(a, b)(c, d) = (ac+ γd̄b, da+ bc̄)
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и сопряжением
(a, b) = (ā,−b), a, b, c, d ∈ A, α ∈ F.

Предложение 1.2.7. [44, стр. 435]

• A{γ} является алгеброй над полем F с единицей 1A{γ} = (1A, 0) и регулярной операцией
сопряжения.

• Если A — алгебра размерности n с базисом
{
ei
}
i=1,...,n

, то A{γ} — алгебра размерности
2n с базисом

{
(ei, 0), (0, ei)

}
i=1,...,n

.

Предложение 1.2.8. [44, стр. 435] Пусть a, b ∈ A, (a, b) ∈ A{γ}. Тогда

t((a, b)) = t(a),

n((a, b)) = n(a)− γn(b).

Предложение 1.2.9. [37, стр. 161, упражнение 2.5.1] Пусть γ′ = α2γ для некоторого
α ̸= 0. Тогда алгебры A{γ} и A{γ′} изоморфны.

Далее будем считать, что F = R, и дадим определение произвольной вещественной ал-
гебры Кэли-Диксона в зависимости от набора её параметров. Наиболее распространённое
определение вещественных алгебр Кэли-Диксона подразумевает, что все параметры равны
−1. Мы будем называть такие алгебры алгебрами главной последовательности.

Определение 1.2.10. Для каждого целого n ≥ 0 и ненулевых вещественных чисел γ0, . . . , γn−1

вещественная алгебра Кэли-Диксона An = An{γ0, . . . , γn−1} определяется индуктивно:

1) A0 = R, e(0)0 = 1 — её базисный элемент;

2) Если построена An{γ0, . . . , γn−1}, то An+1{γ0, . . . , γn} = (An{γ0, . . . , γn−1}){γn}, причём
e
(n+1)
0 , . . . , e

(n+1)

2n+1−1 — её базисные элементы, где

e(n+1)
m =

(e
(n)
m , 0), 0 ≤ m ≤ 2n − 1,

(0, e
(n)
m−2n), 2n ≤ m ≤ 2n+1 − 1.

Используя индукцию по n и предложение 1.2.7, нетрудно показать, что для каждого
целого n ≥ 0 структура An из определения 1.2.10 — это 2n-мерная алгебра над R с единицей
e
(n)
0 и регулярной операцией сопряжения. Иногда мы будем использовать обозначения 1 =

e
(n)
0 и r = re

(n)
0 при r ∈ R. Для произвольного элемента A введём следующие понятия,

аналогичные соответствующим понятиям для комплексных чисел.

Определение 1.2.11.

• Пусть a ∈ An. Вещественной частью a называется Re(a) = a+ā
2

, мнимой частью —
Im(a) = a−ā

2
, нормой — n(a) = aā = āa.
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• Элемент a ∈ An называется чисто мнимым, если Re(a) = 0.

• Элемент (a, b) ∈ An+1 называется дважды чисто мнимым, если Re(a) = Re(b) = 0.

• Элемент (a, b) ∈ An+1 называется четырежды чисто мнимым, если a и b — дважды
чисто мнимые.

Заметим, что Re(a), n(a) ∈ R1A = R, поскольку операция сопряжения на A регулярна.
Очевидно, введённое понятие нормы согласовано с определением 1.2.2.

Обозначение. Обозначим множество чисто мнимых элементов алгебры An как

A′
n = {a ∈ An | Re(a) = 0}.

Предложение 1.2.12. Вещественная часть и норма элемента (a, b) ∈ An+1 могут быть
вычислены индуктивно с использованием следующих соотношений:

Re((a, b)) = Re(a),

n((a, b)) = n(a)− γnn(b).

Доказательство. Непосредственно следует из предложения 1.2.8.

Замечание 1.2.13. В случае алгебр главной последовательности (см. определение 1.4.1),
норма a часто определяется как

√
aā, в отличие от n(a) = aā, используемого в данной рабо-

те. Однако большая часть результатов может быть легко перенесена на случай изменённой
таким образом нормы.

Лемма 1.2.14. Для любого a ∈ An выполнено dis(a) = −4n(Im(a)).

Доказательство. dis(a) = (t(a))2−4n(a) = (a+ ā)2−2aā−2āa = (a− ā)2 = −(a− ā)(a− ā) =
−4n(Im(a)).

1.3 Свойства вещественных алгебр Кэли-Диксона

Далее подразумеваем, чтоA— произвольная алгебра над полем F, аAn = An{γ0, . . . , γn−1}
— произвольная вещественная алгебра Кэли-Диксона. Как следует из предложения 1.2.9,
An{γ0, . . . , γn−1} изоморфна An{sgn(γ0), . . . , sgn(γn−1)}, поэтому достаточно рассматривать
только значения γk ∈ {±1}, k = 0, . . . , n− 1.

Обозначение. Для каждого m = 0, . . . , 2n − 1 обозначим

δ(n)m =
n−1∏
l=0

(−γl)cm,l , (1.1)

где показатели cm,l ∈ {0, 1} однозначно определены условием m =
n−1∑
l=0

cm,l2
l.
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Замечание 1.3.1. При любых значениях γ0, . . . , γn−1 выполнено δ(n)0 = 1.

Лемма 1.3.2. Пусть a = a0 + a1e
(n)
1 + · · ·+ a2n−1e

(n)
2n−1 ∈ An. Тогда

ā = a0 − a1e(n)1 − · · · − a2n−1e
(n)
2n−1;

Re(a) = a0;

Im(a) = a1e
(n)
1 + · · ·+ a2n−1e

(n)
2n−1;

n(a) =
2n−1∑
m=0

δ(n)m a2m,

где сопряжение рассматривается в смысле определения 1.2.6, а норма, вещественная и
мнимая части — в смысле определения 1.2.11.

Доказательство. Следует из предложения 1.2.12 путём непосредственных вычислений.

Обозначение. Пусть ⟨a, b⟩ — вещественнозначная симметрическая билинейная форма, со-
ответствующая квадратичной форме n(a), то есть ⟨a, a⟩ = n(a). Из леммы 1.3.2 следует, что

для a =
2n−1∑
m=0

ame
(n)
m и b =

2n−1∑
m=0

bme
(n)
m ∈ An выполнено

⟨a, b⟩ =
2n−1∑
m=0

δ(n)m ambm. (1.2)

Мы будем обозначать a ⊥ b, если a и b ортогональны относительно ⟨·, ·⟩, то есть ⟨a, b⟩ = 0.

Предложение 1.3.3. Пусть a, b ∈ An. Тогда 2⟨a, b⟩ = ab̄+ bā = āb+ b̄a.

Доказательство. Линеаризуя равенство ⟨a, a⟩ = n(a) = aā = āa, получаем

2⟨a, b⟩ = ⟨a+ b, a+ b⟩ − ⟨a, a⟩ − ⟨b, b⟩ = (a+ b)(a+ b)− aā− bb̄ = ab̄+ bā,

2⟨a, b⟩ = ⟨a+ b, a+ b⟩ − ⟨a, a⟩ − ⟨b, b⟩ = (a+ b)(a+ b)− āa− b̄b = āb+ b̄a.

Следствие 1.3.4. Пусть a, b ∈ An, Re(a) = Re(b) = 0. Тогда ab+ ba = −2⟨a, b⟩ ∈ R.

Доказательство. Является частным случаем предложения 1.3.3 в случае, когда ā = −a,
b̄ = −b.

Следствие 1.3.5. Пусть a, b ∈ An. Тогда ⟨a, b⟩ = Re(ab̄) = Re(b̄a). Отсюда следует, что
⟨a, b⟩ = ⟨ā, b̄⟩ и Re(a) = ⟨a, 1⟩.

Доказательство. Действительно, согласно предложению 1.3.3, 2Re(ab̄) = ab̄+ab̄ = ab̄+bā =

2⟨a, b⟩. Аналогично, 2Re(b̄a) = b̄a+ b̄a = b̄a+ āb = 2⟨a, b⟩.

Лемма 1.3.6. [44, лемма 2] Для любых x, y, z ∈ An имеет место равенство Re([x, y, z]) = 0.

Лемма 1.3.7. [44, лемма 6] Пусть x, y, z ∈ An. Тогда ⟨x, yz⟩ = ⟨xz̄, y⟩ = ⟨ȳx, z⟩.
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В следующей лемме описан антицентрализатор произвольного ненулевого элемента An.

Лемма 1.3.8. Пусть a ∈ An, a ̸= 0.

(1) Если Re(a) ̸= 0, n(a) ̸= 0, то AncAn(a) = {0}.

(2) Если Re(a) ̸= 0, n(a) = 0, то AncAn(a) = Rā.

(3) Если Re(a) = 0, то AncAn(a) = {b ∈ An | Re(b) = 0 и ⟨a, b⟩ = 0}.

Доказательство. Рассмотрим условие антикоммутативности элементов a, b ∈ An:

0 = ab+ ba = a(2Re(b)− b̄) + b(2Re(a)− ā) = 2Re(b)a+ 2Re(a)b− (ab̄+ bā) =

= 2Re(b)(Re(a) + Im(a)) + 2Re(a)(Re(b) + Im(b))− ⟨a, b⟩ = A1 + A2,

где A1 = 4Re(a)Re(b) − ⟨a, b⟩ ∈ R и A2 = 2(Re(a) Im(b) + Re(b) Im(a)) ∈ A′
n. Поэтому

A1 = Re(ab+ba) и A2 = Im(ab+ba), а значит, равенство A1+A2 = 0 равносильно A1 = A2 = 0.
Рассмотрим вначале случай Re(a) ̸= 0. Тогда Im(b) = −Re(b)

Re(a)
Im(a), откуда

b = Re(b) + Im(b) =
Re(b)

Re(a)
(Re(a)− Im(a)) =

Re(b)

Re(a)
ā, (1.3)

0 = ab+ ba =
Re(b)

Re(a)
(aā+ āa) = 2

Re(b)

Re(a)
n(a). (1.4)

Если n(a) ̸= 0, то из равенства (1.4) следует, что Re(b) = 0, а значит, из (1.3) получаем, что
b = 0, что доказывает условие (1). Если n(a) = 0, то равенство (1.3) гарантирует выполнение
условия (2).

Случай, когда Re(b) ̸= 0, рассматривается аналогично, и приводит к условиям случаев
(1) или (2). Если же Re(a) = Re(b) = 0, то из следствия 1.3.4 получаем условие (3).

Перейдём к некоторым определениям, связанным с понятием ассоциативности.

Определение 1.3.9. Ассоциатором элементов a, b, c ∈ A называется элемент [a, b, c] =

(ab)c− a(bc), а их антиассоциатором — элемент {a, b, c} = (ab)c+ a(bc).

Определение 1.3.10. [37, определение 2.1.1]

• Алгебра A называется гибкой, если для любых a, b ∈ A выполнено [a, b, a] = 0.

• Алгебра A называется альтернативной, если для любых a, b ∈ A выполнено [a, a, b] =

[b, a, a] = 0.

Предложение 1.3.11. [37, упражнение 2.1.1]

• Если A — гибкая алгебра, то для всех a, b, c ∈ A выполнено [a, b, c] = −[c, b, a].

• Если A альтернативна, то ассоциатор на A кососимметричен, то есть меняет знак
при транспозиции аргументов.
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Лемма 1.3.12. [44, стр. 436, стр. 438, теорема 1]

• An коммутативна, если и только если n ≤ 1.

• An ассоциативна, если и только если n ≤ 2.

• An альтернативна, если и только если n ≤ 3.

• An гибкая для всех n ∈ N ∪ {0} и γ0, . . . , γn−1 ∈ R \ {0}.

Лемма 1.3.13. [44, стр. 438]

• Если n ≤ 1, то CAn = An, поэтому множество вершин ΓC(An) пустое.

• Если n ≥ 2, то CAn = R, поэтому ΓC(An) изоморфен графу, вершинами которого
являются элементы P(A′

n), причём различные вершины [a] и [b] соединены ребром,
если и только если ab = ba.

Поскольку алгебры Кэли-Диксона в общем случае не являются альтернативными, а усло-
вие альтернативности между парами элементов играет ключевую роль в данной работе, нам
понадобится также следующее определение.

Определение 1.3.14. [39, стр. 12, стр. 15] Пусть a, b ∈ An.

• Элемент a альтернирует с элементом b, если [a, a, b] = 0.

• Если a альтернирует со всеми b ∈ An, то a называется альтернативным.

• Элемент a строго альтернирует с элементом b, если [a, a, b] = 0 и [b, b, a] = 0.

• Если a строго альтернирует со всеми b ∈ An, то a называется строго альтернативным.

1.4 Примеры вещественных алгебр Кэли-Диксона

Определение 1.4.1.

• Говорят, что алгебра An{γ0, . . . , γn−1} является алгеброй главной последовательности
Кэли-Диксона, если γk = −1 для любого k = 0, . . . , n − 1. Мы будем обозначать такую
алгебру символомMn, от слова «main».

• Алгебра An{γ0, . . . , γn−1} называется контр-алгеброй, если γk = −1 для любого k =

0, . . . , n − 2 и γn−1 = 1. Мы будем обозначать её Hn, от слова «hyperbolic», поскольку
Hn обладает гиперболической нормой.

Предложение 1.4.2.

• Пусть a =
2n−1∑
m=0

ame
(n)
m , b =

2n−1∑
m=0

bme
(n)
m ∈ Mn. Тогда ⟨a, b⟩ =

2n−1∑
m=0

ambm — стандартное

евклидово скалярное произведение. В частности, n(a) =
2n−1∑
m=0

a2m, поэтому n(a) = 0,

если и только если a = 0.
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• Пусть a =
2n−1∑
m=0

ame
(n)
m , b =

2n−1∑
m=0

bme
(n)
m ∈ Hn. Тогда ⟨a, b⟩ =

2n−1−1∑
m=0

ambm −
2n−1∑

m=2n−1

ambm.

Доказательство.

• Выражение для скалярного произведения в алгебрах главной последовательности мо-

жет быть получено из равенства (1.2) подстановкой значения δ(n)m =
n−1∏
l=0

(−γl)cm,l = 1 для

всех m = 0, . . . , 2n − 1.

• В случае контр-алгебр имеем δ
(n)
m = 1 для всех m = 0, . . . , 2n−1 − 1 и δ(n)m = −1 для всех

m = 2n−1, . . . , 2n − 1.

Пример 1.4.3.

• Алгебры комплексных чисел (C), кватернионов (H), октонионов (O) и седенионов (S)
являются алгебрами главной последовательности при n = 1, 2, 3, и 4, соответственно.
Читатель может обратиться к [7] для знакомства с определениями H и O, и к [18] — с
определением S.

• Примерами контр-алгебр малых размерностей являются алгебры контркомплексных
чисел (the split-complex-numbers; Ĉ), контркватернионов (the split-quaternions; Ĥ) и
контроктонионов (the split-octonions; Ô), определённые в [11]. Ещё один пример — алгеб-
ра контрседенионов (the split-sedenions; Ŝ), имеющая ту же размерность, что и алгебра
седенионов.

Ниже приведены точные определения и основные свойства упомянутых выше алгебр.

Определение 1.4.4. [7, стр. 6], [11, стр. 3, стр. 5. стр. 6]

• Алгебра кватернионов H — это четырёхмерная алгебра над R с базисом 1, i, j, k. Опе-
рация сопряжения на H задаётся формулой a0 + a1i+ a2j + a3k = a0 − a1i− a2j − a3k,
а умножение выполняется согласно таблице 1.1.

× 1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j
j j −k −1 i

k k j −i −1

Таблица 1.1: Таблица умножения базисных кватернионов.

• Алгебра октонионов O — это восьмимерная алгебра над R, базисными элементами
которой являются 1, e1, . . . , e7. Операция сопряжения на O задаётся формулой
a0 + a1e1 + · · ·+ a7e7 = a0 − a1e1 − · · · − a7e7, а умножение задаётся таблицей 1.2.
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× 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

1 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 e1 −1 e3 −e2 e5 −e4 −e7 e6

e2 e2 −e3 −1 e1 e6 e7 −e4 −e5
e3 e3 e2 −e1 −1 e7 −e6 e5 −e4
e4 e4 −e5 −e6 −e7 −1 e1 e2 e3

e5 e5 e4 −e7 e6 −e1 −1 −e3 e2

e6 e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 −1 −e1
e7 e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 −1

Таблица 1.2: Таблица умножения базисных октонионов.

• Алгебра контркомплексных чисел Ĉ — это алгебра элементов вида a + bℓ, где a, b ∈ R
и ℓ2 = 1, с сопряжением a+ bℓ = a− bℓ.

• Алгебра контркватернионов Ĥ — четырёхмерная алгебра над R с базисом 1, i, ℓ, ℓi. Со-
пряжение на Ĥ задаётся формулой a0 + a1i+ a2ℓ+ a3ℓi = a0 − a1i− a2ℓ− a3ℓi, а умно-
жение выполняется согласно таблице 1.3.

× 1 i ℓ ℓi

1 1 i ℓ ℓi

i i −1 −ℓi ℓ

ℓ ℓ ℓi 1 i

ℓi ℓi −ℓ −i 1

Таблица 1.3: Таблица умножения базисных контркватернионов.

• Алгебра контроктонионов Ô — восьмимерная алгебра над R с базисом 1, i, j, k, ℓ, ℓi, ℓj, ℓk.
Сопряжение на Ô задаётся формулой a0 + a1i+ a2j + a3k + a4ℓ+ a5ℓi+ a6ℓj + a7ℓk =

a0 − a1i− a2j − a3k − a4ℓ− a5ℓi− a6ℓj − a7ℓk, а умножение задаётся таблицей 1.4.

× 1 i j k ℓ ℓi ℓj ℓk

1 1 i j k ℓ ℓi ℓj ℓk

i i −1 k −j −ℓi ℓ −ℓk ℓj

j j −k −1 i −ℓj ℓk ℓ −ℓi
k k j −i −1 −ℓk −ℓj ℓi ℓ

ℓ ℓ ℓi ℓj ℓk 1 i j k

ℓi ℓi −ℓ −ℓk ℓj −i 1 k −j
ℓj ℓj ℓk −ℓ −ℓi −j −k 1 i

ℓk ℓk −ℓj ℓi −ℓ −k j −i 1

Таблица 1.4: Таблица умножения базисных контроктонионов.

Предложение 1.4.5. [11, стр. 2], [38, стр. 1] Имеют место следующие изоморфизмы:
R ∼=M0; C ∼=M1; H ∼=M2; O ∼=M3; Ĉ ∼= H1; Ĥ ∼= H2; Ô ∼= H3.
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Доказательство. Изоморфизм R ∼= M0 непосредственно следует из определения. Изомор-
физм O ∼= M3 получается переводом стандартного базиса O в стандартный базис M3.
Остальные изоморфизмы могут быть заданы на базисных элементах следующим образом:

C ∼= R{−1}: 1 7→ (1, 0), i 7→ (0, 1).

H ∼= C{−1}: 1 7→ (1, 0), i 7→ (i, 0), j 7→ (0, 1), k 7→ (0, i).

Ĉ ∼= R{1}: 1 7→ (1, 0), ℓ 7→ (0, 1).

Ĥ ∼= C{1}: 1 7→ (1, 0), i 7→ (i, 0), ℓ 7→ (0, 1), ℓi 7→ −(0, i).

Ô ∼= H{1}: 1 7→ (1, 0), i 7→ (i, 0), j 7→ (j, 0), k 7→ (k, 0), ℓ 7→ (0, 1), ℓi 7→ −(0, i), ℓj 7→ −(0, j),
ℓk 7→ −(0, k).

Следствие 1.4.6.

• C и Ĉ коммутативны и ассоциативны;

• H и Ĥ некоммутативны, но ассоциативны;

• O и Ô некоммутативны, неассоциативны, но альтернативны.

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 1.3.12 и предложения 1.4.5.

Хорошо известно, что алгебры C, H и O не имеют делителей нуля, см. [7, стр. 10], а
алгебры Ĉ, Ĥ и Ô их имеют.

Определение 1.4.7. Алгебра седенионов определяется как S = M4, а алгебра контрседе-
нионов — как Ŝ = H4.

Легко видеть, что S =M4 =M3{−1} ∼= O{−1} и Ŝ = H4 =M3{1} ∼= O{1}. Это приво-
дит нас к наиболее удобной форме записи седенионов и контрседенионов, а именно, в виде
упорядоченных пар октонионов. Алгебры S и Ŝ — шестнадцатимерные некоммутативные,
неассоциативные и неальтернативные алгебры с делителями нуля, см. [38, стр. 2].

Из предложения 1.4.2 следует, что в случае алгебр главной последовательности норма
является анизотропной, тогда как в случае контр-алгебр всегда существует ненулевой вектор
нулевой нормы. При n ≤ 3 любая алгебра Кэли-Диксона An над произвольным полем F,
charF ̸= 2, альтернативна, а значит, являтся композиционной алгеброй. И наоборот, любая
унитальная композиционная алгебра над полем F, charF ̸= 2, изоморфна алгебре Кэли-
Диксона с n ≤ 3, см. [29, стр. 61, теорема 1] или [37, стр. 166, теорема 2.6.2]. Если при этом
норма на A анизотропна, то A является алгеброй с делением, а если норма на A изотропна,
то A — расщепляющаяся композиционная алгебра (split composition algebra), см. [37, см. 66].
Таким образом, алгебрыMn, 0 ≤ n ≤ 3, — это композицонные алгебры с делением, а Hn, 1 ≤
n ≤ 3, — расщепляющиеся композиционные алгебры. Кроме того, следующее предложение
показывает, что вещественные расщепляющиеся композиционные алгебры исчерпываются
алгебрами Ĉ, Ĥ, Ô. Это объясняет английское название контр-алгебр Hn (split-algebras).

Предложение 1.4.8. [37, стр. 165-166, упражнение 2.6.1A, теорема 2.6.2]
Имеют место изоморфизмы Ĥ = C{1} ∼= Ĉ{−1} ∼= Ĉ{1} и Ô = H{1} ∼= Ĥ{−1} ∼= Ĥ{1}.
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Глава 2

Дважды альтернативные делители нуля
в вещественных алгебрах Кэли-Диксона

Глава построена следующим образом: в разделе 2.1 мы устанавливаем достаточное усло-
вие того, что два или три элемента порождают ассоциативную или альтернативную подал-
гебру в произвольной вещественной алгебре Кэли-Диксона, а также приводим явную таблицу
умножения элементов такой подалгебры. В разделе 2.2 мы рассматриваем пары делителей
нуля, компоненты которых удовлетворяют дополнительным условиям на норму и альтерна-
тивность, и показываем, что они образуют шестиугольные структуры в графе делителей ну-
ля произвольной вещественной алгебры Кэли-Диксона. Основным результатом этого раздела
является теорема 2.2.12. В разделе 2.3 мы устанавливаем свойства дважды альтернативных
делителей нуля, компоненты которых имеют ненулевую норму. Наконец, в разделе 2.4 мы
изучаем взаимосвязь между централизатором и ортогонализатором произвольного элемента
вещественной алгебры Кэли-Диксона.

Результаты этой главы опубликованы в статье [51], за исключением раздела 2.4, резуль-
таты которого опубликованы в статье [47].

2.1 Альтернативные подалгебры

При n ≥ 4 алгебра An неальтернативна, а потому не является композиционной. Од-
нако, как показывает следующая лемма, композиционное тождество всё ещё выполняется
для альтернирующих между собой элементов. Её доказательство аналогично приведённому
в [39, стр. 15].

Лемма 2.1.1. Пусть a, b ∈ An, [a, a, b] = 0. Тогда n(ab) = n(ba) = n(a)n(b).

Доказательство. Заметим, что [ā, a, b] = [2Re(a) − a, a, b] = −[a, a, b] = 0, откуда ā(ab) =

(āa)b. По определению симметрической билинейной формы ⟨·, ·⟩, имеем n(ab) = ⟨ab, ab⟩. При-
менив лемму 1.3.7 для x = ab, y = a и z = b, получаем ⟨ab, ab⟩ = ⟨ā(ab), b⟩ = ⟨(āa)b, b⟩ =
⟨n(a)b, b⟩ = n(a)⟨b, b⟩ = n(a)n(b).
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Теперь применим лемму 1.3.7 для x = ba, y = b и z = a и получим n(ba) = ⟨ba, ba⟩ =
⟨(ba)ā, b⟩. Поскольку, из гибкости, [b, a, ā] = −[b, a, a] = [a, a, b] = 0, имеет место равенство
⟨(ba)ā, b⟩ = ⟨b(aā), b⟩ = ⟨n(a)b, b⟩ = n(a)⟨b, b⟩ = n(a)n(b). Таким образом, n(ba) = n(a)n(b).

Аналогично работам [38–40], мы будем обозначать ẽ0 = (0, e0) ∈ An и ã = aẽ0 для всех
a ∈ An.

Лемма 2.1.2. Пусть a, b ∈ An, и b — дважды чисто мнимый элемент. Тогда

(1) ˜̃a = γn−1a;

(2) ãb = −ãb;

(3) ã ⊥ a.

Если a — также дважды чисто мнимый, то

(4) ãb+ b̃a = 0, если и только если a ⊥ b;

(5) γn−1ab+ b̃ã = 0, если и только если ã ⊥ b.

Доказательство. Пусть a = (a1, a2), b = (b1, b2). По определению, ã = (a1, a2)(0, e0) =

(γn−1a2, a1).

(1) Имеет место равенство ˜̃a = ˜(γn−1a2, a1) = (γn−1a1, γn−1a2) = γn−1a.

(2) Так как b — дважды чисто мнимый элемент, имеем

ãb = (γn−1a2, a1)(b1, b2) = (γn−1a2b1 + γn−1b̄2a1, γn−1b2a2 + a1b̄1) =

= −(γn−1(b2a1 + a2b̄1), a1b1 + γn−1b̄2a2) = −ãb.

(3) По лемме 1.3.7, ⟨a, ã⟩ = ⟨a, aẽ0⟩ = ⟨āa, ẽ0⟩ = ⟨n(a)e0, ẽ0⟩ = 0.

(4) По лемме 1.3.8, a ⊥ b, если и только если ab = −ba, что равносильно условию −ãb = ãb =

−b̃a = b̃a.

(5) По лемме 1.3.8, ã ⊥ b, если и только если ãb = −bã или, что равносильно, −γn−1ab =

−˜̃ab = ˜̃ab = −b̃ã = b̃ã.

Отметим, что в леммах 2.1.3, 2.1.6 и 2.1.9 мы допускаем равенство n(a) и n(b) нулю, в
отличие от стандартного определения алгебр Кэли-Диксона.

Лемма 2.1.3. Пусть a ∈ An — дважды чисто мнимый элемент. Рассмотрим Ha =

Lin(e0, a, ẽ0, ã). Тогда существует сюръективный гомоморфизм φa : A2{−n(a), γn−1} → Ha,
поэтому Ha — ассоциативная подалгебра An. Если, кроме того, n(a) ̸= 0, то φa — изомор-
физм.
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Доказательство. Обозначим µ1 = n(a), µ2 = n(ẽ0) = −γn−1. Поскольку a и ẽ0 — чисто
мнимые элементы, имеем a2 = −n(a) = −µ1 и ẽ20 = −n(ẽ0) = −µ2. Из условия a ∈ Lin(e0, ẽ0)

⊥

следует ã ∈ Lin(e0, ẽ0)
⊥. По лемме 2.1.2(3), ã ⊥ a, поэтому a, ẽ0, ã попарно антикоммутируют.

Остаётся показать, что ãa = −ãa = µ̃1e0 = µ1 ẽ0 по лемме 2.1.2(2), ãẽ0 = ˜̃a = γn−1a = −µ2a

по лемме 2.1.2(1) и ãã = −ãã = µ̃1 ẽ0 = µ1γn−1 = −µ1µ2 по лемме 2.1.2(1–2). Таким образом,
умножение в Ha описывается следующей таблицей:

× e0 a ẽ0 ã

e0 e0 a ẽ0 ã

a a −µ1 ã −µ1 ẽ0

ẽ0 ẽ0 −ã −µ2 µ2a

ã ã µ1 ẽ0 −µ2a −µ1µ2

Таблица 2.1: Таблица умножения в Ha.

Теперь мы можем задать φa : A2{−µ1,−µ2} → Ha равенствами φa(e0) = e0, φa(e1) = a,
φa(e2) = ẽ0, φa(e3) = ã. Таблица умножения 2.1 совпадает с таблицей умноженияA2{−µ1,−µ2},
и элементы e0, e1, e2, e3 образуют базис A2{−µ1,−µ2}. Таким образом, любое нетривиальное
равенство в A2{−µ1,−µ2} сохраняется под действием φa, поэтому φa — это действительно
гомоморфизм. Ясно, что φa сюръективно, так как Ha = Lin(e0, a, ẽ0, ã).

Чтобы доказать последнее утверждение леммы, мы используем тот факт, что e0, a, ẽ0, ã
образуют ортогональную систему относительно симметрической билинейной формы ⟨·, ·⟩.
Если n(a) ̸= 0, то, по лемме 2.1.1, n(ã) = n(aẽ0) = n(a)n(ẽ0) ̸= 0, поэтому e0, a, ẽ0, ã линейно
независимы, а значит, φa — изоморфизм.

Замечание 2.1.4. В случае, когда n(a) = 0, отображение φa в лемме 2.1.3 может иметь
нетривиальное ядро даже при a ̸= 0, так как возможно равенство a = ã.

Следствие 2.1.5. Элемент ẽ0 строго альтернативен в An.

Доказательство. Пусть a ∈ An, a′ — ортогональная проекция a на Lin(e0, ẽ0)
⊥. По лем-

ме 2.1.3, a′ и ẽ0 порождают ассоциативную подалгебру H′
a ⊂ An. Ясно, что a ∈ H′

a, поэтому
[a, a, ẽ0] = [ẽ0, ẽ0, a] = 0.

Лемма 2.1.6. Пусть a, b ∈ An — чисто мнимые элементы, b ⊥ a. Пусть также a строго
альтернирует с b. Обозначим Ha,b = Lin(e0, a, b, ab). Тогда существует сюръективный го-
моморфизм ψa,b : A2{−n(a),−n(b)} → Ha,b, поэтому Ha,b — ассоциативная подалгебра An.
Если, кроме того, n(a) ̸= 0 и n(b) ̸= 0, то ψa,b — изоморфизм.

Доказательство. Обозначим µ1 = n(a), µ2 = n(b). Поскольку a и b — чисто мнимые эле-
менты, имеем a2 = −n(a) = −µ1 и b2 = −n(b) = −µ2. Из леммы 1.3.7 следует, что система
{e0, a, b, ab} ортогональна относительно ⟨·, ·⟩. Тогда ab также является чисто мнимым и, по
лемме 1.3.8, a, b, ab попарно антикоммутируют.

Элемент a строго альтернирует с b, поэтому a(ab) = a2b = −µ1b, b(ab) = −b(ba) = −b2a =

µ2a, (ab)a = −(ba)a = −ba2 = µ1b, (ab)b = ab2 = −µ2a. Наконец, из леммы 2.1.1 следует,
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что (ab)2 = −n(ab) = −n(a)n(b) = −µ1µ2. Таким образом, мы имеем следующую таблицу
умножения в Ha,b:

× e0 a b ab

e0 e0 a b ab

a a −µ1 ab −µ1b

b b −ab −µ2 µ2a

ab ab µ1b −µ2a −µ1µ2

Таблица 2.2: Таблица умножения в Ha,b.

Тогда мы можем задать ψa,b равенствами ψa,b(e0) = e0, ψa,b(e1) = a, ψa,b(e2) = b, ψa,b(e3) =

ab. Оставшаяся часть доказательства аналогична доказательству леммы 2.1.3.

Лемма 2.1.7. Пусть a, b ∈ An — чисто мнимые элементы, b ̸⊥ a, n(a) = n(b) = 0. Пусть
также a строго альтернирует с b. Обозначим Ha,b = Lin(e0, a, b, ab). Тогда существует
сюръективный гомоморфизм ψa,b : Ĥ→ Ha,b, поэтому Ha,b — ассоциативная подалгебра An.

Доказательство. Поскольку a и b — чисто мнимые элементы, имеем a2 = −n(a) = 0 и
b2 = −n(b) = 0. Обозначим k = 2Re(ab). Тогда, по следствию 1.3.5 и лемме 1.3.7, k =

2Re(ab) = ⟨ab, e0⟩ = ⟨a, b̄⟩ = −⟨a, b⟩ ≠ 0. Ясно, что ba = b̄ā = ab = k − ab.
Элемент a строго альтернирует с b, поэтому a(ab) = a2b = 0, b(ab) = b(k− ba) = kb− b2a =

kb, (ab)a = (k − ba)a = ka − ba2 = ka, (ab)b = ab2 = 0. Наконец, из леммы 2.1.1 следует,
что (ab)2 = (ab)(k − ab) = kab − n(ab) = kab − n(a)n(b) = kab. Таким образом, мы имеем
следующую таблицу умножения в Ha,b:

× e0 a b ab

e0 e0 a b ab

a a 0 ab 0

b b k − ab 0 kb

ab ab ka 0 kab

Таблица 2.3: Таблица умножения в Ha,b при n(a) = n(b) = 0.

Рассмотрим элементы x = i+ ℓ, y = −k
2
(i+ ℓi), xy = k

2
(1− i− ℓ− ℓi) в Ĥ. Тогда 1, x, y, xy

линейно независимы в Ĥ, а их произведения удовлетворяют тем же соотношениям, что и
произведения e0, a, b, ab, так как Ĥ ассоциативна, n(x) = n(y) = 0 и 2Re(xy) = k. Тогда мы
можем задать ψa,b равенствами ψa,b(1) = e0, ψa,b(x) = a, ψa,b(y) = b, ψa,b(xy) = ab. Оставшаяся
часть доказательства аналогична доказательству леммы 2.1.3.

Следствие 2.1.8. Пусть a, b ∈ An строго альтернируют. Тогда множество Lin(e0, a, b, ab)

— ассоциативная подалгебра в An, замкнутая относительно сопряжения.

Доказательство. Пусть a′ = Im(a), b′ = Im(b). Ясно, что a′ и b′ строго альтернируют и
Lin(e0, a, b, ab) = Lin(e0, a

′, b′, a′b′). Если n(a′) = n(b′) = 0, то либо a′ ⊥ b′, и тогда достаточно
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применить лемму 2.1.6 к элементам a′ и b′, либо a′ ̸⊥ b′, и тогда можно применить лемму 2.1.7
к элементам a′ и b′. Иначе предположим без ограничения общности, что n(a′) ̸= 0, и обозна-
чим k = ⟨a′,b′⟩

n(a′)
. Тогда b′′ = b′ − ka′ ∈ Lin(e0, a

′)⊥ и Lin(e0, a, b, ab) = Lin(e0, a
′, b′′, a′b′′). Кроме

того, [a′, a′, b′′] = [a′, a′, b′] − k[a′, a′, a′] = 0 и [b′′, b′′, a′] = [b′, b′, a′] − k[a′, b′, a′] − k[b′, a′, a′] +

k2[a′, a′, a′] = 0, то есть a′ и b′′ строго альтернируют. Остаётся применить лемму 2.1.6 к эле-
ментам a′ и b′′.

Следующая лемма является обобщением [39, теорема 5.1].

Лемма 2.1.9. Пусть a, b ∈ An — дважды чисто мнимые, b ⊥ Lin(a, ã). Пусть также a
строго альтернирует с b. Обозначим Oa,b = Lin(e0, a, b, ab, ẽ0, ã, b̃, ãb). Тогда существует
сюръективный гомоморфизм φa,b : A3{−n(a),−n(b), γn−1} → Oa,b, поэтому Oa,b — альтер-
нативная подалгебра An. Если, кроме того, n(a) ̸= 0 и n(b) ̸= 0, то φa,b — изоморфизм.

Доказательство. Обозначим µ1 = n(a), µ2 = n(b), µ3 = n(ẽ0) = −γn−1. Поскольку a, b и ẽ0 —
чисто мнимые элементы, имеем a2 = −n(a) = −µ1, b2 = −n(b) = −µ2 и ẽ20 = −n(ẽ0) = −µ3. С
помощью леммы 1.3.7 нетрудно показать, что из a ⊥ Lin(e0, ẽ0) и b ⊥ Lin(e0, a, ẽ0, ã) следует,
что система {e0, a, b, ab, ẽ0, ã, b̃, ãb} ортогональна относительно ⟨·, ·⟩. Тогда, по лемме 1.3.8,
элементы a, b, ab, ẽ0, ã, b̃, ãb попарно антикоммутируют. Отметим, что ab — также дважды
чисто мнимый элемент.

По лемме 2.1.6, существует сюръективный гомоморфизм ψa,b : A2{−µ1,−µ2} → Ha,b.
Мы продолжим его до φa,b : A3{−µ1,−µ2,−µ3} → Oa,b. Применим лемму 2.1.3 к элементам
a, b и ab по отдельности. Затем используем лемму 2.1.2(2), чтобы показать, что ãb = −ãb,
ã(ab) = −ã(ab) = µ1 b̃, b̃a = −b̃a = ãb, b̃(ab) = −b̃(ab) = −µ2 ã, ãb · a = −(̃ab)a = −µ1 b̃,

ãb · b = −(̃ab)b = µ2 ã. Из леммы 2.1.2(1–2) получаем b̃ã = −b̃ã = −˜̃ab = −γn−1ab = µ3ab,

ãb · ã = −(̃ab)ã = µ1
˜̃
b = µ1γn−1b = −µ1µ3b и ãb · b̃ = −(̃ab)b̃ = −µ2

˜̃a = −µ2γn−1a = µ2µ3a.
Таким образом, мы имеем следующую таблицу умножения в Oa,b:

× e0 a b ab ẽ0 ã b̃ ãb

e0 e0 a b ab ẽ0 ã b̃ ãb

a a −µ1 ab −µ1b ã −µ1 ẽ0 −ãb µ1 b̃

b b −ab −µ2 µ2a b̃ ãb −µ2 ẽ0 −µ2 ã

ab ab µ1b −µ2a −µ1µ2 ãb −µ1 b̃ µ2 ã −µ1µ2 ẽ0

ẽ0 ẽ0 −ã −b̃ −ãb −µ3 µ3a µ3b µ3ab

ã ã µ1 ẽ0 −ãb µ1 b̃ −µ3a −µ1µ3 −µ3ab µ1µ3b

b̃ b̃ ãb µ2 ẽ0 −µ2 ã −µ3b µ3ab −µ2µ3 −µ2µ3a

ãb ãb −µ1 b̃ µ2 ã µ1µ2 ẽ0 −µ3ab −µ1µ3b µ2µ3a −µ1µ2µ3

Таблица 2.4: Таблица умножения в Oa,b.

Теперь мы можем задать φa,b равенствами φa,b((ej, 0)) = ψa,b(ej) и φa,b((0, ej)) = ψ̃a,b(ej)

для всех 0 ≤ j ≤ 3. Оставшаяся часть доказательства аналогична доказательству лем-
мы 2.1.3.
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Следствие 2.1.10. Пусть x, y ∈ An−1 строго альтернируют. Тогда в An выполнено

xỹ = ỹx, x̃y = x̃ȳ, x̃ỹ = γn−1ȳx.

Доказательство. По следствию 2.1.8, элементы e0, x и y порождают ассоциативную подал-
гебру A = Lin(e0, x, y, xy) в An−1, замкнутую относительно сопряжения. Тогда x, y и ẽ0

порождают альтернативную подалгебру A{γn−1} ⊂ An. Согласно [41, стр. 419-420], A{γn−1}
удовлетворяет тождествам Муфанг, то есть для любых a, b, c ∈ A{γn−1} выполнено

c(a(cb)) = ((ca)c)b; (2.1)

a(c(bc)) = ((ac)b)c; (2.2)

(ca)(bc) = (c(ab))c; (2.3)

(ca)(bc) = c((ab)c). (2.4)

Для любого z ∈ An−1 выполнено z̃ = zẽ0 = ẽ0z̄. Тогда

xỹ = x(ẽ0ȳ) =
1

ẽ20
ẽ0(ẽ0(x(ẽ0ȳ)))

(2.1)
=

1

ẽ20
ẽ0(((ẽ0x)ẽ0)ȳ) =

=
1

ẽ20
ẽ0(((x̄ẽ0)ẽ0)ȳ) =

ẽ20
ẽ20
ẽ0(x̄ȳ) = ẽ0(yx) = ỹx,

x̃y = (xẽ0)y =
1

ẽ20
(((xẽ0)y)ẽ0)ẽ0

(2.2)
=

1

ẽ20
(x(ẽ0(yẽ0)))ẽ0 =

=
1

ẽ20
(x(ẽ0(ẽ0ȳ)))ẽ0 =

ẽ20
ẽ20
(xȳ)ẽ0 = x̃ȳ,

x̃ỹ = (xẽ0)(yẽ0) = (ẽ0x̄)(yẽ0)
(2.3)
= (ẽ0(x̄y))ẽ0 = ((x̄y)ẽ0)ẽ0 = (ȳx)ẽ20 = γn−1ȳx.

2.2 Шестиугольники в графах делителей нуля

Лемма 2.2.1. Пусть (a, b), (c, d) ∈ An+1, и элементы c, d ∈ An (нестрого) альтернируют с
элементами a, b ∈ An. Предположим также, что n(c) − χγnn(d) = χn(c) − γnn(d) = 0 для
некоторого χ ∈ R. Тогда

(1) если (a, b)(c, d) = 0, то (c, d)(ac,−χda) = 0;

(2) если (c, d)(a, b) = 0, то (ca,−χdā)(c, d) = 0.

Доказательство.

(1) Имеет место цепочка равенств

(c, d)(ac,−χda) =
(
c(ac) + γn(−χda)d, (−χda)c+ d(ac)

)
=

=
(
c(c̄ā)− χγn(ād̄)d, χ(bc̄)c− γnd(d̄b)

)
=

=
(
(cc̄)ā− χγnā(d̄d), χb(c̄c)− γn(dd̄)b

)
=

= ((n(c)− χγnn(d))ā, (χn(c)− γnn(d))b) = 0.
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(2) Аналогично,

(ca,−χdā)(c, d) =
(
(ca)c+ γnd̄(−χdā), d(ca) + (−χdā)c̄

)
=

=
(
(āc̄)c− χγnd̄(dā), d(−γnb̄d) + χ(bc)c̄

)
=

=
(
ā(c̄c)− χγn(d̄d)ā,−γn(dd̄)b+ χb(cc̄)

)
=

= ((n(c)− χγnn(d))ā, (χn(c)− γnn(d))b) = 0.

Замечание 2.2.2. Если в лемме 2.2.1 выполнено n(c) = n(d) = 0, то можно взять произ-
вольное χ ∈ R. В противном случае, так как γ2n = 1, мы немедленно получаем

(n(c))2 = (n(d))2 ̸= 0;

χ =
n(c)

γnn(d)
=
γnn(d)

n(c)
= ±1.

(∗)

Условие (∗) автоматически выполнено в том случае, если An+1 — алгебра главной по-
следовательности, см. [38, стр. 25-27], или если An+1 — контр-алгебра Кэли-Диксона, см.
лемму 4.1.1 ниже. Можно проверить, что данные доказательства используют только тот
факт, что c, d ∈ An (нестрого) альтернируют с a, b ∈ An, и тогда n(c) = n(d). Таким образом,
значения χ равны −1 и 1, соответственно.

В произвольной вещественной алгебре Кэли-Диксона An+1 условие (∗) выполняется для
любого элемента, обе компоненты которого являются стандартными базисными элементами
с точностью до умножения на ±1. Мы будем изучать такие элементы в разделе 5.1. Однако
в общем случае условие (∗) может не выполняться, см. пример 4.1.6 ниже.

Предложение 2.2.3. Если (x, y) ∈ An+1 — чисто мнимый и удовлетворяет условию (∗)
со значением χ = 1, то (x, y) ортогонален (в сильном смысле) самому себе.

Доказательство. По определению, n((x, y)) = n(x)− γnn(y) = γnn(y)− γnn(y) = 0, поэтому
(x, y)(x, y) = −(x, y)(x, y) = −n((x, y)) = 0.

Лемма 2.2.4. Пусть элементы c, d ∈ An альтернируют с элементами a, b ∈ An, и пусть
(a, b)(c, d) = 0 или (c, d)(a, b) = 0 в An+1. Предположим, что n(a) ̸= 0 или n(b) ̸= 0, а также
n(c) ̸= 0 или n(d) ̸= 0. Тогда (a, b) и (c, d) удовлетворяют условию (∗) с одним и тем же
значением χ, и, кроме того, (ac,−χda) и (ca,−χdā) также удовлетворяют условию (∗) с
тем же значением χ.

Доказательство. Воспользуемся соображениями, аналогичными изложенным в [38, стр. 25].
Без ограничения общности будем считать, что (a, b)(c, d) = (ac+ γnd̄b, da+ bc̄) = 0, — случай
(c, d)(a, b) = 0 рассматривается аналогично. По лемме 2.1.1,

n(a)n(c) = n(ac) = n(−γnd̄b) = n(d̄b) = n(b)n(d̄) = n(b)n(d),

n(a)n(d) = n(da) = n(−bc̄) = n(bc̄) = n(b)n(c̄) = n(b)n(c),

(n(c))2n(a) = n(c)(n(a)n(c)) = n(c)(n(b)n(d)) = n(d)(n(b)n(c)) =
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= n(d)(n(a)n(d)) = (n(d))2n(a),

(n(c))2n(b) = n(c)(n(b)n(c)) = n(c)(n(a)n(d)) = n(d)(n(a)n(c)) =

= n(d)(n(b)n(d)) = (n(d))2n(b).

Из n(a) ̸= 0 или n(b) ̸= 0 следует (n(c))2 = (n(d))2 ̸= 0. Аналогично, из n(c) ̸= 0 или n(d) ̸= 0

следует (n(a))2 = (n(b))2 ̸= 0. Значит, γn
n(b)

n(a)
= γn

n(d)

n(c)
= χ = ±1. Кроме того, из леммы 2.1.1

вытекает, что

γn
n(−χda)
n(ac)

= γn
n(da)

n(ac)
= γn

n(a)n(d)

n(a)n(c)
= γn

n(d)

n(c)
= χ.

Аналогично доказывается, что γn
n(−χdā)
n(ca)

= χ.

В утверждениях 2.2.5–2.2.11 и на рисунке 2.5 мы предполагаем, что элементы a, b ∈ An

строго альтернируют с элементами c, d ∈ An, и (a, b)(c, d) = 0 в An+1. Везде, кроме лем-
мы 2.2.5, мы также считаем, что (a, b) и (c, d) удовлетворяют условию (∗).

Лемма 2.2.5. Элементы ac, da строго альтернируют с элементами a, b, c, d.

Доказательство. Из (a, b)(c, d) = (ac+γnd̄b, da+bc̄) = 0 получаем, что ac = −γnd̄b и da = −bc̄.
Тогда остаётся применить следствие 2.1.8 к парам элементов a и c, b и c, a и d, b и d.

Отметим, что это утверждение нетрудно доказать и непосредственно:

[a, a, ac] = −[a, ā, ac] = −(aā)(ac) + a(ā(ac)) =

= −(aā)(ac) + a((āa)c) = −n(a)ac+ n(a)ac = 0,

[b, b, ac] = [b, b,−γnd̄b] = γn[d̄b, b, b] = −γn[d̄b, b̄, b] = 0.

Аналогично можно показать, что a, b, c, d альтернируют с ac, da. И наоборот,

[ac, ac, a] = −[ac, ac, a] = −((ac)(ac))a+ (ac)((c̄ā)a) =

= −n(ac)a+ (ac)(c̄(āa)) = −n(ac)a+ n(a)(ac)c̄ =

= −n(ac)a+ n(a)a(cc̄) = −n(ac)a+ n(a)n(c)a = 0,

поскольку из леммы 2.1.1 следует, что n(ac) = n(a)n(c). Таким образом, элементы ac, da

альтернируют с элементами a, b, c, d.

Следствие 2.2.6. Существует следующий цикл длины 6 в ΓZ(An+1):

(a, b)→ (c, d)→ (ac,−χda)→ (a,−b)→ (c,−d)→ (ac, χda)→ (a, b).

Доказательство. По лемме 2.2.4, (a, b), (c, d) и (ac,−χda) удовлетворяют условию (∗) с од-
ним и тем же значением χ. Кроме того, согласно лемме 2.2.5, элементы ac, da строго альтер-
нируют с элементами a, b, c, d. Мы получаем искомый цикл последовательным применением
леммы 2.2.1(1):
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• из (a, b)(c, d) = 0 следует (c, d)(ac,−χda) = 0;

• c(ac) = c(c̄ā) = (cc̄)ā = n(c)a,

−χ(−χda)c = (da)c = (−bc̄)c = −b(c̄c) = −n(c)b,

поэтому из (c, d)(ac,−χda) = 0 следует (ac,−χda)(a,−b) = 0, так как n(c) ̸= 0;

• (ac)a = (c̄ā)a = c̄(āa) = n(a)c,

−χ(−b)(ac) = χb(−γnd̄b) = −χγnb(b̄d) = −χγn(bb̄)d = −χγnn(b)d = −n(a)d,

поэтому из (ac,−χda)(a,−b) = 0 следует (a,−b)(c,−d) = 0, так как n(a) ̸= 0;

• из (a,−b)(c,−d) = 0 следует (c,−d)(ac, χda) = 0;

• из (c,−d)(ac, χda) = 0 следует (ac, χda)(a, b) = 0.

В некоторых случаях оказывается удобным использовать равенства, которые устанавли-
вает следующее предложение.

Предложение 2.2.7. Имеют место равенства (ac,−χda) = −(γnb̄d,−χbc̄) и (ac, χda) =

−(γnb̄d, χbc̄).

Доказательство. Поскольку (a, b)(c, d) = (ac+ γnd̄b, da+ bc̄) = 0, имеем ac = −γnd̄b = −γnb̄d
и da = −bc̄. Значит, (ac,−χda) = (−γnb̄d, χbc̄) = −(γnb̄d,−χbc̄) и (ac, χda) = (−γnb̄d,−χbc̄) =
−(γnb̄d, χbc̄).

Предложение 2.2.8. Пусть (x, y)(z, w) = 0 в An+1. Тогда (x̄, ȳ)(γnw̄, z̄) = (γnȳ, x̄)(γnw, z) =

(γny, x)(z̄, w̄) = 0.

Доказательство. По условию, (x, y)(z, w) = (xz + γnw̄y, wx+ yz̄) = 0. Тогда

(x̄, ȳ)(γnw̄, z̄) = (γnx̄w̄ + γnzȳ, z̄x̄+ γnȳw) = (γn(wx+ yz̄), xz + γnw̄y) = 0,

(γnȳ, x̄)(γnw, z) = (γ2nȳw + γnz̄x̄, γnzȳ + γnx̄w̄) = γn(xz + γnw̄y, wx+ yz̄) = 0,

(γny, x)(z̄, w̄) = (γnyz̄ + γnwx, γnw̄y + xz) = 0.

Следствие 2.2.9. Существуют следующие циклы длины 6 в ΓZ(An+1):

(ā, b̄)→ (γnd̄, c̄)→ (−χγnda, ac)→ (ā,−b̄)→ (γnd̄,−c̄)→ (χγnda, ac)→ (ā, b̄),

(γnb, a)→ (c̄, d̄)→ (−χγnda, ac)→ (γnb,−a)→ (c̄,−d̄)→ (χγnda, ac)→ (γnb, a),

(γnb̄, ā)→ (γnd, c)→ (ac,−χda)→ (γnb̄,−ā)→ (γnd,−c)→ (ac, χda)→ (γnb̄, ā).

Доказательство. Непосредственно вытекает из следствия 2.2.6 и предложения 2.2.8.

Замечание 2.2.10. Циклы из следствия 2.2.9 можно также получить при помощи след-
ствия 2.2.6, если брать в качестве исходных пар делителей нуля пары (ā, b̄) и (γnd̄, c̄), (γnb, a)
и (c̄, d̄), (γnb̄, ā) и (γnd, c).
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Описание 2.2.11. Используя следствия 2.2.6 и 2.2.9, мы получаем подграфы графа дели-
телей нуля ΓZ(An+1), которые мы называем шестиугольниками. Они изображены на рисун-
ке 2.5.

Рис. 2.5: Шестиугольники.

Объединяя результаты лемм 2.2.4 и 2.2.5, предложения 2.2.7, а также следствий 2.2.6
и 2.2.9, мы получаем следующую теорему.

Теорема 2.2.12. Пусть элементы a, b ∈ An строго альтернируют с элементами c, d ∈ An,
и (a, b)(c, d) = 0 в An+1. Тогда

(1) Элементы ac, da строго альтернируют с элементами a, b, c, d.

(2) Пусть n(a) ̸= 0 или n(b) ̸= 0, а также n(c) ̸= 0 или n(d) ̸= 0. Тогда (a, b), (c, d) и
(ac,−χda) удовлетворяют условию (∗) с одним и тем же значением χ.

(3) В этом случае существуют следующие циклы длины 6 в ΓZ(An+1):

(a, b)→ (c, d)→ (ac,−χda)→ (a,−b)→ (c,−d)→ (ac, χda)→ (a, b),

(ā, b̄)→ (γnd̄, c̄)→ (−χγnda, ac)→ (ā,−b̄)→ (γnd̄,−c̄)→ (χγnda, ac)→ (ā, b̄),

(γnb, a)→ (c̄, d̄)→ (−χγnda, ac)→ (γnb,−a)→ (c̄,−d̄)→ (χγnda, ac)→ (γnb, a),

(γnb̄, ā)→ (γnd, c)→ (ac,−χda)→ (γnb̄,−ā)→ (γnd,−c)→ (ac, χda)→ (γnb̄, ā).

(4) Имеют место равенства (ac,−χda) = −(γnb̄d,−χbc̄) и (ac, χda) = −(γnb̄d, χbc̄).
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2.3 Дважды альтернативные делители нуля

Обозначение. Пусть a ∈ An. Тогда отображения La, Ra : An → An задаются равенствами

La(x) = ax,

Ra(x) = xa
(2.5)

для всех x ∈ An.

Предложение 2.3.1. [37, стр. 55] Для любого a ∈ An отображения La и Ra являются
линейными операторами в 2n-мерном линейном пространстве An.

Лемма 2.3.2. Пусть a ∈ An. Тогда dim(KerLa) = dim(KerRa).

Доказательство. Пусть b ∈ KerLa, то есть ab = 0. Тогда, согласно лемме 1.3.7, для всех
x ∈ An выполняется равенство ⟨b̄, xa⟩ = ⟨b̄ā, x⟩ = ⟨ab, x⟩ = ⟨0, x⟩ = 0, то есть b̄ ⊥ ImRa.
Значит, KerLa ⊥ ImRa и dim(KerLa)+dim(ImRa) ≤ dim(An). Следовательно, dim(KerRa) =

dim(An)− dim(ImRa) ≥ dim(KerLa) = dim(KerLa). Аналогично, dim(KerLa) ≥ dim(KerRa),
откуда получаем dim(KerLa) = dim(KerRa).

Следствие 2.3.3. Z(An) = ZLR(An).

Доказательство. Пусть a ∈ An, a ̸= 0. Тогда, согласно лемме 2.3.2, KerLa ̸= {0}, если и
только если KerRa ̸= {0}. Другими словами, a ∈ ZL(An), если и только если a ∈ ZR(An).
Значит, ZL(An) = ZR(An), то есть Z(An) = ZLR(An).

Таким образом, в случае вещественных алгебр Кэли-Диксона все делители нуля оказы-
ваются двусторонними делителями нуля. Теперь мы изучим связь между графами ортого-
нальности и графами делителей нуля этих алгебр.

Предложение 2.3.4. Пусть ([a], [b]) — ребро в ΓZ(An). Тогда ([a], [b]) является ребром
также и в ΓO(An), если и только если выполнено одно из следующих двух условий:

(1) [b] = [ā] и n(a) = 0;

(2) Re(a) = Re(b) = 0.

Доказательство. Предположим, что ab = ba = 0. Тогда ab + ba = 0, то есть b ∈ AncAn(a),
поэтому мы можем применить лемму 1.3.8. Если Re(a) = 0, то Re(b) = 0 и ⟨a, b⟩ = 0. В
противном случае, n(a) = 0 и b ∈ [ā].

Теперь мы докажем обратную импликацию:

(1) Если n(a) = 0 и b ∈ [ā], то мы сразу получаем ab = ba = 0;

(2) Если Re(a) = Re(b) = 0, то ba = āb̄ = ab = 0̄ = 0.
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Из предложения 2.3.4 следует, что любой делитель нуля a ∈ An с нетривиальным ортого-
нализатором либо является чисто мнимым, либо имеет нулевую норму. Если a не является
чисто мнимым, то содержащая его компонента связности ΓO(An) состоит из двух вершин:
[a] и [ā]. Таким образом, в контексте графов ортогональности нас интересуют только чисто
мнимые делители нуля.

Определение 2.3.5. Мы обозначаем множество чисто мнимых делителей нуля как

Z ′(An) = Z(An) ∩ A′
n = {x ∈ Z(An) | Re(x) = 0}.

Тогда Γ′
O(An) — подграф ΓO(An) на множестве вершин P(Z ′(An)).

Далее мы будем рассматривать такие делители нуля (a, b) ∈ An+1, у которых обе компо-
ненты a и b являются альтернативными элементами в An.

Определение 2.3.6. Множество дважды альтернативных элементов An+1 определяется
как

DA(An+1) = {(a, b) ∈ An+1 | оба элемента a и b являются альтернативными в An}.

Следующее предложение содержит условие, при котором все элементы An+1 являются
дважды альтернативными. Заметим, что дважды альтернативные элементы могут не быть
альтернативными, см. лемму 4.1.5 ниже.

Предложение 2.3.7. Пусть n ∈ N0. Тогда DA(An+1) = An+1, если и только если n ≤ 3.

Доказательство. По лемме 1.3.12, алгебра An является альтернативной, если и только если
n ≤ 3, откуда немедленно следует требуемое утверждение.

Согласно примеру 4.1.6 ниже, дважды альтернативные элементы не обязаны удовлетво-
рять условию (∗) даже в том случае, когда обе их компоненты имеют ненулевую норму.
Однако, по лемме 2.2.4, если левый или правый аннулятор некоторого дважды альтернатив-
ного элемента (a, b) содержит элемент (c, d), причём n(a) ̸= 0 или n(b) ̸= 0, а также n(c) ̸= 0

или n(d) ̸= 0, то (a, b) удовлетворяет условию (∗).

Лемма 2.3.8. Пусть (a, b) ∈ DA(An+1) таково, что n(a) ̸= 0, и пусть χ = γn
n(b)
n(a)

. В
частности, это выполнено, если (a, b) удовлетворяет условию (∗). Тогда

l.AnnAn+1((a, b)) =

{(
c,−(bc)a

n(a)

) ∣∣∣∣ b(ca) = χ(bc)a

}
,

r.AnnAn+1((a, b)) =

{(
c,−(bc̄)ā

n(a)

) ∣∣∣∣ (ac)b̄ = χa(cb̄)

}
.

Доказательство. Сперва рассмотрим l.AnnAn+1((a, b)). Пусть для (c, d) ∈ An+1 выполнено
(c, d)(a, b) = (ca + γnb̄d, bc + dā) = 0. Тогда bc + dā = 0, поэтому n(a)d = d(āa) = (dā)a =

−(bc)a. Кроме того, ca + γnb̄d = 0 и χn(a) = γnn(b), откуда b(ca) = −γnb(b̄d) = −γn(bb̄)d =
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−γnn(b)d = −χn(a)d = χ(bc)a. Проводя эти же рассуждения в противоположную сторону,
нетрудно показать, что для любого такого c ∈ An, что b(ca) = χ(bc)a, выполнено

(
c,− (bc)a

n(a)

)
∈

l.AnnAn+1((a, b)). Таким образом, обратное утверждение также верно.
Теперь рассмотрим r.AnnAn+1((a, b)). Пусть для (c, d) ∈ An+1 выполнено (a, b)(c, d) =

(ac+γnd̄b, da+ bc̄) = 0. Тогда da+ bc̄ = 0, поэтому n(a)d = d(aā) = (da)ā = −(bc̄)ā. Поскольку
ac + γnd̄b = 0 и χn(a) = γnn(b), имеем (ac)b̄ = −γn(d̄b)b̄ = −γnd̄(bb̄) = −γnn(b)d̄ = −χn(a)d̄ =

χ(−n(a)d) = χ(bc̄)ā = χa(cb̄). Ясно, что в этом случае обратное утверждение тоже верно, то
есть для любого такого c ∈ An, что (ac)b̄ = χa(cb̄), выполнено

(
c,− (bc̄)ā

n(a)

)
∈ r.AnnAn+1((a, b)).

Лемма 2.3.9. Пусть (a, b) ∈ DA(An+1) — такой чисто мнимый элемент, что n(a) ̸= 0, и
пусть χ = γn

n(b)
n(a)
̸= 0. В частности, это выполнено, если (a, b) удовлетворяет условию (∗).

Тогда

OAn+1((a, b)) =

{(
c,−(bc)a

n(a)

) ∣∣∣∣ Re(c) = 0, b(ca) = χ(bc)a

}
=

=

{(
(ad̄)b

n(b)
, d

) ∣∣∣∣ ⟨d, ba⟩ = 0, (ad̄)b = χa(d̄b)

}
.

Доказательство. Для доказательства первой части формулы достаточно совместить пред-
ложение 2.3.4 и лемму 2.3.8.

Второе равенство доказывается аналогично. Условие (a, b)(c, d) = (ac + γnd̄b, da + bc̄) = 0

выполняется тогда и только тогда, когда c = − (ād̄)b
n(b)

и b̄(da) = χ(b̄d)a. Поскольку Re(a) = 0, это

равносильно тому, что c = (ad̄)b
n(b)

и (ad̄)b = χa(d̄b). Кроме того, по следствию 1.3.5 и лемме 1.3.7,
мы имеем Re(n(b)c) = ⟨e0, n(b)c⟩ = ⟨e0, (ad̄)b⟩ = ⟨b̄, ad̄⟩ = ⟨āb̄, d̄⟩ = ⟨ba, d̄⟩ = ⟨d, ba⟩, поэтому
Re(c) = 0, если и только если ⟨d, ba⟩ = 0.

Замечание 2.3.10. Лемму 2.3.9 можно также интерпретировать следующим образом. Пусть
элементы a, b ∈ An строго альтернируют с элементами c, d ∈ An, (a, b) и (c, d) — чисто
мнимые элементы, ортогональные в An+1 и удовлетворяющие условию (∗). Тогда b(ca) =

χ(bc)a и (ad̄)b = χa(d̄b). Кроме того, значение d однозначно определяется значениями a, b, c

по формуле d = − (bc)a
n(a)

. Значение c также однозначно определяется значениями a, b, d по

формуле c = (ad̄)b
n(b)

. Заметим, что из условия (∗) следует, что (n(c))2 = (n(d))2 ̸= 0, откуда
c ̸= 0 и d ̸= 0.

Следствие 2.3.11. Пусть a, b, c, d, ac, ad ∈ An попарно строго альтернируют, (a, b)(c, d) =
0 в An+1, (a, b) и (c, d) удовлетворяют условию (∗). Пусть также Re(a) = Re(c) = Re(ac) =

0. Тогда левый верхний шестиугольник на рисунке 2.5 является также неориентированным
шестиугольником в ΓO(An+1), и в ΓO(An+1) нет других рёбер, соединяющих его вершины,
то есть в этом шестиугольнике нет хорд.

Доказательство. Поскольку Re(a) = Re(c) = Re(ac) = 0, из предложения 2.3.4 следует, что
данный шестиугольник является шестиугольником не только в ΓZ(An+1), но и в ΓO(An+1).
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Пусть теперь (x, y) и (z, w) — какие-то две из его вершин, возможно, равные. Сперва мы
покажем, что (x, y) не может быть ортогонален (z, w) и (z,−w) одновременно. Предположим
противное. Тогда, согласно замечанию 2.3.10, из (x, y)(z, w) = 0 следует w = − (yz)x

n(x)
, а из

(x, y)(z,−w) = 0 следует −w = − (yz)x
n(x)

, откуда w = −w. Но w ̸= 0, противоречие.
Пусть Re(x) = 0. В общем случае равенство (x, y)(x,−y) = (−n(x) − γnn(y),−2yx) = 0

может выполняться, то есть (x, y) и (x,−y) могут быть ортогональны. Однако, если x стро-
го альтернирует с y и (x, y) удовлетворяет условию (∗), то (x, y) не может быть ортогона-
лен (x,−y). Действительно, по лемме 2.1.1, n(yx) = n(y)n(x) ̸= 0. Значит, yx ̸= 0, откуда
(x, y)(x,−y) ̸= 0.

2.4 Связь централизаторов и ортогонализаторов

В леммах 2.4.1 и 2.4.2 прямая сумма дополнительно подразумевает, что прямые слагаемые
ортогональны друг другу относительно симметрической билинейной формы ⟨·, ·⟩.

Лемма 2.4.1. Пусть x ∈ An, x ̸= 0, Re(x) = 0. Тогда CAn(x) = R ⊕ OAn(x) ⊕ V , где
dim(V ) ≤ 1.

Доказательство. Ясно, что R ⊆ CAn(x), поэтому требуется показать, что Im(CAn(x)) =

OAn(x) ⊕ V , где dim(V ) ≤ 1. Согласно лемме 1.3.8, AncAn(x) ⊂ A′
n, поэтому имеет место

равенство
OAn(x) = CAn(x) ∩ AncAn(x) = Im(CAn(x)) ∩ AncAn(x).

Так как при y ∈ Im(CAn(x)) (а значит, Re(y) = 0) условие y ∈ AncAn(x) задаётся одним
линейным уравнением, то dim(Im(CAn(x)))− dim(OAn(x)) ≤ 1.

Лемма 2.4.2. Пусть x ∈ An \ {0}, Re(x) = 0. Тогда

(1) если n(x) = 0 и n ≤ 3, то CAn(x) = R⊕OAn(x);

(2) если n(x) ̸= 0, то CAn(x) = R⊕ Rx⊕OAn(x).

Доказательство. Ясно, что выполнено включение CAn(x) ⊇ R+Rx+OAn(x). Отметим, что
если y ∈ OAn(x), то Re(y) = 0, поэтому, по лемме 1.3.7, ⟨x, y⟩ = ⟨xȳ, e0⟩ = −⟨xy, e0⟩ = 0.
Так как n(x) = xx̄ = −x2, то условия n(x) = 0 и x ∈ OAn(x) равносильны. Рассмотрим два
случая:

(1) Если n(x) = 0, то это включение принимает вид CAn(x) ⊇ R⊕OAn(x). Покажем, что при
n ≤ 3 имеет место также обратное включение. Пусть y ∈ CAn(x) и Re(y) = 0. Так как
n ≤ 3, то, в силу леммы 1.3.12, можно воспользоваться альтернативностью An. Заметим,
что xy = ȳx̄ = yx = xy, то есть xy = r ∈ R. Тогда 0 = x2y = x(xy) = rx, поэтому r = 0,
то есть y ∈ OAn(x).

(2) Если n(x) ̸= 0, то это включение имеет вид CAn(x) ⊇ R⊕ Rx⊕ OAn(x). Обратное вклю-
чение следует из леммы 2.4.1 и соображений размерности.
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Пример 2.4.3. Если An = Mn — алгебра главной последовательности, то любой элемент
x ∈Mn \ {0}, Re(x) = 0, удовлетворяет условию леммы 2.4.2(2).

Покажем существенность дополнительного условия n ≤ 3 в пункте (1) леммы 2.4.2. Для
этого нам понадобится следующее обозначение и некоторые утверждения, непосредственно
из него вытекающие.

Обозначение. Пусть a, b ∈ An \ {0} таковы, что ba = 0, Re(a) = 0 и n(a) = γnn(b) ̸= 0.

(1) Положим c = (a, b), d = (0, b) ∈ An+1 = An{γn}.

(2) Если, кроме того, γn = 1 и ab = 0, то для любого r ∈ R, |r| < 1, обозначим c(r) =(
a, ra+

√
1− r2b

)
∈ An+1.

Предложение 2.4.4. Пусть a, b ∈ An \ {0} таковы, что ba = 0 и Re(a) = 0. Тогда условия
ab = 0 и Re(b) = 0 равносильны.

Доказательство. Поскольку a ̸= 0, это утверждение следует из равенства 0 = ba = āb̄ =

−a(2Re(b)− b) = ab− 2Re(b)a.

Предложение 2.4.5. Пусть a, b, c, c(r), d введены в обозначении 2.4. Тогда Re(d) = 0 и,
кроме того,

(1) Re(c) = 0, n(c) = 0;

(2) Re(c(r)) = 0, n(c(r)) = 0.

Доказательство. Ясно, что Re(d) = Re((0, b)) = 0.

(1) В силу леммы 1.3.2, выполнено Re(c) = Re((a, b)) = Re(a) = 0 и n(c) = n((a, b)) =

n(a)− γnn(b) = 0.

(2) Очевидно, Re
(
ra+
√
1− r2b

)
= 0 и Re(c(r)) = 0. Ясно также, что n(a) = n(b). Проверим,

что n(c(r)) = 0:

n(c(r)) = n(a)− n
(
ra+

√
1− r2b

)
= n(a) +

(
ra+

√
1− r2b

)2
=

= n(a) + r2a2 + r
√
1− r2(ab+ ba) + (1− r2)b2 =

= n(a)− r2n(a)− (1− r2)n(b) = 0.

Предложение 2.4.6. Пусть a, b, c, c(r), d введены в обозначении 2.4. Тогда

(1) CAn+1(c) = R⊕ Rd⊕OAn+1(c);

(2) CAn+1(c(r)) = R⊕ Rd⊕OAn+1(c(r)).

Доказательство.
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(1) Нетрудно видеть, что cd = (a, b)(0, b) = (a0 + γnb̄b, ba + b0̄) = γnn(b) ∈ R \ {0}. Кроме
того, Re(c) = Re(d) = 0, поэтому dc = d̄c̄ = cd = cd. Таким образом, d ∈ CAn+1(c). Однако
d /∈ R ⊕ OAn+1(c), поскольку Re(d) = 0 и d /∈ OAn+1(c) ⊆ A′

n+1. В силу леммы 2.4.1, это
означает, что CAn+1(c) = R⊕ Rd⊕OAn+1(c).

(2) Покажем, что c(r)d ∈ R \ {0}. Действительно,

c(r)d =
(
a, ra+

√
1− r2b

)
(0, b) =

(
a0 + γnb̄

(
ra+

√
1− r2b

)
, ba+

(
ra+

√
1− r2b

)
0̄

)
=

=
(
− rba+

√
1− r2b̄b, ba

)
=
√
1− r2n(b) ∈ R \ {0}.

Доказательство того факта, что CAn+1(c(r)) = R ⊕ Rd ⊕ OAn+1(c(r)), аналогично преды-
дущему пункту.

Пример 2.4.7. Обоим условиям, приведённым в обозначении 2.4, удовлетворяют, например,
a = (e1, e4), b = (e2, e7) ∈ S =M4 при γ4 = 1.

Доказательство следующей леммы использует соображения из [38, стр. 21].

Лемма 2.4.8. Пусть a, b, c ∈ An удовлетворяют условиям Re(a) = Re(b) = 0, [a, b, b] = 0 и
b = [a, c, b]. Тогда n(b) = 0.

Доказательство. Рассмотрим отображение S : An → An, задаваемое формулой S(x) =

[a, x, b] для всех x ∈ An. Тогда S = RbLa −LaRb, где La и Rb определяются равенством (2.5).
Отображения La и Rb кососимметричны относительно симметрической билинейной формы
⟨·, ·⟩, так как, по лемме 1.3.7, ⟨La(x), y⟩ = ⟨ax, y⟩ = ⟨x, āy⟩ = ⟨x,−ay⟩ = −⟨x, Lay⟩. Значит, S
также кососимметрично, и из S(S(x)) = 0 следует 0 = ⟨x,−S(S(x))⟩ = ⟨S(x), S(x)⟩ = n(S(x)).
Поскольку b = S(c) и 0 = [a, b, b] = S(b) = S(S(c)), получаем n(b) = n(S(c)) = 0.

Следующая теорема обобщает лемму 2.4.2(1) на случай дважды альтернативных делите-
лей нуля, удовлетворяющих условию (∗) с χ = 1. Если же χ = γn

n(b)
n(a)
̸= 1, то норма такого

элемента отлична от нуля, поэтому применима лемма 2.4.2(2).

Теорема 2.4.9. Пусть (a, b) ∈ DA(An+1) — чисто мнимый элемент, удовлетворяющий
условию (∗) с χ = 1. Тогда CAn+1((a, b)) = R⊕OAn+1((a, b)).

Доказательство. Так как χ = 1, то n((a, b)) = n(a) − γnn(b) = 0. Предположим, что суще-
ствует (c, d) ∈ CAn+1((a, b)) \ (R ⊕ OAn+1((a, b))). Без ограничения общности можно считать,
что Re(c) = 0. Тогда

(a, b)(c, d) = (c, d) · (a, b) = (c, d)(a, b) = (a, b)(c, d),

то есть (a, b)(c, d) = r ∈ R. Поскольку (c, d) /∈ OAn+1((a, b)), то r ̸= 0. Предположим без
ограничения общности, что r = 1. Тогда

(1, 0) = (a, b)(c, d) = (ac+ γnd̄b, da+ bc̄) = (ac+ γnd̄b, da− bc).
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Из условия da = bc следует, что n(a)d = d(aā) = (da)ā = (bc)ā, значит, n(a)d̄ = a(c̄b̄) = −a(cb̄).
Умножим равенство 1 = ac+ γnd̄b справа на b̄ и подставим выражение для n(a)d̄:

b̄ = (ac)b̄+ γn(d̄b)b̄ = (ac)b̄+ γnd̄(bb̄) = (ac)b̄+ γnn(b)d̄ = (ac)b̄+ n(a)d̄ = (ac)b̄− a(cb̄) = [a, c, b̄].

Из леммы 1.3.6 следует, что Re(b̄) = Re([a, c, b̄]) = 0, откуда b̄ = −b и b = [a, c, b]. Применяя
лемму 2.4.8, получаем n(b) = 0, противоречие с условием (∗).
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Глава 3

Графы отношений алгебр главной
последовательности

В этой главе мы применяем результаты предыдущей главы для описания графов отноше-
ний алгебр главной последовательности. В разделе 3.1 показано, что в случае алгебр главной
последовательности ориентированный шестиугольник в графе делителей нуля может быть
продолжен до неориентированного двойного шестиугольника в графе ортогональности, при-
чём таблица умножения вершин двойного шестиугольника имеет блочную структуру. Глав-
ным результатом этого раздела является теорема 3.1.14. Раздел 3.2 посвящён уточнению
общих результатов об алгебрах главной последовательности на случай алгебры седенионов,
а также изучению компонент связности её графов ортогональности и коммутативности. Ос-
новные свойства этих графов перечислены в теореме 3.2.26.

Результаты раздела 3.1 опубликованы в статье [51], а раздела 3.2 — в статье [48].

3.1 Двойные шестиугольники в графах ортогональности

Как было показано в следствии 2.3.3, в случае вещественных алгебр Кэли-Диксона все
делители нуля оказываются двусторонними делителями нуля, то есть Z(An) = ZLR(An). В
случае алгебр главной последовательности имеет место более сильный результат.

Лемма 3.1.1. [38, следствие 1.6, следствие 1.9, следствие 1.12]

(1) Пусть x, y ∈Mn+1. Тогда xy = 0, если и только если yx = 0.

(2) Если x ∈ Z(Mn+1), то x — дважды чисто мнимый.

(3) Пусть x = (x1, x2), y = (y1, y2), ỹ = (−y2, y1) ∈ Mn+1. Тогда xy = 0, если и только если
xỹ = 0.

Следствие 3.1.2. ΓZ(Mn+1) может быть получен из ΓO(Mn+1) заменой каждого неори-
ентированного ребра на пару ориентированных рёбер.

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 3.1.1(1).
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В приведённом ниже утверждении из работы [38] Морено предполагает, что c и d —
альтернативные элементы вMn. Однако его доказательство дословно переносится на случай,
когда элементы c, d ∈ Mn альтернируют лишь с элементами a, b ∈ Mn. Напомним, что
антиассоциатором элементов a, b, c алгебры A называется элемент {a, b, c} = (ab)c+ a(bc).

Лемма 3.1.3. [38, стр. 25-27] Пусть элементы c, d ∈ Mn альтернируют с элементами
a, b ∈Mn, (a, b), (c, d) ∈ Z(Mn+1), (a, b)(c, d) = 0. Тогда

(1) Re(a) = Re(b) = Re(c) = Re(d) = 0;

(2) n(c) = n(d);

(3) a ⊥ b;

(4) ac = −db, da = bc;

(5) [c, a, d] = 2n(c)b, [c, b, d] = −2n(c)a;

(6) {c, a, d} = {c, b, d} = 0.

Если, кроме того, c строго альтернирует с d, то

(7) a, b ∈ Lin(e0, c, d, cd)
⊥.

Следующая лемма показывает, что пункт (7) леммы 3.1.3 остаётся верным и без требо-
вания строгого альтернирования элементов c и d.

Лемма 3.1.4. Пусть элементы c, d ∈Mn альтернируют с элементами a, b ∈Mn,
(a, b), (c, d) ∈ Z(Mn+1), (a, b)(c, d) = 0. Тогда

(1) a, b ∈ Lin(e0, c, d)
⊥;

(2) ac, ad ∈ Lin(e0, c, d)
⊥;

(3) a, b ∈ Lin(e0, c, d, cd)
⊥;

(4) (c, d)(ac, ad) = 0.

Доказательство.

(1) Согласно лемме 3.1.1(2), Re(a) = Re(b) = Re(c) = Re(d) = 0, что равносильно условию
e0 ∈ Lin(a, b, c, d)⊥. Применим лемму 2.2.1(1) к элементам (a, b) и (c, d) со значением
χ = γn

n(d)
n(c)

= −1 и воспользуемся тем, что ac = c̄ā = ca. Тогда (c, d)(ca, da) = 0 и, по
лемме 3.1.1(2), Re(ca) = Re(da) = 0. Из следствия 1.3.5 вытекает, что ⟨a, c⟩ = −⟨a, c̄⟩ =
−Re(ca) = 0 и, аналогично, ⟨a, d⟩ = 0, то есть a ⊥ c и a ⊥ d. Пользуясь равенствами
ca = −bd и da = bc, аналогично получаем, что b ⊥ c и b ⊥ d.
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(2) Из пункта (1) и леммы 1.3.8 следует, что элементы a, b антикоммутируют с элементами
c, d. Тогда ac = −ca и ad = −da, что сразу доказывает пункт (4). Требуется показать,
что ca, da ∈ Lin(e0, c, d)

⊥. Повторяя доказательство леммы 2.2.5, мы получаем

[c, c, ca] = −[c, c̄, ca] = −(cc̄)(ca) + c(c̄(ca)) = −(cc̄)ca+ c((c̄c)a) = −n(c)ca+ n(c)ca = 0

и [d, d, ca] = −[d, d, bd] = [d, d, db] = 0. Аналогично доказываются равенства [c, c, da] =

[d, d, da] = 0, поэтому элементы c, d альтернируют с элементами ca, da. По лемме 3.1.1(1),
из (c, d)(ca, da) = 0 следует (ca, da)(c, d) = 0. Применяя пункт (1) для пары элементов
(ca, da) и (c, d), мы получаем требуемое утверждение.

(3) По лемме 1.3.7, ⟨a, cd⟩ = ⟨c̄a, d⟩ = ⟨ac, d⟩ = 0 и ⟨b, cd⟩ = ⟨c̄b, d⟩ = ⟨bc, d⟩ = ⟨da, d⟩ = 0,
откуда a ⊥ cd и b ⊥ cd.

В утверждениях 3.1.5–3.1.13, на рисунке 3.1 и в таблице 3.2 мы предполагаем, что эле-
менты a, b ∈ Mn строго альтернируют с элементами c, d ∈ Mn, (a, b)(c, d) = 0 в Mn+1. По
лемме 3.1.3, без ограничения общности можно считать, что n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1.

Следствие 3.1.5. Существует следующий цикл длины 6 в графе ортогональности ΓO(Mn+1):

(a, b)↔ (c, d)↔ (ac, ad)↔ (a,−b)↔ (c,−d)↔ (ac,−ad)↔ (a, b).

Доказательство. Воспользуемся следствием 2.2.6 для χ = γn
n(b)
n(a)

= −1. По лемме 3.1.4, мы
имеем ac = −ac и da = −ad. Наконец, из следствия 3.1.2 мы получаем, что ориентированные
рёбра шестиугольника в ΓZ(Mn+1) соответствуют неориентированным рёбрам в ΓO(Mn+1).

Описание 3.1.6. Используя лемму 3.1.1(3) и следствие 3.1.5, мы получаем подграф ΓO(Mn+1),
который мы называем двойным шестиугольником. Он изображён на рисунке 3.1. Двойной
шестиугольник состоит из шести склеенных вместе полных двудольных графов K2,2. Отме-
тим, что он содержит в себе все шестиугольники, изображённые на рисунке 2.5.

Рис. 3.1: Двойной шестиугольник.
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Замечание 3.1.7. В следствии 3.1.5 мы могли начать с равенства (c, d)(a, b) = 0 вместо
(a, b)(c, d) = 0, и тогда мы бы получили тот же двойной шестиугольник, но в направлении
против часовой стрелки.

Наша следующая цель состоит в том, чтобы найти таблицу умножения вершин двойного
шестиугольника.

Лемма 3.1.8.

(1) Элементы e0, a, b, c, d образуют ортонормированную систему относительно ⟨·, ·⟩.

(2) Элементы e0, a, b, c, d, ac, ad образуют ортонормированную систему относительно ⟨·, ·⟩.

Доказательство.

(1) Сразу следует из лемм 3.1.3(3) и 3.1.4, применённых к парам элементов (a, b)(c, d) = 0 и
(c, d)(a, b) = 0.

(2) По лемме 2.1.1, n(ac) = n(a)n(c) = 1 и n(ad) = n(a)n(d) = 1. Согласно лемме 2.2.5,
элементы ac, ad строго альтернируют с элементами a, b, c, d. Из рисунка 3.1 следует, что
(a, b)(c, d) = (c, d)(ac, ad) = (ac, ad)(a,−b) = 0. Остаётся трижды воспользоваться пунк-
том (1).

Следующая лемма описывает произведения двух элементов, полученных из пары дели-
телей нуля, и справедлива для произвольной вещественной алгебры Кэли-Диксона.

Лемма 3.1.9. Пусть (x, y)(z, w) = 0 в An+1. Тогда

(x, y)(z,−w) = 2(xz,−wx),

(x,−y)(z, w) = 2(xz, wx).

Доказательство. Поскольку (x, y)(z, w) = 0, мы имеем wx+ yz̄ = 0. Отсюда

(x, y)(z,−w) = (x, y)(z,−w) + (x, y)(z, w) = (x, y)(2z, 0) = 2(xz, yz̄) = 2(xz,−wx),

(x,−y)(z, w) = (x,−y)(z, w) + (x, y)(z, w) = (2x, 0)(z, w) = 2(xz, wx).

Лемма 3.1.10. Произведения элемента (a, b) с вершинами двойного шестиугольника на
рисунке 3.1 таковы:

(a, b)(c, d) = 0, (a, b)(c,−d) = 2(ac, ad), (a, b)(a, b) = −2(e0, 0),

(a, b)(d,−c) = 0, (a, b)(d, c) = 2(ad,−ac), (a, b)(b,−a) = 2(0, e0),

(a, b)(ad, ac) = 0, (a, b)(ad,−ac) = −2(d, c), (a, b)(a,−b) = 2(0, ab),

(a, b)(ac,−ad) = 0, (a, b)(ac, ad) = −2(c,−d), (a, b)(b, a) = 2(ab, 0).
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Доказательство. По лемме 3.1.8(2), элементы a и b являются чисто мнимыми, поэтому
a2 = b2 = −e0, и при этом элементы a, b, c, d, ac, ad попарно антикоммутируют. Из рисун-
ка 3.1 следует, что (a, b)(c, d) = (a, b)(d,−c) = (a, b)(ad, ac) = (a, b)(ac,−ad) = 0. Применяя
лемму 3.1.9 к каждому из этих четырёх равенств, мы получаем второй столбец. Равенства в
последнем столбце проверяются непосредственно.

Теорема 3.1.11. Пусть

f0 = (e0, 0) = e0, f5 = (c, d), f̃0 = (0, e0) = ẽ0, f̃5 = (−d, c),

f1 = (a, b), f6 = (a,−b), f̃1 = (−b, a), f̃6 = (b, a),

f2 = (c,−d), f7 = (0, ab), f̃2 = (d, c), f̃7 = (−ab, 0),

f3 = (ac, ad), f8 = (0, dc), f̃3 = (−ad, ac), f̃8 = (−dc, 0),

f4 = (ac,−ad), f9 = (0, (ac)(ad)), f̃4 = (ad, ac), f̃9 = (−(ac)(ad), 0).

Тогда F = {fm, f̃m |m = 0, . . . , 6} — ортогональная система в Mn+1 относительно скаляр-
ного произведения ⟨·, ·⟩. Её таблица умножения описывается таблицей 3.2.

Доказательство. Элемент f0 является единицей алгебры Mn+1. По лемме 3.1.8(2), элемен-
ты e0, a, b, c, d, ac, ad образуют ортонормированную систему в Mn относительно скалярного
произведения ⟨·, ·⟩. Отсюда F — ортогональная система вMn+1. Из леммы 1.3.8 следует, что
элементы F \ {f0} попарно антикоммутируют.

По лемме 2.1.2, для любого (x, y) ∈ S выполнено (x, y)f̃0 = (x, y)(0, e0) = (−y, x). Отсюда
fm f̃0 = f̃m и f̃m f̃0 = −fm для всех m = 0, . . . , 9.

Чтобы получить оставшуюся часть таблицы, мы используем лемму 3.1.10. Элементы (a, b)

и (c, d) можно заменить любой другой парой смежных вершин двойного шестиугольника,
поскольку они отвечают произвольной паре делителей нуля вMn+1 с условием строгой аль-
тернативности.

Замечание 3.1.12. Согласно лемме 3.1.1(3), элементы fm и −f̃m принадлежат одному двой-
ному углу двойного шестиугольника, m = 1, . . . , 6. Элемент fm принадлежит внешнему ше-
стиугольнику, тогда как −f̃m принадлежит внутреннему шестиугольнику.

Элементы f1, f2 и f3 образуют множество попарно не соединённых вершин внешнего
шестиугольника, равно как и элементы f4, f5 и f6. Каждая из пар элементов f1 и f6, f2 и f5,
f3 и f4 соответствует паре противоположных вершин внешнего шестиугольника.

Замечание 3.1.13. Из теоремы 3.1.11 следует, что все элементы в вершинах двойного ше-
стиугольника на рисунке 3.1 линейно независимы.

Можно заметить, что таблица 3.2 имеет блочную структуру, причём её блоки бывают двух
видов. Часть из них антидиагональна, а остальные сходны с таблицей умножения базисных
кватернионов. Однако мы не можем подправить элементы таким образом, чтобы какой-либо
из этих блоков совпал с настоящей таблицей умножения кватернионов. В частности, подал-
гебра Lin(f0, f1, f2, f3) неассоциативна, а потому не изоморфна H, см. [19, стр. 496].
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× f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f̃0 f̃1 f̃2 f̃3 f̃4 f̃5 f̃6

f0 f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f̃0 f̃1 f̃2 f̃3 f̃4 f̃5 f̃6

f1 f1 −2f0 2f3 −2f2 0 0 2f7 f̃1 −2f̃0 −2f̃3 2f̃2 0 0 −2f̃7
f2 f2 −2f3 −2f0 2f1 0 2f8 0 f̃2 2f̃3 −2f̃0 −2f̃1 0 −2f̃8 0

f3 f3 2f2 −2f1 −2f0 2f9 0 0 f̃3 −2f̃2 2f̃1 −2f̃0 −2f̃9 0 0

f4 f4 0 0 −2f9 −2f0 −2f6 2f5 f̃4 0 0 2f̃9 −2f̃0 2f̃6 −2f̃5
f5 f5 0 −2f8 0 2f6 −2f0 −2f4 f̃5 0 2f̃8 0 −2f̃6 −2f̃0 2f̃4

f6 f6 −2f7 0 0 −2f5 2f4 −2f0 f̃6 2f̃7 0 0 2f̃5 −2f̃4 −2f̃0
f̃0 f̃0 −f̃1 −f̃2 −f̃3 −f̃4 −f̃5 −f̃6 −f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6

f̃1 f̃1 2f̃0 −2f̃3 2f̃2 0 0 −2f̃7 −f1 −2f0 −2f3 2f2 0 0 −2f7
f̃2 f̃2 2f̃3 2f̃0 −2f̃1 0 −2f̃8 0 −f2 2f3 −2f0 −2f1 0 −2f8 0

f̃3 f̃3 −2f̃2 2f̃1 2f̃0 −2f̃9 0 0 −f3 −2f2 2f1 −2f0 −2f9 0 0

f̃4 f̃4 0 0 2f̃9 2f̃0 2f̃6 −2f̃5 −f4 0 0 2f9 −2f0 2f6 −2f5
f̃5 f̃5 0 2f̃8 0 −2f̃6 2f̃0 2f̃4 −f5 0 2f8 0 −2f6 −2f0 2f4

f̃6 f̃6 2f̃7 0 0 2f̃5 −2f̃4 2f̃0 −f6 2f7 0 0 2f5 −2f4 −2f0

Таблица 3.2: Таблица умножения вершин двойного шестиугольника.
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Объединяя результаты лемм 2.2.5 и 3.1.8(2), следствия 3.1.5, описания 3.1.6, теоремы 3.1.11
и замечания 3.1.13, мы получаем следующую теорему.

Теорема 3.1.14. Пусть a, b ∈ Mn строго альтернируют с элементами c, d ∈ Mn, (a, b),
(c, d) ∈ Z(Mn+1), (a, b)(c, d) = 0. По лемме 3.1.3, без ограничения общности можно счи-
тать, что n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Тогда

(1) Элементы ac, ad строго альтернируют с элементами a, b, c, d.

(2) Элементы e0, a, b, c, d, ac, ad образуют ортонормированную систему относительно ска-
лярного произведения ⟨·, ·⟩.

(3) Существует подграф ΓO(Mn+1), изображённый на рисунке 3.1 и называемый двойным
шестиугольником.

(4) Все элементы в вершинах двойного шестиугольника линейно независимы.

(5) В обозначениях теоремы 3.1.11, вершины двойного шестиугольника удовлетворяют таб-
лице умножения 3.2.

3.2 Седенионы

3.2.1 Делители нуля и их свойства

Рассмотрим случай, когда Mn+1 = S, то есть n = 3. Поскольку O альтернативна, лю-
бая пара делителей нуля (a, b), (c, d) ∈ S, (a, b)(c, d) = 0, удовлетворяет условиям лемм 3.1.3
и 3.1.4. В частности, можно считать, что n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Тогда, по след-
ствию 2.12 и теореме 2.13 в [38], существует автоморфизм φ алгебры O, отображающий
a, b, c, d в e1, e2, e7, e4, соответственно. Мы можем продолжить φ до автоморфизма S по фор-
муле (x, y) 7→ (φ(x), φ(y)). Тогда (a, b) и (c, d) будут переходить в (e1, e2) и (e7, e4). Таким
образом, всегда можно заменить (a, b) и (c, d) на (e1, e2) и (e7, e4). Отсюда мы сразу получаем
следующее предложение.

Предложение 3.2.1. Пусть (a, b), (c, d) ∈ Z(S), (a, b)(c, d) = 0, n(a) = n(b) = n(c) = n(d) =

1. Тогда 1, a, b, c, d, ab, ac, ad образуют ортонормированную систему относительно скаляр-
ного произведения ⟨·, ·⟩.

В случае седенионов имеется ещё одно соотношение между компонентами пар делителей
нуля в дополнение к лемме 3.1.3. В остальных алгебрах оно принимает более слабый вид и
выполняется только для пар базисных элементов, см. лемму 5.1.5 ниже.

Лемма 3.2.2. [19, предложение 3.4(ii)] Пусть (a, b)(c, d) = 0 в S, n(a) = n(b) = n(c) =

n(d) = 1. Тогда ab = −cd.

Пример 3.2.3. Пусть (a, b) = (e1, e2), (c, d) = (e5 + e13, e6 + e14) ∈ M5. Тогда (a, b)(c, d) = 0.
Кроме того, из [39, теорема 3.3] следует, что a, b, c, d альтернативны в M4 = S. Однако
ab = e3, cd = 2e11, поэтому ab и cd линейно независимы.
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Следствие 3.2.4. Пусть (a, b), (c, d) ∈ Z(S), n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Пусть также
P — путь длины k в ΓO(S) между (a, b) и (c, d). Тогда ab = (−1)kcd.

Доказательство. Можно считать, что для каждой внутренней вершины (x, y) ∈ P выпол-
нено n(x) = n(y) = 1. Требуемое утверждение нетрудно получить из леммы 3.2.2 индукцией
по k.

Предложение 3.2.5.

(1) ΓO(S) не содержит циклов нечётной длины.

(2) Обхват ΓO(S) равен 4.

(3) Каждая максимальная клика в ΓO(S) содержит ровно две вершины.

Доказательство.

(1) Предположим от противного, что существует путь P , начинающийся и заканчивающий-
ся в вершине (a, b) ∈ Z(S), n(a) = n(b) = 1, и P имеет нечётную длину k. Согласно
следствию 3.2.4, мы имеем ab = (−1)kab = −ab. Следовательно, ab = 0, но O не содержит
делителей нуля, противоречие.

(2) Сперва покажем, что g(ΓO(S)) ≤ 4. Пусть (a, b)(c, d) = 0, где (a, b), (c, d) ∈ Z(S). Тогда,
по лемме 3.1.1(3), существует следующий 4-цикл в ΓO(S):

(a, b)↔ (c, d)↔ (b,−a)↔ (d,−c)↔ (a, b).

Поскольку в ΓO(S) нет циклов нечётной длины, g(ΓO(S)) ≥ 4. Значит, g(ΓO(S)) = 4.

(3) В ΓO(S) нет циклов длины 3. Кроме того, ΓO(S) не содержит изолированных вершин,
откуда мы сразу получаем требуемое утверждение.

3.2.2 Компоненты связности графа ортогональности

В утверждениях 3.2.6–3.2.9 мы предполагаем, что (a, b), (c, d) ∈ Z(S), (a, b)(c, d) = 0,
n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Тогда (a, b), (c, d) удовлетворяют условиям теоремы 3.1.14,
поэтому они содержатся в двойном шестиугольнике на рисунке 3.1.

Предложение 3.2.6. Каждая вершина двойного шестиугольника соединена ровно с че-
тырьмя другими вершинами, и эти четыре вершины образуют базис ортогонализатора
выбранной вершины. В частности,

OS((a, b)) = Lin((c, d), (d,−c), (ac,−ad), (ad, ac)),

OS((c, d)) = Lin((a, b), (b,−a), (ac, ad), (ad,−ac)),

OS((ac, ad)) = Lin((c, d), (d,−c), (a,−b), (b, a)).
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Доказательство. Включение справа налево сразу следует из теоремы 3.1.14(3). Согласно [38,
стр. 25], ортогонализатор произвольного делителя нуля в S имеет размерность 4, что, в силу
теоремы 3.1.14(4), даёт нам обратное включение.

Обозначение. Обозначим

Λ+
(a,b) = Lin((a, b), (b,−a), (d, c), (c,−d), (ac, ad), (ad,−ac)) \ {0},

Λ−
(a,b) = Lin((b, a), (a,−b), (c, d), (d,−c), (ad, ac), (ac,−ad)) \ {0},

Λ(a,b) = Λ+
(a,b) ∪ Λ−

(a,b).

Λ(a,b) — это множество всех нетривиальных линейных комбинаций элементов, стоящих в
углах двойного шестиугольника на рисунке 3.1 через один.

Лемма 3.2.7. Λ(a,b) находится на расстоянии не больше 3 от (a, b) в ΓO(S).

Доказательство. Рассмотрим (x, y) ∈ OS((a, b)), (x, y) = k1(c, d) + k2(d,−c) + k3(ad, ac) +

k4(ac,−ad). Тогда (ax, ay) = k1(ac, ad) + k2(ad,−ac) − k3(d, c) − k4(c,−d). Согласно лем-
ме 3.1.4(4), (x, y)(ax, ay) = 0. Кроме того, из рисунка 3.1 следует, что (a, b), (b,−a) ∈ OS((x, y))

и (b, a), (a,−b) ∈ OS((ax, ay)). Тогда для любых таких k5, k6 ∈ R, что последний элемент пути
отличен от нуля, существуют следующие пути длины не больше 3:

• (a, b)←→ (x, y)←→ k5(a, b) + k6(b,−a);

• (a, b)←→ (x, y)←→ (ax, ay) + k5(a, b) + k6(b,−a);

• (a, b)←→ (x, y)←→ (ax, ay)←→ k5(b, a) + k6(a,−b);

• (a, b)←→ (x, y)←→ (ax, ay)←→ (x, y) + k5(b, a) + k6(a,−b).

Отсюда мы сразу получаем утверждение леммы.

Лемма 3.2.8. Пусть (x, y) ∈ Z(S) таков, что xy ∈ Lin(ab). Тогда (x, y) ∈ Λ(a,b).

Доказательство. Согласно предложению 3.2.1, 1, a, b, c, d, ab, ac, ad образуют ортонормиро-
ванную систему относительно скалярного произведения ⟨·, ·⟩. Без ограничения общности
можно считать, что n(x) = n(y) = 1. Аналогично, 1, x, y, xy образуют ортонормирован-
ную систему, поэтому xy = ±ab и x, y ∈ Lin(a, b, c, d, ac, ad). Тогда, если мы зафиксируем
x ∈ Lin(a, b, c, d, ac, ad), n(x) = 1, вторая компонента y = (x̄x)y = −x(xy) = ∓x(ab) определе-
на с точностью до знака. Следовательно, (x, y) ∈ Λ(a,b).

Следствие 3.2.9. Пусть C обозначает компоненту связности ΓO(S), содержащую (a, b).
Тогда множество вершин C совпадает с P(Λ(a,b)).

Доказательство. Включение справа налево доказано в лемме 3.2.7. Пусть теперь (x, y) ∈ C.
По следствию 3.2.4, xy ∈ Lin(ab). Тогда из леммы 3.2.8 следует, что (x, y) ∈ Λ(a,b).

Теорема 3.2.10. Диаметр каждой компоненты связности ΓO(S) равен 3.
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Доказательство. Пусть (a, b) ∈ Z(S). Тогда существует такое (c, d) ∈ Z(S), что (a, b)(c, d) =

0. Без ограничения общности можно считать, что n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Обозначим
компоненту связности ΓO(S), содержащую (a, b) и (c, d), за C. По следствию 3.2.9, множество
вершин C совпадает с P(Λ(a,b)). Более того, согласно лемме 3.2.7, Λ(a,b) лежит на расстоянии
не больше 3 от (a, b) в ΓO(S).

Заметим, что из теоремы 3.1.14(4) следует, что OS((a, b)) ∩OS((b, a)) = 0, поэтому
d((a, b), (b, a)) = 3.

Поскольку элемент (a, b) был выбран произвольным образом, диаметр каждой компонен-
ты связности равен 3.

Лемма 3.2.11. [12, предложение 12.1] Пусть a, b ∈ O, (a, b) ∈ S \ {0}. Тогда (a, b) ∈ Z(S),
если и только если выполнены следующие условия:

(1) n(a) = n(b);

(2) 1, a, b ортогональны относительно скалярного произведения ⟨·, ·⟩.

Теорема 3.2.12. Пусть P(Im(O)) обозначает множество всех одномерных подпространств
в Im(O), а C(ΓO(S)) — множество компонент связности графа ΓO(S). Тогда существует
корректно определённая биекция ψ : C(ΓO(S)) → P(Im(O)), действующая следующим обра-
зом. Если C ∈ C(ΓO(S)) и (a, b) ∈ C, то ψ(C) = Lin(ab).

Доказательство.

• ψ корректно определено по следствию 3.2.4.

• ψ инъективно по лемме 3.2.8.

• ψ сюръективно. Рассмотрим прямую X ∈ P(Im(O)). Тогда X = Lin(x) для некоторого
x ∈ Im(O), n(x) = 1. Пусть теперь a ⊥ Lin(1, x), n(a) = 1, b = āx. Тогда ab = a(āx) =

(aā)x = x. Согласно лемме 3.2.11, (a, b) ∈ Z(S):

(1) по лемме 2.1.1, n(b) = n(ā)n(x) = n(a);

(2) из леммы 1.3.7 следует, что ⟨1, b⟩ = ⟨a, x⟩ = 0, ⟨a, b⟩ = ⟨a2, x⟩ = −⟨1, x⟩ = 0, поэтому
1, a, b ортогональны.

Пусть теперь C ∈ C(ΓO(S)) такова, что (a, b) ∈ C. Тогда ψ(C) = X.

Следствие 3.2.13. Пусть φ ∈ AutR(O) порождает автоморфизм φ̂ ∈ AutR(S) по формуле
φ̂((x, y)) = (φ(x), φ(y)) для всех (x, y) ∈ S. Тогда φ̂ действует естественным образом на
C(ΓO(S)), причём ψ ◦ φ̂ = φ ◦ ψ.

Доказательство. Заметим, что φ̂ сохраняет пары ортогональных элементов и, следователь-
но, отображает компоненты связности ΓO(S) в компоненты связности. Пусть C ∈ C(ΓO(S)),
(a, b) ∈ C. Тогда (φ(a), φ(b)) = φ̂((a, b)) ∈ φ̂(C), поэтому ψ(φ̂(C)) = Lin(φ(a)φ(b)) = Lin(φ(ab)) =

φ(Lin(ab)) = φ(ψ(C)).
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3.2.3 Граф ортогональности на парах базисных элементов

Обозначение. Нам понадобятся следующие подмножества Z(S):

Ze = {(ei,±ej) ∈ Z(S)} ,

Z+
e = {(ei, ej) ∈ Z(S)} ,

Z−
e = {(ei,−ej) ∈ Z(S)} .

Обозначим за Γe(S) подграф ΓO(S) на множестве вершин P(Ze).

Описание 3.2.14. Γe(S) изображён на рисунке 3.3 на основе результатов работ [18] и [34].
Γe(S) несвязен и состоит из 7 двойных шестиугольников. Для удобства мы будем считать,

что внешние элементы принадлежат Z+
e , а внутренние — Z−

e . Пронумеруем двойные шести-
угольники на рисунке 3.3 от 1 до 7 слева направо и сверху вниз. Будем обозначать k-ый
двойной шестиугольник как Hk.

Предложение 3.2.15. Перечислим основные свойства Γe(S):

(1) (ei,±ej) ∈ Z(S), если и только если i ̸= j;

(2) (ei, ej)(ek, el) = 0, если и только если (ei,−ej)(ek,−el) = 0,

(ei, ej)(ek,−el) = 0, если и только если (ei,−ej)(ek, el) = 0;

(3) Для всех k ∈ {1, . . . , 7} подграф Hk — это в действительности двойной шестиуголь-
ник с рисунка 3.1, упорядоченный так, чтобы внешние элементы принадлежали Z+

e , а
внутренние — Z−

e ;

(4) Каждый двойной угол двойного шестиугольника содержит пару элементов (ei, ej) и
(ej,−ei). Противоположный двойной угол содержит элементы (ej, ei) и (ei,−ej);

(5) Пусть (ei,±ej) ∈ Hk. Тогда eiej = ±ek.

Доказательство.

(1) Следует из леммы 3.2.11.

(2) Сразу следует из теоремы 3.1.14.

(3) Нетрудно проверить непосредственными вычислениями.

(4) Следует из структуры двойного шестиугольника на рисунке 3.1.

(5) Пусть (ei, ej) — произвольный элемент вHk. Тогда, по теореме 3.2.12, для любого (el, em) ∈
Hk выполнено elem ∈ Lin(eiej). Значит, elem = ±eiej. Перенумерацией двойных шести-
угольников нетрудно добиться равенства eiej = ±ek для всех (ei,±ej) ∈ Hk.
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Рис. 3.3: Подграф ΓO(S) на элементах вида [(ei,±ej)].
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Предложение 3.2.16. Разные компоненты связности Γe(S) содержатся в разных компо-
нентах связности ΓO(S).

Доказательство. Непосредственно следует из теоремы 3.2.12 и предложения 3.2.15(5).

Отметим, что шестиугольники на рисунке 3.3 уже встречались в работе Брауна [17, теоре-
ма 8.1]. Кроме того, де Маре [34] изучал ранее делители нуля вида (ei,±ej) и получил аналог
двойных шестиугольников [35, стр. 3], а также таблицу умножения для их вершин [36, стр. 8],
которая будет доказана нами в следующем подразделе. Однако наше доказательство явля-
ется более общим.

3.2.4 Таблица умножения вершин двойного шестиугольника

Лемма 3.2.17. Пусть {1, x, y} — ортонормированная система в O. Тогда в S выполнено

(x, y)(0, xy) = −(x,−y),

(x, y)(xy, 0) = −(y, x).

Доказательство. По лемме 1.3.8, элементы x и y антикоммутируют. Поскольку x и y чисто
мнимые, имеем x2 = −n(x) = −1 и y2 = −n(y) = −1. Тогда из альтернативности O мы
получаем

(x, y)(0, xy) = (−(xy)y, (xy)x) = ((xy)y,−(yx)x) = (x(yy),−y(xx)) = −(x,−y),

(x, y)(xy, 0) = (x(xy), y(xy)) = (x(xy), y(yx)) = ((xx)y, (yy)x) = −(x, y).

Пусть (a, b), (c, d) ∈ Z(S), (a, b)(c, d) = 0, n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Тогда (a, b), (c, d)

удовлетворяют условиям теоремы 3.1.14, поэтому рисунок 3.1 изображает двойной шести-
угольник в ΓO(S), содержащий (a, b) и (c, d). Вершины этого шестиугольника можно допол-
нить до базиса в S, имеющего удобную таблицу умножения.

Теорема 3.2.18. Пусть

f0 = (1, 0), f4 = (ac,−ad), f̃0 = (0, 1), f̃4 = (ad, ac),

f1 = (a, b), f5 = (c, d), f̃1 = (−b, a), f̃5 = (−d, c),

f2 = (c,−d), f6 = (a,−b), f̃2 = (d, c), f̃6 = (b, a),

f3 = (ac, ad), f7 = (0, ab), f̃3 = (−ad, ac), f̃7 = (−ab, 0).

Тогда F = {fm, f̃m | m = 0, . . . , 7} — базис в S, ортогональный относительно скалярного
произведения ⟨·, ·⟩. Его таблица умножения описывается таблицей 3.4.

Доказательство. Легко видеть, что f0 = e0 и f̃0 = ẽ0 в терминах стандартного базиса
S. Согласно предложению 3.2.1, элементы 1, a, b, c, d, ab, ac, ad образуют ортонормированную
систему относительно скалярного произведения ⟨·, ·⟩. Следовательно, F — ортогональная
система в S. По лемме 1.3.8, элементы F \ {f0} попарно антикоммутируют.
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× f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f̃0 f̃1 f̃2 f̃3 f̃4 f̃5 f̃6 f̃7

f0 f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f̃0 f̃1 f̃2 f̃3 f̃4 f̃5 f̃6 f̃7

f1 f1 −2f0 2f3 −2f2 0 0 2f7 −f6 f̃1 −2f̃0 −2f̃3 2f̃2 0 0 −2f̃7 f̃6

f2 f2 −2f3 −2f0 2f1 0 2f7 0 −f5 f̃2 2f̃3 −2f̃0 −2f̃1 0 −2f̃7 0 f̃5

f3 f3 2f2 −2f1 −2f0 2f7 0 0 −f4 f̃3 −2f̃2 2f̃1 −2f̃0 −2f̃7 0 0 f̃4

f4 f4 0 0 −2f7 −2f0 −2f6 2f5 f3 f̃4 0 0 2f̃7 −2f̃0 2f̃6 −2f̃5 −f̃3
f5 f5 0 −2f7 0 2f6 −2f0 −2f4 f2 f̃5 0 2f̃7 0 −2f̃6 −2f̃0 2f̃4 −f̃2
f6 f6 −2f7 0 0 −2f5 2f4 −2f0 f1 f̃6 2f̃7 0 0 2f̃5 −2f̃4 −2f̃0 −f̃1
f7 f7 f6 f5 f4 −f3 −f2 −f1 −f0 f̃7 −f̃6 −f̃5 −f̃4 f̃3 f̃2 f̃1 −f̃0
f̃0 f̃0 −f̃1 −f̃2 −f̃3 −f̃4 −f̃5 −f̃6 −f̃7 −f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

f̃1 f̃1 2f̃0 −2f̃3 2f̃2 0 0 −2f̃7 f̃6 −f1 −2f0 −2f3 2f2 0 0 −2f7 f6

f̃2 f̃2 2f̃3 2f̃0 −2f̃1 0 −2f̃7 0 f̃5 −f2 2f3 −2f0 −2f1 0 −2f7 0 f5

f̃3 f̃3 −2f̃2 2f̃1 2f̃0 −2f̃7 0 0 f̃4 −f3 −2f2 2f1 −2f0 −2f7 0 0 f4

f̃4 f̃4 0 0 2f̃7 2f̃0 2f̃6 −2f̃5 −f̃3 −f4 0 0 2f7 −2f0 2f6 −2f5 −f3
f̃5 f̃5 0 2f̃7 0 −2f̃6 2f̃0 2f̃4 −f̃2 −f5 0 2f7 0 −2f6 −2f0 2f4 −f2
f̃6 f̃6 2f̃7 0 0 2f̃5 −2f̃4 2f̃0 −f̃1 −f6 2f7 0 0 2f5 −2f4 −2f0 −f1
f̃7 f̃7 −f̃6 −f̃5 −f̃4 f̃3 f̃2 f̃1 f̃0 −f7 −f6 −f5 −f4 f3 f2 f1 −f0

Таблица 3.4: Таблица умножения базисных элементов S, являющихся делителями нуля.
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По лемме 2.1.2, для любого (x, y) ∈ S выполнено (x, y)f̃0 = (x, y)(0, 1) = (−y, x). Следова-
тельно, fm f̃0 = f̃m и f̃m f̃0 = −fm для всех m = 0, . . . , 7.

Поскольку (a, b)(c, d) = 0 и (c, d)(ac, ad) = 0, из леммы 3.2.2 следует, что ab = −cd =

(ac)(ad). Элементы a, b, c, d, ac, ad попарно антикоммутируют, поэтому

ab = −ba = dc = −cd = (ac)(ad) = −(ad)(ac).

Тогда равенства в таблице умножения для элементов {fm, f̃m | m = 0, . . . , 6} следуют из
теоремы 3.1.11. Затем мы добавляем столбцы и строки, соответствующие f7 и f̃7, используя
лемму 3.2.17.

Таблица 3.4 имеет блочную структуру, а её (3 × 3)–блоки бывают двух видов. Часть из
них антидиагональна, а остальные сходны с таблицей умножения базисных кватернионов.
В целом, таблица 3.4 напоминает таблицу умножения для стандартного базиса S, см. [18,
стр. 254]. Базис F был найден ранее в работе [36, стр. 8], однако де Маре иначе упорядочивал
элементы, поэтому его таблица умножения имеет другую структуру и состоит из блоков 4×4.

Отметим также работу Чана и Джоковича [19], посвящённую классификации подалгебр в
S. Классом сопряжённости называется орбита относительно действия AutR(S) на множестве
всех подалгебр в S. Изоморфизм двух подалгебр S1, S2 ⊆ S будем обозначать как S1

∼= S2, а
их сопряжённость — как S1 ∼ S2. В [19] показано, что размерность произвольной подалгебры
в S может принимать значения 1, 2, 3, 4, 6 или 8. Кроме того, описаны классы сопряжённо-
сти для каждой из возможных размерностей. Выбирая представителей этих классов, Чан
и Джокович определённо использовали некоторые соотношения между делителями нуля,
установленные в таблице 3.4, однако они не выписывали саму таблицу в явном виде. Пусть

S3 = Lin((1, 0), (e1, e4), (e2, e7)), Oi,j,e = H+H(0, 1),

S4 = Lin((1, 0), (e1, e2), (e4, e7), (e5,−e6)), R8 = S4 + S4(0, 1),

S6 = S3 + S3(0, 1), S8 = H+H(0, e4).

Чан и Джокович [19] показали, что:

• Любая трёхмерная подалгебра сопряжена S3;

• Любая четырёхмерная подалгебра либо изоморфна H, либо сопряжена S4;

• Любая шестимерная подалгебра сопряжена S6;

• Любая восьмимерная подалгебра сопряжена одной из подалгебр O,Oi,j,e, R8 или S8.
Подалгебра S8 единственная среди них не обладает делением. Алгебры O и Oi,j,e изо-
морфны, а R8 не изоморфна им.

Следующее предложение описывает некоторые подалгебры в S, существование которых
явно следует из таблицы 3.4. Мы также классифициуем их согласно результатам, получен-
ным в [19].
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Предложение 3.2.19. Перечислим некоторые нетривиальные подалгебры S, содержащие f1.

dim = 3: Lin(f0, f1, f4) ∼ S3, Lin(f0, f1, f5) ∼ S3,
Lin(f0, f1, f̃4) ∼ S3, Lin(f0, f1, f̃5) ∼ S3.

dim = 4: Lin(f0, f1, f6, f7) ∼= H, Lin(f0, f1, f̃0, f̃1) ∼= H,
Lin(f0, f1, f̃6, f̃7) ∼= H, Lin(f0, f1, f2, f3) ∼ S4.

dim = 6: Lin(f0, f1, f4, f̃0, f̃1, f̃4) ∼ S6,
Lin(f0, f1, f5, f̃0, f̃1, f̃5) ∼ S6.

dim = 8: Lin(f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) ∼ S8,
Lin(f0, f1, f6, f7, f̃2, f̃3, f̃4, f̃5) ∼ S8,
Lin(f0, f1, f6, f7, f̃0, f̃1, f̃6, f̃7) ∼ Oi,j,e,
Lin(f0, f1, f2, f3, f̃0, f̃1, f̃2, f̃3) ∼ R8.

Доказательство. Используя таблицу 3.4, нетрудно проверить, что эти линейные простран-
ства замкнуты относительно умножения, поэтому они являются подалгебрами в S.

Сопряжённость подалгебрам S3 и S6 при dim = 3 и dim = 6 следует из [19, теорема 8.1].
Изоморфизм между Lin(f0, f1, f6, f7), Lin(f0, f1, f̃0, f̃1), Lin(f0, f1, f̃6, f̃7) и H становится

очевидным, если нормализовать элементы f1, f6, f̃1, f̃6, то есть поделить каждый из них на√
2. Однако подалгебра Lin(f0, f1, f2, f3) не является ассоциативной, поэтому она не изоморф-

на H, см. [19, стр. 496]. Значит, Lin(f0, f1, f2, f3) ∼ S4.
Поскольку f1f4 = f1 f̃4 = 0, Lin(f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) и Lin(f0, f1, f6, f7, f̃2, f̃3, f̃4, f̃5)

являются восьмимерными подалгебрами без деления. Таким образом, они сопряжены с S8.
Так как Lin(f0, f1, f6, f7) ∼= H, элементы f1 и f6 строго альтернируют в S. Кроме того,

f6 ⊥ Lin(f0, f1, f̃0, f̃1). Следовательно, по лемме 2.1.9, Lin(f0, f1, f6, f7, f̃0, f̃1, f̃6, f̃7) ∼= O. Мно-
жество {±f̃0} инвариантно относительно AutR(S), см. [23, лемма 2.1], причём f̃0 /∈ O. Значит,
подалгебра Lin(f0, f1, f6, f7, f̃0, f̃1, f̃6, f̃7) не сопряжена O, поэтому она сопряжена Oi,j,e.

И наконец, Lin(f0, f1, f2, f3, f̃0, f̃1, f̃2, f̃3) = Lin(f0, f1, f2, f3)+Lin(f0, f1, f2, f3)(0, 1). Мы зна-
ем, что Lin(f0, f1, f2, f3) ∼ S4, поэтому Lin(f0, f1, f2, f3, f̃0, f̃1, f̃2, f̃3) ∼ S4 + S4(0, 1) = R8.

Замечание 3.2.20. Поскольку f1 = (a, b) — произвольный делитель нуля в S, предложе-
ние 3.2.19 описывает подалгебры, содержащие произвольный делитель нуля из S.

3.2.5 Граф коммутативности

Напомним, что, по лемме 1.3.13, при n ≥ 2 можно считать, что множество вершин графа
ΓC(An) совпадает с P(A′

n).

Предложение 3.2.21. Пусть x ∈ Mn \ {0}, Re(x) = 0, x /∈ Z(Mn). Тогда компонента
связности ΓC(Mn), содержащая [x], состоит из одной вершины.

Доказательство. Из леммы 2.4.2 следует, что CMn(x) = Lin(e0, x). Отсюда мы сразу полу-
чаем требуемое утверждение.

Согласно предложению 3.2.21, естественно ввести следующее обозначение:
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Обозначение. ΓZ
C(S) — подграф ΓC(S) на множестве вершин P(Z(S)).

Лемма 3.2.22. Пусть (a, b) ∈ Z(S), z ∈ O. Тогда существует такой (x, y) ∈ Im(CS((a, b))),
что xy = z, если и только если z ⊥ Lin(1, a, b).

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент (c, d) ∈ OS((a, b)), (c, d) ̸= 0, и предпо-
ложим без ограничения общности, что n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. По предложению 3.2.1,
элементы 1, a, b, c, d, ab, ac, ad образуют ортонормированную систему относительно скалярно-
го произведения ⟨·, ·⟩. Из леммы 1.3.8 следует, что a, b, c, d, ab, ac, ad попарно антикоммути-
руют. Согласно лемме 3.2.2, ac = bd = −db, ad = −bc = cb, ab = −cd = (ac)(ad), поэтому

a(ad) = −d = −(ad)a, c(ad) = c(cb) = −b = −(ad)c,

a(ac) = −c = −(ac)a, c(ac) = −c(ca) = a = −(ac)c,

b(ad) = −b(bc) = c = −(ad)b, d(ad) = −d(da) = a = −(ad)d,

b(ac) = b(bd) = −d = −(ac)b, d(ac) = −d(db) = b = −(ac)d.

Из леммы 2.4.2 следует, что

Im(CS((a, b))) = R(a, b)⊕OS((a, b)) = Lin ((a, b), (c, d), (d,−c), (ad, ac), (ac,−ad)) .

Рассмотрим (x, y) ∈ Im(CS((a, b))), (x, y) = k0(a, b)+k1(c, d)+k2(d,−c)+k3(ad, ac)+k4(ac,−ad).
Тогда x = k0a+ k1c+ k2d+ k3ad+ k4ac и y = k0b− k2c+ k1d− k4ad+ k3ac, откуда

xy = 2k0(k1ad− k2ac− k3c+ k4d)− (k21 + k22 + k23 + k24 − k20)ab.

Ясно, что xy ⊥ Lin(1, a, b). Кроме того, для любого z ⊥ Lin(1, a, b) мы можем выбрать такие
kj, j = 0, . . . , 5, что xy = z. Действительно, пусть z = l1ad − l2ac − l3c + l4d − l0ab, тогда
n(z) = l20 + l21 + l22 + l23 + l24. Поскольку n(xy) = n(x)n(y) = (k20 + k21 + k22 + k23 + k24)

2, нам нужно

k20 + k21 + k22 + k23 + k24 =
√
n(z) и k21 + k22 + k23 + k24 − k20 = l0. Следовательно, k20 =

√
n(z)−l0

2
.

Заметим, что l0 ≤
√
n(z), поэтому мы можем взять k0 =

√√
n(z)−l0

2
. Рассмотрим два случая:

• Если l0 =
√
n(z), то k0 = 0. Кроме того, l1 = l2 = l3 = l4 = 0. Тогда подойдут любые

k1, k2, k3, k4, удовлетворяющие условию k21 + k22 + k23 + k24 =
√
n(z) = l0.

• Если l0 <
√
n(z), то k0 > 0. Положим kj =

lj
2k0

, j = 1, . . . , 4. Тогда

k21 + k22 + k23 + k24 − k20 =
l21 + l22 + l23 + l24

4k20
− k20 =

n(z)− l20 − 4k40
4k20

=

=
n(z)− l20 − (

√
n(z)− l0)2

2(
√
n(z)− l0)

=
2l0(
√
n(z)− l0)

2(
√
n(z)− l0)

= l0,

как и требовалось.
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Предложение 3.2.23. ΓZ
C(S) связен, и его диаметр не превосходит 4.

Доказательство. Пусть (a, b), (a′, b′) ∈ Z(S). Рассмотрим произвольный ненулевой элемент
z ⊥ Lin(1, a, b, a′, b′). По лемме 3.2.22, существуют такие (c, d) ∈ Im(CS((a, b))) и (c′, d′) ∈
Im(CS((a

′, b′))), что cd = c′d′ = z. Согласно предложению 3.2.21, (c, d), (c′, d′) ∈ Z(S). По
теореме 3.2.12, (c, d) и (c′, d′) принадлежат одной компоненте связности ΓO(S). Из теоре-
мы 3.2.10 следует, что dΓO(S)((c, d), (c

′, d′)) ≤ 3. Однако, по следствию 3.2.4, любой путь
между (c, d) и (c′, d′) имеет чётную длину. Следовательно, dΓO(S)((c, d), (c

′, d′)) ≤ 2. Лю-
бой путь в ΓO(S) является также путём в ΓC(S), поэтому dΓC(S)((c, d), (c

′, d′)) ≤ 2. Значит,
dΓC(S)((a, b), (a

′, b′)) ≤ 4.

Предложение 3.2.24. Диаметр ΓZ
C(S) не меньше 3.

Доказательство. Рассмотрим (a, b), (c, d) ∈ Z(S), (a, b)(c, d) = 0, n(a) = n(b) = n(c) = n(d) =

1. Из рисунка 3.1 следует, что

OS((a, b)) = Lin((c, d), (d,−c), (ad, ac), (ac,−ad)),

OS((b, a)) = Lin((d, c), (c,−d), (ac, ad), (ad,−ac)).

По лемме 2.4.2,

CS((a, b)) = Lin((1, 0), (a, b))⊕OS((a, b)) = Lin((1, 0), (a, b), (c, d), (d,−c), (ad, ac), (ac,−ad)),

CS((b, a)) = Lin((1, 0), (b, a))⊕OS((b, a)) = Lin((1, 0), (b, a), (d, c), (c,−d), (ac, ad), (ad,−ac)).

Тогда, по теореме 3.1.14(4), CS((a, b)) ∩ CS((b, a)) = R, поэтому dΓC(S)((a, b), (b, a)) ≥ 3.

После рассмотрения множества примеров с использованием Wolfram Mathematica оказа-
лось, что во всех случаях можно найти путь длины 3 между двумя делителями нуля. Это
приводит нас к следующей гипотезе.

Гипотеза 3.2.25. Диаметр ΓZ
C(S) равен 3.

Объединяя результаты предложений 3.2.5, 3.2.23 и 3.2.24, следствий 3.2.9 и 3.2.13, а также
теорем 3.2.10, 3.2.12 и 3.2.18, мы получаем следующую теорему:

Теорема 3.2.26.

(1) ΓO(S) не содержит циклов нечётной длины.

(2) Пусть (a, b)(c, d) = 0 в S, n(a) = n(b) = n(c) = n(d) = 1. Тогда существует подграф
ΓO(S), изображённый на рисунке 3.1 и называемый двойным шестиугольником. В обо-
значениях теоремы 3.2.18, вершины двойного шестиугольника удовлетворяют таблице
умножения 3.4.

(3) Множество вершин компоненты связности графа ΓO(S), содержащей (a, b), совпада-
ет с P(Λ(a,b)), где Λ(a,b) — это множество всех нетривиальных линейных комбинаций
элементов, стоящих в углах двойного шестиугольника через один.
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(4) Диаметр каждой компоненты связности ΓO(S) равен 3.

(5) Пусть C(ΓO(S)) обозначает множество всех компонент связности графа ΓO(S). Тогда
существует корректно определённая биекция ψ : C(ΓO(S)) → P(Im(O)), действующая
следующим образом. Если C ∈ C(ΓO(S)) и (a, b) ∈ C, то ψ(C) = Lin(ab).

(6) Пусть φ ∈ AutR(O) порождает автоморфизм φ̂ ∈ AutR(S) по формуле φ̂((x, y)) =

(φ(x), φ(y)) для всех (x, y) ∈ S. Тогда φ̂ действует естественным образом на C(ΓO(S)),
причём ψ ◦ φ̂ = φ ◦ ψ.

(7) Пусть ΓZ
C(S) — подграф ΓC(S) на множестве вершин P(Z(S)). Тогда ΓZ

C(S) — компонен-
та связности ΓC(S), причём значение её диаметра заключёно между 3 и 4.

65



Глава 4

Графы отношений контр-алгебр малых
размерностей

Глава построена следующим образом: в разделе 4.1 мы изучаем свойства дважды аль-
тернативных делителей нуля в контр-алгебрах, а также устанавливаем взаимосвязь между
графами коммутативности и графами ортогональности контр-алгебр малых размерностей.
В разделах 4.2–4.5 мы описываем графы ортогональности и графы делителей нуля контр-
алгебр малых размерностей: контркомплексных чисел, контркватернионов, контроктонионов
и контрседенионов. Свойства компонент связности этих графов перечислены в теореме 4.2.1.

Результаты разделов 4.1–4.4 опубликованы в статье [49], а раздела 4.5 — в статье [50].

4.1 Дважды альтернативные делители нуля

в контр-алгебрах

Напомним, что множество дважды альтернативных элементов алгебрыAn+1 обозначается
как DA(An+1), см. определение 2.3.6.

Лемма 4.1.1. Пусть (a, b) ∈ DA(Hn) \ {0}. Тогда (a, b) ∈ Z(Hn), если и только если
n((a, b)) = n(a)− n(b) = 0.

Доказательство. Пусть n((a, b)) = 0. Тогда (a, b)(a, b) = (a, b)(a, b) = n((a, b)) = 0, откуда
(a, b) ∈ Z(Hn). И наоборот, по лемме 2.2.4, из (a, b) ∈ Z(Hn) следует, что (n(a))2 = (n(b))2.
Кроме того, n(a) ≥ 0 и n(b) ≥ 0, откуда n(a) = n(b) и, значит, n((a, b)) = n(a)− n(b) = 0.

Следствие 4.1.2. Если 1 ≤ n ≤ 4, то Z(Hn) = {x ∈ Hn \ {0} | n(x) = 0}.

Доказательство. Согласно предложению 2.3.7, имеет место равенство DA(Hn) = Hn, поэто-
му мы можем воспользоваться леммой 4.1.1.

Теперь мы покажем, что множество элементов нулевой нормы, вообще говоря, строго
меньше множества делителей нуля.

Предложение 4.1.3. При n ≥ 5 множество Z(Hn) содержит элементы ненулевой нормы.
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Доказательство. Если n ≥ 5, то найдутся такие c, d ∈ Z(Mn−1), что cd = dc = 0. Тогда
(c, 0)(d, 0) = (d, 0)(c, 0) = 0, однако n((c, 0)) = n(c) ̸= 0 и n((d, 0)) = n(d) ̸= 0.

Лемма 4.1.4. Пусть a, b ∈ An, Re(a) = 0. Тогда a(ab) = (ba)a.

Доказательство. Поскольку из Re(a) = 0 следует a2 ∈ R, то из гибкости получаем 0 =

[a, a, b] + [b, a, a] = a2b− a(ab) + (ba)a− ba2 = (ba)a− a(ab).

Следующая вспомогательная лемма 4.1.5 аналогична теореме 3.3 в [39] для Mn, за ис-
ключением пункта (3).

Лемма 4.1.5. Пусть n ≥ 4, a, b ∈ Mn−1, Re(a) = Re(b) = 0. Рассмотрим следующие
утверждения:

(1) (a, b) ∈ Hn альтернативен;

(2) a и b альтернативны и линейно зависимы;

(3) a = ±b.

Тогда условие (1) равносильно выполнению одного из условий (2) или (3).

Доказательство. Рассмотрим условие альтернативности для элемента (a, b). Для произволь-
ного (c, d) ∈ Hn выполняется равенство

(a, b)((a, b)(c, d)) = (a, b)(ac+ d̄b, da+ bc̄) =

= (a(ac+ d̄b) + (da+ bc̄)b, (da+ bc̄)a+ b(ac+ d̄b)) =

= (a(ac)− (cb)b− [a, d̄, b], (da)a− b(bd) + [b, c̄, a]) = (A,B),

Мы также имеем [a, d̄, b] = −[a, d, b] и, из гибкости, [b, c̄, a] = −[b, c, a] = [a, c, b]. Кроме того,
из леммы 4.1.4 следует, что (cb)b = b(bc) и (da)a = a(ad). Значит, A = a(ac) − b(bc) + [a, d, b]

и B = a(ad)− b(bd) + [a, c, b].
Теперь рассмотрим

(a, b)2(c, d) = −n((a, b))(c, d) = −(n(a)− n(b))(c, d) = (a2 − b2)(c, d).

Заметим, что B получается из A заменой c на d и наоборот. Таким образом, (a, b) альтерна-
тивен, если и только если для любых c, d ∈Mn−1 выполняется равенство

a(ac)− b(bc) + [a, d, b] = (a2 − b2)c. (4.1)

Независимо подставляя c = 0 и d = 0, получаем, что это условие равносильно системеa(ac)− b(bc) = (a2 − b2)c,

[a, d, b] = 0
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для всех c, d ∈Mn−1.
Из теоремы 2.3 в [39] и гибкости, [a, d, b] = 0 для всех d ∈Mn−1, если и только если a и b

линейно зависимы.
Пусть теперь a и b линейно зависимы. Без ограничения общности можно считать, что

b = βa для некоторого β ∈ R, поэтому (a, b) альтернативен, если и только если (1−β2)a(ac) =

(1 − β2)a2c для всех c ∈ Mn−1. Это условие выполняется, если и только если либо β = ±1,
либо a альтернативен.

Пример 4.1.6 ниже показывает, что в лемме 4.1.1 мы не можем заменить Hn произвольной
алгеброй An с условием γn−1 = 1. Кроме того, он даёт пример дважды альтернативного
делителя нуля, не удовлетворяющего условию (∗).

Пример 4.1.6. Пусть n ≥ 4, An = Hn−1{1}. Рассмотрим a = (e
(n−2)
1 , 0), b = (e

(n−2)
1 , e

(n−2)
1 ), c =

(e
(n−2)
2 ,−e(n−2)

2 ) ∈ Hn−1. Тогда (a+b, a) и (c,−c) дважды альтернативны и ортогональны в An,
поэтому (a+ b, a) ∈ Z(An), однако n((a+ b, a)) ̸= 0 и (a+ b, a) не удовлетворяет условию (∗).

Согласно [44, лемма 4], любой элемент вида e
(n)
m всегда альтернативен в An. Применяя

лемму 4.1.5, получаем, что (a + b, a) и (c,−c) дважды альтернативны. Кроме того, соглас-
но пункту (3) леммы 1.3.8, a и c антикоммутируют. Нетрудно также проверить, что b и c

ортогональны. Тогда

(a+ b, a)(c,−c) = ((a+ b)c− c̄a,−c(a+ b) + ac̄) = (ac+ ca,−(ac+ ca)) = 0,

(c,−c)(a+ b, a) = (c(a+ b)− āc, ac− c(a+ b)) = (ac+ ca, ac+ ca) = 0,

поэтому (a+b, a) и (c,−c) ортогональны. Наконец, n((a+b, a)) = n(a+b)−n(a) = 2, поскольку
n(a+ b) = n((2e

(n−2)
1 , e

(n−2)
1 )) = n(2e

(n−2)
1 )− n(e(n−2)

1 ) = 4− 1 = 3 и n(a) = n(e
(n−2)
1 )− n(0) = 1.

Помимо этого, n(a+ b) ̸= ±n(a).

Предложение 11.1 из работы [12], доказанное для алгебр главной последовательности,
может быть перенесено на случай контр-алгебр с заменой антиассоциатора на ассоциатор,
см. лемму 4.1.7.

Лемма 4.1.7. Пусть (a, b) ∈ DA(Hn) ∩ Z(Hn). Тогда

l.AnnHn((a, b)) =

{(
c,−(bc)a

n(a)

) ∣∣∣∣ [a, c, b] = 0

}
,

r.AnnHn((a, b)) =

{(
c,−(bc̄)ā

n(a)

) ∣∣∣∣ [a, c, b] = 0

}
.

Если, кроме того, (a, b) является чисто мнимым, то есть (a, b) ∈ DA(Hn) ∩ Z ′(Hn), то

OHn((a, b)) =

{(
c,−(bc)a

n(a)

) ∣∣∣∣ Re(c) = 0, [a, c, b] = 0

}
.

Доказательство. Следует из лемм 2.3.8 и 2.3.9 при χ = 1.

Лемма 4.1.8. Пусть (a, b) ∈ DA(Hn) ∩ Z ′(Hn). Тогда
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(1) CHn((a, b)) = R⊕OHn((a, b));

(2) x ∈ OHn((a, b)), если и только если Re(x) = 0 и x ∈ CHn((a, b)).

Доказательство. По лемме 4.1.1, из (a, b) ∈ DA(Hn)∩Z(Hn) следует n(a) = n(b) ̸= 0, то есть
(a, b) удовлетворяет условию (∗) с χ = 1. Таким образом, первая часть утверждения непо-
средственно следует из теоремы 2.4.9. Вторая часть следует из того факта, что в лемме 2.4.1
прямые слагаемые ортогональны друг другу относительно симметрической билинейной фор-
мы ⟨·, ·⟩.

Применим лемму 4.1.8 для описания связи между графами коммутативности и графами
ортогональности контр-алгебр малых размерностей. Напомним, что, по лемме 1.3.13, при
n ≥ 2 можно считать, что множество вершин графа ΓC(An) совпадает с P(A′

n).

Предложение 4.1.9. Пусть 2 ≤ n ≤ 4, x ∈ Hn\{0}, Re(x) = 0, n(x) ̸= 0. Тогда компонента
связности ΓC(Hn), содержащая [x], состоит из одной вершины.

Доказательство. По следствию 4.1.2, x /∈ Z(Hn), поэтому OHn(x) = {0}. Тогда из лем-
мы 4.1.8 следует, что CHn(x) = Lin(e0, x). Отсюда мы сразу получаем требуемое утвержде-
ние.

Теорема 4.1.10. Пусть 2 ≤ n ≤ 4. Обозначим как ΓZ
C(Hn) подграф ΓC(Hn) на множестве

вершин P(Z ′(Hn)), где Z ′(Hn) = {x ∈ Hn \ {0} | Re(x) = n(x) = 0}. Тогда ΓZ
C(Hn) изоморфен

Γ′
O(Hn).

Доказательство. Заметим, что множества вершин ΓZ
C(Hn) и Γ′

O(Hn) совпадают и равны
P(Z ′(Hn)). По лемме 4.1.8, элементы x, y ∈ Z ′(Hn) коммутируют, если и только если они
ортогональны. Значит, ΓZ

C(Hn) и Γ′
O(Hn) изоморфны.

4.2 Контркомплексные числа

В этом и последующих разделах мы опишем графы отношений контр-алгебр малых раз-
мерностей, то есть контркомплексных чисел, контркватернионов, контроктонионов и контр-
седенионов. Доказанная в предыдущем разделе теорема 4.1.10 устанавливает взаимосвязь
между графами ортогональности и графами коммутативности этих алгебр, поэтому для них
достаточно рассмотреть только графы делителей нуля и графы ортогональности. Ключевым
результатом при изучении этих графов является следствие 4.1.2.

Кроме того, в предложении 2.3.4 было показано, что любой делитель нуля a ∈ An с
нетривиальным ортогонализатором либо является чисто мнимым, либо имеет нулевую норму.
Если a не является чисто мнимым, то содержащая его компонента связности ΓO(An) состоит
из двух вершин: [a] и [ā]. Таким образом, в контексте графов ортогональности нас интересуют
только чисто мнимые делители нуля, поэтому достаточно рассматривать Γ′

O(An) — подграф
ΓO(An) на множестве вершин P(Z ′(An)).

Мы докажем следующую теорему, которая является объединением результатов предло-
жения 4.2.2, а также теорем 4.3.7, 4.3.9, 4.4.16, 4.4.18, 4.5.15 и 4.5.26:
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Теорема 4.2.1.

(1) ΓO(Ĉ) — полный граф на двух вершинах [1 + ℓ] и [1 − ℓ]. ΓZ(Ĉ) получается из ΓO(Ĉ)
заменой неориентированного ребра на пару ориентированных рёбер.

(2) Диаметр ΓZ(Ĥ) равен 2. Граф Γ′
O(Ĥ) состоит из изолированных вершин вида [a], где

n(a) = tr(a) = 0.

(3) Диаметр ΓZ(Ô) равен 2, диаметр Γ′
O(Ô) равен 3.

(4) Диаметр ΓZ(Ŝ) равен 4, диаметр Γ′
O(Ŝ) равен 5.

Напомним, что алгеброй контркомплексных чисел Ĉ называется двумерная алгебра эле-
ментов вида a+ bℓ, где a, b ∈ R и ℓ2 = 1, с сопряжением a+ bℓ = a− bℓ.

Предложение 4.2.2. ΓO(Ĉ) — полный граф на двух вершинах [1 + ℓ] и [1− ℓ]. ΓZ(Ĉ) полу-
чается из ΓO(Ĉ) заменой неориентированного ребра на пару ориентированных рёбер.

Доказательство. По следствию 4.1.2, Z(Ĉ) = {a ∈ Ĉ \ {0} | n(a) = 0} = [1 + ℓ] ∪ [1 − ℓ].
Остаётся воспользоваться предложением 2.3.4 и тем фактом, что Ĉ коммутативна, поэтому
условия ab = 0 и ba = 0 равносильны.

4.3 Контркватернионы

4.3.1 Матричное представление

Напомним, что алгеброй контркватернионов Ĥ называется четырёхмерная алгебра над
R с базисом 1, i, ℓ, ℓi. Сопряжение на Ĥ задаётся формулой a0 + a1i+ a2ℓ+ a3ℓi = a0 − a1i−
a2ℓ− a3ℓi, а умножение задаётся таблицей 4.1.

× 1 i ℓ ℓi

1 1 i ℓ ℓi

i i −1 −ℓi ℓ

ℓ ℓ ℓi 1 i

ℓi ℓi −ℓ −i 1

Таблица 4.1: Таблица умножения базисных контркватернионов.

Предложение 4.3.1. Пусть a = a0 + a1i+ a2ℓ+ a3ℓi ∈ Ĥ. Тогда

Re(a) = a0,

Im(a) = a1i+ a2ℓ+ a3ℓi,

n(a) = a20 + a21 − a22 − a23.

Доказательство. Это частный случай леммы 1.3.2 для n = 2, γ0 = −1, γ1 = 1, поскольку из
предложения 1.4.5 следует, что Ĥ ∼= H2.
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Лемма 4.3.2. [37, стр. 66] Ĥ изоморфна M2(R), то есть алгебре вещественных матриц
размера 2× 2. Требуемый изоморфизм σĤ : Ĥ→M2(R) задаётся следующим образом:

1 7→ I =

(
1 0

0 1

)
, i 7→

(
0 1

−1 0

)
, ℓ 7→

(
1 0

0 −1

)
, ℓi 7→

(
0 1

1 0

)
.

Теперь мы можем перенести понятия сопряжённого элемента, вещественной части и нор-
мы на элементы алгебры M2(R).

Предложение 4.3.3. [37, стр. 157] Для любой матрицы A =

(
a b

c d

)
∈M2(R) имеем

Ā = tr(A)I − A =

(
d −b
−c a

)
,

2Re(A) = tr(A) = a+ d,

n(A) = det(A) = ad− bc.

Далее мы будем отождествлять элементы Ĥ и их образы при изоморфизме σĤ. Ясно, что
в матричных терминах следствие 4.1.2 приобретает следующий очевидный смысл: матрица
A ∈M2(R) является делителем нуля, если и только если det(A) = 0.

4.3.2 Вещественная жорданова нормальная форма

Замечание 4.3.4. Пусть A ∈ Ĥ. Тогда характеристический многочлен pA(λ) = λ2− t(A)λ+
n(A) из определения 1.2.4 совпадает со стандартным характеристическим многочленом A

как матрицы, и его дискриминант равен dis(A) = (tr(A))2 − 4 det(A).

Лемма 4.3.5. Пусть A ∈ Ĥ \ RI. Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ĥ), что:

(1) если dis(A) > 0, то есть dis(A) = d2 для некоторого d ̸= 0, то

φ(A) =
tr(A) + dℓ

2
=

1

2

(
tr(A) + d 0

0 tr(A)− d

)
;

(2) если dis(A) < 0, то есть dis(A) = −d2 для некоторого d ̸= 0, то

φ(A) =
tr(A) + di

2
=

1

2

(
tr(A) d

−d tr(A)

)
;

(3) если dis(A) = 0, то φ(A) =
tr(A) + i+ ℓi

2
=

1

2

(
tr(A) 2

0 tr(A)

)
.

Доказательство. Пусть JA — вещественная жорданова нормальная форма матрицы A.

(1) Если dis(A) > 0, то есть dis(A) = d2 для некоторого d ̸= 0, то корнями pA(λ) являются
tr(A)± d

2
, поэтому JA =

1

2

(
tr(A) + d 0

0 tr(A)− d

)
;
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(2) если dis(A) < 0, то есть dis(A) = −d2 для некоторого d ̸= 0, то корнями pA(λ) являются
tr(A)± di

2
, поэтому JA =

1

2

(
tr(A) d

−d tr(A)

)
;

(3) если dis(A) = 0, то pA(λ) имеет корень
tr(A)

2
кратности 2, поэтому JA =

1

2

(
tr(A) 2

0 tr(A)

)
,

так как A /∈ RI.

Существует такая обратимая матрица C ∈ Ĥ, что A = C−1JAC. Зададим φ : Ĥ→ Ĥ форму-
лой φ(B) = CBC−1 для всех B ∈ Ĥ. Тогда φ ∈ AutR(Ĥ) и φ(A) = JA.

4.3.3 Граф ортогональности

Стоит заметить, что теорема 4.3.7 является частным случаем леммы 4.1 в работе [9],
однако, на наш взгляд, формулировка теоремы 4.3.7 является более удобной.

Лемма 4.3.6. Пусть A ∈ Z(Ĥ). Тогда OĤ(A) = Lin(Ā).

Доказательство. Рассмотрим два случая:

(1) Если Re(A) ̸= 0, то мы можем воспользоваться предложением 2.3.4.

(2) Если Re(A) = 0, то из леммы 4.1.7 следует, что dim(OĤ(A)) = 1. Поскольку Lin(Ā) ⊂
OĤ(A), получаем OĤ(A) = Lin(Ā) = Lin(A).

Теорема 4.3.7. Компоненты связности ΓO(Ĥ) имеют следующий вид:

(1) полный граф на двух вершинах [A] и [Ā], где det(A) = 0, tr(A) ̸= 0;

(2) граф из одной вершины [A], где det(A) = 0, tr(A) = 0.

Другими словами, Γ′
O(Ĥ) состоит из изолированных вершин вида [A], где det(A) = 0 и

tr(A) = 0.

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 4.3.6.

4.3.4 Граф делителей нуля

Отметим, что теорема 4.3.9 является частным случаем леммы 4.2 в [15]. Тем не менее, мы
приводим собственное доказательство этого утверждения, чтобы провести аналогию между
Ĥ и Ô, см. теорему 4.3.9 и теорему 4.4.18, соответственно. Кроме того, в предложении 3.2
работы [15] показано, что для любого коммутативного кольца R и любого n ≥ 2 в Γ(Mn(R))

существует ориентированный цикл длины 3. Однако в том случае, когда R = R и n = 2,
имеет место и более строгое утверждение, см. лемму 4.3.11.

Обозначение. Обозначим E11 =

(
1 0

0 0

)
, E12 =

(
0 1

0 0

)
, E21 =

(
0 0

1 0

)
, E22 =

(
0 0

0 1

)
.
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Лемма 4.3.8. Пусть A ∈ Z(Ĥ). Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ĥ), что

(1) если tr(A) ̸= 0, то φ(A) = tr(A)E11;

(2) если tr(A) = 0, то φ(A) = E12.

Доказательство. По следствию 4.1.2, A ∈ Z(Ĥ) означает det(A) = 0, поэтому dis(A) =

(tr(A))2 − 4 det(A) = (tr(A))2. Остаётся применить лемму 4.3.5.

Теорема 4.3.9. Диаметр ΓZ(Ĥ) равен 2.

Доказательство. Сперва мы покажем, что d(ΓZ(Ĥ)) ≤ 2. Так как любой автоморфизм сохра-
няет пары делителей нуля, то из леммы 4.3.5 вытекает, что достаточно доказать следующие

утверждения. Пусть A =

(
a b

c d

)
, det(A) = ad− bc = 0. Тогда

(1) d(E11, A) ≤ 2: (
1 0

0 0

)
−→ k1

(
0 0

c −a

)
+ k2

(
0 0

d −b

)
−→

(
a b

c d

)
;

(2) d(E12, A) ≤ 2: (
0 1

0 0

)
−→ k1

(
c −a
0 0

)
+ k2

(
d −b
0 0

)
−→

(
a b

c d

)
.

В обоих случаях коэффициенты k1, k2 ∈ R подобраны так, чтобы вторая матрица была
отлична от нуля. Так как хотя бы одно из чисел a, b, c, d отлично от нуля, можно взять либо
k1 = 1 и k2 = 0, либо k1 = 0 и k2 = 1.

Кроме того, d(ΓZ(Ĥ)) ≥ 2, поскольку найдётся пара не связанных ребром вершин (напри-
мер, E11 ̸→ E12). Значит, d(ΓZ(Ĥ)) = 2.

Предложение 4.3.10.

(1) l.AnnĤ(E11) = Lin(E12, E22), r.AnnĤ(E11) = Lin(E21, E22);

(2) l.AnnĤ(E12) = Lin(E12, E22), r.AnnĤ(E12) = Lin(E11, E12).

Доказательство. Все равенства проверяются при помощи непосредственных вычислений.

Лемма 4.3.11. Пусть A,B ∈ Z(Ĥ) линейно независимы, AB = 0. Тогда существует такое
C ∈ Z(Ĥ), что A,B,C линейно независимы и образуют цикл длины 3 в ΓZ(Ĥ), то есть
BC = CA = 0.

Доказательство. Как следует из леммы 4.3.8, достаточно рассмотреть A ∈ {E11, E12}. Воз-
можны два случая:

(1) A = E11. Тогда B = αE21 + βE22, (α, β) ∈ R2 \ (0, 0), поэтому C = βE12 − αE22.

(2) A = E12. Тогда B = αE11 + βE12, (α, β) ∈ R2. Поскольку A и B линейно независимы,
имеем α ̸= 0, поэтому C = βE12 − αE22.
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4.4 Контроктонионы

4.4.1 Матричное представление

Напомним, что алгеброй контроктонионов Ô называется восьмимерная алгебра над R с
базисом 1, i, j, k, ℓ, ℓi, ℓj, ℓk. Сопряжение на Ô задаётся формулой
a0 + a1i+ a2j + a3k + a4ℓ+ a5ℓi+ a6ℓj + a7ℓk = a0 − a1i− a2j − a3k − a4ℓ− a5ℓi− a6ℓj − a7ℓk,
а умножение задаётся таблицей 4.2.

× 1 i j k ℓ ℓi ℓj ℓk

1 1 i j k ℓ ℓi ℓj ℓk

i i −1 k −j −ℓi ℓ −ℓk ℓj

j j −k −1 i −ℓj ℓk ℓ −ℓi
k k j −i −1 −ℓk −ℓj ℓi ℓ

ℓ ℓ ℓi ℓj ℓk 1 i j k

ℓi ℓi −ℓ −ℓk ℓj −i 1 k −j
ℓj ℓj ℓk −ℓ −ℓi −j −k 1 i

ℓk ℓk −ℓj ℓi −ℓ −k j −i 1

Таблица 4.2: Таблица умножения базисных контроктонионов.

Предложение 4.4.1. Пусть a = a0 + a1i+ a2j + a3k + a4ℓ+ a5ℓi+ a6ℓj + a7ℓk ∈ Ô. Тогда

Re(a) = a0,

Im(a) = a1i+ a2j + a3k + a4ℓ+ a5ℓi+ a6ℓj + a7ℓk,

n(a) = a20 + a21 + a22 + a23 − a24 − a25 − a26 − a27.

Доказательство. Это частный случай леммы 1.3.2 для n = 3, γ0 = −1, γ1 = −1, γ2 = 1, так
как из предложения 1.4.5 следует, что Ô ∼= H3.

Обозначение. Пусть a ∈ H, Re(a) = 0, a = a1i + a2j + a3k. Тогда можно отождествить a и
вектор a = (a1, a2, a3)

t ∈ R3.

Лемма 4.4.2. [37, стр. 158] Алгебра контроктонионов Ô изоморфна векторно-матричной
алгебре Цорна, состоящей из всех матриц размера 2× 2 следующего вида:(

a v

w b

)
, где a, b ∈ R, v,w ∈ R3,

в то время как сложение и умножение задаются формулами(
a v

w b

)
+

(
a′ v′

w′ b′

)
=

(
a+ a′ v + v′

w +w′ b+ b′

)
,(

a v

w b

)(
a′ v′

w′ b′

)
=

(
aa′ + v ·w′ av′ + b′v +w ×w′

a′w + bw′ − v × v′ bb′ + v′ ·w

)
,
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где · и × обозначают скалярное и векторное произведение элементов из R3, соответствен-

но. Единицей этой алгебры является матрица I =

(
1 0

0 1

)
.

Требуемый изоморфизм σÔ задаётся следующим образом:

(a+ c) + ℓ(b+ d) 7→

(
a+ b c+ d

−c+ d a− b

)
,

где a, b ∈ R, c, d ∈ H и Re(c) = Re(d) = 0.

Предложение 4.4.3. [37, стр. 158] Мы можем перенести понятия сопряжённого элемен-
та, вещественной части и нормы на элементы векторно-матричной алгебры Цорна. Тогда

для любой матрицы A =

(
a v

w b

)
выполняется

Ā = tr(A)I − A =

(
b −v
−w a

)
,

2Re(A) = tr(A) = a+ b,

n(A) = det(A) = ab− v ·w.

Далее мы будем отождествлять элементы Ô и их образы при изоморфизме σÔ.

4.4.2 Вещественная жорданова нормальная форма

Определение 4.4.4. Алгебра A с заданной на ней строго невырожденной квадратичной
формой n(·) называется композиционной алгеброй, если для любых a, b ∈ A имеет место
равенство n(ab) = n(a)n(b).

Теорема 4.4.5 (Теорема Джекобсона). [29, стр. 61, теорема 1] Унитальные композици-
онные алгебры над полем F, charF ̸= 2, — это в точности алгебры Кэли-Диксона над F
размерности 1, 2, 4 или 8.

Теорема 4.4.6. [37, теорема 2.6.1] Пусть A — такая собственная унитальная конечномер-
ная подалгебра унитальной композиционной алгебры B над полем F, charF ̸= 2, что норма
n(·) невырождена на A. Пусть также x ∈ A⊥ удовлетворяет неравенству n(x) = −γ ̸= 0

(такое x всегда существует). Рассмотрим отображение σ : A + Ax → A{γ}, заданное
формулой σ(a+ bx) = (a, b) для всех a, b ∈ A. Тогда σ — изометрический изоморфизм.

Докажем два усиления леммы 2.1.9 для контроктонионов, которые аналогичны широко
известному утверждению для октонионов, см. [7, стр. 35].

Лемма 4.4.7. Пусть ı̂, ȷ̂, ℓ̂ ∈ Ô таковы, что

(1) Re(̂ı) = Re(ȷ̂) = Re(ℓ̂) = 0;

(2) n(̂ı) = n(ȷ̂) = 1, n(ℓ̂) = −1;
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(3) ⟨̂ı, ȷ̂⟩ = ⟨ℓ̂, ı̂⟩ = ⟨ℓ̂, ȷ̂⟩ = ⟨ℓ̂, ı̂ȷ̂⟩ = 0.

Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ô), что φ(̂ı) = i, φ(ȷ̂) = j, φ(ℓ̂) = ℓ.

Доказательство. Применяя теорему 4.4.6 к A1 = Lin(e0, ı̂) ∼= C и x1 = ȷ̂, получаем A2 = A1+

A1ȷ̂ ∼= A1{−1} ∼= C{−1} = H, причём изоморфизм ψ : A2 → H можно задать соотношениями
ψ(1) = 1, ψ(̂ı) = i, ψ(ȷ̂) = j, ψ(̂ıȷ̂) = k. Снова применяя теорему 4.4.6 к A2 и x2 = ℓ̂, получаем
Ô ⊇ A2+A2ℓ̂ ∼= A2{1} ∼= H{1} = Ô, и поэтомуA2+A2ℓ̂ = Ô. Зададим отображение φ : Ô→ Ô
формулой φ(a+ bℓ̂) = ψ(a)+ψ(b)ℓ для всех a, b ∈ A. Тогда φ — требуемый автоморфизм.

Лемма 4.4.8. Пусть ℓ̂, ℓ̂i, ℓ̂j ∈ Ô таковы, что

(1) Re(ℓ̂) = Re(ℓ̂i) = Re(ℓ̂j) = 0;

(2) n(ℓ̂) = n(ℓ̂i) = n(ℓ̂j) = −1;

(3) ⟨ℓ̂, ℓ̂i⟩ = ⟨ℓ̂j, ℓ̂⟩ = ⟨ℓ̂j, ℓ̂i⟩ = ⟨ℓ̂j, ℓ̂ · ℓ̂i⟩ = 0.

Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ô), что φ(ℓ̂) = ℓ, φ(ℓ̂i) = ℓi, φ(ℓ̂j) = ℓj.

Доказательство. Мы будем отождествлять Ĥ и подалгебру Lin(1, i, ℓ, ℓi) ⊂ Ô. Применяя
теорему 4.4.6 к A1 = Lin(e0, ℓ̂) ∼= Ĉ и x1 = ℓ̂i, получаем A2 = A1 +A1 · (ℓ̂i) ∼= A1{1} ∼= Ĉ{1} =
Ĥ, причём изоморфизм ψ : A2 → Ĥ можно задать соотношениями ψ(1) = 1, ψ(ℓ̂·ℓ̂i) = i, ψ(ℓ̂) =
ℓ, ψ(ℓ̂i) = ℓi. Затем применим теорему 4.4.6 к A = Ĥ и x = ℓj, тогда Ô ⊇ Ĥ+ Ĥ · (ℓj) ∼= Ĥ{1},
и из соображений размерности следует, что Ô = Ĥ+Ĥ ·(ℓj). Наконец, применяя теорему 4.4.6
к A2 и x2 = ℓ̂j, получаем Ô ⊇ A2 +A2 · (ℓ̂j) ∼= A2{1} ∼= Ĥ{1} ∼= Ĥ + Ĥ · (ℓj) = Ô, и поэтому
A2+A2 ·(ℓ̂j) = Ô. Зададим отображение φ : Ô→ Ô формулой φ(a+b ·(ℓ̂j)) = ψ(a)+ψ(b) ·(ℓj)
для всех a, b ∈ A. Тогда φ — требуемый автоморфизм.

Лемма 4.4.9. Пусть a ∈ Ô \ {0}, Re(a) = 0. Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ô), что:

(1) если n(a) > 0, то φ(a) =
√
n(a) i;

(2) если n(a) < 0, то φ(a) =
√
−n(a) ℓ;

(3) если n(a) = 0, то φ(a) =
i+ ℓi

2
.

Доказательство. Обозначим A1 = Lin(i, j, k), A2 = Lin(ℓ, ℓi, ℓj, ℓk). Тогда для любых a1 ∈
A1 \ {0} и a2 ∈ A2 \ {0} выполнено n(a1) > 0 и n(a2) < 0.

(1) Если n(a) > 0, то найдётся такое b ∈ A1, что b ∈ Lin(a)⊥ и n(b) = 1. Затем мы можем
выбрать такое c ∈ A2, что c ∈ Lin(a, b, ab)⊥ и n(c) = −1. По лемме 4.4.7, существует такое

φ ∈ AutR(Ô), что φ
(

a√
n(a)

)
= i, φ(b) = j, φ(c) = ℓ. Тогда φ(a) =

√
n(a) i.

(2) Если n(a) < 0, то найдётся такое b ∈ A2, что b ∈ Lin(a)⊥ и n(b) = −1. Затем мы можем
выбрать такое c ∈ A2, что c ∈ Lin(a, b, ab)⊥ и n(c) = −1. Согласно лемме 4.4.8, существует

такое φ ∈ AutR(Ô), что φ
(

a√
−n(a)

)
= ℓ, φ(b) = ℓi, φ(c) = ℓj. Тогда φ(a) =

√
−n(a) ℓ.
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(3) Если n(a) = 0, то a = a1 + a2, где a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, n(a1) + n(a2) = n(a) = 0. Поскольку
a ̸= 0, то n(a1) = −n(a2) = c2

4
для некоторого c ∈ R, c ̸= 0. Ясно, что ⟨a1, a2⟩ = 0. Теперь

мы выберем такое b ∈ A1, что b ∈ Lin(a1, a1a2)
⊥ и n(b) = 1. Тогда условие ⟨b, a2⟩ = 0

выполнено автоматически. Кроме того, применяя лемму 1.3.7 для x = a2, y = a1, z = b,
получаем ⟨a2, a1b⟩ = ⟨a1a2, b⟩ = −⟨a1a2, b⟩ = 0. По лемме 4.4.7, существует такое φ1 ∈
AutR(Ô), что φ1

(
a1
c/2

)
= i, φ1(b) = j, φ1

(
a2
c/2

)
= ℓ. Тогда φ1(a) = φ1(a1) + φ1(a2) =

ci+cℓ
2

.

Заметим, что

ci+ cℓ =

(
1 + c2

2c
i− 1− c2

2c
ℓ

)
+

(
1 + c2

2c
ℓ− 1− c2

2c
i

)
,

n

(
1 + c2

2c
i− 1− c2

2c
ℓ

)
=

(
1 + c2

2c

)2

−
(
1− c2

2c

)2

= 1,

n

(
1 + c2

2c
ℓ− 1− c2

2c
i

)
=

(
1− c2

2c

)2

−
(
1 + c2

2c

)2

= −1,〈
1 + c2

2c
i− 1− c2

2c
ℓ,
1 + c2

2c
ℓ− 1− c2

2c
i

〉
=

1 + c2

2c

1− c2

2c
− 1− c2

2c

1 + c2

2c
= 0.

По лемме 4.4.7, найдётся такое φ2 ∈ AutR(Ô), что φ2

(
1+c2

2c
i− 1−c2

2c
ℓ
)
= i, φ2

(
1+c2

2c
ℓ− 1−c2

2c
i
)
=

ℓ, φ2(j) = j. Тогда φ2

(
ci+cℓ

2

)
= i+ℓ

2
.

Затем, согласно лемме 4.4.8, существует такое φ3 ∈ AutR(Ô), что φ3(−ℓi) = ℓ, φ3(ℓ) = ℓi,
φ3(ℓj) = ℓj. Тогда φ3(i) = φ3((−ℓi) ·ℓ) = φ3(−ℓi) ·φ3(ℓ) = ℓ ·(ℓi) = i, откуда φ3

(
i+ℓ
2

)
= i+ℓi

2
.

Таким образом, φ = φ3 ◦ φ2 ◦ φ1 — требуемый автоморфизм.

Лемма 4.4.10. [23, стр. 274] Пусть φ ∈ AutR(An). Тогда для любого a ∈ An выполнены
равенства Re(φ(a)) = φ(Re(a)) = Re(a) и Im(φ(a)) = φ(Im(a)), поэтому φ(a) = φ(ā) и
n(φ(a)) = n(a).

Обозначение. Обозначим e1 = (1, 0, 0)t, e2 = (0, 1, 0)t, e3 = (0, 0, 1)t ∈ R3.

Следствие ниже полностью аналогично лемме 4.3.5.

Следствие 4.4.11. Пусть A ∈ Ô \ RI, dis(A) = (tr(A))2 − 4 det(A) введено в определе-
нии 1.2.4. Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ô), что:

(1) если dis(A) > 0, то есть dis(A) = d2 для некоторого d ̸= 0, то

φ(A) =
tr(A) + dℓ

2
=

1

2

(
tr(A) + d 0

0 tr(A)− d

)
;

(2) если dis(A) < 0, то есть dis(A) = −d2 для некоторого d ̸= 0, то

φ(A) =
tr(A) + di

2
=

1

2

(
tr(A) de1

−de1 tr(A)

)
;

(3) если dis(A) = 0, то φ(A) =
tr(A) + i+ ℓi

2
=

1

2

(
tr(A) 2e1

0 tr(A)

)
.
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Доказательство. Согласно лемме 1.2.14, dis(A) = −4n(Im(A)), поэтому доказательство сра-
зу следует из лемм 4.4.9 и 4.4.10.

4.4.3 Граф ортогональности

Обозначение. Обозначим E11 =

(
1 0

0 0

)
, E12 =

(
0 e1

0 0

)
∈ Ô.

Лемма 4.4.12. Пусть A ∈ Z(Ô). Тогда существует такое φ ∈ AutR(Ô), что

(1) если tr(A) ̸= 0, то φ(A) = tr(A)E11;

(2) если tr(A) = 0, то φ(A) = E12.

Доказательство. По следствию 4.1.2, A ∈ Z(Ô) означает det(A) = 0, поэтому dis(A) =

(tr(A))2 − 4 det(A) = (tr(A))2. Остаётся применить следствие 4.4.11.

Лемма 4.4.13. Пусть A ∈ Z ′(Ô). Тогда dim(OÔ(A)) = 3.

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 4.1.7.

Лемма 4.4.14.

(1) Пусть A =

(
0 v

0 0

)
∈ Ô, v ̸= 0. Тогда

OÔ(A) = RA⊕
{(

0 0

w 0

)∣∣∣∣ w · v = 0

}
=

{(
0 µv

w 0

)∣∣∣∣ µ ∈ R, w · v = 0

}
.

(2) Пусть A =

(
0 0

w 0

)
∈ Ô, w ̸= 0. Тогда

OÔ(A) = RA⊕
{(

0 v

0 0

)∣∣∣∣ v ·w = 0

}
=

{(
0 v

λw 0

)∣∣∣∣ λ ∈ R, v ·w = 0

}
.

Доказательство. Нетрудно проверить, что в обоих случаях имеет место включение справа
налево. Поскольку A ∈ Z ′(Ô), из леммы 4.4.13 следует, что dim(OÔ(A)) = 3. Это доказывает
требуемые равенства.

Лемма 4.4.15. [25, стр. 200] Для любых u,v,w ∈ R3 выполнено равенство u × (v ×w) =

v(u ·w)−w(u · v).

Теорема 4.4.16. Γ′
O(Ô) связен, и его диаметр равен 3.

Доказательство. Так как любой автоморфизм сохраняет пары ортогональных элементов, то

из леммы 4.4.12 вытекает, что достаточно доказать следующий факт. Пусть A =

(
a v

w b

)
∈

Z ′(Ô). Тогда d(E12, A) ≤ 3.
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Поскольку tr(A) = a+ b = 0, то b = −a. Значит, det(A) = −a2 − v ·w = 0, поэтому a = 0,
если и только если w ⊥ v.

• Если w ⊥ e1 и w ⊥ v, то a = 0 и существует такое w̃ ̸= 0, что w̃ ⊥ e1, w̃ ⊥ v и w̃ ∥ w,
то есть w × w̃ = 0. Значит, по лемме 4.4.14, найдётся путь длины 2 между E12 и A, а
именно,

E12 =

(
0 e1

0 0

)
←→ B =

(
0 0

w̃ 0

)
←→ A =

(
0 v

w 0

)
.

• Если w ̸⊥ e1 или w ̸⊥ v, то существует такое w̃ ̸= 0, что w̃ ⊥ e1, w̃ ⊥ v и w̃ ∦ w, то
есть w × w̃ ̸= 0. Построим путь длины 3 между E12 и A:

E12 =

(
0 e1

0 0

)
←→ B =

(
0 0

w̃ 0

)
←→ C =

(
0 w × w̃

−aw̃ 0

)
←→ A =

(
a v

w −a

)
.

Действительно, по лемме 4.4.14, E12, C ∈ OÔ(B). Кроме того, согласно лемме 4.4.15,

(w × w̃)× v = −(v × (w × w̃)) = −(w(v · w̃)− w̃(v ·w)) = (v ·w)w̃ = −a2w̃,

поэтому

CA =

(
0 · a+ (w × w̃) ·w 0− a(w × w̃) + (−aw̃)×w

−a2w̃ + 0− (w × w̃)× v 0 · (−a) + (−aw̃) · v

)
= 0.

Тогда, по предложению 2.3.4, A и C ортогональны.

Из леммы 4.4.14 нетрудно получить, что для любых w и v с условием w ̸⊥ v не суще-

ствует пути длины ≤ 2 между

(
0 0

w 0

)
и

(
0 v

0 0

)
. Таким образом, диаметр Γ′

O(Ô) равен в

точности 3.

Теорема 4.4.17. Максимальные клики в Γ′
O(Ô) имеют вид P(Lin(A,B)), где A и B орто-

гональны и линейно независимы.

Доказательство. Пусть Q — максимальная клика в Γ′
O(Ô), [A] ∈ Q. По лемме 4.4.13, имеет

место равенство dim(OÔ(A)) = 3. Значит, существует такое [B] ∈ Q, что A и B линейно
независимы. Ясно, что A ∈ OŜ(A) и B ∈ OŜ(B), поэтому P(Lin(A,B)) ⊂ Q.

Пусть A,B,C ∈ Z ′(Ô) линейно независимы. Покажем, что тогда A,B,C не образу-
ют цикл длины 3 в Γ′

O(Ô). Предположим противное. Тогда для любого D ∈ Lin(A,B,C),
D ̸= 0, выполнено Lin(A,B,C) ⊂ OÔ(D) и dim(Lin(A,B,C)) = dim(OÔ(D)) = 3, откуда
OÔ(D) = Lin(A,B,C). Значит, подграф Γ′

O(Ô) на множестве вершин P(Lin(A,B,C)) явля-
ется компонентой связности. Но, по теореме 4.4.16, Γ′

O(Ô) связен. Однако, как нетрудно
получить из соображений размерности, включение Z ′(Ô) ⊂ Lin(A,B,C) не выполняется,
противоречие.

Таким образом, Q = P(Lin(A,B)).
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4.4.4 Граф делителей нуля

Теорема 4.4.18. Диаметр ΓZ(Ô) равен 2.

Доказательство. Сначала покажем, что d(ΓZ(Ô)) ≤ 2. Так как любой автоморфизм сохра-
няет пары делителей нуля, то из леммы 4.4.12 вытекает, что достаточно доказать следующие
утверждения:

(1) Пусть A =

(
a v

w b

)
, det(A) = ab− v ·w = 0. Тогда d(E11, A) ≤ 2:

• Если a ̸= 0 или w ̸= 0, то

E11 =

(
1 0

0 0

)
−→ B =

(
0 0

w −a

)
−→ A =

(
a v

w b

)
,

E11B =

(
1 · 0 + 0 ·w 0+ 0+ 0×w

0+ 0− 0× 0 0 · (−a) + 0 · 0

)
= 0,

BA =

(
0 · a+ 0 ·w 0+ 0+w ×w

aw − aw − 0× v (−a) · b+ v ·w

)
= 0.

• Если a = 0 и w = 0, то либо b ̸= 0, либо v ̸= 0. Пусть ev ∈ R3 таков, что v = |v|ev и
|ev| = 1. Рассмотрим следующий путь:

E11 =

(
1 0

0 0

)
−→ B =

(
0 0

bev −|v|

)
−→ A =

(
0 v

0 b

)
,

E11B =

(
1 · 0 + 0 · (bev) 0+ 0+ 0× (bev)

0+ 0− 0× 0 0 · (−|v|) + 0 · 0

)
= 0,

BA =

(
0 · 0 + 0 · 0 0+ 0+ (bev)× 0

0+ 0− (bev)× v (−|v|) · b+ v · (bev)

)
= 0.

Аналогично, d(A,E11) ≤ 2:

• Если a ̸= 0 или v ̸= 0, то

A =

(
a v

w b

)
−→ B =

(
0 v

0 −a

)
−→ E11 =

(
1 0

0 0

)
;

• Если a = 0 и v = 0, то либо b ̸= 0, либо w ̸= 0. Пусть ew ∈ R3 таков, что w = |w|ew
и |ew| = 1. Тогда путь от A к E11 имеет вид

A =

(
0 0

w b

)
−→ B =

(
0 bew

0 −|w|

)
−→ E11 =

(
1 0

0 0

)
.

(2) Пусть A =

(
a v

w b

)
, det(A) = 0 и tr(A) = 0, то есть b = −a и ab − v · w = 0. Тогда

d(E12, A) ≤ 2.

• Если a = 0, e1 × v = 0 и e1 ·w = 0, то E12 и A соединены ребром:

E12 =

(
0 e1

0 0

)
−→ A =

(
0 v

w 0

)
,
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E12A =

(
0 · 0 + e1 ·w 0+ 0+ 0×w

0+ 0− e1 × v 0 · 0 + v · 0

)
= 0.

• В противном случае, существует следующий путь длины 2 от E12 к A:

E12 =

(
0 e1

0 0

)
−→ B =

(
−e1 ·w ae1

e1 × v 0

)
−→ A =

(
a v

w b

)
,

E12B =

(
0 · (−e1 ·w) + e1 · (e1 × v) 0+ 0+ 0× (e1 × v)

0+ 0− e1 × (ae1) 0 · 0 + (ae1) · 0

)
= 0,

BA =

(
(−e1 ·w) · a+ (ae1) ·w (−e1 ·w)v + b(ae1) + (e1 × v)×w

a(e1 × v) + 0− (ae1)× v 0 · b+ v · (e1 × v)

)
= 0,

так как, по лемме 4.4.15, выполняется равенство

(e1 × v)×w = −w × (e1 × v) = −(e1(w · v)− v(w · e1)) = v(w · e1)− e1(ab).

Кроме того, d(ΓZ(Ô)) ≥ 2, поскольку найдётся пара не связанных ребром вершин (напри-
мер, E11 ̸→ E12). Таким образом, d(ΓZ(Ô)) = 2.

4.5 Контрседенионы

4.5.1 Основные свойства

Лемма 4.5.1. [12, замечание 4.7] Пусть {1, a, b} ⊂ O — ортонормированная система
относительно скалярного произведения ⟨·, ·⟩. Тогда существует такой изоморфизм φ :

Lin(1, a, b, ab) → H, что φ(a) = i, φ(b) = j и φ(ab) = k. В частности, система {1, a, b, ab}
тоже является ортонормированной. Будем обозначать Ha,b = Lin(1, a, b, ab).

Доказательство. Следует из леммы 2.1.6.

Следующее предложение широко известно, однако мы приводим его доказательство для
полноты изложения. Оно устанавливает условие ассоциативности произвольной тройки ок-
тонионов.

Предложение 4.5.2. Пусть a, b ∈ O. Тогда уравнение [a, c, b] = 0, где c ∈ O — переменная,
имеет следующие решения:

(1) Если 1, a, b линейно независимы, то [a, c, b] = 0, если и только если c ∈ Lin(1, a, b, ab),
причём в этом случае dimLin(1, a, b, ab) = 4;

(2) В противном случае, равенство [a, c, b] = 0 выполняется для всех c ∈ O.

Доказательство. Пусть a′ = Im(a). Обозначим ортогональную проекцию b на Lin(1, a)⊥

относительно скалярного произведения ⟨·, ·⟩ как b′. Поскольку 1 — единица алгебры O, и O
— гибкая, имеем [a, c, b] = [a′, c, b′]. Рассмотрим два случая:

(1) Если 1, a, b линейно независимы, то a′ ̸= 0 и b′ ̸= 0. Согласно [12, лемма 8.5], условие
[a′, c, b′] = 0 равносильно c ∈ Lin(1, a′, b′, a′b′) = Lin(1, a, b, ab).
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(2) В противном случае, имеем a′ = 0 или b′ = 0, поэтому [a′, c, b′] = 0 для всех c ∈ O.

Как следует из предложения 4.5.2, естественно ввести следующее подмножество Ŝ, где
буквы LD отвечают словосочетанию «linearly dependent»:

Обозначение. LD(Ŝ) = {(a, b) ∈ Ŝ | 1, a, b линейно зависимы}.

Следствие 4.5.3.

• Пусть (a, b) ∈ Z(Ŝ).

(1) Если (a, b) /∈ LD(Ŝ), то dim(l.AnnŜ((a, b))) = dim(r.AnnŜ((a, b))) = 4;

(2) Если (a, b) ∈ LD(Ŝ), то dim(l.AnnŜ((a, b))) = dim(r.AnnŜ((a, b))) = 8.

• Пусть (a, b) ∈ Z ′(Ŝ).

(1) Если (a, b) /∈ LD(Ŝ), то dim(OŜ((a, b))) = 3;

(2) Если (a, b) ∈ LD(Ŝ), то dim(OŜ((a, b))) = 7.

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 4.1.7 и предложения 4.5.2.

4.5.2 Нижние оценки диаметров графов

В этом подразделе мы строим пары элементов, наиболее удалённых друг от друга в Γ′
O(Ŝ)

и ΓZ(Ŝ).

Лемма 4.5.4. Пусть (a, b) ∈ Z(Ŝ), (a, b) /∈ LD(Ŝ). Пусть также P — некоторый путь в
ΓZ(Ŝ), начинающийся или заканчивающийся в (a, b), причём все внутренние элементы P

не содержатся в LD(Ŝ). Тогда все вершины в P принадлежат Lin(1, a, b, ab)×Lin(1, a, b, ab),
то есть декартову квадрату Lin(1, a, b, ab).

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что P начинается в (a, b). Тогда
P имеет вид

Pn : (a0, b0) −→ (a1, b1) −→ · · · −→ (an, bn),

где (a0, b0) = (a, b), и n — длина P . Докажем лемму индукцией по n:

• Если n = 0, то (a, b) ∈ Lin(1, a, b, ab)× Lin(1, a, b, ab) — единственная вершина в P .

• Предположим, что утвеждение доказано для n = k. Покажем, что оно выполняется для
n = k+1. Действительно, пусть P = Pk+1, и его внутренние вершины (a1, b1), . . . , (ak, bk) /∈
LD(Ŝ). Тогда Pk тоже начинается в (a, b), а все его внутренние элементы не содержатся
в LD(Ŝ). Значит, по предположению индукции, (a0, b0), . . . , (ak, bk) ∈ Lin(1, a, b, ab) ×
Lin(1, a, b, ab). Осталось показать, что (ak+1, bk+1) ∈ Lin(1, a, b, ab)× Lin(1, a, b, ab).

Имеем (ak, bk) ∈ Lin(1, a, b, ab)×Lin(1, a, b, ab) и (ak, bk) /∈ LD(Ŝ). Согласно лемме 4.1.7 и
предложению 4.5.2, из (ak+1, bk+1) ∈ r.AnnŜ((ak, bk)) следует, что ak+1 ∈ Lin(1, ak, bk, akbk)

и bk+1 = − (bkak+1)ak
n(ak)

. По следствию 2.1.8, bk+1 ∈ Lin(1, ak, bk, akbk). Снова используя
следствие 2.1.8, получаем, что Lin(1, ak, bk, akbk) ⊆ Lin(1, a, b, ab), откуда (ak+1, bk+1) ∈
Lin(1, a, b, ab)× Lin(1, a, b, ab).

82



Мы будем использовать следующее обозначение в утверждениях 4.5.5–4.5.12. Его свойства
описаны в предложениях 4.5.5–4.5.7

Обозначение. Пусть {1, a, b} ⊂ O — ортонормированная система относительно скалярного
произведения ⟨·, ·⟩, и α, β ∈ R. Тогда

Ea,b = (
√
2a, 1 + b),

Fa,b = (a+ ab,
√
2),

Gα,β
a,b =

(
−
√
2β3 + α(α2 + β2)a+

√
2α2βb+ α(α2 − β2)ab,

√
2α3 + β(α2 + β2)a+

√
2αβ2b+ β(α2 − β2)ab

)
,

Hα,β
a,b =

(√
2β3 + α(α2 + β2)a+

√
2α2βb+ α(α2 − β2)ab,

√
2α3 + β(α2 + β2)a+

√
2αβ2b+ β(α2 − β2)ab

)
.

Предложение 4.5.5. Ea,b ∈ Z(Ŝ), причём

OŜ(Ea,b) = Lin
(
(
√
2a, 1 + b), (

√
2b, a+ ab), (

√
2ab, 1− b)

)
,

l.AnnŜ(Ea,b) = OŜ(Ea,b)⊕ Lin
(
(−
√
2, a− ab)

)
,

r.AnnŜ(Ea,b) = OŜ(Ea,b)⊕ Lin
(
(
√
2, a− ab)

)
.

Доказательство. Из следствия 4.1.2 вытекает, что Ea,b ∈ Z(Ŝ), поскольку n(Ea,b) = n(
√
2a)−

n(1+ b) = 2n(a)− (n(1)+n(b)) = 2− (1+1) = 0. По лемме 4.5.1, a и b порождают подалгебру
Ha,b ⊂ O. Точные выражения для ортогонализатора и аннуляторов Ea,b могут быть получены
с помощью леммы 4.1.7, учитывая, что Ea,b /∈ LD(Ŝ).

Предложение 4.5.6. Имеют место следующие равенства:

OŜ(Ea,b) ∩ LD(Ŝ) = Lin(Fa,b),

l.AnnŜ(Ea,b) ∩ LD(Ŝ) =
{
Gα,β

a,b

∣∣ (α, β) ∈ R2
}
,

r.AnnŜ(Ea,b) ∩ LD(Ŝ) =
{
Hα,β

a,b

∣∣ (α, β) ∈ R2
}
.

Доказательство. Мы докажем равенство только для r.AnnŜ(Ea,b), поскольку доказатель-
ство для l.AnnŜ(Ea,b) полностью аналогично, а равенство для OŜ(Ea,b) может быть получено
из предыдущих двух при β = 0 и α = 1.

По предложению 4.5.5, произвольный элемент r.AnnŜ(Ea,b) имеет вид

A = κ1(
√
2, a− ab) + κ2(

√
2a, 1 + b) + κ3(

√
2b, a+ ab) + κ4(

√
2ab, 1− b) =

=
(√

2(κ1 + κ2a+ κ3b+ κ4ab), (κ2 + κ4) + (κ3 + κ1)a+ (κ2 − κ4)b+ (κ3 − κ1)ab
)
.

Из леммы 4.5.1 следует, что 1, a, b, ab линейно независимы. Тогда, по определению LD(Ŝ),
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имеем A ∈ LD(Ŝ), если и только если

rank

(
κ2 κ3 κ4

κ3 + κ1 κ2 − κ4 κ3 − κ1

)
≤ 1.

Это неравенство равносильно системе
∆1,2 = κ2(κ2 − κ4)− κ3(κ3 + κ1) = 0;

∆3,2 = κ4(κ2 − κ4)− κ3(κ3 − κ1) = 0;

∆1,3 = κ2(κ3 − κ1)− κ4(κ3 + κ1) = 0.

Пусть κ1 = β3 и κ2 + κ4 =
√
2α3. Имеем ∆1,2 −∆3,2 = (κ2 − κ4)2 − 2κ1κ3 = 0. Рассмотрим

два случая:

• Если κ1 = 0, то есть β = 0, то κ2 = κ4 = α3
√
2
. Тогда из ∆1,2 = 0 следует, что κ3 = 0,

поэтому A = α3(a+ ab,
√
2) = Hα,0

a,b .

• В противном случае, κ1 ̸= 0, откуда κ3 = (κ2−κ4)2

2κ1
. Имеем также ∆1,2 + ∆3,2 = (κ2 +

κ4)(κ2 − κ4) − 2κ23 = 0. Обозначим x = κ2 − κ4. Тогда κ3 = x2

2κ1
, поэтому ∆1,2 + ∆3,2 =

(κ2 + κ4)x− x4

2κ2
1
= 0. Возможны два случая:

⋄ Если x = 0, то κ3 = 0. Тогда ∆1,3 = −(κ2 + κ4)κ1 = 0. Из κ1 ̸= 0 следует, что
κ2 + κ4 = 0, то есть α = 0 и κ2 = κ4 = 0. Значит, A = β3(

√
2, a− ab) = H0,β

a,b .

⋄ Если x ̸= 0, то x3 = 2κ21(κ2 + κ4) = (
√
2αβ2)3, поэтому x =

√
2αβ2. Тогда κ3 =

x2

2κ1
= α2β. Кроме того, κ2 =

√
2α3+x
2

= α(α2+β2)√
2

и κ4 =
√
2α3−x
2

= α(α2−β2)√
2

. Значит,
A = Hα,β

a,b .

Предложение 4.5.7. Имеет место следующее равенство:

OŜ(Fa,b) =

{(
c,−c(a+ ab)√

2

) ∣∣∣∣ Re(c) = 0

}
.

Доказательство. Следует из леммы 4.1.7, поскольку Fa,b ∈ LD(Ŝ).

Теперь мы используем эту конструкцию в лемме 4.5.9, чтобы получить нижнюю оценку
диаметра ΓZ(Ŝ).

Предложение 4.5.8. Пусть a = a′ = e1, b = e2, b′ = e4. Тогда a, b удовлетворяют условию
леммы 4.5.1, и Ha,b = Lin(1, e1, e2, e3). Аналогично a′, b′ удовлетворяют условию леммы 4.5.1,
и Ha′,b′ = Lin(1, e1, e4, e5). Наконец, Ha,b ∩Ha′,b′ = Lin(1, e1).

Доказательство. Проверяется при помощи непосредственных вычислений, так как ab = e3

и a′b′ = e5.

Лемма 4.5.9. Пусть a, b, a′, b′ введены в предложении 4.5.8. Тогда dΓZ(Ŝ)(Ea,b, Ea′,b′) ≥ 4.
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Доказательство. Поскольку b′ /∈ Ha,b, из леммы 4.5.4 следует, что любой путь от Ea,b к Ea′,b′

содержит хотя бы один элемент A ∈ (Ha,b × Ha,b) ∩ LD(Ŝ). Аналогично b /∈ Ha′,b′ , поэтому
любой путь от Ea,b к Ea′,b′ содержит хотя бы один элемент A′ ∈ (Ha′,b′ ×Ha′,b′) ∩ LD(Ŝ).

Предположим, что dΓZ(Ŝ)(Ea,b, Ea′,b′) ≤ 3. По предложению 4.5.8, Ha,b ∩ Ha′,b′ = Lin(1, e1),
поэтому (Ha,b×Ha,b)∩(Ha′,b′×Ha′,b′) = Lin(1, e1)×Lin(1, e1) = X. Однако из предложения 4.5.5
следует, что r.AnnŜ(Ea,b) ∩ X = l.AnnŜ(Ea′,b′) ∩ X = {0}, значит, A ̸= A′, и путь имеет вид
Ea,b −→ A −→ A′ −→ Ea′,b′ . По предложению 4.5.6, имеем A = Hα,β

a,b и A′ = Gγ,δ
a′,b′ для

некоторых α, β, γ, δ ∈ R. Рассмотрим теперь AA′ ∈ Ŝ как пару октонионов. Тогда из условия
AA′ = 0 следует, что первая компонента AA′ равна нулю:(√

2β3 + α(α2 + β2)e1 +
√
2α2βe2 + α(α2 − β2)e3

)
×

×
(
−
√
2δ3 + γ(γ2 + δ2)e1 +

√
2γ2δe4 + γ(γ2 − δ2)e5

)
+

+
(√

2γ3 − δ(γ2 + δ2)e1 −
√
2γδ2e4 − δ(γ2 − δ2)e5

)
×

×
(√

2α3 + β(α2 + β2)e1 +
√
2αβ2e2 + β(α2 − β2)e3

)
= 0.

Если α = 0, то, так как A ̸= 0, без ограничения общности можно считать, что β = 1.
Тогда уравнение принимает вид

√
2
(
−
√
2δ3 + γ(γ2 + δ2)e1 +

√
2γ2δe4 + γ(γ2 − δ2)e5

)
+

+
(√

2γ3 − δ(γ2 + δ2)e1 −
√
2γδ2e4 − δ(γ2 − δ2)e5

)
(e1 − e3) = 0,

где коэффициент при e7 = e3e4 равен −
√
2γδ2. Значит, γ = 0 или δ = 0.

(1) Если γ = 0, то можно положить δ = 1, но −2− (e1 − e5)(e1 − e3) ̸= 0.

(2) Если δ = 0, то можно положить γ = 1, но
√
2(e1 + e5) +

√
2(e1 − e3) ̸= 0.

Мы получили противоречие в обоих случаях, поэтому α ̸= 0.
Аналогично β ̸= 0, γ ̸= 0 и δ ̸= 0, поэтому мы можем поделить наше уравнение на α3δ3 и

ввести новые переменные κ =
β

α
и λ =

γ

δ
:

(√
2κ3 + (1 + κ2)e1 +

√
2κe2 + (1− κ2)e3

)(
−
√
2 + λ(λ2 + 1)e1 +

√
2λ2e4 + λ(λ2 − 1)e5

)
+

+
(√

2λ3 − (λ2 + 1)e1 −
√
2λe4 − (λ2 − 1)e5

)(√
2 + κ(1 + κ2)e1 +

√
2κ2e2 + κ(1− κ2)e3

)
= 0.

Коэффициент при 1 = 12 = −e21 равен K0 = (κ − λ)((κ2 − 1)(λ2 − 1) − 2κλ), тогда как
коэффициент при e6 = e2e4 = e5e3 равен K6 = (κ + λ)((κ2 − 1)(λ2 − 1) + 2κλ). Поскольку
K0 = K6 = 0, выполнено одно из следующих условий:

(1) Если κ = λ, то из K6 = 2λ((λ2 − 1)2 + 2λ2) = 0 следует, что κ = λ = 0.

(2) Если κ = −λ, то из K0 = −2λ((λ2 − 1)2 + 2λ2) = 0 следует, что κ = λ = 0.
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(3) В противном случае, имеем (κ2 − 1)(λ2 − 1)− 2κλ = (κ2 − 1)(λ2 − 1) + 2κλ = 0, поэтому
κλ = 0. Значит, κ = 0 или λ = 0.

Однако из κ = 0 следует, что β = 0, а из λ = 0 следует, что γ = 0. Как показано выше, это
приводит к противоречию.

Значит, dΓZ(Ŝ)((a, b), (a
′, b′)) ≥ 4.

Аналогичные рассуждения применяются для доказательства нижней оценки диаметра
Γ′
O(Ŝ) в лемме 4.5.12.

Предложение 4.5.10. Пусть a = e1, b = e2, a′ = e1+e4√
2

, b′ = e2+e5√
2

. Тогда a, b удовлетворяют
условию леммы 4.5.1, и Ha,b = Lin(1, e1, e2, e3). Аналогично a′, b′ удовлетворяют условию
леммы 4.5.1, и Ha′,b′ = Lin(1, e1 + e4, e2 + e5, e1 + e3 − e4 − e6). Наконец, Ha,b ∩Ha′,b′ = R.

Доказательство. Проверяется непосредственно, так как ab = e3 и a′b′ = e1+e3−e4−e6
2

.

Предложение 4.5.11. Пусть a, b, a′, b′ введены в предложении 4.5.10. Тогда OŜ(Fa,b) ∩
(Ha′,b′ ×Ha′,b′) = {0}.

Доказательство. По предложению 4.5.7,

OŜ(Fa,b) =

{(
c,−c(a+ ab)√

2

) ∣∣∣∣ Re(c) = 0

}
.

Преположим, что существует такое c ∈ Ha′,b′ , c ̸= 0, что d = − c(a+ab)√
2
∈ Ha′,b′ . Так как алгебра

O альтернативна, имеем a+ ab = −
√
2

n(c)
c̄d. Тогда из следствия 2.1.8 вытекает, что c̄d ∈ Ha′,b′ ,

поэтому a+ ab ∈ Ha′,b′ . Мы получили противоречие.

Лемма 4.5.12. Пусть a, b, a′, b′ введены в предложении 4.5.10. Тогда dΓ′
O(Ŝ)(Ea,b, Ea′,b′) ≥ 5.

Доказательство. Любой путь в Γ′
O(Ŝ) является также путём в ΓZ(Ŝ), значит, применима

лемма 4.5.4. Поскольку b′ /∈ Ha,b, любой путь между Ea,b и Ea′,b′ содержит хотя бы один
элемент A ∈ (Ha,b × Ha,b) ∩ LD(Ŝ). Аналогично b /∈ Ha′,b′ , поэтому любой путь между Ea,b и
Ea′,b′ содержит хотя бы один элемент A′ ∈ (Ha′,b′ ×Ha′,b′) ∩ LD(Ŝ).

Предположим, что dΓ′
O(Ŝ)(Ea,b, Ea′,b′) ≤ 4. По предложению 4.5.10, Ha,b∩Ha′,b′ = R, поэтому

(Ha,b×Ha,b)∩(Ha′,b′×Ha′,b′) = R×R. Поскольку Re(A) = Re(A′) = 0, A ̸= 0 и A′ ̸= 0, получаем,
что A ̸= A′. Тогда без ограничения общности можем считать, что после Ea,b сразу следует A.
Согласно предложению 4.5.6, мы можем положить A = Fa,b. Из предложения 4.5.11 получаем,
что OŜ(Fa,b) ∩ (Ha′,b′ × Ha′,b′) = {0}. Следовательно, dΓ′

O(Ŝ)(Ea,b, Ea′,b′) = 4, и путь имеет вид
Ea,b ←→ A←→ C ←→ A′ ←→ Ea′,b′ для некоторого C ∈ Z(Ŝ). По предложению 4.5.6, можно
считать, что A′ = Fa′,b′ .

Пусть C = (c, d). Согласно предложению 4.5.7, из C ∈ OŜ(Fa,b) следует, что d = − c(a+ab)√
2

.
Аналогично из C ∈ OŜ(Fa′,b′) следует, что d = − c(a′+a′b′)√

2
. Тогда c(a+ab) = c(a′+a′b′), поэтому

c(a+ ab− a′− b′) = 0. Однако a+ ab− a′− a′b′ ̸= 0, и в O нет делителей нуля. Следовательно,
c = 0 и C = 0. Противоречие.

Значит, dΓ′
O(Ŝ)((a, b), (a

′, b′)) ≥ 5.

86



4.5.3 Граф делителей нуля

Лемма 4.5.13. [27, лемма 5.1] Пусть n ≥ 1, a ∈ Mn. Тогда существует такое b ∈ Mn,
что b2 = a.

Лемма 4.5.14. Диаметр ΓZ(Ŝ) не превосходит 4.

Доказательство. Пусть (a, b), (a′, b′) ∈ Z(Ŝ). По следствию 4.1.2, n((a, b)) = n((a′, b′)) = 0,
поэтому без ограничения общности можем считать, что n(a) = n(b) = n(a′) = n(b′) = 1.
Будем искать путь длины 4 от (a, b) к (a′, b′) в виде

(a, b) −→ (1, c) −→ (x, y) −→ (1, d) −→ (a′, b′).

• Рассмотрим c = −bā, d = −b′a′. Так как O — композиционная алгебра, имеем n(c) =

n(d) = 1. Согласно лемме 4.1.7, (a, b)(1, c) = 0 и (1, d)(a′, b′) = 0.

• Будем искать такое (x, y) ∈ Z(Ŝ), что (1, c)(x, y) = (x, y)(1, d) = 0. По лемме 4.1.7, это
условие равносильно y = −cx̄ = −dx. Из леммы 4.5.13 следует, что существует такое
x ∈ O, что x2 = d̄c. Алгебра O является композиционной, поэтому 1 = n(d)n(c) =

n(d̄)n(c) = n(d̄c) = n(x2) = (n(x))2, а значит, n(x) = 1. Тогда, используя альтернатив-
ность O, получаем, что из x2 = d̄c следует (dx)x = dx2 = d(d̄c) = (dd̄)c = n(d)c = c.
Следовательно, dx = (dx)n(x) = (dx)(xx̄) = ((dx)x)x̄ = cx̄, что и требовалось. Мы
завершаем доказательство, положив y = −cx̄ = −dx.

Теорема 4.5.15. Диаметр ΓZ(Ŝ) равен 4.

Доказательство. Непосредственно следует из лемм 4.5.9 и 4.5.14.

4.5.4 Граф ортогональности

Утверждения 4.5.16–4.5.18 играют ключевую роль при построении кратчайших путей в
Γ′
O(Ŝ).

Лемма 4.5.16. Пусть (a, b) ∈ Z(Ŝ), Re(a) = Re(b) = 0, то есть (a, b) — дважды чисто
мнимый элемент. Тогда (a+ b, a+ b), (a− b,−(a− b)) ∈ OŜ((a, b)).

Доказательство. Покажем, что (a, b), (b, a) ∈ OŜ((a, b)). Действительно, (a, b) = −(a, b) ∈
OŜ((a, b)), так как n((a, b)) = n(a) − n(b) = 0. Имеем также − (bb)a

n(a)
= n(b)a

n(a)
= a, поэтому из

леммы 4.1.7 для c = b следует, что (b, a) ∈ OŜ((a, b)).
Тогда (a+b, a+b) = (a, b)+(b, a) ∈ OŜ((a, b)) и (a−b,−(a−b)) = (a, b)−(b, a) ∈ OŜ((a, b)).

Лемма 4.5.17. Пусть a ∈ O, n(a) = 1, Re(a) = 0. Тогда для любых α, β ∈ R, таких, что
α2 + β2 = 1, выполнено

OŜ((a, α+ βa)) = R(a, α+ βa)⊕
{
(b, (αa− β)b)

∣∣ b ∈ AncO(a)
}
.
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Доказательство. Пусть c ∈ O, Re(c) = 0. Тогда c единственным образом представимо в виде
c = ka+ b для некоторых k ∈ R и b ∈ O с условием ⟨a, b⟩ = 0. Re(b) = Re(c−ka) = 0, поэтому
из леммы 1.3.8 следует, что b ∈ AncO(a). Требуемое утверждение немедленно вытекает из
леммы 4.1.7, поскольку −((α + βa)a)a = −(α + βa)(aa) = (α + βa) и −((α + βa)b)a = −(α +

βa)(ba) = (α + βa)(ab) = ((α + βa)a)b = (αa− β)b.

Следствие 4.5.18. Пусть a ∈ O, a ̸= 0, Re(a) = 0. Тогда

OŜ((a, a)) = R(a, a)⊕
{
(b,−b)

∣∣ b ∈ AncO(a)
}
,

OŜ((a,−a)) = R(a,−a)⊕
{
(b, b)

∣∣ b ∈ AncO(a)
}
.

Доказательство. Следует из леммы 4.5.17 при α = 0, β = ±1.

Наша следующая цель — получение верхней оценки диаметра Γ′
O(Ŝ), и требуемый ре-

зультат представлен в лемме 4.5.25. Доказательство леммы 4.5.25 разбивается на следующие
шаги:

• В лемме 4.5.20 изучаются дважды чисто мнимые соседи произвольного делителя нуля,
чтобы сделать возможным применение леммы 4.5.16.

• Следствие 4.5.22 устанавливает существование элементов вида (a,±a) на расстоянии
не больше 2 от произвольного делителя нуля.

• Затем в лемме 4.5.25 эти элементы соединяются при помощи следствия 4.5.18, и тем
самым строится путь длины не больше 5 между любыми двумя делителями нуля в Ŝ.

Предложение 4.5.19. Пусть (a, b) ∈ Z(Ŝ), Re(a) = 0, n(a) = n(b) = 1. Тогда b = b0+b1a+b2c

для некоторых c ∈ Lin(1, a)⊥, n(c) = 1, и b0, b1, b2 ∈ R, b20 + b21 + b22 = 1. Рассмотрим d = ac.
Тогда a и c порождают подалгебру Lin(1, a, c, d) = Ha,c ⊂ O. В частности, {1, a, c, d} —
ортонормированная система относительно скалярного произведения ⟨·, ·⟩.

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 4.5.1.

Лемма 4.5.20. Пусть a, b, c, d введены в предложении 4.5.19. Тогда

(1) (da, bd) = (c, b2a− b1c+ b0d) и (db, ad) = −(b2a− b1c− b0d, c) — дважды чисто мнимые;

(2) (da, bd), (db, ad) ∈ OŜ((a, b)).

Доказательство.

(1) Из предложения 4.5.19 следует, что Re(c) = Re(d) = 0, da = −ad = c, cd = −dc = a. Тогда
db = d(b0+b1a+b2c) = b0d+b1c−b2a и bd = (b0+b1a+b2c)d = b0d−b1c+b2a. Поскольку a, c, d
— чисто мнимые, получаем, что (da, bd) = (c, b2a−b1c+b0d) и (db, ad) = −(b2a−b1c−b0d, c)
— дважды чисто мнимые.

(2) Теперь мы используем лемму 4.1.7, чтобы показать, что (da, bd), (db, ad) ∈ OŜ((a, b)):
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• Re(da) = Re(db) = 0.

• Ha,c ассоциативна, и a, b, c, d, db ∈ Ha,c. Значит, [a, da, b] = [a, db, b] = 0.

• Наконец, −(b(da))a = −((bd)a)a = −(bd)(aa) = bd ·n(a) = bd и −(b(db))a = (b(db))a =

(b(b̄d̄))a = −(bb̄)(da) = n(b) · ad = ad.

Мы будем использовать следующее обозначение в утверждениях 4.5.21–4.5.25.

Обозначение. Пусть a, b, c, d введены в предложении 4.5.19, K = (k1, k2) ∈ R2
∗ = R2\{(0, 0)}.

Обозначим

fK = (k1 − k2)((1− b1)c+ b2a) + (k1 + k2)b0d ∈ O,

gK = (k1 + k2)((1 + b1)c− b2a)− (k1 − k2)b0d ∈ O.

Лемма 4.5.21.

(1) fK = 0, если и только если либо k1 − k2 = b0 = 0, либо b0 = b2 = 1 − b1 = 0, то есть
b = a.

(2) gK = 0, если и только если либо k1 + k2 = b0 = 0, либо b0 = b2 = 1 + b1 = 0, то есть
b = −a.

Доказательство.

(1) Из предложения 4.5.19 следует, что a, c, d линейно независимы. Тогда fK = 0, если и
только если (k1 − k2)(1− b1) = (k1 − k2)b2 = (k1 + k2)b0 = 0. Рассмотрим два случая:

• Если 1− b1 ̸= 0, то k1− k2 = 0. Кроме того, (k1+ k2)b0 = 0, поэтому либо k1+ k2 = 0,
либо b0 = 0. Так как (k1, k2) ∈ R2

∗, это условие равносильно тому, что k1−k2 = b0 = 0.

• Пусть теперь 1− b1 = 0, то есть b1 = 1. Тогда из условия b20+ b21+ b22 = 1 следует, что
b0 = b2 = 0.

(2) Случай, когда gK = 0, рассматривается аналогично.

Следствие 4.5.22.

(1) Если fK ̸= 0, то dΓO(Ŝ)
(
(a, b), (fK , fK)

)
≤ 2.

(2) Если gK ̸= 0, то dΓO(Ŝ)
(
(a, b), (gK ,−gK)

)
≤ 2.

Доказательство. Пусть

hK =
(
h
(1)
K , h

(2)
K

)
= k1(da, bd) + k2(db, ad) = k1(c, b2a− b1c+ b0d)− k2(b2a− b1c− b0d, c) =

= ((k1 + k2b1)c− k2b2a+ k2b0d,−(k2 + k1b1)c+ k1b2a+ k1b0d) .

По лемме 4.5.20, hK ∈ OŜ((a, b)) и Re
(
h
(1)
K

)
= Re

(
h
(2)
K

)
= 0. Заметим, что

h
(1)
K + h

(2)
K = ((k1 + k2b1)c− k2b2a+ k2b0d) + (−(k2 + k1b1)c+ k1b2a+ k1b0d) =
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= (k1 − k2)((1− b1)c+ b2a) + (k1 + k2)b0d = fK ,

h
(1)
K − h

(2)
K = ((k1 + k2b1)c− k2b2a+ k2b0d)− (−(k2 + k1b1)c+ k1b2a+ k1b0d) =

= (k1 + k2)((1 + b1)c− b2a)− (k1 − k2)b0d = gK .

Тогда, если hK = 0, то fK = gK = 0.

(1) Если fK ̸= 0, то hK ̸= 0. По лемме 4.5.16, (fK , fK) =
(
h
(1)
K + h

(2)
K , h

(1)
K + h

(2)
K

)
∈ OŜ(hK),

поэтому dΓO(Ŝ)
(
(a, b), (fK , fK)

)
≤ 2.

(2) Если gK ̸= 0, то hK ̸= 0. По лемме 4.5.16, (gK ,−gK) =
(
h
(1)
K − h

(2)
K ,−(h(1)K − h

(2)
K )
)
∈

OŜ(hK), поэтому dΓO(Ŝ)
(
(a, b), (gK ,−gK)

)
≤ 2.

Лемма 4.5.23. Если fK ̸= 0, то

AncO(fK) = Lin(1, a, c, d)⊥ ⊕ Lin ((k1 + k2)b0c− (k1 − k2)(1− b1)d, (1− b1)a− b2c) .

Доказательство. Обозначим правую часть требуемого равенства как A. По лемме 4.5.21, из
fK ̸= 0 следует, что 1 − b1 ̸= 0 и либо k1 − k2 ̸= 0, либо (k1 + k2)b0 ̸= 0. Поскольку a, c, d

линейно независимы, получаем, что dim(A) = 6. Кроме того, согласно предложению 4.5.19,
1, a, c, d образуют ортонормированную систему, поэтому A ⊂ Im(O) и A ⊂ Lin(fK)

⊥. Тогда
из леммы 1.3.8 следует, что A ⊂ AncO(fK). По лемме 1.3.8, имеем также dim(AncO(fK)) =

dim(A) = 6, откуда AncO(fK) = A.

Лемма 4.5.24. Пусть b0 ̸= 0. Тогда fK ̸= 0 для всех K ∈ R2
∗, и

⋃
K∈R2

∗

AncO(fK) = Im(O).

Доказательство. По лемме 4.5.21, имеем fK ̸= 0 для всех K ∈ R2
∗. Значит, можно применить

лемму 4.5.23, чтобы получить явный вид для AncO(fK). Достаточно показать, что⋃
K∈R2

∗

Lin ((k1 + k2)b0c− (k1 − k2)(1− b1)d, (1− b1)a− b2c) = Lin(a, c, d).

Заметим, что из b0 ̸= 0 следует 1− b1 ̸= 0. Получаем⋃
K∈R2

∗

Lin ((k1 + k2)b0c− (k1 − k2)(1− b1)d, (1− b1)a− b2c) =

= Lin (b0c, (1− b1)d, (1− b1)a− b2c) =

= Lin (c, d, (1− b1)a− b2c) = Lin (c, d, (1− b1)a) = Lin (a, c, d) ,

что и требовалось.

Лемма 4.5.25. Пусть (a, b), (a′, b′) ∈ Z ′(Ŝ). Тогда dΓO(Ŝ)((a, b), (a
′, b′)) ≤ 5.

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что n(a) = n(a′) = 1. Кроме
того, по условию, Re(a) = Re(a′) = 0.
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Если b′ = −a′, то положим z = a′. В противном случае, по лемме 4.5.21, существует такое
K ′ ∈ R2

∗, что g′K′ ̸= 0, где g′K′ может быть получено из gK заменой каждой переменной на пе-
ременную со штрихом. Тогда положим z = g′K′ . Имеем z ̸= 0 и Re(z) = 0. Из следствия 4.5.22
получаем, что dΓO(Ŝ)((a

′, b′), (z,−z)) ≤ 2. Рассмотрим три случая:

(1) Если b0 ̸= 0, то из леммы 4.5.24 следует, что существует такое K ∈ R2
∗, что z ∈ AncO(fK),

fK ̸= 0. По следствию 4.5.22, dΓO(Ŝ)
(
(a, b), (fK , fK)

)
≤ 2, и из следствия 4.5.18 получаем,

что (fK , fK) и (z,−z) ортогональны. Значит, dΓO(Ŝ)((a, b), (a
′, b′)) ≤ 5.

(2) Если b0 = 0 и b ̸= a, то, согласно лемме 4.5.16, (a − b,−(a − b)) ∈ OŜ((a, b)). Пусть
y ∈ AncO({a− b, z}), y ̸= 0. Тогда, по следствию 4.5.18, существует путь длины 3 в ΓO(Ŝ):

(a, b)←→ (a− b,−(a− b))←→ (y, y)←→ (z,−z).

Значит, dΓO(Ŝ)((a, b), (a
′, b′)) ≤ 5.

(3) Если b = a, то рассмотрим произвольные x ∈ AncO(a), x ̸= 0, и y ∈ AncO({x, z}), y ̸= 0.
Тогда, согласно следствию 4.5.18, существует путь длины 3 в ΓO(Ŝ):

(a, a)←→ (x,−x)←→ (y, y)←→ (z,−z).

Значит, dΓO(Ŝ)((a, b), (a
′, b′)) ≤ 5.

Теорема 4.5.26. Γ′
O(Ŝ) связен, и его диаметр равен 5.

Доказательство. Непосредственно следует из лемм 4.5.12 и 4.5.25.

Следующая теорема описывает максимальные клики в Γ′
O(Ŝ).

Теорема 4.5.27. Максимальные клики в Γ′
O(Ŝ) имеют вид P(Lin(A,B)), где A и B ортого-

нальны и линейно независимы.

Доказательство. Пусть Q — максимальная клика в Γ′
O(Ŝ). Рассмотрим произвольный эле-

мент [A] ∈ Q. По лемме 4.1.7, dim(OŜ(A)) ∈ {3, 7}. Следовательно, существует [B] ∈ Q \ [A],
и тогда A и B линейно независимы. Так как A,B ∈ Z ′(Ŝ), имеем A2 = B2 = 0, откуда
P(Lin(A,B)) ⊂ Q.

Пусть A,B,C ∈ Z ′(Ŝ) линейно независимы. Тогда A,B,C не образуют цикл длины 3 в
Γ′
O(Ŝ). Предположим противное. Возможны два случая:

(1) Размерность ортогонализатора хотя бы одного из элементов A,B,C равна 7. Пусть этот
элемент — A. Тогда A = (a, α+βa) для некоторых a ∈ O, Re(a) = 0, α, β ∈ R, α2+β2 = 1.
Без ограничения общности будем считать, что n(a) = 1. По лемме 4.5.17,

OŜ((a, α+ βa)) = R(a, α+ βa)⊕
{
(b, (αa− β)b)

∣∣ b ∈ AncO(a)
}
.
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Тогда B = (b, (αa− β)b) + γA, C = (c, (αa− β)c) + δA для некоторых b, c ∈ AncO(a) \ {0},
γ, δ ∈ R. Элементы A, (B − γA), (C − δA) образуют цикл длины 3 в Γ′

O(Ŝ), поэтому без
ограничения общности мы можем считать, что γ = δ = 0, то есть B = (b, (αa − β)b),
C = (c, (αa − β)c). По лемме 4.1.7, из C ∈ OŜ(B) следует, что [b, c, (αa − β)b] = 0. Так
как O — гибкая алгебра, имеем α[b, c, ab] = [b, c, (αa− β)b] + β[b, c, b] = 0. Рассмотрим два
случая:

(a) Если α = 0, то B = (b,−βb), C = (c,−βc), β = ±1. По лемме 4.5.17,

OŜ((b,−βb)) = R(b,−βb)⊕
{
(d, βd)

∣∣ d ∈ AncO(b)
}
,

поэтому из C ∈ OŜ(B) следует, что C ∈ [B]. Противоречие.

(b) Пусть теперь [b, c, ab] = 0. Без ограничения общности будем считать, что n(b) =

1. По лемме 4.5.1, a и b порождают подалгебру Ha,b ⊂ O. Следовательно, 1, b, ab

линейно независимы. Из предложения 4.5.2 получаем, что c ∈ Lin(1, b, ab, b(ab)) =

Lin(1, a, b, ab). Поскольку c ∈ AncO(a), из леммы 1.3.8 следует, что c ∈ Lin(1, a)⊥,
поэтому c ∈ Lin(b, ab). A,B,C линейно независимы, откуда b, c линейно независимы.
Пусть c = κb+ab. Тогда A,B, (C−κB) тоже образуют цикл длины 3 в Γ′

O(Ŝ), поэтому
без ограничения общности можем считать, что κ = 0, то есть C = (ab, (αa−β)(ab)) =
(ab,−(α + βa)b). Тогда вторая компонента BC равна

(−(α + βa)b)b+ ((αa− β)b)(ab) = (−(α + βa)b)b+ ((αa− β)b)(ba) =

= n(b)((α + βa)− (αa− β)a) = 2n(b)(α + βa) ̸= 0.

Таким образом, C /∈ OŜ(B). Мы получили противоречие.

(2) ОртогонализаторыA,B,C имеют размерность 3. Если существует такоеD ∈ Lin(A,B,C),
что размерность ортогонализатора D равна 7, то мы получаем противоречие из преды-
дущего пункта.

В противном случае, для любого D ∈ Lin(A,B,C), D ̸= 0, имеем Lin(A,B,C) ⊂ OŜ(D) и
dim(Lin(A,B,C)) = dim(OŜ(D)) = 3, и тогда OŜ(D) = Lin(A,B,C). Следовательно, под-
граф Γ′

O(Ŝ) на множестве вершин P(Lin(A,B,C)) является его компонентой связности.
По теореме 4.5.26, Γ′

O(Ŝ) связен. Однако из соображений размерности нетрудно получить
нарушение включения Z ′(Ŝ) ⊂ Lin(A,B,C). Противоречие.

Таким образом, Q = P(Lin(A,B)).
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Глава 5

Решение проблемы изоморфизма для
графов ортогональности на парах
базисных элементов

Данная глава посвящена решению проблемы изоморфизма для графов ортогональности
на парах базисных элементов произвольных вещественных алгебр Кэли-Диксона. В разде-
ле 5.1 изучаются чисто мнимые делители нуля, являющиеся парами базисных элементов.
Теорема 5.1.20 устанавливает критерий того, что пара базисных элементов является делите-
лем нуля, а в теореме 5.1.21 описаны условия, при которых два таких элемента ортогональны.
С помощью этих результатов в теореме 5.2.6 раздела 5.2 получен алгоритм индуктивного
построения графа ортогональности на парах базисных элементов для произвольной веще-
ственной алгебры Кэли-Диксона. Раздел 5.3 посвящён решению обратной задачи, а именно,
по графу ортогональности требуется восстановить параметры Кэли-Диксона соответствую-
щей алгебры. Основным результатом этой главы является теорема 5.3.16, согласно которой,
начиная с размерности 16, две вещественные алгебры Кэли-Диксона изоморфны, если и
только если изоморфны их графы ортогональности на парах базисных элементов. В разде-
ле 5.4 предложен другой подход к определению графа ортогональности на парах базисных
элементов, который может позволить убрать ограничение на размерность в теореме 5.3.16.

Результаты этой главы опубликованы в статье [52], за исключением вспомогательных
результатов из раздела 5.1, опубликованных в статье [51].

5.1 Делители нуля из пар базисных элементов

5.1.1 Классификация делителей нуля

В предложении 2.3.4 было показано, что, если делитель нуля a ∈ An не является чисто
мнимым, то содержащая его компонента связности ΓO(An) состоит из двух вершин: [a] и [ā].
Поэтому нам достаточно рассматривать Γ′

O(An) — подграф ΓO(An) на множестве вершин
P(Z ′(An)).
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Напомним, что мы обозначаем ẽ0 = (0, e0) ∈ An и ã = aẽ0 для всех a ∈ An. Свойства
этой операции были подробно описаны в лемме 2.1.2. Ниже приведены формулировки до-
казанных ранее лемм 2.1.3 и 2.1.9, которые позволяют записать таблицу умножения для
удовлетворяющих определённым условиям элементов алгебры An.

Лемма 5.1.1 (2.1.3). Пусть a ∈ An — дважды чисто мнимый элемент. Тогда Ha =

Lin(e0, a, ẽ0, ã) — ассоциативная подалгебра в An, имеющая следующую таблицу умноже-
ния, где µ1 = n(a) и µ2 = n(ẽ0) = −γn−1:

× e0 a ẽ0 ã

e0 e0 a ẽ0 ã

a a −µ1 ã −µ1 ẽ0

ẽ0 ẽ0 −ã −µ2 µ2a

ã ã µ1 ẽ0 −µ2a −µ1µ2

Таблица 5.1: Таблица умножения в Ha.

Лемма 5.1.2 (2.1.9). Пусть a, b ∈ An — дважды чисто мнимые элементы, b ⊥ Lin(a, ã).
Пусть также элементы a и b строго альтернируют. Тогда Oa,b = Lin(e0, a, b, ab, ẽ0, ã, b̃, ãb)

— альтернативная подалгебра в An, имеющая следующую таблицу умножения, где µ1 =

n(a), µ2 = n(b) и µ3 = n(ẽ0) = −γn−1:

× e0 a b ab ẽ0 ã b̃ ãb

e0 e0 a b ab ẽ0 ã b̃ ãb

a a −µ1 ab −µ1b ã −µ1 ẽ0 −ãb µ1 b̃

b b −ab −µ2 µ2a b̃ ãb −µ2 ẽ0 −µ2 ã

ab ab µ1b −µ2a −µ1µ2 ãb −µ1 b̃ µ2 ã −µ1µ2 ẽ0

ẽ0 ẽ0 −ã −b̃ −ãb −µ3 µ3a µ3b µ3ab

ã ã µ1 ẽ0 −ãb µ1 b̃ −µ3a −µ1µ3 −µ3ab µ1µ3b

b̃ b̃ ãb µ2 ẽ0 −µ2 ã −µ3b µ3ab −µ2µ3 −µ2µ3a

ãb ãb −µ1 b̃ µ2 ã µ1µ2 ẽ0 −µ3ab −µ1µ3b µ2µ3a −µ1µ2µ3

Таблица 5.2: Таблица умножения в Oa,b.

Обозначение. Введём следующие множества базисных элементов An:

En =
{
e
(n)
0 , e

(n)
1 , . . . , e

(n)
2n−1

}
,

E ′n =
{
e
(n)
1 , . . . , e

(n)
2n−1

}
= En \

{
e
(n)
0

}
,

E ′′n =
{
e
(n)
1 , . . . , e

(n)

2n−1−1, e
(n)

2n−1+1, . . . e
(n)
2n−1

}
= En \

{
e
(n)
0 , e

(n)

2n−1

}
.

Ясно, что E ′n — множество чисто мнимых базисных элементов, а E ′′n — множество дважды
чисто мнимых базисных элементов.
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Предложение 5.1.3. Для ej ∈ En выполнено

ẽj =

ej+2n−1 , 0 ≤ j ≤ 2n−1 − 1,

γn−1ej−2n−1 , 2n−1 ≤ j ≤ 2n − 1.

Доказательство. Следует из явного вида элемента ã в лемме 2.1.2.

Определение 5.1.4. Нам понадобятся следующие подмножества Z(An+1):

Ze(An+1) =
{(
e
(n)
i ,±e(n)j

)
∈ Z(An+1)

}
= (En × (±En)) ∩ Z(An+1);

Z ′
e(An+1) =

{(
e
(n)
i ,±e(n)j

)
∈ Z(An+1)

∣∣ i ̸= 0
}
= (E ′n × (±En)) ∩ Z(An+1).

Тогда Γe(An+1) обозначает подграф Γ′
O(An+1) на множестве вершин P(Z ′

e(An+1)).

Для удобства обозначений, ниже мы рассматриваем делители нуля в An+1 с точностью до
умножения на ±1. Согласно предложению 2.3.4, чтобы доказать, что a, b ∈ Z ′

e(An+1) ортого-
нальны, достаточно показать, что ab = 0, то есть проверить, что только одно из произведений
равно нулю.

Лемма 5.1.5. Пусть (a, b), (c, d) ∈ Ze(An+1), (a, b)(c, d) = 0. Тогда ab = ±cd.

Доказательство. Согласно [44, лемма 4], e(n)j альтернативен в An. Кроме того, для любых

элементов e(n)j и e(n)k всегда выполнено e(n)j = ±e(n)j , n(e(n)j ) = ±1 и e(n)j e
(n)
k = ±e(n)k e

(n)
j .

Из условия (a, b)(c, d) = (ac + γnd̄b, da + bc̄) = 0 следует 0 = ac + γnd̄b = ±ca ± db.
Аналогично [17, теорема 6.14], мы получаем (ca)b = ±c(ab). Тогда 0 = (±ca±db)b̄ = ±(ca)b̄±
(db)b̄ = ±(ca)b ± n(b)d = ±c(ab) ± d. Отсюда 0 = c̄(±c(ab) ± d) = ±n(c)(ab) ± c̄d = ±ab ± cd,
поэтому ab = ±cd.

Следствие 5.1.6. Пусть (a, b), (c, d) ∈ Z ′
e(An+1) принадлежат одной компоненте связно-

сти графа Γe(An+1). Тогда ab = ±cd.

Доказательство. Пусть P — путь длины k в Γe(An+1) от (a, b) к (c, d). Тогда требуемое
утверждение сразу следует из леммы 5.1.5 с помощью индукции по k.

Обозначение. Обозначим как C(e
(n)
j ) подграф Γe(An+1) на множестве таких вершин (a, b),

что ab = ±e(n)j .

Из следствия 5.1.6 вытекает, что C(e
(n)
j ) и C(e

(n)
k ), j ̸= k, не связаны между собой в

Γe(An+1).
Согласно [44, лемма 4], элемент e

(n)
j всегда альтернативен в An, поэтому Ze(An+1) ⊆

DA(An+1). Кроме того, для (a, b) ∈ Ze(An+1) всегда выполнено n(a) = ±1 и n(b) = ±1, а по-
тому (a, b) удовлетворяет условию (∗) для некоторого χ = ±1, см. замечание 2.2.2. Значения χ
могут быть различны для разных элементов Ze(An+1), поэтому оно становится функцией от
делителя нуля: χ = χ((a, b)). Для сокращения записи мы будем опускать аргумент χ в тех
случаях, когда он без труда восстанавливается из контекста.
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Как следует из леммы 2.2.4, нетрудно показать индукцией по длине пути, что значение χ
постоянно на любой компоненте связности Γe(An+1). Величина χ = χ(C) называется харак-
теристикой компоненты связности C ⊆ Γe(An+1). Ниже мы устанавливаем значение χ для
любой вершины подграфа C(e(n)j ) даже в том случае, когда этот подграф несвязен.

Предложение 5.1.7. Для любого x ∈ En выполнено χ(C(x)) = γnn(x).

Доказательство. Пусть (a, b) ∈ V (C(x)), то есть ab = ±x. Поскольку n(a) = ±1, и элементы
a и b оба являются альтернативными, мы получаем из леммы 2.1.1, что

χ = γn
n(b)

n(a)
= γnn(a)n(b) = γnn(ab) = γnn(±x) = γnn(x).

Следующее предложение позволяет упростить рассмотрение пар ортогональных элемен-
тов в Z ′

e(An+1).

Предложение 5.1.8. Пусть a, b, c, d ∈ ±En, ab = ±cd. Если a, b, c линейно независимы, то
a, b, c, d также линейно независимы.

Доказательство. Предположим, что a, b, c, d линейно зависимы. Тогда d ∈ {±a, ±b, ±c}.
Если d = ±a, то ac = ±dc = ±cd = ±ab, откуда n(a)c = ā(ac) = ±ā(ab) = ±n(a)b и
c = ±b. Если d = ±b, то аналогично из ab = ±cd = ±cb следует a = ±c. Если d = ±c, то
из ab = ±c2 = ±cc̄ = ±n(c)e0 следует b = ±a. Во всех случаях получаем противоречие с
линейной независимостью элементов a, b, c.

Предложение 5.1.9. Все элементы (x, y) ∈ Z ′
e(An+1) разбиваются на четыре непересе-

кающихся группы, в зависимости от типа произведения xy. В этой классификации мы
предполагаем, что e0, a, b, c — линейно независимые элементы в ±En−1, и ab = ±c.

(I) Если xy ∈ Lin(e0), то (x, y) имеет вид (a,±a), (ã,±ã) или (ẽ0,±ẽ0).

(II) Если xy ∈ Lin(ẽ0), то (x, y) имеет вид (a,±ã), (ã,±a) или (ẽ0,±e0).

(III) Если xy ∈ Lin(c), то (x, y) имеет вид (c, e0), (c̃, ẽ0), (ẽ0, c̃), (a, b) или (ã, b̃).

(IV) Если xy ∈ Lin(c̃), то (x, y) имеет вид (c̃, e0), (c, ẽ0), (ẽ0, c), (a, b̃) или (ã, b).

Элементы разных типов (или элементы одного типа, но соответствующие линейно неза-
висимым значениям c) принадлежат разным компонентам связности Γe(An+1).

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент (x, y) ∈ Z ′
e(An+1). Тогда xy ∈ En, по-

этому xy ∈ {±e0, ±ẽ0} ∪ {±c, ±c̃ | c ∈ En−1}, а значит, (x, y) относится ровно к одной из
перечисленных групп. Обозначим z = xy. Тогда y = ±n(x)y = ±x̄(xy) = ±(±x)z = ±xz.
Кроме того, x ̸= ±e0. Теперь покажем, что каждая группа содержит все элементы указан-
ного вида и только их.

(I) Если z = ±e0, то y = ±x, поэтому (x, y) имеет требуемый вид.
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(II) Если z = ±ẽ0, то y = ±xẽ0 = ±x̃, поэтому (x, y) имеет требуемый вид.

(III) Если z = ±c для некоторого c ∈ En−1, то y = ±xc. Тогда, по лемме 5.1.1, из x = ±c
следует y = ±e0, из x = ±c̃ следует y = ±ẽ0, а из x = ±ẽ0 следует y = ±c̃. Остаётся
рассмотреть случай, когда x = a или x = ã для некоторого a ∈ ±(En−1 \ {e0, c}).
По лемме 5.1.2, элементы a, c, ẽ0 порождают октонионную подалгебру Oa,c. Обозначим
b = ac ∈ ±En−1. Тогда ab = ±c и, если x = ±a, то y = ±b, а если x = ±ã, то y = ±b̃.
Из предложения 5.1.8 следует, что элементы a, c, e0, b линейно независимы. Требуемый
вид элемента (x, y) получается умножением a, b, c на подходящие коэффициенты ±1.

(IV) Случай, когда z = ±c̃ для некоторого c ∈ En−1, рассматривается аналогично предыду-
щему.

Последняя часть утверждения вытекает из следствия 5.1.6.

Определение 5.1.10. Мы называем элемент особым, если выполнено одно из следующих
двух условий:

(1) χ = 1, и одна из его компонент равна e0;

(2) χ = −1, и одна из его компонент равна ẽ0.

Мы скоро увидим, что особые элементы играют роль связующих звеньев в Γe(An+1). А
именно, при n ≥ 3 и x ∈ E ′′n любые два элемента C(x) соединяются путём длины не больше 3,
проходящим через один из особых элементов.

5.1.2 Изучение условий ортогональности

Теперь мы определим условия, при которых два элемента из Z ′
e(An+1) ортогональны. Для

этого нам понадобятся леммы 2.3.8 и 2.3.9, описывающие аннуляторы и ортогонализаторы
дважды альтернативных элементов, удовлетворяющих условию (∗). Для удобства читателей
мы повторно приводим их формулировки.

Лемма 5.1.11 (2.3.8 и 2.3.9). Пусть (a, b) ∈ DA(An+1) удовлетворяет условию (∗). Тогда

l.AnnAn+1((a, b)) =

{(
c,−(bc)a

n(a)

) ∣∣∣∣ b(ca) = χ(bc)a

}
,

r.AnnAn+1((a, b)) =

{(
c,−(bc̄)ā

n(a)

) ∣∣∣∣ (ac)b̄ = χa(cb̄)

}
.

Если (a, b) также является чисто мнимым, то

OAn+1((a, b)) =

{(
c,−(bc)a

n(a)

) ∣∣∣∣ Re(c) = 0, b(ca) = χ(bc)a

}
=

=

{(
(ad̄)b

n(b)
, d

) ∣∣∣∣ ⟨d, ba⟩ = 0, (ad̄)b = χa(d̄b)

}
.
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Два следующих важных предложения устанавливают «почти эквивалентность» элемен-
тов (a, b), (b, γna), (ã, b̃) и (b̃, γna), где a, b, ã, b̃ — линейно независимые элементы ±E ′′n . Эти
элементы не являются эквивалентными в том смысле, что множества их соседей не совпа-
дают. Однако соседи, обе компоненты которых не принадлежат Oa,b, у всех этих четырёх
элементов одни и те же, см. лемму 5.1.18 ниже.

Предложение 5.1.12. Пусть a, b, c, d ∈ An — чисто мнимые элементы. Тогда (a, b) орто-
гонален (c, d) тогда и только тогда, когда он ортогонален (d, γnc).

Доказательство. Поскольку γ2n = 1, имеем (a, b)(c, d) = (ac+γnd̄b, da+bc̄) = (ac−γndb, da−bc)
и (a, b)(d, γnc) = (ad+γn(γnc)b, γnca+ bd̄) = (ad− cb, γn(ca−γnbd)) = ((da− bc), γn(ac− γndb)).
Тогда (a, b)(c, d) = 0, если и только если (a, b)(d, γnc) = 0.

Предложение 5.1.13. Пусть a, ã, b, b̃, c, c̃, d, d̃ — линейно независимые элементы в ±E ′′n.
Тогда

(1) (a, b) ортогонален (c, d), если и только если он ортогонален (c̃, d̃);

(2) (a, b) ортогонален (c, d), если и только если (ã, b̃) ортогонален (c̃, d̃).

Доказательство.

(1) По лемме 5.1.2, любые два элемента из a, b, c, d вместе с ẽ0 порождают октонионную
подалгебру в An. Остаётся заметить, что (a, b)(c, d) = (ac+γnd̄b, da+bc̄) = (ac−γndb, da−
bc) и (a, b)(c̃, d̃) = (ac̃ + γn

¯̃
d b, d̃a + b¯̃c) = (ac̃ − γn d̃b, d̃a − bc̃) = (−ãc + γn d̃b,−d̃a + b̃c) =

(− ˜(ac− γndb),− ˜(da− bc)). Ясно, что (a, b)(c, d) = 0, если и только если (a, b)(c̃, d̃) = 0.

(2) Применим пункт (1) дважды: элементы (a, b) и (c, d) ортогональны, если и только если
(a, b) и (c̃, d̃) ортогональны, если и только если (ã, b̃) и (c̃, d̃) ортогональны.

Сперва мы рассмотрим элементы типа (I) из предложения 5.1.9.

Лемма 5.1.14. Рассмотрим (a,±a) ∈ An+1, где a ∈ E ′n. Заметим, что χ = γn
n(a)
n(±a)

= γn.
Тогда (a,±a) ∈ Z ′

e(An+1), если и только если χ = γn = 1, и в этом случае этот элемент
ортогонален сам себе и всем таким (b,∓b), что b ∈ E ′n \ {a}.

Доказательство. По лемме 5.1.11,

OAn+1((a,±a)) =
{(

b,∓(ab)a

n(a)

) ∣∣∣∣ Re(b) = 0, a(ba) = χ(ab)a

}
.

Явный вид аннуляторов описан в лемме 5.1.11. Из гибкости мы получаем, что a(ba) =

(ab)a, и a(ba) ̸= 0 при b ̸= 0. Таким образом, при χ = −1 имеем l.AnnAn+1((a,±a)) =

r.AnnAn+1((a,±a)) = OAn+1((a,±a)) = {0}, поэтому (a,±a) /∈ Z ′
e(An+1). Теперь предполо-

жим, что χ = 1. По предложению 2.2.3, (a,±a) ортогонален сам себе. Рассмотрим b ∈ E ′n,
b ̸= a. Тогда b ⊥ a, а значит, ab+ ba = 0. Таким образом,

∓(ab)a

n(a)
= ±(ba)a

n(a)
= ∓b(aā)

n(a)
= ∓b,
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поэтому (a,±a) ортогонален (b,∓b).

Теперь перейдём к дважды чисто мнимым элементам типа (II). Те элементы типа (II), в
которых второй компонентой является e0, описываются в лемме 5.1.16.

Лемма 5.1.15. Рассмотрим (ã,±a) ∈ An+1 с условием a ∈ E ′′n = En \{e0, ẽ0}. Заметим, что
χ = γn

n(ã)
n(±a)

= γn
n(ẽ0)n(a)

n(a)
= −γn−1γn.

(1) Если χ = 1, то (ã,±a) ортогонален сам себе, а также элементам (ẽ0,±e0) и (a,±γn ã).

(2) Если χ = −1, то (ã,±a) соединён в Γe(An+1) ребром со всеми такими (b̃,∓b), что
b ∈ E ′′n \ {a, ã}, и только с ними. Кроме того, в этом случае (ã,±a) ∈ Z ′

e(An+1) тогда и
только тогда, когда n ≥ 3.

Доказательство. По лемме 5.1.11,

OAn+1((ã,±a)) =
{(

b,∓(ab)ã

n(ã)

) ∣∣∣∣ Re(b) = 0, a(bã) = χ(ab)ã

}
.

Поскольку элемент a ∈ ±E ′′n , мы можем применить к нему лемму 5.1.1. Таким образом, для
b ∈ Ha = Lin(1, a, ẽ0, ã) выполнено a(bã) = (ab)ã. С другой стороны, если b ⊥ Ha, то можно
применить лемму 5.1.2 к элементам a, b и получить, что a(bã) = −(ab)ã. Остаётся заметить,
что для любого b ∈ E ′n выполнено либо b ∈ Ha, либо b ⊥ Ha.

(1) Предположим, что χ = 1. По предложению 2.2.3, элемент (ã,±a) ортогонален сам себе.
Тогда из предложения 5.1.12 следует, что (ã,±a) также ортогонален (±a, γn ã). Поскольку
b ∈ Ha и b ∈ ±E ′n, остаётся рассмотреть случай b = ẽ0. Ясно, что

∓(aẽ0)ã

n(ã)
= ∓ ãã

n(ã)
= ±e0.

Таким образом, (ã,±a) ортогонален (ẽ0,±e0).

(2) Если χ = −1, то для b ∈ E ′n из a(bã) = χ(ab)ã следует b ⊥ Ha, поэтому вместо b можно
рассмотреть c̃, где c ∈ E ′′n \ {a, ã}. Используем лемму 5.1.2, чтобы вычислить

∓(ac̃)ã

n(ã)
= ±(ãc)ã

n(ã)
= ∓n(a)n(ẽ0)c

n(a)n(ẽ0)
= ∓c.

Отсюда (ã,±a) ортогонален (c̃,∓c).

Заметим, что если n ≤ 2, то An = Ha, поэтому a(bã) = (ab)ã для всех b ∈ An, и тогда
из леммы 5.1.11 следует, что l.AnnAn+1((ã,±a)) = r.AnnAn+1((ã,±a)) = OAn+1((ã,±a)) =
{0}. Однако, если n ≥ 3, то OAn+1((ã,±a)) ̸= {0} и (ã,±a) ∈ Z ′

e(An+1).

Теперь изучим элементы типов (III) и (IV) из предложения 5.1.9. Мы начнём с тех из них,
которые не являются четырежды чисто мнимыми, см. определение 1.2.11. Другими словами,
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одна из их компонент равна либо ±e0, либо ±ẽ0. Ясно, что (e0, c) /∈ Z ′
e(An+1) ни для какого

c ∈ ±En, поэтому мы будем рассматривать только элементы вида (c, e0).

Лемма 5.1.16. Рассмотрим (c, e0) ∈ An+1, c ∈ ±E ′n. Тогда (c, e0) ∈ Z ′
e(An+1) тогда и только

тогда, когда соответствующее χ = 1, и в этом случае элемент (c, e0) ортогонален элемен-
ту (a, b) ∈ Z ′

e(An+1), если и только если ab = n(b)c.

Доказательство. По лемме 5.1.11,

OAn+1((c, e0)) =

{(
a,−(e0a)c

n(c)

) ∣∣∣∣ Re(a) = 0, e0(ac) = χ(e0a)c

}
.

Явный вид аннуляторов описан в лемме 5.1.11. Ясно, что всегда выполнено e0(ac) = ac =

(e0a)c, и ac ̸= 0 при a ̸= 0. Следовательно, при χ = −1 выполнено l.AnnAn+1((c, e0)) =

r.AnnAn+1((c, e0)) = OAn+1((c, e0)) = {0}, поэтому (c, e0) /∈ Z ′
e(An+1). Теперь предположим,

что χ = 1. Пусть a ∈ E ′n. Обозначим b = − ac

n(c)
∈ ±En. Поскольку a альтернативен, по

лемме 2.1.1,

n(b) =
n(ac)

(n(c))2
=
n(a)n(c)

(n(c))2
=
n(a)

n(c)
,

и тогда

ab = −a(ac)
n(c)

=
(aā)c

n(c)
=
n(a)

n(c)
c = n(b)c.

И наоборот, если ab = n(b)c, то b = − ac

n(c)
∈ ±En.

Теперь мы рассмотрим элементы, одна из компонент которых равна ẽ0.

Лемма 5.1.17. Рассмотрим (c, ẽ0), (ẽ0, γnc) ∈ An+1, c ∈ ±E ′′n. Тогда χ((c, ẽ0)) = n(ẽ0)
γnn(c)

=
γnn(ẽ0)
n(γnc)

= χ((ẽ0, γnc)), то есть значения χ для этих элементов совпадают.

(1) Если χ = 1, то (c, ẽ0) и (ẽ0, γnc) ортогональны сами себе, и все содержащие их рёбра в
Γe(An+1) могут быть изображены как

(c̃,−γn−1e0)←→ (c, ẽ0)←→ (ẽ0, γnc)←→ (c̃, γn−1e0).

(2) Пусть теперь χ = −1. Тогда (c, ẽ0) и (ẽ0, γnc) соединены в Γe(An+1) со всеми такими
(a, b) ∈ Z ′

e(An+1), что a ⊥ Hc = Lin(e0, c, ẽ0, c̃) и ab = γn−1n(b)c̃, и только с ними. Кроме
того, в этом случае (c, ẽ0), (ẽ0, γnc) ∈ Z ′

e(An+1), если и только если n ≥ 3.

Доказательство. По лемме 5.1.11,

OAn+1((c, ẽ0)) =

{(
a,−(ẽ0a)c

n(c)

) ∣∣∣∣ Re(a) = 0, ẽ0(ac) = χ(ẽ0a)c

}
.

Поскольку элемент c ∈ ±E ′′n , мы можем применить к нему лемму 5.1.1. Тогда для a ∈ Hc

имеем ẽ0(ac) = (ẽ0a)c. С другой стороны, если a ⊥ Hc, то мы можем применить лемму 5.1.2
к элементам a, c и получить, что ẽ0(ac) = −(ẽ0a)c. Остаётся заметить, что для любого a ∈ E ′n
выполнено либо a ∈ Hc, либо a ⊥ Hc.
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(1) Предположим, что χ = 1. По предложению 2.2.3, элементы (c, ẽ0) и (ẽ0, γnc) ортогональны
сами себе. Тогда из предложения 5.1.12 следует, что (c, ẽ0) также ортогонален (ẽ0, γnc).
Поскольку a ∈ Hc и a ∈ ±E ′n, остаётся рассмотреть случай a = c̃. Из леммы 5.1.1 следует,
что

−(ẽ0 c̃)c

n(c)
= −−γn−1cc

n(c)
= −γn−1cc̄

n(c)
= −γn−1e0.

Мы получаем, что (c, ẽ0) ортогонален (c̃,−γn−1e0). Аналогично, (ẽ0, γnc) ортогонален
(c̃, γn−1e0).

(2) Если χ = −1, то из леммы 5.1.11 ясно, что любой сосед (a, b) элемента (c, ẽ0) или (ẽ0, γnc)

в Γe(An+1) является дважды чисто мнимым. Из предложения 5.1.12 следует, что (a, b)

ортогонален элементу (c, ẽ0), если и только если он ортогонален элементу (ẽ0, γnc). Теперь

рассмотрим некоторый такой a ∈ E ′n, что a ⊥ Hc, и пусть b = −(ẽ0a)c

n(c)
∈ En. По лемме 2.1.1,

n(b) =
n((ẽ0a)c)

(n(c))2
=
n(ẽ0a)n(c)

(n(c))2
=
n(ẽ0)n(a)

n(c)
= −γn−1

n(a)

n(c)
,

Мы используем лемму 5.1.2, чтобы вычислить

ab = a ·
(
−(ẽ0a)c

n(c)

)
= a

ãc

n(c)
= −a ãc

n(c)
= −n(a)c̃

n(c)
= γn−1n(b)c̃.

И наоборот, если ab = γn−1n(b)c̃, то b = −(ẽ0a)c

n(c)
∈ ±En, поэтому (a, b) ортогонален (c, ẽ0).

Заметим, что если n ≤ 2, то An = Hc, поэтому ẽ0(ac) = (ẽ0a)c для всех a ∈ An, и тогда из
леммы 5.1.11 следует, что l.AnnAn+1((c, ẽ0)) = r.AnnAn+1((c, ẽ0)) = l.AnnAn+1((ẽ0, γnc)) =

r.AnnAn+1((ẽ0, γnc)) = {0}. Однако, если n ≥ 3, то OAn+1((c, ẽ0)) = OAn+1((ẽ0, γnc)) ̸= {0}
и (c, ẽ0), (ẽ0, γnc) ∈ Z ′

e(An+1).

Далее мы изучаем отношение ортогональности между четырежды чисто мнимыми эле-
ментами.

Обозначение. Обозначим

A◦
n = An{γ0, . . . , γn−2, γn},

A•
n = An{γ0, . . . , γn−2, γn−1γn}.

Лемма 5.1.18. Пусть a, b, c, d — линейно независимые элементы в ±E ′n−1.

(1) Пусть x ∈ {(a, b), (b, γna), (ã, b̃), (b̃, γn ã)}, y ∈ {(c, d), (c, γnd), (c̃, d̃), (c̃, γn d̃)}. Тогда x и y

ортогональны в An+1, если и только если (a, b) и (c, d) ортогональны в A◦
n.

(2) Пусть x ∈ {(a, b̃), (b̃, γna), (ã, γn−1b), (b, γn−1γn ã)}, y ∈ {(c, d̃), (d̃, γnc), (c̃, γn−1d), (d, γn−1γn c̃)}.
Тогда x и y ортогональны в An+1, если и только если (a, b) и (c, d) ортогональны в A•

n.
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Доказательство.

(1) Ясно, что (a, b) и (c, d) ортогональны в An+1, если и только если (ac+ γnd̄b, da+ bc̄) = 0.
Это условие выполнено в точности тогда, когда (a, b) и (c, d) ортогональны в A◦

n. Равно-
сильность остальных ортогональностей сразу следует из предложений 5.1.12 и 5.1.13.

(2) По лемме 2.1.2, ˜̃b = γn−1b и γ2n−1 = 1, поэтому (ã,
˜̃
b) = (ã, γn−1b) и (

˜̃
b, γ̃na) = (γn−1b, γn ã) =

γn−1(b, γn−1γn ã). Аналогично, (c̃, ˜̃d) = (c̃, γn−1d) и (
˜̃
d, γ̃nc) = γn−1(d, γn−1γn c̃). Тогда, со-

гласно предложениям 5.1.12 и 5.1.13, элементы x ∈ {(a, b̃), (b̃, γna), (ã, γn−1b), (b, γn−1γn ã)}
и y ∈ {(c, d̃), (d̃, γnc), (c̃, γn−1d), (d, γn−1γn c̃)} ортогональны в An+1 тогда и только тогда,
когда (a, b̃) и (c, d̃) ортогональны в An+1.

По лемме 5.1.2, любые два элемента из a, b, c, d вместе с ẽ0 порождают октонионную
подалгебру в An. Отсюда (a, b̃) и (c, d̃) ортогональны в An+1, если и только если

0 = (ac+ γn
¯̃
d b̃, d̃a+ b̃c̄) = (ac+ γn−1γnd̄b,− ˜(da+ bc̄)).

Поскольку в A•
n имеем (a, b)(c, d) = (ac+ γn−1γnd̄b, da+ bc̄), это условие выполнено тогда

и только тогда, когда (a, b) и (c, d) ортогональны в A•
n.

Теперь мы рассмотрим случай, когда четырежды чисто мнимый элемент (a, b) ортогона-
лен некоторому элементу, одна из компонент которого равна либо ±a, либо ±ã (тогда его
другая компонента равна либо ±b, либо ±b̃).

Лемма 5.1.19. Пусть a, b, ã, b̃ — линейно независимые элементы в ±E ′′n.

(1) Если χ = 1, то элемент (a, b) ортогонален сам себе и элементу (b, γna).

(2) Если χ = −1, то элемент (a, b) ортогонален элементам (ã, b̃) и (b̃, γn ã).

Доказательство. По лемме 5.1.11,

OAn+1((a, b)) =

{(
c,−(bc)a

n(a)

) ∣∣∣∣ Re(c) = 0, b(ca) = χ(bc)a

}
.

Из леммы 5.1.2 следует, что ẽ0, a, b порождают октонионную подалгебру в An+1. Отсюда для
c ∈ {±a,±b} выполнено b(ca) = (bc)a, а для c ∈ {±ã,±b̃} выполнено b(ca) = −(bc)a. Заметим,
что во всех этих случаях b(ca) ̸= 0. Таким образом, при χ = 1 нам нужно взять c ∈ {a, b}, а
при χ = −1 нужно взять c ∈ {ã, b̃}.

(1) Если χ = 1, то, по предложению 2.2.3, элемент (a, b) ортогонален сам себе. Отсюда, по
предложению 5.1.12, (a, b) также ортогонален (b, γna). Заметим, что мы используем здесь
только тот факт, что a, b ∈ E ′n.
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(2) Если χ = −1, то рассмотрим сперва c = ã. По лемме 5.1.2,

−(bã)a

n(a)
= −(ãb)a

n(a)
= −−n(a)b̃

n(a)
= b̃,

поэтому (a, b) ортогонален (ã, b̃). Тогда, по предложению 5.1.12, (a, b) также ортогонален
(b̃, γn ã).

Теорема 5.1.20. Пусть n ≥ 1, (a, b) ∈ E ′n × (±En). Тогда (a, b) ∈ Z(An+1), за исключением
следующих случаев:

(1) n ≤ 2 и χ = −1;

(2) b = ±a и χ = γn = −1;

(3) b = ±e0 и χ = γnn(a) = −1.

Доказательство. Если χ = 1, то (a, b) ортогонален сам себе по предложению 2.2.3, а значит,
(a, b) является делителем нуля. Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда χ = −1:

• Если a, b, ã, b̃ — линейно независимые элементы в ±E ′′n , то (a, b) является делителем
нуля по лемме 5.1.19. Этот случай возможен только при n ≥ 3.

• Если a ∈ E ′n и b = ±a, то, по лемме 5.1.14, (a, b) не является делителем нуля. Сюда
входит также тот случай, когда a = ẽ0 и b = ±ẽ0.

• Если a ∈ E ′′n и b = ±ã, то, по лемме 5.1.15, (a, b) является делителем нуля, если и только
если n ≥ 3.

• Если b = ±e0, то, по лемме 5.1.16, (a, b) не является делителем нуля.

• Если a = ẽ0 и b ∈ ±E ′′n , то, по лемме 5.1.17, (a, b) является делителем нуля, если и только
если n ≥ 3.

Объединяя результаты лемм 5.1.14–5.1.17 и 5.1.19, мы получаем следующую теорему.

Теорема 5.1.21. Для каждого элемента (x, y) ∈ Z ′
e(An+1) таблица 5.3 описывает, ка-

кие элементы Z ′
e(An+1) ему ортогональны, в зависимости от χ = χ((x, y)). Мы исполь-

зуем здесь классификацию из предложения 5.1.9 и понятие особого элемента из определе-
ния 5.1.10.
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Номер Тип Элемент
Ортогональные элементы из Z ′

e(An+1)

χ = 1 χ = −1
5.1.21(1) Тип (I) (a,±a), a ∈ E ′n,

χ = γn

Он сам и все такие
(b,∓b), что b ∈ E ′n \ {a}

Не делитель нуля

5.1.21(2) Тип (II),
кроме
(ẽ0,±e0)

(ã,±a), a ∈ E ′′n ,
χ = −γn−1γn

Он сам, (ẽ0,±e0) и
(a,±γn ã)

Все такие (b̃,∓b), что
b ∈ E ′′n \ {a, ã}

5.1.21(3) Типы
(III)–(IV),
(ẽ0,±e0)

(c, e0), c ∈ ±E ′n Все (a, b) ∈ Z ′
e(An+1)

с условием ab = n(b)c.
Это особый элемент

Не делитель нуля

5.1.21(4) Типы
(III)–(IV)

(c, ẽ0), (ẽ0, γnc),
c ∈ ±E ′′n (их χ

равны)

Они сами, и есть путь
(c̃,−γn−1e0) − (c, ẽ0) −
(ẽ0, γnc) − (c̃, γn−1e0).
Это неособые элемен-
ты

Все такие (a, b) ∈
Z ′

e(An+1), что a ⊥ Hc =

Lin(e0, c, ẽ0, c̃) и ab =

γn−1n(b)c̃. Это особые
элементы

5.1.21(5) Типы
(III)–(IV)

(a, b),
a, b, ã, b̃ ∈ ±E ′′n
линейно незави-
симы

Он сам, (b, γna), (c, e0)

с условием ab = n(b)c

и неособые элементы из
леммы 5.1.18

(ã, b̃) и (b̃, γn ã), (c, ẽ0)

и (ẽ0, γnc) с условием
ab = γn−1n(b)c̃ и неосо-
бые элементы из лем-
мы 5.1.18

Таблица 5.3: Условия ортогональности в Z ′
e(An+1).

5.2 Граф ортогональности на парах базисных элементов

5.2.1 Примеры в случае малых размерностей

Из предложения 1.4.8 следует, что при n ≤ 2 все вещественные алгебры Кэли-Диксона
An+1 изоморфны либо алгебрам главной последовательности Mn+1 (C, H, O), либо контр-
алгебрамHn+1 (Ĉ, Ĥ, Ô). Однако, если n ≤ 2, то графы Γe(An+1) могут оказаться неизоморф-
ными для изоморфных алгебр An+1. Мы обсудим этот вопрос подробнее в подразделе 5.3.2.
В настоящем подразделе мы остановим своё внимание лишь на алгебрахMn+1 и Hn+1.

Хорошо известно, что при n ≤ 2 в алгебрах Mn+1 нет делителей нуля, поэтому их гра-
фы делителей нуля имеют пустое множество вершин. Граф ΓO(Ĉ) состоит из двух вершин
[(e0, e0)] и [(e0,−e0)], то есть в Ĥ нет чисто мнимых делителей нуля, поэтому множество вер-
шин V (Γe(Ĉ)) является пустым. Графы Γe(Ĥ) и Γe(Ô) изображены на рисунках 5.4 и 5.5,
соответственно.

Теперь мы рассмотрим три конкретных алгебры Кэли-Диксона An+1 с условием n ≥ 3, а
именно, S =M4, Ŝ = H4 иM5.

Пример 5.2.1. Как было показано в подразделе 3.2.3, любая компонента связности C(ab)
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Рис. 5.4: Граф Γe(Ĥ).

Рис. 5.5: Граф Γe(Ô).

графа Γe(S) является двойным шестиугольником, см. рисунок 5.6. По предложению 3.2.1,
здесь e0, a, b, c, d, ab, ac, ad образуют ортонормированный базис в O. Кроме того, из лем-
мы 3.2.2 следует, что ab = dc = (ac)(ad). Целиком граф Γe(S) уже был изображён на ри-
сунке 3.3, однако для удобства мы приводим его изображение снова на рисунке 5.10.

Замечание 5.2.2. Мы будем использовать те же обозначения при описании компонент связ-
ности Γe(Ŝ) и Γe(M5). Пусть x ̸= e0 — некоторый стандартный базисный элемент O. Суще-
ствуют такие a, b, c, d ∈ E ′3, что x = ab и (a, b)(c, d) = 0 в S. Тогда {e0, a, b, c, d, ac, ad, x} ⊆ ±E3
— ортонормированный базис в O. Элемент x может быть получен умножением следующих
пар элементов ±E ′3, и только их:

x = ab = b · (−a) = dc = c · (−d) = (ac)(ad) = (ad) · (−ac).

Пример 5.2.3. По следствию 4.1.2, в случае алгебры контрседенионов для любого (x, y) ∈
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Z ′
e(Ŝ) всегда выполнено n(x) = n(y) = 1, поэтому χ = γ3

n(x)
n(y)

= 1. По лемме 4.1.7,

OŜ((x, y)) =

{
(z,−(yz)x)

∣∣∣∣ Re(z) = 0, y(zx) = (yz)x

}
.

Нас интересуют только z ∈ E3. Если y = ±x или y = e0, то можно взять любое z ∈ E ′n. В
противном случае, x и y порождают кватернионную подалгебру в O, и тогда нам достаточно
рассмотреть z ∈ {x, y, xy}.

Компонента связности C(e0) содержит элементы вида (a,±a) для a ∈ E ′3, причём (a, a)

соединён ребром с (b,−b), если и только если a ̸= b, см. теорему 5.1.21(1). Мы будем называть
её почти полным (7, 7)-двудольным графом.

Компонента связности C(ab) изображена на рисунке 5.7, где a, b, c, d определены в заме-
чании 5.2.2. Её вид следует из теорем 5.1.21(3) и 5.1.21(5). Компоненты связности такого
вида мы будем называть связками шестиугольников. Граф Γe(S) изображён на рисунке 5.9.

Рис. 5.6: Двойной шестиугольник. Рис. 5.7: Связка шестиугольников.

Пример 5.2.4. Наконец мы рассмотримM5, см. рисунок 5.8. Заметим, что, по лемме 3.1.1(3),
у любой вершины (x, y) в ΓO(Mn) соседи всегда те же, что и у вершины (y,−x). Кроме того,
(x, y) и (y,−x) никогда не соединены ребром. Чтобы сделать изображение Γe(M5) более по-
нятным, из каждой такой пары вершин мы выбираем тот элемент, обе компоненты которого
имеют знак плюс, например, (x, y), и заменяем эту пару одной вершиной (x, y). Так, двойной
шестиугольник на рисунке 5.6 при такой замене упрощается до

(a, b)↔ (c, d)↔ (ac, ad)↔ (b, a)↔ (d, c)↔ (ad, ac)↔ (a, b).

По теореме 5.1.21(1), Γe(M5) не имеет вершин типа (I), поэтому его подграф C(e0) имеет
пустое множество вершин. Явный вид C(ẽ0) следует из теоремы 5.1.21(2), поскольку для
элементов типа (II) выполнено χ = −γ3γ4 = −(−1)(−1) = −1. Заметим, что для b = c̃ мы
имеем (b̃,∓b) = (˜̃c,∓c̃) = (γ3c,∓c̃) = −(c,±c̃).

Рассмотрим некоторую компоненту связности типа (III), скажем, C(ab), где a, b, c, d опре-
делены в замечании 5.2.2. Тогда A◦

4 = A4{−1,−1,−1,−1} = S, поэтому, по лемме 5.1.18,
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Рис. 5.8: Компоненты связности Γe(M5).

умножение вM5 сводится к умножению в S. Остаётся воспользоваться рисунком 5.6, чтобы
получить шестиугольники посередине, и теоремой 5.1.21(4) и 5.1.21(5), чтобы получить до-
полнительные рёбра, которые выполняют две важных функции. Во-первых, они соединяют
все элементы либо с (ẽ0, ãb), либо с (ãb, ẽ0). Во-вторых, если x, y ∈ E ′3, то они соединяют
ребром (x, y) и (x̃, ỹ). Когда мы проходим по ребру, изображённому сплошной линией, про-
изведение двух компонент меняет знак, как это всегда происходит в случае седенионов, см.
лемму 3.2.2. Когда мы проходим по штрихованному ребру, произведение компонент сохра-
няется. Согласно лемме 5.1.5, других возможностей для изменения произведения компонент
нет.

Пусть C(ãb) — компонента связности типа (IV). Так как A•
4 = A4{−1,−1,−1, (−1)(−1)} =

Ŝ, по лемме 5.1.18, умножение в M5 сводится к умножению в Ŝ. Однако Γe(Ŝ) не содер-
жит дважды чисто мнимых элементов с линейно независимыми компонентами, которые бы-
ли бы соединены ребром. Поэтому, чтобы получить C(ãb), мы применяем теорему 5.1.21(4)
и 5.1.21(5). Заметим, что элемент (ã, b) ортогонален элементу (γ4 b̃, ˜̃a) = (γ4 b̃, γ3a) = −(b̃, a).
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Рис. 5.9: Граф Γe(Ŝ).
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Рис. 5.10: Граф Γe(S).
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5.2.2 Структура графа ортогональности

В подразделе 5.2.1 мы описали некоторые из графов Γe(Mn+1) и Γe(Hn+1). Теперь мы
обобщим эти результаты на случай компонент связности графа Γe(An+1) произвольной ве-
щественной алгебры Кэли-Диксона An+1 и найдём их диаметры.

Сперва мы рассмотрим элементы типов (I) и (II) из предложения 5.1.9. Обозначим N =

2n−1 − 1.

Лемма 5.2.5. C(e0) и C(ẽ0) изображены на рисунке 5.11 для различных значений γn и
γn−1γn. Отметим, что если γn = −1, то C(e0) имеет пустое множество вершин. В случае
n ≥ 3 подграфы C(e0) и C(ẽ0), если их множества вершин непусты, являются компонен-
тами связности и имеют диаметр 3.

Доказательство. Явный вид C(e0) сразу следует из теоремы 5.1.21(1).
Чтобы получить C(ẽ0), мы применяем теорему 5.1.21(2) и 5.1.21(3). Случай, когда γn−1γn =

−1, очевиден. В случае, когда γn−1γn = 1, остаётся заметить, что для b = c̃ выполнено
(b̃,∓b) = (˜̃c,∓c̃) = (γn−1c,∓c̃) = γn(c,∓γn c̃).

Связность и значения диаметров проверяются непосредственно.

Рис. 5.11: C(e0) и C(ẽ0) для разных значений γn−1 и γn.

Теперь мы покажем, что при n ≥ 3 и любом x ∈ E ′n−1 подграфы C(x) и C(x̃) также
являются компонентами связности Γe(An+1), и их диаметры равны 3. Напомним, что понятие
особых элементов было введено в определении 5.1.10.
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Теорема 5.2.6. Пусть x ∈ E ′n−1. Структура подграфов C(x) и C(x̃) изображена на рисун-
ке 5.12 для различных значений χ. Здесь a, b, c, d ∈ ±E ′n−1 — произвольные элементы, такие,
что a, b, c, d, x линейно независимы, ab = n(b)x и cd = ±n(d)x, см. предложения 5.1.8 и 5.1.9.
Штрихованное ребро соединяет две вершины в C(x), если и только если (a, b) и (c, d) орто-
гональны в A◦

n, тогда как пунктирное ребро соединяет две вершины в C(x̃), если и только
если (a, b) и (c, d) ортогональны в A•

n, см. лемму 5.1.18.

Доказательство. Мы рассматриваем все случаи независимо. Заметим, что если a, b ∈ ±E ′n−1

таковы, что (a, b) ∈ C(x) или (a, b̃) ∈ C(x̃), то ab = ±x ̸= ±e0. Поэтому e0, a, b линейно
независимы, а значит, a и b удовлетворяют условиям леммы 5.1.2, то есть ẽ0, a, b порождают
октонионную подалгебру Oa,b.

(1) Пусть χ = −1 для C(x). По теореме 5.1.21(4), (x̃, ẽ0) и (ẽ0, γn x̃) ортогональны тем (a, b) ∈
Z ′

e(An+1), которые удовлетворяют условиям a ⊥ Lin(e0, x, ẽ0, x̃) и ab = γn−1n(b)˜̃x =

(γn−1)
2n(b)x = n(b)x. Теперь мы предположим, что a, b ∈ ±E ′n−1 и ab = n(b)x, тогда

элементы (x̃, ẽ0) и (a, b) ортогональны. Применяя теорему 2.2.12 к элементам (x̃, ẽ0) и
(a, b), мы получаем следующий шестиугольник:

(x̃, ẽ0)↔ (a, b)↔ (ã, b̃)↔ (x̃,−ẽ0)↔ (a,−b)↔ (ã,−b̃)↔ (x̃, ẽ0).

Так как χ = −1 и все элементы этого шестиугольника дважды чисто мнимые, из предло-
жения 5.1.12 следует, что у элемента (A,B) те же соседи, что и у элемента (B, γnA). От-
сюда мы получаем двойной шестиугольник, состоящий из элементов (x̃,±ẽ0), (ẽ0,±γn x̃),
(a,±b), (ã,±b̃), (b,±γna) и (b̃,±ã).

Отметим, что мы также могли получить этот двойной шестиугольник с помощью теоре-
мы 5.1.21(4) и 5.1.21(5). А именно, мы могли явно найти, какие пары его вершин соеди-
нены между собой ребром, а какие — нет.

Пусть теперь a, b, c, d ∈ ±E ′n−1 линейно независимы. Применим лемму 5.1.18, которая
утверждает, что любой элемент множества {(a, b), (b, γna), (ã, b̃), (b̃, γn ã)} ортогонален лю-
бому элементу множества {(c, d), (c, γnd), (c̃, d̃), (c̃, γn d̃)}, если и только если (a, b) и (c, d)

ортогональны в A◦
n. Мы изображаем эти рёбра штрихованными линиями.

Заметим, что cd = ±ab, поэтому cd = ±n(d)x. Значит, (c, d) ортогонален либо элементу
(x̃, ẽ0), либо элементу (x̃,−ẽ0). Тогда мы можем получить двойной шестиугольник, ана-
логичный тому, который содержит (a, b), где (c, d) играет роль либо элемента (a, b), либо
элемента (a,−b).

(2) Пусть χ = 1 для C(x). По теореме 5.1.21(3), элемент (x, e0) ортогонален тем (a, b) ∈
Z ′

e(An+1), для которых ab = n(b)x. Пусть теперь a, b ∈ ±E ′n−1 и ab = n(b)x. Применяя
теорему 2.2.12 к элементам (x, e0) и (a, b), получим следующий шестиугольник:

(x, e0)↔ (a, b)↔ (b, γna)↔ (x,−e0)↔ (a,−b)↔ (b,−γna)↔ (x, e0).
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Рис. 5.12: Компоненты связности типов (III) и (IV) для различных значений χ.

112



Заметим также, что, по лемме 5.1.2, ãb̃ = −n(ẽ0)ab = −n(ẽ0)n(b)x = −n(b̃)x, поэтому
(ã, b̃) ортогонален (x,−e0). Аналогично мы получаем шестиугольник

(x,−e0)↔ (ã, b̃)↔ (b̃, γn ã)↔ (x, e0)↔ (ã,−b̃)↔ (b̃,−γn ã)↔ (x,−e0).

Из теоремы 5.1.21(5) следует, что других рёбер между вершинами этих двух шестиуголь-
ников нет.

Пусть a, b, c, d ∈ ±E ′n−1 линейно независимы. По лемме 5.1.18, любой элемент множества
{(a, b), (b, γna), (ã, b̃), (b̃, γn ã)} ортогонален любому элементу множества {(c, d), (c, γnd),
(c̃, d̃), (c̃, γn d̃)}, если и только если (a, b) и (c, d) ортогональны в A◦

n.

Поскольку cd = ±n(d)x, элемент (c, d) ортогонален либо элементу (x, e0), либо элементу
(x,−e0). Таким образом, мы можем получить два шестиугольника, аналогичных тем,
которые содержат элементы (a, b) и (ã, b̃).

Применим теорему 5.1.21(4), чтобы получить шестиугольник, содержащий (x̃, ẽ0):

(x,−e0)↔ (x̃, ẽ0)↔ (ẽ0, γn x̃)↔ (x, e0)↔ (x̃,−ẽ0)↔ (ẽ0,−γn x̃)↔ (x,−e0).

Элементы (x̃,±ẽ0) и (ẽ0,±γn x̃) не соединены ни с какими другими вершинами подграфа
C(x).

(3) Пусть χ = −1 для C(x̃). Предположим, что a, b ∈ ±E ′n−1 таковы, что (x, ẽ0) и (a, b̃)

ортогональны. По теореме 5.1.21(4), это равносильно тому, что a ⊥ Lin(e0, x, ẽ0, x̃) и
−ãb = ab̃ = γn−1n(b̃)x̃ = γn−1n(b)n(ẽ0)x̃ = −(γn−1)

2n(b)x̃ = −n(b)x̃, то есть ab = n(b)x.
Применяя теорему 2.2.12 к элементам (x, ẽ0) и (a, b̃), мы получаем следующий шести-
угольник:

(x, ẽ0)↔ (a, b̃)↔ (ã, γn−1b)↔ (x,−ẽ0)↔ (a,−b̃)↔ (ã,−γn−1b)↔ (x, ẽ0).

Оставшаяся часть доказательства аналогична случаю C(x) при χ = −1, за одним лишь
исключением. Пусть a, b, c, d ∈ ±E ′n−1 линейно независимы. По лемме 5.1.18, любой эле-
мент множества {(a, b̃), (b̃, γna), (ã, γn−1b), (b, γn−1γn ã)} ортогонален любому элементу мно-
жества {(c, d̃), (d̃, γnc), (c̃, γn−1d), (d, γn−1γn c̃)}, если и только если (a, b) и (c, d) ортогональ-
ны в A•

n. Мы изображаем эти рёбра пунктирным линиями.

(4) Пусть χ = 1 для C(x̃). Предположим, что a, b ∈ ±E ′n−1 таковы, что (γn−1 x̃, e0) и (a, b̃)

ортогональны. По теореме 5.1.21(3), это равносильно тому, что −ãb = ab̃ = n(b̃)(γn−1 x̃) =

−n(b)x̃, то есть ab = n(b)x. Применяя теорему 2.2.12 к элементам (γn−1 x̃, e0) и (a, b̃), мы
получаем следующий шестиугольник:

(γn−1 x̃, e0)↔ (a, b̃)↔ (b̃, γna)↔ (γn−1 x̃,−e0)↔ (a,−b̃)↔ (b̃,−γna)↔ (γn−1 x̃, e0).

Заметим также, что, по лемме 5.1.2, ã(γn−1b) = −γn−1 ãb = n(b)(−γn−1 x̃). Тогда, по тео-
реме 5.1.21(3), элемент (ã, γn−1b) ортогонален элементу (γn−1 x̃,−e0). Аналогично мы по-
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лучаем шестиугольник

(γn−1 x̃,−e0)↔ (ã, γn−1b)↔ (b, γn−1γn ã)↔ (γn−1 x̃, e0)↔

↔ (ã,−γn−1b)↔ (b,−γn−1γn ã)↔ (γn−1 x̃,−e0).

Применяя теорему 5.1.21(4), мы также получаем шестиугольник, содержащий (x, ẽ0):

(γn−1 x̃,−e0)↔ (x, ẽ0)↔ (ẽ0, γnx)↔ (γn−1 x̃, e0)↔

↔ (x,−ẽ0)↔ (ẽ0,−γnx)↔ (γn−1 x̃,−e0).

Пусть теперь a, b, c, d ∈ ±E ′n−1 линейно независимы. Тогда, по лемме 5.1.18, любой элемент
множества {(a, b̃), (b̃, γna), (ã, γn−1b), (b, γn−1γn ã)} ортогонален любому элементу множе-
ства {(c, d̃), (d̃, γnc), (c̃, γn−1d), (d, γn−1γn c̃)}, если и только если (a, b) и (c, d) ортогональны
в A•

n.

Замечание 5.2.7. Элементы (d,±γnc) и (d̃,±γn c̃), а также (d̃,±γnc) и (d,±γn−1γn c̃) не изоб-
ражены на рисунках подграфов C(x) и C(x̃), соответственно. Однако их соседи, не являю-
щиеся особыми элементами, могут быть описаны с помощью леммы 5.1.18.

По аналогии с (a,±b) и (ã,±b̃) мы получаем, что, в случае C(x), элементы (c, d) и (c̃,−d̃)
соединены рёбрами с особыми элементами с одной стороны, тогда как (c,−d) и (c̃, d̃) соеди-
нены рёбрами с особыми элементами с другой стороны. В случае C(x̃), элементы (c, d̃) и
(c̃,−γn−1d) соединены рёбрами с особыми элементами с одной стороны, тогда как (c,−d̃) и
(c̃, γn−1d) соединены рёбрами с особыми элементами с другой стороны, снова по аналогии с
(a,±b̃) и (ã,±γn−1b).

Следствие 5.2.8. Если n ≥ 3, то диаметры подграфов C(x) и C(x̃) равны 3.

Доказательство. Из теоремы 5.2.6 следует, что любой неособый элемент A принадлежит
либо шестиугольнику (при χ = 1), либо двойному шестиугольнику (при χ = −1), две про-
тивоположные вершины (или пары вершин) которого являются особыми. Таким образом, A
лежит на расстоянии 1 от одного особого элемента (или пары элементов) и на расстоянии 2

от другого особого элемента (или пары элементов).
Чтобы соединить неособые элементы A и B, мы сперва выбираем ближайший особый эле-

мент к A (на расстоянии 1), а затем двигаемся от него к B (и при этом проходим расстояние
не больше 2), отсюда d(A,B) ≤ 3. Поскольку n ≥ 3, из теоремы 5.1.20 следует, что неособые
делители нуля существуют, поэтому мы можем соединить любые два особых элемента путём
длины не больше 3. Остаётся заметить, что расстояние между противоположными особыми
элементами равно в точности 3.

Следствие 5.2.9. Если n ≥ 3, то Γe(An+1) содержит 2n компонент связности при γn = 1 и
2n−1 компоненту связности при γn = −1. Пусть C — произвольная компонента связности
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графа Γe(An+1). Тогда диаметр C равен 3. Кроме того, мы можем найти число вершин в
C по формуле

|V (C)| =

2n+1 − 2, χ(C) = 1;

2n+1 − 4, χ(C) = −1.

Доказательство. В лемме 5.2.5 и теореме 5.2.6 мы показали, что C(x) является компонентой
связности Γe(An+1) для любого x ∈ E ′n. Подграф C(e0) имеет непустое множество вершин
тогда и только тогда, когда γn = 1, и в этом случае он также является компонентой связности.
Отсюда мы получаем число компонент связности графа Γe(An+1). Значения их диаметров
вытекают из леммы 5.2.5 и следствия 5.2.8.

Мы используем теорему 5.1.20, чтобы вычислить число вершин в C(x), x ∈ En. Нас инте-
ресуют такие (a, b) ∈ Ze(An+1), что ab = ±x. Если χ = 1, то мы можем взять любое a ∈ E ′n и
найти два значения b, которые будут соответствовать x и −x. Таким образом, мы получаем
2(2n−1) = 2n+1−2 элементов. Если χ = −1, то нам подойдут только a ∈ E ′n \{x}. Поскольку
в этом случае x ̸= e0, мы имеем 2(2n − 2) = 2n+1 − 4 вариантов выбора (a, b).

Предложение 5.2.10. Для любого n ≥ 1 все компоненты связности Γe(An+1) являются
эйлеровыми графами.

Доказательство. Из рисунков 5.11 и 5.12 легко видеть, что степень любой вершины C(x)

чётна. В частности, мы используем здесь лемму 5.1.18, согласно которой все неособые элемен-
ты типов (III) и (IV) разбиваются на группы «почти эквивалентных» элементов, по четыре
элемента в каждой. Отсюда следует, что штрихованная или пунктирная степень каждой
неособой вершины делится на 4.

Возможен также случай, при котором C(x) имеет пустое множество вершин или состоит
из двух не связанных между собой вершин, см. теорему 5.3.6 далее, однако компоненты
связности этих графов также являются эйлеровыми.

5.3 Восстановление параметров по графу Γe(An+1)

5.3.1 Нахождение γn−1 и γn при n ≥ 4

Наша текущая цель — восстановить все значения параметров γk алгебры An+1, k =

0, . . . , n, по её графу ортогональности Γe(An+1). При n ≥ 3 следствие 5.2.9 позволяет опреде-
лить значение n по числу компонент связности Γe(An+1). Затем мы можем посчитать число
элементов в каждой компоненте связности и отсюда найти значение её характеристики χ.

Сперва мы научимся находить особые элементы (см. определение 5.1.10) в компонентах
связности вида C(x), где x ∈ E ′′n .

Лемма 5.3.1. Пусть n ≥ 2 и x ∈ E ′′n.

(1) Если χ = 1, то C(x) имеет непустое множество вершин. Если n = 2, то C(x) —
шестиугольник, поэтому в качестве особых элементов можно взять любые две его
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противоположные вершины. Если n ≥ 3, то особые элементы подграфа C(x) определя-
ются однозначно.

(2) Если χ = −1, то C(x) имеет непустое множество вершин тогда и только тогда, когда
n ≥ 3. Если n = 3, то C(x) — двойной шестиугольник, поэтому в качестве особых
элементов можно взять любые две пары противоположных вершин. Если n ≥ 4, то
особые элементы подграфа C(x) определяются однозначно.

Доказательство. Ясно, что E ′′n ̸= ∅ тогда и только тогда, когда n ≥ 2, поэтому это условие
является существенным.

(1) Пусть χ = 1. По теореме 5.1.20, любой элемент (a, b) ∈ E ′n × (±En) с условием ab = x

является делителем нуля, и такие (a, b) существуют, поэтому V (C(x)) непусто.

Если n = 2, то En = {e0, x, ẽ0, x̃} с точностью до умножения элементов на ±1. Отсюда
C(x) — это шестиугольник, в котором нет посторонних рёбер:

(x,−e0)↔ (x̃, ẽ0)↔ (ẽ0, γn x̃)↔ (x, e0)↔ (x̃,−ẽ0)↔ (ẽ0,−γn x̃)↔ (x,−e0).

Ясно, что любые два противоположных элемента могут быть выбраны в качестве особых
с точностью до автоморфизма графа C(x).

Если n ≥ 3, то существуют такие a, b ∈ E ′′n , что ab = n(b)x, и мы получаем по мень-
шей мере ещё два шестиугольника, проходящих через (x, e0) и (x,−e0). Расстояние от
(x,±e0) до любого неособого элемента не превосходит 2, поэтому единственный элемент,
находящийся на расстоянии 3 от особого элемента, — это другой особый элемент. Однако
расстояние от (x̃, ẽ0) и (ẽ0,−γn x̃) до (a, b) и (ã,−b̃) равно в точности 3, а расстояние от
(x̃,−ẽ0) и (ẽ0, γn x̃) до (a,−b) и (ã, b̃) также равно 3. Поэтому никакой из этих элементов
не может перейти в особый элемент при автоморфизме графа C(x), а значит, (x, e0) и
(x,−e0) определены однозначно.

(2) Пусть χ = −1. По теореме 5.1.20, V (C(x)) непусто тогда и только тогда, когда n ≥ 3.

Если n = 3, то, с точностью до умножения элементов на±1, En = {e0, x, ẽ0, x̃, a, b, ã, b̃} для
некоторых a, b с условием ab = n(b)x. Отсюда C(x) — двойной шестиугольник, состоящий
из элементов (x̃,±ẽ0), (ẽ0,±γn x̃), (a,±b), (ã,±b̃), (b,±γna) и (b̃,±ã). Любые две пары
противоположных элементов могут быть выбраны в качестве особых с точностью до
автоморфизма графа C(x).

Если n ≥ 4, то особые и неособые элементы можно различить по степеням соответствую-
щих им вершин. По следствию 5.2.9, C(x) состоит из 2n+1−4 вершин. В точности 2n+1−8

из них являются неособыми. Любой особый элемент соединяется рёбрами ровно с поло-
виной из них, то есть его степень равна 2n−4. Теперь предположим, что некоторый сосед,
скажем, (a, b), некоторого особого элемента, скажем, (x̃, ẽ0), имеет степень K. Тогда K−4
из его соседей не принадлежат тому же двойному шестиугольнику, который содержит
(a, b) и (x̃, ẽ0). Половина из них, то есть K−4

2
элементов, соединена рёбрами с элементом
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(x̃, ẽ0), а другая половина соединена с элементом (x̃,−ẽ0). Это означает, что у произ-
вольного неособого элемента степени K имеется ровно K−4

2
общих соседей с каждым из

особых элементов.

Теперь предположим, что некоторый неособый элемент (a, b) переходит в особый элемент
при автоморфизме φ графа C(x). Обозначим степень элемента (a, b) за K. Тогда K =

2n− 4 ≥ 12. Степень его соседа (ã, b̃) также равна K. По лемме 5.1.18, любой сосед (a, b)

вне содержащего их двойного шестиугольника также является соседом (ã, b̃), и наоборот.
Поэтому у элементов (a, b) и (ã, b̃) имеется K − 4 > K−4

2
общих соседей. Мы получили

противоречие с тем, что особый элемент φ((a, b)) и его неособый сосед φ((ã, b̃)) имеют
ровно K−4

2
общих соседей. Таким образом, особые элементы определены однозначно.

Лемма 5.3.2. Если n ≥ 3, то мы можем определить значения n и γn и, если γn = 1, найти
C(e0). Если n ≥ 4, то мы также можем найти C(ẽ0) и тем самым определить значение
γn−1.

Доказательство. Пусть n ≥ 3. По следствию 5.2.9, число компонент связности равно либо
2n при γn = 1, либо 2n−1 при γn = −1. Значит, мы можем посчитать компоненты связности и
найти n и γn. Если γn = −1, то C(e0) имеет пустое множество вершин. Если γn = 1, то C(e0)
однозначно описывается леммой 5.2.5, поэтому нам достаточно найти компоненту связности,
изоморфную C(e0), и считать, что это и есть C(e0). Далее мы будем рассматривать Γe(An+1)

без C(e0).
Пусть теперь n ≥ 4, и мы хотим найти компоненту связности C(ẽ0). Она изображена

на рисунке 5.11 для различных значений χ. Если χ = −γn−1γn = −1, то степень любого
элемента равна 2(N − 1) = 2n − 4. Однако ни у каких двух смежных вершин нет общих
соседей. Предположим теперь, что C(ẽ0) изоморфна некоторой C(x) с условием x ∈ E ′′n .
Пусть A ∈ V (C(ẽ0)) отображается при этом изоморфизме в особый элемент, а B ∈ V (C(ẽ0))

отображается в его неособого соседа. Степень B равна K = 2n−4 ≥ 12. Тогда, по лемме 5.3.1,
A и B имеют K−4

2
≥ 4 общих соседей, противоречие.

Таким образом, если χ = −γn−1γn = −1, то мы всегда можем найти C(ẽ0) как единствен-
ную компоненту связности с χ = −1, но без особых элементов. И наоборот, если такая ком-
понента связности существует, то γn−1γn = 1. В противном случае, γn−1γn = −1, и остаётся
найти компоненту связности, изоморфную соответствующему графу C(ẽ0) на рисунке 5.11.
Теперь мы умеем определять значение γn−1γn, а значит, мы также знаем γn−1.

5.3.2 Различение алгебр при n ≤ 3

Мы уже видели в лемме 5.3.2, что мы можем найти C(ẽ0) и определить значение γn−1

только при n ≥ 4. Следствие 5.2.9 устанавливает количество компонент связности только
при n ≥ 3, поэтому значение γn мы также можем найти только при n ≥ 3. Теорема 5.1.20,
описывающая вершины графа Γe(An+1), также имеет некоторые исключения при n ≤ 2.
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Мы скоро увидим, что при n ≤ 3 мы даже не можем различить компоненты связности
типов (III) и (IV). В силу этих причин, нам необходимо отдельно рассмотреть случай, когда
1 ≤ n ≤ 3. Как было показано в подразделе 5.2.1, при n = 0 граф Γe(An+1) всегда имеет
пустое множество вершин.

В этом разделе нам понадобятся предложение 5.1.7 и следующее предложение.

Предложение 5.3.3. Пусть n ≥ 1. Если γk = −1 для всех k = 0, . . . , n − 1, то n(e(n)j ) = 1

для всех j = 0, . . . , 2n − 1. В противном случае, у 2n−1 элементов из En норма равна 1, а у
оставшихся 2n−1 элементов норма равна −1, причём всегда выполнено n(e0) = 1.

Доказательство. Непосредственно следует из равенства (1.1) и леммы 1.3.2.

Следствие 5.3.4. Значения χ для подграфов C(x), x ∈ En, таковы:

(1) Если γk = −1 для всех k = 0, . . . , n− 1, то χ(C(x)) = γn для всех x ∈ En.

(2) В противном случае, χ(C(x)) равно 1 для 2n−1 элементов x ∈ En и равно −1 для осталь-
ных 2n−1 элементов. Кроме того, всегда выполнено χ(C(e0)) = γn.

Доказательство. По предложению 5.1.7, χ(C(x)) = γnn(x). Остаётся применить предложе-
ние 5.3.3.

Лемма 5.3.5. При 1 ≤ n ≤ 3 мы можем найти явный вид подграфа C(x), x ∈ En, в
зависимости от его значения χ.

n = 1: Если χ = −1, то C(x) имеет пустое множество вершин. Если χ = 1, то C(x)

состоит из двух не соединённых между собой вершин.

n = 2: Если χ = −1, то C(x) имеет пустое множество вершин. Если χ = 1, то C(x) —
шестиугольник.

n = 3: Предположим сперва, что x ∈ E ′n. Если χ = −1, то C(x) — двойной шестиугольник,
см. рисунок 5.6. Если χ = 1, то C(x) — связка шестиугольников, см. рисунок 5.7.

Теперь рассмотрим случай, когда x = e0. Если χ = −1, то C(e0) имеет пустое
множество вершин. Если χ = 1, то C(e0) — почти полный (7, 7)-двудольный граф,
см. изображение C(e0) графа Γe(Ŝ) на рисунке 5.9.

Доказательство. Из теоремы 5.1.20 следует, что при n ≤ 2 нет делителей нуля с χ = −1,
тогда как любой элемент с χ = 1 всегда является делителем нуля. Оставшая часть утвер-
ждения непосредственно следует из леммы 5.2.5 и теоремы 5.2.6. Мы используем здесь тот
факт, что:

n = 1: En = {e0, ẽ0};

n = 2: En = {e0, ẽ0, a, ã} с точностью до умножения элементов на ±1 для любого a ∈ E ′′n ;

n = 3: En = {e0, ẽ0, a, ã, b, b̃, ab, ãb} с точностью до умножения элементов на ±1, если a, b ∈ E ′′n
и a, ã, b, b̃ линейно независимы.
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Заметим, что компоненты разных типов не отличаются между собой, за исключением типа (I)
при n = 3, и их структура зависит только от их значения χ.

Теорема 5.3.6. Если 1 ≤ n ≤ 3, то Γe(An+1) изоморфен одному из следующих графов.

n = 1: • Если γ0 = γ1 = −1, то Γe(An+1) имеет пустое множество вершин.

• Если γ0 = 1, то Γe(An+1) состоит из двух не соединённых между собой вершин.

• Если γ0 = −1 и γ1 = 1, то Γe(An+1) состоит из четырёх не соединённых между
собой вершин, см. рисунок 5.4.

n = 2: • Если γ0 = γ1 = γ2 = −1, то Γe(An+1) имеет пустое множество вершин.

• Если γ0 = 1 или γ1 = 1, то Γe(An+1) состоит из двух шестиугольников.

• Если γ0 = γ1 = −1 и γ2 = 1, то Γe(An+1) состоит из четырёх шестиугольников,
см. рисунок 5.5.

n = 3: • Если γ0 = γ1 = γ2 = γ3 = −1, то Γe(An+1) состоит из семи двойных шести-
угольников, см. рисунок 5.10.

• Если хотя бы один из параметров γ0, γ1, γ2 равен 1 и γ3 = −1, то Γe(An+1) со-
стоит из трёх двойных шестиугольников и четырёх связок шестиугольников.

• Если хотя бы один из параметров γ0, γ1, γ2 равен 1 и γ3 = 1, то Γe(An+1) со-
стоит из четырёх двойных шестиугольников, трёх связок шестиугольников и
одного почти полного (7, 7)-двудольного графа.

• Если γ0 = γ1 = γ2 = −1 и γ3 = 1, то Γe(An+1) состоит из семи связок шести-
угольников и одного почти полного (7, 7)-двудольного графа, см. рисунок 5.9.

Доказательство. Непосредственно вытекает из следствия 5.3.4 и леммы 5.3.5. При n ≤ 2

у нас нет необходимости рассматривать C(e0) отдельно, и все C(x), для которых χ = −1,
имеют пустые множества вершин. Что касается случая n = 3, C(e0) отличается от других
компонент связности с тем же значением χ, и это единственная компонента связности, мно-
жество вершин которой может оказаться пустым, а именно, при γn = −1. Это связано с
тем, что следствие 5.2.9 выполняется в точности при n ≥ 3. По этой причине при n = 3

необходимо рассматривать четыре случая, в отличие от трёх случаев при n = 1 и n = 2.

Следствие 5.3.7. Пусть 1 ≤ n,m ≤ 3, γ = {γ0, . . . , γn} и λ = {λ0, . . . , λm} — две последова-
тельности параметров. Предположим, что графы Γe(Aγ

n+1) и Γe(Aλ
m+1) имеют непустые

множества вершин и изоморфны. Тогда алгебры Aγ
n+1 и Aλ

m+1 также изоморфны.

Доказательство. По теореме 5.3.6, размер каждой компоненты связности равен 1 при n = 1,
6 при n = 2, а также 12 или 14 при n = 3. Поскольку графы Γe(Aγ

n+1) и Γe(Aλ
m+1) имеют непу-

стые множества вершин и изоморфны, мы сразу получаем, что n = m. Теперь рассмотрим
три случая:
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n = 1: Единственные два случая, при которых различные алгебры имеют изоморфные гра-
фы, – это γ0 = 1, γ1 = −1 и γ0 = 1, γ1 = 1. По предложению 1.4.8, обе алгебры
изоморфны H2.

n = 2: Различные алгебры имеют изоморфные графы, когда хотя бы один из параметров
γ0 и γ1 равен 1. Однако, по предложению 1.4.8, во всех шести случаях получаются
алгебры, изоморфные H3.

n = 3: Согласно следствию 5.2.9, мы имеем семь компонент связности при γ3 = −1 и восемь
компонент связности при γ3 = 1. Таким образом, значение параметра γ3 определено
однозначно.

Пусть, например, γ3 = −1. Различные алгебры имеют изоморфные графы, если и
только если хотя бы один из параметров γ0, γ1, γ2 равен 1. Однако во всех семи случаях
алгебра A3 изоморфна H3. Значит, A4 = A3{−1} изоморфна H3{−1} (мы применяем
изоморфизм покомпонентно).

Случай γ3 = 1 доказывается полностью аналогично.

В теореме 5.3.16 мы увидим, что при n = 3 обратное утверждение к следствию 5.3.7
также выполняется, то есть, если алгебры изоморфны, то их графы ортогональности также
изоморфны.

Однако при n ≤ 2 обратное утверждение к следствию 5.3.7 неверно. По предложению 1.4.8,
при n ≤ 2 все вещественные алгебры Кэли-Диксона An+1 изоморфны либо алгебрам главной
последовательностиMn+1, либо контр-алгебрамHn+1. В частности,A2{1,−1} ∼= A2{−1, 1} =
H2, но, по теореме 5.3.6, их графы неизоморфны. Аналогично, графы изоморфных алгебр
A3{1,−1,−1} и A3{−1,−1, 1} = H3 также неизоморфны. В разделе 5.4 мы обсудим, как
можно решить эту проблему.

5.3.3 Рекурсивный поиск параметров алгебры

В подразделе 5.3.1 мы показали, как можно восстановить γn−1 и γn по графу Γe(An+1)

при n ≥ 4. Теперь мы научимся строить по Γe(An+1), n ≥ 4, графы Γe(A◦
n) и Γe(A•

n). Это
позволит нам найти все остальные значения γk, k = 0, . . . , n, рекурсивно.

Из теоремы 5.2.6 следует, что для x ∈ E ′n−1 по компоненте связности C(x) нужно строить
компоненту связности C◦(x) графа Γe(A◦

n), тогда как по C(x̃) нужно строить компоненту
связности C•(x) графа Γe(A•

n). Сперва мы посмотрим, как при таком преобразовании изме-
няется значение χ.

Лемма 5.3.8. Пусть x ∈ E ′n−1.

(1) Если C(x) преобразуется в C◦(x), то значение χ сохраняется.

(2) Если C(x̃) преобразуется в C•(x), то χ меняет знак.
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Доказательство. Чтобы найти значения χ, мы воспользуемся предложением 5.1.7.

(1) Имеем χ(C(x)) = γnn(x). Поскольку x ∈ An−1, норма x будет такой же и в An−1. Напом-
ним, что A◦

n = An−1{γn}. Ясно, что тогда также выполнено χ(C◦(x)) = γnn(x).

(2) Имеем χ(C(x̃)) = γnn(x̃) = γnn(x)n(ẽ0) = −γn−1γnn(x) в Γe(An+1). Поскольку A•
n =

An−1{γn−1γn}, χ(C•(x)) = γn−1γnn(x). Следовательно, χ меняет знак.

Лемма 5.3.9. Пусть x ∈ E ′n−1, n ≥ 4. Тогда на рисунке 5.13 изображено, как из C(x) и C(x̃)
можно получить C◦(x) и C•(x). Жирные линии обозначают те рёбра и вершины, которые
сохраняются при этом преобразовании, тогда как все остальные стираются.

(1) C(x) преобразуется в C◦(x) следующим образом:

(a) Если χ = −1, то мы находим некоторый особый элемент и отмечаем всех его
соседей. Затем мы стираем все остальные элементы, кроме отмеченных. В част-
ности, мы стираем все особые элементы. Другими словами, мы берём подграф C(x)

на множестве отмеченных вершин.

(b) Если χ = 1, то мы находим два противоположных особых элемента и стира-
ем две изолированных цепочки между ними, которые соответствуют элементам
(x̃,±ẽ0). Затем мы разбиваем все остальные цепочки на пары следующим образом:
между двумя цепочками из одной пары рёбер нет, однако множества соседних с ни-
ми цепочек совпадают. Наконец, мы оставляем ровно по одной цепочке из каждой
такой пары.

(2) C(x̃) преобразуется в C•(x) следующим образом:

(a) Если χ = −1, то мы разбиваем все элементы на пары: два элемента пары не соеди-
нены между собой ребром, но имеют одно и то же множество соседей. Затем мы
оставляем ровно по одному элементу из каждой пары.

(b) Если χ = 1, то мы находим два противоположных особых элемента и стира-
ем две изолированных цепочки между ними, которые соответствуют элементам
(x,±ẽ0). Затем мы отмечаем всех соседей одного из особых элементов. Наконец,
мы стираем все элементы, кроме отмеченных.

Доказательство. Мы будем пользоваться теоремой 5.2.6, описывающей C(x) и C(x̃) для раз-
личных значений χ. Напомним, что, поскольку n ≥ 4, особые элементы могут быть найдены
с помощью леммы 5.3.1.

(1) Сперва мы покажем, как C(x) преобразуется в C◦(x). По лемме 5.3.8, значение χ при
этом сохраняется.

(a) Пусть χ = −1. По следствию 5.2.9, C(x) содержит 2n+1− 4 вершины. Тогда χ(C◦(x))

также равно −1, и C◦(x) содержит 2n − 4 вершины. В обоих случаях нет элементов
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Рис. 5.13: Рекурсивное преобразование компонент связности типов (III) и (IV).
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вида (x,±e0). Поэтому C◦(x) состоит только из вершин вида (a, b), где a ∈ E ′n−1, b ∈
±E ′n−1 и ab = ±x. Из леммы 5.1.18 следует, что подграф C(x) на множестве элементов
вида (a, b) действительно изоморфен C◦(x). Заметим также, что, по теореме 5.1.21(5),
элемент (a, b) не соединён рёбрами с (a,−b) и (b,±a) ни в C(x), ни в C◦(x). Таким
образом, особые элементы (x̃,±ẽ0) и (ẽ0,±γn x̃) и элементы вида (ã, b̃) нам больше не
понадобятся.

Однако мы не можем различить в графе элементы (a, b) и (ã, b̃) между собой, за
исключением того факта, что они соединёны рёбрами с разными парами особых вер-
шин. Кроме того, половина элементов вида (a, b) соединена рёбрами с одной парой
особых элементов, а другая половина — с другой, и мы не можем определить по
графу, как именно они поделены пополам. Таким образом, мы не можем найти на-
стоящий подграф C(x) на множестве элементов вида (a, b), однако мы можем найти
изоморфный ему подграф. Действительно, если мы возьмём всех соседей некоторой
пары особых элементов, то мы всегда будем брать ровно один элемент из каждой па-
ры элементов (a, b) и (ã, b̃). Поскольку множества неособых соседей элементов (a, b)

и (ã, b̃) совпадают, полученный подграф изоморфен C◦(x).

(b) Пусть χ = 1. Тогда C(x) содержит 2n+1−2 вершины, χ(C◦(x)) также равно 1, и C◦(x)

содержит 2n−2 вершины. В обоих случаях есть элементы вида (x,±e0). Подграф C(x)

на множестве элементов вида (a, b) и (x,±e0) изоморфен C◦(x). Действительно, при
a, c ∈ E ′n−1, b, d ∈ ±En−1 элементы (a, b) и (c, d) ортогональны в An+1 тогда и только
тогда, когда (a, b) и (c, d) ортогональны в A◦

n. Мы рассматриваем независимо три
случая: если b = ±e0 или d = ±e0, то мы применяем теорему 5.1.21(3); если e0, a, b, c, d
линейно независимы, то мы применяем лемму 5.1.18; если c = a или d = ±a, то мы
применяем теорему 5.1.21(5).

Следовательно, мы хотим стереть элементы (x̃,±ẽ0) и (ẽ0,±γn x̃), а также элементы
вида (ã, b̃), где a ∈ E ′n−1, b ∈ ±E ′n−1. Сперва мы находим особые элементы при помощи
леммы 5.3.1. Тогда элементы (x̃,±ẽ0) и (ẽ0,±γn x̃) могут быть легко найдены, так
как они принадлежат двум цепочкам между (x, e0) и (x,−e0), которые не соединены
рёбрами ни с какими другими цепочками. Мы стираем эти две цепочки и продолжаем
работать с оставшейся частью графа.

Теперь мы хотим стереть элементы вида (ã, b̃). Заметим, что мы не можем различить
цепочку, содержащую (a, b) и (b, γna), и цепочку, содержащую (ã, b̃) и (b̃, γn ã). Ясно,
что нам нужна только одна из них. Значит, мы можем разбить все цепочки на пары
следующим образом: между двумя цепочками из одной пары рёбер нет, однако мно-
жества соседних с ними цепочек совпадают. Наконец, мы оставляем ровно по одной
цепочке из каждой такой пары и тем самым получаем граф, изоморфный C◦(x).

(2) Далее мы покажем, как C(x̃) преобразуется в C•(x). По лемме 5.3.8, χ при этом меняет
знак.

(a) Пусть χ = −1. Тогда C(x̃) содержит 2n+1 − 4 вершины, χ(C•(x)) равно 1, и C•(x)
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содержит 2n−2 вершины. Элементов вида (x̃,±e0) в C(x̃) нет, но есть элементы вида
(x,±e0) в C•(x). Следовательно, C•(x) состоит из (x,±e0) и вершин вида (a, b), где
a ∈ E ′n−1, b ∈ ±E ′n−1 и ab = ±x. Мы утверждаем, что подграф C(x̃) на множестве эле-
ментов вида (c, d̃), где c ∈ E ′n−1, d ∈ ±En−1, изоморфен C•(x). Требуемый изоморфизм
отображает (c, d̃) в (c, d).

Действительно, для a, c ∈ E ′n−1, b, d ∈ ±En−1 элементы (a, b̃) и (c, d̃) ортогональны в
An+1 тогда и только тогда, когда (a, b) и (c, d) ортогональны в A•

n. Мы рассматриваем
независимо три случая: если b = ±e0 или d = ±e0, то мы применяем теорему 5.1.21(3);
если e0, a, b, c, d линейно независимы, то мы применяем лемму 5.1.18; если c = a или
d = ±a, то мы применяем теорему 5.1.21(5). Мы также используем здесь тот факт,
что значение последнего параметра γ для A•

n равно γn−1γn.

Теперь мы хотим выделить подграф C(x̃) на множестве элементов вида (a, b̃), где
a ∈ E ′n−1, b ∈ ±En−1. Однако мы не можем различить в графе элементы (a, b̃) и
(b̃, γna). Поэтому мы разбиваем все элементы на пары таким образом, что два эле-
мента пары не соединены между собой ребром, но имеют одно и то же множество
соседей. Тогда, с точностью до автоморфизма графа C(x̃), элементы (a, b̃) и (b̃, γna)

всегда попадают в одну пару. Если мы оставим ровно по одному элементу из каждой
пары, то полученный граф будет изоморфен C•(x).

(b) Пусть χ = 1. Тогда C(x̃) содержит 2n+1 − 2 вершины, χ(C•(x)) равно −1, и C•(x)

содержит 2n − 4 вершины. В C(x̃) есть элементы вида (x̃,±e0), однако в C•(x) нет
элементов вида (x,±e0). Мы утверждаем, что подграф C(x̃) на множестве элемен-
тов вида (a, b̃), где a ∈ E ′n−1, b ∈ ±E ′n−1, изоморфен C•(x). Требуемый изоморфизм
отображает (a, b̃) в (a, b).

Действительно, для a, c ∈ E ′n−1, b, d ∈ ±E ′n−1 элементы (a, b̃) и (c, d̃) ортогональны
в An+1 тогда и только тогда, когда (a, b) и (c, d) ортогональны в A•

n. Если a, b, c, d

линейно независимы, то мы применяем лемму 5.1.18, а если c = a или d = ±a, то мы
применяем теорему 5.1.21(5). Мы используем здесь тот факт, что значение последнего
параметра γ для A•

n равно γn−1γn.

Чтобы построить этот подграф графа C(x̃), мы сперва находим особые элементы и
стираем элементы (x,±ẽ0) и (ẽ0,±γnx) аналогично случаю C(x) при χ = 1. Заметим,
что (a, b̃) и (b̃, γna) соединены ребром, а их множества соседей совпадают, за исключе-
нием особых элементов. Следовательно, мы можем взять подграф на множестве всех
соседей одного из особых элементов, как в случае C(x) при χ = −1, и полученный
граф будет изоморфен C•(x).

Замечание 5.3.10. Для применения леммы 5.3.9 нам не требуется, чтобы вершины C(x)

и C(x̃) были подписаны именами соответствующих им элементов. В частности, поскольку
n ≥ 4, особые элементы могут быть найдены с помощью леммы 5.3.1.
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Теперь мы можем построить по графам C(x) и C(x̃) графы C◦(x) и C•(x). Однако мы
пока не можем различить C(x) и C(x̃), поэтому мы не знаем, какая из процедур должна
быть применена к каждой конкретной компоненте связности. Определить это позволяет сле-
дующая лемма.

Лемма 5.3.11. Рассмотрим такую компоненту связности C(x), что x ∈ E ′′n и n ≥ 4.

(1) Если χ = 1, то мы находим число изолированных цепочек между её особыми элемента-
ми. Если их не меньше шести, то x ∈ E ′n−1. В противном случае, их в точности две,
и тогда x = ỹ для некоторого y ∈ E ′n−1.

(2) Если χ = −1, то мы находим число изолированных двойных цепочек между парами её
особых элементов. Если изолированных двойных цепочек нет, то x ∈ E ′n−1. В противном
случае, их не меньше двух, и тогда x = ỹ для некоторого y ∈ E ′n−1.

Доказательство. Мы будем использовать лемму 5.3.9, описывающую требуемые преобразо-
вания в явном виде.

(1) Пусть χ = 1. Если x ∈ E ′n−1, то по C(x) строится C◦(x) с тем же значением χ, как
изображено на рисунке 5.13. В C(x) имеется две изолированных цепочки, которые соот-
ветствуют элементам (x̃,±ẽ0) и (ẽ0,±γn x̃), и при искомом преобразовании эти цепочки
стираются. Для C◦(x) также выполнено χ = 1, поэтому в C◦(x) также есть две изоли-
рованных цепочки, которые соответствуют четырём изолированным цепочкам в C(x).
Следовательно, в C(x) не меньше шести изолированных цепочек.

Если x = ỹ для некоторого y ∈ E ′n−1, то по C(ỹ) строится C•(y) с противоположным χ.
Поскольку n ≥ 4, C•(y) связен по следствию 5.2.8. Следовательно, единственные две
изолированные цепочки в C(ỹ) соответствуют элементам (y,±ẽ0) и (ẽ0,±γny).

(2) Пусть теперь χ = −1. Если x = ỹ для некоторого y ∈ E ′n−1, то по C(ỹ) строится C•(y)

с противоположным χ. Тогда для C•(y) выполнено χ = 1, и поэтому в C•(y) по мень-
шей мере две изолированных цепочки. Значит, в C(ỹ) не меньше двух изолированных
двойных цепочек.

Если x ∈ E ′n−1, то по C(x) строится C◦(x) с тем же значением χ. Поскольку n ≥ 4, C◦(x)

связен по следствию 5.2.8, поэтому в C(x) нет изолированных двойных цепочек.

Теорема 5.3.12. Пусть n ≥ 4, и нам дан граф Γe(An+1), вершины которого не подписаны
именами соответствующих им элементов. Тогда мы можем построить Γe(A◦

n) и Γe(A•
n).

Доказательство. По лемме 5.3.2, мы можем определить значения γn−1 и γn и найти C(e0)

и C(ẽ0), если множества их вершин непусты. Тогда, по определению, мы знаем значение
последнего параметра γ для обеих алгебр A◦

n и A•
n. Следовательно, из леммы 5.2.5 мы авто-

матически получаем явный вид C◦(e0) и C•(e0), и нам достаточно построить C◦(x) и C•(x)

для всех x ∈ E ′n−1.
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Пусть теперь C(x) — компонента связности Γe(An+1) для некоторого x ∈ E ′′n . По след-
ствию 5.2.9, мы знаем χ(C(x)). По лемме 5.3.1, мы можем найти в C(x) особые элементы и
затем воспользоваться леммой 5.3.11, чтобы узнать, выполнено ли x ∈ E ′n−1 или x = ỹ для
некоторого y ∈ E ′n−1. Затем мы используем лемму 5.3.9 и получаем либо C◦(x), либо C•(y).
Продолжая, мы строим все компоненты связности Γe(A◦

n) и Γe(A•
n).

5.3.4 Изоморфные графы и изоморфные алгебры

Нам понадобится следующая важная лемма об изоморфизмах алгебр Кэли-Диксона. От-
метим, что в работе [23] она сформулирована для случая произвольного поля F, charF /∈
{2, 3}, а мы рассматриваем только случай F = R.

Лемма 5.3.13. [23, следствие 2.6] Пусть n ≥ 3, γ = {γ0, . . . , γn} и λ = {λ0, . . . , λn} —
две последовательности параметров. Тогда Aγ

n+1
∼= Aλ

n+1, если и только если γn = λn и
Aγ

n
∼= Aλ

n.

Следствие 5.3.14. Пусть n ≥ 0, γ = {γ0, . . . , γn} и λ = {λ0, . . . , λn} — две последователь-
ности параметров. Тогда Aγ

n+1
∼= Aλ

n+1, если и только если выполнены следующие условия:

(1) γk = λk для всех k = 3, . . . , n;

(2) все параметры γ0, γ1, γ2 равны −1, если и только если все параметры λ0, λ1, λ2 также
равны −1.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по n.

(1) Если 0 ≤ n ≤ 2, то требуемое утверждение непосредственно следует из предложе-
ния 1.4.8, так как при n ≤ 2 алгебра An+1 изоморфна либо Mn+1 (все параметры рав-
ны −1), либо Hn+1 (хотя бы один из параметров равен 1).

(2) Пусть теперь n ≥ 3. По лемме 5.3.13, Aγ
n+1
∼= Aλ

n+1, если и только если γn = λn и Aγ
n
∼= Aλ

n.
Остаётся применить предположение индукции к алгебрам Aγ

n и Aλ
n.

Теорема 5.3.15. Пусть n ≥ 3, и нам дан граф Γe(An+1), вершины которого не подписа-
ны именами соответствующих им элементов. Тогда мы можем найти n и значения всех
параметров γk, k = 3, . . . , n. Значения первых трёх параметров γ0, γ1, γ2 определены с точ-
ностью до изоморфизма A3.

Доказательство. Докажем теорему индукцией по n.

(1) Если n = 3, то требуемое утверждение сразу вытекает из следствия 5.3.7.

(2) Пусть теперь n ≥ 4. По лемме 5.3.2, мы можем найти n, γn−1 и γn. Применим теоре-
му 5.3.12, чтобы построить Γe(A◦

n). По предположению индукции, по графу Γe(A◦
n) мы

можем найти значения всех параметров γk, k = 3, . . . , n − 2, а значения параметров
γ0, γ1, γ2 определены с точностью до изоморфизма A3.
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Теорема 5.3.16. Пусть n,m ≥ 3, γ = {γ0, . . . , γn} и λ = {λ0, . . . , λm} — две последова-
тельности параметров. Тогда графы Γe(Aγ

n+1) и Γe(Aλ
m+1) изоморфны, если и только если

алгебры Aγ
n+1 и Aλ

m+1 изоморфны.

Доказательство. Импликация слева направо непосредственно вытекает из следствия 5.3.14
и теоремы 5.3.15.

Теперь докажем импликацию справа налево. Предположим, что Aγ
n+1 и Aλ

m+1 изоморфны.
Тогда 2n+1 = dimAγ

n+1 = dimAλ
m+1 = 2m+1, откуда n = m. По следствию 5.3.14, γk = λk для

всех k = 3, . . . , n, и все параметры γ0, γ1, γ2 равны −1, если и только если все параметры
λ0, λ1, λ2 также равны −1. Используя предложение 1.4.8, построим изоморфизм φ : Aγ

3 → Aλ
3 ,

который переводит ±Eγ3 в ±Eλ3 . По индукции продолжим этот изоморфизм до изоморфизма
ψ : Aγ

n+1 → Aλ
m+1 так, что на каждом шаге он действует покомпонентно. Тогда ψ переводит

пары базисных элементов в пары базисных элементов, а потому задаёт изоморфизм графов
Γe(Aγ

n+1) и Γe(Aλ
m+1).

5.4 Другой возможный подход

В теореме 5.3.16 мы показали, что при n ≥ 3 изоморфные алгебры An+1 имеют изоморф-
ные графы. Однако в случае n ≤ 2 это неверно, см. подраздел 5.3.2. Причина этого состоит
в том, что мы рассматриваем элементы вида (e

(n)
i ,±e(n)j ), но, например, изоморфизм между

A3{1,−1,−1} и H3 отображает некоторые базисные элементы из первой половины во вторую
половину, и наоборот.

Эта проблема будет решена, если мы будем рассматривать делители нуля вида e(n+1)
i ±

e
(n+1)
j , где e(n+1)

i и e(n+1)
j — различные элементы из E ′n+1, i < j. Элементы такого вида бывают

трёх различных типов:

(i) (e
(n)
i ,±e(n)j ), где 0 < i;

(ii) (e
(n)
i ± e

(n)
j , 0), где 0 < i < j;

(iii) (0, e
(n)
i ± e

(n)
j ), где i < j.

Поскольку (e
(n)
i ,±e(n)j ) — дважды альтернативный элемент, удовлетворяющий условию (∗),

из леммы 5.1.11 следует, что элементы типа (i) не могут быть ортогональны элементам ти-
пов (ii) и (iii). Следовательно, содержащие их компоненты связности будут такими же, как
и в Γe(An+1).

Что касается элементов типов (ii) и (iii), их условия ортогональности сводятся к равенству
нулю некоторого произведения в An. Например, (a, 0)(0, b) = (0, ba) = 0 в An+1, если и только
если ba = 0. Мы знаем, что элемент (a, 0) является чисто мнимым, если и только если a

является чисто мнимым. Однако (0, b) может быть чисто мнимым даже для не чисто мнимого
b. Пусть Re(a) = 0, Re(b) ̸= 0, ba = 0. Тогда, по предложению 2.3.4, (a, 0) ортогонален
(0, b), но a не ортогонален b. Следовательно, при индуктивном построении графов нам нужно
рассматривать не только ΓO(An), но и ΓZ(An).
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Заметим, что лемма 5.1.5 справедлива для пар делителей нуля даже в том случае, когда
они не ортогональны. Отсюда нетрудно получить по индукции, что этот новый граф будет
состоять из частей, соответствующих всем базисным элементам An,An−1, . . . ,A1, то есть

C
(
e
(n)
0

)
, C

(
e
(n)
1

)
, C

(
e
(n)
2

)
, . . ., C

(
e
(n)
2n−1

)
,

C
(
e
(n−1)
0

)
, C

(
e
(n−1)
1

)
, . . ., C

(
e
(n−1)

2n−1−1

)
,

. . .

C
(
e
(1)
0

)
, C

(
e
(1)
1

)
.

Никакие две из них не соединены между собой. Первая строчка соответствует элементам ти-
па (i), тогда как остальные наследуются от алгебры An и соответствуют элементам типов (ii)
и (iii).
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Заключение

В диссертации исследовались различные аспекты теории графов отношений неассоциа-
тивных алгебр. В частности, изучались графы коммутативности, ортогональности и делите-
лей нуля произвольных вещественных алгебр Кэли-Диксона. В рамках этого исследования
естественным образом возникла необходимость изучения свойств делителей нуля, удовлетво-
ряющих дополнительным ограничениям на норму и альтернативность их компонент. Изуче-
ние таких делителей нуля представляет независимый интерес, и в данной работе были обоб-
щены результаты, полученные ранее в работах Морено, а также Бисса, Даггера и Исаксена
для алгебр главной последовательности.

Получены следующие результаты:

• Показано, что любую пару делителей нуля, компоненты которых удовлетворяют неко-
торым дополнительным условиям на норму и альтернативность, можно продолжить до
ориентированного шестиугольника в графе делителей нуля алгебры Кэли-Диксона. До-
казано также, что в случае алгебр главной последовательности шестиугольники такого
вида становятся подграфами в графе ортогональности соответствующей алгебры, и их
можно продолжить до так называемых двойных шестиугольников, вершины которых
имеют удобную таблицу умножения.

• Применение этих результатов к алгебре седенионов S позволило полностью описать
компоненты связности её графа ортогональности. Кроме того, показано, что в случае
седенионов вершины произвольного двойного шестиугольника можно дополнить до ба-
зиса, который отличается от стандартного, но имеет простую таблицу умножения. До-
казано, что в графе коммутативности седенионов делители нуля образуют компоненту
связности, диаметр которой заключён между 3 и 4.

• Изучены свойства дважды альтернативных делителей нуля, компоненты которых име-
ют ненулевую норму. Для таких элементов получен явный вид аннуляторов и ортого-
нализатора, а также установлено соотношение между централизатором и ортогонали-
затором.

• С помощью данного соотношения установлена взаимосвязь между графами комму-
тативности и графами ортогональности контр-алгебр Кэли-Диксона малых размерно-
стей: контркомплексных чисел, контркватернионов, контроктонионов и контрседенио-
нов. Графы ортогональности и делителей нуля этих алгебр описаны в терминах диа-
метров и клик.
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• Для произвольной вещественной алгебры Кэли-Диксона An+1 рассмотрен граф орто-
гональности Γe(An+1), вершинами которого являются пары базисных элементов. Пока-
зано, что построение Γe(An+1) можно осуществить с помощью рекурсивного алгорит-
ма, и обратно, по заданному графу можно восстановить графы предыдущих алгебр.
Это позволило доказать следующее утверждение: при n,m ≥ 3 алгебры Aγ

n+1 и Aλ
m+1

изоморфны, если и только если изоморфны соответствующие им графы Γe(Aγ
n+1) и

Γe(Aλ
m+1). Тем самым была решена проблема изоморфизма для графов ортогонально-

сти вещественных алгебр Кэли-Диксона на парах базисных элементов.
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