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1 Введение

1.1 Актуальность темы

Значимым разделом общей теории операторов является спектральный ана-
лиз оператор-функций. В свою очередь спектральная теория операторов явля-
ется важным разделом функционального анализа.

Основные результаты диссертации посвящены спектральному анализу инте-
гродифференциальных уравнений с неограниченными операторными коэффи-
циентами в сепарабельном гильбертовом пространстве.

В диссертации изучается задача Коши для интегродифференциального урав-
нения колебания вязкоупругой пластины в сверхзвуковом потоке жидкости или
газа, которое может быть записано в операторном виде с помощью интегродиф-
ференциального уравнения с неограниченными операторными коэффициента-
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ми в сепарабельном гильбертовом пространстве:

d2

dt2
u(t) +M1

d

dt
u(t) +M2

A2u(t)−
t∫

0

Γ(t− τ)A2u(τ)dτ

+

+M3Tu(t) = f(t), t > 0, (1.1)

u(0+) = φ0, u′(0+) = φ1, (1.2)

где M1, M2, M3 — положительные физические константы, Γ(t) — ядро релакса-
ции, определенная на луче [0,+∞) убывающая положительная интегрируемая
функция, а u(t) и f(t) — это определенные на луче [0,+∞) вектор-функции
со значениями в сепарабельном гильбертовом пространстве H. Оператор A яв-
ляется неограниченным самосопряженным положительно определенным опе-
ратором, а оператор A−1, обратный к нему, является компактным, замкнутый
оператор T компактно подчинен оператору A.

В диссертации также представлены результаты, касающиеся задачи Коши
для интегродифференциального уравнения Гуртина–Пипкина:

d2

dt2
u(t) + A2u(t)−

t∫
0

Γ(t− τ)A2u(τ)dτ = f(t), t > 0, (1.3)

u(0+) = φ0, u′(0+) = φ1. (1.4)

Уравнение Гуртина–Пипкина и его модификации могут быть использованы
при изучении моделей, возникающих в теории вязкоупругости, в частности, при
изучении движения вязкоупругой пластины при отсутствии внешнего потока
жидкости или газа (см. [1]), в динамике вязкоупругих тел, в задачах управ-
ляемости термоупругих систем с памятью (см. [16]), при исследовании малых
движений вязкоупругих жидкостей (см. [47], [48]), а также при описании рас-
пространения тепла в средах с памятью (см. [14], [37]), в задачах усреднения в
многофазных средах (см. [28], [29]), в теории акустики эмульсий (см. [30], [31]).

Уравнение (1.3) используется при описании большого количества различ-
ных физических моделей, например, изотропной модели вязкоупругости, если
полагать, что в пространстве L2(Ω) (Ω ⊂ R3) оператор A2 задается следующим
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дифференциальным выражением:

A2u = −µ∆u− (λ+ µ)∇(div u),

где µ и λ являются параметрами Ламе упругой среды (см. [38], [41]). Кро-
ме того, здесь уместно указать модели вязкоупругой жидкости Максвела и
Олдройта, приводящие к модификациям уравнения (1.3). Данные уравнения
были подробно изучены Д.А. Закорой (см. [49]–[51]). Так, им была получена
корректная разрешимость интегродифференциальных уравнений, соответству-
ющих данным моделям, был рассмотрен вопрос экспоненциальной устойчиво-
сти решений уравнения, а также была определена их асимптотика.

Задаче Коши вида (1.3), (1.4) посвящено большое число работ как россий-
ских, так и зарубежных. Отметим здесь работы В.В. Власова, Н.А. Раутиан,
А.С. Шамаева [5], [7], [52], в которых установлена корректная разрешимость
уравнения Гуртина–Пипкина в весовых пространствах Соболева, проведен
спектральный анализ символа уравнения (1.3), получена асимптотика неве-
щественных точек спектра для ядер, представимых в виде суммы экспонент,
и локализация вещественных кластеров. Кроме того, получены результаты о
корректной разрешимости данной задачи. Естественное продолжение данного
исследования можно видеть в более поздней работе [13] авторов, где исследуется
уравнение Гуртина–Пипкина с дробно-экспоненциальными ядрами релаксации.

В работах [14], [15] рассматривались задачи управления решениями урав-
нения Гуртина–Пипкина посредством граничных воздействий. Здесь следует
также отметить работы А.С. Шамаева и соавторов [53]–[55], в которых изу-
чались задачи граничного управления системами типа Гуртина–Пипкина, а
также проводился спектральный анализ моделей вязкоупругих сред Кельвина–
Фойгхта. В работе [16] устанавливается зависимость скорости убывания энер-
гии от скорости убывания ядра в модели теплопроводности Гуртина–Пипкина.
В монографии [17] и работах [18], [19] разрабатывается подход к решению
задачи (1.3), (1.4) с позиции теории полугрупп, где для случая более обще-
го вида ядер Γ(t) устанавливается вид генератора полугруппы и доказыва-
ется, что полугруппа является сжимающей и экспоненциально устойчивой.
Полугрупповой подход к более общим задачам, в которых интегральное яд-
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ро имеет компактный носитель, развивался в работах Н.Д. Копачевского и
Д.А. Закоры [20], [21]. В этих работах установлена экспоненциальная устойчи-
вость соответствующих сжимающих полугрупп. Новейшие исследования, каса-
ющиеся полугруппового подхода при исследовании уравнений типа Гуртина–
Пипкина с двумя некоммутирующими операторами, опубликованы в статье
[22]. Интегродифференциальные уравнения могут рассматриваться как спе-
циальный класс функционально-дифференциальных уравнений. В работах
В.Ж. Сакбаева и В.В. Власова [56]–[58] получены результаты, касающиеся кор-
ректной разрешимости в шкале весовых пространств Соболева вектор-функций
класса функционально-дифференциальных уравнений с неограниченными опе-
раторными коэффициентами. Проблема корректной разрешимости интегро-
дифференциальных уравнений в пространствах вектор-функций, голоморфных
в угле, затронута в статьях [42], [43]. Следует также отметить работу [23], в кото-
рой исследуется обобщенная разрешимость уравнений типа Гуртина–Пипкина
с двумя некоммутирующими операторами. При изучении колебаний вязкоупру-
гого трубопровода с учетом трения Кельвина–Фойгхта Ю.А. Тихоновым было
изучено интегродифференциальное уравнение (1.3) с учетом трения Кельвина–
Фойгхта и симметрическим относительно-компактным возмущением, построена
полугруппа, связанная с уравнением, и исследован спектр символа уравнения
колебаний вязкоупругого трубопровода (см. [44]– [46]).

Задача (1.1), (1.2) в основном изучалась на предмет устойчивости и асимп-
тотической устойчивости решений (явление флаттера). Можно назвать, напри-
мер, работы [1], [8], где было произведено численное исследование зависимости
критической скорости vкр, при которой решение (1.1), (1.2) становится неустой-
чивым, от физических параметров, а также работы В.В. Веденеева [9], [10],
где проводится численное исследование одномодового флаттера невязкоупру-
гой пластины.

Спектральный подход к изучению абстрактных дифференциальных и ин-
тегродифференциальных уравнений основан на идеях, восходящих к рабо-
там М.В. Келдыша, в которых изложены основополагающие результаты спек-
тральной теории полиномиальных операторных пучков [59], [60]. Дробно-
рациональные оператор-функции, обобщениями которых являются символы
интегродифференциальных уравнений вида (1.1), рассматривались в работах
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Дж.Э. Аллахвердиева (см. [61]), А.И. Милославского (см. [62]). В цикле работ
Г.В. Радзиевского изучались существенно более общие оператор-функции. Ре-
зультаты его исследований изложены в обзорной статье [63]. Следует отметить,
что все результаты диссертации по существу основаны на спектральном анализе
оператор-функций, являющихся символом интегродифференциальных уравне-
ний (1.1), (1.3). Таким образом, задача изучения спектра оператор-функций
является ключевой для проводимого в работе исследования.

1.2 Цель диссертационной работы

Целями настоящей работы являются:

1. Исследование корректной разрешимости в пространствах Соболева и
устойчивости решений задачи (1.1), (1.2);

2. Изучение асимптотики невещественного спектра символа уравнения (1.1);

3. Вычисление асимптотики невещественного спектра символа уравнения
(1.3) в случае ядер релаксации, представимых в виде интеграла Стилтьеса;

4. Исследование корректной разрешимости задачи (1.3), (1.4) в шкале про-
странств, порожденной оператором A;

5. Определение условий, при которых невещественный спектр символа урав-
нения (1.3) при учете трения Кельвина–Фойгхта бесконечен.

1.3 Научная новизна

В диссертации получены новые результаты о корректной разрешимости в ве-
совых пространствах Соболева задачи (1.1), (1.2), приведена асимптотика спек-
тра символа (1.1) в зависимости от асимптотики спектра символа (1.3) с таким
же ядром релаксации. Также в диссертации определена асимптотика невеще-
ственного спектра символа уравнения (1.3) в случае ядер релаксации, предста-
вимых в виде интеграла Стилтьеса. Кроме того, приведены результаты о кор-
ректной разрешимости задачи (1.3), (1.4) в шкале пространств, порожденной
оператором A, а также исследован вопрос наличия бесконечного невеществен-
ного спектра символа уравнения (1.3) при учете трения Кельвина–Фойгхта.
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1.4 Методы исследования

В работе применяются методы комплексного и функционального анализа,
спектральной теории линейных операторов и оператор-функций в гильбертовом
пространстве.

1.5 Положения, выносимые на защиту, и их научная новизна

Основные результаты диссертации заключаются в следующем:

1. Теорема о корректной разрешимости задачи (1.1), (1.2) для слабых ре-
шений в весовых пространствах Соболева W 1

2,γ([0,+∞), A) и её следствия
про асимптотическую устойчивость и устойчивость по Ляпунову решений,
а также про условие отсутствия спектра символа уравнения в полуплоско-
сти {z : Re z ≥ 0};

2. Теорема об асимптотике невещественного спектра символа уравнения (1.3)
с относительно-компактным возмущением;

3. Теорема об асимптотике невещественного спектра символа уравнения (1.1);

4. Теорема об асимптотике невещественного спектра символа уравнения (1.3)
в случае ядер релаксации, представимых в виде интеграла Стилтьеса;

5. Теоремы о корректной разрешимости задачи (1.3), (1.4) для сильных и
слабых решений, а также их следствия о разрешимости задачи (1.3), (1.4)
в шкале пространств, порожденной оператором A;

6. Теорема о достаточных условиях наличия бесконечного невещественного
спектра символа уравнения (1.3) при учете трения Кельвина–Фойгхта.

1.6 Теоретическая и практическая значимость результатов

Полученные результаты имеют теоретический характер. Они могут быть ис-
пользованы в дальнейших исследованиях по теории интегродифференциаль-
ных уравнений, спектральной теории оператор-функций, при численном рас-
чете возникновения флаттера в вязкоупругих материалах, а также в задачах
теории управления и прикладных задачах, возникающих в теории вязкоупру-
гости.
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1.7 Апробация

Постановка задачи и результаты обсуждались на следующих научных се-
минарах:

1. Научный семинар «Функционально-дифференциальные и интегро-диффе-
ренциальные уравнения и их спектральный анализ» под руководством про-
фессора В.В. Власова и доцента Н.А. Раутиан 2016 - 2022 гг. (неоднократ-
но).

2. Научный семинар «Операторные модели в математической физи-
ке» кафедры теории функций и функционального анализа механико-
математического факультета МГУ под руководством чл.-корр. РАН, про-
фессора А.А. Шкаликова, 2017 г.

3. Научный семинар «Актуальные проблемы геометрии и механики» кафед-
ры теории упругости механико-математического факультета МГУ под ру-
ководством пpофессора Д.В. Георгиевского, пpофессора М.В. Шамолина,
пpофессора С.А. Агафонова, 2017 – 2022 гг. (неоднократно).

4. Научный семинар «Задачи дифференциальных уравнений, анали-
за и управления: теория и приложения» кафедры общих проблем
управления механико-математического факультета МГУ под руко-
водством чл.-корр. РАН, профессора М.И. Зеликина, чл.-корр. РАН,
профессора В.Ю. Протасова, профессора В.М. Тихомирова и профессора
А.В. Фурсикова, 2018 г.

5. Научный семинар «Спектральная теория дифференциальных операторов»
кафедры математического анализа механико-математического факульте-
та МГУ под руководством академика РАН, профессора В.А.Садовничего,
2019, 2022 гг.

6. Научный семинар «Асимптотические методы в математической физи-
ке» лаборатории механики природных катастроф ИПМех РАН под ру-
ководством профессора С.Ю. Доброхотова, чл.-корр. РАН, профессора
В.Е. Назайкинского, чл.-корр. РАН, профессора А.И. Шафаревича, 2019
г.
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7. Научный семинар «Спектральный анализ дифференциальных операторов
и актуальные вопросы математической физики» кафедры функциональ-
ного анализа и его применений и кафедры общей математики факультета
ВМК МГУ под руководством академика РАН, профессора Е.И.Моисеева
и профессора И.С. Ломова, 2020 г.

Результаты диссертации докладывались на всероссийских и международных
конференциях:

1. Международная Воронежская весенняя математическая школа «Понтря-
гинские чтения» – XXXII, Воронеж, Россия, 3-9 мая 2021

2. Международная Воронежская весенняя математическая школа «Понтря-
гинские чтения» – XXXIII, Воронеж, 3-9 мая 2022

3. The First International conference «Mathematical Physics, Dynamical Systems,
Infinite-Dimensional Analysis», Долгопрудный, 17–21 июня 2019

4. Международная научная конференция студентов, аспирантов и молодых
учёных «Ломоносов-2017», Москва, 2017

1.8 Публикации

Результаты диссертации изложены в 5 статьях [67]–[71], опубликованных
в научных журналах, индексируемых в наукометрических базах Web of
Science, SCOPUS, RSCI. В работах, содержащих основные результаты, выво-
ды и положения диссертационного исследования, выполненных совместно с
Ю.А. Тихоновым, автору настоящей диссертации принадлежат результаты, по-
священные вопросу бесконечности невещественного спектра символа уравнения
(1.3) при учете трения Кельвина–Фойгхта. Список работ автора приведён в кон-
це автореферата и диссертации.

1.9 Структура и объём работы

Диссертация состоит из введения, двух глав, заключения и списка литерату-
ры из 71 наименования. Общий объём работы составляет 121 страницу.
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1.10 Обзор содержания диссертации

В первой главе диссертации проведён спектральный анализ оператор-
функции, являющейся символом интегродифференциального уравнения (1.1):
установлена общая структура спектра, построена асимптотика невещественно-
го спектра, установлено условие отсутствия спектра в правой полуплоскости, а
также приведены теоремы об устойчивости решений и корректной разрешимо-
сти задачи (1.1), (1.2).

Рассмотрим задачу Коши (1.1), (1.2) для интегродифференциального урав-
нения колебания вязкоупругой пластины в сверхзвуковом потоке жидкости или
газа, которая будет исследоваться в данной главе, и запишем его в операторном
виде:

d2

dt2
u(t) +M1

d

dt
u(t) +M2

A2u(t)−
t∫

0

Γ(t− τ)A2u(τ)dτ

+

+M3Tu(t) = f(t), t > 0,

u(0+) = φ0, u′(0+) = φ1,

где M1, M2, M3 — положительные физические константы, u(t) и f(t) — это
определенные на луче [0,+∞) вектор-функции со значениями в сепарабельном
гильбертовом пространстве H.

Оператор A является неограниченным самосопряженным положительно
определенным оператором, а оператор A−1, обратный к нему, является компакт-
ным. Хорошо известно, что его собственные векторы en составляют ортонорми-
рованный базис в пространстве H, а собственные значения an удовлетворяют
соотношениям:

Aen = anen, lim
n→+∞

an = +∞.

Будем предполагать, что собственные значения an строго возрастают:
an+1 > an > 0. Оператор T замкнут и компактно подчинен оператору A. Опе-
ратор T замкнут и компактно подчинен оператору A. Для уравнения колеба-
ния вязкоупругой пластины в сверхзвуковом потоке жидкости или газа можно
представить его в виде произведения частичной изометрии и самосопряженного
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оператора
T = UA1/2.

Функция Γ(t) — ядро релаксации, убывающая положительная интегрируе-
мая функция (0,+∞) → [0,+∞). Будут использованы прежде всего функции
вида

Γ(t) =
∞∑
j=1

cje
−γjt, t ≥ 0, (1.5)

где

cj ≥ 0, γj+1 > γj > 0, lim
j→+∞

γj = +∞,
∞∑
j=1

cj
γj

< +∞, (1.6)

а также функции вида

Γ(t) =

+∞∫
0

e−txdσ(x), t ≥ 0 (1.7)

такие, что функция σ(x) не убывает, положительна, непрерывна слева, инте-

грал Стилтьеса
+∞∫
0

dσ(t)

t
< +∞, и σ(0) = 0.

Возьмем произвольное число γ ∈ R.
Определение 1. Вектор-функция u(t) принадлежит пространству
L2,γ([0,+∞), H), если она сильно измерима, и функция, определяемая
соотношением g(t) = e−γt · ||u(t)||H , лежит в пространстве L2([0,+∞)). Это
пространство является гильбертовым со скалярным произведением

(u(t), v(t))L2,γ([0,+∞),H) =

+∞∫
0

(u(t), v(t))He
−2γtdt.

Определение 2. Вектор-функция u(t) принадлежит пространству
W k

2,γ([0,+∞), A), k ∈ N, если

1. существует (в обобщенном смысле) u(k)(t) и u(k)(t) ∈ L2,γ([0,+∞), H),

2. u(t) ∈ DomAk почти всюду на луче [0,+∞), и Aku(t) ∈ L2,γ([0,+∞), H).
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Это пространство является гильбертовым со скалярным произведением:

(u(t), v(t))W k
2,γ([0,+∞),A) =

+∞∫
0

(
(u(k)(t), v(k)(t))H + (Aku(t), Akv(t))H

)
e−2γtdt.

Функция e−γt здесь — экспоненциальный вес. При γ = 0 соответствующие
пространства будем обозначать L2([0,+∞), H) и W k

2 ([0,+∞), A). Основные
свойства пространств Соболева вектор-функций сформулированы и доказаны
в первой главе монографии [25].
Определение 3. Вектор-функцию u(t) назовем слабым решением задачи (1.1),
(1.2), если она принадлежит пространству W 1

2,γ([0,+∞), A) для некоторого γ ∈
R, удовлетворяет соотношению u(0+) = φ0, и для любой вектор-функции v(t) ∈
W 1

2,γ([0,+∞), A) выполнено

Φ(u, v)
def
=2γ(u′(t), v(t))− (u′(t), v′(t))− (φ1, v(0+))H +M1(u

′(t), v(t))+

+M2

(Au(t), Av(t))−

 t∫
0

Γ(t− τ)Au(τ)dτ, Av(t)

+

+M3(Tu(t), v(t))− (f(t), v(t)) = 0. (1.8)

Здесь все скалярные произведения вектор-функций берутся в пространстве
L2,γ([0,+∞), H).
Определение 4. Вектор-функция u(t) называется сильным решением задачи
(1.1), (1.2), если она принадлежит для некоторого γ ∈ R пространству Соболева
W 2

2,γ([0,+∞), A), удовлетворяет уравнению (1.1) почти всюду на луче [0,+∞)

и начальным условиям (1.2).
Применение преобразования Лапласа к уравнению (1.1) (при φ0 = φ1 = 0)

приводит к оператор-функции

L(z) = z2I +M1zI +M2 (1−K(z))A2 +M3T, (1.9)

которая является символом исходного уравнения. Здесь K(z) – преобразование
Лапласа функции Γ(t). При использовании Γ(t) вида (1.5) получим K(z) =
∞∑
k=1

ck
z + γk

. При использовании Γ(t) вида (1.7) получим K(z) =
∞∫
0

dσ(t)

z + t
.
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Определение 5. Резольвентным множеством R(L) оператор-функции L(z)

будем называть множество всех значений z ∈ C, для которых оператор L−1(z)

существует, ограничен и задан на всем пространстве. Дополнение множества
R(L) в комлексной плоскости, т.е., σ(L) = C \R(L), будем называть спектром
оператор-функции L(z). Определим также невещественный спектр уравнения,
то есть σIm(L) = σ(L) \ R.

Введем обозначение

p(x)
def
=M1M2(1−D)x3 −M3

√
M2x−M1M3, (1.10)

где D
def
=

∞∫
0

Γ(t)dt. Константа D < ∞, так как Γ(t) интегрируема.

Сформулируем теорему 4.1 о корректной разрешимости и устойчивости ре-
шений в пространствах Соболева W 1

2,γ([0,+∞), A):

Теорема 4.1. Предположим, что выполнены следующие условия:

1. Существует такое γ1 ∈ R, что Γ(t)e−γ1t — монотонно убывающая поло-
жительная интегрируемая функция.

2. Существует такое γ2 ∈ R, что f(t) принадлежит пространству
L2,γ2([0,+∞), H).

3. φ0 ∈ Dom(A3/2) и φ1 ∈ Dom(A1/2).

Тогда существует такое γ3 ∈ R, что для любого γ≥max(γ1, γ2, γ3) задача
(1.1), (1.2) однозначно разрешима в пространстве W 1

2,γ([0,+∞), A)(то есть
существует единственное слабое решение задачи (1.1), (1.2)), и для её реше-
ния справедлива оценка

||u||W 1
2,γ([0,+∞),A)≤d

(
||f ||L2,γ([0,+∞),H) + ||A3/2φ0||H + ||A1/2φ1||H

)
,

где константа d > 0 не зависит от начальных данных φ0, φ1 и правой части
f(t).

Кроме того, если p(
√
a1) > 0, где a1 — наименьшее собственное значение

оператора A, то γ3 можно взять того же знака, что и γ1.
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Замечание. Величины γ1, γ2, γ3 не обязательно должны быть положитель-
ными. Если уравнение (1.1) автономно, то есть f ≡ 0, то γ2 можно положить
любым.

Из теоремы 4.1 при γ1, γ2 < 0 следует экспоненциальное убывание решений
уравнения, а при γ1, γ2 ≤ 0 следует ограниченность решений уравнения.

В первой главе также доказано, что если p(
√
a1) > 0 и γ1 < 0, то спектр

оператор-функции L(z) будет отделен от полуплоскости {Rez ≥ 0}.

Теорема 4.2. Предположим, что Γ(t)eγ1t — монотонно убывающая положи-
тельная интегрируемая функция для некоторого γ1 > 0 и p(

√
a1) > 0, где a1

— наименьшее собственное значение A.
Тогда для некоторого γ > 0 в полуплоскости {Re z ≥ −γ} отсутствует

спектр оператор-функции L(z), определенной в (1.9) и являющейся символом
уравнения (1.1).

Рассмотрим случай уравнения Гуртина–Пипкина с A2–компактным возму-
щением:

d2

dt2
u(t) + A2u(t)−

t∫
0

Γ(t− τ)A2u(τ)dτ +RAθu(t) = f(t), t > 0, (1.11)

где θ ∈ [0, 2), R — ограниченный оператор. Ядро релаксации Γ имеет вид (1.5).
Предположим, что собственные значения оператора A удовлетворяют соотно-
шению

aθ−1
n (an − an−1)

−1 → 0, n → ∞. (1.12)

Применение преобразования Лапласа к уравнению (1.11) приводит к опе-
ратор-функции

L(z) = z2I + (1−K(z))A2 +RAθ, (1.13)

которая является символом уравнения (1.11). Здесь K(z) — преобразование
Лапласа функции Γ(t).

Укажем асимптотику невещественного спектра σ(L).
Положим

ln(z) = z2 + (1−K(z))a2n. (1.14)

Эта функция комплекного переменного имеет лишь один корень µ+
n в верхней
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полуплоскости {Im z > 0} (см. [4]). Далее, возьмем Dn,C = {z : |z − µ+
n | <

Caθ−1
n }.

Теорема 5.1. Предположим, собственные числа оператора A удовлетворяют
соотношению (1.12). Тогда существуют положительные константы y0, C

такие, что спектр σ(L) оператор-функции L(z), лежащий в верхней полу-
плоскости {z : Im z > y0}, может быть представлен в виде совокупности
точек {µ̃+

n , n > n0}, так что µ̃+
n ∈ Dn,C. Число n0 здесь — наименьшее на-

туральное число такое, что для любого n > n0 выполняется

Dn,C ⊂ {z : Im z > y0}. (1.15)

Замечание. В случае θ < 1 радиус круга Dn,C будет стремиться к нулю при
n → ∞, а значит, можно описать асимптотику невещественного спектра L(z):

µ̃+
n = µ+

n +O(aθ−1
n ).

Рассмотрим теперь оператор-функцию, являющуюся символом первоначаль-
ного уравнения колебания вязкоупругой пластинки в потоке жидкости или газа
(1.1):

L(z) = z2I +M1zI +M2(1−K(z))A2 +M3UAθ.

Известно, что θ = 1/2; здесь ради большей общности рассмотрим θ ∈ [0, 1).

Обозначим (µ+
n )1 — лежащий в верхней полуплоскости корень уравнения

ρ2 + (1− K̃(ρ))a2n = 0,

функцию от переменной ρ

K̃(ρ) = K
(√

M2ρ−M1/2
)

(1.16)

и область (Dn,C)1 :

(Dn,C)1 = {ρ : |ρ− (µ+
n )1| < Caθ−1

n } =

= {z : |z − (
√

M2(µ
+
n )1 −M1/2)| < C

√
M2a

θ−1
n }.

Теорема 5.3. Предположим, собственные числа оператора A удовлетворяют
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соотношению (1.12). Тогда существуют положительные константы y0, C

такие, что спектр σ(L) оператор-функции L(z), лежащий в верхней полу-
плоскости {z : Im z > y0}, может быть представлен в виде совокупности
точек {µ̃+

n , n > n0}, так что

µ̃+
n ∈ (Dn,C)1.

Число n0 здесь — наименьшее натуральное число такое, что для любого n >

n0 выполняется
(Dn,C)1 ⊂ {z : Im z > y0}.

Замечание. С учетом определения Dn,C асимптотика невещественного спектра
L(z) имеет вид

µ̃+
n =

√
M2(µ

+
n )1 −M1/2 +O(aθ−1

n ).

Следствие 5.2. В случае ядра вида (1.5) и
∞∑
k=1

ck < ∞, можно записать в

явном виде асимптотику спектра L(z) :

µ̃+
n = i

√
M2an −

∞∑
k=1

ck

2
− M1

2
+O(aθ−1

n ). (1.17)

Во второй главе исследован спектр символа уравнения Гуртина–Пипкина в
случае ядер релаксации вида (1.7), а также в случае наличия слагаемого трения
Кельвина–Фойгхта; кроме того, получена разрешимость в шкале пространств
для немодифицированного уравнения.

Уравнение Гуртина–Пипкина может быть получено из исследованого ранее
уравнения (1.1), если взять M1 = M3 = 0, M2 = 1 :

d2

dt2
u(t) + A2u(t)−

t∫
0

Γ(t− τ)A2u(τ)dτ = f(t), t > 0.

Добавив к нему начальные условия:

u(0+) = φ0, u′(0+) = φ1,

получаем задачу Коши (1.3), (1.4).
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Во второй главе будем использовать обозначение L(z) для символа именно
уравнения (1.1):

L(z) = z2I + (1−K(z))A2. (1.18)

Рассмотрим проекции L(z) на одномерные собственные подпространства:

ln(z) = (L(z)en, en) = z2 + (1−K(z))a2n, (1.19)

порожденные собственными векторами оператора A — {en}+∞
n=1. Тогда спектр

L(z) есть замыкание множества нулей функций ln(z):

σ(L) =
∞⋃
n=1

{z ∈ C : ln(z) = 0}.

Исследуем невещественный спектр L(z) :

σIm(L) =
∞⋃
n=1

{z ∈ C : Im z > 0, ln(z) = 0} ∪
∞⋃
n=1

{z ∈ C : Im z < 0, ln(z) = 0}.

Заметим также, что из вещественности коэффициентов (1.19) вытекает, что
спектр будет симметричен относительно вещественной оси. Рассмотрим неве-
щественный спектр в верхней полуплоскости:

σIm+(L) =
∞⋃
n=1

{z ∈ C : Im z > 0, ln(z) = 0}.

Обозначим класс неубывающих положительных непрерывных слева функ-

ций σ(t) на [0,+∞) таких, что интеграл Стилтьеса
+∞∫
0

dσ(t)

t
< +∞ и σ(0) = 0

за F[0,+∞). Определим асимптотику невещественного спектра символа урав-
нения Гуртина–Пипкина L(z) с ядром релаксации вида (1.7):

L(z) = z2I + (1−K(z))A2,

где K(z) — преобразование Лапласа функции Γ(t):

K(z) =

∞∫
0

dσ(t)

z + t
. (1.20)
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и σ ∈ F[0,+∞).

Предложение 7.2. Функция ln(z) имеет в верхней полуплоскости {Im z > 0}
только один ноль, который обозначим через µ+

n .

Доказательство данного предложения приведено в работе [4]. Представлен-
ная ниже теорема 7.2 является естественным развитием результатов данной
работы, затрагивает более широкий класс ядер и может быть применена к дру-
гим описанным там интегродифференциальным уравнениям.

Введем обозначение

σ̂(x, v) =
σ(xv)

σ(v)
.

Определение. Определенная на луче [0,+∞) функция σ(x) регулярно меня-
ется на бесконечности, если при всех x > 0 существует предел

lim
v→+∞

σ̂(x, v) = r(x).

Класс регулярно меняющихся функций достаточно подробно изучен (см. ра-
боты [65], [66]). Для производящей функции σ(t) из этого класса возможно
исследовать асимптотическое поведение корней µ+

n :

Теорема 7.2. Пусть ядро релаксации Γ(t) имеет вид (1.7) для регулярно ме-
няющейся на бесконечности функции σ(t) ∈ F[0,+∞) Тогда

µ+
n = ian +

C1

2i
σ(an)(1 + ō(1)), n → +∞,

где C1 =

+∞∫
0

dr(q)

i+ q
.

Следствие 7.1. Пусть σ(t) ∈ F[0,+∞), и

σ(x) = Mxα(lnx)β(1 + ō(1)), x → +∞, (1.21)

где M > 0, β ∈ R, при 0 < α < 1; или β ≥ 0, при α = 0.

Тогда

µ+
n = ian +

Ĉ1

2i
M(an)

α(ln an)
β(1 + ō(1)), n → +∞,
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где Ĉ1 =


πα

sinπα
eiπ(α−1)/2, α > 0

− i, α = 0
.

Можно также записать следствие 7.1 через ядро релаксации Γ(t) :

Следствие 7.3. Пусть σ(t) ∈ F[0,+∞), и

σ(x) = Mxα(lnx)β(1 + ō(1)), x → +∞,

где β ∈ R, при 0 < α < 1; или β ≥ 0, при α = 0

Тогда

µ+
n = ian +

Ĉ1

2iΓ0(α + 1)
Γ(1/an)(1 + ō(1)), n → +∞,

где Ĉ1 =


πα

sinπα
eiπ(α−1)/2, α > 0

− i, α = 0.
, а Γ0(t) — Гамма-функция Эйлера.

При Γ(t) =
∞∑
j=1

cje
−γjt =

+∞∫
0

e−txdσ(x) функция σ(x) — кусочно постоянная,

имеющая скачки в точках γj равные cj. Тогда можно записать следствие 7.1
для cj, γj, имеющих степенное поведение:

Следствие 7.5. Пусть Γ(t) =
+∞∑
j=1

cje
−γjt, где cj = Mjα, γj = Bjβ, и

M,B > 0, β > 0, α ≥ −1, α− β < −1.

Тогда при α > −1 :

µ+
n = ian +

W

2i

M

Bs(α + 1)
(an)

s(1 + ō(1)), n → +∞,

где s =
α + 1

β
и W =

πs

sin πs
eiπ(s−1)/2.

А при α = −1 :

µ+
n = ian −

1

2

M

β
ln(an)(1 + ō(1)), n → +∞.

Данное следствие является естественным развитием результатов работы [5],
и покрывает случай α ≥ 0.

Сформулируем три теоремы о корректной разрешимости задачи (1.3), (1.4).
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Далее будут использоваться ядра релаксации вида (1.5) с условием

∞∑
k=1

ck
γk

< 1.

Теорема 8.1. Пусть φ0 ∈ Dom
(
A2
)

и φ1 ∈ Dom (A) , а Af(t) ∈
L2([0,+∞), H), тогда существует единственное сильное решение задачи
(1.3), (1.4) u(t), t ≥ 0. Более того, оно асимптотически устойчиво, и для
некоторой положительной константы d (не зависящей от начальных дан-
ных φ0, φ1 и правой части f(t)) выполняется оценка

||u(t)||W 2
2 ([0,+∞);A)≤d

(
||Af ||L2([0,+∞),H) + ||A2φ0||H + ||Aφ1||H

)
. (1.22)

В работе [5] рассмотрен вопрос корректной разрешимости задачи (1.3), (1.4)
в весовых пространствах Соболева W 2

2,γ([0,+∞), A) для неотрицательного веса
γ. Теорема 8.1 является естественным развитием указанного результата, в ней
для γ = 0 установлена корректная разрешимость в сильном смысле задачи
(1.3), (1.4) и асимптотическая устойчивость решений.

Рассмотрим теперь частный случай задачи (1.3),(1.4) с условиями степенного

поведения ck и γk при
∞∑
k=1

ck = +∞ :

ck = Ak−α, γk = Bkβ, k ∈ N, (1.23)

ck > 0, γk+1 > γk > 0, k ∈ N, (1.24)

α + β > 1, α < 1, β > 0. (1.25)

Тогда для s = (1− α)/(2β) верна

Теорема 8.2. Пусть φ0 ∈ Dom
(
A2−s

)
и φ1 ∈ Dom

(
A1−s

)
, а A1−2sf(t) ∈

L2([0,+∞), H), тогда существует единственное сильное решение задачи
(1.3), (1.4) u(t), t ≥ 0. Более того, оно асимптотически устойчиво, и для
некоторой положительной константы d (не зависящей от начальных дан-
ных φ0, φ1 и правой части f(t)) выполняется оценка

||u(t)||W 2
2 ([0,+∞);A)≤d

(
||A1−2sf ||L2([0,+∞),H) + ||A2−sφ0||H + ||A1−sφ1||H

)
. (1.26)

Теорема 8.2 ослабляет требования, предъявляемые к начальным данным,
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для получения корректной разрешимости в сильном смысле (1.3),(1.4) с усло-
виями степенного поведения ck и γk (1.23)–(1.25).

Теорема 8.3. Пусть φ0 ∈ Dom (A) и φ1 ∈ H, а f(t) ∈ L2([0,+∞), H), тогда
существует единственное слабое решение задачи (1.3), (1.4) u(t), t ≥ 0. Более
того, оно асимптотически устойчиво, и для некоторой положительной кон-
станты d (не зависящей от начальных данных φ0, φ1 и правой части f(t))
выполняется оценка

||u(t)||W 1
2 ([0,+∞),A)≤d

(
||f ||L2([0,+∞),H) + ||Aφ0||H + ||φ1||H

)
. (1.27)

Кроме того, в диссертации представлены результаты, посвященные разре-
шимости в шкале пространств задачи (1.3), (1.4) на основе теорем 8.1–8.3.

Рассмотрим задачу Коши для уравнения Гуртина–Пипкина с учетом трения
Кельвина–Фойгхта (при α, β > 0)

u′′(t) + αA2u′(t) + βA2u(t)−
t∫

0

Γ(t− s)A2u(s)ds = f(t), t > 0, (1.28)

u(0+) = φ0, u′(0+) = φ1. (1.29)

В данном разделе будут использованы ядра релаксации вида (1.5). Дополни-
тельно рассмотрим условие, которое соответствует тому, что Γ(t) ∈ C([0,+∞)),

то есть Γ(0) < +∞:
∞∑
j=1

cj < ∞. (1.30)

Применение преобразования Лапласа к (1.28) приводит к оператор-функции

L(z) = z2I + αzA2 + βA2 −K(z)A2, (1.31)

которая является символом исходного уравнения. Здесь

K(z) =
∞∑
j=0

cj
γj + z

является преобразованием Лапласа функции Γ(t).
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Определим асимптотику невещественного спектра символа уравнения
Гуртина–Пипкина при учете трения Кельвина–Фойгхта L(z).

Для нахождения точек спектра рассмотрим проекции L(z) на одномерные
собственные подпространства

ln(z) = (L(z)en, en) = z2 + αza2n + βa2n −K(z)a2n,

порожденные собственными векторами оператора A — {en}∞n=1. Спектр (1.31)
есть замыкание множества всех нулей мероморфных функций ln(z):

σ(L) =
∞⋃
n=1

{z ∈ C : ln(z) = 0}.

В настоящей работе приведено достаточное условие наличия бесконечного
невещественного спектра символа L(z) при ядре релаксации Γ(t) вида (1.5) с
бесконечной суммой экспонент.

Введём обозначение:

gn =
αa2n +

√
α2a4n − 4a2nβ

2
,

а также
dk =

∑
m∈N
m ̸=k

cm
|γm − γk|

. (1.32)

Необходимо отметить, что будут рассмотрены лишь большие значения n, при
которых α2a2n > 4β. Тогда числа gn вещественны.

Теорема 9.3. Если при k → ∞ выполнены условия

dk = o(
√
ck), (1.33)

√
ck = o(γk+1 − γk−1), (1.34)

и существуют две подпоследовательности натуральных чисел {kj}∞j=1 и
{nj}∞j=1 такие, что

lim
j→+∞

1
√
ckj

|gnj
− γkj | = 0, lim

j→+∞

√
ckja

2
nj

= +∞, (1.35)
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то спектр оператор-функции L(z) содержит две комплексно-сопряженные
последовательности µ±

n невещественных точек.

Рассмотрим теперь два примера последовательностей {cj} , {γj} , удовлетво-
ряющих условию теоремы.

Выберем последовательность n(k) так, что an(1) > a21, a2n(k+1) − a2n(k) > (k +

1)2 − k2. Тогда зададим коэффициенты ядра свёртки следующим образом:

ck = 1, γk = gn(k). (1.36)

Заметим, что условия (1.6) выполнены, но не выполнено условие (1.30). Усло-
вия теоремы 9.3 выполнены, и при этом можно показать, что мнимые части
невещественных точек спектра оператор-функции L(z) не стремятся к нулю.

В случае выполнения условия (1.30) можно также построить пример зада-
чи с бесконечным невещественным спектром оператор-функции L(z). Выберем
последовательность n(k) так, что an(1) > a21, a

2
n(k+1) − a2n(k) > (k+ 1)q − kq. Для

задачи (1.28) рассмотрим следующие коэффициеты:

ck =
1

k2p
, γk = gn(k). (1.37)

Выбирая, p > 1, q > p + 1, получим оператор-функцию, удовлетворяющий
условию теоремы 9.3, при этом условие (1.30) также окажется выполненным.

В работе [4] А.Э. Еременко и С.А. Иванов показали, что в случае ядра ви-
да (1.7), когда носитель меры компактен, невещественный спектр оператор-
функции L(z) конечен. Примеры (1.36), (1.37) дают ответ на вопрос, поставлен-
ный в указанной работе: возможно ли наличие бесконечного невещественного
спектра оператор-функции L(z), если носитель меры некомпактен. Действи-
тельно, для любого оператора A было построено такое ядро релаксации Γ(t),

что в спектре L(z) будет счетное число невещественных точек спектра.
Отметим одно важное утверждение: бесконечный невещественный спектр

оператор-функции L(z) может появиться в результате сколь угодно малого из-
менения ядра Γ(t).

Теорема 9.4. Предположим, что спектр оператор-функции L(z) имеет
лишь конечное число невещественных точек в спектре. Тогда для любого ε > 0
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найдется Γ∗(t) ∈ L1([0,+∞)) такое, что

∥Γ(t)− Γ∗(t)∥L1([0,+∞)) < ε,

и оператор-функция

L∗(z) = z2I + αzA2 + βA2 −K∗(z)A2,

где K∗(z) — преобразование Лапласа Γ∗(t), имеет бесконечное число невеще-
ственных точек в спектре.

Отметим, что для обратной ситуации, когда спектр σ(L) содержит бесконеч-
ное число невещественных точек, а σ(L∗) должно быть конечным, аналогичное
утверждение есть простое следствие результатов работы [4]: Γ(t) с некомпакт-
ным носителем меры нужно приблизить некоторым Γ∗(t), имеющим меру с ком-
пактным носителем.

Замечание. Пусть для ядра Γ(t) выполнено условие (1.30), то есть Γ(t) ∈
C([0,+∞)), тогда приближения в теореме 9.4 можно проводить по норме в
C([0,+∞)).

Часть I

Спектральный анализ уравнения
колебания вязкоупругой пластины в
сверхзвуковом потоке жидкости или газа

2 Обозначения и определения

Рассмотрим задачу Коши для интегродифференциального уравнения колеба-
ния вязкоупругой пластины в сверхзвуковом потоке жидкости или газа, которое
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будет исследоваться в данной главе, и запишем его в операторном виде:

d2

dt2
u(t) +M1

d

dt
u(t) +M2

A2u(t)−
t∫

0

Γ(t− τ)A2u(τ)dτ

+

+M3Tu(t) = f(t), t > 0, (2.1)

u(0+) = φ0, u′(0+) = φ1, (2.2)

где M1, M2, M3 — положительные физические константы, u(t) и f(t) — это
определенные на луче [0,+∞) вектор-функции со значениями в некотором се-
парабельном гильбертовом пространстве H.

Оператор A является неограниченным самосопряженным положительно
определенным оператором, а оператор A−1, обратный к нему, является ком-
пактным. Из теоремы Гильберта-Шмидта следует, что его собственные векторы
en составляют ортонормированный базис в пространстве H, а собственные зна-
чения an, которые в данной работе предполагаются простыми, удовлетворяют
соотношениям:

Aen = anen, an+1 > an > a1 > 0, lim
n→+∞

an = +∞.

Оператор T замкнут и компактно подчинен оператору A. Более того, для урав-
нения колебания вязкоупругой пластины в сверхзвуковом потоке жидкости или
газа можно представить его в виде произведения частичной изометрии и само-
сопряженного оператора (см. [69], а также соотношение (3.7)):

T = UA1/2.

Ядро релаксации Γ(t) — убывающая положительная интегрируемая функ-
ция (0,+∞) → [0,+∞). Будут использованы прежде всего функции вида

Γ(t) =
∞∑
j=1

cje
−γjt, t ≥ 0, (2.3)
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где

cj ≥ 0 γj+1 > γj > 0, lim
j→+∞

γj = +∞,
∞∑
j=1

cj
γj

< +∞, (2.4)

а также функции вида

Γ(t) =

+∞∫
0

e−txdσ(x), t ≥ 0, (2.5)

таких что функция σ(x) неубывает, положительна, непрерывна слева, интеграл

Стилтьеса
+∞∫
0

dσ(t)

t
< +∞, и σ(0) = 0.

Здесь и далее γ ∈ R — некоторая константа, называемая экспоненциальным
весом. Все скалярные произведения полуторалинейны.
Определение 1. Вектор-функция u(t) принадлежит пространству
L2,γ([0,+∞), H), если она сильно измерима, и функция, определяемая
соотношением g(t) = e−γt · ||u(t)||H , лежит в пространстве L2([0,+∞)). Это
пространство является гильбертовым со скалярным произведением

(u(t), v(t))L2,γ([0,+∞),H) =

+∞∫
0

((u(t), v(t))H) e
−2γtdt.

Определение 2. Вектор-функция u(t) принадлежит пространству
W k

2,γ([0,+∞), A), k ∈ N, если

1. u(k)(t) существует (в смысле обобщенных функций, см. [2], [32]) на [0,+∞)

и u(k)(t) ∈ L2,γ([0,+∞), H),

2. u(t) ∈ DomAk почти всюду и Aku(t) ∈ L2,γ([0,+∞), H).

Это пространство является гильбертовым со скалярным произведением:

(u(t), v(t))W k
2,γ([0,+∞),A) =

+∞∫
0

(
(u(k)(t), v(k)(t))H + (Aku(t), Akv(t))H

)
e−2γtdt

Функция e−γt здесь — экспоненциальный вес. При γ = 0 соответствующие
пространства будем обозначать L2([0,+∞), H) и W k

2 ([0,+∞), A).
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Определение 3. Вектор-функцию u(t) назовем слабым решением задачи (2.1),
(2.2), если она принадлежит пространству W 1

2,γ([0,+∞), A) для некоторого γ ∈
R, удовлетворяет соотношению u(0+) = φ0, и для любой вектор-функции v(t) ∈
W 1

2,γ([0,+∞), A) выполнено

Φ(u, v)
def
=2γ(u′(t), v(t))− (u′(t), v′(t))− (φ1, v(0+))H +M1(u

′(t), v(t))+

+M2

(Au(t), Av(t))−

 t∫
0

Γ(t− τ)Au(τ)dτ, Av(t)

+

+M3(Tu(t), v(t))− (f(t), v(t)) = 0. (2.6)

Здесь все скалярные произведения вектор-функций берутся в пространстве
L2,γ([0,+∞), H).
Определение 4. Вектор-функция u(t) называется сильным решением задачи
(2.1), (2.2), если она принадлежит для некоторого γ ∈ R пространству Соболева
W 2

2,γ([0,+∞), A), выполнены равенства (2.2), и соотношение (2.1) выполнено
почти всюду на [0,+∞).

Рассмотрим некоторые свойства пространств Соболева, которые понадобятся
в дальнейшем.

Теорема 2.1 (о промежуточных производных). Пусть вектор-функция u(t) ∈
W k

2,γ([0,+∞), A). Тогда An−ju(j)(t) ∈ L2,γ([0,+∞), H), j = 0, 1, 2, . . . , k, и, кро-
ме того, выполнено

||An−ju(j)(t)||L2,γ([0,+∞),H) ≤ d||u(t)||W k
2,γ([0,+∞),A), j = 0, 1, 2, . . . , k,

где постоянная d не зависит от u.

Определим для произвольного гильбертова пространства E простран-
ство непрерывных ограниченных функций на R+ со значениями в E —
C([0,+∞), E). Его можно снабдить нормой

||φ(t)||C([0,+∞),E) = sup
t∈[0,+∞)

||φ(t)||E.

Теорема 2.2 (о непрерывности функций из W k
2 ([0,+∞), A)). Пусть вектор-

функция u(t) ∈ W k
2 ([0,+∞), A). Тогда An−j−1/2u(j)(t) ∈ C([0,+∞), H), j =
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0, 1, 2, . . . , k − 1, и, кроме того, выполнено

||An−j−1/2u(j)(t)||C([0,+∞),H) ≤ k||u(t)||W k
2 ([0,+∞),A), j = 0, 1, 2, . . . , k − 1,

где постоянная k не зависит от u.

Теорема 2.3 (о следах). Отображение W k
2 ([0,+∞), A) →

k−1∏
j=0

Dom
(
Ak−j−1/2

)
,

определяемое как u(t) 7→
(
u(0+), u′(0+), . . . , u(k−1)(0+)

)
, сюръективно.

Доказательства этих трех теорем см. в первой главе [25].
Определение 5. Преобразованием Лапласа измеримой функции f : R+ → H,
которая является экспоненциально ограниченной, то есть существуют констан-
ты M,w ∈ R, M > 0 такие, что

||f(t)||H ≤ Mewt,

назовем

f̂(z) =

∞∫
0

e−ztf(t)dt. (2.7)

Здесь и далее интегрирование в гильбертовых пространствах будет вестись по
Бохнеру (см. подробнее [33], [7]).

В полуплоскости {z : Re z > w} преобразование Лапласа является анали-
тической функцией. Свойства преобразования Лапласа вектор-функций анало-
гичны свойствам преобразования Лапласа скалярных функций.

Далее также потребуются результаты, связывающие через преобразование
Лапласа пространства L2,γ([0,+∞), H) и пространства Харди в полуплоскости
вектор-функций (подробнее см. [7], [34], [35]).
Определение 6. Обозначим через H2(Re z > γ,H) пространство Харди1

вектор-функций со значениями в H в полуплоскости {z : Re z > γ}. Оно состо-
ит из аналитических в {z : Re z > γ} функций таких, что конечна норма

||f ||H2(Re z>γ,H) =

sup
µ>γ

+∞∫
−∞

||f(µ+ iν)||2Hdν

1/2

< +∞.

1На месте H может стоять произвольное гильбертово пространство, включая C со скалярным произведе-
нием (u, v) = uv̄
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Пространство Харди является гильбертовым пространством. Как и в скалярном
случае можно доказать, что почти всюду существует след функции на {z :

Re z = γ} :

f ∗(iµ+ γ) = lim
µ→γ+

f(µ+ iν),

причем f ∗ ∈ L2({z : Re z = γ}, H) и ||f ||H2(Re z>γ,H) = ||f ∗||L2({z:Re z=γ},H). В
данном случае

||h||L2({z : Re z=γ},H) =

 +∞∫
−∞

||h(γ + iν)||2Hdν

1/2

.

Справедлива следующая замечательная теорема .

Теорема 2.4 (Пэли-Винер). Вектор-функция g(z) = f̂(z), определяемая (2.7)
является преобразованием Лапласа вектор-функции f ∈ L2,γ([0,+∞), H) в
том и только в том случае, когда g ∈ H2(Re z > γ,H), причем

||f ||L2,γ([0,+∞),H) = ||g||H2(Re z>γ,H).

Определение 7. Применение преобразования Лапласа к уравнению (2.1) (при
φ0 = φ1 = 0) приводит к оператор-функции

L(z) = z2I +M1zI +M2 (1−K(z))A2 +M3T, (2.8)

которая является символом исходного уравнения. Здесь K(z) — преобразование
Лапласа функции Γ(t). При использовании Γ(t) вида (2.3) получим K(z) =
∞∑
k=1

ck
z + γk

. При использовании Γ(t) вида (2.5) получим K(z) =
∞∫
0

dσ(t)

z + t
.

Определение 8. Резольвентным множеством R(L) оператор-функции L(z)

будем называть множество всех значений z ∈ C, для которых оператор L−1(z)

существует, ограничен и задан на всем пространстве. Дополнение множества
R(L) в комлексной плоскости, т.е., σ(L) = C \R(L), будем называть спектром
оператор-функции L(z). Определим также невещественный спектр уравнения,
то есть σIm(L) = σ(L) \ R.

Описание спектра символа уравнения — важная часть спектрального ана-
лиза уравнения, она позволяет исследовать высокочастотные решения уравне-
ния, находить частоты решений уравнения, которые убывают по амплитуде с
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наименьшей скоростью, позволяет установить корректную разрешимость урав-
нения и находить скорость распространения волн, а также исследовать вопрос
устойчивости решений уравнения.

3 Постановка задачи

В настоящей работе исследуется уравнение движения вязкоупругой пластины
в потоке жидкости или газа в рамках поршневой модели, записываемое в виде
(см., например, [1]):

D0

∆2u(x, y, t)− ε0

t∫
0

Γ0(t− τ)∆2u(x, y, τ)dτ

+ ρhü(x, y, t)+

+
γp0
a0

(
u̇(x, y, t) + v (n0,∇u(x, y, t))

)
= f(x, y, t). (3.1)

Пластина двумерна и представляет собой прямоугольник со сторонами L0 по
направлению x и l0 по направлению y; u(x, y, t) описывает ее отклонение от по-
ложения равновесия в точке с координатами (x, y) в момент t; ∆2 представляет

собой оператор
∂4

∂x4
+2

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4
; n0 — это направление скорости движения

жидкости или газа, а v — ее модуль. Пластина закреплена шарнирным образом
с двух сторон вдоль оси Oy :

∂2

∂x2
u(x, y, t) = u(x, y, t) = 0 (3.2)

при x = 0 и x = L0.

В настоящей работе будет рассмотрен одномерный аналог уравнения (3.1):

D0

 ∂4

∂x4
u(x, t)− ε0

t∫
0

Γ0(t− τ)
∂4

∂x4
u(x, τ)dτ

+ ρhü(x, t)+

+
γp0
a0

(
u̇(x, t) + v n0x

∂

∂x
u(x, t)

)
= f(x, t). (3.3)

Тогда вместо условия (3.2) возьмем граничное условие

∂2

∂x2
u(x, t) = u(x, t) = 0 (3.4)
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при x = 0 и x = L0. Кроме того, в дальнейшем для упрощения математических
выкладок примем L0 = π, а также n0x = 1 (т.е. жидкость или газ движется
вдоль направления x). Перепишем уравнение (3.3) в более удобном для даль-
нейшего исследования операторном виде в соответствии с (2.1):

d2

dt2
u(t) +M1

d

dt
u(t) +M2

A2u(t)−
t∫

0

Γ(t− τ)A2u(τ)dτ

+

+M3Tu(t) = f(t), t > 0, (3.5)

где M1 =
γp0
a0ρh

, M2 =
D0

ρh
, M3 =

vγp0
a0ρh

, Γ(t) = ε0Γ0(t), а u(t) и f(t) — это

определенные на луче [0,+∞) вектор-функции со значениями в сепарабель-
ном гильбертовом пространстве H = L2([0, π]) по x. Неограниченный оператор

Av(x) = − ∂2

∂x2
v(x) действует в пространстве H и имеет область определения

Dom(A) = {v(x) ∈ H : v′′(x) ∈ H, v(0) = v(π) = 0},

и, соответственно, оператор A2v(x) =
∂4

∂x4
v(x) c областью определения

Dom(A2) = {v(x) ∈ H : v(IV )(x) ∈ H, v(0) = v(π) = v′′(0) = v′′(π) = 0}.

Оператор T действует как Tv(x) =
d

dx
v(x) c областью определения

Dom(T ) = {v(x) ∈ AC([0, π]) : v′(x) ∈ H, v(0) = v(π) = 0}.

На Γ(t) в данном случае никаких дополнительных ограничений не накладыва-
ется, кроме того, что это убывающая положительная интегрируемая функция.

Добавив к уравнению (3.5) начальные условия

u(0+) = φ0, u′(0+) = φ1 (3.6)

мы получим задачу Коши.
Необходимо далее заметить, что определенный выше оператор A2 являет-

ся неограниченным самосопряженным положительно определенным операто-
ром, а оператор A−2, обратный к нему, является компактным. Тогда по теореме
Гильберта-Шмидта в W 4

2 ([0; π]) есть базис из собственных функций оператора

32



A2 : en = sin(nx), n ∈ N.

Кроме того, оператор T ∗ действует как T ∗v(x) =
d

dx
v(x) c областью опреде-

ления
Dom(T ∗) = {v(x) ∈ AC([0, π]) : v′(x) ∈ H)}

(см. например [2]). Так как оператор T замкнут, можно представить его в виде
произведения частичной изометрии и самосопряженного оператора с помощью
полярного разложения:

T = U
√
T ∗T = UA1/2. (3.7)

4 Корректная разрешимоcть и вопросы устойчивости ре-

шений уравнения

Введем обозначение

p(x)
def
=M1M2(1−D)x3 −M3

√
M2x−M1M3, (4.1)

где D
def
=

∞∫
0

|Γ(t)|dt. Константа D < ∞, так как Γ(t) интегрируема.

Сформулируем основную теорему 4.1 об устойчивости решений и корректной
разрешимости в пространствах Соболева W 1

2,γ([0,+∞), A).

Теорема 4.1. Предположим, что выполнены следующие условия:

1. Можно выбрать такое γ1 ∈ R, что Γ(t)e−γ1t — монотонно убывающая
положительная интегрируемая функция.

2. Существует такое γ2 ∈ R, что f(t) принадлежит пространству
L2,γ2([0,+∞), H).

3. φ0 ∈ Dom(A3/2) и φ1 ∈ Dom(A1/2).

Тогда существует такое γ3 ∈ R, что для любого γ≥max(γ1, γ2, γ3) задача
(2.1), (2.2) однозначно разрешима в пространстве W 1

2,γ([0,+∞), A)(то есть
существует единственное слабое решение задачи (2.1), (2.2)), и для её реше-
ния справедлива оценка

||u||W 1
2,γ([0,+∞),A)≤d

(
||f ||L2,γ([0,+∞),H) + ||A3/2φ0||H + ||A1/2φ1||H

)
, (4.2)
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где константа d > 0 не зависит от начальных данных.
Кроме того, если p(

√
a1) > 0, где a1 — наименьшее собственное значение

оператора A, то γ3 можно взять того же знака, что и γ1.

Замечание. Переменные γ1, γ2, γ3 не обязательно должны быть положитель-
ными. Тогда могут быть задействованы пространства Соболева с отрицатель-
ными весами, например, пространства W k

2,−1([0,+∞), A) со скалярным произ-
ведением:

(u(t), v(t))W k
2,−1([0,+∞),A) =

+∞∫
0

(
(u(k)(t), v(k)(t))H + (Aku(t), Akv(t))H

)
e2tdt.

В данном пространстве все функции экспоненциально убывают.
Если уравнение (3.5) автономно, то есть f ≡ 0, то γ2 можно положить лю-

бым.
Отметим здесь, что результат о слабой корректной разрешимости уравнений

Гуртина–Пипкина с двумя операторами (но без асимптотической устойчивости
и пространств Соболева с отрицательными показателями γ) был опубликован
в статье [23] В.В. Власовым и Н.А. Раутиан.

Приведем здесь два важных следствия, касающихся устойчивости и асимп-
тотической устойчивости решений задачи (3.5), (3.6).

Следствие 4.1 (об асимптотической устойчивости решений). Допустим, вы-
полнены условия теоремы 4.1, p(

√
a1) > 0, а также γ1 и γ2 отрицательны,

тогда существуют такие положительные константы γ и C, что в любой
момент времени t

||u(t)||H≤Ce−γt.

Следствие 4.2 (об устойчивости решений). Допустим, выполнены условия
теоремы 4.1, p(

√
a1) > 0, а также γ1 и γ2 меньше или равны нулю, тогда

существует такая положительная константа C, что в любой момент вре-
мени t

||u(t)||H≤C.

Несложно также доказать, что если p(
√
a1) > 0 и γ1 < 0, то спектр оператор-

функции L(z) будет отсутствовать в полуплоскости {Rez ≥ 0}.
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Теорема 4.2. Предположим, что Γ(t)eγ1t — монотонно убывающая положи-
тельная интегрируемая функция для некоторого γ1 > 0 и p(

√
a1) > 0, где a1

— наименьшее собственное значение A.
Тогда для некоторого γ > 0 в полуплоскости {Re z ≥ −γ} отсутствует

спектр оператор-функции L(z), определенной в (2.8) и являющейся символом
уравнения (3.5).

Из неравенства (4.2) видно, что константы C в замечаниях выше тем меньше,
чем меньше ||f ||L2,γ([0,+∞),H), ||A2φ0||H , и ||Aφ1||H . Это приводит к классическо-
му определению устойчивости по Ляпунову решений задачи (3.5), (3.6).

Условие p(
√
a1) > 0 в следствиях 4.1 и 4.2 позволяет оценить снизу критиче-

скую скорость vкр, при которой колебание пластинки становится неустойчивым.
Действительно, если

p(
√
a1) = M1M2(1−D)a

3/2
1 −M3

√
M2a

1/2
1 −M1M3 > 0,

то

M3 < M1M2
(1−D)a

3/2
1√

M2a
1/2
1 +M1

,

или

v <
a0ρh

γp0
·

γp0D0

a0ρ2h2
(1−D)a

3/2
1√

D0

ρh
a
1/2
1 +

γp0
ρh

=
D0(1−D)a

3/2
1√

D0ρha1 + γp0
.

При таких скоростях колебания устойчивы, следовательно,

vкр >
D0(1−D)a

3/2
1√

D0ρha1 + γp0
. (4.3)

Доказательство теоремы 4.1. Рассмотрим вначале случай φ0 = φ1 = 0. Пре-
образование Лапласа решения уравнения (3.5) c нулевыми начальными услови-
ями представимо в виде

û(z) = L−1(z)f̂(z), (4.4)

где оператор-функция L(z) является символом уравнения (3.5).
Покажем, что вектор-функция в правой части (4.4) такова, что zû(z) и Aû(z)

принадлежат пространству Харди H2(Re z > γ,H), со скалярным произведе-
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нием

(û, v̂)H2(Re z>γ,H) =

+∞∫
−∞

(û(γ + iy), v̂(γ + iy))Hdy.

Тогда по теореме Пели-Винера 2.4 получим, что вектор-функции u′(t) и
Au(t) принадлежать пространству L2,γ([0,+∞), H), и u(t) будет принадлежать
W 1

2,γ([0,+∞), A). Обозначим главную часть L(z)

L0(z)
def
=z2I +M1zI +M2 (1−K(z))A2,

где K(z) — преобразование Лапласа Γ(t). Из теоремы Пэли-Винера получаем
следующие соотношения

||Au(t)||2L2,γ([0,+∞),H) = ||Aû(z)||H2(Re z>γ) = ||AL−1(z)f̂(z)||H2(Re z>γ) =

= ||AL−1
0 (z)(I +M3TL

−1
0 (z))−1f̂(z)||H2(Re z>γ)≤

≤ sup
Re z>γ

||AL−1
0 (z)|| sup

Re z>γ
||(I +M3T

−1L−1
0 (z))−1|| · ||f̂(z)||H2(Re z>γ). (4.5)

Для того, чтобы доказать принадлежность пространству L2,γ([0,+∞), H)

вектор-функции Au(t) необходимо доказать равномерную ограниченность по
норме операторов AL−1

0 (z) и (I +M3TL
−1
0 (z))−1 при Re z > γ, а также принад-

лежность f̂(z) пространству Харди H2(Re z > γ).

Сразу заметим, что если γ≥γ2, то по теореме Пэли-Винера f̂(z) ∈ H2(Re z >

γ). Докажем промежуточную лемму о свойствах преобразования Лапласа ядра
Γ(t).

Лемма 4.1. Пусть выполнено условие 1 теоремы 4.1, тогда

1. ImK(z) < 0 при Re z > γ1 и Im z > 0.

2. lim
γ→+∞

sup
Re z>γ

|K(z)| = 0.

Доказательство. Имеем K(z) =
∞∫
0

Γ(t)e−ztdt.
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1. При z = x+ iy, где x, y ∈ R, имеем

− ImK(z) =

+∞∫
0

Γ(t)e−xt sin(yt)dt =
∞∑
k=0

2π(k+1)/y∫
2πk/y

Γ(t)e−xt sin(yt)dt =

=
∞∑
k=0

 π(2k+1)/y∫
2πk/y

Γ(t)e−xt sin(yt)dt−
2π(k+1)/y∫

π(2k+1)/y

Γ(t)e−xt(− sin(yt))dt

 =

=
∞∑
k=0

π∫
0

(
Γ

(
2πk + r

y

)
e−x(2πk+r)/y − Γ

(
2πk + π + r

y

)
e−x(2πk+π+r)/y

)
sin(r)

y
dr (4.6)

Так как при x > γ1 функция Γ(t)e−xt монотонно убывает и положитель-
на, подынтегральное выражение в каждом слагаемом правой части (4.6)
больше нуля, а, следовательно, вся правая часть больше нуля.

Что и требовалось доказать.

2. Зафиксируем ε > 0 и положим b(ε) > 0 настолько малым, что
b(ε)∫
0

Γ(t)dt <

ε; это возможно сделать, так как Γ(t) локально интегрируема. Тогда при

γ > max

(
Γ(b(ε))

ε
, γ1

)
> 0 и при z = x+ iy, где x, y ∈ R и x > γ, имеем

|K(z)| ≤
+∞∫
0

Γ(t)
∣∣e−zt

∣∣ dt = +∞∫
0

Γ(t)e−xtdt=

=

b(ε)∫
0

Γ(t)e−xtdt+

+∞∫
b(ε)

Γ(t)e−xtdt≤
b(ε)∫
0

Γ(t)dt+ Γ(b(ε))

+∞∫
b(ε)

e−xtdt.

Последнее неравенство осуществимо, так как Γ(t) монотонно убывает при
γ > γ1 в силу условия 1 теоремы. Далее,

b(ε)∫
0

Γ(t)dt+ Γ(b(ε))

+∞∫
b(ε)

e−xtdt≤
b(ε)∫
0

Γ(t)dt+ Γ(b(ε))

+∞∫
0

e−xtdt≤

≤ε+ Γ(b(ε))
1

x
≤ε+ Γ(b(ε))

1

γ
< 2ε.

Таким образом K(z) равномерно по y стремится к 0 при x→ +∞.

37



Что и требовалось доказать.

Вернемся к доказательству теоремы 4.1. Далее необходимо рассмотреть два
случая: в первом не учитывается знак выражения p(

√
a1) (это необходимо для

доказательства общей корректной разрешимости задачи (3.5), (3.6)), во втором
предполагается p(

√
a1) > 0 (это необходимо для доказательства свойств устой-

чивости и асимптотической устойчивости решений).
I. Знак p(

√
a1) не учитывается.

Докажем вначале, что существует γ4 > 0 такое, что sup
Re z>γ

||AL−1
0 (z)|| > 0 при

γ > γ4. Действительно, воспользовавшись спектральной теоремой для самосо-
пряженных операторов, заметим, что

sup
Re z>γ

||AL−1
0 (z)|| = sup

Re z>γ

s∈σ(A)

|s(z2 +M1z +M2(1−K(z))s2)−1| = sup
Re z>γ

n∈N

|anl−1
0,n(z)|,

(4.7)
где

l0,n(z) = (L0(z)en, en) = z2 +M1z +M2(1−K(z))a2n.

Здесь en — собственные функции оператора A, а an — соответствующие им
собственные значения.

Согласно лемме 4.1 возьмем положительную константу γ4 > γ1 такую, что
при Re z > γ4 выполняется

|K(z)| < 1

4
. (4.8)

Тогда необходимо снизу оценить выражение
∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣ .
При z = x + iy, где x, y ∈ R, при y≥0 (этого достаточно, так как l0,n(z) =

l0,n(z)) и при x > γ4 >
4M3√
a1
√
M2

> 0 получим с одной стороны

∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣≥ ∣∣∣∣Im l0,n(z)

an

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2xy +M1y

an
−M2 ImK(z)an

∣∣∣∣ =
=

2xy +M1y

an
−M2 ImK(z)an >

2x+M1

an
y >

2γ4 +M1

an
y, (4.9)

вследствие леммы 4.1.
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С другой стороны, если обозначить главную часть l0,n(z)

lb,n(z)
def
=z2 +M1z +M2a

2
n,

получим∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣≥ ∣∣∣∣lb,n(z)an

∣∣∣∣− anM2|K(z)|≥|z + i
√
M2an||z − i

√
M2an|

an
− anM2|K(z)|.

(4.10)
Последнее неравенство верно в силу того, что |z2 +M1z +M2a

2
n|≥|z2 +M2a

2
n|.

Действительно, так как

Re(M1z(z
2 +M2a

2
n)) = Re(M1z|z|2 +M2a

2
nz) = (M1|z|2 +M2a

2
n)x≥0

при x≥0, то получим , что

|z2 +M1z +M2a
2
n|2≥|z2 +M2a

2
n|2 + |M1z|2 + 2Re(M1z(z

2 +M2a
2
n))≥

≥|z2 +M2a
2
n|2 + |M1z|2≥|z2 +M2a

2
n|2. (4.11)

Продолжая цепочку неравенств (4.10), получаем∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣≥|z − i
√
M2an||z + i

√
M2an|

an
− anM2|K(z)|≥

≥
|z − i

√
M2an|| Im

(
z + i

√
M2an

)
|

an
− anM2|K(z)| =

=
|z − i

√
M2an|(y +

√
M2an)

an
− anM2|K(z)|≥|z − i

√
M2an|

√
M2an

an
−

− anM2|K(z)| (4.12)
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Далее,

|z − i
√
M2an|

√
M2an

an
− anM2|K(z)|≥

≥
√

M2
| Im(z − i

√
M2an)|+ |Re(z − i

√
M2an)|

2
− anM2|K(z)| =

=
√
M2

|
√
M2an − y|+ x

2
− anM2|K(z)|≥

≥
√

M2
(
√
M2an − y) + x

2
− anM2|K(z)|≥

≥anM2

(
1

2
− |K(z)|

)
+

√
M2

2
(x− y) >

M2an
4

+

√
M2

2
(γ4 − y), (4.13)

так как выполняется условие (4.8). Первое неравенство выполняется, так как
при r = | Im(z − i

√
M2an)| ≥ 0 и s = |Re(z − i

√
M2an)| ≥ 0√

r2 + s2 ≥ r + s√
2

≥ r + s

2
.

будет

Совмещая оценки (4.13) и (4.9), получим, что если y≥
√
M2

2
an, то

∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣≥2γ4 +M1

an
y≥

√
M2

2
(2γ4 +M1) >

√
M2

2
γ4

def
=A1. (4.14)

Если же y <

√
M2

2
an, то

∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣ > M2an
4

+

√
M2

2
(γ4 − y) =

=
M2an
4

−
√
M2

2
y +

√
M2

2
γ4≥

√
M2

2
γ4 = A1. (4.15)

Таким образом, видно, что при Re z > γ4 выражение
∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣ равномерно

ограничено снизу константой A1 > 0. Учитывая (4.7), имеем

sup
Re z>γ4

||AL−1
0 (z)|| < A−1

1 . (4.16)

Оценим теперь сверху по норме оператор (I +M3TL
−1
0 (z))−1. Норма опера-
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тора (I +M3TL
−1
0 (z))−1 может быть оценена следующим образом:

||(I +M3TL
−1
0 (z))−1||≤ 1

1− ||M3TL
−1
0 (z)||

, (4.17)

при условии, что ||M3TL
−1
0 (z)|| < 1. Воспользовавшись соотношением (3.7),

заметим, что

||M3TL
−1
0 (z)|| = ||M3UA1/2L−1

0 (z)||≤M3||A1/2L−1
0 (z)||. (4.18)

Используя оценки (4.14), (4.15) и спектральную теорему, норму ||A1/2L−1
0 (z)||

можно оценить при Re z > γ4 как

||A1/2L−1
0 (z)||−1 = sup

n∈N

∣∣∣∣l0,n(z)√
an

∣∣∣∣ = sup
n∈N

(
√
an

∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣)≥

≥
√
a1 sup

n∈N

(∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣)≥
√
a1

√
M2

2
γ4. (4.19)

Согласно (4.17) (4.15) и (4.14) получим, что

||(I +M3TL
−1
0 (z))−1||≤ 1

1− 2−1
= 2, (4.20)

так как γ4 >
4M3√
a1
√
M2

.

Учитывая оценки (4.5), (4.16) и (4.20), а также условие 2 теоремы 4.1, можно
утверждать, что Au(t) ∈ L2,γ([0,+∞), H) при γ > max (γ5, γ2) .

Докажем теперь, что и u′(t) ∈ L2,γ([0,+∞), H). Действительно, аналогично
оценкам (4.5), учитывая (4.20) и условие теоремы 4.1, остается только дока-
зать, что sup

z>γ
||zL−1

0 (z)|| < ∞. По спектральной теореме получаем ||zL−1
0 (z)|| =

sup
n∈N

∣∣zl−1
0,n(z)

∣∣, но в то же время

zl−1
0,n(z) = 1/z −M1 −M2(1−K(z))

an
z
anl

−1
0,n(z). (4.21)

При an > |z| имеем |zl−1
0,n(z)| < |anl−1

0,n(z)| < A−1
1 по (4.16) при γ > γ4. При

an ≤ |z|, из (4.21) получаем |zl−1
0,n(z)| =

∣∣∣1/z −M1 −M2(1−K(z))
an
z
anl

−1
0,n(z)

∣∣∣ ≤
a−1
1 +M1+0.75M2 sup

n∈N

∣∣anl−1
0,n(z)

∣∣ ≤ a−1
1 +M1+0.75M2A

−1
1 при γ > γ4 вследствие

(4.8). Выбирая минимум из этих оценок, получаем, что sup
Rez>γ

||zL−1
0 (z)|| < ∞
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при Rez > γ > γ4. Вследствие этого и (4.5) получим

||zu(t)||2L2,γ([0,+∞),H) ≤ sup
Re z>γ

||zL−1
0 (z)|| sup

Re z>γ
||(I +M3T

−1L−1
0 (z))−1||×

× ||f̂(z)||H2(Re z>γ) < ∞. (4.22)

Итак, доказано, что при γ > max (γ4, γ2) функция zû(z) ∈ H2(Re z > γ); это
влечет за собой по теореме Пэли-Винера принадлежность u′(t) пространству
L2,γ([0,+∞), H). Таким образом, учитывая, что и Au(t) принадлежит этому
пространству, получим, что u(t) ∈ W 1

2,γ([0,+∞), A). Это завершает доказатель-
ство корректной разрешимоcти задачи (3.5), (3.6) в случае нулевых начальных
данных и без учета знака p(

√
a1), если взять в условии теоремы 4.1 γ3 = γ4.

II. Знак p(
√
a1) учитывается.

Заметим сразу, что если p(
√
a1) > 0, то D < 1. Докажем теперь второе

утверждение теоремы 4.1 о том, что, если p(
√
a1) > 0, то γ3 можно выбрать

того же знака, что и γ1. Если γ1 > 0, то можно положить γ3 = γ4, как в
предыдущем пункте.

Если же γ1 < 0, то докажем, что существует γ7 < 0 такое, что
sup

Re z>γ
||AL−1

0 (z)|| < +∞ при γ > γ7.

Пусть z = x+ iy, где x, y ∈ R. При y≥0 (этого достаточно, так как l0,n(z) =

l0,n(z)) и при −M1/4 < x < 0 получим с одной стороны, вследствие оценки
(4.9): ∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣≥2x+M1

an
y =

M1 − 2g

an
y, (4.23)

если обозначить g
def
=|x|. С другой стороны имеем:∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣≥ ∣∣∣∣lb,n(z)an

∣∣∣∣− anM2|K(z)|≥

≥ |z + i
√
M2an||z − i

√
M2an|

an
− anM2|K(z)| − M1g

an
. (4.24)

Последнее неравенство верно в силу того, что

|z2 +M1z +M2a
2
n| = |z2 +M2a

2
n +M1x+ iM1y|≥|z2 +M2a

2
n + iM1y| −M1g,
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а также того, что |z2 +M2a
2
n + iM1y|≥|z2 +M2a

2
n|. Действительно, так как

Re(M1(iy)(z
2 +M2a

2
n)) = 2M1xy

2≥0,

то получим

|z2 +M2a
2
n + iM1y|2 = |z2 +M2a

2
n|2 + |iM1y|2 + 2Re(M1(iy)(z

2 +M2a
2
n)) =

= |z2+M2a
2
n|2+M 2

1y
2+4M1xy

2 = |z2+M2a
2
n|2+M1y

2(4x+M1) > |z2+M2a
2
n|2.

Последнее неравенство верно ввиду того, что x > −M1/4. Далее, вследствие
оценок (4.12), (4.24) имеет место цепочка неравенств∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣≥|z − i
√
M2an|

√
M2an

an
− anM2|K(z)| − M1g

an
≥

≥
√

M2| Im(z − i
√
M2an)| − anM2|K(z)| − M1g

an
≥

≥
√

M2|y −
√

M2an| − anM2|K(z)| − M1g

an
≥

≥
√

M2(
√
M2an− y)−anM2|K(z)|−M1g

an
= M2(1−|K(z)|)an−

M1g

an
−
√
M2y.

Положим D(g) = sup
Re z>−g

|K(z)|. Тогда исходя из условия 1 теоремы 4.1 и

свойств преобразования Лапласа имеем D(g)→D(0) = D при g→ 0, g < −γ1.

Тогда получим∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣≥M2(1− |K(z)|)an −
M1g

an
−
√

M2y≥M2(1−D(g))an −
M1g

an
−
√

M2y

(4.25)
Возьмем y = y0 такое, что при нем правые части (4.23) и (4.25) совпадают:

M2(1−D(g))an −
M1g

an
−
√

M2y0 =
M1 − 2g

an
y0,

то есть y0 =
a2n(1−D(g))M2 −M1g√

M2an +M1 − 2g
.
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Совмещая оценки (4.23) и (4.25), получим, что при −g > −M1/2 и y≥y0∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣≥M1 − 2g

an
y0 = (M1 − 2g)

an(1−D(g))M2 −M1ga
−1
n√

M2an +M1 − 2g
=

= (M1−2g)

(1−D(g))M2 −M1g
1

a2n
√
M2 +

M1 − 2g

an

≥(M1−2g)

(1−D(g))M2 −M1g
1

a21
√
M2 +

M1 − 2g

a1

def
=H(g).

(4.26)

Если же y < y0, то∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣≥M2(1−D(g))an −
M1g

an
−
√

M2y0≥H(g). (4.27)

Заметим, что H(g)→ M1M2√
M2 +M1/a1

(1−D) > 0 (так как p(
√
a1) > 0) при g→ 0.

Таким образом, можно найти такое g0, что H(g) > 0 при g > g0. Если положить
γ7 = −g0, то получим, учитывая (4.26) и (4.27), а также спектральную теорему,
что

sup
Re z>γ7

||AL−1
0 (z)|| < H−1(g0). (4.28)

Далее, как в пункте I надо доказать, что оператор (I +M3TL
−1
0 (z))−1 огра-

ничен сверху по норме. Учитывая (4.19), заметим, что

||A1/2L−1
0 (z)||−1

M3
≥
√
a1

M3
sup
n∈N

(∣∣∣∣l0,n(z)an

∣∣∣∣)≥
√
a1

M3
H (g) =

=

√
a1

M3
(M1 − 2g)

(1−D(g))M2 −M1g
1

a1
√
M2 +

M1 − 2g

a1

def
=H1(g).

При g→ 0 выполняется

H1(g)→
M1M2(1−D)

√
a1

M3(
√
M2 +M1/a1)

=

= 1 +
M1M2(1−D)(

√
a1)

3 −M3

√
M2a1 −M1M3

M3(
√
M2a1 +M1)

=

= 1 +
p(
√
a1)

M3(
√
M2a1 +M1)

> 1,
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так как p(
√
a1) > 0. Таким образом, можно найти такое g1, что H1(g) > 1 при

g > g1, и если положить γ8 = −g1, то получим, согласно (4.17) и (4.18),

||(I +M3TL
−1
0 (z))−1||≤ 1

1−H1(g1)−1
< +∞. (4.29)

Итак, учитывая оценки (4.5), (4.29) и (4.28), а также условие 2 теоремы 4.1,
можно утверждать, что Au(t) ∈ L2,γ([0,+∞), H) при γ > max (γ7, γ8, γ2) .

Аналогично пункту I, учитывая оценки (4.28), (4.29), доказывается при-
надлежность u′(t) пространству L2,γ([0,+∞), H) при γ > γ7. Таким обра-
зом, учитывая, что и Au(t) принадлежит этому пространству, получим, что
u(t) ∈ W 1

2,γ([0,+∞), A). Это завершает доказательство корректной разреши-
моcти задачи (3.5), (3.6) в случае нулевых начальных данных и c учетом знака
p(
√
a1), если взять в условии теоремы 4.1 γ3 = γ8.

Из вышесказанного ясно, что если γ1 = 0, то и γ3 можно положить равным
нулю, если в доказательстве выше положить g0 = g1 = 0.

Итак, доказано, что полученная функция u(t) принадлежит пространству
W 1

2,γ([0,+∞), A). Теперь необходимо доказать, что она действительно является
слабым решением задачи (3.5), (3.6). Утверждение о том, что u(0+) = 0 в случае
нулевых начальных условий, доказывается способом, описанным в монографии
[5].

Остается доказать, что для любого v(t) ∈ W 1
2,γ([0,+∞), A) функционал

Φ(u, v) из (2.6) равен нулю. В случае нулевых начальных условий третье сла-
гаемое в (2.6) равно нулю. В то же время по теореме Пэли-Винера скалярные
произведения в этом выражении в пространстве L2([0,+∞), H) равны скаляр-
ным произведениям соответствующих преобразований Лапласа в пространстве
Харди H2(Rez > γ,H), и функционал Φ(u, v) может быть записан в виде:

Φ(u, v) = 2γ(zû(z), v̂(z))− (zû(z), zv̂(z)) +M1(zû(z), v̂(z))+

+M2((1−K(z))Aû(z), Av̂(z)) +M3(T û(z), v̂(z))− (f̂(z), v̂(z)). (4.30)

Все скалярные произведения вектор-функций здесь берутся в пространстве
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H2(Rez > γ,H). Рассмотрим первые два слагаемых в (4.30) при z = x+ iy:

2γ(zû(z), v̂(z))H2(Rez>γ,H) − (zû(z), zv̂(z))H2(Rez>γ,H) =

= sup
x>γ

+∞∫
−∞

2γ(zû(z), v̂(z))H − (zû(z), zv̂(z))H)dy =

=

+∞∫
−∞

(2γ(zû(z), v̂(z))H − (zzû(z), v̂(z))Hdy =

=

+∞∫
−∞

(z(2γ − z)û(z), v̂(z))H dy =

+∞∫
−∞

(z2û(z), v̂(z))Hdy (4.31)

Далее, учитывая то, что û(z) = L−1(z)f̂(z), получим

0 =

+∞∫
−∞

(0, v̂(z))H)dy =

+∞∫
−∞

(L(z)û(z)− f̂(z), v̂(z))H)dy =

=

+∞∫
−∞

(z2û(z) +M1zû(z) +M2(1−K(z))A2û(z)+

+M3T û(z)− f̂(z), v̂(z))Hdy =

+∞∫
−∞

(
z2û(z), v̂(z)

)
H
dy+

+

+∞∫
−∞

(
M1zû(z) +M2(1−K(z))A2û(z) +M3T û(z)− f̂(z), v̂(z)

)
H
dy

Тогда, преобразуя первое слагаемое правой части согласно (4.31), а второе —
используя самосопряженность оператора A, получим, что

0 = 2γ(zû(z), v̂(z))− (zû(z), zv̂(z)) +M1(zû(z), v̂(z))+

+M2((1−K(z))Aû(z), Av̂(z)) +M3(T û(z), v̂(z))− (f̂(z), v̂(z)).

Как и ранее здесь все скалярные произведения берутся в пространстве
H2(Rez > γ,H). Все преобразования выше правомерны, так как в силу при-
надлежности u и v пространству W 1

2,γ([0,+∞), A) и теоремы Пэли-Винера все
интегралы здесь сходятся. Тогда, учитывая (4.30), имеем Φ(u, v) = 0.
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Что и требовалось доказать.
Докажем теперь теорему 4.1 в случае ненулевых начальных данных.
Пусть w(t) — функция из W 2

2,γ2
([0,+∞), A) такая, что w(0+) = φ0, w

′(0+) =

φ1. По теореме 2.3 о следах можно найти такую функцию w1(t) из
W 2

2 ([0,+∞), A), что w1(0+) = φ0, а w′
1(0+) = φ1 − γ2φ0. Но для оценки нормы

w1(t) в W 2
2 ([0,+∞), A) потребуется построить её явно. Согласно доказательству

теоремы 2.3 (см. [25], теорема 3.2) возьмем

w11(t) =
∞∑
n=1

c11nene
−ant,

w12(t) =
∞∑
n=1

c12n
an

ene
−ant,

c12n = (φ1 − γ2φ0, en)H , c11n = (φ0, en)H

где en — собственные векторы оператора A, an — собственные числа оператора
A. Тогда по построению

w11(0+) =
∞∑
n=1

c11nen = φ0, w′
12(0+) =

∞∑
n=1

c12nen = φ1 − γ2φ0. (4.32)

Кроме того, для некоторых положительных констант C1, C2, C3, не зависящих
от φ0, φ1, имеем

||w11(t)||W 2
2 ([0,+∞),A) ≤ C1||A3/2φ0||H , (4.33)

||w12(t)||W 2
2 ([0,+∞),A) ≤ C2||A3/2φ0||H + C3||A1/2φ1||H . (4.34)

Докажем (4.33):

||w11(t)||2W 2
2 ([0,+∞),A) =

+∞∫
0

(
||w′′

11(t)||2H + ||A2w11(t)||2H
)
dt =

=

∞∫
0

( ∞∑
n=1

(
c11na

2
ne

−ant
)2

+
∞∑
n=1

(
c11na

2
ne

−ant
)2)

dt =

= 2
∞∑
n=1

c211na
4
n

∞∫
0

e−2antdt =
∞∑
n=1

c211na
3
n =

∞∑
n=1

(
c11na

3/2
n

)2
= ||A3/2φ0||H < +∞,
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так как φ0 ∈ Dom
(
A3/2

)
. Перестановка интегрирования и суммирования допу-

стима по теореме Фубини-Тонелли. Аналогично доказывается (4.34):

||w12(t)||2W 2
2 ([0,+∞),A) =

+∞∫
0

(
||w′′

12(t)||2H + ||A2w12(t)||2H
)
dt =

=

∞∫
0

( ∞∑
n=1

(
c12n
an

a2ne
−ant

)2

+
∞∑
n=1

(
c12n
an

a2ne
−ant

)2
)
dt =

= 2
∞∑
n=1

c212na
2
n

∞∫
0

e−2antdt =
∞∑
n=1

c212nan =
∞∑
n=1

(
c12na

1/2
n

)2
=

= ||A1/2 (φ1 − γ2φ0) ||H < +∞,

так как φ0 ∈ Dom
(
A3/2

)
, φ1 ∈ Dom

(
A1/2

)
. Положим далее

w1(t) = 2w11(t)− w11(2t) + w12(2t)− w12(t), (4.35)

тогда с учетом (4.32), очевидно, получим

w1(0+) = φ0, w′
1(0+) = φ1 − γ2φ0.

Из (4.33), (4.34), (4.35) получим, что

||w1(t)||W 2
2 ([0,+∞),A) ≤ C4||A3/2φ0||H + C5||A1/2φ1||H (4.36)

для некоторых положительных констант C4, C5, не зависящих от φ0, φ1.

Тогда w(t) можно положить равным w1(t) · eγ2t. Действительно, w(0+) =

w1(0+) = φ0, а w′(t) = γ2e
γ2tw1(t) + eγ2tw′

1(t), и w′(0+) = γ2φ0 + w′
1(0+) = φ1.

Рассмотрим функцию r(t) = u(t) − w(t), где u(t) — решение задачи (3.5),
(3.6) с ненулевыми начальными данными, которое необходимо найти. Оно удо-
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влетворяет уравнению

d2

dt2
r(t) +M1

d

dt
r(t) +M2

A2r(t)−
t∫

0

Γ(t− τ)A2r(τ)dτ

+

+M3Tr(t) = f(t)− d2

dt2
w(t)−M1

d

dt
w(t)−

−M2

A2w(t)−
t∫

0

Γ(t− τ)A2w(τ)dτ

−M3Tw(t), (4.37)

r(0+) = 0, r′(0+) = 0. (4.38)

Функция в правой части (4.37) удовлетворяет условию 2. теоремы в силу того,
что w(t) — функция из W 2

2,γ2
([0,+∞), A), а задача (4.37), (4.38) может быть

решена с помощью описанного выше метода для решения уравнений с нулевыми
начальными данными.

Тогда для того, чтобы u(t) = r(t) + w(t) являлось слабым решением за-
дачи (3.5), (3.6) нужно, чтобы для любого v(t) ∈ W 1

2,γ([0,+∞), A) было
выполнено Φ(u, v) = 0. Заметим далее, что функция Ψ(u, v) = Φ(u, v) +

(φ1, v(0+))H + (f(t), v(t))L2,γ([0,+∞),H) является полуторалинейной функцией, и
выполнено Ψ(u, v) = Ψ(r, v) + Ψ(w, v). Значит,

Φ(u, v) = Ψ(r, v) + Ψ(w, v)− (φ1, v(0+))H − (f(t), v(t))L2,γ([0,+∞),H).

Так как вектор-функции w′′(t) и A2w(t) принадлежат пространству
L2,γ([0,+∞), H) при γ > γ2, можно преобразовать выражение Ψ(w, v) с помо-
щью интегрирования по частям (все скалярные произведения вектор-функций
берутся в L2,γ([0,+∞), H)):

Ψ(w, v)− (φ1, v(0+))H =

(
w′′(t) + 2M1w

′(t)+

+M2

(
A2w(t)−

t∫
0

Γ(t− τ)A2w(τ)dτ
)
+M3Tw(t), v(t)

)
,
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так как при w′(0+) = φ1

(w′′(t), v(t)) = 2γ(w′(t), v(t))− (w′(t), v′(t))− (φ1, v(0+))H .

Тогда выражение −Ψ(w, v)+(φ1, v(0+))H+(f(t), v(t))L2,γ([0,+∞),H)) — это правая
часть (4.37), скалярно умноженная на v(t). Следовательно, учитывая то, что
r(t) — решение (4.37), (4.38), получим, что Φ(u, v) = 0 по доказанному ранее для
нулевых начальных условий. Заметим также, что u(0+) = φ0 по определению
u(t).

Тогда из (4.36), (4.37), (4.5), (4.22), теорем 2.1 и 2.4 напрямую следует условие
теоремы (4.2) для случая ненулевых начальных условий.

Что и требовалось доказать.
Если выполнено условие p(

√
a1) > 0, то γ3 < 0 при γ1 < 0 и следствия 4.1 и

4.2, касающиеся свойств устойчивости уравнения, напрямую вытекают из того,
что W 1

2,γ([0,+∞);A) непрерывно вложено в C([0,+∞), H) (см. теорему 2.2).
Доказательство теоремы 4.2. Используя соотношения (4.26)–(4.29), остается
лишь заметить, что при Rez > −γ8

||L−1(z)|| = ||A−1AL−1
0 (z)(I +M3TL

−1
0 (z))−1|| ≤

≤ ||A−1||H−1(−γ7)
1

1−H1(−γ8)−1
< +∞.

Таким образом, получаем, что при Rez > −γ = max(−γ8,−γ7) полуплоскость
{Re z ≥ −γ} лежит в резольвентном множестве (2.8) и, значит, в нем нет
спектра оператор-функции L(z).

Что и требовалось доказать.

5 Асимптотика невещественного спектра символа урав-

нения

В данном разделе будет построена асимптотика невещественного спектра сим-
вола уравнения (3.5) на основании асимптотики невещественного спектра сим-
вола уравнения Гуртина–Пипкина. Вначале, используя операторный аналог
теоремы Руше, построим асимптотику спектра символа уравнения Гуртина–
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Пипкина, возмущенного относительно-компактным слагаемым, и в дальнейшем
с помощью замены спектральной переменной установим асимптотику невеще-
ственного спектра L(z).

5.1 Общий случай уравнения Гуртина–Пипкина с возмущением.

Для начала рассмотрим случай стандартного уравнения Гуртина–Пипкина с
A2–компактным возмущением в смысле Като (см. [3]):

d2

dt2
u(t) + A2u(t)−

t∫
0

Γ(t− τ)A2u(τ)dτ +RAθu(t) = f(t), t > 0, (5.1)

где θ ∈ [0, 2), R — ограниченный оператор, имеющий норму ||R|| = B. Ядро
релаксации Γ может быть вида (2.3). В дальнейшем увидим, что уравнение (5.1)
можно свести к (3.5) с помощью замены переменных.

По теореме Гильберта-Шмидта в H есть базис из собственных векторов en

оператора A; им соответствуют собственные значения an. В случае задачи (3.3),
(3.4) en = sin(nx), an = n2, n ∈ N. Кроме того оператор, очевидно, удовлетво-
ряет соотношению

aθ−1
n (an − an−1)

−1 → 0, n → ∞. (5.2)

Применение преобразования Лапласа к уравнению (5.1) приводит к
оператор-функции

L(z) = z2I + (1−K(z))A2 +RAθ, (5.3)

которая является символом исходного уравнения. Здесь K(z) — преобразование
Лапласа функции Γ(t).

Необходимо найти асимптотику невещественного спектра σ(L).
Положим

ln(z) = z2 + (1−K(z))a2n. (5.4)

Эта функция комплекного переменного имеет лишь один корень в верхней по-
луплоскости {Im z > 0}. Это доказано, например, в [4]. Обозначим его µ+

n . В
случае, когда cj и γj ведут себя полиномиальным образом при ядре Γ(t) ви-
да (2.3), асимптотика µ+

n подробно изучена в [5]. Кроме того, для достаточно
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обширного класса функций K(z) она также приведена во второй главе диссер-
тации (см. следствия 7.1–7.5). Далее, возьмем Dn,C = {z : |z − µ+

n | < Caθ−1
n }.

Теорема 5.1. Предположим, собственные числа оператора A удовлетворяют
соотношению (5.2). Тогда существуют положительные константы y0, C та-
кие, что спектр σ(L) оператор-функции L(z), лежащий в верхней полуплос-
кости {z : Im z > y0}, может быть представлен в виде совокупности точек
{µ̃+

n , n > n0}, так что µ̃+
n ∈ Dn,C. Число n0 здесь — наименьшее натуральное

число такое, что для любого n > n0 выполняется

Dn,C ⊂ {z : Im z > y0}. (5.5)

Замечание 1. В случае θ < 1 радиус круга Dn,C будет стремиться к нулю при
n → ∞, а значит, можно описать асимптотику невещественного спектра L(z):

µ̃+
n = µ+

n +O(aθ−1
n ).

Доказательство. Нам понадобится операторный аналог теоремы Руше (см.
[6]). Введем для начала некоторые определения.
Определение. Пусть точка z0 является полюсом оператор-функции L(z). В
некоторой окрестности точки z0 имеет место разложение

L(z) =
∞∑

j=−n

(z − z0)
jLj. (5.6)

Если в этом разложении операторы Lj, j = −n, −n+1, . . . ,−1 конечномерны,
то оператор-функция L(z) называется конечномероморфной в точке z0. Если
L(z) конечномероморфна в любой точке некоторой области G, то будем гово-
рить, что L(z) конечномероморфна в G. Линейный ограниченный оператор L,
действующий в банаховом пространстве L, называется Ф-оператором, если он
нормально разрешим (т. е. множество значений ImL замкнуто), его ядро KerL

конечномерно и dim(L \ ImL) < ∞
Оператор-функцию L(z) назовем фредгольмовой в точке если в разложе-

нии (5.6) оператор L0 является Ф-оператором. Если L(z) фредгольмова в лю-
бой точке некоторой области G, то назовем ее фредгольмовой в G. Точку z0

назовем нормальной точкой оператор-функции L(z), если L(z) конечномеро-
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морфна и фредгольмова в точке z0 и все точки некоторого проколотого круга
0 < |z−z0| < ρ являются регулярными для L(z). Пусть Γ — простой замкнутый
спрямляемый контур, ограничивающий область G. Оператор-функцию L(z),
конечномероморфную и фредгольмову в G и непрерывную вплоть до Γ, будем
называть нормальной относительно контура Γ, если оператор L(z) обратим
для всех z ∈ G ∪ Γ за исключением конечного числа точек области G, являю-
щихся нормальными точками L(z).

Нам понадобится следующая упрощенная версия операторного аналога тео-
ремы Руше:

Теорема 5.2. Пусть L1(z) — оператор-функция, нормальная относитель-
но некоторого простого замкнутого спрямляемого контура Γ, ограничиваю-
щего область G. Если конечномероморфная в G и непрерывная вплоть до Γ

оператор-функция L2(z) удовлетворяет условию

||L2(z)L
−1
1 (z)|| < 1, z ∈ Γ, (5.7)

то оператор-функция L3(z) = L1(z) +L2(z) также нормальна относительно
контура Γ. Если в области G оператор-функции L1(z) и L2(z) не имеют полю-
сов, и, кроме того, спектр оператор-функции L1(z) состоит из одной точки
точечного спектра кратности 1, то и спектр оператор-функции L3(z) в об-
ласти G состоит из одной точки точечного спектра кратности 1.

Если положить L1(z) = z2I + (1 − K(z))A2, а L2(z) = RAθ и доказать

неравенство (5.7) на множестве D = {z : Im z > y0} \
∞⋃
n=1

Dn,C для некоторых

констант n,C, сможем доказать теорему 5.1. Действительно, несложно дока-
зать, что оператор-функция L1(z) — нормальна относительно любого простого
замкнутого спрямляемого контура, содержащегося в {z : Im z > y0} при y0 > 0,

а также имеет здесь только изолированные точки точечного спектра, кроме то-
го, L2(z) по определению конечномероморфна в любой области, содержащейся
в {z : Im z > y0}, и непрерывна на её замыкании.

Согласно условию (5.2) aθ−1
n ≪ an − an−1 при больших n. Но тогда aθ−1

n ≪
|µ+

n − µ+
n−1|, так как |µ+

n | ∼ an (см. свойство 10 ниже). Значит, при достаточ-
но больших n и m имеем Dn,C ∩ Dm,C = ∅. Тогда если докажем соотношение
(5.7) в области D, то получим, что внутри Dn,C при n > n0 (n0 определяется
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из условия теоремы 5.1) по теореме 5.2 находится ровно одна точка спектра
L3(z) = L(z), так как именно центр области Dn,C — точка µ+

n является един-
ственной точкой спектра оператор-функции L1(z) внутри области Dn,C согласно
спектральной теореме. Контур Γ в данном случае равен ∂Dn,C . Действитель-
но, по определению µ+

n — однократный ноль функции ln(z) = (L(z)en, en) —
проекции оператор-функции L(z) на собственное подпространство ⟨en⟩.

Вне областей Dn,C все точки полуплоскости {z : Im z > y0} регулярны для
L(z) при условии (5.7) (см. например теорему 1.16 из [3]).

Таким образом, достаточно доказать условие (5.7) на D при достаточно боль-
ших y0, C. Согласно спектральной теореме

||L2(z)L
−1
1 (z)|| = ||RAθL−1

1 (z)|| ≤ ||R|| ||AθL−1
1 (z)|| =

= B sup
n

|aθnl−1
n (z)| = B

(
inf
n
|a−θ

n ln(z)|
)−1

, (5.8)

так как норма оператора R равна B.
Далее понадобятся следующие факты про структуру нулей ln(z) и поведение

функции K(z) при Im z → +∞:
10 : µ+

n = ian(1 + o(1)) при an → +∞.

Здесь будет приведено краткое доказательство, более подробно см. [5], тео-
рема 3.2.5, [7], а также следствия 7.1–7.5 из второй главы. В уравнении ln(z) =

z2 + (1 − K(z))a2n = 0 сделаем замену переменных z = ianv. Получим тогда
−a2nv

2 + (1−K(ianv))a
2
n = 0. Следовательно,

v2 − 1 +K(ianv) = 0. (5.9)

По свойству 20 имеем, что K(ianv) → 0 при n → ∞ равномерно по v при v ≈ 1.

Значит, по теореме Руше получим, что корень уравнения (5.9) ṽn = 1 + o(1).

Значит, корень уравнения ln(z) = 0 будет равен µ+
n = ian(1 + o(1)).

20 : |K(z)| → 0 при Im z → +∞.

30 : |zK ′(z)| → 0 при Im z → +∞.

Доказательства 20, 30 приведены в [7], [4].
Приступим к доказательству условия (5.7) на D. Рассмотрим при достаточно

больших значениях y комплексные точки z = x + iy, x, y ∈ R, y > y0 > 0.
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Зафиксируем точку z и рассмотрим три случая, исчерпывающие все n ∈ N.
I. Рассмотрим такие n, что an < y/2. Тогда

y − an > y/2. (5.10)

Имеем |z − ian| ≥ | Im(z − ian)| = |y − an|. Аналогично |z + ian| ≥ |y + an|.
Тогда

|ln(z)| = |(z − ian)(z + ian)− a2nK(z)| ≥ |z − ian||z + ian| − a2n|K(z)| ≥

≥ |y − an||y + an| − a2n|K(z)|. (5.11)

Так как y > 0, получается |y + an| = y + an > y. Учитывая также то, что
an < y/2, согласно равенству (5.10) получаем |y − an||y + an| > y/2 · y. Кроме
того, a2n < y2/4. Вследствие этого имеем неравенство

|ln(z)| >
y

2
· y − y2

4
|K(z)|.

Если взять y0 достаточно большим, чтобы |K(z)| < 1 по свойству 20, то получим

|ln(z)| >
y2

4
.

Так как an < y/2, имеем

|a−θ
n ln(z)| > a−θ

n

y2

4
>
(y
2

)−θ y2

4
=
(y
2

)2−θ

.

II. Рассмотрим такие n, что an > 2y. Тогда an/2 > y и

an − y > an/2.

Согласно цепочке неравенств (5.11) получаем, что |ln(z)| ≥ |y− an||y+ an| −
a2n|K(z)|. Далее, |y − an| = an − y > an/2 и |y + an| = an + y > an. Но тогда

|ln(z)| >
an
2

· an − a2n|K(z)|.

Если взять y0 достаточно большим, чтобы |K(z)| < 1/4 по свойству 20, то
|ln(z)| > a2n/4.
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Следовательно,

|a−θ
n ln(z)| >

a2n
4aθn

=
a2−θ
n

4
>

(2y)2−θ

4
=

y2−θ

2θ
.

III. Рассмотрим такие n, что an ∈ [y/2, 2y].

Возьмем произвольное ε > 0.
Имеем |z| > | Im z| = y > an/2. Следовательно, an < 2|z| и

|a2nK ′(z)| = a2n|K ′(z)| < 2an|zK ′(z)| < εan (5.12)

при достаточно большом y0 в силу свойства 30. Вследствие того, что µ+
n —

верхний корень ln(z) = 0, модуль ln(z) можно представить в виде:

|ln(z)| =

∣∣∣∣∣∣∣
z∫

µ+
n

l′n(z)dz + ln(µ
+
n )

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

z∫
µ+
n

l′n(z)dz

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

z∫
µ+
n

(2z − a2nK
′(z))dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≥
≥

∣∣∣∣∣∣∣
z∫

µ+
n

2zdz

∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣

z∫
µ+
n

a2nK
′(z)dz

∣∣∣∣∣∣∣ . (5.13)

Имеем ∣∣∣∣∣∣∣
z∫

µ+
n

2zdz

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣z2
∣∣∣∣z
µ+
n

∣∣∣∣∣ = ∣∣z2 − (µ+
n )

2
∣∣ = |z − µ+

n ||z + µ+
n |. (5.14)

Кроме того, можно оценить согласно оценке (5.12)∣∣∣∣∣∣∣
z∫

µ+
n

a2nK
′(z)dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |z − µ+
n | · sup

[µ+
n ,z]

|a2nK ′(z)| ≤ |z − µ+
n | · εan (5.15)

Исходя из свойства 10, можно записать

|z + µ+
n | ≥ | Im(z + µ+

n )| = y + Imµ+
n > Imµ+

n > (1− ε)an. (5.16)

при достаточно большом y0.

Учитывая также, что z принадлежит множеству D = {z : Im z > y0} \
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∞⋃
n=1

Dn,C , и на этом множестве по определению Dn,C выполнено неравенство

|z − µ+
n | ≥ Caθ−1

n , можно совместить неравенства (5.13)–(5.16):

|ln(z)| > |z − µ+
n |(|z + µ+

n | − εan) > Caθ−1
n · (an(1− ε)− εan) = Caθn(1− 2ε).

Окончательно, получим

|a−θ
n ln(z)| > C(1− 2ε)

Итак, учитывая случаи I-III, можно заметить, что

|a−θ
n ln(z)| > min

(
C(1− 2ε),

(y
2

)2−θ

,
y2−θ

2θ

)
.

Взяв C > B(1 − 2ε)−2 при достаточно большом значении y0, получим, что
|a−θ

n ln(z)| > B(1− 2ε)−1. Значит, и(
inf
n
|a−θ

n ln(z)|
)
≥ B(1− 2ε)−1 > B.

Но тогда (
inf
n
|a−θ

n ln(z)|
)−1

< B−1,

что даст с учетом (5.8) выполнение условия (5.7).
Что и требовалось доказать.

Замечание 2. При θ < 1 видим, что радиусы Dn,C стремятся к нулю, а следо-
вательно, µ̃+

n неограниченно близко приближается к µ+
n , что дает локализацию

спектра возмущенной оператор-функции (5.3).
Замечание 3. Как уже было сказано ранее для задачи (3.5), (3.6) условие (5.2)
выполняется. Кроме того, очевидно, что при an = nα, α > 0, для того, чтобы
оно выполнялось нужно, чтобы

aθ−1
n (an − an−1)

−1 = nα(θ−1)(nα − (n− 1)α)−1 ∼ nα(θ−1)n1−α → 0, n → ∞,

так как (nα − (n− 1)α) ∼ nα−1. Это условие выполняется при α > 1/(2− θ).

Следствие 5.1. В случае ядра вида (2.3) и
∞∑
k=1

ck < ∞ можно записать в
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явном виде асимптотику спектра L(z) :

µ̃+
n = ian −

1

2

∞∑
k=1

ck +O(aθ−1
n ). (5.17)

Доказательство. Согласно [7] имеем:

(µ+
n )1 = ian −

1

2

∞∑
k=1

ck +O(a−1
n ).

Значит по теореме 5.1

µ̃+
n = ian −

1

2

∞∑
k=1

ck +O(a−1
n ) +O(aθ−1

n ).

Из этого и следует (5.17).
Что и требовалось доказать.

5.2 Асимптотика спектра символа уравнения колебания вязкоупру-

гой пластины

Рассмотрим теперь оператор-функцию, являющуюся символом первоначально-
го уравнения колебания вязкоупругой пластинки в потоке жидкости или газа
(3.5):

L(z) = z2I +M1zI +M2(1−K(z))A2 +M3UAθ.

Из соотношения (3.7) ясно, что θ = 1/2; здесь ради большей общности рассмот-
рим θ ∈ [0, 1).

Сделаем замену спектральной переменной: ρ = (z + M1/2)/
√
M2; z =

√
M2ρ−M1/2. Тогда

z2 +M1z = (z +M1/2)
2 −M 2

1/4 = M2ρ
2 −M 2

1/4.
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В данном случае символ уравнения преобразуется

L (ρ) = M2ρ
2I +M2

(
1−K

(√
M2ρ−M1/2

))
A2 +M3UAθ − M 2

1

4
I =

= M2ρ
2I +M2

(
1−K

(√
M2ρ−M1/2

))
A2+

+M2

(
M−1

2 M3U −M−1
2

M 2
1

4
A−θ

)
Aθ.

Так как спектр оператор-функции не изменяется при умножении на положи-
тельную константу M2, можем рассматривать следующую оператор-функцию:

L(ρ) = ρ2I +
(
1−K

(√
M2ρ−M1/2

))
A2 +

(
M−1

2 M3U −M−1
2

M 2
1

4
A−θ

)
Aθ.

Определим ограниченный оператор

R = M−1
2 M3U −M−1

2

M 2
1

4
A−θ

и функцию от переменной ρ

K̃(ρ) = K
(√

M2ρ−M1/2
)
, (5.18)

где K̃(ρ) — это преобразование Лапласа функции вида (2.3) с другими коэф-
фициентами.

Тогда L(ρ) можно представить в виде

L(ρ) = ρ2I + (1− K̃(ρ))A2 +RAθ. (5.19)

Обозначим (µ+
n )1 — верхний корень уравнения

ρ2 + (1− K̃(ρ))a2n = 0

и область (Dn,C)1 :

(Dn,C)1 = {ρ : |ρ− (µ+
n )1| < Caθ−1

n } =

= {z : |z − (
√

M2(µ
+
n )1 −M1/2)| < C

√
M2a

θ−1
n .}

Применяя к функции L(ρ) теорему 5.1 и делая обратную замену спектральной
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переменной, получим следующий результат.

Теорема 5.3. Предположим, собственные числа оператора A удовлетворяют
соотношению (5.2). Тогда существуют положительные константы y0, C та-
кие, что спектр σ(L) оператор-функции L(z), лежащий в верхней полуплос-
кости {z : Im z > y0}, может быть представлен в виде совокупности точек
{µ̃+

n , n > n0}, так что
µ̃+
n ∈ (Dn,C)1.

Число n0 здесь — наименьшее натуральное число такое, что для любого n >

n0 выполняется
(Dn,C)1 ⊂ {z : Im z > y0}.

Замечание 4. С учетом определения Dn,C можно описать асимптотику спектра
L(z):

µ̃+
n =

√
M2(µ

+
n )1 −M1/2 +O(aθ−1

n ).

Следствие 5.2. В случае ядра вида (2.3) и
∞∑
k=1

ck < ∞, можно записать в

явном виде асимптотику спектра L(z) :

µ̃+
n = i

√
M2an −

1

2

∞∑
k=1

ck −
M1

2
+O(aθ−1

n ). (5.20)

Доказательство. Согласно [7], а также определению (5.18) функции K̃(ρ),
имеем:

(µ+
n )1 = ian −

∞∑
k=1

ck/
√
M2

2
+O(a−1

n ).

Значит по теореме 5.3

µ̃+
n = i

√
M2an −

1

2

∞∑
k=1

ck −
M1

2
+O(a−1

n ) +O(aθ−1
n ).

Из этого и того, что θ ∈ [0, 1), следует (5.20).
Что и требовалось доказать.

Замечание 5. Анализ доказательства теоремы 5.1 показывает, что ядро ре-
лаксации Γ(t) можно также взять вида (2.5), то есть представимым в виде ин-
теграла Стилтьеса. Анализу асимптотики µ+

n в данном случае будет посвящен
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следующий раздел диссертации.

Часть II

Исследование
интегродифференциальных операторов,
связанных с уравнением
Гуртина–Пипкина

6 Введение

В этой главе исследован спектр символа уравнения Гуртина–Пипкина в слу-
чае ядер релаксации вида (2.5), а также в случае наличия слагаемого тре-
ния Кельвина–Фойгхта; кроме того, получена разрешимость в шкале про-
странств для немодифицированного уравнения. Уравнение Гуртина–Пипкина
может быть получено из исследованого ранее уравнения (2.1), если взять
M1 = M3 = 0, M2 = 1 :

d2

dt2
u(t) + A2u(t)−

t∫
0

Γ(t− τ)A2u(τ)dτ = f(t), t > 0. (6.1)

Добавив к нему начальные условия, получим задачу Коши:

u(0+) = φ0, u′(0+) = φ1. (6.2)

Корректная разрешимость данной задачи обоснована, например, в моногра-
фиях [17] (в классическом смысле) и [7] (в пространствах Соболева).

В данной главе будем использовать обозначение L(z) для символа именно
уравнения (6.1):

L(z) = z2I + (1−K(z))A2. (6.3)

Так как неограниченный оператор A самосопряжен, положительно опреде-
лен, и имеет обратный компактный, можно рассмотреть его собственные век-
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торы en и собственные значения an:

Aen = anen, an+1 > an > 0, lim
n→+∞

an = +∞.

Тогда проекции L(z) на одномерные собственные подпространства можно вы-
разить в явном виде:

ln(z) = (L(z)en, en) = z2 + (1−K(z))a2n. (6.4)

В этом случае согласно спектральной теореме спектр L(z) есть замыкание мно-
жества нулей функций ln(z):

σ(L) =
∞⋃
n=1

{z ∈ C : ln(z) = 0}.

В данной работе будет исследован невещественный спектр L(z) :

σIm(L) =
∞⋃
n=1

{z ∈ C : Im z > 0, ln(z) = 0} ∪
∞⋃
n=1

{z ∈ C : Im z < 0, ln(z) = 0}.

Заметим также, что из вещественности коэффициентов (6.4) вытекает, что
спектр будет симметричен относительно вещественной оси. Тогда разумно ис-
кать только невещественный спектр в верхней полуплоскости:

σIm+(L) =
∞⋃
n=1

{z ∈ C : Im z > 0, ln(z) = 0}.

7 Исследование асимптотики спектра символа уравнения

при ядрах релаксации, представимых в виде интеграла

Стилтьеса

В данном разделе будет исследовано уравнение Гуртина–Пипкина с ядром ре-
лаксации, представимым в виде интеграла Стилтьеса (2.5):

Γ(t) =

+∞∫
0

e−txdσ(x), t ≥ 0.

62



Множество моделей, использующих уравнение Гуртина–Пипкина применимо
только при условии экспоненциального убывания на бесконечности и бесконеч-
ного возрастания при стремлении к нулю ядра релаксации Γ(t). Это возможно
обеспечить для ядра (2.5), если использовать меру σ, которая не будет конечна.

Обозначим класс неубывающих положительных непрерывных слева функ-

ций σ(t) на [0,+∞) таких, что интеграл Стилтьеса
+∞∫
0

dσ(t)

t
< +∞ и σ(0) = 0

за F[0,+∞). В данной работе будет исследована асимптотика невещественного
спектра символа уравнения Гуртина–Пипкина L(z) с ядром релаксации вида
(2.5):

L(z) = z2I + (1−K(z))A2,

где K(z) — преобразование Лапласа функции Γ(t):

K(z) =

∞∫
0

dσ(t)

z + t
. (7.1)

и σ(t) ∈ F[0,+∞).

Результаты, посвященные спектру символа уравнения (6.1), были представ-
лены в работе [4], в частности при σ(t) = Mtα +O(tρ), 0 < ρ < α < 1 в случае
an = n имеет место следующее предложение

Предложение 7.1. Для достаточно больших n невещественный спектр
σIm+(L(z)) содержит точку zn такую, что

zn = ian + Ĉ1M(an)
α(1 + ō(1)), n → +∞,

где Ĉ1 описано в следствии 7.1.

Теорема 7.2 и следствие 7.1 обобщают результаты, представленные в [4], и
могут быть применены к другим описанным там оператор-функциям.

Предложение 7.2. Функция ln(z) имеет в верхней полуплоскости {Im z > 0}
только один ноль, который обозначим через µ+

n .

Доказательство данного предложения приведено в [4]. Представленная ниже
теорема является естественным развитием результатов данной работы, затра-
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гивает более широкий класс ядер и может быть применена к другим описанным
там интегродифференциальным уравнениям.

Введем обозначение

σ̂(x, v) =
σ(xv)

σ(v)
.

Определение. Определенная на луче [0,+∞) функция σ(x) регулярно меня-
ется на бесконечности, если при всех x > 0 существует предел

lim
v→+∞

σ̂(x, v) = r(x). (7.2)

Класс регулярно меняющихся функций достаточно подробно изучен (см. [65],
[66]). В дальнейшем потребуется следующая теорема Карамата:

Теорема 7.1 (Карамата). Функция σ(x) регулярно меняется на бесконеч-
ности тогда и только тогда, когда существуют действительные неот-
рицательные константы α,B, и действительные измеримые ограниченные
функции ε(x), η(x), supp η ⊂ [B,+∞) такие что lim

x→+∞
η(x) = R ∈ R, а

lim
x→+∞

ε(x) = 0, и выполняется соотношение

σ(x) = xα exp

η(x) +

x∫
0

ε(t)

t
dt

 . (7.3)

В этом случае предельная функция r(x) = xα при x > 0.

Замечание. Для функций σ(x) из класса F[0,+∞) выполнено r(0) = 0 и
α < 1, что легко может быть проверенно непосредственным образом.

Теорема 7.2. Пусть ядро релаксации Γ имеет вид (2.5) для регулярно меня-
ющейся на бесконечности функции σ ∈ F[0,+∞) Тогда

µ+
n = ian +

C1

2i
σ(an)(1 + ō(1)), n → +∞,

где C1 =

+∞∫
0

dr(q)

i+ q
.

Следствие 7.1. Пусть σ ∈ F[0,+∞) и

σ(x) = Mxα(lnx)β(1 + ō(1)), x → +∞, (7.4)
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где M > 0, β ∈ R, при 0 < α < 1; или β ≥ 0, при α = 0.

Тогда

µ+
n = ian +

Ĉ1

2i
M(an)

α(ln an)
β(1 + ō(1)), n → +∞,

где Ĉ1 =


πα

sinπα
eiπ(α−1)/2, α > 0

− i, α = 0
.

Следствие 7.2. Пусть σ(t) — неубывающая положительная непрерывная
слева функция на [0,+∞) такая, что dσ конечна:

lim
x→+∞

σ(x) = σ(+∞) =

+∞∫
0

dσ(t) < +∞. (7.5)

Тогда
µ+
n = ian −

σ(+∞)

2
(1 + ō(1)), n → +∞.

Можно также записать следствия 7.1, 7.2 через ядро релаксации Γ(t) :

Следствие 7.3. Пусть σ(t) — неубывающая положительная непрерывная

слева функция на [0,+∞) такая, что интеграл Стилтьеса
+∞∫
0

dσ(t)

t
< +∞,

и
σ(x) = Mxα(lnx)β(1 + ō(1)), x → +∞,

где β ∈ R, при 0 < α < 1; или β ≥ 0, при α = 0

Тогда

µ+
n = ian +

Ĉ1

2iΓ0(α + 1)
Γ(1/an)(1 + ō(1)), n → +∞,

где Ĉ1 =


πα

sinπα
eiπ(α−1)/2, α > 0

− i, α = 0
, а Γ0(t) — Гамма-функция Эйлера

Следствие 7.4. Пусть σ(t) — неубывающая положительная непрерывная
слева функция на [0,+∞) такая, что интеграл Стилтьеса

Γ(0) =

+∞∫
0

dσ(t) < +∞,
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Тогда
µ+
n = ian −

Γ(0)

2
(1 + ō(1)), n → +∞.

При K(z) =
+∞∑
j=1

cj
γj + z

=

+∞∫
0

dσ(t)

z + t
функция σ(t) — кусочно постоянная,

имеющая скачки в точках γj равные cj. Определим σ(t) при K(z) =
+∞∑
j=1

cj
γj + z

для некоторых cj, γj. Тогда справедливо следующее утверждение

Утверждение 7.1. Пусть cj = f(j), γj = g(j), где f(x) — монотонная непре-
рывная положительная функция [0,+∞) → [0,+∞), и g(x) — возрастающая

неограниченная положительная функция [0,+∞) → [0,+∞); F (x) =

x∫
1

f(t)dt

— первообразная функции f. Кроме того, необходимо, чтобы

F (t) → +∞,
f(t)

F (t)
→ 0 (7.6)

при t → ∞.

Тогда σ(t) = F (g−1(t))(1 + ō(1)) (t → ∞). Здесь g−1 — обратная в
теоретико-множественном смысле к g функция.

Утверждение выше позволяет записать следствие 7.1 для степенных cj, γj.

Следствие 7.5. Пусть K(z) =
+∞∑
j=1

cj
γj + z

, где cj = Mjα, γj = Bjβ, и

M,B > 0, β > 0, α ≥ −1, α− β < −1.

Тогда при α > −1 :

µ+
n = ian +

W

2i

M

Bs(α + 1)
(an)

s(1 + ō(1)), n → +∞,

где s =
α + 1

β
и W =

πs

sin πs
eiπ(s−1)/2.

А при α = −1 :

µ+
n = ian −

1

2

M

β
ln(an)(1 + ō(1)), n → +∞.

Данное следствие является естественным развитием результатов работы [5],
и покрывает случай α ≥ 0.

Доказательство теоремы 7.2.
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Утверждение 7.2. Если функция σ(x) ∈ F[0,+∞) регулярно меняется на
бесконечности, то существуют положительные константы x0, v0 и функ-
ция σ1(x) ∈ F[0,+∞), такие что

σ̂(x, v) < σ1(x), x > x0, v > v0. (7.7)

Доказательство. Воспользуемся разложением (7.3) для функции σ(x). Тогда
при x > 1, v > B :

σ̂(x, v) =
(xv)α

vα
exp (η (xv))

exp (η (v))

exp

(
vx∫
0

ε(t)

t
dt

)
exp

(
v∫
0

ε(t)

t
dt

) =

= xα exp(η(xv)− η(v)) exp

 xv∫
v

ε(t)

t
dt

 ≤

≤ xα exp(|η(xv)|+ |η(v)|) exp

 xv∫
v

|ε(t)|
t

dt

 . (7.8)

Выберем v0 > 0 согласно теореме 7.1 такое, что при v > v0 будут выполняться
оценки |η(v)| < 2|R|, |ε(v)| < (1 − α)/2. Так как x > 1, то |η(xv)| < 2|R|, а
|ε(t)| < (1− α)/2 при t ∈ [v, xv]. Из этого следует, что

σ̂(x, v) ≤ xαe4|R| exp

 xv∫
v

(1− α)/2

t
dt

 = xαe4|R|x(1−α)/2 ≤ e4Rx(1+α)/2.

Тогда при x > 0 функцию σ1(x) можно положить равной e4Rx(1+α)/2. Принад-
лежность этой функции F[0,+∞) напрямую вытекает из того, что (1+α)/2 < 1.

Что и требовалось доказать.

Утверждение 7.3. Если σ0(t) ∈ F[0,+∞), то σ0(t)/t → 0 при t → +∞.

Доказательство. Нам достаточно считать, что lim
t→+∞

σ0(t) = +∞, в противном
случае утверждение очевидно.

Предположим, что lim
t→+∞

σ0(t)

t
̸= 0, то есть существует константа P > 0 и

возрастающая последовательность tk → +∞ при k → +∞ такая, что σ0(tk) >

Ptk.
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Тогда, так как
+∞∫
0

dσ0(t)

t
< +∞, имеем

∞∑
k=1

tk+1∫
tk

dσ0(t)

t
< +∞. (7.9)

Но в то же время

tk+1∫
tk

dσ0(t)

t
≥ σ0(tk+1)− σ0(tk)

tk+1
>

σ0(tk+1)− σ0(tk)

σ0(tk+1)/P
. (7.10)

В силу (7.9) и (7.10) ряд
∞∑
k=1

σ0(tk+1)− σ0(tk)

σ0(tk+1)
(7.11)

сходится, и, следовательно,
σ0(tk+1)− σ0(tk)

σ0(tk+1)
→ 0 при k → +∞, значит, εk =

σ0(tk)

σ0(tk+1)
→ 1 слева (так как σ0(t) неубывает и σ0(tk)/σ0(tk+1) ≤ 1).

Далее, в некоторой левой окрестности 1, а именно (r, 1], выполняется нера-
венство x− 1 ≤ (lnx)/2 или 1−x ≥ − lnx/2. Выберем k0 такое, что при k > k0

выполняется εk ∈ (r, 1]. Естественно, сходимость ряда (7.11) влечет сходимость
ряда

∞∑
k=k0+1

σ0(tk+1)− σ0(tk)

σ0(tk+1)
=

∞∑
k=k0+1

(1− εk). (7.12)

Так как на (r, 1] выполняется 1 − x ≥ − lnx/2, и εk ∈ (r, 1], сходимость (7.12)
влечет сходимость ряда

∞∑
k=k0+1

(− ln εk) =
∞∑

k=k0+1

(
− ln

σ0(tk)

σ0(tk+1)

)
=

=
∞∑

k=k0+1

(lnσ0(tk+1)− lnσ0(tk)) = lim
k→∞

lnσ0(tk)− lnσ0(tk0+1).

Так как tk → ∞, то σ0(tk) → ∞, и lnσ0(tk) → ∞. Противоречие. Значит,
σ0(t)/t → 0 при t → ∞.

Что и требовалось доказать.
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Лемма 7.1. Пусть выполняется условие (7.4). Тогда

K(ian) = C1
σ(an)

an
(1 + ō(1)), n → +∞. (7.13)

Кроме того, если D = {z : |z − ian| < |C1|σ(an)}, то

max
D

|K ′(z)| ≤ C2
σ(an)

a2n
(7.14)

для некоторой константы C2 при достаточно большом n.

Доказательство.

Утверждение 7.4. Известны неотрицательные числа Mi, i = 1, . . . , n, и
положительная возрастающая последовательность ti, i = 1, . . . , n.

Числа v1 ≤ v2 ≤ · · · ≤ vn удовлетворяют соотношениям 0 ≤ vi ≤ Mi,

i = 1, . . . , n. Тогда максимум суммы s(v1, . . . , vn) =
n−1∑
i=1

vi+1 − vi
ti

достигается

при v1 = 0 и vi = Mi, i = 2, . . . , n.

Доказательство. Так как

∂s

∂vi+1
=

1

ti
− 1

ti+1
> 0, i = 1, . . . , n− 1,

∂s

∂v1
= − 1

t1
< 0,

то s(v1, . . . , vn) возрастает по каждой из переменных, начиная со второй, и убы-
вает по первой, а значит, достигает максимума при vi = Mi, i = 2, . . . , n и
v1 = 0.

Что и требовалось доказать.

Утверждение 7.5. Положим далее σ1(t), σ2(t) ∈ F[0,+∞). Кроме того, из-
вестно, что

σ2(t) < σ1(t) (7.15)

при t > N. Тогда можно оценить

+∞∫
N

dσ2(t)

t
≤ σ1(N)

N
+

+∞∫
N

dσ1(t)

t
. (7.16)
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Доказательство. При M > N

M∫
N

dσ2(t)

t
= lim

n→∞

n−1∑
i=1

σ2(ti+1)− σ2(ti)

ti
, (7.17)

где ti = N + i(M −N)/n — положительная неубывающая последовательность.
Тогда применяя утверждение 7.4 при vi = σ2(ti), Mi = σ1(ti), получим

n−1∑
i=1

σ2(ti+1)− σ2(ti)

ti
=

n−1∑
i=1

vi+1 − vi
ti

≤ M2

t1
+

n−1∑
i=2

Mi+1 −Mi

ti
=

=
σ1(t2)

t1
+

n−1∑
i=2

σ1(ti+1)− σ1(ti)

ti
. (7.18)

Устремляя n → ∞, имеем t2 → N, t1 → N, а значит,

M∫
N

dσ2(t)

t
= lim

n→∞

n−1∑
i=1

σ2(ti+1)− σ2(ti)

ti
≤ σ1(N)

N
+

M∫
N

dσ1(t)

t
. (7.19)

Устремляя здесь M → +∞, получаем (7.16).
Что и требовалось доказать.

Ранее было обозначено σ̂(x, v) =
σ(xv)

σ(v)
.

Начнем доказательство леммы 7.1. Делая замену t = qan, получим

K(ian) =

+∞∫
0

dσ(t)

t+ ian
=

+∞∫
0

dσ(qan)

an(i+ q)
=

1

an

+∞∫
0

dσ(qan)

i+ q
=

σ(an)

an

+∞∫
0

d

(
σ(qan)

σ(an)

)
i+ q

.

(7.20)
Для того чтобы получить (7.13), необходимо доказать, что

lim
n→∞

+∞∫
0

d

(
σ(qan)

σ(an)

)
i+ q

= lim
n→∞

+∞∫
0

dσ̂(q, an)

i+ q
=

+∞∫
0

dr(q)

i+ q
= C1, (7.21)

Зафиксируем ε > 0. Для него выберем N и n такими большими, что

1.
σ1(N)

N
+

+∞∫
N

dσ1(t)

t
< ε;
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2.

∣∣∣∣∣∣
N∫
0

dσ̂(q, an)

i+ q
−

N∫
0

dr(q)

i+ q

∣∣∣∣∣∣ < ε;

3.
+∞∫
N

dr(q)

q
< ε.

Условие 1. возможно осуществить в силу утверждения 7.3 и соотношения (7.7).
Условие 2. возможно в силу первой теоремы Хелли:

Предложение 7.3 (первая теорема Хелли). Пусть функции Φn с ограничен-
ным изменением на отрезке [a, b] поточечно на этом отрезке сходятся к
некоторой функции Φ, причем полные вариации функций ограниченны в со-
вокупности2:

V b
a [Φn] ≤ C, n = 1, 2, . . . . (7.22)

Тогда предельная функция Φ тоже имеет ограниченное изменение и для лю-
бой непрерывной функции f справедливо равенство

lim
n→∞

b∫
a

f(x)dΦn(x) =

b∫
a

f(x)dΦ(x).

Доказательство этой теоремы см. в [26].
Действительно, положив Φn(q) = σ̂(q, an), Φ(q) = r(q), a = 0, b = N, по усло-

вию (7.2) мы получаем поточечную сходимость. Кроме того последовательность

dn = V N
0 [Φn] =

σ(Nan)

σ(an)
сходится к g(N), а значит, ограничена, что и повлечет

за собой (7.22). Условие 3. возможно осуществить в силу условия (7.2).
2V b

a здесь означает вариацию на отрезке [a, b].
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Окончательно,∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

dσ̂(q, an)

i+ q
−

+∞∫
0

dr(q)

i+ q

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
N∫
0

dσ̂(q, an))

i+ q
−

N∫
0

dr(q)

i+ q

∣∣∣∣∣∣+
+∞∫
N

dr(q)

|i+ q|
+

+∞∫
N

dσ̂(q, an)

|i+ q|
≤

≤

∣∣∣∣∣∣
N∫
0

dσ̂(q, an))

i+ q
−

N∫
0

dr(q)

i+ q

∣∣∣∣∣∣+
+∞∫
N

dr(q)

q
+

+∞∫
N

dσ̂(q, an)

q
< 3ε (7.23)

согласно условиям 1–3, а также результату (7.16) утверждения 7.5 при σ2(q) =

σ̂(q, an). Из этого и следует соотношение (7.21).
Докажем теперь соотношение (7.14). Предположим, что n достаточно боль-

шое, и
σ(an)/an < 1/(2|C1|). (7.24)

Тогда D из условия леммы лежит в круге D0 = {z : |z − ian| < an/2)}. Далее,
произведем следующие оценки при t = anq ∈ [0,+∞):

|z + t|2 ≥ | Im(z + t)||z + t| ≥ | Im z||z+t| ≥ an
2
|z+t| ≥ an

2
(|t+ian|−|ian−z|) ≥

≥ an
2
|t+ ian|

(
1− |ian − z|

|t+ ian|

)
≥ an

2
|t+ ian|

(
1− |ian − z|

| Im(t+ ian)|

)
=

=
an
2
|t+ian|

(
1− |ian − z|

an

)
>

an
2
|t+ian|

(
1− an/2

an

)
=

an
4
|t+ian| =

a2n
4
|i+q|.

Таким образом, при z ∈ D0 имеем

|K ′(z)| =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

dσ(t)

(t+ z)2

∣∣∣∣∣∣ ≤
+∞∫
0

dσ(t)

|t+ z|2
≤

+∞∫
0

dσ(qan)

a2n
4
|i+ q|

=
4

a2n

+∞∫
0

dσ(qan)

|i+ q|
(7.25)

Проведя рассуждения аналогично (7.20)—(7.23), но использовав в них вместо
i+ q модуль |i+ q|, можно получить, что

+∞∫
0

dσ(qan)

|i+ q|
= σ(an)(C3 + o(1)), C3 =

+∞∫
0

dr(q)

|i+ q|
. (7.26)
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Вследствие (7.25)—(7.26) получаем, что (7.14) выполняется, если положить
C2 = 8C3 при достаточно большом n.

Что и требовалось доказать.

Утверждение 7.6. Если в некоторой области D для комплексной функции
h(z) выполняется разложение

h(z) = a+ b(z − z0) + h1(z)

для некоторых комплексных чисел a, b и точки z0, и, кроме того,

1. в области D выполнено |h1(z)| < c|z − z0|, где c < |b|;

2. круг B = {|z−z1| ≤ r}, где z1 = z0−a/b и r =
∣∣∣a
b

∣∣∣ c

|b| − c
, целиком лежит

в D.

Тогда в B существует единственный ноль h(z).

Доказательство. Имеем h(z) = f1(z) + g1(z), где f1(z) = a + b(z − z0) и
g1(z) = h1(z). Функция f1(z) имеет один ноль в z1 = z0 − a/b, а на границе ∂B

модуль |f1(z)| = |b|r. Кроме того, на границе ∂B также можно оценить

|g1(z)| < c|z − z0| = c|z1 + reiφ − z0| =

= c|reiφ − a/b| ≤ c
(
r +

∣∣∣a
b

∣∣∣) = c
∣∣∣a
b

∣∣∣ ( c

|b| − c
+ 1

)
=

= c
∣∣∣a
b

∣∣∣ |b|
|b| − c

= |b|
∣∣∣a
b

∣∣∣ c

|b| − c
= |b|r = |f1(z)|.

Значит, по теореме Руше в области B \ ∂B существует 1 ноль функции h(z).

Что и требовалось доказать.

Лемма 7.2. Пусть f(z), g(z) — голоморфные функции в области D ⊂ C и
выполнены следующие условия:

1. f(z) имеет 1 ноль в D в точке z0, g(z0) = g0,

2. f ′(z) = C+v(z), где C — константа, и, кроме того, |v(z)| < V в области
D,

3. |g′(z)| ≤ G в области D,
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4. G+ V < |C|,

5. Для r =
∣∣∣g0
C

∣∣∣ G+ V

|C| − V −G
круг B = {z ∈ C : |z − z1| ≤ r} лежит в D,

где z1 = z0 − g0/C.

Тогда функция f(z) + g(z) имеет единственный ноль в B.

Доказательство. Рассмотрим функцию

h(z) = f(z) + g(z) = f(z0) +

z∫
z0

f ′(z) dz + g(z0) +

z∫
z0

g′(z) dz =

= 0+

z∫
z0

(C + v(z)) dz + g0 +

z∫
z0

g′(z) dz = g0 +C(z − z0) +

z∫
z0

(v(z) + g′(z)) dz.

Тогда можно применить предыдущее утверждение, так как∣∣∣∣∣∣
z∫

z0

(v(z) + g′(z)) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
B

|v(z) + g′(z)||z − z0| ≤ sup
D

|v(z) + g′(z)||z − z0| ≤

≤ (V +G)|z − z0|

при a = g0, b = C, c = G+ V.

Что и требовалось доказать.
Начнем доказательство теоремы 7.2. Выберем при достаточно большом n

(то есть при n > n0, где n0 будет указано в дальнейшем) z0 = ian, D = {z :

|z− z0| < |C1|σ(an)}. Тогда с помощью леммы 7.2 найдем местоположение нуля
ln(z). Положим f(z) = z2 + a2n, g(z) = −a2nK(z). В области D можно записать
f ′(z) = 2z = 2ian + 2(z − ian).

В обозначениях леммы 7.2, очевидно, C = 2ian, V = 2|C1|σ(an). Кроме того,

согласно лемме 7.1 выполнено g0 = −a2n·C1
σ(an)

an
(1+ō(1)) = C1anσ(an)(1+ō(1)).

Положим далее n достаточно большим, так что выполняется (7.14):

max
D

|K ′(z)| ≤ C2
σ(an)

a2n

с некоторой константой C2. В этом случае G можно положить равным C2σ(an).
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Положим согласно условию 5 леммы 7.2

rn = 2
|g0|

|C| − V −G

G+ V

|C|
=

= 2
|C1|anσ(an)(1 + ō(1))

2an − 2|C1|σ(an)− C2σ(an)

2|C1|σ(an) + C2σ(an)

2an
=

= 2
|C1|σ(an)(1 + ō(1))

2− (2|C1|+ C2)
σ(an)

an

2|C1|+ C2

2

σ(an)

an
=

=
(σ(an))

2

an
· 2 |C1|(1 + ō(1))

2− (2|C1|+ C2)
σ(an)

an

2|C1|+ C2

2
.

Учитывая также, что по утверждению 7.3

lim
n→∞

σ(an)

an
= 0, (7.27)

можно видеть, что при n → ∞ последовательность rn эквивалентна
(σ(an))

2

an
.

Значит, rn = ō(σ(an)). Вспоминая также, что

z1 = z0 − g0/C = ian +
C1anσ(an)(1 + ō(1))

2ian
= ian +

C1

2i
σ(an)(1 + ō(1)), (7.28)

заметим, что область B = {z ∈ C : |z − z1| < rn} при достаточно большом
n лежит в области D. Действительно, если |z − z1| < rn, то при достаточно
большом n выполнено

|z − z0| ≤ |z − z1|+ |z1 − z0| < rn +

∣∣∣∣C1

2i
σ(an)(1 + ō(1))

∣∣∣∣ =
= |C1|σ(an)

|1 + ō(1)|
2

+ ō(σ(an)) < |C1|σ(an). (7.29)

Таким образом, при достаточно большом n выполнено условие 4 леммы 7.2
(здесь берется n достаточно большим, чтобы выполнялись условия (7.14) и
(7.29)). Тогда применима лемма 7.2, и в области B находится 1 ноль функции
ln(z).

В итоге можно записать (с учетом (7.28)):

µ+
n = z1+ ō(σ(an)) = ian+

C1

2i
σ(an)(1+ ō(1))+ ō(σ(an)) = ian+

C1

2i
σ(an)(1+ ō(1)),
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так как rn = ō(σ(an)).

Что и требовалось доказать.
Доказательство следствия 7.1. Представим (7.4) в эквивалентной форме:

σ(x) = Mxα(lnx)β(1 + d(x)), lim
x→+∞

d(x) = 0. (7.30)

Утверждение 7.7. lim
v→+∞

σ̂(x, v) = xα, x > 0.

Доказательство. Для начала заметим простое свойство: если σ(x) =

σ1(x)σ2(x), то

σ̂(x, v) =
σ(xv)

σ(v)
=

σ1(xv)

σ1(v)

σ2(xv)

σ2(v)
= σ̂1(x, v)σ̂2(x, v). (7.31)

Далее,
(Mxv)α

(Mv)α
= xα, (7.32)

(ln(xv))β

(ln v)β
=

(
1 +

lnx

ln v

)β

→ 1, v → +∞, (7.33)

1 + d(xv)

1 + d(v)
→ 1, т. к. d(v) → 0, d(xv) → 0, v → +∞. (7.34)

Учитывая соотношения (7.31)–(7.34), несложно получить, что lim
v→+∞

σ̂(x, v) =

xα, x > 0.

Что и требовалось доказать.
В обозначениях теоремы 7.2 с помощью утверждения 7.7 и замечания после

теоремы 7.1 можно записать

r(q) =

{
qα, q > 0,

0, q = 0,
, σ1(x) =

{
Sxθ, x > e,

Seθ, x ≤ .e

Последнее равенство (7.21) при α > 0 вытекает из того, что (см. например
[27], задача 28.22)

+∞∫
0

dqα

z + q
=

πα

sinπα
zα−1,
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а при α = 0 — из того, что

+∞∫
0

dr(q)

i+ q
=

1

i+ 0
(r(0+)− r(0)) +

+∞∫
0+

d 1

i+ q
=

1

i
+ 0 =

1

i
. (7.35)

Что и требовалось доказать.
Доказательство следствия 7.2. В случае следствия 7.2, представляющего
собой частный случай следствия 7.1, имеем α = β = 0, M = σ(+∞), то есть
случай конечной меры Стилтьеса σ(t). В данном случае функция

r(q) =

{
1, q > 0,

0, q = 0

является функцией Хевисайда на [0,+∞), доопределенная в нуле значением 0.
Что и требовалось доказать.

Доказательство следствий 7.3, 7.4. Докажем вначале следствие 7.3. Ис-
пользуя вместо функции i+q функцию eq, можно также провести рассуждения
аналогично (7.20)—(7.23) и получить, что

Γ(1/an) =

+∞∫
0

e−t/andσ(t) =

+∞∫
0

dσ(t)

et/an
=

+∞∫
0

dσ(qan)

eq
= σ(an)

+∞∫
0

d

(
σ(qan)

σ(an)

)
eq

=

= Γ0(α + 1)σ(an)(1 + ō(1)), n → ∞, (7.36)

где Γ0(x) — гамма-функция Эйлера, так как аналогично (7.21) получаем при
α > 0 соотношение

lim
n→∞

+∞∫
0

d

(
σ(qan)

σ(an)

)
eq

=

+∞∫
0

e−qdr(q) = αΓ0(α) = Γ0(α + 1),

вследствие того, что

r(q) =

{
qα, q > 0,

0, q = 0.
.
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Если же рассмотреть α = 0, то по аналогии с (7.35) получим

lim
n→∞

+∞∫
0

d

(
σ(qan)

σ(an)

)
eq

= e0(r(0+)− r(0)) = 1 = Γ0(α + 1).

Тогда, заменяя асимптотику σ(an) согласно соотношению (7.36), получим утвер-
ждение следствия.

Следствие 7.4 — частный случай следствия 7.3 для конечной меры σ(x).
Что и требовалось доказать.

Доказательство утверждения 7.1.

σ(t) =

t∫
0

dσ =
∑

j : γj<t

cj =
∑

j : γj<t

cj =
∑

j : g(j)<t

f(j) =
∑

j : j<g−1(t)

f(j) =

[g−1(t)]∑
j=1

f(j).

Допустим, f(y) убывает. Тогда при y ∈ [j, j + 1] будет выполнено f(y − 1) ≥
f(j) ≥ f(y), а значит,

f(1) ≥ f(1) ≥
2∫

1

f(y)dy,

j∫
j−1

f(y)dy =

j+1∫
j

f(y − 1)dy ≥ f(j) ≥
j+1∫
j

f(y)dy, j = 2, 3, . . . , [g−1(t)],

f(1) +

[g−1(t)]∫
1

f(y)dy ≥
[g−1(t)]∑
j=1

f(j) ≥
[g−1(t)]+1∫

1

f(y)dy.

Итак,
f(1) + F ([g−1(t)]) ≥ σ(t) ≥ F ([g−1(t)] + 1). (7.37)

Так как f положительна и непрерывна, то F возрастает и дифференциру-
ема, а также F (t) → +∞, t → +∞. Следовательно, для некоторых функций
θ1(t), θ2(t), таких что |θ1(t)| < 1, |θ2(t)| < 1, выполнено

f(1) ≥ σ(t)− F ([g−1(t)]) ≥ f([g−1(t)] + θ1(t)) > 0
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Тогда

σ(t) = F ([g−1(t)]) +O(1) = F (g−1(t))− {g−1(t)}f([g−1(t)] + θ2(t)) +O(1) =

= F (g−1(t)) +O(1), t → ∞.

Следовательно,
σ(t) = F (g−1(t))(1 + ō(1)), t → ∞.

Допустим, f(j) возрастает. Тогда при y ∈ [j, j + 1] будет выполнено f(y − 1) ≤
f(j) ≤ f(y), а значит,

f(1) ≤ f(1) ≤
2∫

1

f(y)dy,

j∫
j−1

f(y)dy =

j+1∫
j

f(y − 1)dy ≤ f(j) ≤
j+1∫
j

f(y)dy, j = 2, 3, . . . , [g−1(t)],

f(1) +

[g−1(t)]∫
1

f(y)dy ≤
[g−1(t)]∑
j=1

f(j) ≤
[g−1(t)]+1∫

1

f(y)dy.

Итак,
F ([g−1(t)]) < f(1) + F ([g−1(t)]) ≤ σ(t) ≤ F ([g−1(t)] + 1). (7.38)

Следовательно, для некоторых функций θ1(t), θ2(t), таких что |θ1(t)| <

1, |θ2(t)| < 1, выполнено

0 < σ(t)− F ([g−1(t)]) ≤ F ([g−1(t)] + 1)− F ([g−1(t)]) =

= f([g−1(t)] + θ1(t)) = o(F (g−1(t))), t → ∞,

согласно условию (7.6). Тогда

σ(t) = F ([g−1(t)])(1+o(1)) = (F (g−1(t))−{g−1(t)}f([g−1(t)]+θ2(t)))(1+o(1)) =

= F (g−1(t))(1 + o(1)), t → ∞.

Следовательно, если f(t) монотонна, то

σ(t) = F (g−1(t))(1 + ō(1)), t → ∞.
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Что и требовалось доказать.
Доказательство следствия 7.5. Согласно условию, g−1(t) = (t/B)1/β, а

F (t) =

M
tα+1

α + 1
, α > −1,

M ln(t), α = −1.

Значит,

F (g−1(t)) =


M

ts

Bs(α + 1)
, α > −1,

1

β
(ln t− lnB)), α = −1.

Для завершения доказательства следствия нужно совместить утверждение
7.3 и следствие 7.1.

Что и требовалось доказать.

8 Разрешимость в шкале пространств

В данном разделе приводятся результаты, касающиеся разрешимости в шка-
ле пространств уравнения Гуртина–Пипкина. Сначала будет определена шкала
пространств, связанная с оператором A, и приведены основные её свойства.
После этого с помощью анализа резольвенты символа уравнения бкдет найде-
но сильное решение уравнения для невесовых пространств Соболева. Для ядер
релаксации, представляющих собой бесконечную сумму убывающих экспонент
с полиномиальными коэффициентами, существенно ослабляются требования,
предъявляемые к начальным данным для получения сильного решения. Кроме
того, доказывается теорема для нахождения слабого решения уравнения. На
основании трех представленных выше результатов в конце доказывается кор-
ректная разрешимость в шкале пространств уравнения Гуртина–Пипкина.

8.1 Определение и основные свойства шкалы пространств

Определим шкалу пространств Hα, связанную с неограниченным оператором
A, для действительных α. Будем следовать методу, описанному в первой главе
монографии [25], для сепарабельного гильбертова пространства H и неограни-
ченного, положительно определенного, самосопряженного оператора A, имею-
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щего компактный обратный. Рассмотрим оператор A, действующий в простран-
стве H0 = H. Помимо области определения DomA = H1 можно также в силу
спектральной теоремы рассмотреть множества DomAα = Hα и ввести на них
структуру гильбертова пространства с нормой ||f ||Hα

= ||Aαf ||H и скалярным
произведением (f, g)Hα

= (Aαf, Aαg)H . Константа α здесь может быть любым
неотрицательным действительным числом. При введении этих пространств мо-
жем утверждать, что оператор A может действовать из пространства Hα+1 в
пространство Hα. Это отображение биективно за счет обратимости A и да-
же осуществляет изоморфизм между этими пространствами. Допустимо также
введение Hα c отрицательными α, тогда Hα = (H−α)

∗ — сопряженное к про-
странству H−α. Оператор A тогда будет действовать как раньше из простран-
ства Hα+1 в пространство Hα, но уже в соответствии с теорией сопряженных
пространств на функционалы: (Af)(g) = f(Ag).

Возможно и дальше определять свойства пространств Hα через функцио-
налы, но в нашей ситуации с сепарабельным гильбертовым пространством H

и самосопряженным положительно определенным оператором A, имеющим об-
ратный компактный, разумно воспользоваться изоморфизмом H и простран-
ства последовательностей l2. В пространстве H существует ортономированный
базис из собственных векторов A — {en}, n = 1, 2, . . . , им соответствуют соб-
ственные значения an, n = 1, 2, . . . . Рассмотрим тогда ряды (возможно, расхо-
дящиеся)

f =
∞∑
i=1

fiei, fi ∈ C.

В этом случае f ∈ Hα, если
∑∞

i=1(a
2α
i |fi|2 < ∞, действие оператора Aβ

определяется как Aβ
∑∞

i=1 fiei =
∑∞

i=1 a
β
i fiei, а скалярное произведение в Hα

можно определить следующим образом:

(f, g)Hα
=

( ∞∑
i=1

fiei,

∞∑
i=1

giei

)
Hα

=
∞∑
i=1

a2αi figi.

Элементы Hα с неотрицательными α соответствуют классическим векторам
из H0, а с отрицательными — функционалам из (H−α)

∗ (см. также первую главу
[64]), где действие функционала на вектор определяется следующим образом:
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для γ > 0, f ∈ H−γ и g ∈ Hγ выполнено

f(g) =
∞∑
i=1

figi =
∞∑
i=1

(a−γ
i fi)(a

γ
i gi) = (A−γf, Aγg)H < ||f ||H−γ

||g||Hγ
< ∞.

Тогда для Hα с неотрицательными α имеем fi = (f, ei)H , а для Hα с отрицатель-
ными α имеем fi = f(ei). Как и ранее, оператор A действует из пространства
Hα+1 в пространство Hα биективно, и даже осуществляет изоморфизм меж-
ду этими пространствами. Очевидно также, что и оператор Ar, r ∈ R, тоже
осуществляет изоморфизм между соответствующими пространствами. Кроме
того, заметим, что f ∈ Hr тогда и только тогда, когда Arf ∈ H. Рассматри-
вая при различных действительных α вышеупомянутые множества, получим
шкалу пространств, порожденную оператором A.

8.2 Корректная разрешимость интегродифференциального уравне-

ния Гуртина–Пипкина.

В данном разделе будут использоваться ядра релаксации вида (2.3) с условием

∞∑
k=1

ck
γk

< 1.

Выпишем определение сильного решения из раздела 2 для уравнения
Гуртина–Пипкина и нулевого веса γ.

Определение. Вектор-функция u(t) называется сильным решением зада-
чи (6.1),(6.2), если она принадлежит пространству Соболева W 2

2 ([0,+∞);A),
выполнены равенства (6.2), и соотношение (6.1) выполнено почти всюду на
[0,+∞).

Теорема 8.1. Пусть φ0 ∈ H2 и φ1 ∈ H1, а f(t) ∈ L2([0,+∞), H1), тогда
существует единственное сильное решение задачи (6.1), (6.2) u(t), t ≥ 0.
Более того, оно асимптотически устойчиво и для некоторой положительной
константы d (не зависящей от начальных данных φ0, φ1 и правой части f(t))
выполняется оценка

||u(t)||W 2
2 ([0,+∞);A)≤d

(
||Af ||L2([0,+∞),H) + ||A2φ0||H + ||Aφ1||H

)
. (8.1)
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В третьей главе монографии [7] рассмотрен вопрос корректной разреши-
мости задачи (6.1), (6.2) в весовых пространствах Соболева W 2

2,γ([0,+∞), A)

для положительного веса γ. Теорема 8.1 является естественным продолжени-
ем данного результата, в ней для нулевого экспоненциального веса обоснована
корректная разрешимость задачи (6.1), (6.2) и асимптотическая устойчивость
решений.

Рассмотрим теперь частный случай задачи (6.1),(6.2) с условиями степенного

поведения ck и γk при
∞∑
k=1

ck = +∞ :

ck = Ak−α, γk = Bkβ, k ∈ N, (8.2)

ck > 0, γk+1 > γk > 0, k ∈ N, (8.3)

α + β > 1, −1 < α < 1, β > 0. (8.4)

Тогда для s = (1− α)/(2β) верна

Теорема 8.2. Пусть φ0 ∈ H2−s и φ1 ∈ H1−s, а f(t) ∈ L2([0,+∞), H1−2s), тогда
существует единственное сильное решение задачи (6.1), (6.2) u(t), t ≥ 0.
Более того, оно асимптотически устойчиво и для некоторой положительной
константы d (не зависящей от начальных данных φ0, φ1 и правой части f(t))
выполняется оценка

||u(t)||W 2
2 ([0,+∞);A)≤d

(
||A1−2sf ||L2([0,+∞),H) + ||A2−sφ0||H + ||A1−sφ1||H

)
. (8.5)

Выпишем определение слабого решения из раздела 2 для уравнения
Гуртина–Пипкина и нулевого веса γ.

Определение. Вектор-функция u(t) является слабым решением задачи (6.1),
(6.2), если она принадлежит пространству Соболева W 1

2 ([0,+∞);A), удовле-
творяет условию u(0+) = φ0, и для любого v(t) ∈ W 1

2 ([0,+∞);A) выполнено

Φ(u, v) = −(u′(t), v′(t))− (φ1, v(0+))H+

+ (Au(t), Av(t))−

 t∫
0

Γ(t− τ)Au(τ)dτ, Av(t)

− (f(t), v(t)) = 0. (8.6)

Здесь все скалярные произведения, кроме второго слагаемого, берутся в про-
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странстве L2([0,+∞), H)

Теорема 8.3. Пусть φ0 ∈ H1 и φ1 ∈ H, а f(t) ∈ L2([0,+∞), H), тогда су-
ществует единственное слабое решение задачи (6.1), (6.2) u(t), t ≥ 0. Более
того, оно асимптотически устойчиво и для некоторой положительной кон-
станты d (не зависящей от начальных данных φ0, φ1 и правой части f(t))
выполняется оценка

||u(t)||W 1
2 ([0,+∞),A)≤d

(
||f ||L2([0,+∞),H) + ||Aφ0||H + ||φ1||H

)
. (8.7)

Доказательство теоремы 8.1. Будем действовать способом, аналогичным
тому, что описан в [5]. Применив преобразование Лапласа к (6.1), (6.2), получим
следующее уравнение:

z2û(z)− zφ0 − φ1 + A2û(z)−K(z)A2û(z) = f̂(z), (8.8)

где K(z) =
∞∑
j=1

cj
z+γj

— преобразование Лапласа функции Γ(t). Таким образом,

если воспользоваться обозначением (6.3), уравнение запишется в виде

L(z)û(z) = zφ0 + φ1 + f̂(z). (8.9)

Лемма 8.1. Для любых f̂(z) ∈ H2(Re z > 0, H) и φ ∈ H вектор-функции
zL−1(z)f̂(z) и zL−1(z)φ лежат в H2(Re z > 0, H).

Доказательство. Для начала оценим снизу по модулю функцию ln(z) =

(L(z)en, en) = z2+a2n(1−K(z)). Для этого рассмотрим вспомогательную функ-

цию lr,n(z) = z2 + a2n(1−Kr(z)), где Kr(z) =
r∑

k=1

cj
z + γj

.

Из монографии [5] известно, что рациональная функция lr,n(z) имеет r дей-
ствительных нулей µr,n,k, k = 1, . . . , r таких, что

−γr < µr,n,r < −γr−1 < µr,n,r−1 < . . . < −γ1 < µ1,n,1 < 0,

и 2 комплексно-сопряженных нуля µ±
r,n. Обозначим также µ̃r,k, k = 1, . . . , r

— нули функции 1 − Kr(z). Несложно доказать, что −γk < µr,n,k < µ̃r,k. Дей-
ствительно, lr,n(µ̃r,k) = µ̃2

r,k > 0, но lr,n(−γk + 0) = −∞, так что по теореме о
промежуточном значении мы получим, что на интервале (−γk, µ̃r,k) находится

84



µr,n,k — ноль функции lr,n(z). В итоге получим, что выполнено

− γr < µr,n,r < µ̃r,r < −γr−1 < µr,n,r−1 < µ̃r,r−1 < . . . <

< −γk < µr,n,k < µ̃r,k < . . . < −γ1 < µ1,n,k < µ̃r,1 < 0.

Оценим теперь на i[0,+∞) = {iy : y ≥ 0} функцию lr,n(z) : так как эта
функция рациональна, можно записать, что

|lr,n(iy)| = |iy − µ+
r,n||iy − µ−

r,n|

r∏
k=1

|iy − µr,n,k|
r∏

k=1

|iy + γk|
>

> |iy||iy − µ+
r,n|

|iy − µ−
r,n|

|iy|

r∏
k=1

|iy − µ̃r,k|
r∏

k=1

|iy + γk|
. (8.10)

Последнее неравенство выполнено в силу того, что

|iy − µr,n,k|2 = |Re(iy − µr,n,k)|2 + | Im(iy − µr,n,k)|2 =

= y2 + |µr,n,k|2 > y2 + |µ̃r,k|2 = |iy − µ̃r,k|2.

Кроме того, несложно заметить, что (здесь предполагается, что Imµ−
r,n < 0)

|iy − µ−
r,n|2 = (y + | Imµ−

r,n|)2 + |Reµ−
r,n|2 > y2 = |iy|2.

Далее отметим, что в силу рациональности функций

r∏
k=1

(z − µ̃r,k)

r∏
k=1

(z + γk)
и 1 −Kr(z)

они совпадают, так как их нули и полюсы совпадают, и сами они стремятся к 1
при z → ∞.

С учетом вышесказанного цепочку неравенств (8.10) можно продолжить
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(при y ≥ 0):

|lr,n(iy)| > |iy||iy − µ+
r,n|

|iy − µ−
r,n|

|iy|

r∏
k=1

|iy − µ̃r,k|
r∏

k=1

|iy + γk|
>

> |iy||iy − µ+
r,n| · 1 · |1−Kr(iy)| ≥ |iy||iy − µ+

r,n||1− |Kr(iy)|| ≥

≥ |iy||iy − µ+
r,n|(1−Kr(0)) ≥ C1|iy||iy − µ+

r,n|, (8.11)

если положить

C1 = 1−K(0) = 1−
∞∑
j=1

cj
γj
.

При фиксированных y ≥ 0 и n перейдем к пределу по r → ∞ в правой и
левой части неравенства (8.11):

| lim
r→∞

lr,n(iy)| ≥ C1|iy||iy − lim
r→∞

µ+
r,n| = C1y|iy − lim

r→∞
µ+
r,n|. (8.12)

Можно заметить, что lim
r→∞

lr,n(iy) = ln(iy), так как

|lr,n(iy)− ln(iy)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=r+1

ck
iy + γk

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=r+1

ck
γk

.

Найдем теперь lim
r→∞

µ+
r,n. По предложению 7.2 функция ln(z) имеет в верхней

полуплоскости один комплексный ноль — µ+
n . Кроме того, можно доказать (см.

[7]), что существуют такие константы C2, C3 > 0, что для любого n

|Reµ+
n | > C2, (8.13)

| Imµ+
n | > anC3. (8.14)

Возьмем произвольное положительное число ε < | Imµ+
n |/2 и рассмотрим круг

Dε = {z ∈ C : |z − µ+
n | < ε}. Функция ln(z) будет голоморфна в Dε, и кроме

того она не будет в замыкании Dε обращаться в ноль нигде, кроме точки µ+
n .

Значит для некоторой положительной константы mε при z ∈ ∂Dε = {z ∈ C :

|z − µ+
n | = ε} будет выполнено 0 < mε ≤ |ln(z)|. Возьмем достаточно большое
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rε ∈ N, что при r ≥ rε будет выполнено −|Reµ+
n | − ε+ γk > 0 и

∞∑
k=r+1

ck
−|Reµ+

n | − ε+ γk
< mε. (8.15)

Тогда при z ∈ ∂Dε можно представить lr,n(z) как сумму голоморфных функ-

ций f(z) = ln(z) и g(z) = −
∞∑

k=r+1

ck
z + γk

, при этом, исходя из (8.15), можно
записать

|g(z)| ≤
∞∑

k=r+1

ck
|z + γk|

≤
∞∑

k=r+1

ck
|Re(z + γk)|

≤

≤
∞∑

k=r+1

ck
−|Reµ+

n | − ε+ γk
< mε ≤ |f(z)|.

В этом случае можно применить к вышеуказанным функциям теорему Руше и
получить, что µ+

r,n ∈ Dε и |µ+
r,n − µ+

n | < ε при любом r > rε. Это означает, что
lim
r→∞

µ+
r,n = µ+

n .

С учетом вышеизложенного неравенство (8.12) можно записать как

|ln(iy)| ≥ C1|iy||iy − µ+
n | = C1y|iy − µ+

n |. (8.16)

Аналогично, при z ∈ iR− = {−iy : y ≥ 0}, получим, что |ln(z)| ≤ C1|z||z −
µ−
n |.

Далее докажем, что zl−1
n (z) ∈ H2(Re z > 0,C) и оценим её норму в этом

пространстве.
Так как ln(z) = ln(z̄), то при z = iy, y ∈ R,

||zl−1
n (z)||2H2(Re z>0,C) = 2

∞∫
0

|iyl−1
n (iy)|2dy = 2

∫
[0,+∞)

|zl−1
n (z)|2dy.

87



Тогда согласно оценке (8.16)

||zl−1
n (z)||2H2(Re z>0,C) = 2

∫
[0,+∞)

|zl−1
n (z)|2dy ≤

≤ 2

C1

∫
[0,+∞)

1

|z − µ+
n |2

dy <
2

C1

∫
R

1

|z − µ+
n |2

dy =

=
2

C1
||(z − µ+

n )
−1||2H2(Re z>0,C) =

2

C1
||eµ+

n t||2L2([0,∞);C) =

=
2

C1

1

2|Reµ+
n |

=
1

C1|Reµ+
n |

=
1

C1Rn
. (8.17)

Здесь и в дальнейшем будем обозначать

Rn = |Reµ+
n |.

Несложно также оценить норму функции zl−1
n (z) в пространстве непрерыв-

ных функций C(iR) со стандартной нормой: согласно оценке (8.16) при y ∈ R

|iyl−1
n (iy)| ≤ 1

C1|iy − µ+
n |

≤ 1

C1Rn
. (8.18)

Функции zL−1(z)f̂(z) и zL−1(z)φ, очевидно, голоморфны в полуплоскости
{Re z > 0}, и тогда остается только доказать, что их норма в H2(Re z > 0, H)

конечна. Для этого заметим, что, если обозначить (φ, en) = φn,

||zL−1(z)φ||2H2(Re z>0,H) =

+∞∫
−∞

||iyL−1(iy)φ||2Hdy =

=

+∞∫
−∞

∞∑
n=1

|(iyL−1(iy)φ, en)|2dy =

+∞∫
−∞

∞∑
n=1

|iyl−1
n (iy)φn|2dy =

=
∞∑
n=1

+∞∫
−∞

|iyl−1
n (iy)|2|φn|2dy =

∞∑
n=1

(
||zl−1

n (z)||2H2(Re z>0,C)|φn|2
)

(8.19)

В неравенстве (8.19) можно переставить интегрирование и суммирование, так

88



как согласно (8.17) и (8.13)

∞∑
n=1

(
||zl−1

n (z)||2H2(Re z>0,C)|φn|2
)
≤

∞∑
n=1

|φn|2

C1Rn
≤ 1

C1C2

∞∑
n=1

|φn|2 =

=
||φ||2H
C1C2

< ∞. (8.20)

Окончательно получим, что

||zL−1(z)φ||2H2(Re z>0,H) < ∞,

следовательно, zL−1(z)φ ∈ H2(Re z > 0, H).

Обозначим далее fn(z) = (f̂(z), en)H , тогда

||zL−1(z)f̂(z)||2H2(Re z>0,H) =

=

+∞∫
−∞

||iyL−1(iy)f̂(iy)||2Hdy =

+∞∫
−∞

∞∑
n=1

|(iyL−1(iy)f̂(iy), en)|2dy =

=

+∞∫
−∞

∞∑
n=1

|iyl−1
n (iy)fn(iy)|2dy =

∞∑
n=1

+∞∫
−∞

|iyl−1
n (iy)fn(iy)|2dy. (8.21)

В неравенстве (8.21) можно переставить интегрирование и суммирование, так
как согласно (8.18) и (8.13)

∞∑
n=1

+∞∫
−∞

|iyl−1
n (iy)fn(iy)|2dy ≤

∞∑
n=1

+∞∫
−∞

1

(C1Rn)2
|fn(iy)|2dy ≤

≤ 1

(C1C2)2

∞∑
n=1

||fn(z)||2H2(Re z>0,C) =
||f̂(z)||2H2(Re z>0,H)

(C1C2)2
< ∞. (8.22)

Окончательно получим, что

||zL−1(z)f̂(z)||2H2(Re z>0,H) < ∞,

следовательно, zL−1(z)f̂(z) ∈ H2(Re z > 0, H).

Что и требовалось доказать.

Лемма 8.2. Для любых f̂(z) ∈ H2(Re z > 0, H) и φ ∈ H вектор-функции
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AL−1(z)f̂(z) и AL−1(z)φ лежат в H2(Re z > 0, H).

Доказательство. Следуя доказательству леммы 8.1 заметим, что согласно
(8.10)

|lr,n(iy)| > |iy − µ+
r,n||iy − µ−

r,n|

r∏
k=1

|iy − µ̃r,k|
r∏

k=1

|iy + γk|
.

Кроме того, при y ≥ 0 выполнено

|iy − µ−
r,n|2 = (y + | Imµ−

r,n|)2 + |Reµ−
r,n|2 > | Imµ−

r,n|2.

Тогда аналогично (8.11)

|lr,n(iy)| > | Imµ−
r,n||iy − µ+

r,n|

r∏
k=1

|iy − µ̃r,k|
r∏

k=1

|iy + γk|
>

> | Imµ−
r,n||iy − µ+

r,n| · 1 · |1−Kr(iy)| ≥ | Imµ−
r,n||iy − µ+

r,n||1− |Kr(iy)|| ≥

≥ | Imµ−
r,n||iy − µ+

r,n||(1−Kr(0)) ≥ C1| Imµ−
r,n||iy − µ+

r,n|.

Переходя к пределу при r → ∞, и учитывая, что lim
r→∞

lr,n(iy) = ln(iy),

lim
r→∞

µ+
r,n = µ+

n , а также (8.14), имеем

|ln(iy)| ≥ C1| Imµ−
n ||iy − µ+

n | ≥ C1C3an|iy − µ+
n |. (8.23)

Получим далее, что

|anln(iy)−1| ≤ (C1C3|iy − µ+
n |)−1

и тогда доказательство можно продолжить полностью аналогично лемме 8.1.
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Последовательно получим

||anl−1
n (z)||2H2(Re z>0,C) ≤

1

C1C3Rn
, (8.24)

|anl−1
n (iy)| ≤ 1

C1C3Rn
, (8.25)

||AL−1(z)φ||2H2(Re z>0,H) ≤
||φ||2

C1C2C3
< ∞, (8.26)

||AL−1(z)f̂(z)||2H2(Re z>0,H) ≤
||f̂(z)||2H2(Re z>0,H)

(C1C2C3)2
< ∞. (8.27)

Что и требовалось доказать.
Приступим теперь к доказательству теоремы. Определим функцию

û(z) = zL−1(z)φ0 + L−1(z)φ1 + L−1f̂(z). (8.28)

Так как û(z) удовлетворяет (8.9), её обратное преобразование Лапласа
u(t) удовлетворяет (6.1). Для того чтобы u(t) принадлежала пространству
W 2

2 ([0,+∞);A) необходимо, чтобы u′′(t) и A2u(t) принадлежали простран-
ству L2([0,+∞);H). Согласно разделу 2 это выполнено, когда их преобразо-
вания Лапласа лежат в пространстве Харди, то есть вектор-функции A2û(z) и
z2û(z)− zφ0 − φ1 принадлежат пространству H2(Re z > 0, H).

Рассмотрим функцию A2û(z):

A2û(z) = zL−1(z)A2φ0 + AL−1(z)Aφ1 + AL−1(z)Af̂(z). (8.29)

Согласно условию теоремы и леммам 8.1 и 8.2 получим, что A2û(z) ∈ H2(Re z >

0, H).

Далее, согласно (8.9)

z2û(z)− zφ0 − φ1 = f̂(z)− (1−K(z))A2û(z) (8.30)

и

||z2û(z)− zφ0 − φ1||H2(Re z>0,H) ≤ ||A−1|| ||Af̂(z)||H2(Re z>0,H)+

+ (1 +K(0))||A2û(z)||H2(Re z>0,H) < ∞. (8.31)
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Таким образом, u(t) действительно принадлежит W 2
2 ([0,+∞);A). Константа d

в разложении (8.1) находится с учетом соотношений (8.19)–(8.22), (8.26)–(8.31).
Докажем теперь, что u(t) удовлетворяет начальным условиям (6.2).

Замечание. Если φ(t) ∈ L2([0,∞), H) (или, что то же самое, φ̂(z) ∈ H2(Re z >

0, H)), то её преобразование Лапласа φ̂(z) → 0 при z → +∞, z ∈ R. Действи-
тельно,

||φ̂(z)||2H ≤

 ∞∫
0

||φ(t)||He−ztdt

2

≤

≤
∞∫
0

||φ(t)||2Hdt
∞∫
0

e−2ztdt =
||φ(t)||2L2([0,∞),H)

2z
→ 0

вследствие неравенства Коши-Буняковского.
Докажем далее бесконечномерный аналог теоремы о начальном значении.

Лемма 8.3. Для любой ограниченной функции v(t), имеющей преобразование
Лапласа v̂(z), будет выполнено равенство

v(0+) = lim
z→+∞

zv̂(z).

Доказательство. Сделаем замену переменных:

zv̂(z) = z

∞∫
0

v(t)e−ztdt =

∞∫
0

v(t/z)e−tdt.

Тогда, если z → +∞, то

∞∫
0

v(t/z)e−tdt →
∞∫
0

v(0+)e−tdt = v(0+)

по теореме Лебега о мажорируемой сходимости.
Что и требовалось доказать.
Заметим, что по теореме 2.2 полученная в ходе доказательства теоремы

функция u(t) ограничена, её производная тоже ограничена. Тогда согласно за-
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мечанию выше и соотношению (8.31) получим, что

zû(z) =
z2û(z)− zφ0 − φ1

z
+ φ0 +

φ1

z
→ φ0,

при z → +∞. Значит, по лемме 8.3 u(0+) = φ0. Кроме этого верно соотношение

z(zû(z)− u(0+)) = z2û(z)− zφ0 − φ1 + φ1 → φ1

при z → +∞. Значит,

u′(0+) = lim
z→+∞

zû′(z) = lim
z→+∞

z(û(z)− u(0+)) = φ1.

Решения уравнения являются асимптотический устойчивыми. Так как урав-
нение линейно, необходимо доказать устойчивость лишь нулевого решения. Дей-
ствительно, устойчивость по Ляпунову следует из (8.1) и того, что C([0,∞), H)

— пространство непрерывных на положительной полуоси вектор-функций со
значениями в H — непрерывно вложено в W 2

2 ([0,+∞);A) по теореме 2.2. Кро-
ме этого для произвольного ε > 0 возьмем t0 такое, что +∞∫

t0

(||u′′(t)||2H + ||A2u(t)||2H)dt

1/2

< ε.

Обозначим

H(t) =

{
1, t ≥ 0,

0, t < 0.

Тогда для любого t > t0 получим, что :

||u(t)||H ≤ ||u(t)H(t− t0)||C([0,∞),H) ≤ C||u(t)H(t− t0)||W 2
2 ([0,+∞);A) < Cε.

Это по определению и означает асимптотическую устойчивость нулевого реше-
ния (а значит, и всех остальных) задачи (6.1),(6.2).

Что и требовалось доказать.
Доказательство теоремы 8.2.

Cогласно теореме 7.5
Rn = |Reµ+

n | > C4a
2s
n , (8.32)
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где s = 1−α
2β , с некоторой положительной константой C4.

Докажем аналоги лемм 8.1 и 8.2.

Лемма 8.4. Для любых f̂(z) ∈ H2(Re z > 0, H) и φ ∈ H вектор-функции
A2szL−1(z)f̂(z), AszL−1(z)φ, A1+sL−1(z)φ, и A1+2sL−1(z)f̂(z) лежат в
H2(Re z > 0, H).

Доказательство. Если обозначить (φ, en) = φn, то аналогично (8.19)

||AszL−1(z)φ||2H2(Re z>0,H) =

=

+∞∫
−∞

||AsiyL−1(iy)φ||2Hdy =

+∞∫
−∞

∞∑
n=1

|(AsiyL−1(iy)φ, en)|2dy =

=

+∞∫
−∞

∞∑
n=1

|asniyl−1
n (iy)φn|2dy =

∞∑
n=1

+∞∫
−∞

|asniyl−1
n (iy)|2|φn|2dy =

=
∞∑
n=1

(
||asnzl−1

n (z)||2H2(Re z>0,C)|φn|2
)
.

В неравенстве выше можно переставить интегрирование и суммирование, так
как согласно (8.17) и (8.32)

∞∑
n=1

(
||asnzl−1

n (z)||2H2(Re z>0,C)|φn|2
)
≤

∞∑
n=1

a2sn |φn|2

C1Rn
≤ 1

C1C4

∞∑
n=1

|φn|2 =
||φ||2

C1C4
< ∞.

Окончательно получим, что

||AszL−1(z)φ||2H2(Re z>0,H) < ∞,

следовательно, AszL−1(z)φ ∈ H2(Re z > 0, H).
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Обозначим далее fn(z) = (f̂(z), en), тогда

||A2szL−1(z)f̂(z)||2H2(Re z>0,H) =

+∞∫
−∞

||A2siyL−1(iy)f̂(iy)||2Hdy =

=

+∞∫
−∞

∞∑
n=1

|(A2siyL−1(iy)f̂(iy), en)|2dy =

+∞∫
−∞

∞∑
n=1

|a2sn iyl−1
n (iy)fn(iy)|2dy =

=
∞∑
n=1

+∞∫
−∞

|a2sn iyl−1
n (iy)fn(iy)|2dy

В неравенстве выше можно переставить интегрирование и суммирование, так
как согласно (8.18) и (8.32)

∞∑
n=1

+∞∫
−∞

|a2sn iyl−1
n (iy)fn(iy)|2dy ≤

∞∑
n=1

+∞∫
−∞

(
a2sn

C1Rn

)2

|fn(iy)|2dy ≤

≤ 1

(C1C4)2

∞∑
n=1

||fn(z)||2H2(Re z>0,C) =
||f̂(z)||2H2(Re z>0,H)

(C1C4)2
< ∞.

Окончательно получим, что

||A2szL−1(z)f̂(z)||2H2(Re z>0,H) < ∞,

следовательно, A2szL−1(z)f̂(z) ∈ H2(Re z > 0, H). Аналогично доказательству
леммы 8.2 получим, что

||a1+s
n l−1

n (z)||2H2(Re z>0,C) ≤
a2sn

C1C3Rn
,

|a1+s
n l−1

n (iy)| ≤ asn
C1C3Rn

,

||A1+sL−1(z)φ||2H2(Re z>0,H) ≤
||φ||2

C1C4C3
< ∞,

||A1+2sL−1(z)f̂(z)||2H2(Re z>0,H) ≤
||f̂(z)||2H2(Re z>0,H)

(C1C4C3)2
< ∞.

Что и требовалось доказать.

95



Вернемся теперь к доказательству теоремы. Аналогично (8.29)

A2û(z) = AszL−1(z)A2−sφ0 + A1+sL−1(z)A1−sφ1+

+ A1+2sL−1(z)A1−2sf̂(z). (8.33)

Согласно условию теоремы и лемме 8.3 получим, что A2û(z) ∈ H2(Re z > 0, H).

Далее, согласно (8.31)

||z2û(z)− zφ0 − φ1||H2(Re z>0,H) < ∞.

Таким образом, u(t) действительно принадлежит W 2
2 ([0,+∞);A). Оценка (8.5)

получается из леммы 8.3 и соотношений (8.31) и (8.33).
Доказательство затем завершается полностью аналогично теореме 8.1.
Что и требовалось доказать.

Доказательство теоремы 8.3.

Рассмотрим задачу

d2

dt2
w(t) + A2w(t)−

t∫
0

Γ(t− τ)A2w(τ)dτ = A−1f(t) =: F (t) (8.34)

w(0+) = A−1φ0 =: Φ0 (8.35)

w′(0+) = A−1φ1 =: Φ1. (8.36)

Так как Φ0 ∈ H2 и Φ1 ∈ H1, а F (t) ∈ L2([0,+∞), H1), согласно теореме (8.1),
существует единственное сильное (почти всюду) решение задачи (8.34), (8.36)
w(t) в пространстве Соболева W 2

2 ([0,+∞);A), оно асимптотически устойчиво,
и выполняется оценка

||w||W 2
2 ([0,+∞),A)≤d

(
||AF ||L2([0,+∞),H) + ||A2Φ0||H + ||AΦ1||H

)
. (8.37)

Положим u(t) = Aw(t). Тогда u(t) ∈ W 1
2 ([0,+∞);A) и, вследствие (8.37), вы-

полняется оценка (8.7). Для завершения доказательства осталось лишь дока-
зать (8.6), так как u(0+) = φ0 автоматически следует из (8.35).

Действительно, для произвольного v ∈ W 1
2 ([0,+∞);A), умножим ска-

лярно обе части (8.34) на Av(t) в L2([0,+∞), H). Тогда (A2w(t), Av(t)) =

(Au(t), Av(t)) и (F (t), Av(t)) = (f(t), v(t)). Далее, учитывая то, что v′(t) и w′(t)
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существуют почти всюду, рассмотрим в данный момент t > 0 производную ска-
лярного произведения (w′(t), Av(t))H :

((w′(t), Av(t))H)
′ = lim

∆t→0

(w′(t+∆t), Av(t+∆t))H − (w′(t), Av(t))H
∆t

=

lim
∆t→0

(w′(t+∆t), Av(t+∆t))H − (w′(t+∆t), Av(t))H
∆t

+

+ lim
∆t→0

(w′(t+∆t), Av(t))H − (w′(t), Av(t))H
∆t

=

= lim
∆t→0

(w′(t), Av(t+∆t)− Av(t))H
∆t

+ lim
∆t→0

(w′(t+∆t)− w′(t), Av(t))H
∆t

=

=

(
Aw′(t), lim

∆t→0

v(t+∆t)− v(t))

∆t

)
H

+

(
lim
∆t→0

w′(t+∆t)− w′(t)

∆t
, Av(t)

)
H

=

= (Aw′(t), v′(t))H + (w′′(t), Av(t))H

Из этого соотношения по правилу интегрирования по частям следует,
что (w′′(t), Av(t))L2([0,+∞),H) = −(Aw′(t), v′(t))L2([0,+∞),H) − (Φ1, Av(0+))H =

−(u′(t), v′(t))L2([0,+∞),H) − (φ1, v(0+))H .

Таким образом,

Φ(u, v) = −(u′(t), v′(t))− (φ1, v(0+))H+

+ (Au(t), Av(t))−
t∫

0

Γ(t− τ)Au(τ)dτ, Av(t) = 0.

Скалярные произведения здесь берутся в L2([0,+∞), H).

Асимптотическая устойчивость проверяется так же, как и в теореме 8.1, по-
скольку C([0,∞), H) непрерывно вложено в W 1

2 ([0,+∞);A).
Что и требовалось доказать.

8.3 Корректная разрешимость интегродифференциального уравне-

ния Гуртина–Пипкина в шкале пространств

Применим к теоремам 8.1, 8.2, 8.3 соображения, изложенные в начале раздела.
Возьмем произвольную константу r ∈ R.
Определение. Вектор-функция u(t) называется сильным решением задачи
(6.1), (6.2) со значениями в Hr, если она принадлежит пространству Соболева
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W 2
2 ([0,+∞);Hr;A) со скалярным произведением

(u(t), v(t))W 2
2 ([0,+∞);Hr;A) =

+∞∫
0

((u′′(t), v′′(t))Hr
+ (A2u(t), A2v(t))Hr

)dt,

выполнены равенства (6.2), и соотношение (6.1) выполнено почти всюду на
[0,+∞).

Следствие 8.1. Пусть φ0 ∈ H2+r и φ1 ∈ H1+r, а f(t) ∈ L2([0,+∞), H1+r), то-
гда существует единственное сильное решение задачи (6.1), (6.2) u(t), t ≥ 0.
Более того, оно асимптотически устойчиво, и для некоторой положитель-
ной константы d (не зависящей от начальных данных φ0, φ1 и правой части
f(t)) выполняется оценка

||u(t)||W 2
2 ([0,+∞);Hr;A)≤d

(
||f ||L2([0,+∞),H1+r) + ||Aφ0||H2+r

+ ||Aφ1||H1+r

)
. (8.38)

Если же рассмотрим теперь частный случай задачи (6.1), (6.2) с условиями
степенного поведения (8.2)–(8.4), то для s = (1− α)/(2β) верно

Следствие 8.2. Пусть φ0 ∈ H2−s+r и φ1 ∈ H1−s+r, а f(t) ∈
L2([0,+∞), H1−2s+r), тогда существует единственное сильное решение
задачи (6.1), (6.2) u(t), t ≥ 0. Более того, оно асимптотически устойчиво
и для некоторой положительной константы d (не зависящей от начальных
данных φ0, φ1 и правой части f(t)) выполняется оценка

||u(t)||W 2
2 ([0,+∞);Hr;A)≤d(||f ||L2([0,+∞),HH1−2s+r

) + ||φ0||H2−s+r
+ ||φ1||H1−s+r

). (8.39)

Определение. Вектор-функция u(t) является слабым решением задачи (6.1),
(6.2) со значениями в Hr, если она принадлежит пространству Соболева
W 1

2 ([0,+∞);Hr;A) со скалярным произведением

(u(t), v(t))W 1
2 ([0,+∞);Hr;A) =

+∞∫
0

((u′(t), v′(t))Hr
+ (Au(t), Av(t))Hr

)dt,
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удовлетворяет u(0+) = φ0, и для любого v(t) ∈ W 1
2 ([0,+∞);Hr;A) выполнено

Φ(u, v) = −(u′(t), v′(t))− (φ1, v(0+))H+

+ (Au(t), Av(t))−

 t∫
0

Γ(t− τ)Au(τ)dτ, Av(t)

− (f(t), v(t)) = 0.

Здесь все скалярные произведения, кроме второго слагаемого, берутся в про-
странстве L2([0,+∞), Hr) cо скалярным произведением

(u(t), v(t))L2([0,+∞),Hr) =

+∞∫
0

(u(t), v(t))Hr
dt.

Следствие 8.3. Пусть φ0 ∈ Hr+1 и φ1 ∈ Hr, а f(t) ∈ L2([0,+∞), Hr), тогда
существует единственное слабое решение задачи (6.1), (6.2) u(t), t ≥ 0. Более
того, оно асимптотически устойчиво, и для некоторой положительной кон-
станты d (не зависящей от начальных данных φ0, φ1 и правой части f(t))
выполняется оценка

||u||W 1
2 ([0,+∞);Hr;A)≤d

(
||f ||L2([0,+∞),Hr) + ||φ0||H1+r

+ ||φ1||Hr

)
. (8.40)

Доказательства данных следствий базируются на том, что при рассмотрении
задачи (6.1), (6.2), к данным равенствам можно применить оператор Ar:

Ar d
2

dt2
u(t) + A2+ru(t)−

t∫
0

Γ(t− τ)A2+ru(τ)dτ = Arf(t),

Aru(0+) = Arφ0,

Aru′(0+) = Arφ1,

и сделать замену w = Aru :

d2

dt2
w(t) + A2w(t)−

t∫
0

Γ(t− τ)A2w(τ)dτ = Arf(t)

w(0+) = Arφ0

w′(0+) = Arφ1.
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Данные задачи уже можно решить с помощью теорем 8.1, 8.2, 8.3, так как на-
чальные данные уже подходят под условия теорем. После этого можно сделать
обратную замену u = A−rw. Обе замены, как уже было отмечено, являются
изоморфизмами соответствующих пространств.

9 Спектральный анализ уравнения Гуртина–Пипкина со

слагаемым внутреннего трения Кельвина–Фойгхта

В данном разделе получен ряд результатов о локализации спектра симво-
ла уравнения Гуртина–Пипкина со слагаемым внутреннего трения Кельвина–
Фойгхта для ядер свёртки, представимых в виде ряда из экспонент; постро-
ен пример задач для этого интегродифференциального уравнения, в которых
спектр соответствующего символа состоит из бесконечного числа невеществен-
ных точек, кроме того, показано отсутствие непрерывной зависимости спек-
тральных свойств от ядра свертки.

9.1 Постановка задачи и первоначальные замечания о структуре

спектра

Рассмотрим задачу (при β > 0)

u′′(t) + αA2u′(t) + βA2u(t)−
t∫

0

Γ(t− s)A2u(s)ds = f(t), t > 0, (9.1)

u(0+) = φ0, u′(0+) = φ1. (9.2)

Второе слагаемое (9.1) соответствует трению Кельвина–Фойгхта. При α = 0

задача может быть сведена к уравнению Гуртина–Пипкина (6.1), (6.2), если
вместо A взять

√
βA, а вместо Γ(t) взять Γ(t)/

√
β. В дальнейшем всегда будем

предполагать, что α > 0.

В данном разделе будут использоваться ядра релаксации вида (2.3). До-
полнительно рассмотрим условие, которое соответствует тому, что Γ(t) ∈
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C([0,+∞)), то есть Γ(0) < +∞:

∞∑
j=1

cj < ∞. (9.3)

Применение преобразования Лапласа к (9.1) приводит к оператор-функции

L(z) = z2I + αzA2 + βA2 −K(z)A2, (9.4)

которая является символом исходного уравнения. Здесь

K(z) =
∞∑
j=0

cj
γj + z

является преобразованием Лапласа функции Γ(t).
Основной задачей является изучение спектра оператор-функции (9.4).
Для нахождения точек спектра рассмотрим сужение оператор-функции L(z)

на собственные подпространства:

ln(z) := (L(z)en, en)H = z2 + αa2nz + a2nβ − a2nK(z), (9.5)

где {en}∞n — последовательность собственных векторов опрератора A, Aen =

anen, причем 0 < an−1 < an и lim
n→+∞

an → +∞. Спектр (9.4) есть замыкание
множества всех нулей мероморфных функций ln(z):

σ(L(z)) =
∞⋃
n=1

{z ∈ C : ln(z) = 0}.

Необходимо начать с самого простого, но важного свойства, касающегося
устойчивости решений уравнения (9.1).

Утверждение 9.1. Если β > K(0), то в правой полуплоскости нет точек
спектра оператор-функции L(z).

Это означает, что решения уравнения (9.1) не могут неограниченно расти со
временем.

Кроме того, можно заметить, что верно
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Утверждение 9.2. Для любого n ∈ N функция ln(z) имеет не более двух
невещественных нулей.

Значит, спектр L(z) имеет не более чем по два невещественных нуля на каж-
дое n.

Отметим еще одно важное свойство данной оператор-функции, а именно,

Утверждение 9.3. Пусть z — невещественный корень уравнения ln(z) = 0.
Тогда Re z < −αa2n

2 .

Тогда можно заключить, что даже если существует бесконечное множество
невещественных точек спектра, с возрастанием n их действительные части стре-
мятся к −∞.

Теперь можно перейти к рассмотрению границ, в которых может находиться
спектр оператор-функции (9.4). Введём важную функцию, характеризующую
ядро:

p(x) =
∑

j: γj<−x

cj.

Сразу заметим, что так как для таких j, что −γj > x верно 1 <
|x|
γj

, имеем

p(x) =
∑

j :−γj>x

cj ·1 <
∑

j :−γj>x

cj ·
|x|
γj

= |x|·
∑

j :−γj>x

cj
γj

≤ |x|
∞∑
j=1

cj
γj

= K(0)|x|. (9.6)

Рассмотрим область в левой полуплоскости для некоторых B,C > 0 :

D1
B,C =

{
z ∈ C : Re z < 0, |Im z| < B + C

√
p(2Re z)}

}
в случае, когда условие (9.3) не выполнено, то есть p(x) не ограничена при
x → −∞.

Теорема 9.1. Пусть условие (9.3) не выполнено. Тогда существуют посто-
янные B > 0 и C > 0 такие, что спектр оператор-функции L(z) полностью
содержится в области D1

B,C.

Учитывая соотношение (9.6), можно утверждать, что спектр всегда будет
лежать в области

D2
B,C =

{
z ∈ C : Re z < 0, |Im z| < B + C

√
2K(0)

√
|Re z|}

}
102



для некоторых положительных B и C.

Отметим, что если условие (9.3) выполнено и p(x) → Γ(0) при x → −∞, по-
ведение невещественной части спектра зависит от асимптотического поведения
функции p(x), а следовательно, от скорости сходимости ряда

∞∑
j=0

cj. Итак, если

этот ряд сходится, то будет выполняться

Теорема 9.2. Пусть выполнено условие (9.3). Тогда, если существует беско-
нечное число невещественных точек спектра z ∈ σ(L)\R, то они стремятся
к отрицательной полуоси при Re z → −∞. А именно, существует такая ве-
щественная константа x∗ < 0, что в полуплоскости {Re z < x∗} весь спектр
содержится в области

D3
x0,C

=

{
z ∈ C : |Im z| < 8

α|Re z|
Γ(0)+

+

√
2

α
(Γ(0)− p(Re z/2)), Re z < x∗

}
. (9.7)

Замечание. Несложно заметить, что в случае полиномиального поведения
cj и γj :

cj = ja, γj = jb, a− b+ 1 < 0, b > 0,

p(x) будет асимптотически эквивалентна |x|a+1
b при a > −1. Это означает, что√

p(x) будет асимптотически эквивалентна |x|a+1
2b .

В случае, когда a < −1 и Γ(0) =
∞∑
k=1

ck < ∞, разность Γ(0) − p(x) бу-

дет асимптотически эквивалентна |x|a+1
b . Это означает, что

√
Γ(0)− p(x) будет

асимптотически эквивалентна |x|a+1
2b .

Утверждения 9.1–9.3, а также теоремы 9.1, 9.2 были доказаны в совместной
работе с Ю.А. Тихоновым [68].

9.2 Вопрос о бесконечности невещественного спектра

Теперь рассмотрим вопрос о том, может ли число невещественных точек в спек-
тре σ(L) быть бесконечным. Данный вопрос был поставлен впервые в работе
[4]. В статье было показано, что спектр σ(L) содержит лишь конечное число
невещественных точек при cn = 0, n = N +1, N +2, . . ., то есть при ядре Γ(t),
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представимом в виде (2.3) с конечной суммой экспонент.
В настоящей работе будет приведено условие наличия бесконечного невеще-

ственного спектра символа L(z) при ядре релаксации Γ(t), представимом в виде
(2.3) с бесконечной суммой экспонент.

Необходимо сразу заметить, что будут рассмотрены лишь большие значения
n, при которых главная часть ln(z)

z2 + αa2nz + a2nβ (9.8)

имеет два действительных нуля. Введём обозначение:

gn =
αa2n +

√
α2a4n − 4a2nβ

2

для модуля меньшего нуля функции (9.8), а также

dk =
∑
m∈N
m ̸=k

cm
|γm − γk|

. (9.9)

Тогда верна

Теорема 9.3. Если выполнены условия

dk = o(
√
ck), (9.10)

√
ck = o(γk+1 − γk−1), (9.11)

и существуют две возрастающие к бесконечности подпоследовательности
натуральных чисел {kj}∞j=1 и {nj}∞j=1, что

lim
j→+∞

1
√
ckj

|gnj
− γkj | = 0, lim

j→+∞

√
ckja

2
nj

= +∞, (9.12)

то спектр содержит две взаимно-сопряженные последовательности µ±
n неве-

щественных точек комплексной плоскости.

Рассмотрим теперь два примера последовательностей {cj} , {γj} , удовлетво-
ряющих условию теоремы.

Выберем последовательность n(k) так, что an(1) > a21, a2n(k+1) − a2n(k) >
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(k+1)2− k2. Тогда зададим коэффициенты ядра свёртки следующим образом:

ck = 1, γk = gn(k). (9.13)

Заметим, что условия (2.4) выполнены, но не выполнено условие (9.3). Усло-
вия теоремы 9.3 выполнены, и при этом можно показать, что мнимые части
невещественных точек спектра отделены от нуля.

Оказывается, что и в случае выполнения условия (9.3) можно построить
пример задачи с бесконечным невещественным спектром. Выберем последова-
тельность n(k) так, что an(1) > a21, a2n(k+1) − a2n(k) > (k + 1)q − kq. Для задачи
(9.1) рассмотрим следующие коэффициеты:

ck =
1

k2p
, γk = gn(k) (9.14)

Выбирая, p > 1, q > p+1, получим оператор-пучок, удовлетворяющий усло-
вию теоремы 9.3, при этом условие (9.3) также окажется выполненным. Таким
образом, получен пример оператор-пучка L(z) с бесконечным числом невеще-
ственных точек в спектре, стремящимся к отрицательной полуоси.

Замечание. В обоих примерах необходимо, чтобы gn(k) были действитель-
ны. Так как an стремится к бесконечности с ростом n, то и gn(k), начиная с
некоторого k = k0, будут действительны; невещественные gn(k) тогда можно от-
бросить. Также необходимо заметить, что добавление или отбрасывание некото-
рого конечного числа начальных ck, γk не влияет на то, будет невещественный
спектр конечен или бесконечен, так как наличие бесконечного невещественного
спектра — асимптотическое свойство спектра.

Отметим одно важное утверждение: бесконечная последовательности неве-
щественных точек спектра символа уравнения (9.1) может появиться в резуль-
тате бесконечно малого изменения ядра Γ(t).

Предположим, что спектр оператор-функции L(z) имеет лишь конечное чис-
ло невещественных точек в спектре. Тогда справедлива

Теорема 9.4. Для любого ε > 0 найдется Γ∗(t) ∈ L1([0,+∞)) такое, что

∥Γ(t)− Γ∗(t)∥L1([0,+∞)) < ε
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и оператор-функция

L∗(z) = z2I + αzA2 + βA2 −K∗(z)A2,

где K∗(z) — преобразование Лапласа Γ∗(t), имеет бесконечное число невеще-
ственных точек в спектре.

Отметим, что для обратной ситуации, когда спектр σ(L) содержит бесконеч-
ное число невещественных точек, а σ(L∗) должно быть конечным, аналогичное
утверждение есть простое следствие результатов работы [4]: Γ(t) с некомпатным
носителем меры нужно приблизить некоторым Γ∗(t), имеющим меру с компакт-
ным носителем.

Замечание. Пусть для ядра Γ(t) выполнено ещё условие (9.3), то есть
Γ(t) ∈ C([0,+∞)), тогда приближения в теореме 9.4 можно проводить по норме
в C([0,+∞)).

9.3 Итоговые замечания о структуре спектра

В этом разделе рассмотрена полная структура спектра оператор-функции L(z)

с опорой на утверждения и теоремы, представленные выше.
Оператор L(z), как легко видеть можно представить в виде суммы двух опе-

раторов: L(z) = L0(z) + S(z), где L0(z) = z2 + αA2z + βA2 — главная часть
оператор-функции L(z), и S(z) = K(z) · A2 — добавка, связанная со свойства-
ми памяти среды. Можно доказать, что K(z) не имеет невещественных нулей,
а значит, весь спектр S(z) лежит на действительной оси. Значит разумно пред-
положить, что структура невещественного спектра L(z) будет определяться его
основной частью L0(z).

Рис. 1: Спектр оператор-функции
L0(z), α > 0.

Рис. 2: Спектр оператор-функции
L0(z), α = 0.
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Типичная структура спектра L0 представлена на рис. 1. Он состоит из конеч-
ного количества комплексно-сопряженных невещественных точек и веществен-
ной части. Сразу необходимо заметить, что при α = 0 оператор-функция L0(z)

превращается в обычный символ гиперболического уравнения: L0(z) = z2+βA2.
Его спектр представлен на рис. 2. Как можно видеть, лучи I± = { iy : y ∈ R±}
как бы «падают» на действительную ось при α > 0, при этом спектр, начиная
с некоторого n, становится вещественным. Похожая ситуация наблюдается и со
спектром L(z).

В работе [7] был исследован спектр L(z) в случае α = 0. (см. рис. 4).
Спектр здесь разбивается на три части: набор вещественных кластеров R и
два комплескно-сопряженных друг другу набора невещественных точек спек-
тра B и B’, стремящихся к прямой, параллельной мнимой оси (будем считать,
что выполнено условие (9.3)).

В работе [4] был исследован спектр L(z) в случае α > 0, когда ядро предста-

вимо в виде конечной суммы экспонент
N∑
k=1

cke
−γkt (см. рис. 3). Спектр здесь раз-

бивается на три части: вещественный спектр R и два комплескно-сопряженных
друг другу конечных набора невещественных точек спектра B и B’. Ясно вид-
но, что вещественный спектр в этом случае будет сильно разрежен правее −γN

и будет представлять собой ничто иное, как немного возмущенную S(z) часть
спектра L0(z).

Рис. 3: Спектр оператор-функции L(z),
α > 0, ядро имеет вид конечной суммы
экспонент.

Рис. 4: Спектр оператор-функции L(z),
α = 0.

В данной работе исследован случай, когда ядро представимо в виде бес-
конечной суммы экспонент (см. рис. 5). Спектр в данном случае состоит из
пяти частей: вещественный спектр R, два комплескно-сопряженных друг дру-
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гу конечных набора невещественных точек спектра B и B’, соответствующих
спектру L0(z), а также два комплескно-сопряженных друг другу бесконечных
набора невещественных точек спектра C и C’, получающихся в результате вза-
имодействия оператор-функций L0(z) и S(z). Видно, что части С и B (C’ и B’
соответственно) могут быть не отделены друг от друга.

Рис. 5: Спектр оператор-функции L(z), α ̸= 0, ядро имеет вид бесконечной суммы экспонент.

В предыдущем разделе были установлены самые общие свойства спектра
оператор-функции L(z), а также установили границы, в которых он может на-
ходится. Утверждение 9.1 говорит о том, что спектр не может лежать в правой
полуплоскость, утверждение 9.2 — о том, что невещественный спектр имеет
не более чем по две точки на каждое n, а утверждение 9.3 — о том, что их
действительные части должны стремиться к −∞. Границы, в которых может
находиться невещественный спектр были даны в теоремах 9.1 и 9.2.

В пункте 9.2 была обоснована гипотетическая возможность существования
частей спектра С и C’ (теорема 9.3), а также приведены два примера, в которых
число невещественных точек спектра бесконечно. Наконец, из теоремы 9.4 сле-
дует, что бесконечность и конечность невещественного спектра (в случае ядра,
представимого в виде суммы бесконечного числа экспонент) равноправны.
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9.4 Доказательства

Доказательство теоремы 9.3. Прежде чем доказывать теорему, необходимо
сделать важные предварительные замечания о структуре функции ln(z). Отме-
тим еще раз, что все рассуждения будут проводиться при достаточно большом
n. Рассмотрим главную часть функции ln(z):

jn(z) = z2 + αa2nz + βa2n. (9.15)

Эта функция имеет 2 нуля
−αa2n ±

√
(αa2n)

2 − 4βa2n
2

. Они будут комплексны при
D = (αa2n)

2−4 ·β ·a2n < 0 и действительны в противном случае. Так как при до-
статочно большом a2n имеем D > 0, то имеет смысл тогда рассматривать правый

и левый дествительные нули, а именно, обозначим gn =
αa2n +

√
(αa2n)

2 − 4βa2n
2

и βn =
αa2n −

√
(αa2n)

2 − 4βa2n
2

. Тогда jn(z) = (z + gn)(z + βn).

Положим далее m(z) = n, если −γn ≤ Re z ≤ −γn−1 и d(z) =
∑
k∈N

k ̸=m(z)

ck
z + γk

.

В этом случае ln(z) принимает следующий вид:

ln(z) = (z + gn)(z + βn) + a2n

(
cm(z)

z + γm(z)
+ d(z)

)
для достаточно больших an. В дальнейшем будем находить нули этой функции
около −gn (γm(z) ≈ gn).

Найдем асимптотику gn по a2n:

gn = −
−αa2n −

√
(αa2n)

2 − 4βa2n
2

=
αa2n
2

(
1 +

√
1− 4β

α2a2n

)
=

=
αa2n
2

(
2− 2β

α2a2n
+O(a−4

n )

)
= αa2n −

β

α
+O(a−2

n ). (9.16)

Асимптотика δn же может быть представлена в виде:

βn = −
−αa2n +

√
(αa2n)

2 − 4βa2n
2

=
αa2n
2

(
1−

√
1− 4β

α2a2n

)
=

=
αa2n
2

(
2β

α2a2n
+O(a−4

n )

)
=

β

α
+O(a−2

n ). (9.17)
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Исходя из (9.16) и (9.17), можно заключить, что если z близко к −gn

|z + gn| = o(a2n), (9.18)

то z + βn = −αa2n +O (|z + gn|+ 1) . И тогда

ln(z) = αa2n

(
(z + gn) +

1

α

cm(z)

z + γm(z)
+

d(z)

α
+O

(
|z + gn|

a2n
+ a−2

n

))
. (9.19)

В дальнейшем будет исследоваться функция l̂n(z) = l(z)/(αa2n), имеющая те
же нули, что и ln(z).

Для начала докажем лемму, представляющую самостоятельную ценность.

Лемма 9.1. Если существует такое n, что

α|gn − γk|+ sup
z∈Dk

|d(z)| ≤ 1

3

√
αck, (9.20)

где Dk =

{
z ∈ C : |z + γk| < 2

√
ck
α

}
, и a−2

n < ck, то около γk спектр (9.4)

будет иметь 2 комплексно-сопряженных корня.

Доказательство. Рассмотрим ln(z) в области Dk. По условию выполняется
соотношение (9.18), но тогда выполнено и (9.19). Кроме того, так как a−2

n < ck,

то O

(
|z + gn|

a2n
+ a−2

n

)
= o(

√
ck). Вследствие этого имеем

l̃n(z) = ln(z)/(αa
2
n) = z + γk +

ck
α

z + γk
+ (gn − γk) +

d(z)

α
+ o(

√
ck).

Тогда разбив l̃n(z) на две части f(z) = z + γk +

ck
α

z + γk
и g(z) = (gn − γk) +

d(z)

α
+ o(

√
ck), рассмотрим их в круге радиуса

1

2

√
ck
α

с центром в −γk + i

√
ck
α

:

B =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣z + γk − i

√
ck
α

∣∣∣∣ < 1

2

√
ck
α

}
.

По условию для достаточно большого n имеем |g(z)| <
1

2

√
ck
α

в B. Для

дальнейшего анализа количества нулей l̃n(z) в B необходимо оценить |f(z)| на
границе ∂B. Для этого заметим, что граница может быть записана параметри-
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чески как −γk + i

√
ck
α

+

√
ck
α

exp(iδ)

2
, δ ∈ [0, 2π). Подставив это выражение в

f(z), получим

f

(
−γk + i

√
ck
α

+

√
ck
α

exp(iδ)

2

)
=

= i

√
ck
α

+

√
ck
α

exp(iδ)

2
+

ck
α

i

√
ck
α

+

√
ck
α

exp(iδ)

2

=

=

√
ck
α

i+
exp(iδ)

2
+

1

i+
exp(iδ)

2

 =

√
ck
α

2
exp(iδ)

2
+

exp2(iδ)

4

i+
exp(iδ)

2

 =

=

√
ck
α

 2 +
exp(iδ)

2
2i exp(−iδ) + 1

 .

Так как
∣∣∣∣2 + exp(iδ)

2

∣∣∣∣ ≥ 1.5, a |2i exp(−iδ) + 1| ≤ 3, то |f(z)| ≥ 1

2

√
ck
α

>

|g(z)|, и по теореме Руше получим, что в B имеется один ноль (f(z) имеет

нуль в −γk + i

√
ck
α

). Заметим, что в B нет действительных чисел, потому этот

нуль невещественен. Для B− =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣z + γk + i

√
ck
α

∣∣∣∣ < 1

2

√
ck
α

}
получим

аналогично, что и там есть нуль, который должен быть комплекно-сопряжен
первому.

Что и требовалось доказать.
Замечание. По доказательству леммы ясно, что невещественный ноль µ±

n

будет содержаться в B+, а значит
√
ck
2

< | Imµ±
n | <

3
√
ck
2

и −γk −
√
ck
2

<

Reµ±
n < −γk +

√
ck
2

.

Приступим к доказательству теоремы. По условию
√
ck = o(γk+1 − γk−1), а

значит, для достаточно большого k, если z ∈ Dk, то m(z) = k. Кроме того,
определяемое в (9.9) dk равно o(

√
ck), тогда

|d(z)| ≤
∑
n∈N

n ̸=m(z)

cn
|z + γn|

< 2dk,
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так как |z + γn| будет заведомо больше |γn − γk|/2 для достаточно большого
k. Тогда по условию теоремы найдется такая последовательность ki, что для
каждого её члена будет выполнена лемма 9.1 и получим бесконечную последо-
вательность невещественных точек спектра.

Что и требовалось доказать.
Следует заметить, что примеры главы 9.2 удовлетворяют условиям теоремы

9.3. Действительно, условия (9.11) и (9.12) выполнены автоматически, а то, что
выполняется (9.10) можно доказать непосредственно.

Имеем γk = αa2n(k) + O(a−2
n(k)). Далее, в силу выбора подпоследовательности

{n(k)},
γk+1 − γk ∼ α((k + 1)q − kq) ∼ αqkq−1.

Оценим dk

dk =
∑

m∈N,m ̸=k

cm
γm − γk

<
1

γk+1 − γk

∑
m∈N,m ̸=k

cm = O(k1−q).

Далее, замечаем, что если p > 1, q > 2, 1 − q + p < 0, то O(k1−q) = o(k−p),
следовательно, dk = o(

√
ck), кроме того

√
cka

2
n(k) ∼ kq−p → +∞.

Что и требовалось доказать.
Доказательство теоремы 9.4. Вместо первоначального ядра Γ(t) =
∞∑
j=1

cje
−γjt возьмем Γ0(t) =

N∑
j=1

cje
−γjt. Из результатов работы [4] следует, что

число невещественных точек спектра (9.4) c ядром K0(z) конечно, хотя ядра

отличаются на ||Γ − Γ0|| = |K(0) − K0(0)| =
∞∑

j=N+1

cj
γj
. Эту добавку можно

сделать бесконечно малой за счет того, что
∞∑
j=1

cj
γj

сходится.

Далее, учитывая первый пример раздела 9.2, можно прибавить к ядру Γ0(t)

добавку Γδ(t) =
∞∑

j=N+1

c̆j
γ̆j
e−γ̆jt c c̆j и γ̆j взятыми из этого примера (здесь

использовано то, что для малых j в примерах коэффициенты ядра можно
взять любыми). Таким образом, у задачи с ядром Γ∗(t) = Γ0(t) + Γδ(t) чис-
ло точек невещественного спектра бесконечно. Добавка при этом имеет норму

||Γ − Γ0 − Γδ|| ≤ ||Γ − Γ0|| +
∞∑

j=N+1

c̆j
γ̆j
. И опять же эту добавку можно сделать

бесконечно малой за счет того, что ряд
∞∑
j=1

c̆j
γ̆j

сходится.
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Если вместо сходимости ряда
∞∑
j=1

cj
γj

использовать сходимость
∞∑
j=1

cj, а вместо

первого примера раздела 9.2 использовать второй, то норму L1 можно заменить
на норму C, как указано в замечании к теореме 9.4.

Таким образом вначале получили, изменив немного ядро, конечное число
точек спектра, а потом, еще немного его изменив, получили бесконечное число
точек спектра. В этом и проявляются хаотические свойства асимптотического
поведения спектра (9.4).

Что и требовалось доказать.

10 Заключение

В диссертации изучены спектральные свойства оператор-функций, являю-
щихся символами уравнения (1.1) и различных модификаций уравнения (1.3), а
также получены результаты о корректной разрешимости (1.1) и разрешимости
в шкале пространств задачи (1.3), (1.4).

Основные результаты диссертации заключаются в следующем:

1. Проведён спектральный анализ оператор-функции, являющейся символом
интегродифференциального уравнения (1.1): установлена общая структу-
ра спектра, построена асимптотика невещественного спектра, установле-
но условие отсутствия спектра в правой полуплоскости, а также приведе-
ны теоремы об устойчивости решений и корректной разрешимости задачи
(1.3), (1.4).

2. Найдена асимптотика невещественного спектра символа уравнения
Гуртина–Пипкина (1.3) в случае ядер релаксации, представимых в виде
интеграла Стилтьеса.

3. Проведено исследование разрешимости в шкале пространств, порожденной
оператором A, задачи (1.3), (1.4).

4. Обоснована возможность существования бесконечного невещественного
спектра символа уравнения (1.3) при учете трения Кельвина–Фойгхта.

Полученные результаты имеют теоретический характер. Они могут быть ис-
пользованы в дальнейших исследованиях по теории интегродифференциаль-

113



ных уравнений, спектральной теории оператор-функций, при численном рас-
чете возникновения флаттера в вязкоупругих материалах, а также в задачах
теории управления и прикладных задачах, возникающих в теории вязкоупру-
гости. Из перспективных направлений для дальнейшего исследования можно
выделить следующие:

1. Исследование уравнения колебаний вязкоупругой пластины в сверхзвуко-
вом потоке жидкости или газа для различных граничных условий.

2. Спектральный анализ уравнения колебаний вязкоупругой пластины, учи-
тывая ненулевую толщину пластины (учет пространственной переменной).

3. Исследование разрешимости в шкале пространств уравнения (1.1).

4. Уточнение теоремы 4.1 для случая M1 = 0, а также для φ0 ∈ H1/2, φ1 ∈
H−1/2.
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