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Введение

1. Теории гравитации с дополнительными измерениями

Дополнительные измерения пространства-времени являются важным элементом многих

современных теорий гравитации. Впервые гипотеза о существовании дополнительных изме­

рений была выдвинута Т. Калуцей и О. Клейном в 20-ых годах прошлого века для построения

единой теории гравитационного и электромагнитного взаимодействий [1, 2] (см. обзор [3]). И

хотя изначально их работы не привлекли большого внимания, позже гипотеза дополнитель­

ных измерений получила развитие в теории струн, являющейся в настоящее время основной

моделью квантовой гравитации и требующей существования дополнительных измерений для

своей самосогласованности (см., например, [4]). Также дополнительные измерения являются

неотъемлемой частью голографического соответствия [5, 6]. С другой стороны, в последние

двадцать лет был разработан ряд теорий гравитации с дополнительными измерениями, на­

правленных на решение определенных проблем физики элементарных частиц и космологии

(см. обзоры [7—12]). В частности, модели Аркани-Хамед–Димопоулоса–Двали (ADD) [13, 14]

и Рэндалл–Сундрума (RS) [15, 16] были направлены на решение проблемы иерархии, за­

ключающейся в объяснении огромной разницы между электрослабым масштабом энергий

𝑚EW ∼ 102 ГэВ и планковской массой 𝑀Pl ∼ 1019 ГэВ, а модель Двали–Габададзе–Порра­

ти (DGP) [17] рассматривалась в качестве возможного решения проблемы космологической

постоянной, состоящей в объяснении позднего ускоренного расширения Вселенной [18, 19].

При этом последнее десятилетие было ознаменовано началом эры гравитационно-волно­

вой астрономии – 14 сентября 2015 года обсерваторией LIGO был зарегестрирован первый

гравитационно-волновой сигнал GW150914 от слияния двойной системы черных дыр [20].

Также важнейшим этапом в развитии гравитационно-волновой астрономии стало совместное

детектирование гравитационно-волнового сигнала GW170817 и гамма-всплеска GRB170817A

от слияния двойной нейтронной звезды [21—23]. К настоящему времени обсерваториями

LIGO, VIRGO и KAGRA в общей сложности зарегистрировано 90 гравитационно-волновых

сигналов от слияний двойных черных дыр и нейтронных звезд [24]. Таким образом, в настоя­

щее время гравитационно-волновая астрономия является одним из наиболее перспективных

инструментов для экспериментального исследования дополнительных измерений.

Дополнительные измерения могут проявиться в гравитационных волнах множеством

различных способов (см. обзор [25]). Наиболее общим для всех теорий признаком дополни­

тельных измерений являются дополнительные поляризации гравитационных волн [26, 27],
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наблюдение которых станет возможным в будущем при запуске большего числа гравитаци­

онно-волновых обсерваторий. В теориях с компактными дополнительными измерениями в

гравитационно-волновых сигналах также появляется дискретный спектр массивных калуца­

клейновских мод [27, 28]. Однако, при реалистичных значениях радиуса компактификации

данные моды обладают частотами, значительно превышающими диапазоны чувствительно­

сти современных наземных и будущих космических гравитационно-волновых обсерваторий

[29], и недоступны для экспериментального наблюдения. Отметим здесь также гравитаци­

онно-волновые осцилляции, возникающие в некоторых моделях за счет смешивания безмас­

совой и массивных калуца-клейновских мод [30, 31]. Также в некоторых теориях гравита­

ционно-волновые сигналы модифицируются за счет появления дополнительных вкладов в

источник поля в уравнении движения эффективного четырехмерного гравитационного по­

ля [32—35]. Другим интересным признаком дополнительных измерений в некоторых теори­

ях является более быстрое ослабление амплитуды гравитационных волн с расстоянием на

космологических масштабах от источника [36]. Данный эффект дает возможность ограни­

чить параметры таких теорий за счет совместных наблюдений гравитационно-волновых и

электромагнитных сигналов от слияний двойных систем, содержащих нейтронные звезды.

И хотя данный эффект не был обнаружен при наблюдении гравитационно-волнового сигна­

ла GW170817 и гамма-всплеска GRB170817A от слияния двойной нейтронной звезды [37],

обсуждается возможность его обнаружения с помощью космической обсерватории LISA [38,

39]. Также некоторые теории предсказывают разницу во времени между регистрацией грави­

тационно-волновых и электромагнитных сигналов от слияния двойных систем, содержащих

нейтронные звезды, обусловленную распространением гравитационных волн от источника к

наблюдателю через искривленные дополнительные измерения [40]. Первые ограничения на

параметры таких теорий уже были получены с помощью наблюдения гравитационно-волно­

вого сигнала GW170817 и сопутствующего гамма-всплеска GRB170817A [41—43].

Также дополнительные измерения могут проявлять себя за счет изменения приливной

деформируемости черных дыр и нейтронных звезд [44—46]. В частности, многомерные чер­

ные дыры имеют ненулевые приливные числа, в то время как в четырехмерной теории отно­

сительности они равны нулю. Наконец, признаки дополнительных измерений могут нести в

себе квазинормальные моды черных дыр, определяющие спектр гравитационного излучения

двойной системы на конечном этапе ее слияния [45, 47]. Так было показано, что присутствие

дополнительных измерений значительно увеличивает время затухания квазинормальных ко­

лебаний черных дыр, что накладывает жесткие ограничения на параметры соответствующих

теорий [48].
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Здесь также необходимо упомянуть еще один важный инструмент исследования допол­

нительных измерений, возникший в последние несколько лет, – фотографии теней черных

дыр [49, 50]. В некоторых теориях присутствие дополнительных измерений приводит к по­

явлению приливного заряда у черных дыр, по своим свойствам схожего с электрическим

зарядом черных дыр в теории относительности, квадрат которого, однако, может принимать

отрицательные значения [51]. Ограничения на параметры соответствующих теорий уже были

получены с помощью фотографий теней сверхмассивных черных дыр M87* и Sgr A* [52—55].

2. Нарушение принципа Гюйгенса в нечетных размерностях

Особый интерес представляют признаки дополнительных измерений в гравитационных

волнах от слияний двойных систем черных дыр и нейтронных звезд в теориях гравитации

с нечетным числом дополнительных измерений. Это связано с непривычным поведением

запаздывающих безмассовых полей в таких теориях, обусловленным нарушением принципа

Гюйгенса в пространстве-времени нечетной размерности.

Нарушение принципа Гюйгенса в нечетных размерностях известно со времен классиче­

ских работ Адамара [56], Куранта и Гильберта [57], Иваненко и Соколова [58] и заключается

в следующем. Так если в пространстве-времени четной размерности сигнал от мгновенной

вспышки источника, достигнув точки наблюдения через интервал времени необходимый на

распространение до нее со скоростью света, также мгновенно затухает в ней, то в нечетных

размерностях после этого наблюдается бесконечный, затухающий со временем хвостовой сиг­

нал. Математически это связано с тем, что в нечетных размерностях запаздывающие функ­

ции Грина безмассовых полей локализованы не только на световом конусе, как это имеет

место быть в четных размерностях, но также и внутри него. Так запаздывающие функции

Грина уравнения Даламбера в пространстве Минковского определяются двумя рекуррент­

ными соотношениями отдельно для четных и нечетных размерностей [58]

𝐺2𝑛+2(𝑥) =
(−1)𝑛−1

2(2𝜋)𝑛

(︂
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

)︂𝑛−1
𝛿 (𝑡− 𝑟)

𝑟
, 𝑛 ∈ N (2.1)

𝐺2𝑛+1(𝑥) =
(−1)𝑛−1

(2𝜋)𝑛

(︂
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

)︂𝑛−1
𝜃(𝑡)𝜃(𝑥2)√

𝑥2
, 𝑛 ∈ N, (2.2)

где 𝑥2 = 𝑡2 − 𝑟2, а индекс у функций Грина означает размерность пространства-времени.

Из ур. (2.2) видно, что в размерности три запаздывающая функция Грина состоит из одно­

го члена, локализованного внутри светового конуса. В размерности пять и выше функция

Грина дается комбинацией нескольких членов, локализованных на световом конусе, и од­

ного вклада, локализованного внутри него. Локализация функций Грина внутри светового
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конуса соответствует тому, что в нечетных измерениях запаздывающие безмассовые поля

распространяются со всеми скоростями вплоть до скорости света.

Однако, свободные безмассовые поля распространяются строго со скоростью света во

всех размерностях. В результате, возникает противоречие в определении излучения в нечет­

ных размерностях, т.к. полное запаздывающее поле локализованного источника распростра­

няется со всеми скоростями вплоть до скорости света, в то время как его излучаемая часть,

будучи свободным полем на удалении от источника, должна распространяться строго со ско­

ростью света. Также присутствие хвостового члена в функциях Грина приводит к тому, что

в нечетных размерностях в любой заданной точке пространства-времени запаздывающие без­

массовые поля зависят от полной истории движения источника, предшествующей запаздыва­

ющему времени, в отличие от четных размерностей, где запаздывающие поля определяются

лишь состоянием источника в запаздывающий момент времени. Еще одной особенностью

запаздывающих полей в нечетных размерностях является то, что они даются комбинацией

сингулярных на световом конусе членов (2.2).

В силу перечисленных выше особенностей запаздывающих полей в нечетных размерно­

стях, применение стандартного определения волновой зоны [59] для вычисления излучения

в нечетных размерностях затруднительно. Поэтому в большинстве литературы рассматрива­

лись лишь задачи излучения в четных размерностях [60—67], в то время как случай нечетных

размерностей рассматривался в основном в контексте силы радиационного трения [68—74]

(см. обзоры [75, 76]). В нечетных измерениях в излучаемой части поля присутствует нелокаль­

ный хвостовой вклад, аналогичный найденному ДеВитом и Бреме в случае искривленного

четырехмерного пространства-времени [77—79]. Однако, в искривленном пространстве хво­

стовой член связан с рассеянием волн на кривизне пространства-времени, и его вычисление

является затруднительным, в то время как в нечетных измерениях хвостовой вклад может

быть записан в замкнутой форме.

Одним из возможных способов преодоления проблем, связанных с появлением хвосто­

вого вклада, является подход эффективной теории поля к задачам излучения [80—83]. Од­

нако, будучи основанным на вычислениях в импульсном пространстве, нечувствительных к

размерности пространства-времени, данный метод не дает информации о структуре запаз­

дывающего поля в волновой зоне и роли хвостового вклада в формировании излучения. Как

было показано недавно, данное затруднение может быть преодолено с помощью Фурье-преоб­

разования запаздывающих функций Грина и полей по временной координате [84]. В данной

работе мы развиваем другой подход, основанный на модификации определения излучения. А

именно, мы используем подход Рорлиха-Тейтельбойма к излучению [85—87] (см. также [88—
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91]), основанный на разложении тензора энергии-импульса запаздывающего поля по обрат­

ным степеням Лоренц-инвариантного расстояния и выделении из него части, обладающей

определенным свойствами, ожидаемыми от тензора энергии-импульса поля излучения.

3. DGP-модель гравитации

В данной работе особый интерес для нас представляет DGP-модель гравитации [17,

92]. Данная модель может быть сформулирована с различным числом как бесконечных [92],

так и компактных дополнительных измерений [93] (см. обзор [94]). При этом ее простейшая

реализация с одним бесконечным дополнительным измерением уже содержит нарушение

принципа Гюйгенса в пятимерном балке.

В простейшем случае DGP-модель формулируется с одним бесконечным дополнитель­

ным измерением и материей локализованной на 3-бране, вложенной в пятимерный балк.

Действие такой модели схематично может быть записано как [17]

𝑆DGP =
1

2
𝑀3

5

∫︁
𝑑5𝑋

√
−𝒢ℛ(𝒢) + 1

2
𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔𝑅(𝑔) +

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔ℒmat. (3.1)

Здесь 𝑋𝑀 и 𝑥𝜇 обозначают координаты в балке и на бране, соответственно, а 𝒢𝑀𝑁 и 𝑔𝜇𝜈 –

метрику в балке и индуцированную метрику на бране. Заглавные латинские индексы пробе­

гают значения 𝑀,𝑁 = 0, 4, а строчные греческие 𝜇, 𝜈 = 0, 3. За счет появления в действии

дополнительного члена Эйнштейна-Гильберта, индуцированного на бране, в DGP модели

имеются две планковские массы – пятимерная 𝑀5 и четырехмерная 𝑀4. Для корректной по­

становки вариационной задачи в действие (3.1) необходимо также добавить граничные чле­

ны в балке и на бране. Такая форма действия мотивирована квантовой теорией. Считается,

что классическая гравитация, описываемая лишь действием Эйнштейна-Гильберта в балке,

должна приобретать дополнительный вклад в действие в виде индуцированного на бране

члена Эйнштейна-Гильберта за счет квантово-петлевых поправок к пропагатору пятимерно­

го гравитона, связанных со взаимодействием материи на бране с гравитонами в балке [17,

92, 94]. В частности, возникновение таких поправок к действию было продемонстрировано в

модели браны конечной толщины [95—99].

В отличие от ADD и RS моделей, в которых законы гравитации изменяются на ма­

лых масштабах, DGP-модель является инфракрасной модификацией Теории Относительно­

сти и модифицирует законы гравитации на больших расстояниях. Это связано с тем, что

в DGP-модели эффективный четырехмерный гравитон на бране является метастабильным

резонансом из-за наличия у его пропагатора особых точек на нефизическом листе римано­

вой поверхности [94, 100]. В частности, в то время как ADD и RS модели содержат нулевые
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калуца-клейновские моды гравитона, локализованные на бране и отделенные от массивных

мод конечным интервалом [16, 101], в DGP-модели гравитон на бране представляет собой

непрерывный спектр калуца-клейновских мод [93, 102]. При этом пятимерный балк является

прозрачным лишь для мод с 𝑝2𝜇 ≤ 𝑚2
𝑐 – только эти моды дают вклад в гравитационное взаи­

модействие материи на бране с материей в балке, в то время как моды 𝑝2𝜇 ≥ 𝑚2
𝑐 оказываются

квазилокализованными на бране [92, 103]. Здесь 𝑚𝑐 = 𝑀3
5/𝑀

2
4 – это характерный масштаб

энергии, определяемый отношением двух планковских масс. За счет этого эффективный

ньютоновский потенциал на бране имеет стандартную четырехмерную 1/𝑟 асимптотику на

расстояниях 𝑟 ≪ 𝑟𝑐 и переходит к пятимерному 1/𝑟2 поведению при 𝑟 ≫ 𝑟𝑐, где переходный

радиус 𝑟𝑐 = 1/𝑚𝑐 [17] (см. также [104—107]).

Метастабильный характер эффективного гравитона на бране в DGP-модели приводит

к интересным космологическим следствиям. Так в работе [108] было показано, что одна из

ветвей решений DGP-модели содержит ускоренно расширяющуюся вакуумную брану в от­

сутствие космологических постоянных в балке и на бране (см. также [109]). Для согласования

данного самоускоренного решения с космологическими наблюдениями характерный масштаб

энергии DGP-модели должен быть порядка современной постоянной Хаббла 𝑚𝑐 ∼ 10−42 ГэВ

[110, 111]. Однако, в настоящее время существует множество ограничений на параметры DGP

модели, полученных с помощью космологических наблюдений [112—119]. В частности, было

показано, что для наилучшего согласования предсказаний DGP модели с историей расши­

рения Вселенной предпочтительным является сценарий замкнутой браны, в то время как

современные космологические наблюдения указывают на то, что наблюдаемая Вселенная

является плоской.

С другой стороны, DGP-модель обладает рядом недостатков. Во-первых, в случае од­

ного бесконечного дополнительного измерения пропагатор эффективного гравитона имеет

тензорную структуру [17, 104—107], аналогичную пропагатору массивного гравитона в че­

тырех измерениях [120, 121], за счет появления у него дополнительных степеней свободы

(см. также [122, 123]). Однако, проблему vDVZ-разрыва в DGP-модели возможно решить

за счет увеличения числа дополнительных измерений [92], либо с помощью компактифика­

ции дополнительного измерения [93]. В последнем случае эффективный гравитон на бране

задается дискретным набором калуца-клейновских мод, по аналогии с ADD-моделью. Во­

вторых, в работах [124—126] было продемонстрировано наличие режима сильной связи в

DGP-модели на энергетическом масштабе (𝑀2
𝑐𝑀4)

1/3 ≪ 𝑀4 (см. также [127, 128]). Однако,

в работе [100] было показано, что DGP-модели с 𝐷 ≥ 6 избегают режима сильной связи.

Также в работе [129] было продемонстрировано, что режима сильной связи можно избежать
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и в DGP-модели с одним дополнительным измерением с помощью модификации теории воз­

мущений. При этом, данная модифицированная теория возмущений приводит также к вос­

становлению правильной четырехмерной тензорной структуры пропагатора эффективного

гравитона на малых расстояниях (скалярная поляризация гравитона отцепляется от мате­

рии и гравитации при высоких энергиях). Наконец, главной проблемой DGP-модели является

то, что ее ветвь решений, содержащая ускоренно расширяющуюся вакуумную брану, содер­

жит духовую степень свободы в возмущениях гравитационного поля над данным фоновым

решением [109, 130, 131], делающую его нестабильным. Это делает невозможным решение

проблемы космологической постоянной в рамках DGP-модели. Однако, духи в DGP-модели

можно устранить за счет увеличения числа дополнительных измерений и последовательного

вложения нескольких бран друг в друга [132].

Несмотря на перечисленные выше проблемы DGP-модели, ее вторая – нормальная –

ветвь решений, не содержащая духов [109], остается интересной диффеоморфизм-инвариант­

ной моделью метастабильного гравитона. Также интерес к DGP-модели сохраняется за счет

того, что, как предполагается, все модели гравитации с дополнительными измерениями, в

которых поля материи локализованы на бране, должны приобретать в действии индуциро­

ванный член Эйнштейна-Гильберта за счет квантовых поправок.

В частности, обсуждается возможность экспериментальной проверки метастабильного

характера гравитона с помощью наблюдений гравитационно-волновых и электромагнитных

сигналов от слияний двойных нейтронных звезд [36]. А именно, метастабильный характер

гравитона должен приводить к утечке гравитационных волн с браны в дополнительное изме­

рение на космологических расстояниях от источника. За счет этого для удаленных двойных

нейтронных звезд расстояние до них, определяемое из гравитационно-волнового сигнала,

должно казаться больше расстояния, определяемого по сопутствующему электромагнитно­

му сигналу. В результате, гравитационно-волновая и электромагнитная диаграммы Хаббла

для слияний двойных нейтронных звезд должны разойтись на больших красных смещени­

ях. В частности, основываясь на поведении ньютоновского потенциала в DGP-модели [17],

С. Деффайе и К. Меноу предложили эмпирическую формулу для зависимости амплитуды

гравитационных волн от расстояния до источника, описывающую интенсивность утечки гра­

витационного излучения в дополнительное измерение с расстоянием от источника

ℎ×/+ ∝ 1

𝑑𝐿(1 + (𝑑𝐿/𝑟𝑐)
𝑛/2)1/𝑛

, (3.2)

где 𝑑𝐿 – это расстояние светимости до источника, 𝑛 – эмпирический параметр, характеризую­

щий резкость перехода от четырехмерного к пятимерному поведению гравитационного поля,
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а × и + обозначают поляризации гравитационных волн. Первые ограничения на параметры

DGP-модели на основе данной формулы были получены с помощью наблюдения слияния

двойной нейтронной звезды GW170817 [37, 39, 133, 134]. Также обсуждалась возможность

проверки DGP-модели в зависимости от значений параметров данной эмпирической форму­

лы с помощью наблюдений гравитационно-волновых сигналов космической обсерваторией

LISA [38]. Однако, аналитически эффект утечки гравитационных волн в дополнительное

измерение в DGP-модели не был исследован. В данной работе нашей целью является ис­

следование данного эффекта в рамках DGP-модели с одним дополнительным измерением и

оценка возможности его обнаружения наземными и космической гравитационно-волновыми

обсерваториями LIGO/VIRGO/KAGRA и LISA.

4. Общая характеристика диссертации

Цели и задачи работы. Целью данной работы является исследование гравитационно­

волновых эффектов в теориях гравитации с большими дополнительными измерениями про­

странства-времени вида моделей мира на бране, связанных с нарушением принципа Гюйген­

са в балке нечетной размерности и метастабильным характером эффективного гравитон на

бране, анализ возможности их экспериментального наблюдения современными и будущими

гравитационно-волновыми обсерваториями, а также развитие скалярно-полевых аналогов та­

ких моделей, допускающих простое качественное изучение данных эффектов, и обобщение

и развитие аппарата классической теории поля, в частности теории излучения, на случай

рассматриваемых моделей.

Для достижения данных целей были поставлены следующие задачи:

1. В модели безмассового скалярного поля в пространстве Минковского нечетной размер­

ности изучить какую роль играет нарушение принципа Гюйгенса в формировании из­

лучения и структуре запаздывающего поля в волновой зоне. В частности, исследовать

излучение точечного заряда в нерелятивистском и ультрарелятивистском пределах.

2. В модели скалярного поля в пространстве Минковского нечетной размерности изучить

признаки нарушения принципа Гюйгенса в излучении заряда на эллиптической орбите.

Исследовать возникающие в излучении нелокальные хвостовые сигналы и определить

их зависимость от эксцентриситета орбиты.

3. В ОТО с одним бесконечным дополнительным измерением исследовать гравитационное

излучение двойной системы, локализованной на бране, в пятимерный балк. Определить,
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генерирует ли двойная система на бране дополнительные поляризации пятимерных гра­

витационных волн. Получить закон орбитальной эволюции двойной системы, связанной

с потерей ею энергии на гравитационное излучение в пятимерный балк.

4. В скалярном аналоге DGP-модели оценить интенсивность утечки гравитационных волн

в дополнительное измерение, связанной с метастабильным характером эффективного

гравитона на бране. Проанализировать возможность наблюдения данного эффекта со­

временными и будущими гравитационно-волновыми обсерваториями в зависимости от

значений переходного масштаба 𝑟𝑐.

5. Изучить процесс гравитационного излучения в DGP-модели гравитации. Получить ана­

лог квадрупольной формулы для эффективной мощности гравитационного излучения

произвольного нерелятивистского источника на бране. На основе него получить оцен­

ки для параметров эмпирической формулы Деффайе-Меноу (3.2), характеризующей

интенсивность утечки гравитационных волн в дополнительное измерение в DGP-грави­

тации.

Методология и методы исследования. Исследование проводится на основе моделей

мира на бране с большими дополнительными измерениями пространства-времени, предло­

женных в работах [13, 17, 101]. На начальном этапе рассматриваемые гравитационно-волно­

вые эффекты изучаются в пробных моделях скалярного поля в многомерном пространстве

Минковского, которые несмотря на свою заведомую нереалистичность улавливают их основ­

ные особенности. Далее полученные результаты расширяются и уточняются в рамках моде­

лей гравитации. Для этого в работе применяется подход Рорлиха-Тейтельбойма к излучению

и его обобщение на случай пространства-времени размерности отличной от четырех, пред­

ставленные в работах [60, 85, 86, 90]. Помимо этого, в работе широко применяются методы

классической теории поля и дифференциальной геометрии, а также предлагается обобщение

и развитие ряда методов классической теории поля на случай рассматриваемых моделей.

Положения, выносимые на защиту:

1. В моделях безмассового скалярного поля в пространстве Минковского размерности три

и пять получены формулы для мощности излучения нерелятивистского заряда и мощ­

ности синхротронного излучения. За счет нарушения принципа Гюйгенса полученные

формулы содержат интегралы по истории движения заряда, предшествующей запаз­

дывающему времени. Показано взаимное сокращение расходимостей, содержащихся в

запаздывающем поле на световом конусе заряда. Предложена формула для мощности
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скалярного синхротронного излучения в произвольной размерности.

2. В модели скалярного поля в размерности три показано, что нарушение принципа Гюй­

генса приводит к формированию нелокальных хвостовых сигналов в излучении заряда

на эллиптической орбите. В частности, точки экстремума мощности излучения заряда

сдвигаются во времени от моментов прохождения зарядом перицентра и апоцентра ор­

биты, в отличие от четырехмерной теории. Получены выражения для данных сдвигов

с точностью до вкладов квадратичных по эксцентриситету орбиты.

3. В ОТО с одним бесконечным дополнительным измерением получена пятимерная квад­

рупольная формула для мощности гравитационного излучения двойной системы, лока­

лизованной на 3-бране. Показано, что двойная система на бране генерирует все пять

поляризаций гравитационных волн в балке. Также показано, что единственная допол­

нительная поляризация, доступная для регистрации наблюдателем на бране, – так на­

зываемая «дышащая» мода [27] – имеет ненулевое значение на бране, но переносит на

25% меньше энергии, чем остальные поляризации. Получен закон эволюции квазикру­

говой орбиты двойной системы на бране под действием гравитационного излучения в

пятимерный балк. Обнаружено, что относительная скорость сжатия двойной системы

на бране оказывается ниже по сравнению с четырехмерной теорией.

4. В скалярном аналоге DGP-модели [17] получена формула для эффективной мощности

излучения нерелятивистского заряда на круговой орбите на бране, характеризующая

интенсивность утечки гравитационных волн в дополнительное измерение. Обнаружено,

что в соответствии с инфракрасной прозрачностью балка в DGP-модели [92] интенсив­

ность утечки зависит от частоты гравитационно-волнового сигнала и оказывается выше

для низкочастотных сигналов.

5. Оценена возможность экспериментального наблюдения утечки гравитационных волн

современными и будущими гравитационно-волновыми обсерваториями LIGO и LISA.

Показано, что при реалистичном выборе параметров DGP-модели 𝑟𝑐 ∼ 6 Гпк [108, 110]

интенсивность утечки гравитационных волн с частотами в диапазонах чувствительно­

сти LIGO и LISA крайне мала. С другой стороны, чтобы данный эффект было доступен

для наблюдения, параметры DGP-модели должны иметь значения, выходящие за рам­

ки экспериментальных ограничений.

6. В DGP-гравитации получена квадрупольная формула для эффективной мощности гра­

витационного излучения произвольного нерелятивистского источника на бране. На ос­
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нове метода Нетер разработана процедура построения эффективного тензора энергии­

импульса (ТЭИ) гравитационного поля на бране из нелокального эффективного дей­

ствия DGP-гравитации. Показано, что нелокальные члены эффективного действия не

дают вклад в эффективный ТЭИ, и он может быть вычислен по стандартной форму­

ле для канонического ТЭИ. На основе найденной квадрупольной формулы получены

оценки для параметров эмпирической формулы Деффайе-Меноу (3.2).

Научная новизна. Все результаты, выносимые на защиту, являются новыми. В частно­

сти, впервые в научной литературе было представлено аналитическое исследование эффекта

утечки гравитационных волн в дополнительное измерение за счет непосредственного вычис­

ления эффективной мощности излучения точечной частицы на бране в рамках скалярного

аналога DGP-модели и проанализирована возможность его экспериментального наблюдения

современными и будущими гравитационно-волновыми обсерваториями, а также исследованы

нелокальные эффекты в гравитационном излучении двойных систем, связанные с наруше­

нием принципа Гюйгенса в балке нечетной размерности, и предложена общая формула для

мощности скалярного синхротронного излучения в пространстве Минковского произвольной

размерности.

Теоретическая и практическая значимость исследования. Основная теоретиче­

ская значимость данной работы состоит в разработке новых методов вычисления гравитаци­

онного излучения в теориях с нечетным числом больших дополнительных измерений и изу­

чении признаков дополнительных измерений, связанных с нарушением принципа Гюйгенса

и метастабильным характером эффективного гравитона на бране в DGP-модели, в гравита­

ционно-волновых сигналах от слияний двойных черных дыр и нейтронных звезд. Помимо

теоретической значимости, данная задача приобретает отдельную практическую значимость

в связи с современным развитием гравитационно-волновой астрономии, использующей для

анализа зарегистрированных сигналов банк теоретически смоделированных шаблонов.

Достоверность и обоснованность результатов. Достоверность представленных в

работе результатов обеспечивается применением надежно установленных методов анализа

классической теории поля и дифференциальной геометрии, взаимным согласованием резуль­

татов между собой, а также их согласованием с результатами работ других авторов в частных

случаях. В частности, полученная в Главе 1 формула для мощности скалярного синхротрон­

ного излучения в размерности три согласуется с результатом, представленным в работе [72].

Помимо этого, данные результаты были также проверены за счет вычисления спектральных

распределений мощности излучения, свободных от затруднений присущих координатному
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подходу. Также полученная в Главе 3 пятимерная квадрупольная формула для мощности

гравитационного излучения двойной системы на 3-бране укладывается в общую схему для

мощности гравитационного излучения двойной системы, полученную в работе [62] для слу­

чая пространства-времени произвольной четной размерности. Более того, данная формула

согласуется с пятимерной квадрупольной формулой, полученной в работе [84] с помощью

Фурье-преобразования запаздывающих функций Грина по времени. Также зависимость ин­

тенсивности утечки гравитационных волн в дополнительное измерение от частоты сигнала,

обнаруженная в Главе 4, согласуется с эффектом инфракрасной прозрачности балка DGP­

модели, обнаруженным на основе анализа структуры пропагатора гравитона в DGP-модели

[92].

Личный вклад соискателя. Основные результаты диссертации представлены в 4 ра­

ботах [135—138], опубликованных в международных научных журналах, индексируемых в

международных базах Web of Science и Scopus:

1. Gal’tsov D. V., Khlopunov M. Synchrotron radiation in odd dimensions // Phys. Rev. D. –

2020. – Т. 101, № 8. – С. 084054. – ИФ WoS: 5.000.

2. Khlopunov M., Gal’tsov D. V. Gravitational radiation from a binary system in odd-dimen­

sional spacetime // JCAP. – 2022. – Т. 04. – С. 014. – ИФ WoS: 6.400.

3. Khlopunov M., Gal’tsov D. V. Leakage of gravitational waves into an extra dimension in the

DGP model // JCAP. – 2022. – Т. 10. – С. 062. – ИФ WoS: 6.400.

4. Khlopunov M. Non-local tails in radiation in odd dimensions // JCAP. – 2023. – Т. 10. –

С. 019. – ИФ WoS: 6.400.

Помимо этого 6 работ [139—144] были опубликованы в материалах конференций и тезисах

докладов:

1. Хлопунов М. Ю. Синхротронное излучение в нечетномерном пространстве-времени //

Материалы Международного молодежного научного форума «ЛОМОНОСОВ-2020»

Секция физики. Сборник тезисов докладов. – М.: МАКС Пресс, 2020.

2. Хлопунов М. Ю. Скалярное излучение нерелятивистских источников в нечетных раз­

мерностях // Материалы Международного молодежного научного форума «ЛОМОНО­

СОВ-2021» Секция физики. Сборник тезисов докладов. – М.: МАКС Пресс, 2021.
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3. Gal’tsov D. V., Khlopunov M. Retarded potentials and radiation in odd dimensions //

16th Marcel Grossmann Meeting on Recent Developments in Theoretical and Experimental

General Relativity, Astrophysics and Relativistic Field Theories. – 2023. – С. 699.

4. Gal’tsov D. V., Khlopunov M. Odd-dimensional gravitational waves from a binary system on

a three-brane // 16th Marcel Grossmann Meeting on Recent Developments in Theoretical

and Experimental General Relativity, Astrophysics and Relativistic Field Theories. – 2023.

– С. 3301.

5. Хлопунов М. Ю. Гравитационное излучение двойной системы в нечетномерном про­

странстве-времени // Материалы Международного молодежного научного форума «ЛО­

МОНОСОВ-2022» Секция физики. Сборник тезисов докладов. – М.: МАКС Пресс, 2022.

6. Хлопунов М. Ю. Утечка гравитационных волн в дополнительное измерение в DGP мо­

дели // Материалы Международного молодежного научного форума «ЛОМОНОСОВ-

2023» Секция физики. Сборник тезисов докладов. – М.: МАКС Пресс, 2023.

В работах, написанных вместе с соавторами, автор принимал активное участие в постановке

задач, проведении аналитических и численных вычислений, анализе и систематизации по­

лученных результатов, а также подготовке научных статей к публикации. Вклад автора во

все указанные работы является определяющим. Все результаты, выносимые на защиту, были

получены автором лично.

Апробация результатов. По результатам, представленным в диссертации, автором

лично были сделаны следующие доклады на всероссийских и международных научных кон­

ференциях и семинарах:

1. “Modification of the radiation definition in odd dimensions”, научный семинар ИТМФ МГУ,

Москва, Россия, 28 октября 2020.

2. “Синхротронное излучение в нечетномерном пространстве-времени”, Международная

конференция студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов-2020», МГУ имени

М.В. Ломоносова, Москва, Россия, 10–27 ноября 2020.

3. “Скалярное излучение нерелятивистских источников в нечетных размерностях”, Меж­

дународная конференция студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов-2021»,

МГУ имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия, 12–23 апреля 2021.

4. “Retarded potentials and radiation in odd dimensions”, 16th Marcel Grossmann Meeting,

University of Rome and ICRANet, Рим, Италия, 5–10 июля 2021 (дистанционно).
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5. “Odd-dimensional gravitational waves from the binary system on three-brane”, 16th Marcel

Grossmann Meeting, University of Rome and ICRANet, Рим, Италия, 5–10 июля 2021

(дистанционно).

6. “Five-dimensional gravitational waves from the binary system on a three-brane”, Gravitex

2021, Astrophysics Research Centre of the University of KwaZulu Natal, Дюрбан, ЮАР,

9–12 августа 2021 (дистанционно).

7. “Гравитационные волны в многомерных теориях”, научный семинар теоретической груп­

пы ЛФВЭ МФТИ, Долгопрудный, Россия, 26 октября 2021.

8. “Гравитационное излучение двойной системы в нечетномерном пространстве-времени”,

Международная конференция студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов-

2022», МГУ имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия, 11–22 апреля 2022.

9. “Leakage of gravitational waves into extra dimension in DGP model”, 23rd International

Conference on General Relativity and Gravitation, Institute of Theoretical Physics of Chinese

Academy of Sciences, Лиян, Китай, 3–8 июля 2022 (дистанционно).

10. “Утечка гравитационных волн в дополнительное измерение в DGP модели”, Междуна­

родная конференция студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов-2023», МГУ

имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия, 10-21 апреля 2023.

11. “Signatures of extra spacetime dimensions in gravitational waves”, Научная школа по фи­

зике элементарных частиц и космологии имени В.А. Рубакова, Саров, Россия, 3-7 июля

2023 (постер).

12. “Признаки дополнительных измерений в гравитационных волнах”, Летняя школа «Кван­

товые поля: от гравитации и космологии до физики конденсированного состояния» фон­

да развития теоретической физики и математики «БАЗИС», Одинцовский городской

округ, Россия, 31 июля - 11 августа 2023.

13. “Гравитационно-волновые эффекты в теориях с большими дополнительными измерени­

ями”, научный семинар кафедры теоретической физики Физического факультета МГУ

имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия, 25 декабря 2023.

14. “Гравитационно-волновые эффекты в теориях с большими дополнительными измерени­

ями”, научный семинар теоретической группы ЛФВЭ МФТИ, Долгопрудный, Россия,

20 марта 2024.
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Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, пяти глав, заклю­

чения, восьми приложений и списка литературы. Полный объем диссертации 196 страниц,

число рисунков 15, список литературы включает 181 наименование.

Первая глава посвящена изучению роли нарушения принципа Гюйгенса в нечетных

размерностях в формировании излучения и структуре запаздывающего поля в волновой зоне.

В модели безмассового скалярного поля в пространстве Минковского размерности три и пять

с помощью применения подхода Рорлиха-Тейтельбойма к излучению мы вычисляем поток

энергии излучения точечного заряда, движущегося по круговой орбите, в нерелятивистском

и ультрарелятивистском пределах. Показано, что поток энергии излучения заряда зависит

от полной истории его движения, предшествующей запаздывающему времени. Корректность

полученных результатов проверяется с помощью вычисления спектральных распределений

мощности излучения, нечувствительных к размерности пространства-времени.

Вторая глава посвящена изучению нелокальных эффектов в гравитационном излуче­

нии двойных систем в теориях с нечетным числом дополнительных измерений, связанных

с нарушением принципа Гюйгенса. В модели безмассового скалярного поля в размерности

три мы демонстрируем, что нарушение принципа Гюйгенса должно приводить к формирова­

нию характерных хвостовых сигналов в гравитационном излучении эллиптических двойных

систем. В частности, хвостовые сигналы приводят к сдвигу точек экстремума мощности из­

лучения двойной системы во времени от моментов прохождения ею перицентра и апоцентра

орбиты. Мы находим зависимость этих сдвигов от эксцентриситета орбиты с точностью до

вкладов квадратичных по эксцентриситету.

Третья глава посвящена изучению гравитационного излучения двойной системы, ло­

кализованной на 3-бране, в рамках ОТО с одним бесконечным дополнительным измерением.

Мы получаем пятимерный аналог квадрупольной формулы для мощности гравитационного

излучения двойной системы, демонстрируем генерацию дополнительных поляризаций пя­

тимерного гравитационного поля четырехмерным источником, а также изучаем эволюцию

орбиты двойной системы на бране под действием потери ею энергии на гравитационное из­

лучение в пятимерный балк.

Четвертая глава посвящена изучению эффекта утечки гравитационных волн с до­

полнительное измерение в рамках скалярного-полевого аналога DGP-модели. Так как эф­

фективное поле на бране в DGP-модели представляется как непрерывный спектр калуца­

клейновских мод, дается обобщение подхода Рорлиха-Тейтельбойма к излучению на случай

массивного поля. Получена формула для эффективной мощности излучения заряда на кру­

говой орбите на бране, характеризующая интенсивность утечки излучения с браны по мере
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его удаления от источника. В соответствии с инфракрасной прозрачностью балка в DGP­

модели, интенсивность утечки излучения оказывается выше для низкочастотных сигналов.

Мы также анализируем возможность экспериментального обнаружения данного эффекта

современными и будущими гравитационно-волновыми обсерваториями.

Пятая глава посвящена изучению процесса гравитационного излучения в DGP-моде­

ли гравитации. На основе метода Нетер разработана процедура построения эффективного

тензора энергии-импульса динамических степеней свободы DGP-гравитации на бране из ее

нелокального эффективного действия. Получен аналог квадрупольной формулы для эффек­

тивной мощности гравитационного излучения произвольного нерелятивистского источника

на бране. На основе данной формулы получены оценки для параметров эмпирической фор­

мулы Деффайе-Меноу (3.2).

Заключение содержит краткое описание основных результатов диссертации.

Приложения содержат ряд технических вычислений, опущенных в основных главах

работы.
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Глава 1

Скалярное излучение в нечетных размерностях

Цель данной Главы – изучение роли нарушения принципа Гюйгенса в формировании

излучения и структуре запаздывающего поля в волновой зоне в пространстве-времени нечет­

ной размерности. В модели безмассового скалярного поля, взаимодействующего с точечным

зарядом, в пространстве Минковского размерности три и пять с помощью подхода Рорлиха­

Тейтельбойма к излучению получены формулы для мощности излучения нерелятивистского

заряда, движущегося вдоль произвольной мировой линии, а также формулы для мощности

скалярного синхротронного излучения, содержащие интегралы по истории движения заря­

да, предшествующей запаздывающему времени. Продемонстрировано взаимное сокращение

расходимостей, содержащихся в запаздывающем поле на световом конусе заряда, и предло­

жена общая формула для мощности скалярного синхротронного излучения в пространстве

Минковского произвольной размерности. Полученные формулы проверены за счет суммиро­

вания спектральных распределений мощности скалярного излучения, нечувствительных к

размерности пространства-времени.

1.1. Взаимодействие скалярного поля с зарядом

Взаимодействие точечного заряда с безмассовым скалярным полем в пространстве Мин­

ковского размерности 𝐷 = (𝑛+ 1) описывается действием (см., например, [145])

𝑆 = −
∫︁
𝑑𝜏 (𝑚+ 𝑔𝜙(𝑧))

√︀
𝑧̇𝛼𝑧̇𝛼 +

1

2Ω𝑛−1

∫︁
𝑑𝑛+1𝑥 𝜕𝜇𝜙𝜕𝜇𝜙, 𝑧̇𝛼 =

𝑑𝑧𝛼

𝑑𝜏
, (1.1.1)

где 𝑚 и 𝑔 – соответственно, масса частицы и ее скалярный заряд, 𝑧𝜇(𝜏) – мировая линия

заряда, параметризованная его собственным временем 𝜏 , а Ω𝑛−1 – площадь (𝑛 − 1)-мерной

сферы единичного радиуса

Ω𝑛−1 =
2𝜋𝑛/2

Γ(𝑛/2)
. (1.1.2)

Мы используем метрику пространства Минковского в виде 𝜂𝜇𝜈 = diag(1,−1, . . . ,−1).

Из действия (1.1.1) следует уравнение движения скалярного поля в виде

�𝜙(𝑥) = −Ω𝑛−1𝑗(𝑥), (1.1.3)

𝑗(𝑥) = 𝑔

∫︁
𝑑𝜏 𝛿(𝑛+1)(𝑥− 𝑧), (1.1.4)
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где � = 𝜕𝜇𝜕𝜇 – (𝑛 + 1)-мерный оператор Даламбера, и мы учли нормировку скорости за­

ряда 𝑧̇𝛼𝑧̇𝛼 = 1. Также из действия (1.1.1) находим канонический тензор энергии-импульса

скалярного поля. Вне мировой линии заряда он имеет вид

𝑇𝜇𝜈(𝑥) =
1

Ω𝑛−1

(︂
𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙− 1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕𝛼𝜙𝜕

𝛼𝜙

)︂
, 𝑥𝛼 ̸= 𝑧𝛼. (1.1.5)

В дальнейшем мы считаем мировую линию заряда фиксированной и независящей от его

взаимодействия со скалярным полем и потери энергии зарядом на излучение.

Запаздывающее решение уравнения движения (1.1.3) записывается как

𝜙(𝑥) = −Ω𝑛−1

∫︁
𝑑𝑛+1𝑥′𝐺𝑛+1(𝑥− 𝑥′)𝑗(𝑥′), (1.1.6)

где запаздывающая функция Грина уравнения Даламбера удовлетворяет уравнению

�𝐺𝑛+1(𝑥) = 𝛿(𝑛+1)(𝑥), (1.1.7)

𝐺𝑛+1(𝑥) = 0, 𝑥0 < 0. (1.1.8)

В импульсном представлении запаздывающая функция Грина (𝑛 + 1)-мерного уравнения

Даламбера задается следующим интегралом

𝐺𝑛+1(𝑥) = −
∫︁

𝑑𝑛+1𝑝

(2𝜋)𝑛+1

𝑒−𝑖𝑝𝑥

𝑝2 + 𝑖𝜀𝑝0
, (1.1.9)

где 𝑝2 = 𝑝𝛼𝑝𝛼, и 𝜀 → +0 определяет сдвиг полюсов в комплексной 𝑝0-плоскости, соответ­

ствующий условию (1.1.8). В работе Иваненко и Соколова [58] было получено следующее

рекуррентное соотношение между запаздывающими функциями Грина в нечетных размер­

ностях

𝐺2𝜈+1(𝑥) =

(︂
− 1

2𝜋𝑟

𝑑

𝑑𝑟

)︂𝜈−1

𝐺3(𝑥), 𝜈 ∈ N, (1.1.10)

𝐺3(𝑥) =
𝜃(𝑡)

2𝜋

𝜃(𝑥2)√
𝑥2
, 𝑡 = 𝑥0, 𝑟 = |x|. (1.1.11)

Из ур. (1.1.10) и (1.1.11) следует, что запаздывающие функции Грина в нечетных размерно­

стях локализованы не только на световом конусе будущего, но и внутри него. Также отсюда

следует, что функции Грина в нечетных размерностях задаются комбинацией сингулярных

на световом конусе членов.

Таким образом, запаздывающее поле (1.1.6) в размерности 𝐷 ≥ 5 будет состоять из 𝐷−3

сингулярных на световом конусе слагаемых. Однако, далее будет показано, что расходимости,

содержащиеся в каждом из отдельных членов, взаимно сокращаются, и запаздывающее поле

имеет конечное значение.
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1.1.1. Сокращение расходимостей в статическом пределе

Для начала, в качестве наглядного примера, продемонстрируем взаимное сокращение

расходимостей, содержащихся в поле статического заряда в размерности 𝐷 = 5.

Дифференцируя трехмерную функцию Грина (1.1.11), мы находим из ур. (1.1.10) пяти­

мерную запаздывающую функцию Грина в виде суммы двух слагаемых

𝐺5(𝑥) =
𝜃(𝑡)

2𝜋2

[︂
𝛿(𝑥2)√
𝑥2

− 1

2

𝜃(𝑥2)

(𝑥2)3/2

]︂
, (1.1.12)

каждое из которых является сингулярным на световом конусе 𝑥2 = 0. Продемонстрируем вза­

имное сокращение расходимостей в запаздывающем поле с помощью ограничения «времени

жизни» покоящегося в начале координат заряда.

Предположим, что заряд «включен» лишь в течение конечного интервала собственного

времени 𝜏 ∈ (𝑎, 𝑏), где для определенности 𝑎 < 0 и 𝑏 > 0. В течение данного интервала

времени мировая линия заряда имеет вид 𝑧𝜇(𝜏) = {𝜏, 0, 0, 0, 0}. В результате, из ур. (1.1.4) и

(1.1.6) мы находим следующее выражение для поля статического заряда

𝜙(𝑥) =
𝑔

2

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑑𝜏

(︃
𝜃(𝑡− 𝜏 − 𝑟 − 𝜀)

((𝑡− 𝜏)2 − 𝑟2)3/2
− 𝛿(𝑡− 𝜏 − 𝑟 − 𝜀)

𝑟
√︀
(𝑡− 𝜏)2 − 𝑟2

)︃
, (1.1.13)

где мы ввели регуляризующий параметр 𝜀 → +0, который сдвигает расходимости со свето­

вого конуса. Интегрируя по собственному времени, мы находим зависимость поля от коорди­

натного времени в фиксированной точке наблюдения на расстоянии 𝑟 от начала координат

𝜙(𝑡, 𝑟) =
𝑔

2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑡 < 𝑎+ 𝑟,

− 𝑡− 𝑎

𝑟2
√︀
(𝑡− 𝑎)2 − 𝑟2

, 𝑡 ∈ [𝑎+ 𝑟, 𝑏+ 𝑟),

𝑡− 𝑏

𝑟2
√︀

(𝑡− 𝑏)2 − 𝑟2
− 𝑡− 𝑎

𝑟2
√︀
(𝑡− 𝑎)2 − 𝑟2

, 𝑡 ≥ 𝑏+ 𝑟.

(1.1.14)

Переходя к пределу вечного статического заряда 𝑎 → −∞ и 𝑏 → ∞, мы получаем конечное

выражение для поля заряда

𝜙(𝑟) = − 𝑔

2𝑟2
. (1.1.15)

Таким образом, мы находим, что хоть запаздывающее поле заряда и состоит из суммы син­

гулярных на световом конусе слагаемых, итоговое выражение для поля является конечным.

Аналогично, далее будет показано, что расходимости, содержащиеся в выражениях для

запаздывающего поля в нечетных размерностях, будут также взаимно сокращаться и в слу­

чае произвольно движущегося заряда. Мы продемонстрируем это явно для размерностей три

и пять.
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1.2. Спектральное распределение мощности излучения

Далее мы будем вычислять мощность излучения заряда в нечетных размерностях с

помощью подхода Рорлиха-Тейтельбойма к излучению. Проверка полученных результатов

может быть выполнена за счет суммирования спектральных распределений мощности излу­

чения, так как запаздывающие поля в импульсном представлении нечувствительны к размер­

ности пространства-времени и, таким образом, свободны от проблем, присущих координатно­

му подходу. Получим общее выражение для спектрально-углового распределения мощности

излучения скалярного заряда, движущегося в пространстве-времени произвольной размер­

ности, а так же его частный случай для заряда, движущегося по окружности.

1.2.1. Произвольное движение заряда

Мы считаем мировую линию заряда фиксированной и независящей от потери энергии

зарядом на излучение. В таком случае достаточно рассматривать лишь закон сохранения

энергии-импульса скалярного поля при его взаимодействии с зарядом. Получим его, диффе­

ренцируя тензор энергии-импульса поля (1.1.5) с учетом ур. (1.1.3)

𝜕𝜈𝑇𝜇𝜈 =
1

Ω𝑛−1

𝜕𝜇𝜙�𝜙 = −𝜕𝜇𝜙 𝑗. (1.2.1)

Найдем отсюда полную энергию излучения как функцию мировой линии заряда 𝑧𝜇(𝜏).

Проинтегрируем ур. (1.2.1) по ограниченной области пространства-времени Ω с грани­

цей 𝜕Ω, состоящей из двух пространственно-подобных поверхностей 𝑉𝑖 и 𝑉𝑓 и замыкающей их

пространственно удаленной времени-подобной поверхности ℬ (считаем, что на ℬ поле равно

нулю) ∫︁
Ω

𝑑𝑛+1𝑥 𝜕𝜈𝑇𝜇𝜈 = −
∫︁
Ω

𝑑𝑛+1𝑥 𝜕𝜇𝜙 𝑗. (1.2.2)

Применим к левой части полученного уравнения теорему Гаусса∫︁
Ω

𝑑𝑛+1𝑥 𝜕𝜈𝑇𝜇𝜈 =

∫︁
𝜕Ω

𝑑𝜎𝜈 𝑇𝜇𝜈 =

∫︁
𝑉𝑓

𝑑𝜎𝜈 𝑇𝜇𝜈 +

∫︁
𝑉𝑖

𝑑𝜎𝜈 𝑇𝜇𝜈 , (1.2.3)

где мы учли, что на ℬ поле равно нулю. Выбирая в качестве 𝑉𝑖,𝑓 поверхности постоянного

времени 𝑡 = 𝑡𝑖,𝑓 = Const с времени-подобными векторами нормали 𝑛𝜇
𝑖,𝑓 = 𝛿𝜇𝑡 , получаем∫︁

Ω

𝑑𝑛+1𝑥 𝜕𝜈𝑇𝜇𝜈 =

∫︁
𝑉𝑓

𝑑3𝑥𝑇𝜇0 −
∫︁
𝑉𝑖

𝑑3𝑥𝑇𝜇0, (1.2.4)

где учтено, что на 𝑉𝑖 как границе области Ω вектор нормали должен быть направлен из Ω

наружу. Полученное здесь в правой части выражение определяет полные энергию и импульс

излучения заряда за время его движении на интервале (𝑡𝑖, 𝑡𝑓 ).
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В результате, из ур. (1.2.2) и (1.2.4) мы получаем выражение для полной энергии и

импульса излучения заряда за все время его движения в виде интеграла

𝑃𝜇 = −
∫︁
𝑑𝑛+1𝑥 𝜕𝜇𝜙 𝑗. (1.2.5)

С помощью Фурье-преобразования скалярного поля и тока

𝜙(𝑥) =

∫︁
𝑑𝑛+1𝑝

(2𝜋)𝑛+1
𝑒−𝑖𝑝𝑥𝜙(𝑝), 𝑗(𝑥) =

∫︁
𝑑𝑛+1𝑝

(2𝜋)𝑛+1
𝑒−𝑖𝑝𝑥𝑗̃(𝑝), (1.2.6)

с учетом выражения для Фурье-образа 𝛿-функции

𝛿(𝑛+1)(𝑝+ 𝑘) =

∫︁
𝑑𝑛+1𝑥

(2𝜋)𝑛+1
𝑒−𝑖𝑥(𝑝+𝑘), (1.2.7)

мы приходим к следующему выражению для полных энергии и импульса излучения в им­

пульсном представлении

𝑃𝜇 = 𝑖

∫︁
𝑑𝑛+1𝑝

(2𝜋)𝑛+1
𝑝𝜇𝜙(𝑝)𝑗̃(−𝑝). (1.2.8)

Найдем Фурье-образ запаздывающего скалярного поля. Используя ур. (1.1.6), выраже­

ние для запаздывающей функции Грина в импульсном представлении (1.1.9) и Фурье-преоб­

разования скалярного поля и тока (1.2.6), приходим к выражению

𝜙(𝑝) =
Ω𝑛−1𝑗̃(𝑝)

𝑝2 + 𝑖𝜀𝑝0
= Ω𝑗̃(𝑝)

[︂
𝒫 1

𝑝2
− 𝑖𝜋 sgn(𝑝0)𝛿(𝑝2)

]︂
. (1.2.9)

Подставляя полученный Фурье-образ в ур. (1.2.8), находим, что первый член в подынтеграль­

ном выражении, пропорциональный 1/𝑝2, является нечетной функцией и при интегрирова­

нии по импульсному пространству обращается в нуль. В итоге, полные энергия и импульс

излучения принимают вид

𝑃𝜇 =
Ω𝑛−1

(2𝜋)𝑛

∫︁
𝑑𝑛+1𝑝 𝑝𝜇|𝑗̃(𝑝)|2𝜃(𝑝0)𝛿(𝑝2), (1.2.10)

где мы использовали условие вещественности тока 𝑗̃(−𝑝) = 𝑗̃*(𝑝) и симметрию 𝑝0-интеграла

вместе с соотношением sgn(𝑝0) = 2𝜃(𝑝0). Применяя выражение для произведения функции

Хевисайда и 𝛿-функции

𝜃(𝑝0)𝛿(𝑝2) =
1

2𝜔
𝛿(𝑝0 − 𝜔), (1.2.11)

где 𝜔 = |p|, мы находим полную энергию излучения заряда в виде интеграла по импульсному

пространству

𝐸𝑛+1 =
Ω𝑛−1

2(2𝜋)𝑛

∫︁
𝑑𝜔𝑑Ω𝑛−1 𝜔

𝑛−1|𝑗̃(𝑝)|2
⃒⃒⃒
𝑝0=𝜔

. (1.2.12)

Здесь мы ввели элемент телесного угла в 𝑛-мерном евклидовом пространстве 𝑑Ω𝑛−1.



27

Из ур. (1.2.12) находим спектрально-угловое распределение полной энергии излучения

в виде
𝑑𝐸𝑛+1

𝑑𝜔𝑑Ω𝑛−1

=
Ω𝑛−1𝜔

𝑛−1

2(2𝜋)𝑛
|𝑗̃(𝑝)|2

⃒⃒⃒
𝑝0=𝜔

. (1.2.13)

Фурье-образ тока 𝑗̃(𝑝) может быть найден с помощью уравнения (1.1.4) в виде интеграла по

координатному времени

𝑗̃(𝑝) =

∫︁
𝑑𝑛+1𝑥 𝑒𝑖𝑝𝑥𝑗(𝑥) = 𝑔

∫︁
𝑑𝜏 exp[𝑖𝜔𝑧0(𝜏)− 𝑖pz(𝜏)], (1.2.14)

𝑑𝜏 =
√
1− v2𝑑𝑡 =⇒ 𝑗̃(𝑝) = 𝑔

∫︁
𝑑𝑡

√
1− v2 exp [𝑖𝜔𝑡− 𝑖pz(𝑡)] , (1.2.15)

где v = 𝑑z/𝑑𝑡 – скорость заряда. Подставляя выражение для Фурье-образа тока в ур. (1.2.13),

мы приходим к интегральному представлению для спектрально-углового распределения пол­

ной энергии излучения заряда

𝑑𝐸𝑛+1

𝑑𝜔𝑑Ω𝑛−1

=
Ω𝑛−1𝜔

𝑛−1𝑔2

2(2𝜋)𝑛

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑑𝑡

√
1− v2 exp [𝑖𝜔𝑡− 𝑖pz(𝑡)]

⃒⃒⃒⃒2
. (1.2.16)

Полученное спектрально-угловое распределение полной энергии излучения (1.2.16) бу­

дет использовано для вычисления мощности излучения ультрарелятивистского заряда, дви­

жущегося по круговой траектории в размерностях три и пять, при проверке результатов,

полученных в рамках подхода Рорлиха-Тейтельбойма к излучению.

1.2.2. Периодическое движение заряда

Найдем также частный случай ур. (1.2.16) для заряда, движущегося по круговой орбите.

Полученное уравнение будет использовано для вычисления мощности излучения нереляти­

вистского заряда, движущегося по круговой траектории в размерностях три и пять. В этом

разделе наши вычисления аналогичны представленным в [146].

Для периодического движения заряда интеграл по времени можно представить как∫︁
𝑑𝑡

√
1− v2 exp [𝑖𝜔𝑡− 𝑖pz(𝑡)] =

∞∑︁
𝑙=−∞

𝑒𝑖𝑙𝜔𝑇
∫︁ 𝑇

0

𝑑𝑡
√
1− v2 exp [𝑖𝜔𝑡− 𝑖𝜔nz(𝑡)] , (1.2.17)

где p = 𝜔n, и 𝑇 – период движения заряда. С помощью соотношения
∞∑︁

𝑙=−∞

𝑒𝑖𝑙𝑥 = 2𝜋
∞∑︁

𝑙=−∞

𝛿(𝑥− 2𝜋𝑙) (1.2.18)

приводим интеграл по времени к виду

𝜔0

∞∑︁
𝑙=−∞

𝛿(𝜔 − 𝜔0𝑙)𝐼
𝑙
𝑛+1, (1.2.19)

𝐼 𝑙𝑛+1 =

∫︁ 𝑇

0

𝑑𝑡
√
1− v2 exp [𝑖𝜔0𝑙(𝑡− nz)] . (1.2.20)
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где 𝜔0 = 2𝜋/𝑇 – частота периодического движения заряда. Соответственно, квадрат его

модуля записывается как⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑑𝑡

√
1− v2 exp [𝑖𝜔𝑡− 𝑖pz(𝑡)]

⃒⃒⃒⃒2
= 𝜔2

0𝛿(0)
∞∑︁

𝑙=−∞

𝛿(𝜔 − 𝜔0𝑙)|𝐼 𝑙𝑛+1|2. (1.2.21)

Здесь мы понимаем 𝛿(0) в смысле предельного перехода

2𝜋𝛿(0) = lim
𝑇0→∞

lim
𝜔0→0

∫︁ 𝑇0/2

−𝑇0/2

𝑑𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡 = lim
𝑇0→∞

𝑇0, (1.2.22)

где 𝑇0 – полное время движения заряда. Определяя мощность излучения заряда как

𝑊𝑛+1 = lim
𝑇0→∞

𝐸𝑛+1

𝑇0
, (1.2.23)

мы находим спектрально-угловое распределение мощности излучения заряда в виде

𝑑𝑊𝑛+1

𝑑𝜔𝑑Ω𝑛−1

=
Ω𝑛−1𝜔

𝑛−1𝑔2

2(2𝜋)𝑛+1
𝜔2
0

∞∑︁
𝑙=−∞

𝛿(𝜔 − 𝜔0𝑙)|𝐼 𝑙𝑛+1|2. (1.2.24)

Как и следовало ожидать [146, 147], спектр излучения периодически движущегося заряда

является дискретным – с частотами кратными частоте орбитального движения заряда. На­

конец, интегрируя ур. (1.2.24), получаем спектральное распределение мощности излучения

периодически движущегося заряда в виде

𝑊𝑛+1 =
∞∑︁
𝑙=1

Ω𝑛−1𝜔
𝑛+1
0 𝑙𝑛−1𝑔2

2(2𝜋)𝑛+1

∫︁
𝑑Ω𝑛−1 |𝐼 𝑙𝑛+1|2 =

∞∑︁
𝑙=1

𝑊 𝑙
𝑛+1, (1.2.25)

где 𝑊 𝑙
𝑛+1 – мощность излучения заряда на 𝑙-ой гармонике спектра.

Формула Шотта для мощности скалярного излучения

В случае кругового движения заряда с постоянной скоростью

z(𝑡) = {𝑅0 cos𝜔0𝑡, 𝑅0 sin𝜔0𝑡, 0, . . . , 0} , (1.2.26)

n = {cos𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁 . . . , sin𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁 . . . , cos 𝜃 sin 𝜁 . . . , cos 𝜁 . . . , . . .} , (1.2.27)

где n – это единичный вектор в направлении наблюдения [148], угловое распределение мощ­

ности излучения заряда на 𝑙-ой гармонике спектра имеет вид

𝑑𝑊 𝑙
𝑛+1

𝑑Ω𝑛−1

=
Ω𝑛−1𝜔

𝑛+1
0 𝑙𝑛−1𝑔2

2(2𝜋)𝑛+1𝛾2

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑇

0

𝑒𝑖𝜔0𝑙(𝑡−nz(𝑡))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒2
, (1.2.28)

где 𝛾 = (1 − 𝑣2)−1/2 – Лоренц-фактор заряда, а 𝑣 = 𝑅0𝜔0 – его линейная скорость. Вводя

новую угловую переменную 𝑎 = 𝜔0𝑡−𝜑+ 𝜋/2, нуль которой соответствует направлению дви­

жения заряда в момент времени 𝑡, и функцию полярных углов 𝑓(𝜃, 𝜁, . . .) = sin(𝜃) sin(𝜁) . . .,

записываем подынтегральное выражение в (1.2.28) в виде

𝑒𝑖𝜔0𝑙(𝑡−nz(𝑡)) = 𝑒𝑖𝜔0𝑙𝑡𝑒−𝑖𝜔0𝑙𝑅0 sin 𝑎 𝑓(𝜃,𝜁,...). (1.2.29)
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Второй множитель в (1.2.29) может быть преобразован как [149, 150]

𝑒−𝑖𝑥 sin 𝑎 =
∞∑︁

𝜈=−∞

𝐽𝜈(𝑥)𝑒
−𝑖𝜈𝑎. (1.2.30)

В результате, вычисляя интеграл в ур. (1.2.28) с помощью формулы∫︁ 𝑇

0

𝑒𝑖𝑡𝜔0(𝑙−𝜈)𝑑𝑡 =
2𝜋

𝜔0

𝛿𝑙𝜈 , (1.2.31)

находим выражение для углового распределения мощности излучения на 𝑙-ой гармонике

спектра в случае кругового движения заряда в 𝑛-мерном пространстве в виде

𝑑𝑊 𝑙
𝑛+1

𝑑Ω𝑛−1

=
Ω𝑛−1(𝜔0𝑙)

𝑛−1𝑔2

2(2𝜋)𝑛−1𝛾2
𝐽2
𝑙 (𝑣𝑙𝑓(𝜃, 𝜁, . . .)) . (1.2.32)

В итоге, мы получили аналог формулы Шотта [146, 151] для мощности (𝑛+ 1)-мерного

скалярного излучения заряда, движущегося по окружности,

𝑊𝑛+1 =
Ω𝑛−1𝜔

𝑛−1
0 𝑔2

2(2𝜋)𝑛−2𝛾2

∞∑︁
𝑙=1

𝑙𝑛−1

∫︁
𝑑𝜃𝑑𝜁 . . . sin 𝜃 sin2 𝜁 . . . 𝐽2

𝑙 (𝑣𝑙𝑓(𝜃, 𝜁, . . .)) . (1.2.33)

Далее ур. (1.2.33) будет использовано при проверке выражений для угловых распределений

мощности излучения нерелятивистского заряда, движущегося по окружности в размерностях

три и пять, полученных в рамках подхода Рорлиха-Тейтельбойма.

1.3. Подход Рорлиха-Тейтельбойма к излучению

Далее для выделения излучаемой части запаздывающего поля локализованного источ­

ника и вычисления его мощности излучения мы применяем подход Рорлиха-Тейтельбойма

к излучению и его обобщение на случай пространства-времени размерности, отличной от

четырех, развитые в работах [85—91]. Данный подход основан на Лоренц-инвариантном раз­

ложении тензора энергии-импульса запаздывающего поля и выделении из него части, удовле­

творяющей определенным условиям, позволяющим ассоциировать ее с энергией-импульсом

излучения. Для этого в подходе Рорлиха-Тейтельбойма применяется техника запаздываю­

щих ковариантных величин. Напомним кратко их определения.

Рассмотрим точечную частицу, движущуюся вдоль мировой линии 𝑧𝜇(𝜏), параметризо­

ванной собственным временем 𝜏 , со скоростью 𝑣𝜇 = 𝑑𝑧𝜇/𝑑𝜏 в 𝐷-мерном пространстве Мин­

ковского. Точка наблюдения имеет координаты 𝑥𝜇. Построим из точки наблюдения световой

конус прошлого и обозначим точку его пересечения с мировой линией частицы как 𝑧𝜇 ≡ 𝑧𝜇(𝜏).

Соответствующий момент собственного времени частицы 𝜏 называется запаздывающим соб­

ственным временем и определяется уравнением

(𝑥𝜇 − 𝑧𝜇)2 = 0, 𝑥0 ≥ 𝑧0. (1.3.1)
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Далее все величины с крышечками будут соответствовать запаздывающему времени. Опре­

делим три 𝐷-вектора: изотропный вектор 𝑋̂𝜇 = 𝑥𝜇 − 𝑧𝜇, направленный из запаздывающей

точки мировой линии в точку наблюдения; единичный пространственно-подобный вектор

𝑢̂𝜇, ортогональный скорости частицы в запаздывающий момент времени; изотропный вектор

𝑐𝜇 = 𝑢̂𝜇 + 𝑣𝜇, сонаправленный с вектором 𝑋̂𝜇, (см., например, [88])

𝑋̂2 = 0, 𝑢̂𝑣 = 0, 𝑢̂2 = −𝑣2 = −1, 𝑐2 = 0, (1.3.2)

где 𝑢̂𝑣 ≡ 𝑢̂𝛼𝑣𝛼. Отсюда определяем Лоренц-инвариантное расстояние 𝜌 как скалярное про­

изведение

𝜌 ≡ 𝑣𝑋̂, 𝑋̂𝜇 = 𝜌𝑐𝜇. (1.3.3)

Оно совпадает с пространственным расстоянием от частицы до точки наблюдения в системе

отсчета, содвижущейся с частицей в запаздывающий момент времени. Если частица дви­

жется внутри ограниченной области пространства, то Лоренц-инвариантное расстояние 𝜌

эквивалентно пространственному расстоянию 𝑟 = |x| при удалении точки наблюдения от

области движения частицы

𝜌→ 𝑟, 𝑟 ≫ |z|. (1.3.4)

В подходе Рорлиха-Тейтельбойма излучение определяется дальнодействующей частью

разложения тензора энергии-импульса запаздывающего поля по обратным степеням 𝜌. В

размерности 𝐷 тензор энергии-импульса запаздывающего поля точечного источника раскла­

дывается как [61, 67, 86, 88—90]

𝑇 𝜇𝜈 = 𝑇 𝜇𝜈
Coul + 𝑇 𝜇𝜈

mix + 𝑇 𝜇𝜈
rad (1.3.5)

𝑇 𝜇𝜈
Coul ∝

𝐴𝜇𝜈

𝜌2𝐷−4
, 𝑇 𝜇𝜈

mix ∝
𝐵𝜇𝜈

𝜌2𝐷−5
+ . . .+

𝐶𝜇𝜈

𝜌𝐷−1
, 𝑇 𝜇𝜈

rad ∝ 𝐷𝜇𝜈

𝜌𝐷−2
. (1.3.6)

Здесь первый член 𝑇 𝜇𝜈
Coul является тензором энергии-импульса деформированной Кулонов­

ской части запаздывающего поля. Второй член в разложении является смешанной частью,

которая состоит из более чем одного слагаемого при𝐷 > 4 и отсутствует при𝐷 = 3. Наконец,

дальнодействующая часть тензора энергии-импульса 𝑇 𝜇𝜈
rad обладает свойствами, позволяющи­

ми ассоциировать ее с энергией-импульсом излучения [86, 88, 90, 91]:

∙ сохраняется отдельно от остальных частей 𝜕𝜇𝑇
𝜇𝜈
rad = 0, что соответствует ее динамиче­

ской независимости от них;

∙ пропорциональна произведению двух изотропных векторов 𝑇 𝜇𝜈
rad ∼ 𝑐𝜇𝑐𝜈 , что соответству­

ет распространению определяемого ею потока энергии-импульса в пространстве строго

со скоростью света 𝑐𝜇𝑇 𝜇𝜈
rad = 0;
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∙ убывает с расстоянием как 𝑇 𝜇𝜈
rad ∼ 1/𝑟𝐷−2 и дает положительно определенный поток

энергии-импульса через удаленную (𝐷 − 2)-мерную сферу.

Таким образом, мощность излучения в размерности 𝐷 может быть вычислена как поток

энергии, ассоциированный с 𝑇 𝜇𝜈
rad, через удаленную (𝐷 − 2)-мерную сферу радиуса 𝑟

𝑊𝐷 =

∫︁
𝑑Ω𝐷−2 𝑇

0𝑖
rad 𝑛

𝑖 𝑟𝐷−2, 𝑛𝑖 = 𝑥𝑖/𝑟, 𝑖 = 1, 𝐷 − 1, (1.3.7)

где 𝑛𝑖 является единичным пространственно-подобным вектором в направлении наблюдения,

а 𝑑Ω𝐷−2 – угловой элемент на (𝐷 − 2)-мерной сфере. Данное разложение тензора энергии­

импульса и выражение для мощности излучения справедливы как в четных, так и в нечет­

ных размерностях с единственным отличием в том, что в нечетных размерностях излучаемая

часть тензора энергии-импульса зависит от полной истории движения частицы, предшеству­

ющей запаздывающему времени 𝜏 .

Более того, в теориях, где тензор энергии-импульса поля является билинейной фор­

мой его производных, как это имеет место быть в рассматриваемой модели скалярного поля

(1.1.5) или в электродинамике и линеаризованной гравитации, можно определить излучае­

мую часть производной поля (далее для краткости – излучаемую часть поля) как ее ведущую

𝜌-асимптотику [90]

𝑇𝜇𝜈 ∝ 𝜕Φ𝜕Φ, 𝑇 rad
𝜇𝜈 ∝ 1/𝜌𝐷−2 =⇒ [𝜕𝜇Φ]

rad ∝ 1/𝜌(𝐷−2)/2. (1.3.8)

В таком случае для вычисления излучения достаточно найти излучаемую часть поля и под­

ставить ее в уравнение для тензора энергии-импульса.

1.4. Трехмерная теория

Рассмотрим процесс излучения скалярного поля точечным зарядом в размерности 𝐷 =

3. Получим формулы для мощности излучения нерелятивистского заряда, движущегося

вдоль произвольной мировой линии, а также формулу для мощности скалярного синхротрон­

ного излучения. Проверим полученные результаты с помощью суммирования спектральных

распределений мощности излучения (1.2.16) и (1.2.33).

1.4.1. Излучаемая часть поля

Получим выражение для излучаемой части запаздывающего поля точечного заряда, а

также соответствующий тензор энергии-импульса излучения.
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В соответствии с ур. (1.1.6), в размерности три запаздывающее решение ур. (1.1.3) да­

ется интегралом

𝜙(𝑥) = −2𝜋

∫︁
𝑑3𝑥′𝐺3(𝑥− 𝑥′)𝑗(𝑥′), 𝐺3(𝑥) =

𝜃(𝑡)

2𝜋

𝜃(𝑥2)√
𝑥2
. (1.4.1)

Подставляя сюда выражение для скалярного тока точечного заряда (1.1.4), находим запаз­

дывающее поле в виде интеграла по собственному времени

𝜙(𝑥) = −𝑔
∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

1√
𝑋2

, 𝑋𝜇 = 𝑥𝜇 − 𝑧𝜇, (1.4.2)

где запаздывающее время 𝜏 определяется ур. (1.3.1). Далее для регуляризации полученного

интеграла на верхнем пределе интегрирования мы будем вводить в него регуляризующий

параметр 𝜏 → 𝜏 − 𝜀, 𝜀→ +0, сдвигая расходимости со светового конуса

В соответствии с подходом Рорлиха-Тейтельбойма, для выделения излучаемой части

поля находим его производную по координатам точки наблюдения

𝜕𝜇𝜙 = − 𝑔𝑐𝜇√
𝑋2

⃒⃒⃒⃒
𝜏−𝜀

+ 𝑔

∫︁ 𝜏−𝜀

−∞
𝑑𝜏

𝑋𝜇

(𝑋2)3/2
, (1.4.3)

где мы вычислили производную запаздывающего времени, дифференцируя ур. (1.3.1) и при­

меняя соотношения (1.3.3)

𝜕𝜇(𝑥
𝛼 − 𝑧𝛼)2 = 0 =⇒ 𝜕𝜇𝜏 = 𝑐𝜇. (1.4.4)

Заметим, что здесь и локальный граничный член, и нелокальный интеграл по истории дви­

жения заряда являются сингулярными. Однако, расходимости, содержащиеся в них, взаимно

сокращаются с помощью интегрирования по частям нелокального вклада. А именно, с помо­

щью соотношения
1

(𝑋2)3/2
=

1

𝑣𝑋

𝑑

𝑑𝜏

1√
𝑋2

(1.4.5)

приводим ур. (1.4.3) к виду

𝜕𝜇𝜙 = − 𝑔𝑐𝜇√
𝑋2

⃒⃒⃒⃒
𝜏−𝜀

+
𝑔𝑋𝜇

𝑣𝑋
√
𝑋2

⃒⃒⃒⃒𝜏−𝜀

−∞
+ 𝑔

∫︁ 𝜏−𝜀

−∞
𝑑𝜏

[︂
𝑎𝑋 − 1

(𝑣𝑋)2
√
𝑋2

𝑋𝜇 +
𝑣𝜇

𝑣𝑋
√
𝑋2

]︂
. (1.4.6)

Т.к. мы считаем, что заряд движется в ограниченной области пространства, то во втором

граничном члене нижний предел обращается в нуль, а верхний предел за счет соотношений

(1.3.3) сокращается с первым локальным вкладом. В результате, производная запаздываю­

щего поля принимает вид

𝜕𝜇𝜙 = 𝑔

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
𝑎𝑋 − 1

(𝑣𝑋)2
√
𝑋2

𝑋𝜇 +
𝑣𝜇

𝑣𝑋
√
𝑋2

]︂
. (1.4.7)
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Полученное выражение для производной поля является конечным. Аналогичное выражение

для запаздывающего поля в размерности 𝐷 = 3, содержащее интеграл по истории движения

заряда, было также получено в работе [90]. Однако, для этого в данной работе запаздываю­

щие функции Грина рассматривались как регуляризованные распределения, и в результате

выражения для запаздывающих полей содержали набор контрчленов, которые лишь неявно

сокращали расходимости из основного вклада и не содержали в себе информации об истории

движения источника. Здесь же мы получили конечное выражение для запаздывающего поля,

оба члена которого несут в себе физическую информацию о конфигурации поля и истории

движения заряда.

Выделим излучаемую часть запаздывающего поля как ведущую 𝜌-асимптотику его про­

изводной. Для этого представим вектор 𝑋𝜇 в виде

𝑋𝜇 = 𝜌𝑐𝜇 + 𝑍𝜇, 𝑍𝜇 = 𝑧𝜇 − 𝑧𝜇. (1.4.8)

С помощью ур. (1.4.8) находим ведущие асимптотики двух членов в подынтегральном выра­

жении в производной поля (1.4.7)

𝑎𝑋 − 1

(𝑣𝑋)2
√
𝑋2

𝑋𝜇 → (𝑎𝑐)𝑐𝜇

(𝑣𝑐)2
√
2𝜌𝑍𝑐

∝ 𝜌−1/2, (1.4.9)

𝑣𝜇

𝑣𝑋
√
𝑋2

→ 𝑣𝜇

𝑣𝑐
√︀

2𝜌3𝑍𝑐
∝ 𝜌−3/2. (1.4.10)

Таким образом, в соответствии с подходом Рорлиха-Тейтельбойма мы находим излучаемую

часть запаздывающего скалярного поля точечного заряда в виде

[𝜕𝜇𝜙]
rad =

𝑔𝑐𝜇√
2𝜌

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

𝑎𝑐

(𝑣𝑐)2
1√
𝑍𝑐
. (1.4.11)

Заметим, что она определяется интегралом по части мировой линии заряда, предшествующей

запаздывающему времени 𝜏 ≤ 𝜏 , по аналогии с выражением, полученным в [90]. Данный

вид является характерным для всех нечетных размерностей: поле излучения в волновой

зоне собирается со всей истории движения, предшествующей запаздывающему времени 𝜏 .

Очевидно, что в случае равномерного прямолинейного движения заряда излучаемая часть

поля равна нулю, как и ожидается при рассмотрении излучения.

В ур. (1.4.11) мы отдельно вынесли множитель (𝑍𝑐)−1/2 в подынтегральном выражении

– далее будет показано, что он определяет вклад истории движения заряда в изучение, подав­

ляя вклады более ранних участков мировой линии. В различных теориях подобные факторы

будут иметь разный вид, но все они будут зависеть от скалярного произведения (𝑍𝑐). Далее

для краткости мы будем называть их дампинг-факторами.
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Наконец, мы находим излучаемую часть тензора энергии-импульса поля, подставляя ур.

(1.4.11) в общее выражение для канонического тензора энергии-импульса скалярного поля

(1.1.5)

𝑇 rad
𝜇𝜈 =

𝑔2𝑐𝜇𝑐𝜈
4𝜋𝜌

𝒜2
3, 𝒜3 =

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

𝑎𝑐

(𝑣𝑐)2
1√
𝑍𝑐
, (1.4.12)

где мы ввели интегральную амплитуду потока энергии излучения в размерности три 𝒜3. По­

лученный тензор энергии-импульса удовлетворяет всем критериям тензора энергии-импульса

излучения из подхода Рорлиха-Тейтельбойма.

1.4.2. Излучение нерелятивистского заряда

Получим нерелятивистское приближение для интегральной амплитуды потока энергии

излучения (1.4.12). Мы делаем следующие предположения о движении заряда:

∙ заряд является нерелятивистским |v| ≪ 1, ∀𝜏 ;

∙ движется внутри ограниченной области пространства |z| ≤ 𝑑, ∀𝜏 (𝑑 – характерный

размер данной области);

∙ точка наблюдения удаленна от области движения заряда 𝑑≪ 𝑟.

В результате, запаздывающие ковариантные величины раскладываются в ряд по малым па­

раметрам |v| и |z|/𝑟 с точностью до первого порядка малости как

𝜏 ≃ 𝑡+ nz̄, n = x/𝑟, (1.4.13)

𝜌 ≃ 𝑟

(︂
1− nv̄ − 1

𝑟
nz̄

)︂
, (1.4.14)

𝑐𝜇 ≃
{︂
1 + nv̄; n

(︂
1 + nv̄ +

1

𝑟
nz̄

)︂
− 1

𝑟
z̄

}︂
, (1.4.15)

где 𝑡 = 𝑡 − 𝑟 – это запаздывающее время, вычисленное с точностью до ведущего вклада, и

все величины с чертой соответствуют этому моменту времени. С помощью ур. (1.4.13–1.4.15)

мы переписываем дампинг-фактор в ур. (1.4.12) как

1√︀
(𝑍𝑐)

≃ 1√
𝑡− 𝑡′

[︂
1 + nv̄ − ns

(︂
1 + nv̄ +

1

𝑟
nz̄

)︂
− 1

𝑟
sz̄

]︂−1/2

, (1.4.16)

где мы ввели пространственно-подобный вектор s как

s(𝑡′) =
z̄− z(𝑡′)

𝑡− 𝑡′
, (1.4.17)

и заменили собственное время заряда координатным временем 𝜏 = 𝑡′, учитывая их эквива­

лентность в нерелятивистском пределе. В запаздывающий момент времени 𝑡 вектор s имеет
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конечное значение lim𝑡′→𝑡 s = v̄. Переписывая закон движения заряда через его скорость

z(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡in

v(𝑡′)𝑑𝑡′ + z(𝑡in), (1.4.18)

где 𝑡in является начальным моментом времени в удаленном прошлом, с помощью теоремы о

среднем значении мы находим, что вектор s по порядку величины совпадает со скоростью за­

ряда |s| ∼ |v|, ∀𝑡′. Таким образом, он должен рассматриваться как еще один малый параметр

в нерелятивистском разложении. В результате, дампинг-фактор в интегральной амплитуде

(1.4.12) с точностью до первого порядка малости имеет вид

1√︀
(𝑍𝑐)

=
1√
𝑡− 𝑡′

(︂
1− 1

2
n(v̄ − s)

)︂
. (1.4.19)

Аналогичным образом находим разложение двух скалярных произведений, участвую­

щих в интегральной амплитуде (1.4.12), с точностью до первого порядка малости

(𝑎𝑐) ≃ −na, (𝑣𝑐) ≃ 1 + n(v̄ − v). (1.4.20)

Здесь при подсчете порядков малости мы учли, что высшие производные координат заряда

должны быть также малыми величинами. Чтобы увидеть это явно рассмотрим Фурье-пре­

образование мировой линии

𝑧𝑘(𝑡) =

∫︁
𝑑𝜔

2𝜋
𝑧𝑘(𝜔)𝑒−𝑖𝜔𝑡, 𝑧𝑘(𝜔) =

∫︁
𝑑𝑡 𝑧𝑘(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡. (1.4.21)

Если частица совершает периодическое движение внутри ограниченной области простран­

ства |z| ≤ 𝑑, то Фурье-образ ее мировой линии удовлетворяет неравенству

𝑧𝑘(𝜔) ≤ 𝑑

∫︁
𝑑𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡 = 2𝜋𝑑𝛿(𝜔), (1.4.22)

где правая часть соответствует частице, покоящейся на границе данной области. Тогда Фу­

рье-образ мировой линии периодически движущейся частицы должен иметь вид

𝑧𝑘(𝜔) = 2𝜋𝑑𝑓𝑘(𝜔), (1.4.23)

где функции 𝑓𝑘(𝜔) локализованы в окрестности характерной частоты периодического дви­

жения 𝜔ch. В результате, 𝑛-ая производная мировой линии частицы записывается как

𝑑𝑛𝑧𝑘

𝑑𝑡𝑛
= (−𝑖)𝑛

∫︁
𝑑𝜔 𝑑𝜔𝑛𝑓𝑘(𝜔)𝑒−𝑖𝜔𝑡 ∼ −𝑖 |v|

𝑑

𝑑𝑛−1𝑧𝑘

𝑑𝑡𝑛−1
, (1.4.24)

где, за счет локализации области интегрирования около точки 𝜔ch произведение 𝑑𝜔 должно

быть порядка скорости частицы |v|. Случай кругового движения является наиболее нагляд­

ным примером

𝑧𝑘(𝑡) = 𝑅0 cos(𝜔0𝑡+ 𝜑), (1.4.25)

𝑑𝑛𝑧𝑘

𝑑𝑡𝑛
= 𝜔𝑛−1

0 |v| cos
(︁
𝜔0𝑡+ 𝜑+

𝜋𝑛

2

)︁
, (1.4.26)
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где 𝜔0𝑅0 – скорость частицы. Таким образом, в нерелятивистском пределе все кинемати­

ческие характеристики частицы по порядку величины совпадают со скоростью частицы

𝑑𝑛𝑧𝑘/𝑑𝑡𝑛 ∼ |v| ≪ 1. Аналогично, можно показать, что 𝑧𝑘 𝑑𝑛𝑧𝑙/𝑑𝑡𝑛 ∼ |v|2, 𝑛 ≥ 2.

В результате интегральная амплитуда (1.4.12) с точностью до первого порядка малости

имеет вид

𝒜3 ≃ −
∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

na√
𝑡− 𝑡′

. (1.4.27)

Подставляя ее в ур. (1.4.12), находим нерелятивистское приближение для тензора энергии­

импульса излучения в размерности 𝐷 = 3

𝑇 rad
𝜇𝜈 =

𝑔2𝑐𝜇𝑐𝜈
4𝜋𝑟

[︂ ∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

na√
𝑡− 𝑡′

]︂2
, 𝑐𝜇 = {1,n}. (1.4.28)

Отсюда, в соответствии с ур. (1.3.7), мы находим угловое распределение мощности скаляр­

ного излучения нерелятивистского заряда в размерности три в виде

𝑑𝑊3

𝑑Ω1

=
𝑔2

4𝜋

[︂ ∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

na√
𝑡− 𝑡′

]︂2
. (1.4.29)

Как будет показано далее, ур. (1.4.29) дает конечное выражение для мощности излучения

заряда. По аналогии с четырехмерным случаем, из ур. (1.4.29) следует, что в размерности

𝐷 = 3 заряд движущийся равномерно прямолинейно a = 0 не излучает. В нерелятивистском

пределе мощность излучения заряда зависит от его полной истории движения, предшествую­

щей запаздывающему времени 𝑡, в отличие от ультрарелятивистского случая, который будет

рассмотрен далее. Заметим также, что в нерелятивистском пределе дампинг-фактор прини­

мает простой вид (𝑡− 𝑡′)−1/2.

Излучение заряда на круговой орбите

В качестве простого примера вычислим мощность излучения нерелятивистского заряда

на круговой орбите. В размерности три траектория такого заряда имеет вид

z(𝑡) = {𝑅0 cos𝜔0𝑡, 𝑅0 sin𝜔0𝑡} , (1.4.30)

где 𝑅0 – радиус орбиты, а 𝜔0 – частота орбитального движения. Тогда интегральная ампли­

туда потока энергии излучения (1.4.27) записывается как

𝒜3 = 𝑅0𝜔
2
0

[︂
cos𝜑

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

cos𝜔0𝑡
′

√
𝑡− 𝑡′

+ sin𝜑

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

sin𝜔0𝑡
′

√
𝑡− 𝑡′

]︂
, (1.4.31)

где мы учли, что в размерности три n = {cos𝜑, sin𝜑}. С помощью замены переменной инте­

грирования 𝑠 = 𝜔0(𝑡− 𝑡′) мы приводим интегральную амплитуда потока энергии излучения

к виду

𝒜3 = 𝑅0𝜔
3/2
0

[︂
cos(𝜑− 𝑝)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠
cos 𝑠√
𝑠

− sin(𝜑− 𝑝)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠
sin 𝑠√
𝑠

]︂
. (1.4.32)
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Оставшиеся здесь интегралы являются интегралами Френеля [150] и легко вычисляются∫︁ ∞

0

𝑑𝑠
cos 𝑠√
𝑠

=

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠
sin 𝑠√
𝑠

=

√︂
𝜋

2
. (1.4.33)

В результате, интегральная амплитуда потока энергии излучения нерелятивистского заряда

на круговой орбите в размерности 𝐷 = 3 имеет простой вид

𝒜3 = −
√
𝜋𝑅0𝜔

3/2
0 sin

(︁
𝜑− 𝜔0𝑡−

𝜋

4

)︁
. (1.4.34)

Наконец, из ур. (1.4.29) мы находим угловое распределение мощности излучения заряда на

круговой орбите
𝑑𝑊 nr

3

𝑑Ω1

=
1

4
𝑔2𝑅2

0𝜔
3
0 sin

2
(︁
𝜑− 𝜔0𝑡−

𝜋

4

)︁
. (1.4.35)

Отсюда следует, что в размерности 𝐷 = 3 максимумы углового распределения мощности

излучения

𝜑max = 𝜔0𝑡+
3𝜋

4
+ 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ Z (1.4.36)

сдвинуты относительно мгновенного направления движения заряда на угол 𝜋/4, в отличие

в четырехмерной теории, где мощность излучения максимальна в направлениях перпенди­

кулярных мгновенному направлению движения заряда. Такой вид углового распределения

мощности излучения является следствием нарушения принципа Гюйгенса в нечетных раз­

мерностях и связан с нелокальным характером потока энергии излучения (1.4.29).

Интегрируя угловое распределение (1.4.35), мы находим выражение для мощности из­

лучения нерелятивистского заряда на круговой орбите в размерности три

𝑊 nr
3 =

𝜋

4
𝑔2𝜔0𝑣

2, (1.4.37)

где 𝑣 = 𝑅0𝜔0 – линейная скорость заряда. Далее ур. (1.4.37) будет проверено с помощью

суммирования спектрального распределения мощности излучения.

1.4.3. Синхротронное излучение

При вычислении синхротронного излучения ультрарелятивистского заряда удобнее пе­

реписать излучаемую часть поля в виде, аналогичном представленному в [90]. А именно, с

помощью ур. (1.4.1) и (1.1.4) записываем запаздывающее поле как

𝜙(𝑥) = −𝑔
∫︁
𝑑𝜏

𝜃(𝑋0)𝜃(𝑋2)√
𝑋2

, 𝑋𝜇 = 𝑥𝜇 − 𝑧𝜇. (1.4.38)

Отсюда находим производную поля в виде

𝜕𝜇𝜙 = 2𝑔

∫︁
𝑑𝜏 𝜃(𝑋0)

[︂
1

2

𝜃(𝑋2)

(𝑋2)3/2
− 𝛿(𝑋2)√

𝑋2

]︂
𝑋𝜇. (1.4.39)
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Наконец, с помощью ур. (1.4.8) и соотношения для 𝛿-функции сложного аргумента

𝜃(𝑋0)𝛿(𝑋2) =
𝛿(𝜏 − 𝜏)

2𝜌
, (1.4.40)

мы находим следующее выражение для излучаемой части поля

[𝜕𝜇𝜙]
rad =

𝑔𝑐𝜇√
2𝜌

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
1

2(𝑍𝑐)3/2
− 𝛿(𝜏 − 𝜏)√

𝑍𝑐

]︂
. (1.4.41)

Здесь вся физическая информация о поле излучения содержится в первом нелокальном члене

подынтегрального выражения, в то время как второй локальный член лишь сокращает рас­

ходимость, содержащуюся в первом члене на верхнем пределе интегрирования, выполняя

роль контрчлена.

Преобразуем вид локального контрчлена в ур. (1.4.41). Для этого введем регуляризу­

ющий член, совершая инфинитезимальный сдвиг носителя 𝛿-функции 𝜏 → 𝜏 − 𝜀, 𝜀 → +0.

Вычисляя полученный интеграл, мы находим∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

𝛿(𝜏 − 𝜏 + 𝜀)√
𝑍𝑐

=
1

𝜀1/2
, (1.4.42)

где мы учли, что 𝑍𝑐 → 𝑣𝑐(𝜏 − 𝜏) = 𝜀 при 𝜏 → 𝜏 − 𝜀. Полученный результат может быть

представлен в виде интеграла по истории движения заряда без 𝛿-функции

1

𝜀1/2
=

1

2

∫︁ 𝜏−𝜀

−∞

𝑑𝜏

(𝜏 − 𝜏)3/2
. (1.4.43)

Таким образом, мы можем записать излучаемую часть поля как

[𝜕𝜇𝜙]
rad =

𝑔𝑐𝜇
23/2𝜌1/2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
1

(𝑍𝑐)3/2
− 1

(𝜏 − 𝜏)3/2

]︂
, (1.4.44)

где для краткости мы опустили регуляризующий параметр 𝜀 в верхнем пределе интегри­

рования, подразумевая его во всех дальнейших вычислениях. Полученное ур. (1.4.44) для

излучаемой части скалярного поля аналогично, представленному в [90]. Для того, чтобы

сделать конечность полученного интеграла явной, необходимо совершить дополнительное

преобразование подынтегрального выражения (обычно этим преобразованием является ин­

тегрирование по частям с выделением сингулярных вкладов). Можно показать, что в случае

равномерного прямолинейного движения заряда излучаемая часть поля равна нулю, как и

ожидается при рассмотрении излучения.

В соответствии с подходом Рорлиха-Тейтельбойма к излучению, подставляя (1.4.44) в

ур. (1.1.5), мы находим излучаемую часть тензора энергии-импульса поля в виде

𝑇 rad
𝜇𝜈 =

𝑔2𝑐𝜇𝑐𝜈
16𝜋𝜌

𝒜2
3, 𝒜3 =

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
1

(𝑍𝑐)3/2
− 1

(𝜏 − 𝜏)3/2

]︂
. (1.4.45)
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где мы ввели новую интегральную амплитуду потока энергии излучения 𝒜3. Полученные

выражения для излучаемой части тензора энергии-импульса поля (1.4.12) и (1.4.45) экви­

валентны. Однако, для исследования излучения ультрарелятивистских зарядов удобнее ис­

пользовать интегральную амплитуду потока энергии излучения в виде (1.4.45).

Перейдем к вычислению синхротронного излучения ультрарелятивистского заряда, дви­

жущегося по окружности с постоянной по величине скоростью. Мировая линия такого заря­

да, параметризованная собственным временем 𝜏 , имеет вид

𝑧𝜇(𝜏) = {𝛾𝜏,𝑅0 cos(𝜔0𝛾𝜏), 𝑅0 sin(𝜔0𝛾𝜏)} , (1.4.46)

где 𝛾 = 𝐸/𝑚 = (1− 𝑣2)−1/2 – Лоренц-фактор частицы. Соответствующая 3-скорость заряда

записывается как

𝑣𝜇(𝜏) = 𝛾 {1,−𝑣 sin(𝜔0𝛾𝜏), 𝑣 cos(𝜔0𝛾𝜏)} . (1.4.47)

Для удобства вычислений выразим запаздывающее собственное время 𝜏 как функцию

координатного времени 𝑡 и расстояния от центра круговой траектории частицы до точки

наблюдения 𝑟. С помощью ур. (1.3.1) в приближении 𝑟 ≫ 𝑅0 мы находим

𝜏 =
𝑡− 𝑟

𝛾
. (1.4.48)

Подставляя полученное выражение в ур. (1.3.3), мы находим выражения для 𝜌 и 𝑐𝜇

𝜌 = 𝛾𝑟 (1 + 𝑣 sin(𝜔0𝛾𝜏 − 𝜑)) , (1.4.49)

𝑐𝜇 =
𝑟

𝜌
{1, cos𝜑, sin𝜑}, (1.4.50)

где мы ввели полярные координаты 𝑥𝜇 = {𝑡, 𝑟 cos𝜑, 𝑟 sin𝜑}. Используя ур. (1.4.46) и вводя

новую угловую переменную 𝑎 и новую переменную интегрирования 𝑠

𝑎 = 𝜔0𝛾𝜏 − 𝜑+ 𝜋/2, 𝑠 = 𝜔0𝛾(𝜏 − 𝜏), (1.4.51)

мы представляем скалярное произведение (𝑍𝑐), входящее в выражение для амплитуды излу­

чения, как

(𝑍𝑐) =
𝑠− 𝑣 sin 𝑎− 𝑣 sin(𝑠− 𝑎)

𝜔0𝛾(1− 𝑣 cos 𝑎)
. (1.4.52)

Подставляя полученное выражение в ур. (1.4.45), мы приходим к следующему выражению

для интегральной амплитуды излучения

𝒜3 =
√
𝜔0𝛾

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠

[︃
(1− 𝑣 cos 𝑎)3/2

(𝑠− 𝑣 sin 𝑎− 𝑣 sin(𝑠− 𝑎))3/2
− 1

𝑠3/2

]︃
. (1.4.53)

По аналогии с синхротронным излучением в четырех измерениях [146, 151], мы ожида­

ем, что в ультрарелятивистском пределе 𝛾 ≫ 1 поток энергии излучения будет сфокусирован
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в направлении движения заряда, и, следовательно, интегральная амплитуда тензора энергии­

импульса излучения (1.4.53) может быть приведена к более простому виду. Действительно,

из уравнений (1.4.49) и (1.4.53) с учетом определений переменных 𝑎 и 𝑠 следует, что основ­

ной вклад в амплитуду потока энергии излучения дается малым интервалом собственного

времени, предшествующим запаздывающему времени 𝜏 (в новых обозначениях – малым ин­

тервалом 𝑠). Также заметим, что в данном случае поток излучения будет сфокусирован в

направлении движения заряда, которое соответствует значению 𝑎 = 0 или 𝜑 = 𝜔0𝛾𝜏 + 𝜋/2.

Фокусировка излучения может быть продемонстрирована с помощью анализа ур. (1.3.1),

определяющего 𝜏 , по аналогии с рассуждениями в работе [72]. Дифференцируя его, находим

𝑑𝑎

𝑑𝜑
= − 1

1− 𝑣 cos 𝑎
. (1.4.54)

Отсюда следует, что в случае ультрарелятивистского заряда 𝑣 → 1 поток энергии излуче­

ния сфокусирован в узком конусе с углом раствора 𝛿𝜑 ∼ 𝛿𝑎/𝛾2, ось которого совпадает с

направлением движения заряда. Раскладывая знаменатель первого члена подынтегрального

выражения (1.4.53) в ряд в окрестности точки 𝑠 = 𝑎 = 0, находим, что знаменатель имеет

минимум ширины 𝛿𝑠 ∼ 𝛿𝑎 ∼ 1/𝛾. Таким образом, по аналогии с синхротронным излуче­

нием в четырех измерениях, нам достаточно найти амплитуду потока энергии излучения с

точностью до ведущего вклада по 𝛾.

Раскладывая в ряд первый член в подынтегральном выражении (1.4.53) в окрестности

точки 𝑠 = 𝑎 = 0 с точностью до лидирующего вклада по параметру 1/𝛾 (т.е. в окрестности

𝛿𝑠 ∼ 𝛿𝑎 ∼ 1/𝛾), мы находим амплитуду потока энергии излучения в виде

𝒜3 = 𝛾𝜔
1/2
0

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥𝐹 (𝑥), (1.4.55)

𝐹 (𝑥) =
1

𝑥3/2

[︂
(𝑎̂2 + 1)3/2

(𝑥2/3− 𝑎̂𝑥+ 𝑎̂2 + 1)3/2
− 1

]︂
, (1.4.56)

где мы перемасштабировали переменные как 𝑥 = 𝛾𝑠 и 𝑎̂ = 𝛾𝑎. Угловое распределение мощно­

сти излучения может быть получено из ур. (1.3.7) с помощью соотношений (1.4.49), (1.4.50)

и (1.4.54) в виде
𝑑𝑊3

𝑑𝑎
=

𝑔2𝜔0𝛾𝒜2
3

4𝜋(1− 𝑣 cos 𝑎)2
. (1.4.57)

Переходя с помощью соотношения

1− 𝑣 cos 𝑎 ≃ 𝑎̂2 + 1

𝛾2
(1.4.58)

к ведущей 𝛾-асимптотике углового распределения мощности излучения, мы приходим к вы­
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ражению для мощности трехмерного скалярного синхротронного излучения в виде

𝑊3 =
𝑔2𝜔0𝛾

2

4𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑎̂

𝒜2
3

(𝑎̂2 + 1)2
, (1.4.59)

где интегрирование по R вместо конечного интервала, определяемого уравнением (1.4.51),

связано с тем, что переменная 𝑎̂ линейно зависит от Лоренц-фактора заряда 𝛾 ≫ 1. Ин­

теграл в выражении (1.4.59) является численным множителем и не зависит от физических

параметров системы.

Покажем, что расходимости в выражении для мощности излучения (1.4.59), связанные

с нижним пределом интегрирования в 𝒜3, взаимно сокращаются. Для этого дважды проин­

тегрируем по частям первое слагаемое в подынтегральном выражении (1.4.55). В результате,

мы получим следующий сходящийся интеграл∫︁ ∞

0

𝑑𝑥𝐹 (𝑥) =

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥
𝑥1/2

(𝑥2/3− 𝑎̂𝑥+ 𝑎̂2 + 1)5/2

[︂
4− 15(2𝑥/3− 𝑎̂)2

𝑥2/3− 𝑎̂𝑥+ 𝑎̂2 + 1

]︂
. (1.4.60)

Значение численного множителя в выражении для мощности излучения (1.4.59) может быть

получено с помощью численного интегрирования, которое дает результат 4𝜋/
√
3 с точностью

до пяти цифр после запятой. В итоге, мы приходим к простому выражению для мощности

трехмерного скалярного синхротронного излучения

𝑊 s
3 =

𝑔2𝜔0𝛾
2

√
3

. (1.4.61)

Заметим важное отличие между излучением нерелятивистского и ультрарелятивист­

ского заряда в нечетных размерностях. В ультрарелятивистском пределе основной вклад в

излучение дает малый интервал собственного времени, предшествующий запаздывающему

времени 𝜏 , в то время как в нерелятивистском пределе излучение определяется всей истори­

ей движения заряда, предшествующей запаздывающему времени. В результате, хвостовая

часть излучения в ультрарелятивистском пределе оказывается эффективно локализована,

и угловое распределение синхротронного излучения в нечетных размерностях совпадает с

угловым распределением синхротронного излучения в размерности 𝐷 = 4 [146, 151].

1.4.4. Спектральные распределения

Проверим полученные выражения для мощности скалярного излучения заряда, движу­

щегося по круговой траектории в нерелятивистском и ультрарелятивистском пределах, с

помощью суммирования спектральных распределений мощности излучения.
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Нерелятивистский предел

Воспользуемся спектральным распределением мощности излучения заряда, движущего­

ся по окружности, в виде (1.2.33). В размерности три оно записывается как

𝑊3 =
𝜋𝜔0𝑔

2

𝛾2

∞∑︁
𝑙=1

𝑙𝐽2
𝑙 (𝑣𝑙). (1.4.62)

В нерелятивистском пределе 𝑣 ≪ 1 мы можем воспользоваться следующей аппроксимацией

функций Бесселя целого порядка при малых значениях аргумента [149, 150]

𝐽𝑛(𝑥)|𝑥→0 =
𝑥𝑛

2𝑛𝑛!
. (1.4.63)

Из ур. (1.4.63) следует, что в нерелятивистском пределе основной вклад в излучение дает

первая гармоника спектра 𝑙 = 1. В результате, мощность излучения дается выражением

𝑊 nr
3 =

𝜋

4
𝑔2𝜔0𝑣

2, (1.4.64)

совпадающим с ур. (1.4.37), полученным в координатном представлении.

Синхротронное излучение

Так как в ультрарелятивистском пределе 𝑣 → 1 основная часть излучения сфокусирова­

на в направлении движения заряда, а вклад истории движения заряда в излучение ограничен

малым интервалом собственного времени 𝛿𝑠 ∼ 1/𝛾, то мгновенная мощность излучения в за­

данном направлении определяется короткой дугой круговой траектории длины 𝛿𝑙 ∼ 𝑅0/𝛾

[146, 151]. Следовательно, мы можем упростить выражение для спектрально-углового рас­

пределения мощности скалярного синхротронного излучения.

Начнем со спектрально-углового распределения полной энергии излучения заряда, дви­

жущегося по произвольной траектории, в виде (1.2.16)

𝑑𝐸3

𝑑𝜔𝑑Ω1

=
𝜔𝑔2

4𝜋𝛾2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡2 𝑒

𝑖𝜔(𝑡1−𝑡2)−𝑖k(z(𝑡1)−z(𝑡2)). (1.4.65)

Преобразуя переменные интегрирования как

𝑡1 = 𝑡− 𝑡0/2, 𝑡2 = 𝑡+ 𝑡0/2, (1.4.66)

мы переписываем выражение для спектрально-углового распределения мощности излучения

заряда в виде

𝑑𝑊3

𝑑𝜔𝑑Ω1

=
𝑑𝐸3/𝑑𝑡

𝑑𝜔𝑑Ω1

=
𝜔𝑔2

4𝜋𝛾2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡0 𝑒

−𝑖𝜔𝑡0−𝑖k(z(𝑡−𝑡0/2)−z(𝑡+𝑡0/2)). (1.4.67)
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В ультрарелятивистском пределе основной вклад в данный интеграл дает малая окрест­

ность 𝛿𝑡0 ∼ 1/𝛾 точки 𝑡0 = 0. Раскладывая показатель экспоненты в ряд Тейлора в окрест­

ности 𝑡0 = 0, мы находим с точностью до лидирующего порядка по 𝛾

−𝑖𝜔𝑡0 − 𝑖k(z(𝑡− 𝑡0/2)− z(𝑡+ 𝑡0/2)) ≃ −𝑖𝜔𝑡0
(︂
1

2

(︂
𝑎2 +

1

𝛾2

)︂
+
𝜔2
0𝑡

2
0

24

)︂
, (1.4.68)

где k = 𝜔{cos𝜑, sin𝜑}, z(𝑡) = 𝑅0{cos𝜔0𝑡, sin𝜔0𝑡} и мы ввели новую угловую переменную

𝑎 = 𝜔0𝑡−𝜑+𝜋/2. Тогда спектральное распределение мощности излучения в ведущем порядке

по 𝛾 принимает вид

𝑑𝑊3

𝑑𝜔
=

𝜔𝑔2

4𝜋𝛾2

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜑

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡0 exp

[︂
−𝑖𝜔𝑡0

(︂
1

2

(︀
𝑎2 + 1/𝛾2

)︀
+
𝜔2
0𝑡

2
0

24

)︂]︂
. (1.4.69)

По аналогии с четырехмерной теорией [146, 151], после перемасштабирования переменных

интегрирования 𝑎̂ = 𝑎𝛾 и 𝑡′ = 1
2
(𝜔/𝜔0)

1/3𝜔0𝑡0 мы можем выразить интеграл по времени через

функцию Эйри [152]

Ai(𝑢) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡′ exp

[︂
𝑖

(︂
𝑢𝑡′ +

𝑡′3

3

)︂]︂
, (1.4.70)

приходя к уравнению

𝑑𝑊3

𝑑𝜔
=

(︂
𝜔

𝜔0

)︂2/3
𝑔2

𝛾3

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑎̂Ai

(︂(︂
𝜔

𝜔0𝛾3

)︂2/3 (︀
𝑎̂2 + 1

)︀)︂
. (1.4.71)

Вводя перменную 𝑠 = 𝑥 (𝑎̂2 + 1), где 𝑥 = (𝜔/𝜔0𝛾
3)

2/3, и применяя формулу [153]∫︁ ∞

𝑥

𝑑𝑠
Ai(𝑠)

(𝑠− 𝑥)1/2
= 22/3𝜋Ai2

(︁ 𝑥

22/3

)︁
, (1.4.72)

мы вычисляем интеграл в (1.4.71) и получаем выражение для спектрального распределения

мощности трехмерного скалярного синхротронного излучения

𝑑𝑊3

𝑑𝜔
=

(︂
𝜔

𝜔0

)︂2/3
𝑔2

𝑥1/2𝛾3
22/3𝜋Ai2

(︁ 𝑥

22/3

)︁
. (1.4.73)

Проинтегрируем распределение (1.4.73), переходя к новой переменной 𝑥 = (𝜔/𝜔0𝛾
3)2/3.

В результате, мощность синхротронного излучения записывается как

𝑊3 =
3

2
22/3𝜋𝑔2𝜔0𝛾

2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥 𝑥Ai2
(︁ 𝑥

22/3

)︁
. (1.4.74)

Используя известную формулу для интеграла от квадрата функции Эйри [153]∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑠Ai2(𝑠) =
1

6
√
3𝜋
, (1.4.75)

мы получаем следующее выражение для мощности скалярного синхротронного излучения в

размерности 𝐷 = 3

𝑊 s
3 =

𝑔2𝜔0𝛾
2

√
3

, (1.4.76)

которое совпадает с выражением (1.4.61), полученным в координатном представлении.



44

1.5. Пятимерная теория

Рассмотрим теперь процесс излучения скалярного поля точечным зарядом в размерно­

сти 𝐷 = 5. Здесь все вычисления аналогичны проведенным в предыдущем разделе, поэтому

мы лишь кратко опишем основные шаги.

1.5.1. Излучаемая часть поля

В соответствии с ур. (1.1.6), в размерности пять запаздывающее поле точечного заряда

дается интегралом

𝜙(𝑥) = −2𝜋2

∫︁
𝑑5𝑥′𝐺5(𝑥− 𝑥′)𝑗(𝑥′), 𝐺5(𝑥) =

𝜃(𝑡)

2𝜋2

[︂
𝛿(𝑥2)√
𝑥2

− 1

2

𝜃(𝑥2)

(𝑥2)3/2

]︂
. (1.5.1)

Подставляя сюда выражение для скалярного тока точечного заряда (1.1.4), с помощью ур.

(1.4.40) находим запаздывающее поле в виде

𝜙(𝑥) =
𝑔

2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
1

(𝑋2)3/2
− 𝛿(𝜏 − 𝜏)

𝜌
√
𝑋2

]︂
, 𝑋𝜇 = 𝑥𝜇 − 𝑧𝜇. (1.5.2)

Заметим, что в силу ур. (1.3.1) каждый член подынтегрального выражения расходится на

верхнем пределе интегрирования. Однако, по аналогии с трехмерным случаем, здесь вся фи­

зическая информация о поле излучения содержится в первом нелокальном члене, в то время

как второй локальный член с 𝛿-функцией лишь сокращает расходимость, содержащуюся в

первом. Вводя регуляризующий параметр в верхний предел интегрирования 𝜏 → 𝜏 − 𝜀, 𝜀→

+0 и интегрируя первый член по частям с помощью соотношения (1.4.5), мы устраняем расхо­

димость, содержащуюся в нем, с помощью локального члена. В результате, запаздывающее

поле точечного заряда в размерности пять имеет вид

𝜙(𝑥) =
𝑔

2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

𝑎𝑋 − 1

(𝑣𝑋)2
√
𝑋2

. (1.5.3)

Вычисляя производную поля и устраняя из нее локальный член, возникающий при диф­

ференцировании верхнего предела интегрирования, интегрированием по частям с помощью

соотношения (1.4.5), мы получаем

𝜕𝜇𝜙 =
𝑔

2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︃
𝑎̇𝑋

(𝑣𝑋)3
√
𝑋2

𝑋𝜇 − 3
(𝑎𝑋 − 1)2

(𝑣𝑋)4
√
𝑋2

𝑋𝜇 − 3
𝑎𝑋 − 1

(𝑣𝑋)3
√
𝑋2

𝑣𝜇 +
𝑎𝜇

(𝑣𝑋)2
√
𝑋2

]︃
. (1.5.4)

В соответствии с подходом Рорлиха-Тейтельбойма, выделяя ведущую 𝜌-асимптотику произ­

водной поля с помощью соотношений (1.4.8), мы находим излучаемую часть запаздывающего

поля точечного заряда в размерности 𝐷 = 5 в виде

[𝜕𝜇𝜙]
rad =

𝑔𝑐𝜇
23/2𝜌3/2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
𝑎̇𝑐

(𝑣𝑐)3
− 3

(𝑎𝑐)2

(𝑣𝑐)4

]︂
1√
𝑍𝑐
. (1.5.5)
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По аналогии с трехмерным случаем, в силу нарушения принципа Гюйгенса в нечетных раз­

мерностях излучаемая часть пятимерного запаздывающего поля зависит от полной истории

движения заряда, предшествующей запаздывающему времени 𝜏 . Также в подынтегральном

выражении в ур. (1.5.5) мы отдельно вынесли дампинг-фактор (𝑍𝑐)−1/2, определяющий вклад

истории движения заряда в поле излучения. Полученное выражение для излучаемой части

поля является конечным и не содержит сингулярностей.

Подставляя ур. (1.5.5) в тензор энергии-импульса (1.1.5), мы находим выражение для

излучаемой части тензора энергии-импульса поля

𝑇 rad
𝜇𝜈 =

𝑔2𝑐𝜇𝑐𝜈
16𝜋2𝜌3

𝒜2
5, 𝒜5 =

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
𝑎̇𝑐

(𝑣𝑐)3
− 3

(𝑎𝑐)2

(𝑣𝑐)4

]︂
1√
𝑍𝑐
, (1.5.6)

где мы ввели интегральную амплитуду потока энергии излучения в размерности пять 𝒜5.

Полученный тензор энергии-импульса (1.5.6) удовлетворяет всем критериям тензора энер­

гии-импульса излучения из подхода Рорлиха-Тейтельбойма.

1.5.2. Излучение нерелятивистского заряда

По аналогии с трехмерным случаем, с помощью разложений запаздывающих ковари­

антных величин (1.4.13 – 1.4.15), а также разложений дампинг-фактора (1.4.19) и скалярных

произведений кинематических характеристик заряда (1.4.20) мы получаем нерелятивистское

приближение для интегральной амплитуды потока энергии излучения с точностью до вкла­

дов первого порядка малости в виде

𝒜5 ≃ −
∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

nȧ√
𝑡− 𝑡′

, (1.5.7)

где 𝑡 = 𝑡− 𝑟 – запаздывающее время, вычисленное с точностью до лидирующего вклада.

В результате, мощность скалярного излучения произвольно движущегося нерелятивист­

ского заряда в размерности 𝐷 = 5 имеет дается выражением

𝑑𝑊5

𝑑Ω3

=
𝑔2

16𝜋2

[︃∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

nȧ√
𝑡− 𝑡′

]︃2
. (1.5.8)

По аналогии с трехмерным случаем (1.4.29), в нерелятивистском пределе мощность излу­

чения заряда зависит от его полной истории движения, предшествующей запаздывающему

времени. Однако, заметим интересную особенность высших нечетных размерностей: в от­

личие от трехмерной и четырехмерной теорий, в размерности пять заряд, движущийся с

постоянным ускорением, в нерелятивистском приближении не излучает. Однако, вклады бо­

лее высоких порядков малости не равны нулю и в случае движения заряда с постоянным

ускорением.
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Излучение заряда на круговой орбите

В качестве простого примера вычислим мощность излучения нерелятивистского заряда

на круговой орбите. Траектория такого заряда имеет вид

z(𝑡) = {𝑅0 cos𝜔0𝑡, 𝑅0 sin𝜔0𝑡, 0, 0} , (1.5.9)

и интегральная амплитуда потока энергии излучения (1.5.7) записывается как

𝒜5 = −𝑅0𝜔
3
0 sin 𝜃 sin 𝜁

[︃
cos𝜑

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

sin𝜔0𝑡
′

√
𝑡− 𝑡′

− sin𝜑

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

cos𝜔0𝑡
′

√
𝑡− 𝑡′

]︃
, (1.5.10)

где мы учли, что в размерности пять n = {cos𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁, sin𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁, cos 𝜃 sin 𝜁, cos 𝜁}

[148]. По аналогии с трехмерным случаем, c помощью замены переменной интегрирования

𝑠 = 𝜔0(𝑡′ − 𝑡′) мы сводим интегральную амплитуда потока энергии излучения к комбинации

интегралов Френеля (1.4.33). В результате, интегральная амплитуда потока энергии излуче­

ния нерелятивистского заряда на круговой орбите в размерности 𝐷 = 5 имеет вид

𝒜3 =
√
𝜋𝑅0𝜔

5/2
0 sin 𝜃 sin 𝜁 cos

(︁
𝜑− 𝜔0𝑡−

𝜋

4

)︁
. (1.5.11)

Отсюда с помощью ур. (1.5.8) мы получаем угловое распределение мощности излучения

заряда круговой орбите

𝑑𝑊 nr
5

𝑑Ω3

=
𝑔2

16𝜋
𝑅2

0𝜔
5
0 sin

2 𝜃 sin2 𝜁 cos2
(︁
𝜑− 𝜔0𝑡−

𝜋

4

)︁
. (1.5.12)

Аналогично размерности три, максимумы углового распределения мощности излучения

𝜑max = 𝜔0𝑡+
𝜋

4
+ 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ Z (1.5.13)

сдвинуты относительно мгновенного направления движения заряда на угол 𝜋/4, что также

является следствием нарушения принципа Гюйгенса в нечетных размерностях.

Интегрируя угловое распределение (1.5.12), мы находим выражение для мощности из­

лучения нерелятивистского заряда на круговой орбите в размерности пять

𝑊 nr
5 =

𝜋

32
𝑔2𝜔3

0𝑣
2. (1.5.14)

Далее ур. (1.5.14) будет проверено с помощью суммирования спектрального распределения

мощности излучения.
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1.5.3. Синхротронное излучение

По аналогии с трехмерным случаем, для вычисления мощности синхротронного излуче­

ния заряда получим другое выражение для излучаемой части поля. Для этого из ур. (1.5.1),

не устраняя локальные члены интегрированием по частям, находим

𝜕𝜇𝜙 = −𝑔
∫︁
𝑑𝜏 𝜃(𝑋0)

[︂
3

2

𝜃(𝑋2)

(𝑋2)5/2
+ 2

𝛿′(𝑋2)√
𝑋2

− 2
𝛿(𝑋2)

(𝑋2)3/2

]︂
𝑋𝜇, (1.5.15)

где 𝛿′(𝑥) = 𝑑𝛿(𝑥)/𝑑𝑥. Используя соотношение

𝑑𝑋2

𝑑𝜏
= −2𝑣𝑋, (1.5.16)

интегрируем по частям член в (1.5.15), содержащий производную 𝛿-функции, приходя к сле­

дующему выражению для производной поля

𝜕𝜇𝜙 = −𝑔
∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

1

2
√
𝑋2

[︂
3

(𝑋2)2
𝑋𝜇 −

𝛿(𝜏 − 𝜏)

𝜌𝑋2
𝑋𝜇 −

𝛿(𝜏 − 𝜏)

𝜌(𝑣𝑋)2
(𝑎𝑋 − 1)𝑋𝜇 −

𝛿(𝜏 − 𝜏)

𝜌 𝑣𝑋
𝑣𝜇

]︂
,

(1.5.17)

где мы использовали ур. (1.4.40). Раскладывая полученное выражение по обратным степеням

𝜌, мы находим излучаемую часть поля в виде

[𝜕𝜇𝜙]
rad = − 𝑔𝑐𝜇

25/2𝜌3/2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
3

2

1

(𝑍𝑐)5/2
− 𝛿(𝜏 − 𝜏)

(𝑍𝑐)3/2
− 2𝑎𝑐 𝛿(𝜏 − 𝜏)√

𝑍𝑐(𝑣𝑐)2

]︂
. (1.5.18)

Перепишем два локальных члена в (1.5.18) по аналогии с преобразованиями, проведенными

в уравнениях (1.4.42) и (1.4.43)∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

𝛿(𝜏 − 𝜏)

(𝑍𝑐)3/2
=

3

2

∫︁ 𝜏

−∞

𝑑𝜏

(𝜏 − 𝜏)5/2
, (1.5.19)∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

2𝑎𝑐 𝛿(𝜏 − 𝜏)√
𝑍𝑐(𝑣𝑐)2

=

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

𝑎̂𝑐

(𝜏 − 𝜏)3/2
. (1.5.20)

В результате, мы приходим к следующему выражению для излучаемой части поля

[𝜕𝜇𝜙]
rad = − 𝑔𝑐𝜇

25/2𝜌3/2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
3

2

1

(𝑍𝑐)5/2
− 3

2

1

(𝜏 − 𝜏)5/2
− 𝑎̂𝑐

(𝜏 − 𝜏)3/2

]︂
, (1.5.21)

аналогичному полученному в работе [90] в размерности три. Заметим, что в размерности

𝐷 = 5 мы получили сумму трех расходящихся на верхнем пределе интегралов, в отличие от

трехмерной теории (1.4.44). Аналогично трехмерному случаю, эти расходимости взаимно со­

кращаются: второй член является контрчленом к ведущей расходимости первого интеграла,

в то время как третий интеграл устраняет остаточную расходимость.

Отсюда находим выражение для излучаемой части тензора энергии-импульса поля, под­

ставляя (1.5.21) в ур. (1.1.5),

𝑇 rad
𝜇𝜈 =

𝑔2𝑐𝜇𝑐𝜈
64𝜋2𝜌3

𝒜2
5, 𝒜5 =

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
3

2

1

(𝑍𝑐)5/2
− 3

2

1

(𝜏 − 𝜏)5/2
− 𝑎̂𝑐

(𝜏 − 𝜏)3/2

]︂
. (1.5.22)
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Полученные выражения для излучаемой части тензора энергии-импульса поля (1.5.6) и

(1.5.22) эквивалентны. Однако, в случае ультрарелятивистского движения заряда удобнее

использовать ур. (1.5.22).

Вычислим мощность скалярного синхротронного излучения заряда в размерности пять.

Предполагая, что траектория заряда лежит в экваториальной плоскости

𝑧𝜇(𝜏) = {𝛾𝜏,𝑅0 cos(𝜔0𝛾𝜏), 𝑅0 sin(𝜔0𝛾𝜏), 0, 0}, (1.5.23)

и используя выражение для запаздывающего собственного времени в виде 𝜏 = (𝑡− 𝑟)/𝛾, мы

находим выражения для 𝜌 и 𝑐𝜇

𝜌 = 𝛾𝑟 (1 + 𝑣 sin(𝜔0𝛾𝜏 − 𝜑) sin 𝜃 sin 𝜁) , (1.5.24)

𝑐𝜇 =
𝑟

𝜌
{1, cos𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁, sin𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁, cos 𝜃 sin 𝜁, cos 𝜁}, (1.5.25)

где мы использовали сферические координаты [148] точки наблюдения

𝑥𝜇 = {𝑡, 𝑟 cos𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁, 𝑟 sin𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁, 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜁, 𝑟 cos 𝜁}. (1.5.26)

Вычислив скалярные произведения 𝑍𝑐 и 𝑎̂𝑐, мы переходим к новой переменной интегриро­

вания 𝑠 = 𝜔0𝛾(𝜏 − 𝜏) и вводим угловую переменную 𝑎 = 𝜔0𝛾𝜏 − 𝜑 + 𝜋/2, нуль которой

соответствует направлению движения заряда в запаздывающий момент времени 𝜏 . После

несложных, но громоздких вычислений мы приходим к следующему выражению для инте­

гральной амплитуды потока энергии-импульса излучения

𝒜5 = (𝜔0𝛾)
3/2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠𝐺(𝑠), (1.5.27)

𝐺(𝑠) =
3

2

[︃(︂
(1− 𝑣Δcos 𝑎)

𝑠− 𝑣Δ(sin 𝑎+ sin(𝑠− 𝑎))

)︂5/2

− 1

𝑠5/2

]︃
− 𝑣Δsin 𝑎

𝑠3/2 (1− 𝑣Δcos 𝑎)
, (1.5.28)

где мы ввели обозначения Δ = sin 𝜃 sin 𝜁 и 𝛿 = 1− 𝑣 cos 𝑎.

В случае ультрарелятивистского заряда удобно перейти к угловым переменным 𝜃 →

𝜃−𝜋/2 и 𝜁 → 𝜁−𝜋/2, нули которых соответствуют плоскости движения заряда. В результате,

координаты точки наблюдения принимают вид

𝑥𝜇 = {𝑡, 𝑅 cos𝜑 cos 𝜃 cos 𝜁, 𝑅 sin𝜑 cos 𝜃 cos 𝜁,−𝑅 sin 𝜃 cos 𝜁,−𝑅 sin 𝜁}. (1.5.29)

Тогда изотропный вектор 𝑐𝜇 и Лоренц-инвариантное расстояние 𝜌 переписываются как

𝜌 = 𝛾𝑟 (1 + 𝑣 sin(𝜔0𝛾𝜏 − 𝜑) cos 𝜃 cos 𝜁) , (1.5.30)

𝑐𝜇 =
𝑟

𝜌
{1, cos𝜑 cos 𝜃 cos 𝜁, sin𝜑 cos 𝜃 cos 𝜁,− sin 𝜃 cos 𝜁,− sin 𝜁}. (1.5.31)
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Аналогично, величина Δ преобразуется как Δ = cos 𝜃 cos 𝜁.

По аналогии с трехмерной задачей, из выражения для амплитуды потока энергии из­

лучения (1.5.27) следует, что основная часть потока энергии синхротронного излучения сфо­

кусирована в узком конусе с осью вдоль мгновенного направления движения заряда 𝑎 = 0,

𝜃 = 0, 𝜁 = 0 и углом раствора порядка 𝛿𝑎 ∼ 1/𝛾, 𝛿𝜃 ∼ 1/𝛾, 𝛿𝜁 ∼ 1/𝛾. Также, по аналогии с

трехмерным случаем, можно показать, что основной вклад в амплитуду (1.5.27) дает малая

окрестность нижнего предела интегрирования 𝑠 = 0 ширины 𝛿𝑠 ∼ 1/𝛾.

Используя соотношение между угловыми переменными 𝑎 и 𝜑, следующее из ур. (1.3.1),

с точностью до ведущего порядка по 𝛾
𝑑𝑎

𝑑𝜑
= − 1

1− 𝑣Δcos 𝑎
≃ − 1

2𝛾2

(︁
𝑎̂2 + 𝜃2 + 𝜁2 + 1

)︁
, (1.5.32)

и перемасштабируя переменные интегрирования как {𝑠, 𝑎, 𝜃, 𝜁} → {𝑥 = 𝑠𝛾, 𝑎̂ = 𝑎𝛾, 𝜃 = 𝜃𝛾, 𝜁 =

𝜁𝛾}, мы находим из ур. (1.5.27) с точностью до ведущего порядка по Лоренц-фактору заряда

𝐺(𝑥) =
𝛾5/2

𝑥3/2

(︃
3

2𝑥

[︂
𝐴

𝑥2/3− 𝑎̂𝑥+ 𝐴

]︂5/2
− 3

2𝑥
− 2𝑎̂

𝐴

)︃
, (1.5.33)

где мы ввели обозначение 𝐴 = 𝑎̂2 + 𝜃2 + 𝜁2 +1. Расходимости в различных членах интеграль­

ной амплитуды (1.5.33), содержащиеся на нижнем пределе интегрирования 𝑠 = 0, взаимно

сокращаются в результате тройного интегрирования по частям первого слагаемого в подын­

тегральном выражении.

В результате, после интегрирования по частям в амплитуде потока энергии излучения

из ур. (1.3.7) мы получаем мощность скалярного синхротронного излучения в размерности

пять в виде

𝑊 s
5 =

𝑔2𝜔3
0𝛾

6

4𝜋2

∫︁
R3

𝑑𝑎̂𝑑𝜃𝑑𝜁 𝐴

[︂∫︁ ∞

0

𝑑𝑥
315𝑥1/2Φ

2Λ9/2

(︂
Φ2

Λ
− 140

315

)︂]︂2
, (1.5.34)

где мы ввели обозначения Φ = 2𝑥/3− 𝑎̂ и Λ = 𝑥2/3− 𝑎̂𝑥+𝐴. Вычисление интегралов в (1.5.34)

приведено в Приложении 1. Итоговый численный множитель можно получить с помощью

преобразований, сводящих данный четырехкратный интеграл к двукратному, и последующе­

го численного интегрирования. В результате, численный множитель, с точностью до пяти

цифр после запятой, имеет значение 1/
√
27, и мы находим простое выражение для мощности

пятимерного скалярного синхротронного излучения

𝑊 s
5 =

𝑔2𝜔3
0𝛾

6

√
27

. (1.5.35)

Заметим, что в данном случае, по аналогии с трехмерной задачей, зависимость мощно­

сти излучения от истории движения заряда оказывается эффективно локализована в малом

интервале собственного времени 𝛿𝑠 ∼ 1/𝛾, предшествующем запаздывающему времени 𝑠 = 0.
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1.5.4. Спектральные распределения

Для проверки результатов, полученных при вычислениях в координатном представле­

нии, найдем выражения для мощности излучения заряда в нерелятивистском и ультрареляти­

вистском пределах с помощью суммирования спектрально-угловых распределений мощности

излучения.

Нерелятивистский предел

По аналогии с трехмерным случаем, воспользуемся спектральным распределением мощ­

ности излучения скалярного заряда, движущегося по окружности, в виде (1.2.33). Так, в

размерности пять ур. (1.2.33) принимает вид

𝑊5 =
𝑔2𝜔3

0

4

+∞∑︁
𝑙=1

𝑙3
∫︁
𝑑𝜃𝑑𝜁 sin 𝜃 sin2 𝜁 𝐽2

𝑙 (𝑣𝑙Δ), (1.5.36)

где мы воспользовались введенным ранее в ур. (1.5.27) обозначением Δ. В нерелятивистском

пределе 𝑣 → 0 мы можем воспользоваться аппроксимацией функций Бесселя (1.4.63). В

результате, в нерелятивистском пределе основной вклад в мощность излучения дает первая

гармоника спектра 𝑙 = 1, и мы можем представить выражение для мощности излучения в

виде

𝑊 nr
5 =

𝑔2𝜔3
0𝑣

2

16

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜃 sin3 𝜃

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜁 sin4 𝜁. (1.5.37)

Вычисляя интегралы по угловым переменным [150], мы приходим к простому выражению

для мощности излучения пятимерного нерелятивистского заряда, движущегося по окружно­

сти,

𝑊 nr
5 =

𝜋

32
𝑔2𝜔3

0𝑣
2, (1.5.38)

совпадающему с ур. (1.5.14), полученным в координатном представлении.

Синхротронное излучение

По аналогии с трехмерной задачей, из ур. (1.2.16) мы находим спектрально-угловое

распределение полной энергии излучения в виде

𝑑𝐸5

𝑑𝜔𝑑Ω3

=
𝜔3𝑔2

16𝜋2𝛾2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡1

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡2 𝑒

𝑖𝜔(𝑡1−𝑡2)−𝑖k(z(𝑡1)−z(𝑡2)). (1.5.39)

После преобразования переменных интегрирования (1.4.66) мы можем представить спек­

трально-угловое распределение мощности излучения в виде

𝑑𝑊5

𝑑𝜔𝑑Ω3

=
𝑑𝐸5/𝑑𝑡

𝑑𝜔𝑑Ω3

=
𝜔3𝑔2

16𝜋2𝛾2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡0𝑒

−𝑖𝜔𝑡0−k(z(𝑡−𝑡0/2)−z(𝑡+𝑡0/2)). (1.5.40)
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Основной вклад в полученный интеграл дает окрестность 𝛿𝑡0 ∼ 1/𝛾 точки 𝑡0 = 0. Тогда,

раскладывая показатель экспоненты в подынтегральном выражении в ряд Тейлора в точке

𝑡0 = 0 с точностью до лидирующего порядка по 𝛾, приходим к выражению

−𝑖𝜔𝑡0 − 𝑖k(z(𝑡− 𝑡0/2)− z(𝑡+ 𝑡0/2)) = −𝑖𝜔𝑡0
2𝛾2

(︂
𝑎̂2 + 𝜃2 + 𝜁2 + 1 +

𝜔2
0𝑡

2
0𝛾

2

12

)︂
(1.5.41)

где угловые переменные выбраны в соответствии с вычислениями в волновой зоне. Мы так­

же перемасштабировали угловые переменные, умножая их на 𝛾 и растягивая область инте­

грирования 𝑎̂, 𝜃, 𝜁 ∈ (−∞,∞). В результате, мы приходим к следующему выражению для

спектрального распределения мощности излучения

𝑑𝑊5

𝑑𝜔
=

𝜔3𝑔2

16𝜋2𝛾5

∫︁
R3

𝑑𝑎̂𝑑𝜃𝑑𝜁

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡0 exp

[︂
−𝑖𝜔𝑡0

2𝛾2

(︂
1 + 𝑎̂2 + 𝜃2 + 𝜁2 +

𝜔2
0𝑡

2
0𝛾

2

12

)︂]︂
. (1.5.42)

Вводя сферические координаты для интегрирования по угловым переменным

𝑎̂ = 𝜌 cos𝛼 sin 𝛽, 𝜃 = 𝜌 sin𝛼 sin 𝛽, 𝜁 = 𝜌 cos 𝛽, (1.5.43)

где 𝜌 ∈ [0; +∞), 𝛼 ∈ [0; 2𝜋) и 𝛽 ∈ [0; 𝜋], мы находим спектральное распределение мощности

излучения в виде следующего интеграла

𝑑𝑊5

𝑑𝜔
=
𝜔3𝑔2

4𝜋𝛾5

∫︁ ∞

0

𝑑𝜌 𝜌2
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡0 exp

[︂
−𝑖𝜔𝑡0

2𝛾2

(︂
1 + 𝜌2 +

𝜔2
0𝑡

2
0𝛾

2

12

)︂]︂
. (1.5.44)

Интеграл по 𝑡0 вычисляется с помощью определения функции Эйри (1.4.70)

𝑑𝑊5

𝑑𝜔
=
𝜔3𝑔2

𝜔0𝛾5

(︁𝜔0

𝜔

)︁1/3 ∫︁ ∞

0

𝑑𝜌 𝜌2Ai

(︂(︂
𝜔

𝛾3𝜔0

)︂2/3 (︀
𝜌2 + 1

)︀)︂
. (1.5.45)

Перемасштабируя переменную интегрирования 𝑟 = 𝜌(𝜔/𝜔0𝛾
3)1/3 и вводя безразмерный пара­

метр 𝑥 = (𝜔/𝜔0𝛾
3)2/3, переписываем данное выражение как

𝑑𝑊5

𝑑𝜔
=
(︁𝜔0

𝜔

)︁1/3 𝜔2𝑔2

𝛾2

∫︁ ∞

0

𝑑𝑟 𝑟2Ai(𝑟2 + 𝑥). (1.5.46)

В результате, интегрирование по 𝑟 может быть произведено с помощью интеграла [153]∫︁ ∞

0

𝑑𝑟 𝑟2Ai(𝑟2 + 𝑥) =
𝜋

22/3
(︀
Ai′(𝑥/22/3)

)︀2 − 𝜋𝑥

24/3
Ai2(𝑥/22/3). (1.5.47)

Переходя к новому безразмерному параметру 𝑠 = (𝜔/2𝜔0𝛾
3)2/3, мы находим спектральное

распределение мощности излучения в виде

𝑑𝑊5

𝑑𝜔
= 2𝜋𝑔2𝛾3𝜔2

0𝑠
5/2
(︀
(Ai′(𝑠))2 − 𝑠Ai2(𝑠)

)︀
. (1.5.48)

В итоге, мощность пятимерного скалярного синхротронного излучения

𝑊5 = 6𝜋𝑔2𝜔3
0𝛾

6

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑠3
(︀
(Ai′(𝑠))2 − 𝑠Ai2(𝑠)

)︀
, (1.5.49)
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вычисляется с помощью известных формул для интегралов от функции Эйри [153]∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑠3(Ai′(𝑠))2 =
5

18
√
3𝜋
,

∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 𝑠4Ai2(𝑠) =
2

9
√
3𝜋
, (1.5.50)

и совпадает с результатом, полученным в координатном представлении (1.5.35).

𝑊 s
5 =

𝑔2𝜔3
0𝛾

6

√
27

. (1.5.51)

1.5.5. Скалярное синхротронное излучение в произвольной размерности

В итоге, на основе полученных формул (1.4.76) и (1.5.51) для мощности скалярного

синхротронного излучения в размерностях три и пять, соответственно, а также на основе

известного результата для случая 𝐷 = 4 [154] мы предполагаем, что мощность скалярного

синхротронного излучения в произвольной размерности 𝐷 = 𝑛+ 1 дается формулой

𝑊 s
𝑛+1 = 𝑔2

(︂
𝜔0𝛾

2

√
3

)︂𝑛−1

. (1.5.52)

1.6. Выводы

В данной Главе была исследована роль нарушения принципа Гюйгенса в формировании

излучения и структуре запаздывающего поля в волновой зоне в пространстве-времени нечет­

ной размерности. В модели безмассового скалярного поля в пространстве Минковского раз­

мерности три и пять получены формулы для мощности излучения нерелятивистского заря­

да (1.4.29) и (1.5.8), а также формулы для мощности скалярного синхротронного излучения

(1.4.61) и (1.5.35). На основе последних была предложена общая формула для мощности ска­

лярного синхротронного излучения в произвольной размерности 𝐷 = 𝑛+ 1 (1.5.52). Данные

результаты были получены за счет применения подхода Рорлиха-Тейтельбойма к излучения,

основанного на Лоренц-инвариантном разложении тензора энергии-импульса запаздывающе­

го поля локализованного источника. Корректность полученных результатов была проверена

за счет суммирования спектральных распределений мощности излучения, свободных от про­

блем, присущих координатному подходу.

Было показано, что в нечетных размерностях за счет нарушения принципа Гюйгенса

запаздывающее поле точечного источника и поток энергии излучения зависит от его полной

истории движения, предшествующей запаздывающему времени, а также явно продемонстри­

ровано взаимное сокращение расходимостей, содержащихся в запаздывающем поле на свето­

вом конусе источника. Помимо этого, была обнаружена интересная особенность излучения

ультрарелятивистских источников: в то время как мощность излучения нерелятивистского
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заряда зависит от его полной истории движения, зависимость мощности синхротронного

излучения заряда от его истории движения оказывается эффективно локализованной на

малом интервале его мировой линии, предшествующем запаздывающему времени. За счет

этого угловое распределение мощности синхротронного излучения в нечетных размерностях

оказывается также сфокусированным в направлении движения заряда, по аналогии с четы­

рехмерным случаем [146, 151].

Заметим, что в [90] также рассматривалась задача излучения скалярного поля в раз­

мерности 𝐷 = 3. Однако, полученное в данной работе выражение для излучаемой части

поля содержит интегральные контрчлены, которые возникают в нем за счет определения

запаздывающих функций Грина как регуляризованных распределений и лишь неявно сокра­

щают расходимости, содержащиеся в основном вкладе, и не несут информации об истории

движения источника. Мы же получили явно конечное выражение для запаздывающего поля

в волновой зоне, не содержащее подобных контрчленов и полностью определяющееся кине­

матическими характеристиками источника. Отметим также, что полученная нами формула

(1.4.61) для мощности скалярного синхротронного излучения в размерности 𝐷 = 3 согласу­

ется с результатом, полученным в [72] за счет вычисления силы реакции излучения. Также

наши результаты согласуются с качественными оценками для мощности синхротронного из­

лучения, полученными в [64] и с общей схемой для мощности синхротронного излучения в

четных размерностях [66].
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Глава 2

Хвостовые сигналы в излучении в нечетных

размерностях

Нарушение принципа Гюйгенса в нечетных размерностях приводит к тому, что в лю­

бой заданной точке пространства-времени запаздывающее безмассовое поле локализованного

источника зависит от его полной истории движения, предшествующей запаздывающему вре­

мени (см., например, ур. (1.4.11) и (1.5.5)). Такой нелокальный характер запаздывающих

полей должен приводить к образованию хвостовых сигналов в излучении локализованных

источников. В частности, в теориях гравитации с нечетным числом дополнительных изме­

рений гравитационное излучение двойных систем черных дыр и нейтронных звезд должно

содержать хвостовые вклады. В этой Главе мы демонстрируем формирование хвостового

сигнала в излучении точечного заряда, движущегося по фиксированной эллиптической ор­

бите, в модели скалярного поля в пространстве Минковского размерности 𝐷 = 3. Несмотря

на свою заведомую простоту данная модель улавливает основные эффекты, связанные с на­

рушением принципа Гюйгенса, которые ожидаются в гравитационном излучении двойных

систем в реалистичных моделях гравитации с нечетным числом некомпактных дополнитель­

ных измерений, таких как RS2 и DGP-модели.

2.1. Пример хвостового сигнала в излучении

Формирование хвостовых сигналов в излучении локализованных источников должно

приводить к характерной зависимости мощности излучения источника от времени. Одна­

ко, в Главе 1 на примере излучения нерелятивистского заряда на круговой орбите было

показано, что хвостовые сигналы не формируются в излучении, когда источник движется

с постоянными по величине скоростью и ускорением (мощность излучения заряда на кру­

говой орбите не зависит от времени – см. (1.4.37) и (1.5.14)). Также было показано, что в

случае ультрарелятивистского заряда зависимость мощности излучения от истории движе­

ния источника локализована на малом интервале собственного времени, предшествующем

запаздывающему времени, эффективно устраняя хвостовой вклад. Таким образом, наиболее

отчетливо хвостовые сигналы должны проявляться в излучении нерелятивистских источни­

ков с изменяющимися во времени кинематическими характеристиками.
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В частности, хвостовые сигналы должны присутствовать в излучении заряда на эллип­

тической орбите. Однако, в силу периодического движения заряда, хвостовой сигнал в его

излучении может проявляться не достаточно отчетливо. Поэтому для определения основных

признаков хвостовых сигналов в излучении рассмотрим сначала простой пример заряда с

ускорением, зависящим от времени как функцию Гаусса.

2.1.1. Излучение нерелятивистского заряда в 𝐷 = 4

Напомним сначала выражения для излучаемой части поля и мощности излучения нере­

лятивистского заряда в 𝐷 = 4 (см., например, [88]). Их сравнение с аналогичными выраже­

ниями в 𝐷 = 3 поможет лучше понять особенности излучения в нечетных размерностях.

В соответствии с ур. (1.1.6), запаздывающее поле точечного заряда в размерности 𝐷 = 4

дается интегралом

𝜙(𝑥) = −4𝜋

∫︁
𝑑4𝑥′𝐺4(𝑥− 𝑥′)𝑗(𝑥′), 𝐺4(𝑥) =

𝜃(𝑡)

2𝜋
𝛿(𝑥2). (2.1.1)

Подставляя сюда выражение для скалярного тока (1.1.4) и используя соотношение (1.4.40),

мы находим поле точечного заряда в размерности четыре в виде

𝜙(𝑥) = −𝑔
𝜌
. (2.1.2)

Таким образом, в𝐷 = 4 поле зависит лишь от состояния источника в запаздывающий момент

времени. С помощью ур. (1.3.1), (1.3.3) и (1.4.4) находим производную поля в виде

𝜕𝜇𝜙 =
𝑔

𝜌2
[︀
𝜌(𝑎̂𝑐)𝑐𝜇 + 𝑣𝜇 − 𝑐𝜇

]︀
. (2.1.3)

Наконец, с помощью ур. (1.4.8) мы выделяем излучаемую часть поля точечного заряда

[𝜕𝜇𝜙]
rad =

𝑔(𝑎̂𝑐)

𝜌
𝑐𝜇. (2.1.4)

Из ур. (1.4.13–1.4.15) и (1.4.20) мы находим нерелятивистское приближение для излуча­

емой части поля

[𝜕𝜇𝜙]
rad ≃ −𝑔nā

𝑟
𝑐𝜇. (2.1.5)

Отсюда с помощью ур. (1.1.5) и (1.3.7) получаем мощность излучения нерелятивистского

скалярного заряда в размерности четыре в виде

𝑑𝑊4

𝑑Ω2

=
𝑔2

4𝜋
(nā)2. (2.1.6)

Из ур. (1.4.29) и (2.1.6) следует, что выражения для мощности излучения нерелятивист­

ского заряда в размерностях три и четыре имеют схожий вид. Однако, в первом случае

присутствует также интеграл по истории движения заряда, который и должен приводить к

формированию хвостовых сигналов в излучении.
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2.1.2. Излучение заряда с Гауссовым ускорением

Рассмотрим теперь излучение нерелятивистского заряда, движущегося по прямой с уско­

рением, зависящим от времени как функция Гаусса, в размерности 𝐷 = 3

a(𝑡) =
{︀
𝑎0 exp

[︀
−𝑡2/2𝜎2

]︀
, 0
}︀
. (2.1.7)

Здесь 𝑎0 максимальное значение ускорения, а 𝜎 – интервал времени, в течение которого

ускорение заряда значительно отлично от нуля. Нерелятивистское приближение справедливо

при выполнении условия 𝑎0𝜎 ≪ 1.

Из ур. (1.4.29) мы находим следующее выражение для мощности излучения заряда

𝑊 g
3 (𝑡) =

𝑔2𝑎20
4

[︂ ∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

exp[−𝑡′2/2𝜎2]√
𝑡− 𝑡′

]︂2
(2.1.8)

где мы учли, что в размерности три n = {cos𝜑, sin𝜑}. Аналогично, в размерности 𝐷 = 4

находим мощность излучения такого заряда с помощью ур. (2.1.6) в виде

𝑊 g
4 (𝑡) =

𝑔2𝑎20
3

exp

[︂
− 𝑡2

𝜎2

]︂
, (2.1.9)

где мы также учли, что в размерности четыре n = {cos𝜑 sin 𝜃, sin𝜑 sin 𝜃, cos 𝜃}. Для удобства

сравнения трехмерного и четырехмерного случаев мы нормируем мощности излучения и

модуль ускорения заряда на их максимальные значения

𝑊
g

3(𝑡) =
𝑊 g

3 (𝑡)

𝑊 g
3max

, 𝑊
g

4(𝑡) =
3

𝑔2𝑎20
𝑊 g

4 (𝑡), 𝑎(𝑡) = exp

[︂
− 𝑡2

2𝜎2

]︂
, (2.1.10)

𝑊 g
3max = max

𝑡
𝑊 g

3 (𝑡). (2.1.11)

В размерности 𝐷 = 3 мы численно находим зависимость нормированной мощности излуче­

ния от запаздывающего времени 𝑡 для значения 𝜎 = 1 (см. рис. (2.1)). Отсюда видно, что

в 𝐷 = 3 в излучении заряда образуется продолжительный, убывающий с течением времени

хвостовой сигнал, наблюдающийся даже когда ускорение заряда уже пренебрежимо мало.

Также из рис. (2.1) видно, что в 𝐷 = 3 точка экстремума мощности излучения сдвинута

во времени от момента 𝑡 = 0, когда ускорение заряда принимает максимальное значение, в

отличие от четырехмерного случая.

Мы ожидаем подобного поведения и от излучения заряда на эллиптической орбите.

Однако, в этом случае периодическое движение заряда препятствует формированию столь

продолжительного и отчетливого хвостового сигнала, как в излучении заряда с Гауссовым

ускорением. Поэтому наиболее явным признаком хвостового сигнала в излучении заряда на

эллиптической орбите должны быть сдвиги точек экстремума мощности излучения во време­

ни от моментов прохождения зарядом перицентра и апоцентра орбиты, когда его ускорение

принимает максимальное и минимальное значения соответственно.
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Рис. 2.1. Зависимость нормированных мощностей излучения заряда и модуля его ускорения от за­

паздывающего времени в размерностях три и четыре.

2.2. Излучение заряда на эллиптической орбите

Рассмотрим излучение нерелятивистского заряда, движущегося по фиксированной эл­

липтической орбите в размерности три. Зависимость координат заряда от времени может

быть записана в параметрическом виде через эксцентриситетную аномалию 𝜉(𝑡) [155]

z(𝑡) = {𝜌(𝑡) cos𝜓(𝑡), 𝜌(𝑡) sin𝜓(𝑡)} , (2.2.1)

𝜌(𝑡) = 𝑎(1− 𝑒 cos 𝜉), cos𝜓(𝑡) =
cos 𝜉 − 𝑒

1− 𝑒 cos 𝜉
, (2.2.2)

𝜔0𝑡 = 𝜉 − 𝑒 sin 𝜉, 𝜔2
0 = 𝛼/𝑚𝑎3, (2.2.3)

где 𝑚 – масса заряда, 𝑎 – большая полуось эллипса, и 𝜔0 – частота орбитального движения.

Для простоты будем считать, что движение заряда обусловлено некоторым внешним взаи­

модействием, имеющим Кулоновский характер с нерелятивистским уравнением движения

заряда

𝑚a = − 𝛼

𝑧3
z, (2.2.4)

где 𝛼 является константой взаимодействия. Мы не конкретизируем это взаимодействие, пред­

полагая лишь, что оно приводит к фиксированной эллиптической орбите заряда. Мы также

пренебрегаем реакцией излучения скалярного поля на движение заряда.

Так как эксцентриситетная аномалия является однозначной дифференцируемой функ­

цией времени, то в ур. (1.4.29) удобно перейти от интеграла по времени к интегралу по

аномалии. Якобиан такого преобразования имеет вид

𝑑𝑡

𝑑𝜉
=

1

𝜔0

(1− 𝑒 cos 𝜉). (2.2.5)

Интегрирование ведется по области 𝜉 ∈ (−∞, 𝜉), где запаздывающее значение аномалии 𝜉
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определяется из трансцендентного уравнения

𝜔0𝑡 = 𝜉 − 𝑒 sin 𝜉 =⇒ 𝜉 = 𝜉(𝑡). (2.2.6)

Получим выражения для координат заряда (2.2.1) как функций аномалии. Для этого вос­

пользуемся ур. (2.2.2)

cos𝜓(𝑡) =
cos 𝜉(𝑡)− 𝑒

1− 𝑒 cos 𝜉(𝑡)
=⇒ 𝜓(𝑡) = arccos

cos 𝜉(𝑡)− 𝑒

1− 𝑒 cos 𝜉(𝑡)
, (2.2.7)

sin𝜓(𝑡) = sin

(︂
arccos

cos 𝜉(𝑡)− 𝑒

1− 𝑒 cos 𝜉(𝑡)

)︂
= ±

√
1− 𝑒2

sin 𝜉(𝑡)

1− 𝑒 cos 𝜉(𝑡)
. (2.2.8)

Движению заряда в сторону возрастания полярного угла 𝜓 соответствует знак плюс в ур.

(2.2.8). В результате, координаты заряда как функции аномалии принимают вид

z(𝜉) =
{︁
𝑎(cos 𝜉 − 𝑒), 𝑎

√
1− 𝑒2 sin 𝜉

}︁
. (2.2.9)

Ускорение заряда как функцию аномалии находим из уравнения движения (2.2.4), подстав­

ляя в него координаты заряда (2.2.9)

a(𝜉) = − 𝜔2
0𝑎

(1− 𝑒 cos 𝜉)3

{︁
cos 𝜉 − 𝑒,

√
1− 𝑒2 sin 𝜉

}︁
. (2.2.10)

В итоге, мощность излучения нерелятивистского заряда на эллиптической орбите в раз­

мерности 𝐷 = 3 определяется следующим выражением

𝑊3 =
𝑔2𝜔3

0𝑎
2

4𝜋

∫︁
𝑑𝜑 𝐽2(𝜉, 𝜑, 𝑒), (2.2.11)

𝐽(𝜉, 𝜑, 𝑒) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′

cos𝜑(cos 𝜉′ − 𝑒) +
√
1− 𝑒2 sin𝜑 sin 𝜉′√︀

𝜉 − 𝜉′ − 𝑒(sin 𝜉 − sin 𝜉′)(1− 𝑒 cos 𝜉′)2
=

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑗(𝜉′, 𝜑, 𝑒), (2.2.12)

где мы учли, что n = {cos𝜑, sin𝜑}. Аналитическое вычисление интеграла 𝐽(𝜉, 𝜑, 𝑒) в об­

щем случае затруднительно. Будем вычислять его, раскладывая подынтегральную функцию

𝑗(𝜉′, 𝜑, 𝑒) в ряд по степеням эксцентриситета орбиты вокруг точки 𝑒 = 0. При этом каж­

дый порядок разложения будет хорошо аппроксимировать точное выражение (2.2.12) лишь

в определенном диапазоне значений эксцентриситета.

2.2.1. Линейное приближение

Вычислим интеграл по истории движения заряда 𝐽(𝜉, 𝜑, 𝑒) в линейном приближении по

эксцентриситету орбиты. Это приближение справедливо для области значений эксцентриси­

тета 𝑒 . 10−2.
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Подынтегральная функция 𝑗(𝜉′, 𝜑, 𝑒) раскладывается в ряд по эксцентриситету с точно­

стью до первого порядка как

𝑗(1)(𝜉′, 𝜑, 𝑒) = 𝑖(0)(𝜉′, 𝜑) + 𝑒 𝑖(1)(𝜉′, 𝜑) +𝒪(𝑒2), (2.2.13)

𝑖(0)(𝜉′, 𝜑) =
cos𝜑 cos 𝜉′ + sin𝜑 sin 𝜉′√︀

𝜉 − 𝜉′
, (2.2.14)

𝑖(1)(𝜉′, 𝜑) =
cos𝜑 cos 2𝜉′ + sin𝜑 sin 2𝜉′√︀

𝜉 − 𝜉′
+

1

2

(sin 𝜉 − sin 𝜉′)(cos𝜑 cos 𝜉′ + sin𝜑 sin 𝜉′)

(𝜉 − 𝜉′)3/2
. (2.2.15)

Соответственно, интеграл по истории движения заряда с точностью до первого порядка по

эксцентриситету принимает вид

𝐽 (1)(𝜉, 𝜑, 𝑒) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑗(1)(𝜉′, 𝜑, 𝑒) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑖(0)(𝜉′, 𝜑) + 𝑒

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑖(1)(𝜉′, 𝜑) +𝒪(𝑒2)

= 𝐼(0)(𝜉, 𝜑) + 𝑒𝐼(1)(𝜉, 𝜑) +𝒪(𝑒2). (2.2.16)

Начнем с вычисления интеграла 𝐼(0)(𝜉, 𝜑)

𝐼(0)(𝜉, 𝜑) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑖(0)(𝜉′, 𝜑) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′

cos𝜑 cos 𝜉′ + sin𝜑 sin 𝜉′√︀
𝜉 − 𝜉′

. (2.2.17)

После замены переменной интегрирования 𝑠 = 𝜉 − 𝜉′ мы приходим к выражению

𝐼(0)(𝜉, 𝜑) = cos𝜑

∫︁ +∞

0

𝑑𝑠
cos(𝜉 − 𝑠)√

𝑠
+ sin𝜑

∫︁ +∞

0

𝑑𝑠
sin(𝜉 − 𝑠)√

𝑠
. (2.2.18)

Раскрывая косинус и синус разности и вычисляя оставшиеся интегралы Френеля (1.4.33),

получаем простое выражение для интеграла 𝐼(0)(𝜉, 𝜑)

𝐼(0)(𝜉, 𝜑) =
√
𝜋
[︁
sin 𝜉 sin

(︁
𝜑+

𝜋

4

)︁
− cos 𝜉 sin

(︁
𝜑− 𝜋

4

)︁]︁
. (2.2.19)

Интеграл 𝐼(0)(𝜉, 𝜑) совпадает с точным выражением для интеграла по истории движения

заряда (2.2.12) в случае его движения по круговой орбите 𝑒 = 0.

Вычислим теперь интеграл 𝐼(1)(𝜉, 𝜑). Для удобства разделим 𝑖(1)(𝜉′, 𝜑) на две части с

различными обратными степенями
√︀
𝜉 − 𝜉′

𝑖(1)(𝜉′, 𝜑) = 𝑖(1,1)(𝜉′, 𝜑) + 𝑖(1,3)(𝜉′, 𝜑), (2.2.20)

𝑖(1,1)(𝜉′, 𝜑) =
cos𝜑 cos 2𝜉′ + sin𝜑 sin 2𝜉′√︀

𝜉 − 𝜉′
, (2.2.21)

𝑖(1,3)(𝜉′, 𝜑) =
1

2

(sin 𝜉 − sin 𝜉′)(cos𝜑 cos 𝜉′ + sin𝜑 sin 𝜉′)

(𝜉 − 𝜉′)3/2
. (2.2.22)

Соответственно, 𝐼(1)(𝜉, 𝜑) также разобьется на два интеграла

𝐼(1)(𝜉, 𝜑) = 𝐼(1,1)(𝜉, 𝜑) + 𝐼(1,3)(𝜉, 𝜑), (2.2.23)

𝐼(1,1)(𝜉, 𝜑) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑖(1,1)(𝜉′, 𝜑), 𝐼(1,3)(𝜉, 𝜑) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑖(1,3)(𝜉′, 𝜑). (2.2.24)
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Интеграл 𝐼(1,1)(𝜉, 𝜑) вычисляется в полной аналогии с 𝐼(0)(𝜉, 𝜑) и принимает вид

𝐼(1,1)(𝜉, 𝜑) =

√︂
𝜋

2

[︁
sin 2𝜉 sin

(︁
𝜑+

𝜋

4

)︁
− cos 2𝜉 sin

(︁
𝜑− 𝜋

4

)︁]︁
. (2.2.25)

При вычислении 𝐼(1,3)(𝜉, 𝜑) сначала интегрируем его по частям, чтобы привести его к виду

комбинации интегралов Френеля

𝐼(1,3)(𝜉, 𝜑) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′

1

2

(sin 𝜉 − sin 𝜉′)(cos𝜑 cos 𝜉′ + sin𝜑 sin 𝜉′)

(𝜉 − 𝜉′)3/2

=
√
𝜀 cos 𝜉(cos𝜑 cos 𝜉 + sin𝜑 sin 𝜉) +

∫︁ 𝜉

−∞

𝑑𝜉′√︀
𝜉 − 𝜉′

[︀
cos 𝜉′(cos𝜑 cos 𝜉′+

+ sin𝜑 sin 𝜉′)− (sin 𝜉 − sin 𝜉′) (sin𝜑 cos 𝜉′ − cos𝜑 sin 𝜉′)
]︀
. (2.2.26)

В первой строке мы неявно ввели в верхний предел интегрирования регуляризующий член

𝜉 − 𝜀, 𝜀 → +0. В результате, первый член во второй строке обращается в нуль, и после

несложных преобразований 𝐼(1,3)(𝜉, 𝜑) записывается как

𝐼(1,3)(𝜉, 𝜑) = 𝐼(1,1)(𝜉, 𝜑) + cos𝜑 sin 𝜉

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′

sin 𝜉′√︀
𝜉 − 𝜉′

− sin𝜑 sin 𝜉

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′

cos 𝜉′√︀
𝜉 − 𝜉′

. (2.2.27)

Оставшиеся интегралы сводятся к интегралам Френеля (1.4.33) заменой переменной 𝑠 =

𝜉 − 𝜉′. В результате, инетграл 𝐼(1,3)(𝜉, 𝜑) оказывается равен

𝐼(1,3)(𝜉, 𝜑) = 𝐼(1,1)(𝜉, 𝜑)−
√
𝜋

[︂
1

2
sin 2𝜉 sin

(︁
𝜑+

𝜋

4

)︁
+ sin2 𝜉 sin

(︁
𝜑− 𝜋

4

)︁]︂
. (2.2.28)

Таким образом, комбинируя 𝐼(1,1)(𝜉, 𝜑) и 𝐼(1,3)(𝜉, 𝜑), находим интеграл 𝐼(1)(𝜉, 𝜑) в виде

𝐼(1)(𝜉, 𝜑) =

(︂√
2𝜋 − 1

2

√
𝜋

)︂
sin 2𝜉 sin

(︁
𝜑+

𝜋

4

)︁
−
(︂√

2𝜋 − 1

2

√
𝜋

)︂
cos 2𝜉 sin

(︁
𝜑− 𝜋

4

)︁
− 1

2

√
𝜋 sin

(︁
𝜑− 𝜋

4

)︁
. (2.2.29)

В результате, интеграл по истории движения заряда с точностью до первого порядка

малости по эксцентриситету 𝐽 (1)(𝜉, 𝜑, 𝑒) оказывается равен

𝐽 (1)(𝜉, 𝜑, 𝑒) = 𝐴(𝜉, 𝑒) sin
(︁
𝜑+

𝜋

4

)︁
−𝐵(𝜉, 𝑒) sin

(︁
𝜑− 𝜋

4

)︁
, (2.2.30)

𝐴(𝜉, 𝑒) =
√
𝜋

[︂
sin 𝜉 + 𝑒

(︁√
2− 1

2

)︁
sin 2𝜉

]︂
, (2.2.31)

𝐵(𝜉, 𝑒) =
√
𝜋

[︂
cos 𝜉 + 𝑒

(︁√
2− 1

2

)︁
cos 2𝜉 +

1

2
𝑒

]︂
. (2.2.32)

Вычисляя угловые интегралы с помощью соотношений [150]∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜑 sin2
(︁
𝜑± 𝜋

4

)︁
= 𝜋,

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜑 sin
(︁
𝜑+

𝜋

4

)︁
sin
(︁
𝜑− 𝜋

4

)︁
= 0, (2.2.33)
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Рис. 2.2. Зависимость нормированной мощности излучения заряда в линейном приближении по

эксцентриситету от запаздывающего времени для 𝑒 = 0.01.

из ур. (2.2.11) находим выражение для мощности излучения нерелятивистского заряда на

эллиптической орбите в линейном приближении по эксцентриситету

𝑊
(1)
3 (𝜉) =

𝜋

4
𝑔2𝜔3

0𝑎
2
[︁
1 + 2

√
2𝑒 cos 𝜉 + (

√
2− 1/2)𝑒2 cos 2𝜉 + (5/2−

√
2)𝑒2

]︁
. (2.2.34)

При 𝑒 = 0 ур. (2.2.34) совпадает с мощностью излучения заряда на круговой орбите (1.4.37).

Нормируя мощность излучения на ее значение для круговой орбиты

𝑊
(1)

3 (𝜉) =
4

𝜋𝑔2𝜔3
0𝑎

2
𝑊

(1)
3 (𝜉), (2.2.35)

с помощью ур. (2.2.6) находим зависимость мощности излучения заряда от запаздывающего

времени (см. рис. (2.2)). Заметим, что одному полному обороту заряда по орбите соответ­

ствуют одинаковые интервалы фазы 𝜔0𝑡 и аномалии 𝜉 равные 2𝜋.

Найдем положения точек экстремума мощности излучения (2.2.34) во времени. Для

этого находим нули первой производной нормированной мощности излучения

𝑑𝑊
(1)

3

𝑑𝜉
= −2𝑒 sin 𝜉

[︁√
2 + (2

√
2− 1)𝑒 cos 𝜉

]︁
= 0. (2.2.36)

Часть точек экстремума соответствует моментам прохождения зарядом перицентра и апо­

центра орбиты

sin 𝜉 = 0 =⇒ 𝜉 = 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ Z =⇒ 𝜔0𝑡 = 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ Z. (2.2.37)

Остальные точки экстремума определяются из уравнения

√
2 + (2

√
2− 1)𝑒 cos 𝜉 = 0, (2.2.38)

имеющего решения лишь при выполнении неравенства
√
2

(2
√
2− 1)𝑒

≤ 1 =⇒ 𝑒 ≥ 𝑒cr =

√
2

(2
√
2− 1)

≃ 0,77. (2.2.39)
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Таким образом, дополнительные точки экстремума возникают лишь при превышении экс­

центриситетом критического значения 𝑒cr. Очевидно, что в области применимости линейного

приближения для интеграла по истории движения 𝑒 . 10−2 неравенство (2.2.39) не выпол­

няется. В результате, так как мощность излучения (2.2.34) и соотношение между временем

и аномалией (2.2.6) являются четными функциями аномалии, а также так как положения

точек экстремума мощности излучения во времени совпадают с моментами прохождения за­

рядом перицентра и апоцентра орбиты, то в в линейном приближении по эксцентриситету

орбиты хвостовой вклад в излучение не проявляется.

2.2.2. Численные расчеты – линейное приближение неточно

Из линейного приближения для мощности излучения заряда на эллиптической орбите

(2.2.34) мы нашли первое приближение для порогового значения эксцентриситета орбиты

𝑒cr ≃ 0,77, при превышении которого начинает проявляться хвостовой сигнал в излучении.

Для аппроксимации интеграла по истории движения заряда 𝐽(𝜉, 𝜑, 𝑒) рядом Тейлора по экс­

центриситету в области 𝑒 ∼ 𝑒cr требуются высокие порядки разложения в ряд, делающие

аналитические вычисления крайне громоздкими. Однако, линейное приближение для по­

рогового значения эксцентриситета не является достаточно точным, и хвостовой вклад в

излучение проявляется при значительно более низких значениях эксцентриситета.

Чтобы это показать, мы численно определили зависимость мощности излучения заряда

от запаздывающего времени для различных значений эксцентриситета. Для этого мы ввели,

по аналогии с ур. (2.2.35), нормированную мощность излучения

𝑊 3(𝜉) =
4

𝜋𝑔2𝜔3
0𝑎

2
𝑊3(𝜉), (2.2.40)

где 𝑊3(𝜉) определяется из ур. (2.2.11) и (2.2.12). В результате, было обнаружено, что хвосто­

вой вклад в излучение проявляется уже при эксцентриситетах 𝑒 ∼ 0,1 (см. рис. (2.3)). При

этом, в данной области значений эксцентриситета интеграл по истории движения заряда

𝐽(𝜉, 𝜑, 𝑒) хорошо аппроксимируется рядом Тейлора по эксцентриситету с точностью до вто­

рого порядка. Таким образом, в этой области значений эксцентриситета орбиты хвостовой

сигнал в излучении может быть изучен аналитически.

По аналогии с хвостовым сигналом в излучении заряда с Гауссовым ускорением, харак­

терной чертой хвостового сигнала в излучении заряда на эллиптической орбите являются

сдвиги точек экстремума мощности излучения во времени от моментов, когда ускорение заря­

да принимает минимальное/максимальное значения – моментов прохождения зарядом через

апоцентр и перицентр орбиты, соответственно.
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Рис. 2.3. Зависимость нормированной мощности излучения заряда от запаздывающего времени для

𝑒 = 0,2, 0,7.

2.2.3. Квадратичное приближение

Вычислим мощность излучения заряда на эллиптической орбите с точностью до сле­

дующего порядка по эксцентриситету. Это приближение будет справедливо для зарядов на

орбитах с эксцентриситетом 𝑒 . 0,3.

Для этого разложим подынтегральное выражение 𝑗(𝜉′, 𝜑, 𝑒) в интеграле по истории дви­

жения заряда 𝐽(𝜉′, 𝜑, 𝑒) в ряд Тейлора по эксцентриситету до второго порядка

𝑗(2)(𝜉′, 𝜑, 𝑒) = 𝑖(0)(𝜉′, 𝜑) + 𝑒 𝑖(1)(𝜉′, 𝜑) + 𝑒2 𝑖(2)(𝜉′, 𝜑) +𝒪(𝑒3), (2.2.41)

𝑖(2)(𝜉′, 𝜑) = −sin 𝜉′ sin𝜑+ 4 cos 𝜉′ cos𝜑− 6 cos2 𝜉′(sin 𝜉′ sin𝜑+ cos 𝜉′ cos𝜑)

2
√︀
𝜉 − 𝜉′

+
(sin 𝜉 − sin 𝜉′)(2 cos 𝜉′(sin 𝜉′ sin𝜑+ cos 𝜉′ cos𝜑)− cos𝜑)

2(𝜉 − 𝜉′)3/2

+
3(sin 𝜉 − sin 𝜉′)2(sin 𝜉′ sin𝜑+ cos 𝜉′ cos𝜑)

8(𝜉 − 𝜉′)5/2
. (2.2.42)

Здесь члены 𝑖(0)(𝜉′, 𝜑) и 𝑖(1)(𝜉′, 𝜑) определяются ур. (2.2.14) и (2.2.15). Соответственно, инте­

грал по истории движения заряда также разобьется на три члена

𝐽 (2)(𝜉, 𝜑, 𝑒) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑗(2)(𝜉′, 𝜑, 𝑒) = 𝐼(0)(𝜉, 𝜑) + 𝑒𝐼(1)(𝜉, 𝜑) + 𝑒2𝐼(2)(𝜉, 𝜑) +𝒪(𝑒3), (2.2.43)

𝐼(2)(𝜉, 𝜑) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑖(2)(𝜉′, 𝜑). (2.2.44)

Интегралы 𝐼(0)(𝜉, 𝜑) и 𝐼(1)(𝜉, 𝜑) были вычислены в предыдущем разделе и определяются ур.

(2.2.19) и (2.2.29). Таким образом, нам необходимо вычислить лишь интеграл 𝐼(2)(𝜉, 𝜑).

По аналогии с вычислением интеграла 𝐼(1)(𝜉, 𝜑), разделим 𝑖(2)(𝜉′, 𝜑) на три части с раз­
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личными обратными степенями
√︀
𝜉 − 𝜉′

𝑖(2)(𝜉′, 𝜑) = 𝑖(2,1)(𝜉′, 𝜑) + 𝑖(2,3)(𝜉′, 𝜑) + 𝑖(2,5)(𝜉′, 𝜑), (2.2.45)

𝑖(2,1)(𝜉′, 𝜑) = −sin 𝜉′ sin𝜑+ 4 cos 𝜉′ cos𝜑− 6 cos2 𝜉′(sin 𝜉′ sin𝜑+ cos 𝜉′ cos𝜑)

2
√︀
𝜉 − 𝜉′

, (2.2.46)

𝑖(2,3)(𝜉′, 𝜑) =
(sin 𝜉 − sin 𝜉′)(2 cos 𝜉′(sin 𝜉′ sin𝜑+ cos 𝜉′ cos𝜑)− cos𝜑)

2(𝜉 − 𝜉′)3/2
, (2.2.47)

𝑖(2,5)(𝜉′, 𝜑) =
3(sin 𝜉 − sin 𝜉′)2(sin 𝜉′ sin𝜑+ cos 𝜉′ cos𝜑)

8(𝜉 − 𝜉′)5/2
. (2.2.48)

Соответственно, интеграл 𝐼(2)(𝜉, 𝜑) также разобьется на три интеграла

𝐼(2)(𝜉, 𝜑) = 𝐼(2,1)(𝜉, 𝜑) + 𝐼(2,3)(𝜉, 𝜑) + 𝐼(2,5)(𝜉, 𝜑), (2.2.49)

𝐼(2,1)(𝜉, 𝜑) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑖(2,1)(𝜉′, 𝜑), 𝐼(2,3)(𝜉, 𝜑) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑖(2,3)(𝜉′, 𝜑), (2.2.50)

𝐼(2,5)(𝜉, 𝜑) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′ 𝑖(2,5)(𝜉′, 𝜑). (2.2.51)

Полученные интегралы вычисляются по общей схеме – интегрированием по частям необхо­

димое число раз приводятся к виду комбинации интегралов Френеля (1.4.33).

Начнем с вычисления интеграла 𝐼(2,1)(𝜉, 𝜑). Здесь нет необходимости интегрировать по

частям. После замены переменной интегрирования 𝑠 = 𝜉− 𝜉′ и несложных преобразования с

помощью ур. (1.4.33) получаем

𝐼(2,1)(𝜉, 𝜑) =
1

4

√
𝜋
[︁
sin
(︁
𝜉 − 𝜑+

𝜋

4

)︁
+
√
3 cos

(︁
𝜑+

𝜋

4
− 3𝜉

)︁]︁
. (2.2.52)

Для вычисления интеграла 𝐼(2,3)(𝜉, 𝜑) необходимо сначала один раз проинтегрировать

его по частям, чтобы привести его к виду комбинации интегралов Френеля

𝐼(2,3)(𝜉, 𝜑) =

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′

(sin 𝜉 − sin 𝜉′)(2 cos 𝜉′(sin 𝜉′ sin𝜑+ cos 𝜉′ cos𝜑)− cos𝜑)

2(𝜉 − 𝜉′)3/2

=
√
𝜀 cos 𝜉

(︁
2 cos 𝜉(sin 𝜉 sin𝜑+ cos 𝜉 cos𝜑)− cos𝜑

)︁
+

∫︁ 𝜉

−∞

𝑑𝜉′√︀
𝜉 − 𝜉′

×
[︁
cos 𝜉′

(︁
2 cos 𝜉′(cos 𝜉′ cos𝜑+ sin 𝜉′ sin𝜑)− cos𝜑

)︁
− (sin 𝜉 − sin 𝜉′)

×
(︁
2 cos 𝜉′(cos 𝜉′ sin𝜑− cos𝜑 sin 𝜉′)− 2 sin 𝜉′(cos 𝜉′ cos𝜑+ sin 𝜉′ sin𝜑)

)︁]︁
. (2.2.53)

Здесь мы неявно ввели в верхний предел интегрирования регуляризующий член 𝜉−𝜀, 𝜀→ +0.

При этом, граничный член, возникающий при интегрировании по частям во второй строке,

исчезает. После замены переменной 𝑠 = 𝜉 − 𝜉′ с помощью ур. (1.4.33) приводим интеграл

𝐼(2,3)(𝜉, 𝜑) к виду

𝐼(2,3)(𝜉, 𝜑) =
1

2

√
𝜋
[︁(︁√

2− 1
)︁
sin
(︁
𝜉 − 𝜑+

𝜋

4

)︁
+
(︁√

3−
√
2
)︁
cos
(︁
−3𝜉 + 𝜑+

𝜋

4

)︁]︁
. (2.2.54)
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При вычислении интеграла 𝐼(2,5)(𝜉, 𝜑) необходимо предварительно проинтегрировать его

по частям дважды. При первом интегрировании по частям получаем

𝐼(2,5)(𝜉, 𝜑) =
3(sin 𝜉 − sin 𝜉′)2(sin 𝜉′ sin𝜑+ cos 𝜉′ cos𝜑)

8(𝜉 − 𝜉′)5/2

=
1

4

√
𝜀 cos2 𝜉(sin 𝜉 sin𝜑+ cos 𝜉 cos𝜑)−

∫︁ 𝜉

−∞
𝑑𝜉′

(sin 𝜉 − sin 𝜉′)

4(𝜉 − 𝜉′)3/2

[︁
(sin 𝜉 − sin 𝜉′)

× (cos 𝜉′ sin𝜑− cos𝜑 sin 𝜉′)− 2 cos 𝜉′(cos 𝜉′ cos𝜑+ sin 𝜉′ sin𝜑)
]︁
. (2.2.55)

Здесь граничный член, возникший при интегрировании по частям, исчезает. После второго

интегрированиея по частям интеграл 𝐼(2,5)(𝜉, 𝜑) принимает вид

𝐼(2,5)(𝜉, 𝜑) =
√
𝜀 cos2 𝜉(sin 𝜉 sin𝜑+ cos 𝜉 cos𝜑)− 1

2
𝜀3/2 cos2 𝜉(cos 𝜉 sin𝜑− sin 𝜉 cos𝜑)

+

∫︁ 𝜉

−∞

𝑑𝜉′

2
√︀
𝜉 − 𝜉′

[︁
2 cos2 𝜉′(cos 𝜉′ cos𝜑+ sin 𝜉′ sin𝜑)− 4 cos 𝜉′

× (cos 𝜉′ sin𝜑− cos𝜑 sin 𝜉′)(sin 𝜉 − sin 𝜉′)− (cos 𝜉′ cos𝜑+ sin 𝜉′ sin𝜑)

× (sin 𝜉 − sin 𝜉′)2 + 2 sin 𝜉′(cos 𝜉′ cos𝜑+ sin 𝜉′ sin𝜑)(sin 𝜉 − sin 𝜉′)
]︁
. (2.2.56)

Аналогично предыдущим интегралам, возникающие здесь граничные члены также исчезают.

В итоге, после замены переменной 𝑠 = 𝜉−𝜉′ и несложных преобразований интеграл 𝐼(2,5)(𝜉, 𝜑)

сводится к комбинации интегралов Френеля (1.4.33). Вычисляя их, получаем

𝐼(2,5)(𝜉, 𝜑) =
1

8

√
𝜋
[︁
sin
(︁
𝜉 + 𝜑+

𝜋

4

)︁
+ 4(

√
2− 1) sin

(︁
𝜉 − 𝜑+

𝜋

4

)︁
+ cos

(︁
𝜉 + 𝜑+

𝜋

4

)︁
−(4

√
2− 3

√
3− 1) cos

(︁
−3𝜉 + 𝜑+

𝜋

4

)︁]︁
. (2.2.57)

Комбинируя ур. (2.2.52), (2.2.54) и (2.2.57), мы получаем следующее выражение для

интеграла 𝐼(2)(𝜉, 𝜑)

𝐼(2)(𝜉, 𝜑) =
1

8

√
𝜋
[︁
−6 sin

(︁
𝜉 − 𝜑+

𝜋

4

)︁
+ sin

(︁
𝜉 + 𝜑+

𝜋

4

)︁
+ 8

√
2 sin

(︁
𝜉 − 𝜑+

𝜋

4

)︁
+ cos

(︁
𝜉 + 𝜑+

𝜋

4

)︁
− (8

√
2− 9

√
3− 1) cos

(︁
−3𝜉 + 𝜑+

𝜋

4

)︁]︁
. (2.2.58)

Отсюда, используя ур. (2.2.19), (2.2.29) и (2.2.43), находим выражение для интеграла по

истории движения заряда с точностью до второго порядка по эксцентриситету

𝐽 (2)(𝜉, 𝜑, 𝑒) =
1

8

√
𝜋
[︁
4
√
2 cos(𝜑− 𝜉)− 4

√
2 sin(𝜑− 𝜉) + 2

√
2𝑒 cos𝜑− 2

√
2𝑒 sin𝜑

+ (8− 2
√
2)𝑒 cos(𝜑− 2𝜉)− (8− 2

√
2)𝑒 sin(𝜑− 2𝜉) + 𝑒2 sin

(︁
𝜉 + 𝜑+

𝜋

4

)︁
+𝑒2 cos

(︁
𝜉 + 𝜑+

𝜋

4

)︁
+ (8

√
2− 6)𝑒2 sin

(︁
𝜉 − 𝜑+

𝜋

4

)︁
−(8

√
2− 9

√
3− 1)𝑒2 cos

(︁
3𝜉 − 𝜑− 𝜋

4

)︁]︁
. (2.2.59)
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Наконец, интегрируя квадрат интеграла 𝐽 (2)(𝜉, 𝜑, 𝑒) по полярному углу 𝜑 с помощью соот­

ношений (2.2.33), мы приходим к квадратичному приближению для мощности излучения

нерелятивистского заряда на эллиптической орбите

𝑊
(2)
3 (𝜉) =

𝜋

128
𝑔2𝜔3

0𝑎
2
[︁
32 + 64

√
2𝑒 cos 𝜉 + 32(1 +

√
2)𝑒2 + 8(9

√
3− 4

√
2)𝑒2 cos 2𝜉

+ 8𝑒2 sin 2𝜉 + 4𝑒3 sin 𝜉 − 4(2
√
2 + 9

√
3− 18

√
6)𝑒3 cos 𝜉 + 4(2

√
2− 1)𝑒3 sin 3𝜉

+ 12(3
√
3− 2

√
2)𝑒3 cos 3𝜉 + (269 + 9

√
3− 56

√
2− 72

√
6)𝑒4 + (8

√
2− 6)𝑒4 sin 2𝜉

+ 2(32
√
2− 27

√
3 + 36

√
6− 70)𝑒4 cos 2𝜉 + (9

√
3 + 1− 8

√
2)𝑒4 sin 4𝜉

+ (9
√
3 + 1− 8

√
2)𝑒4 cos 4𝜉

]︁
. (2.2.60)

Нормируя мощность излучения на ее значение для 𝑒 = 0

𝑊
(2)

3 (𝜉) =
4

𝜋𝑔2𝜔3
0𝑎

2
𝑊

(2)
3 (𝜉), (2.2.61)

с помощью ур. (2.2.6) находим зависимость мощности излучения от запаздывающего вре­

мени для различных значений эксцентриситета 𝑒 ≤ 0,3 (см. рис. (2.4)). Отсюда видно, что

мощность излучения заряда принимает максимальное значение после прохождения зарядом

перицентра орбиты, соответствующего моменту времени 𝑡 = 0. Это является признаком про­

явления хвостового вклада в излучение заряда на эллиптической орбите.

Найдем зависимость положений точек экстремума мощности излучения от эксцентри­

ситета орбиты. Для этого найдем нули первой производной нормированной мощности излу­

чения (2.2.61)

𝑑𝑊
(2)

3

𝑑𝜉
=

1

32

[︁
− 64

√
2𝑒 sin 𝜉 + 16𝑒2 cos 2𝜉 − 16(9

√
3− 4

√
2)𝑒2 sin 2𝜉 + 4𝑒3 cos 𝜉

+ 4(2
√
2 + 9

√
3− 18

√
6)𝑒3 sin 𝜉 + 12(2

√
2− 1)𝑒3 cos 3𝜉 − 36(3

√
3− 2

√
2)

× 𝑒3 sin 3𝜉 + 4(70− 32
√
2 + 27

√
3− 36

√
6)𝑒4 sin 2𝜉 + 4(4

√
2− 3)𝑒4 cos 2𝜉

− 4(9
√
3 + 1− 8

√
2)𝑒4 sin 4𝜉 + 4(9

√
3 + 1− 8

√
2)𝑒4 cos 4𝜉

]︁
= 0. (2.2.62)

Для начала мы находим корни ур. (2.2.62) графически. Из рис. (2.5) видно, что максимум

мощности излучения достигается после прохождения зарядом перицентра орбиты 𝜉 = 2𝜋𝑛,

𝑛 ∈ Z, по аналогии с максимумом мощности излучения заряда с Гауссовым ускорением

(см. рис. (2.2)). При этом чем больше эксцентриситет орбиты, тем большим оказывается

сдвиг точек экстремума. Интересно, что точки минимума мощности излучения сдвигаются в

обратную сторону – мощность излучения принимает минимальное значение до прохождения

зарядом апоцентра орбиты 𝜉 = (2𝑛+ 1)𝜋, 𝑛 ∈ Z.
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Рис. 2.4. Зависимость нормированной мощности излучения заряда в квадратичном приближении по

эксцентриситету от запаздывающего времени для 𝑒 = 0,05, 0,1, 0,15, 0,2, 0,25.

Найдем приближенные положения точек экстремума мощности излучения (2.2.60). Для

этого нам достаточно рассмотреть ур. (2.2.62) с точностью до вкладов квадратичных по

эксцентриситету

− 64
√
2 sin 𝜉 + 16𝑒 cos 2𝜉 − 16(9

√
3− 4

√
2)𝑒 sin 2𝜉 + 4𝑒2 cos 𝜉 + 4(2

√
2 + 9

√
3− 18

√
6)𝑒2 sin 𝜉

+ 12(2
√
2− 1)𝑒2 cos 3𝜉 − 36(3

√
3− 2

√
2)𝑒2 sin 3𝜉 +𝒪(𝑒3) = 0. (2.2.63)

Группируя слагаемые, переписываем его как

− sin 𝜉 +
𝑒

4
√
2

[︁
cos 2𝜉 − (9

√
3− 4

√
2) sin 2𝜉

]︁
+

𝑒2

16
√
2

[︁
cos 𝜉 + (2

√
2 + 9

√
3− 18

√
6) sin 𝜉

]︁
+

3𝑒2

16
√
2

[︁
(2
√
2− 1) cos 3𝜉 − 3(3

√
3− 2

√
2) sin 3𝜉

]︁
= 0. (2.2.64)

Преобразуем члены в квадратных скобках к виду синуса суммы или разности. Первая скобка

в ур. (2.2.64) записывается как

cos 2𝜉 − (9
√
3− 4

√
2) sin 2𝜉 = − 1

𝑁1

sin(2𝜉 − 𝛼), (2.2.65)

sin𝛼 = 𝑁1, cos𝛼 = 𝑁1(9
√
3− 4

√
2), (2.2.66)

𝑁1 =
(︁
1 + (9

√
3− 4

√
2)2
)︁−1/2

. (2.2.67)

Аналогично, вторая скобка в ур. (2.2.64) принимает вид

cos 𝜉 + (2
√
2 + 9

√
3− 18

√
6) sin 𝜉 =

1

𝑁2

sin(𝜉 + 𝛽), (2.2.68)

sin 𝛽 = 𝑁2, cos 𝛽 = 𝑁2(2
√
2 + 9

√
3− 18

√
6), (2.2.69)

𝑁2 =
(︁
1 + (2

√
2 + 9

√
3− 18

√
6)2
)︁−1/2

. (2.2.70)
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Наконец, представляем третью скобку в ур. (2.2.64) как

(2
√
2− 1) cos 3𝜉 − 3(3

√
3− 2

√
2) sin 3𝜉 = − 1

𝑁3

sin(3𝜉 − 𝛿), (2.2.71)

sin 𝛿 = 𝑁3(2
√
2− 1), cos 𝛿 = 3𝑁3(3

√
3− 2

√
2), (2.2.72)

𝑁3 =
(︁
(2
√
2− 1)2 + 9(3

√
3− 2

√
2)2
)︁−1/2

. (2.2.73)

В результате, ур. (2.2.64) запишется как

− sin 𝜉 − 𝑒1 sin(2𝜉 − 𝛼) + 𝑒22 sin 𝜉 + 𝛽 − 𝑒23 sin(3𝜉 − 𝛿) = 0, (2.2.74)

𝑒1 =
𝑒

4
√
2𝑁1

, 𝑒22 =
𝑒2

16
√
2𝑁2

, 𝑒23 =
3𝑒2

16
√
2𝑁3

. (2.2.75)

Из рис. (2.5) следует, что точки экстремума мощности излучения лежат близко к точкам

𝜋𝑛, 𝑛 ∈ Z. Тогда будем искать их в следующем виде

𝜉 = 𝜋𝑛+Δ𝜉, 𝑛 ∈ Z, (2.2.76)

где Δ𝜉 ≪ 1 являются малыми сдвигами точек экстремума от моментов прохождения зарядом

перицентра и апоцентра орбиты. Раскладывая ур. (2.2.74) в ряд до первого порядка малости

по Δ𝜉, находим точки экстремума мощности излучения в виде

𝜉 = 𝜋𝑛+ (−1)𝑛
𝑒1𝛼 + (−1)𝑛𝑒22𝛽 + (−1)𝑛𝑒23𝛿

1 + 2(−1)𝑛𝑒1 − 𝑒22 + 3𝑒23
. (2.2.77)

Здесь с достаточной точностью можно использовать следующие приближения

𝛼 ≃ 𝑁1, 𝛽 ≃ 𝑁2, 𝛿 ≃ (2
√
2− 1)𝑁3. (2.2.78)

В соответствии с рис. (2.5), из ур. (2.2.77) следует, что максимумы мощности излучения

сдвигаются вперед во времени относительно моментов прохождения зарядом перицентра

2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ Z

Δ𝜉max =
𝑒1𝛼 + 𝑒22𝛽 + 𝑒23𝛿

1 + 2𝑒1 − 𝑒22 + 3𝑒23
> 0. (2.2.79)

При этом величина сдвига растет квадратично с эксцентриситетом орбиты. Аналогично,

минимумы мощности излучения сдвигаются назад во времени относительно моментов про­

хождения зарядом апоцентра орбиты (2𝑛+ 1)𝜋, 𝑛 ∈ Z

Δ𝜉min = − 𝑒1𝛼− 𝑒22𝛽 − 𝑒23𝛿

1− 2𝑒1 − 𝑒22 + 3𝑒23
< 0, (2.2.80)

в соответствии с рис. (2.5). Полученные уравнения (2.2.79) и (2.2.80) для сдвигов точек экс­

тремума мощности излучения в области значений эксцентриситета 𝑒 ∈ (0, 0,3) хорошо согла­

суется с графическим решением ур. (2.2.62).
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Рис. 2.5. Нули первой производной нормированной мощности излучения заряда на орбитах с экс­

центриситетом 𝑒 = 0,05, 0,1, 0,15, 0,2, 0,25.

2.3. Спектральное распределение излучения

Сравним также спектральные распределения мощности излучения заряда на эллипти­

ческой орбите в размерностях 𝐷 = 3 и 𝐷 = 4. Для этого воспользуемся ур. (1.2.25) для

спектрального распределения мощности скалярного излучения заряда, совершающего про­

извольное периодической движение. Таким образом, нам необходимо вычислить интеграл

𝐼 𝑙𝑛+1, определяемый ур. (1.2.20), для случаев 𝑛 = 2 и 𝑛 = 3.

В случае заряда, движущегося по эллиптической орбите, интеграл 𝐼 𝑙𝑛+1 можно вычис­

лить единым образом для 𝐷 = 3 и 𝐷 = 4. Для этого заметим, что если в размерности четыре

мировая линия заряда имеет вид z(𝑡) = {𝜌(𝑡) cos𝜓(𝑡), 𝜌(𝑡) sin𝜓(𝑡), 0}, то мы получаем

nz(𝑡) = 𝜌(𝑡) cos𝜓(𝑡) cos𝜑 sin 𝜃 + 𝜌(𝑡) sin𝜓(𝑡) sin𝜑 sin 𝜃. (2.3.1)

Здесь 𝜑 и 𝜃 – углы на двумерной сфере. В свою очередь, в 𝐷 = 3, как следует из ур. (2.2.1),

nz(𝑡) = 𝜌(𝑡) cos𝜓(𝑡) cos𝜑+ 𝜌(𝑡) sin𝜓(𝑡) sin𝜑. (2.3.2)

Таким образом, интеграл 𝐼 𝑙3 получается из интеграла 𝐼 𝑙4 подстановкой 𝜃 = 𝜋/2

𝐼 𝑙3 = 𝐼 𝑙4
⃒⃒
𝜃=𝜋/2

. (2.3.3)

Поэтому далее нам достаточно вычислить лишь интеграл 𝐼 𝑙4.

В случае заряда на эллиптической орбите удобно перейти в 𝐼 𝑙4 от интеграла по времени к

интегралу по эксцентриситетной аномалии 𝜉 с помощью соотношений (2.2.3) и (2.2.9). Также

с помощью этих соотношений находим зависимость квадрата скорости заряда от аномалии

v2(𝜉) = 𝑎2𝜔2
0

1 + 𝑒 cos 𝜉

1− 𝑒 cos 𝜉
. (2.3.4)

В результате, интеграл 𝐼 𝑙4 принимает следующий вид

𝐼 𝑙4 =
1

𝜔0

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜉 (1− 𝑒 cos 𝜉)

√︃
1− 𝑎2𝜔2

0

1 + 𝑒 cos 𝜉

1− 𝑒 cos 𝜉
exp

[︀
𝑖𝑙
(︀
𝜉 − 𝑒 sin 𝜉

− 𝜔0𝑎(cos 𝜉 − 𝑒) cos𝜑 sin 𝜃 − 𝜔0𝑏 sin 𝜉 sin𝜑 sin 𝜃
)︀]︀
, (2.3.5)



70

где 𝑏 = 𝑎
√
1− 𝑒2 – малая полуось эллипса. Ур. (2.3.5) определяет спектральное распреде­

ление излучения релятивистского заряда, движущегося по фиксированной эллиптической

орбите с произвольной скоростью. Вычисление данного интеграла в общем случае кажется

затруднительным. Однако, мы можем вычислить его в двух частных случаях – в пределе

заряда на круговой орбите и в пределе нерелятивистского заряда на эллиптической орбите.

Основные характерные различия между спектральными распределениями излучения заряда

в размерностях 𝐷 = 3 и 𝐷 = 4 будут видны уже в этих двух простых случаях.

2.3.1. Заряд на круговой орбите

В случае заряда на круговой орбите 𝑒 = 0 интеграл (2.3.5) может быть вычислен точно

для произвольного значения скорости заряда. Здесь мы имеем

𝑒 = 0 =⇒ 𝑎 = 𝑏 = 𝑅0, 𝑅0𝜔0 = |v| = 𝑣 = Const, (2.3.6)

где 𝑅0 – радиус круговой орбиты, а 𝑣 – постоянная скорость движения заряда. В результате

интеграл 𝐼 𝑙4 значительно упрощается

𝐼 𝑙4 =
1

𝛾𝜔0

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜉 exp
[︁
𝑖𝑙
(︁
𝜉 − 𝑣 sin

(︁
𝜉 − 𝜑+

𝜋

2

)︁
sin 𝜃

)︁]︁
, (2.3.7)

где 𝛾 = (1 − 𝑣2)−1/2 – это релятивистский Лоренц-фактор заряда. C помощью соотношений

(1.2.30) и (1.2.31) мы вычисляем интеграл 𝐼 𝑙4, приводя его к виду

𝐼 𝑙4 =
2𝜋

𝛾𝜔0

𝑒𝑖𝑙(𝜑−𝜋/2)𝐽𝑙(𝑣𝑙 sin 𝜃). (2.3.8)

Отсюда мы находим спектральные распределения излучения в размерностях три и четыре.

Так в размерности 𝐷 = 3 интеграл 𝐼 𝑙3 записывается как

𝐼 𝑙3 = 𝐼 𝑙4
⃒⃒
𝜃=𝜋/2

=
2𝜋

𝛾𝜔0

𝑒𝑖𝑙(𝜑−𝜋/2)𝐽𝑙(𝑣𝑙). (2.3.9)

Соответственно, спектральное распределение мощности излучения заряда имеет вид

𝑊3 =
∞∑︁
𝑙=1

𝜔0𝑙𝑔
2

2𝛾2

∫︁
𝑑𝜑 𝐽2

𝑙 (𝑣𝑙) =
𝜋𝜔0𝑔

2

𝛾2

∞∑︁
𝑙=1

𝑙𝐽2
𝑙 (𝑣𝑙). (2.3.10)

Для удобства сравнения спектральных распределений в размерностях три и четыре введем

нормированное спектральное распределение мощности излучения

𝑊
𝑙

𝑛+1 =
𝑊 𝑙

𝑛+1

𝑊𝑛+1

=⇒ 𝑊
𝑙

3 =
𝑙𝐽2

𝑙 (𝑣𝑙)∑︀∞
𝑛=1 𝑛𝐽

2
𝑛(𝑣𝑛)

. (2.3.11)

Аналитического выражения для суммы такого спектра в литературе не известно. Однако,

при построении спектров она может быть оценена численно.
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Рассмотрим теперь случай 𝐷 = 4. Здесь спектральное распределение мощности излуче­

ния определяется выражением

𝑊4 =
∞∑︁
𝑙=1

𝜔2
0𝑙

2𝑔2

𝛾2

∫︁
𝑑𝜃 sin 𝜃 𝐽2

𝑙 (𝑣𝑙 sin 𝜃). (2.3.12)

С помощью двух последовательных замен переменной интегрирования

𝑥 = cos 𝜃 =⇒ 𝑦 =
√
1− 𝑥2 (2.3.13)

интеграл по полярному углу может быть вычислен как [150]∫︁
𝑑𝜃 sin 𝜃 𝐽2

𝑙 (𝑣𝑙 sin 𝜃) = 2
(𝑣𝑙)2𝑙

(2𝑙 + 1)!
1𝐹2

(︂
𝑙 +

1

2
; 𝑙 +

3

2
, 1 + 2𝑙;−𝑙2𝑣2

)︂
, (2.3.14)

где 1𝐹2(𝑎; 𝑏1, 𝑏2; 𝑧) является обобщенной гипергеометрической функцией. В результате, спек­

тральное распределение мощности излучения принимает вид

𝑊4 = 2
𝜔2
0𝑔

2

𝛾2

∞∑︁
𝑙=1

𝑙2(𝑙+1)

(2𝑙 + 1)!
𝑣2𝑙1𝐹2

(︂
𝑙 +

1

2
; 𝑙 +

3

2
, 1 + 2𝑙;−𝑙2𝑣2

)︂
. (2.3.15)

Для построения нормированного распределения нам необходимо просуммировать этот спектр.

Для этого вернемся к ур. (2.3.12) и просуммируем ряд до вычисления интеграла по поляр­

ному углу [151]
∞∑︁
𝑙=1

𝑙2𝐽2
𝑙 (𝑙 · 𝑣 sin 𝜃) =

𝑣2 sin2 𝜃(4 + 𝑣2 sin2 𝜃)

24(1− 𝑣2 sin2 𝜃)7/2
. (2.3.16)

Получившийся интеграл по полярному углу легко вычисляется [151]. В результате, мощность

излучения заряда принимает вид

𝑊4 =
1

3

𝜔2
0𝑔

2

𝛾2
𝑣2

(1− 𝑣2)3
. (2.3.17)

Отсюда мы легко находим нормированное спектральное распределение мощности излучения

заряда на круговой орбите в размерности четыре

𝑊
𝑙

4 = 6
𝑙2(𝑙+1)

(2𝑙 + 1)!
(1− 𝑣2)3𝑣2(𝑙−1)

1𝐹2

(︂
𝑙 +

1

2
; 𝑙 +

3

2
, 1 + 2𝑙;−𝑙2𝑣2

)︂
. (2.3.18)

Из Рис. (2.6) следует, что в размерностях три и четыре спектральные распределения

излучения имеют одинаковую характерную форму. В нерелятивистском пределе в обоих

случаях основной вклад в излучение дает низшая гармоника 𝑙 = 1. Различия между размер­

ностями проявляются с увеличением скорости заряда. Так в размерности 𝐷 = 3 максимум

спектра излучения приходится на более низкие гармоники, чем в размерности 𝐷 = 4. Исходя

из общего выражения для спектрального распределения мощности излучения в размерности

𝐷 = 𝑛 + 1 (1.2.24), можно предположить, что в высших размерностях картина будет проти­

воположной – максимум спектра будет сдвигаться в сторону более высоких гармоник.
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Рис. 2.6. Спектральные распределения мощности излучения заряда на круговой орбите в размерно­

стях три и четыре для значений скорости заряда 𝑣 = 0,01, 0,2, 0,7, 0,9.

2.3.2. Нерелятивистский заряд на эллиптической орбите

Рассмотрим теперь второй частный случай – излучение нерелятивистского заряда на

эллиптической орбите. Именно этот случай представляет основной интерес. Во-первых, про­

явление хвостового сигнала в излучении было явно продемонстрировано нами лишь в нере­

лятивистском пределе. Во-вторых, для круговых орбит в Главе 1 нами было показано, что в

ультрарелятивистском пределе зависимость излучения от истории движения заряда локали­

зуется на малом отрезке собственного времени, предшествующем запаздывающему времени.

Логично ожидать, что и в случае эллиптических орбит хвостовой вклад в излучение должен

локализовываться в ультрарелятивистском пределе.

В нерелятивистском пределе

|v| = 𝑎𝜔0

√︃
1 + 𝑒 cos 𝜉

1− 𝑒 cos 𝜉
≪ 1 =⇒ 𝑎𝜔0 ≡ 𝑣𝑐 ≪ 1 (2.3.19)

интеграл 𝐼 𝑙4 с точностью до вкладов первого порядка малости имеет вид

𝐼 𝑙4 =
1

𝜔0

𝑒𝑖𝑙𝑣𝑐𝑒 cos𝜑 sin 𝜃

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜉 (1− 𝑒 cos 𝜉)𝑒𝑖𝑙(𝜉−𝑒 sin 𝜉)
[︁
1− 𝑖𝑙𝑣𝑐

√
1− 𝑒2 sin 𝜉 sin𝜑 sin 𝜃

− 𝑖𝑙𝑣𝑐 cos 𝜉 cos𝜑 sin 𝜃 +𝒪(𝑣2𝑐 )
]︁
. (2.3.20)

Здесь мнимую экспоненту перед интегралом можно отбросить, так как далее нас будет инте­

ресовать лишь квадрат модуля 𝐼 𝑙4. Также можно легко показать, что вклад нулевого порядка
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по характерной скорости заряда 𝑣𝑐 равен нулю∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜉 (1− 𝑒 cos 𝜉)𝑒𝑖𝑙(𝜉−𝑒 sin 𝜉) = 0. (2.3.21)

В результате, интеграл 𝐼 𝑙4 в нерелятивистском пределе сводится к сумме двух интегралов

𝐼 𝑙4 = −𝑖 𝑙𝑣𝑐
𝜔0

sin 𝜃

[︂√
1− 𝑒2 sin𝜑

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜉 (1− 𝑒 cos 𝜉) sin 𝜉 𝑒𝑖𝑙(𝜉−𝑒 sin 𝜉)

+ cos𝜑

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜉 (1− 𝑒 cos 𝜉) cos 𝜉 𝑒𝑖𝑙(𝜉−𝑒 sin 𝜉)

]︂
. (2.3.22)

Данные интегралы после несложных преобразований сводятся к комбинациям интегралов

вида [150] ∫︁ 𝜋

0

𝑑𝑥 sin(𝑛𝑥) sin(𝑧 sin𝑥) =
𝜋

2
(1− (−1)𝑛)𝐽𝑛(𝑧), 𝑛 ∈ Z, (2.3.23)∫︁ 𝜋

0

𝑑𝑥 cos(𝑛𝑥) cos(𝑧 sin𝑥) =
𝜋

2
(1 + (−1)𝑛)𝐽𝑛(𝑧), 𝑛 ∈ Z. (2.3.24)

Подробное вычисление интеграла (2.3.22) см. в Приложении 2. В результате для двух инте­

гралов в ур. (2.3.22) получаем∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜉 (1− 𝑒 cos 𝜉) sin 𝜉 𝑒𝑖𝑙(𝜉−𝑒 sin 𝜉) = 𝑖𝜋𝐴𝑙(𝑒), (2.3.25)∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜉 (1− 𝑒 cos 𝜉) cos 𝜉 𝑒𝑖𝑙(𝜉−𝑒 sin 𝜉) = 𝜋𝐵𝑙(𝑒), (2.3.26)

где мы ввели обозначения

𝐴𝑙(𝑒) =
[︁
𝐽𝑙−1(𝑒𝑙)− 𝐽𝑙+1(𝑒𝑙)−

𝑒

2
𝐽𝑙−2(𝑒𝑙) +

𝑒

2
𝐽𝑙+2(𝑒𝑙)

]︁
, (2.3.27)

𝐵𝑙(𝑒) =
[︁
𝐽𝑙−1(𝑒𝑙) + 𝐽𝑙+1(𝑒𝑙)− 𝑒𝐽𝑙(𝑒𝑙)−

𝑒

2
𝐽𝑙−2(𝑒𝑙)−

𝑒

2
𝐽𝑙+2(𝑒𝑙)

]︁
. (2.3.28)

Таким образом, в нерелятивистском пределе интеграл 𝐼 𝑙4 имеет вид

𝐼 𝑙4 =
𝜋𝑙𝑣𝑐
𝜔0

sin 𝜃
[︁
𝐴𝑙(𝑒)

√
1− 𝑒2 sin𝜑− 𝑖𝐵𝑙(𝑒) cos𝜑

]︁
. (2.3.29)

По аналогии с круговыми орбитами, отсюда мы находим нормированные спектральные

распределения мощности излучения нерелятивистского заряда на эллиптической орбите в

размерностях три и четыре

𝑊
𝑙

3 =
𝑙3 [𝐴2

𝑙 (𝑒)(1− 𝑒2) +𝐵2
𝑙 (𝑒)]∑︀∞

𝑛=1 𝑛
3 [𝐴2

𝑛(𝑒)(1− 𝑒2) +𝐵2
𝑛(𝑒)]

, 𝑊
𝑙

4 =
𝑙4 [𝐴2

𝑙 (𝑒)(1− 𝑒2) +𝐵2
𝑙 (𝑒)]∑︀∞

𝑛=1 𝑛
4 [𝐴2

𝑛(𝑒)(1− 𝑒2) +𝐵2
𝑛(𝑒)]

. (2.3.30)

Здесь нормировочные множители также могут быть легко просуммированы численно.

Из Рис. (2.7) следует, что в размерностях 𝐷 = 3 и 𝐷 = 4 спектральные распределения

излучения также имеют схожий характерный вид. В обоих случаях для орбит с низким
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Рис. 2.7. Спектральные распределения мощности излучения нерелятивистского заряда на эллипти­

ческой орбите в размерностях 𝐷 = 3 и 𝐷 = 4 для значений эксцентриситета 𝑒 = 0,1, 0,5, 0,7, 0,9.

эксцентриситетом 𝑒→ 0 основной вклад в излучение дают низшие гармоники 𝑙 = 1. Различия

между размерностями начинают проявляться по мере увеличения эксцентриситета орбиты.

Так для орбит с высоким эксцентриситетом 𝑒 → 1 в размерности 𝐷 = 3 максимум спектра

приходится на более низкие гармоники, чем в 𝐷 = 4, по аналогии со спектрам излучения

ультрарелятивистских зарядов на круговых орбитах. Из ур. (1.2.25) и (2.3.30) также можно

предположить, что в высших размерностях будет противоположная картина – максимумы

спектров будут сдвигаться в сторону высших гармоник.

2.4. Выводы

В Главе 2 нашей целью было исследование нелокальных эффектов в гравитационном из­

лучении двойных систем в теориях с нечетным числом некомпактных дополнительных изме­

рений пространства-времени, связанных с нарушением принципа Гюйгенса. Мы рассмотрели

простую модель скалярного поля, взаимодействующего с точечным зарядом, движущимся

по фиксированной эллиптической орбите в трехмерном пространстве-времени Минковского.

Хотя эта модель физически нежизнеспособна, она все же улавливает эффекты, возникающие

в результате нарушения принципа Гюйгенса, которые ожидаются в гравитационном излуче­

нии эллиптических двойных систем в реалистичных моделях гравитации с нечетным числом

некомпактных дополнительных измерений, таких как RS2 и DGP модели.
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Было показано, что нарушение принципа Гюйгенса в трех измерениях приводит к фор­

мированию характерного хвостового сигнала в излучении заряда. В частности, он прояв­

ляется в смещении точек экстремума мощности излучения заряда во времени от моментов

прохождения зарядом перицентра и апоцентра орбиты (2.2.77). Также получено спектраль­

ное распределение мощности излучения заряда. Установлено, что в трех измерениях про­

странства-времени спектральное распределение мощности излучения заряда на эллиптиче­

ской орбите имеет характерный вид, аналогичный его четырехмерному аналогу. Однако его

максимум соответствует более низким гармоникам спектра по сравнению с четырехмерным

случаем (см. рис. (2.6) и (2.7)).

Заметим, что аналогичное проявление хвостовых сигналов в излучении в нечетных

размерностях было найдено в работах [28] и [84] на простых примерах источников излуче­

ния. Так в работе [28] было продемонстрировано проявление хвостового вклада в излучение

скалярного заряда, живущего конечный интервал времени, в рамках скалярного аналога

RS1-модели. В свою очередь, в работе [84] был найден хвостовой вклад в электромагнитное

и гравитационное излучение гармонически осциллирующего источника в нечетных размер­

ностях. Однако, в нашей работе было доказано проявление хвостовых сигналов в излучении

астрофизически реалистичного источника гравитационных волн в нечетных размерностях.



76

Глава 3

Гравитационное излучение в пятимерной ОТО

В этой Главе мы исследуем признаки нечетного числа дополнительных измерений в

гравитационном излучении, связанные с нарушением принципа Гюйгенса в балке нечетной

размерности. Используемую нами модель можно рассматривать как ADD-модель [13] в пре­

деле бесконечного радиуса компактификации. Хотя данная модель явно феноменологически

нежизнеспособна, она полезна как простая аналитически решаемая модель, улавливающая

основные особенности более реалистичных сценариев. Мы рассматриваем систему двух то­

чечных масс, движущихся внутри плоской 3-браны, вложенной в пятимерное пространство

Минковского, и взаимодействующих друг с другом через безмассовое скалярное поле, лока­

лизованное на бране. При этом гравитационное излучение испускается в полный пятимерный

балк. Такая модель позволяет избежать трудностей, связанных с учетом натяжений гравита­

ционного поля, связывающих систему и требующих разложения гравитационного Лагранжи­

ана с точностью до кубических членов, и позволяет ограничиться линеаризованной теорией.

Мы вычисляем гравитационное излучение в линеаризованной пятимерной ОТО, выделяя

излучаемую часть запаздывающего гравитационного поля в соответствии с подходом Рор­

лиха-Тейтельбойма. В нерелятивистском пределе мы получаем аналог квадрупольной форму­

лы, содержащий интеграл по истории движения частиц, предшествующей запаздывающему

времени. Мы также показываем, что для наблюдателя на бране гравитационное излучение

содержит третью поляризацию – так называемую «дышащую» моду.

3.1. Модель двойной системы на бране

Как известно, гравитационное излучение системы точечных частиц, взаимодействую­

щих гравитационно, отличается от электромагнитного излучения точечных зарядов нело­

кальностью источника в соответствующем уравнении Даламбера, учитывающего вклад на­

тяжений гравитационного поля, связывающих систему. А именно, в первом случае мы не

можем ограничиться линейным приближением для уравнений движения гравитационного

поля, а должны включить в источник излучения квадратичную часть тензора Риччи, пред­

ставляющую эти натяжения [156]. Чтобы упростить задачу, мы вводим скалярное поле, ло­

кализованное на бране и задающее связывающие двойную систему силы, предполагая, что

эти силы намного больше сил гравитационного взаимодействия частиц, и пренебрегая по­
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Рис. 3.1. Область постановки вариационной задачи для модели мира на бране.

следними. В нашей модели гравитационное излучение можно последовательно описать, ис­

пользуя лишь линеаризованную гравитацию и учитывая при этом нелокальность источника

гравитационного поля, связанную со вкладом натяжений скалярного поля. Мы не уточня­

ем физический механизм локализации частиц и скалярного поля на бране, фокусируясь на

выявлении особенностей гравитационного излучения в пространстве-времени нечетной раз­

мерности, связанных с нарушением принципа Гюйгенса.

3.1.1. Полная нелинейная модель

Начнем с геометрической формулировки полной нелинейной теории. В нашей модели мы

рассматриваем незамкнутую бесконечную 3-брану Σ, погруженную в пятимерный балк ℳ

с одним бесконечным дополнительным измерением. Мы считаем двойную систему точечных

частиц и скалярное поле, через которое они взаимодействуют, локализованными на бране.

Мы покрываем ℳ координатами 𝑋𝐴, 𝐴 = 0, 4 и обозначаем метрику в балке как

𝑑𝑠2 = 𝒢𝐴𝐵𝑑𝑋
𝐴𝑑𝑋𝐵, 𝒢𝐴𝐵 ∝ (−++++). (3.1.1)

Брана Σ является времени-подобной гиперповерхностью, заданной как с помощью уравнения

вложения в балк, так и параметризацией координат 𝑍𝐴 ее мировой поверхности

𝑦(𝑋) = 0 ⇐⇒ 𝑍𝐴 = 𝑍𝐴(𝑥), (3.1.2)

где 𝑥𝛼, 𝛼 = 0, 3 – координаты на бране (см. рис. (3.1)). Считаем, что функция 𝑦(𝑋) возрас­

тает в направлении возрастания координаты вдоль дополнительного измерения. Определим

единичный вектор нормали 𝑛𝐴 к 3-бране Σ, ориентированный в направлении возрастания
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𝑦(𝑋) (см., например, [157])

𝑛𝐴 =
𝜀𝒢𝐴𝐵𝜕𝐵𝑦

|𝒢𝑀𝑁𝜕𝑀𝑦𝜕𝑁𝑦|1/2
, 𝜀 = 𝑛2

𝐴 = sgn((𝜕𝑀𝑦)
2) = 1. (3.1.3)

Также определяем индуцированную метрику на бране

𝑔𝜇𝜈(𝑥) = 𝜕𝜇𝑍
𝐴(𝑥)𝜕𝜈𝑍

𝐵(𝑥)𝒢𝐴𝐵(𝑍(𝑥)) ≡ 𝑒𝐴𝜇 (𝑥)𝑒
𝐵
𝜈 (𝑥)𝒢𝐴𝐵. (3.1.4)

Далее все Якобианы преобразования координат мы будем обозначать как 𝑒......, где верхний

и нижний индексы будут определять конкретное преобразование координат. Наконец, мы

определяем внешнюю кривизну браны как [157]

𝐾𝛼𝛽 = 𝑒𝐴𝛼𝑒
𝐵
𝛽 ∇𝐵𝑛𝐴. (3.1.5)

Аналогично, далее индексы у ковариантных производных будут определять, по каким коор­

динатам и какой метрике они вычисляются.

Вариационная задача для нашей модели ставится в ограниченной области Ω балка ℳ

с границей 𝜕Ω (см. рис. (3.1)). Область Ω выбираем так, чтобы она охватывала брану Σ с

двух сторон. Граница 𝜕Ω состоит из двух пространственно-подобных гиперповерхностей Ψ𝑖/𝑓

и времени-подобной гиперповерхности ℬ, замыкающей 𝜕Ω (см. рис. (3.1))

𝜕Ω = Ψ𝑖 ∪ ℬ ∪Ψ𝑓 , ℬ = ℬ− ∪ ℬ𝐿 ∪ ℬ𝑅 ∪ ℬ+. (3.1.6)

Мы вводим на границе 𝜕Ω координатную систему 𝒴𝑎 и единичный вектор нормали 𝒩𝐴,

направленный наружу из Ω

𝒩𝐴𝑒
𝐴
𝑎 = 0, 𝒩 2

𝐴 = ℰ = ±1. (3.1.7)

Здесь Якобиан преобразования координат 𝑒𝐴𝑎 также задает набор 5-векторов, касательных

к границе 𝜕Ω [157]. Мы также определяем на 𝜕Ω индуцированную метрику ℋ𝑎𝑏 и внешнюю

кривизну 𝒦𝑎𝑏

ℋ𝑎𝑏 = 𝑒𝐴𝑎 𝑒
𝐵
𝑏 𝒢𝐴𝐵, 𝒦𝑎𝑏 = 𝑒𝐴𝑎 𝑒

𝐵
𝑏 ∇𝐵𝒩𝐴. (3.1.8)

Область Ω вырезает из браны Σ ограниченную часть 𝜎 с границей 𝜕𝜎

𝜎 = Ω ∩ Σ, 𝜕𝜎 = 𝜕Ω ∩ Σ. (3.1.9)

Мы считаем, что динамика гравитационного поля в балке ℳ описывается пятимерной

ОТО. Таким образом, действие нашей модели имеет вид

𝑆[𝒢𝐴𝐵, 𝑍
𝐴] =

1

2𝜅5

∫︁
Ω

𝑑5𝑋
√
−𝒢ℛ+

1

𝜅5

∮︁
𝜕Ω

𝑑4𝒴
√︀
|ℋ|ℰ𝒦

− Λ

∫︁
𝜎

𝑑4𝑥
√
−𝑔 +

∫︁
𝜎

𝑑4𝑥
√
−𝑔ℒmat. (3.1.10)
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Здесь ℛ является скаляром Риччи, построенным из метрики 𝒢𝐴𝐵 в балке, ℒmat схематически

обозначает Лагранжиан материи, локализованной на бране, и мы ввели действие Намбу­

Гото для браны с натяжением Λ. Также для корректной постановки вариационной задачи

мы добавили в действие граничный член Гиббонса-Хокинга на 𝜕Ω [157—159]. Заметим, что

действие (3.1.10) инвариантно относительно пятимерных диффеоморфизмов балка, а так­

же относительно четырехмерных диффеоморфизмов на бране. Мы накладываем граничное

условие Дирихле на вариацию метрики на 𝜕Ω и граничное условие Неймана на вариации

координат мировой поверхности браны на ℬ

𝛿𝒢𝐴𝐵|𝜕Ω = 𝛿𝑍𝐴
⃒⃒
Ψ𝑖/𝑓

= 𝛿𝜑|𝜕𝜎 = 0,
√
−𝑔𝑔𝜇1/2/3𝒢𝐴𝐵𝜕𝜇𝑍

𝐴
⃒⃒
ℬ = 0. (3.1.11)

Действие двойной системы точечных частиц, локализованных на бране и взаимодейству­

ющих через скалярное поле 𝜙, имеет вид

𝑆𝑝 = −
2∑︁

𝑎=1

∫︁
𝑑𝜏𝑎 (𝑚𝑎 + 𝑔𝑎𝜙(𝑧𝑎))

√︁
−𝑔𝜇𝜈 𝑧̇𝜇𝑎 𝑧̇𝜈𝑎 , 𝑧̇𝜇𝑎 =

𝑑𝑧𝜇𝑎
𝑑𝜏𝑎

. (3.1.12)

Здесь индекс 𝑎 = 1, 2 нумерует частицы, мировые линии частиц 𝑧𝜇𝑎 параметризованны их

собственным временем 𝜏𝑎, а 𝑚𝑎 и 𝑔𝑎 обозначают массу и скалярный заряд 𝑎-ой частицы,

соответственно. Действие безмассового скалярного поля, локализованного на бране, записы­

вается как

𝑆𝜙 = − 1

8𝜋

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜙(𝑥)𝜕𝜈𝜙(𝑥). (3.1.13)

В результате, полное действие материи на бране складывается из ур. (3.1.12) и (3.1.13)∫︁
𝜎

𝑑4𝑥
√
−𝑔ℒmat = 𝑆𝑝[𝑧

𝜇
𝑎 , 𝜙] + 𝑆𝜙[𝜙]. (3.1.14)

Из действия (3.1.10) мы получаем уравнение движения гравитационного поля в виде

ℛ𝐴𝐵 − 1

2
𝒢𝐴𝐵ℛ = 𝜅5𝑇𝐴𝐵 − 𝜅5Λ

∫︁
𝜎

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝑔𝛼𝛽𝑒𝑀𝛼 𝑒𝑁𝛽 𝒢𝑀𝐴𝒢𝑁𝐵

𝛿(5)(𝑋 − 𝑍(𝑥))√
−𝒢

, (3.1.15)

где тензор энергии-импульса материи на бране определяется как

𝑇𝐴𝐵 = − 2√
−𝒢

𝛿𝑆mat

𝛿𝒢𝐴𝐵
. (3.1.16)

Также из ур. (3.1.12) и (3.1.13) мы находим уравнения движения точечных частиц и скаляр­

ного поля на бране

𝑚𝑎(𝜏𝑎)
𝐷𝑧̇𝜇𝑎
𝑑𝜏𝑎

= 𝑔𝑎 (𝑔
𝜇𝜈 + 𝑧̇𝜇𝑎 𝑧̇

𝜈
𝑎) 𝜕𝜈𝜙, 𝑚𝑎(𝜏𝑎) = 𝑚𝑎 + 𝑔𝑎𝜙(𝑧𝑎), (3.1.17)

1√
−𝑔

𝜕𝜇
(︀√

−𝑔𝑔𝜇𝜈𝜕𝜈𝜙
)︀
= 4𝜋

2∑︁
𝑎=1

𝑔𝑎

∫︁
𝑑𝜏𝑎

𝛿(4)(𝑥− 𝑧𝑎)√
−𝑔

. (3.1.18)



80

Систему уравнений движения (3.1.15), (3.1.17) и (3.1.18) необходимо также дополнить урав­

нением движения браны 𝛿𝑆/𝛿𝑍𝐴 = 0. В случае произвольного выбора координатных систем

в балке и на бране последнее уравнение имеет сложный вид. Для удобства вычислений пе­

рейдем в балке в Гауссову систему координат браны, в которой ее мировая поверхность

имеет фиксированные координаты. При остальные уравнения движения также значительно

упростятся.

Гауссова система координат браны

Как было указано выше, действие (3.1.10) обладает двумя видами симметрии – оно

инвариантно относительно диффеоморфизмов в балке и диффеоморфизмов на бране

𝑋𝑀 → 𝑋 ′𝑀 = 𝑋 ′𝑀(𝑋), 𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇 = 𝑥′𝜇(𝑥). (3.1.19)

Их инфинитезимальные версии генерируются векторными полями. Вместе с соответствую­

щими преобразованиями тензоров они имеют следующий вид [122, 157, 160]:

∙ инфинитезимальные диффеоморфизмы балка

𝑋𝑀 → 𝑋 ′𝑀 = 𝑋𝑀 + Ξ𝑀(𝑋), |Ξ𝑀 | ≪ 1, (3.1.20)

𝑇 ′𝑀...
𝑁... (𝑋

′) = 𝑇𝑀...
𝑁... (𝑋) + Ξ𝐴(𝑋)𝜕𝐴𝑇

𝑀...
𝑁... (𝑋)−$Ξ𝑇

𝑀...
𝑁... (𝑋), (3.1.21)

∙ инфинитезимальные диффеоморфизмы браны

𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝜉𝜇(𝑥), |𝜉𝜇| ≪ 1, (3.1.22)

𝑇 ′𝜇...
𝜈...(𝑥

′) = 𝑇 𝜇...
𝜈... (𝑥) + 𝜉𝛼(𝑥)𝜕𝛼𝑇

𝜇...
𝜈... (𝑥)−$𝜉𝑇

𝜇...
𝜈... (𝑥). (3.1.23)

В частности, под действием инфинитезимальных диффеоморфизмов балка координаты ми­

ровой поверхности браны преобразуются как Штюкельберговские поля

𝑍𝐴(𝑥)
Ξ−→ 𝑍𝐴(𝑥) + Ξ𝐴(𝑍). (3.1.24)

Перейдем в балке в Гауссову систему координат браны (ее систему покоя), зафиксировав

калибровочную симметрию (3.1.24) наложением калибровочного условия

𝑍4 = 0, 𝑍𝜇 = 𝑥𝜇. (3.1.25)

При этом в балке сохраняется остаточная калибровочная симметрия, генерируемая вектора­

ми, удовлетворяющими следующим условиям

Ξ4(𝑍) = 0, Ξ𝜇(𝑍) = −𝜉𝜇(𝑥). (3.1.26)
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Таким образом, остаются возможны лишь преобразования координат в балке, согласован­

ные с преобразованиями координат на бране, не выводящие за пределы Гауссовой системы

координат браны [122].

После фиксации такой системы отсчета брана становится фиксированной гиперповерх­

ностью в ℳ. Соответствующая система координат строится (4 + 1)-расслоением балка на

семейство непересекающихся времени-подобных гиперповерхностей. При этом индуцирован­

ная метрика на бране становится частью метрики в балке

𝑔𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑍
𝑀𝜕𝜈𝑍

𝑁𝒢𝑀𝑁 = 𝛿𝑀𝜇 𝛿
𝑁
𝜈 𝒢𝑀𝑁 . (3.1.27)

(4 + 1)-расслоение балка

Построим (4 + 1)-расслоение области Ω на семейство непересекающихся времени-подоб­

ных гиперповерхностей, по аналогии с АДМ-формализмом в Гамильтоновом подходе к ОТО

[157, 160, 161]. Полученная таким образом система координат будет являться Гауссовой си­

стемой координат браны.

Считаем, что вложение браны в Ω задается уравнением (3.1.2), где 𝑦(𝑋) является од­

нозначной функцией расслоения, задающей семейство непересекающихся времени-подобных

гиперповерхностей

𝜎𝑦 =
{︀
𝑋𝑀 | 𝑦(𝑋) = 𝑦 = Const

}︀
⇐⇒ Ω =

⋃︁
𝑦

𝜎𝑦 (3.1.28)

с пространственно-подобным единичным вектором нормали (3.1.3). В этом семействе брана

является гиперповерхностью 𝜎0. Покрываем брану 𝜎0 координатами 𝑥𝛼, 𝛼 = 0, 3. Для их

согласования с координатами на остальных гиперповерхностях 𝜎𝑦 введем семейство непере­

секающихся пространственно-подобных кривых {𝛾𝐴}, проходящих через каждую точку на

𝜎0 и параметризованных значениями функции расслоения в каждой их точке

{𝛾𝐴, ∀𝐴 ∈ 𝜎0} =
{︀
𝑋𝑀(𝑦)

}︀
⇐⇒ 𝑦(𝑋(0)) = 0. (3.1.29)

Тогда системы координат 𝑥𝛼 на остальных гиперповерхностях мы вводим так, чтобы данные

кривые являлись линиями постоянных координат

𝛾𝐴 : 𝑥𝛼(𝐴) = 𝑥𝛼(𝐴′), 𝐴 ∈ 𝜎0, 𝐴′ ∈ 𝜎𝑦, 𝐴,𝐴′ ∈ 𝛾𝐴, (3.1.30)

𝛾𝐵 : 𝑥𝛼(𝐵) = 𝑥𝛼(𝐵′), 𝐵 ∈ 𝜎0, 𝐵′ ∈ 𝜎𝑦, 𝐵,𝐵′ ∈ 𝛾𝐵. (3.1.31)

Семейство касательных векторов к этим кривым образует поле вектора расслоения 𝑦𝑀

𝑦𝑀 =
𝑑𝑋𝑀

𝑑𝑦
, ∀𝛾𝐴, 𝑦𝑀𝜕𝑀𝑦 =

𝑑𝑋𝑀

𝑑𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑋𝑀
=
𝑑𝑦

𝑑𝑦
= 1. (3.1.32)
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Таким образом, мы получаем расслоение Ω на семейство времени-подобных гиперповерхно­

стей 𝜎𝑦, параметризованных согласованными координатами 𝑥𝛼.

В результате мы получили (4 + 1)-расслоенную координатную систему на Ω

𝑋𝑀 = 𝑋𝑀(𝑥𝛼, 𝑦). (3.1.33)

Элементы Якобиана такого координатного преобразования являются касательными вектора­

ми к 𝜎𝑦 и вектором расслоения

𝑒𝑀𝛼 (𝑥𝛼, 𝑦) =
𝜕𝑋𝑀

𝜕𝑥𝛼
, 𝑦𝑀(𝑥𝛼, 𝑦) =

𝜕𝑋𝑀

𝜕𝑦
. (3.1.34)

В расслоенной координатной системе {𝑥𝛼, 𝑦} они имеют простой вид

𝑒𝑀𝛼
*
= 𝛿𝑀𝛼 , 𝑦𝑀

*
= 𝛿𝑀𝑦 , (3.1.35)

где *
= обозначает равенство в определенной систем координат. При этом, касательные векто­

ры к 𝜎𝑦 Ли-переносимы вдоль вектора расслоения

$𝑦𝑒
𝐴
𝛼 = 𝑦𝑀𝜕𝑀𝑒

𝐴
𝛼 − 𝑒𝑀𝛼 𝜕𝑀𝑦

𝐴 =
𝜕2𝑋𝐴

𝜕𝑦𝜕𝑥𝛼
− 𝜕2𝑋𝐴

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑦
= 0. (3.1.36)

Переписывая вектор нормали к 𝜎𝑦 (3.1.3) и вектор расслоения как

𝑛𝐴 = 𝑁(𝑥, 𝑦)𝜕𝐴𝑦, 𝑦𝐴 = 𝑁𝑛𝐴 +𝑁𝛼𝑒𝐴𝛼 , (3.1.37)

вводим функцию хода 𝑁(𝑥, 𝑦) и вектор сдвига 𝑁𝛼(𝑥, 𝑦). В результате, метрика в балке запи­

сывается в (4 + 1)-расслоенных координатах как

𝑑𝑠2 = 𝒢𝐴𝐵𝑑𝑋
𝐴𝑑𝑋𝐵 = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥

𝛼𝑑𝑥𝛽 + 2𝑁𝛼𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑦 +

(︀
𝑁2

𝛼 +𝑁2
)︀
𝑑𝑦2, (3.1.38)

где мы ввели индуцированную метрику на гиперповерхностях 𝜎𝑦 как

𝑔𝜇𝜈(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑀𝜇 𝑒
𝑁
𝜈 𝒢𝑀𝑁 . (3.1.39)

Отсюда находим выражение для детерминанта метрики в балке в расслоенном виде

√
−𝒢 = 𝑁

√
−𝑔. (3.1.40)

Так как действие гравитационного поля (3.1.10) содержит граничный член, определен­

ный на 𝜕Ω, необходимо также построить расслоение границы. Будем считать, что ее части

ℬ− и ℬ+, не пересекающие брану (см. рис. (3.1)), являются граничными гиперповерхностями

расслоения: ℬ− = 𝜎𝑦− и ℬ+ = 𝜎𝑦+ , где 𝑦 ∈ (𝑦−, 𝑦+). В свою очередь, объединение остальных

частей границы 𝒞 = Ψ𝑖∪ℬ𝐿∪Ψ𝑓 ∪ℬ𝑅 будет расслаиваться границами 𝜕𝜎𝑦 гиперповерхностей
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xα

σy

∂σy

σy− σy+Ω

θi

rα

nα

𝒞

Рис. 3.2. Расслоение области постановки вариационной задачи Ω и ее границы 𝜕Ω.

𝜎𝑦. А именно, определим поверхность 𝜕𝜎𝑦 как границу 𝜎𝑦, образованную ее пересечением с

𝒞 (см. рис. (3.2))

𝜕𝜎𝑦 = 𝜎𝑦 ∩ 𝒞. (3.1.41)

Покрываем 𝜕𝜎𝑦 координатами 𝜃𝑖 и вводим единичный 4-вектор нормали 𝑟𝜇 к ней

𝜕𝜎𝑦 : 𝑥
𝜇 = 𝑥𝜇(𝜃), 𝑟2𝜇 = 𝜖 = ±1. (3.1.42)

Соответствующий 5-вектор нормали ортогонален вектору нормали к 𝜕𝜎𝑦

𝑟𝑀 = 𝑟𝜇𝑒𝑀𝜇 =⇒ 𝑟𝑀𝑛𝑀 = 𝑟𝜇𝑒𝑀𝜇 𝑛𝑀 = 0. (3.1.43)

Отсюда мы определяем 4- и 5-векторы касательные к поверхности 𝜕𝜎𝑦

𝑒𝛼𝑖 =
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝜃𝑖
, 𝑟𝛼𝑒

𝛼
𝑖 = 0, (3.1.44)

𝑒𝐴𝑖 = 𝑒𝛼𝑖 𝑒
𝐴
𝛼 =

𝜕𝑋𝐴

𝜕𝜃𝑖
, 𝑟𝐴𝑒

𝐴
𝑖 = 𝒢𝐴𝐵𝑟

𝛼𝑒𝐴𝛼𝑒
𝐵
𝛽 𝑒

𝛽
𝑖 = 𝑔𝛼𝛽𝑟

𝛼𝑒𝛽𝑖 = 0. (3.1.45)

Из полученных касательных векторов строим индуцированную метрику на 𝜕𝜎𝑦

H𝑖𝑗 = 𝑔𝜇𝜈𝑒
𝜇
𝑖 𝑒

𝜈
𝑗 = 𝒢𝑀𝑁𝑒

𝑀
𝜇 𝑒

𝑁
𝜈 𝑒

𝜇
𝑖 𝑒

𝜈
𝑗 = 𝒢𝑀𝑁𝑒

𝑀
𝑖 𝑒

𝑁
𝑗 , (3.1.46)

𝑑𝑠2
⃒⃒
𝜕𝜎𝑦

= 𝒢𝐴𝐵𝑒
𝐴
𝑖 𝑒

𝐵
𝑗 𝑑𝜃

𝑖𝑑𝜃𝑗 = H𝑖𝑗𝑑𝜃
𝑖𝑑𝜃𝑗. (3.1.47)

Соответствующие условия полноты для обратных метрик на 𝜕𝜎𝑦 имеют вид [157]

𝑔𝜇𝜈 |𝜕𝜎𝑦
= 𝜖𝑟𝜇𝑟𝜈 +H𝑖𝑗𝑒𝜇𝑖 𝑒

𝜈
𝑗 , 𝒢𝐴𝐵

⃒⃒
𝜕𝜎𝑦

= 𝑛𝐴𝑛𝐵 + 𝜖𝑟𝐴𝑟𝐵 +H𝑖𝑗𝑒𝐴𝑖 𝑒
𝐵
𝑗 . (3.1.48)

Также мы строим внешнюю кривизну на 𝜕𝜎𝑦

K𝑖𝑗 = 𝑒𝛼𝑖 𝑒
𝛽
𝑗∇𝛽𝑟𝛼 = 𝑒𝛼𝑖 𝑒

𝛽
𝑗K𝛼𝛽, K = H𝑖𝑗K𝑖𝑗. (3.1.49)
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Наконец, по аналогии с координатами на 𝜎𝑦, мы согласуем координатные системы на гра­

ницах 𝜕𝜎𝑦 с помощью семейства пространственно-подобных кривых {𝛽𝑃} ∈ 𝒞, являющихся

интегральными кривыми вектора нормали 𝑛𝐴 к гиперповерхностям 𝜎𝑦 и лежащими на 𝒞

𝛽𝑃 : 𝜃𝑖(𝑃 ) = 𝜃𝑖(𝑃 ′), 𝑃 ∈ 𝜕𝜎𝑦, 𝑃 ′ ∈ 𝜕𝜎𝑦′ , 𝑃, 𝑃 ′ ∈ 𝛽𝑃 . (3.1.50)

В частности, вектор нормали 𝑛𝐴 на границе 𝒞 принимает следующий вид

𝑛𝐴 = 𝑁(𝑥𝛼, 𝑦)𝜕𝐴𝑦, 𝑛𝐴𝑛𝐴 = 1 =⇒ 𝑛𝐴
⃒⃒
𝜕𝜎𝑦

=
1

𝑁

(︂
𝜕𝑋𝐴

𝜕𝑦

)︂
𝜃𝑖
. (3.1.51)

Саму границу 𝒞 мы покрываем координатами 𝒴𝑎

𝑋𝑀 = 𝑋𝑀(𝒴𝑎) ∈ 𝒞. (3.1.52)

При этом, так как граница 𝒞 образуется мноеством границ гиперповерхностей 𝜎𝑦

𝒞 =
⋃︁
𝑦

𝜕𝜎𝑦, (3.1.53)

то вектором нормали к ней является введенный нами ранее единичный вектор 𝑟𝐴 (см. ур.

(3.1.43)). Мы также определяем векторы касательные к 𝒞 стандартным образом

𝑒𝐴𝑎 =
𝜕𝑋𝐴

𝜕𝒴𝑎
(3.1.54)

и с их помощью строим индуцированную метрику на 𝒞

ℋ𝑎𝑏 = 𝒢𝐴𝐵𝑒
𝐴
𝑎 𝑒

𝐵
𝑏 , 𝒢𝐴𝐵

⃒⃒
𝒞 = 𝜖𝑟𝐴𝑟𝐵 +ℋ𝑎𝑏𝑒𝐴𝑎 𝑒

𝐵
𝑏 , (3.1.55)

а также внешнюю кривизну на 𝒞

𝒦𝑎𝑏 = 𝑒𝐴𝑎 𝑒
𝐵
𝑏 ∇𝐵𝑟𝐴, 𝒦 = ℋ𝑎𝑏𝒦𝑎𝑏. (3.1.56)

За счет согласования координатных систем на всех границах 𝜕𝜎𝑦 они вместе с функцией

расслоения 𝑦(𝑋) могут служить частным случаем координат на 𝒞

𝒴𝑎 = 𝒴𝑎(𝜃𝑖, 𝑦). (3.1.57)

С помощью ур. (3.1.51) vожно легко показать, что в таких расслоенных координатах инду­

цированная метрика на 𝒞 принимает следующий вид

𝑑𝑠2
⃒⃒
𝒞 = H𝑖𝑗𝑑𝜃

𝑖𝑑𝜃𝑗 +𝑁2𝑑𝑦2, (3.1.58)

ℋ𝑎𝑏𝑑𝒴𝑎𝑑𝒴𝑏 *
= H𝑖𝑗𝑑𝜃

𝑖𝑑𝜃𝑗 +𝑁2𝑑𝑦2. (3.1.59)

Здесь мы специально используем те же обозначения для координат на 𝒞, ее индуцированной

метрики и внешней кривизны, что и для координат на 𝜕Ω и ее характеристик (см. ур. (3.1.8) и

(3.1.10)), т.к. поверхность 𝒞 является частью границы 𝜕Ω. Отсюда легко находим выражение

для детерминанта индуцированной метрики на 𝒞 в расслоенных координатах

ℋ = H𝑁2 =⇒
√︀

|ℋ| = 𝑁
√︀

|H|. (3.1.60)
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Действие модели в (4 + 1)-расслоенном виде

Исходя из проведенных построений, запишем действие (3.1.10) в (4+1)-расслоенном ви­

де. При этом действие гравитационного поля примет вид, аналогичный (3+1)-расслоенному

действию в Гамильтоновом подходе к ОТО [157, 160, 161].

Начнем преобразование действия (3.1.10) к (4+1)-расслоенному виду с члена Гиббонса­

Хокинга на границе балка 𝜕Ω. Для этого учтем, что 𝜕Ω образуется тремя гиперповерхностя­

ми

𝜕Ω = (−𝜎𝑦−) ∪ 𝒞 ∪ 𝜎𝑦+ , (3.1.61)

где знак минус у 𝜎𝑦− нужен для того, чтобы развернуть вектор нормали к ней наружу из Ω.

Тогда, с помощью уравнений (3.1.5) и (3.1.56) мы переписываем граничный член Гиббонса­

Хокинга как

1

𝜅5

∮︁
𝜕Ω

𝑑4𝒴
√︀

|ℋ|ℰ𝒦 = − 1

𝜅5

∫︁
𝜎𝑦−

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝐾 +

1

𝜅5

∫︁
𝒞
𝑑4𝒴

√︀
|ℋ|𝜖𝒦 +

1

𝜅5

∫︁
𝜎𝑦+

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝐾. (3.1.62)

Преобразуем теперь член Эйнштейна-Гильберта в балке. Для этого учтем, что область

Ω является объединением гиперповерхностей 𝜎𝑦 (см. ур. (3.1.28)). Тогда с учетом ур. (3.1.40)

инвариантная мера интегрирования принимает вид∫︁
Ω

𝑑5𝑋
√
−𝒢 =

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝑁. (3.1.63)

Также выразим скаляр Риччи ℛ по метрике в балке через скаляр Риччи 𝑅 по индуцирован­

ной метрике на 𝜎𝑦 с помощью уравнения Гаусса-Кодацци [157]

ℛ = 𝑅 +𝐾2 −𝐾𝛼𝛽𝐾𝛼𝛽 + 2∇𝐴

(︀
∇𝐵𝑛

𝐴𝑛𝐵 −∇𝐵𝑛
𝐵𝑛𝐴

)︀
. (3.1.64)

В результате, член Эйнштейна-Гильберта в балке записывается как

1

2𝜅5

∫︁
Ω

𝑑5𝑋
√
−𝒢ℛ =

1

2𝜅5

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝑁(𝑅 +𝐾2 −𝐾𝛼𝛽𝐾𝛼𝛽)

+
1

𝜅5

∫︁
Ω

𝑑5𝑋
√
−𝒢∇𝐴

(︀
∇𝐵𝑛

𝐴𝑛𝐵 −∇𝐵𝑛
𝐵𝑛𝐴

)︀
. (3.1.65)

Преобразуем здесь второй интеграл с помощью теоремы Гаусса∫︁
Ω

𝑑5𝑋
√
−𝒢∇𝐴

(︀
∇𝐵𝑛

𝐴𝑛𝐵 −∇𝐵𝑛
𝐵𝑛𝐴

)︀
=

∮︁
𝜕Ω

𝑑4𝒴
√︀
|ℋ|ℰ𝒩𝐴

(︀
∇𝐵𝑛

𝐴𝑛𝐵 −∇𝐵𝑛
𝐵𝑛𝐴

)︀
, (3.1.66)

где 𝒩𝐴 является единичным вектором нормали к 𝜕Ω (см. ур. (3.1.7)). С учетом уравнения

(3.1.61) полученный граничный интеграл записывается как∮︁
𝜕Ω

𝑑4𝒴
√︀

|ℋ|ℰ𝒩𝐴

(︀
∇𝐵𝑛

𝐴𝑛𝐵 −∇𝐵𝑛
𝐵𝑛𝐴

)︀
=

∫︁
𝜎𝑦−

𝑑4𝑥
√
−𝑔∇𝐵𝑛

𝐵 +

∫︁
𝒞
𝑑4𝒴

√︀
|ℋ|𝜖𝑟𝐴∇𝐵𝑛

𝐴𝑛𝐵

−
∫︁
𝜎𝑦+

𝑑4𝑥
√
−𝑔∇𝐵𝑛

𝐵, (3.1.67)
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где мы также учли, что 𝑛𝐴∇𝐵𝑛
𝐴 = 0 и 𝑛𝐴𝑟

𝐴 = 0. Наконец, преобразуем интегралы по 𝜎𝑦± к

интегралам от внешней кривизны с помощью соотношения

𝐾 = 𝑔𝛼𝛽𝑒𝐴𝛼𝑒
𝐵
𝛽 ∇𝐵𝑛𝐴 =

(︀
𝒢𝐴𝐵 − 𝑛𝐴𝑛𝐵

)︀
∇𝐵𝑛𝐴 = ∇𝐵𝑛

𝐵. (3.1.68)

В результате, второй интеграл, возникающий в разложении действия Эйнштейна-Гильберта

в балке (3.1.65), принимает вид

1

𝜅5

∫︁
Ω

𝑑5𝑋
√
−𝒢∇𝐴

(︀
∇𝐵𝑛

𝐴𝑛𝐵 −∇𝐵𝑛
𝐵𝑛𝐴

)︀
=

1

𝜅5

∫︁
𝜎𝑦−

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝐾 − 1

𝜅5

∫︁
𝜎𝑦+

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝐾

+
1

𝜅5

∫︁
𝒞
𝑑4𝒴

√︀
|ℋ|𝜖𝑟𝐴∇𝐵𝑛

𝐴𝑛𝐵. (3.1.69)

Комбинируем член Эйнштейна-Гильберта с граничным членом Гиббонса-Хокинга

1

2𝜅5

∫︁
Ω

𝑑5𝑋
√
−𝒢ℛ+

1

𝜅5

∮︁
𝜕Ω

𝑑4𝒴
√︀
|ℋ|ℰ𝒦 =

1

2𝜅5

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝑁

(︀
𝑅 +𝐾2 −𝐾𝛼𝛽𝐾𝛼𝛽

)︀
+

1

𝜅5

∫︁
𝒞
𝑑4𝒴

√︀
|ℋ|𝜖

(︀
𝒦 −∇𝐵𝑟𝐴𝑛

𝐴𝑛𝐵
)︀
, (3.1.70)

где мы также учли, что 𝑟𝐴∇𝐵𝑛
𝐴 = −𝑛𝐴∇𝐵𝑟𝐴. Для преобразования второго интеграла в ур.

(3.1.70) мы перейдем в расслоенную систему координат на 𝒞

𝒴𝑎 = {𝜃𝑖, 𝑦} ∈ 𝒞 =⇒
∫︁
𝒞
𝑑4𝒴

√︀
|ℋ| =

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜕𝜎𝑦

𝑑3𝜃
√︀
|H|𝑁. (3.1.71)

Тогда с помощью ур. (3.1.48) и (3.1.55) переписываем подынтегральное выражение как

𝒦 − 𝑛𝐴𝑛𝐵∇𝐵𝑟𝐴 =
(︀
𝒢𝐴𝐵 − 𝑛𝐴𝑛𝐵 − 𝜖𝑟𝐴𝑟𝐵

)︀
∇𝐵𝑟𝐴 = H𝑖𝑗K𝑖𝑗 = K. (3.1.72)

В результате, гравитационная часть действия (3.1.10) в (4 + 1)-расслоенных координатах

принимает вид

1

2𝜅5

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝑁

(︀
𝑅 +𝐾2 −𝐾𝛼𝛽𝐾𝛼𝛽

)︀
+

1

𝜅5

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜕𝜎𝑦

𝑑3𝜃
√︀
|H|𝜖K𝑁. (3.1.73)

Действие Намбу-Гото для браны и действие материи, локализованной на бране, очевид­

ным образом переписываются в расслоенном виде как

− Λ

∫︁
𝜎0

𝑑4𝑥
√
−𝑔 = −Λ

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝛿(𝑦), (3.1.74)∫︁

𝜎0

𝑑4𝑥
√
−𝑔ℒmat =

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔ℒmat𝛿(𝑦). (3.1.75)

В результате, действие рассматриваемой модели в Гауссовой системе координат браны при­

нимает вид

𝑆 =
1

2𝜅5

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝑁

(︀
𝑅 +𝐾2 −𝐾𝛼𝛽𝐾𝛼𝛽

)︀
+

1

𝜅5

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜕𝜎𝑦

𝑑3𝜃
√︀
|H|𝜖K𝑁

− Λ

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝛿(𝑦) +

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔ℒmat𝛿(𝑦). (3.1.76)
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Здесь также необходимо учесть, что внешняя кривизна гиперповерхностей 𝜎𝑦 зависит от

индуцированной метрики на них и вектора сдвига

$𝑦𝑔𝜇𝜈 = 2𝑁𝐾𝜇𝜈+∇𝜇𝑁𝜈+∇𝜈𝑁𝜇
*
= 𝜕𝑦𝑔𝜇𝜈 =⇒ 𝐾𝜇𝜈 =

1

2𝑁
(𝜕𝑦𝑔𝜇𝜈 −∇𝜇𝑁𝜈 −∇𝜈𝑁𝜇) . (3.1.77)

Вариация действия (3.1.76) по индуцированной метрике, вектору сдвига и функции хода

вычисляются по аналогии с Гамильтоновым подходом к ОТО. Мы приведем лишь получаю­

щиеся из него уравнения движения гравитационного поля

𝑅−𝐾2 +𝐾𝛼𝛽𝐾𝛼𝛽 = 0, (3.1.78)

∇𝛼 (𝐾
𝜇𝛼 − 𝑔𝜇𝛼𝐾) = 0, (3.1.79)

√
−𝑔𝑁

(︂
𝑅𝛼𝛽 −

1

2
𝑔𝛼𝛽𝑅− 1

2
𝑔𝛼𝛽𝐾

2 +
1

2
𝑔𝛼𝛽𝐾

𝜇𝜈𝐾𝜇𝜈

)︂
+
√
−𝑔
(︀
𝑔𝛼𝛽∇𝜎∇𝜎𝑁 −∇𝛽∇𝛼𝑁

)︀
+ 𝑔𝛼𝛽𝜕𝑦

(︀√
−𝑔𝐾

)︀
− 𝑔𝛼𝜇𝑔𝛽𝜈𝜕𝑦

(︀√
−𝑔𝐾𝜇𝜈

)︀
− 2

√
−𝑔𝑁𝑔𝜇𝜈𝐾𝛼𝜇𝐾𝛽𝜈 − 2

√
−𝑔𝐾𝜈(𝛼∇𝜈𝑁𝛽) +

√
−𝑔∇𝜌

(︀
(𝐾𝛼𝛽 − 𝑔𝛼𝛽𝐾)𝑁𝜌

)︀
=

√
−𝑔𝜅5𝑇𝛼𝛽𝛿(𝑦)−

√
−𝑔𝜅5Λ𝑔𝛼𝛽𝛿(𝑦). (3.1.80)

Здесь мы ввели следующее обозначение для тензора энергии-импульса материи на бране

𝑇𝛼𝛽 = − 2√
−𝑔

𝛿𝑆mat

𝛿𝑔𝛼𝛽
. (3.1.81)

Интегрируя ур. (3.1.80) по малому интервалу 𝑦 ∈ (−0,+0) вокруг браны, получаем условия

сшивки Израэля [157, 162] на бране

𝑔𝛼𝛽|𝑦=−0 = 𝑔𝛼𝛽|𝑦=+0, (3.1.82)

− [𝐾𝛼𝛽 − 𝑔𝛼𝛽𝐾]𝑦=0 = 𝜅5𝑇𝛼𝛽 − 𝜅5Λ𝑔𝛼𝛽|𝑦=0, (3.1.83)

где [. . .]𝑦=0 обозначает скачок соответствующей величины на бране

[𝐴]𝑦=0 = 𝐴|𝑦=+0 − 𝐴|𝑦=−0 . (3.1.84)

Далее для простоты мы будем рассматривать предельный случай браны без натяже­

ния Λ = 0. Можно показать, что в таком случае плоская брана, вложенная в пятимерное

пространство Минковского, будет являться решением вакуумных уравнений движения гра­

витационного поля

𝑇𝛼𝛽 = 0, Λ = 0 =⇒ 𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 , 𝑁 = 1, 𝑁𝛼 = 0, 𝐾𝜇𝜈 = 0. (3.1.85)

Такой предел позволяет нам сосредоточиться на рассмотрении процесса генерации слабых

гравитационных волн материей, локализованной на бране, и выявлении их особенностей, свя­

занных с нарушением принципа Гюйгенса в пятимерном балке модели, пренебрегая динами­

кой браны и связанными с ней дополнительными усложнениями в динамике гравитационных

волн.
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3.1.2. Линейное приближение

Далее будем рассматривать малые возмущения гравитационного поля на фоне выбран­

ного вакуумного решения уравнений Эйнштейна

𝒢𝐴𝐵 = 𝜂𝐴𝐵 +𝐻𝐴𝐵, |𝐻𝐴𝐵| ≪ 1. (3.1.86)

В (4 + 1)-расслоенном виде мы обозначаем возмущения гравитационного поля как

𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 + ℎ𝜇𝜈 , 𝑁 = 1 + 𝑛, 𝑁𝜇 = 𝑛𝜇, |ℎ𝜇𝜈 |, |𝑛|, |𝑛𝜇| ≪ 1. (3.1.87)

Из ур. (3.1.38) следует, что возмущения пятимерной метрики и возмущения гравитационного

поля в (4 + 1)-расслоенном виде связаны друг с другом следующим образом

𝐻𝜇𝜈 = ℎ𝜇𝜈 , 𝐻𝜇𝑦 = 𝑛𝜇, 𝐻𝑦𝑦 = 2𝑛. (3.1.88)

Линейные приближения для тензора и скаляра Риччи представлены в литературе (см., на­

пример, [160, 163]), поэтому здесь мы их не приводим. В свою очередь, в соответствии с ур.

(3.1.77), внешняя кривизна и ее след в линейном приближении принимают вид

𝐾𝛼𝛽 =
1

2
(𝜕𝑦ℎ𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝑛𝛽 − 𝜕𝛽𝑛𝛼) , 𝐾 =

1

2
𝜕𝑦ℎ− 𝜕𝛼𝑛

𝛼. (3.1.89)

Здесь и далее все четырехмерные индексы сворачиваются и поднимаются/опускаются по

четырехмерной фоновой метрике Минковского.

В результате, уравнения движения гравитационного поля (3.1.78–3.1.80) в линейном

приближении принимают вид

𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝜕𝛼ℎ = 0, (3.1.90)

𝜕𝑦𝜕𝛼ℎ
𝛼𝜇 − 𝜕𝑦𝜕

𝜇ℎ+ 𝜕𝜇𝜕𝛼𝑛
𝛼 − 𝜕𝛼𝜕𝛼𝑛

𝜇 = 0, (3.1.91)

𝜕𝜎𝜕𝛼ℎ𝛽𝜎 + 𝜕𝜎𝜕𝛽ℎ𝛼𝜎 − 𝜕𝜎𝜕𝜎ℎ𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ− 𝜂𝛼𝛽𝜕
𝜇𝜕𝜈ℎ𝜇𝜈 + 𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜎𝜕𝜎ℎ

+ 2𝜂𝛼𝛽𝜕
𝜎𝜕𝜎𝑛− 2𝜕𝛼𝜕𝛽𝑛+ 𝜂𝛼𝛽𝜕

2
𝑦ℎ− 𝜕2𝑦ℎ𝛼𝛽 − 2𝜂𝛼𝛽𝜕𝑦𝜕𝜇𝑛

𝜇 + 𝜕𝑦𝜕𝛼𝑛𝛽 + 𝜕𝑦𝜕𝛽𝑛𝛼

= 2𝜅5𝑇𝛼𝛽 𝛿(𝑦). (3.1.92)

Мы также находим линейное приближение для второго условия сшивки Израэля (3.1.83)

[︀
𝜂𝛼𝛽𝜕𝑦ℎ− 𝜕𝑦ℎ𝛼𝛽 − 2𝜂𝛼𝛽𝜕𝜎𝑛

𝜎 + 𝜕𝛼𝑛𝛽 + 𝜕𝛽𝑛𝛼

]︀
𝑦=0

= 2𝜅5𝑇𝛼𝛽. (3.1.93)

Очевидно, что с учетом второго условия сшивки (3.1.93) уравнение (3.1.92) можно рассмат­

ривать как уравнение движения гравитационного поля в балке.
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Данные уравнения движения обладают калибровочной симметрией

ℎ𝜇𝜈 → ℎ𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝜉𝜈 + 𝜕𝜈𝜉𝜇, 𝑛𝜇 → 𝑛𝜇 + 𝜕𝑦𝜉
𝜇, 𝑛→ 𝑛, (3.1.94)

которая является остаточной инвариантностью уравнений движения относительно инфини­

тезимальных диффеоморфизмов балка (3.1.26), не выводящих за рамки Гауссовой системы

координат браны

𝐻𝐴𝐵 → 𝐻𝐴𝐵 − 𝜕𝐴Ξ𝐵 − 𝜕𝐵Ξ𝐴, Ξ𝜇(𝑍) = −𝜉𝜇, Ξ4(𝑍) = 0. (3.1.95)

Зафиксируем ее с помощью наложения пятимерного калибровочного условия Лоренца

𝜕𝐴𝐻𝐴𝐵 − 1

2
𝜕𝐵𝐻 = 0, 𝐻 = 𝜂𝐴𝐵𝐻𝐴𝐵, (3.1.96)

которое в (4 + 1)-расслоенном виде соответствует следующим двум условиям

𝜕𝛼ℎ𝛼𝛽 + 𝜕𝑦𝑛𝛽 −
1

2
𝜕𝛽(ℎ+ 2𝑛) = 0, 𝜕𝛼𝑛𝛼 + 2𝜕𝑦𝑛− 1

2
𝜕𝑦(ℎ+ 2𝑛) = 0. (3.1.97)

С их помощью из ур. (3.1.90) и (3.1.91) находим

5�(2𝑛− ℎ) = 0 =⇒ 𝑛 =
1

2
ℎ, 5�𝑛

𝜇 = 0 =⇒ 𝑛𝜇 = 0, (3.1.98)

𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ𝛼𝛽 = 𝜕𝛽ℎ, 𝜕𝑦𝜕
𝛼ℎ𝛼𝛽 = 𝜕𝑦𝜕𝛽ℎ, (3.1.99)

где 5� = 𝜕𝐴𝜕𝐴. Отсюда видно, что выбор пятимерного калибровочного условия Лоренца

(3.1.96) позволяет расцепить уравнения движения. Подставляя (3.1.98) в ур. (3.1.92), полу­

чаем уравнение движения для возмущений индуцированной метрики

5� (ℎ𝛼𝛽 − 𝜂𝛼𝛽ℎ) = −2𝜅5𝑇𝛼𝛽𝛿(𝑦). (3.1.100)

Также из условия сохранения тензора энергии-импульса материи на бране находим уравне­

ние связи для возмущений индуцированной метрики, согласующееся с ур. (3.1.99)

𝜕𝛼𝑇𝛼𝛽 = 0 =⇒ 𝜕𝛼ℎ𝛼𝛽 = 𝜕𝛽ℎ. (3.1.101)

Наконец, условие сшивки Израэля (3.1.93) в калибровке Лоренца принимает вид

[𝜕𝑦ℎ𝛼𝛽 − 𝜂𝛼𝛽𝜕𝑦ℎ]𝑦=0 = −2𝜅5𝑇𝛼𝛽. (3.1.102)

Однако, т.к. оно является прямым следствием уравнения движения (3.1.100), то далее мы

будем рассматривать лишь пятимерное уравнение движения.
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Расписывая покомпонентно с помощью ур. (3.1.88), можно показать, что уравнения дви­

жения гравитационного поля (3.1.98) и (3.1.100) и калибровочное условие Лоренца (3.1.96)

могут быть записаны единым образом как

5�𝐻̄𝐴𝐵 = −2𝜅5𝛿
𝛼
𝐴𝛿

𝛽
𝐵𝑇𝛼𝛽𝛿(𝑦), (3.1.103)

𝐻̄𝐴𝐵 = 𝐻𝐴𝐵 − 1

2
𝜂𝐴𝐵𝐻, 𝜕𝐴𝐻̄𝐴𝐵 = 0. (3.1.104)

Далее мы будем использовать (3.1.103) в качестве уравнения движения гравитационного по­

ля. Заметим, что за счет структуры источника в уравнении движения калибровочное условие

Лоренца в балке (3.1.104) согласуется с четырехмерным законом сохранения тензора энер­

гии-импульса материи на бране

𝜕𝐴𝐻̄𝐴𝐵 = 0 ⇐⇒ 𝜕𝛼𝑇𝛼𝛽 = 0. (3.1.105)

Условие Лоренца (3.1.104) не фиксирует калибровочную симметрию уравнений движе­

ния полностью. А именно, имеется остаточная калибровочная симметрия

𝐻𝐴𝐵 → 𝐻𝐴𝐵 − 𝜕𝐴Ξ𝐵 − 𝜕𝐵Ξ𝐴, 5�Ξ
𝑀 = 0. (3.1.106)

В вакууме ее можно зафиксировать с помощью поперечно-бесследовой калибровки

𝐻tt
0𝑀 = 0, 𝐻tt

𝑖𝑖 = 0, 𝜕𝑗𝐻tt
𝑖𝑗 = 0, (3.1.107)

сохраняющей лишь динамические степени свободы гравитационного поля 𝐻tt
𝑖𝑗 [164]. В про­

странстве-времени пяти измерений их оказывается пять. Здесь мы ввели разделение коорди­

нат 𝑋𝑀 = {𝑡, 𝑥𝑖} , 𝑖 = 1, 4. Далее строчные латинские индексы будут нумеровать простран­

ственные координаты в балке. За счет построения (4 + 1)-расслоенной системы координат

мы больше не будем различать координаты на бране и в балке, а координату вдоль допол­

нительного измерения будем обозначать для общности как 𝑦 = 𝑥4.

Поток энергии-импульса, переносимый в балке пятимерным гравитационным полем в

поперечно-бесследовой калибровке, определяется тензором энергии-импульса, аналогичным

приведенному в [163] (см. также [165, 166])

𝑡𝑀𝑁 =
1

4𝜅5

⟨︀
𝜕𝑀𝐻

tt
𝑖𝑗𝜕𝑁𝐻

tt
𝑖𝑗

⟩︀
, (3.1.108)

где предполагается периодическое движение источника гравитационного поля, а скобки ⟨. . .⟩

обозначают усреднение по нескольким периодам его движения. Таким образом, данный тен­

зор энергии-импульса будет описывать поток энергии гравитационного излучения в балке,

переносимый пятью поляризациями гравитационных волн.
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3.1.3. Поляризации гравитационных волн

На удалении от источника гравитационного поля явный вид пяти поляризаций грави­

тационных волн в поперечно-бесследовой калибровке можно получить, действуя на гравита­

ционное поле следующим проектором [156, 163]

𝐻tt
𝑖𝑗 (𝑥) = Λ𝑖𝑗,𝑘𝑙(n)𝐻𝑘𝑙, n =

x

|x|
(3.1.109)

Λ𝑖𝑗,𝑘𝑙(n) ≡ 𝑃𝑖𝑘𝑃𝑗𝑙 −
1

3
𝑃𝑖𝑗𝑃𝑘𝑙, 𝑃𝑖𝑗(n) ≡ 𝛿𝑖𝑗 − 𝑛𝑖𝑛𝑗, (3.1.110)

имеющим нулевой след по обеим парам индексов

Λ𝑖𝑖,𝑘𝑙(n) = Λ𝑖𝑗,𝑘𝑘(n) = 0. (3.1.111)

В частности, за счет этого поперечно-бесследовые возмущения метрики могут быть эквива­

лентно получены из приведенных возмущений метрики (3.1.104)

𝐻tt
𝑖𝑗 (𝑥) = Λ𝑖𝑗,𝑘𝑙(n)𝐻̄𝑘𝑙(𝑥). (3.1.112)

Из пяти поляризаций гравитационного поля в балке три доступны для регистрации на­

блюдателем на бране [27]. В частности, в случае когда вектор в направлении распространения

гравитационной волны n сонаправлен с 𝑥3-осью, из ур. (3.1.109) получаем

𝐻̄tt
𝑖𝑗 (𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐻+ − 1

2
𝐻∘ 𝐻× 0 𝐻14

𝐻× −𝐻+ − 1

2
𝐻∘ 0 𝐻24

0 0 0 0

𝐻14 𝐻24 0 𝐻∘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.1.113)

где «крест» и «плюс» поляризации задаются стандартными выражениями [163]

𝐻+ =
1

2
(𝐻11 −𝐻22) , 𝐻× = 𝐻12, (3.1.114)

а 𝐻∘ является дополнительной «дышащей» поляризацией гравитационных волн [27]

𝐻∘ =
2

3
𝐻44 −

1

3
(𝐻11 +𝐻22) . (3.1.115)

Таким образом, наблюдатель на бране будет детектировать три поляризации – «крест» и

«плюс» поляризации, а также «дышащую» моду [27]. Из уравнения девиации геодезических

[27, 163] можно показать, что под действием «дышащей» моды кольцо из пробных масс,

локализованных на бране в плоскости ортогональной направлению распространения грави­

тационной волны, будет равномерно сжиматься и растягиваться.

Поляризационные амплитуды произвольного симметричного тензора второго ранга 𝒜𝑖𝑗

в поперечно-бесследовой калибровке для произвольного направления распространения гра­

витационной волны n приведены в Приложении 3.
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3.1.4. Динамика нерелятивистской двойной системы

В линейном приближении (3.1.103) частицы и скалярное поле распространяются в про­

странстве Минковского, а их уравнения движения (3.1.18) и (3.1.17) принимают вид

4�𝜙(𝑥) = 4𝜋
2∑︁

𝑎=1

𝑔𝑎

∫︁
𝑑𝜏𝑎 𝛿

(4) (𝑥− 𝑧𝑎) , (3.1.116)

(𝑚𝑎 + 𝑔𝑎𝜙(𝑧𝑎)) 𝑧
𝜇
𝑎 = −𝑔𝑎𝜕𝜇𝜙(𝑧𝑎)− 𝑔𝑎𝜕𝜈𝜙(𝑧𝑎)𝑧̇

𝜈
𝑎 𝑧̇

𝜇
𝑎 , (3.1.117)

где 4� = 𝜂𝜇𝜈𝜕𝜇𝜕𝜈 – оператор Даламбера в четырехмерном пространстве Минковского. Мы

считаем, что движение частиц полностью определяется их взаимодействием друг с другом

через скалярное поле, задаваемое запаздывающим решением ур. (3.1.116), пренебрегая их

гравитационным взаимодействием.

Далее мы будем вычислять гравитационное излучение нерелятивистской двойной систе­

мы. В этом случае ее уравнение движения (3.1.117) значительно упрощается. А именно, мы

делаем следующие предположения о движении частиц:

∙ частицы являются нерелятивистскими |ż𝑎| ≪ 1;

∙ частицы достаточно удалены друг от друга |z2 − z1| ≫ −𝑔1𝑔2/𝑚𝑎, ∀𝑎;

∙ скалярное поле лишь определяет движение частиц и не излучается.

Тогда мы можем пренебречь в ур. (3.1.117) вкладами, пропорциональными квадрату скоро­

сти частиц ∝ 𝑧̇𝑎𝑧̇𝑎, и вкладами типа самодействия

𝜙(𝑧𝑎)𝑧𝑎 = 𝜙𝑏(𝑧𝑎)𝑧𝑎, 𝑏 ̸= 𝑎, (3.1.118)

где 𝜙𝑎(𝑥) обозначает скалярное поле, создаваемое 𝑎-ой частицей. В свою очередь, скалярное

поле 𝑎-ой частицы является Кулоновским полем [147]

𝜙𝑎(𝑥) = − 𝑔𝑎
|x− z𝑎(𝑡)|

, (3.1.119)

где 𝑡 = 𝑥0 и мы пренебрегли запаздыванием поля. Таким образом, с учетом уравнений

(3.1.118) и (3.1.119) и условия пространственной удаленности частиц мы можем пренебречь

влиянием скалярного поля на массы частиц

(𝑚𝑎 + 𝑔𝑎𝜙𝑏(𝑧𝑎)) ≃ 𝑚𝑎. (3.1.120)

В результате, мы получаем простое уравнение движения нерелятивистских частиц

𝑚𝑎z̈𝑎 = −𝑔𝑎∇𝜙𝑏(z𝑎), (3.1.121)
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где 𝜙𝑏(𝑥) дается уравнением (3.1.119). Заметим, что такие четырехмерные уравнения движе­

ния допускают устойчивые эллиптические орбиты частиц [155].

В свою очередь, тензоры энергии-импульса частиц и скалярного поля в линейном при­

ближении принимают вид

𝑇P
𝜇𝜈 =

2∑︁
𝑎=1

𝑚𝑎

∫︁
𝑑𝜏 𝑧̇𝑎𝜇𝑧̇𝑎𝜈 𝛿

(4)(𝑥− 𝑧𝑎)𝛿(𝑥
4), (3.1.122)

𝑇F
𝜇𝜈 =

1

4𝜋
𝛿𝜇𝑀𝛿

𝜈
𝑁

(︂
𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙− 1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼𝜙𝜕𝛼𝜙

)︂
𝛿(𝑥4). (3.1.123)

В итоге, мы рассматриваем двойную систему нерелятивистских, пространственно удаленных

друг от друга точечных частиц, движущихся внутри плоской браны и взаимодействующих

друг с другом только через скалярное поле, локализованное на той же бране. Динамика

двойной системы описывается ур. (3.1.121), а скалярные поля, создаваемые частицами, опре­

деляются ур. (3.1.119). Гравитационные волны, излучаемые такой двойной системой в пяти­

мерный балк, являются решением пятимерного уравнения Даламбера (3.1.103) с тензором

энергии-импульса материи на бране 𝑇𝜇𝜈 = 𝑇P
𝜇𝜈+𝑇

F
𝜇𝜈 , заданным как сумма уравнений (3.1.122)

и (3.1.123), содержащих дельта-функции с носителем на бране.

3.1.5. Гравитационные волны, генерируемые двойной системой

Гравитационные волны, генерируемые двойной системой, являются запаздывающим ре­

шением уравнения (3.1.103), построенным с помощью соответствующей функции Грина [58,

62, 68, 69]

𝐻̄𝑀𝑁(𝑥) = −2𝜅5

∫︁
𝑑5𝑥′ 𝑇𝑀𝑁(𝑥

′)𝐺5(𝑥− 𝑥′), 𝑇𝑀𝑁 = 𝛿𝜇𝑀𝛿
𝜈
𝑁𝑇𝜇𝜈 (3.1.124)

𝐺5(𝑥) =
𝜃(𝑡)

2𝜋2

(︂
1

2

𝜃(−𝑥2)
(−𝑥2)3/2

− 𝛿(−𝑥2)√
−𝑥2

)︂
. (3.1.125)

Как было указано ранее, функция Грина (3.1.125) локализована не только на световом конусе

𝑥2 = 0, но и внутри него, что приводит к распространению запаздывающего гравитацион­

ного поля в пространстве со всеми скоростями вплоть до скорости света. Однако, далее мы

демонстрируем, используя подход Рорлиха-Тейтельбойма к излучению, что производная за­

паздывающего поля содержит компоненту, распространяющуюся точно со скоростью света

и представляющую собой излучаемую часть гравитационного поля.

Далее мы будем рассматривать вклады точечных частиц и скалярного поля в гравита­

ционное поле по отдельности, разделяя (3.1.124) на два вклада

𝐻̄𝑀𝑁(𝑥) = 𝐻̄P
𝑀𝑁(𝑥) + 𝐻̄F

𝑀𝑁(𝑥). (3.1.126)
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Вклад точечных частиц вычисляется с помощью подхода Рорлиха-Тейтельбойма к излуче­

нию, а вклад скалярного поля рассчитывается с использованием подхода DIRE к пост-Нью­

тоновским разложениям (см., например, [167]).

3.1.6. ADD-модель с бесконечным радиусом компактификации

Покажем, что нашу модель можно интерпретировать как предельный случай ADD-моде­

ли [13] с бесконечным радиусом компактификации дополнительного измерения. Начнем с

пятимерной ADD-модели с радиусом компактификации 𝑅. Скалярная запаздывающая функ­

ция Грина уравнения Даламбера в такой теории записывается как [101]

𝐺ADD(𝑥; 𝑦) = − 1

2𝜋𝑅

+∞∑︁
𝑛=−∞

∫︁
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
𝑒𝑖𝑚𝑛𝑦𝑒𝑖𝑘𝛼𝑥

𝛼

𝑘2𝜇 +𝑚2
𝑛

, (3.1.127)

где 𝑦 – координата вдоль дополнительного измерения, а 𝑚𝑛 = 𝑛/𝑅 – Калуца-Клейновские

массы. Интегрируя по 𝑘0 в соответствии с условием запаздывания, мы получаем

𝐺ADD(𝑥; 𝑦) = − 𝜃(𝑡)

2𝜋𝑅

+∞∑︁
𝑛=−∞

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
sin
√︀

k2 +𝑚2
𝑛𝑡√︀

k2 +𝑚2
𝑛

𝑒𝑖kx𝑒𝑖𝑚𝑛𝑦. (3.1.128)

Выполняя интегрирование по угловым переменным, мы находим

𝐺ADD(𝑥; 𝑦) =
𝜃(𝑡)

4𝜋3𝑅𝑟

𝜕

𝜕𝑟

+∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒𝑖𝑚𝑛𝑦

∫︁
𝑑𝑘 cos 𝑘𝑟

sin
√︀
𝑘2 +𝑚2

𝑛𝑡√︀
𝑘2 +𝑚2

𝑛

. (3.1.129)

Вычисляя оставшийся интеграл [58, 150]∫︁
𝑑𝑘 cos 𝑘𝑟

sin
√︀
𝑘2 +𝑚2

𝑛𝑡√︀
𝑘2 +𝑚2

𝑛

=
𝜋

2
𝐽0(𝑚𝑛

√
𝑡2 − 𝑟2) (𝜃(𝑡− 𝑟) + 𝜃(𝑡+ 𝑟)− 1) (3.1.130)

и дифференцируя по пространственному расстоянию, мы приходим к следующему выраже­

нию для функции Грина

𝐺ADD(𝑥; 𝑦) =
𝜃(𝑡)𝜃(𝑡− 𝑟)

8𝜋2𝑅

+∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒𝑖𝑚𝑛𝑦
𝑚𝑛𝐽1(𝑚𝑛

√
𝑡2 − 𝑟2)√

𝑡2 − 𝑟2
−

− 𝜃(𝑡)𝛿(𝑡− 𝑟)

8𝜋2𝑅𝑟

+∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒𝑖𝑚𝑛𝑦𝐽0(𝑚𝑛

√
𝑡2 − 𝑟2). (3.1.131)

Два ряда по Калуца-Клейновским массам могут быть объединены в один с помощью следу­

ющих соотношений для произведений 𝛿-функции и функции Хевисайда

𝜃(𝑡)𝜃(𝑡− 𝑟) = 𝜃(𝑡)𝜃(𝑡2 − 𝑟2),
𝜃(𝑡)𝛿(𝑡− 𝑟)

𝑟
= 2𝜃(𝑡)𝛿(𝑡2 − 𝑟2). (3.1.132)

В результате, запаздывающая функция Грина пятимерной ADD-модели принимает вид

𝐺ADD(𝑥; 𝑦) = − 1√
𝑡2 − 𝑟2

𝜕

𝜕
√
𝑡2 − 𝑟2

[︃
𝜃(𝑡)𝜃(𝑡2 − 𝑟2)

8𝜋2𝑅

+∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒𝑖𝑚𝑛𝑦𝐽0(𝑚𝑛

√
𝑡2 − 𝑟2)

]︃
. (3.1.133)
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В пределе бесконечного радиуса компактификации 𝑅 → ∞ можно перейти к непрерывному

спектру Калуца-Клейновских масс 𝑚𝑛 → 𝑚 ∈ R и интегрировать по 𝑚

𝐺𝑅→∞
ADD (𝑥; 𝑦) = − 1√

𝑡2 − 𝑟2
𝜕

𝜕
√
𝑡2 − 𝑟2

[︂
𝜃(𝑡)𝜃(𝑡2 − 𝑟2)

4𝜋2

∫︁ +∞

0

𝑑𝑚 cos(𝑚𝑦)𝐽0(𝑚
√
𝑡2 − 𝑟2)

]︂
,

(3.1.134)

где мы учли, что функция Бесселя 𝐽0(𝑥) является четной. Вычисляя полученный интеграл

[150], мы приходим к функции Грина в виде

𝐺𝑅→∞
ADD (𝑥; 𝑦) = − 1√

𝑡2 − 𝑟2
𝜕

𝜕
√
𝑡2 − 𝑟2

𝜃(𝑡)𝜃(𝑡2 − 𝑟2 − 𝑦2)

4𝜋2
√︀
𝑡2 − 𝑟2 − 𝑦2

. (3.1.135)

Наконец, после дифференцирования мы получаем выражение эквивалентное запаздывающей

функции Грина уравнения Даламбера в пятимерном пространстве Минковского (3.1.125)

𝐺𝑅→∞
ADD (𝑥; 𝑦) =

𝜃(𝑡)

2𝜋2

[︃
1

2

𝜃(𝑡2 − 𝑟2 − 𝑦2)

(𝑡2 − 𝑟2 − 𝑦2)3/2
− 𝛿(𝑡2 − 𝑟2 − 𝑦2)√︀

𝑡2 − 𝑟2 − 𝑦2

]︃
. (3.1.136)

3.2. Вклад точечных частиц

Вклад частиц в гравитационное поле, создаваемое двойной системой, имеет вид

𝐻̄P
𝑀𝑁(𝑥) = −2𝜅5

∫︁
𝑑5𝑥′ 𝑇P

𝑀𝑁(𝑥
′)𝐺5(𝑥− 𝑥′), (3.2.1)

где тензор энергии-импульса частиц и запаздывающая функция Грина даются уравнениями

(3.1.122) и (3.1.125) соответственно. Так как тензор энергии-импульса частиц (3.1.122) дается

суммой тензоров энергии-импульса отдельных частиц, удобно сначала вычислить гравитаци­

онное поле одной частицы, а затем взять сумму двух аналогичных вкладов.

Запаздывающее гравитационное поле точечной частицы с массой 𝑚, движущейся вдоль

произвольной мировой линии 𝑧𝑀(𝜏), в соответствии с ур. (3.2.1) записывается как

𝐻̄P
𝐴𝐵 =

𝑚𝜅5
𝜋2

∫︁
𝑑𝜏 𝑣𝐴𝑣𝐵 𝜃(𝑋

0)

[︂
𝛿(−𝑋2)

(−𝑋2)1/2
− 1

2

𝜃(−𝑋2)

(−𝑋2)3/2

]︂
. (3.2.2)

По аналогии со скалярным полем (1.5.15), его производная имеет вид

𝜕𝑀𝐻̄
P
𝐴𝐵 = −2𝑚𝜅5

𝜋2

∫︁
𝑑𝜏 𝑣𝐴𝑣𝐵 𝜃(𝑋

0)

[︂
3

4

𝜃(−𝑋2)

(−𝑋2)5/2
− 𝛿(−𝑋2)

(−𝑋2)3/2
+

𝛿′(−𝑋2)

(−𝑋2)1/2

]︂
𝑋𝑀 . (3.2.3)

Проинтегрируем член с производной 𝛿-функции по частям с помощью соотношения (1.5.16).

Также воспользуемся ур. (1.4.40) для преобразования произведения 𝛿-функции и функции

Хевисайда. В результате производная гравитационного поля принимает вид

𝜕𝑀𝐻̄
P
𝐴𝐵 = −𝑚𝜅5

2𝜋2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
3
𝑣𝐴𝑣𝐵𝑋𝑀

(−𝑋2)5/2
− 𝑣𝐴𝑣𝐵𝑋𝑀

𝜌(−𝑋2)3/2
𝛿(𝜏 − 𝜏)−

−
2𝑎(𝐴𝑣𝐵)𝑋𝑀 − 𝑣𝐴𝑣𝐵𝑣𝑀

𝜌𝑣𝑋(−𝑋2)1/2
𝛿(𝜏 − 𝜏) +

𝑣𝐴𝑣𝐵𝑋𝑀(𝑎𝑋 + 1)

𝜌(𝑣𝑋)2(−𝑋2)1/2
𝛿(𝜏 − 𝜏)

]︂
, (3.2.4)
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где 𝑎𝑀 = 𝑑2𝑧𝑀/𝑑𝜏 2 является 5-вектором ускорения частицы, и мы определяем симметриза­

цию по двум индексам как 𝐴(𝑀𝐵𝑁) =
1
2
(𝐴𝑀𝐵𝑁 + 𝐴𝑁𝐵𝑀). Здесь в силу выбора расслоенной

системы координат в балке мы можем работать с пятимерной мировой линией частицы,

предполагая что 𝑧4(𝜏) = 0. Также мы ввели здесь обозначение 𝑋𝑀 = 𝑥𝑀 − 𝑧𝑀 .

Мы выделяем излучаемую часть гравитационного поля (3.2.4) с помощью ур. (1.4.8),

раскладывая подынтегральное выражение по обратным степеням Лоренц-инвариантного рас­

стояния 𝜌 (1.3.3). По аналогии со скалярным полем в Главе 1, она записывается как[︀
𝜕𝑀𝐻̄

P
𝐴𝐵

]︀rad
= − 𝑚𝜅5𝑐𝑀

23/2𝜋2𝜌3/2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
3

4

𝑣𝐴𝑣𝐵
(−𝑍𝑐)5/2

− 1

2

𝑣𝐴𝑣𝐵
(−𝑍𝑐)3/2

𝛿(𝜏 − 𝜏)

−
2𝑎(𝐴𝑣𝐵)

𝑣𝑐(−𝑍𝑐)1/2
𝛿(𝜏 − 𝜏) +

𝑣𝐴𝑣𝐵𝑎𝑐

(𝑣𝑐)2(−𝑍𝑐)1/2
𝛿(𝜏 − 𝜏)

]︂
. (3.2.5)

Вклады, содержащие 𝛿-функции, преобразуются по аналогии с ур. (1.5.19) и (1.5.20) как∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

1

2

𝑣𝐴𝑣𝐵
(−𝑍𝑐)3/2

𝛿(𝜏 − 𝜏) =

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

3

4

𝑣𝐴𝑣𝐵
(𝜏 − 𝜏)5/2

, (3.2.6)∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

2𝑎(𝐴𝑣𝐵)

(𝑣𝑐)(−𝑍𝑐)1/2
𝛿(𝜏 − 𝜏) = −

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

𝑎̂(𝐴𝑣𝐵)

(𝜏 − 𝜏)3/2
, (3.2.7)∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

𝑣𝐴𝑣𝐵(𝑎𝑐)

(𝑣𝑐)2(−𝑍𝑐)1/2
𝛿(𝜏 − 𝜏) =

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

1

2

𝑣𝐴𝑣𝐵(𝑎̂𝑐)

(𝜏 − 𝜏)3/2
. (3.2.8)

В результате, излучаемая часть запаздывающего гравитационного поля точечной частицы

принимает вид[︀
𝜕𝑀𝐻̄

P
𝐴𝐵

]︀rad
= − 𝑚𝜅5𝑐𝑀

25/2𝜋2𝜌3/2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
3

2

𝑣𝐴𝑣𝐵
(−𝑍𝑐)5/2

− 3

2

𝑣𝐴𝑣𝐵
(𝜏 − 𝜏)5/2

+
2𝑎̂(𝐴𝑣𝐵) + 𝑣𝐴𝑣𝐵𝑎̂𝑐

(𝜏 − 𝜏)3/2

]︂
. (3.2.9)

Заметим, что по аналогии с пятимерным скалярным полем (1.5.21) вся физическая инфор­

мация о гравитационном поле в волновой зоне содержится в первом члене подынтегрального

выражения в ур. (3.2.9), а остальные члены лишь сокращают расходимости, содержащиеся

в первом члене на верхнем пределе интегрирования. Также, как и в случае скалярного поля,

излучаемая часть пятимерного гравитационного поля зависит от полной истории движения

частицы, предшествующей запаздывающему времени 𝜏 .

3.2.1. Гравитационное излучение нерелятивистской частицы

Перейдем теперь к вычислению гравитационного излучения нерелятивистской части­

цы. По аналогии со скалярным полем в Главе 1, мы предполагаем, что: (а) частица является

нерелятивистской |v| ≪ 1, ∀𝜏 ; (б) она движется внутри ограниченной области пространства

|z| ≤ 𝑑,∀𝜏 ; (в) точка наблюдения находится на удалении от этой области 𝑑≪ 𝑟. Нас интере­

суют лишь пространственные компоненты возмущений метрики[︀
𝜕𝑀𝐻̄

P
𝑖𝑗

]︀rad
= − 𝑚𝜅5𝑐𝑀

25/2𝜋2𝜌3/2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
3

2

𝑣𝑖𝑣𝑗
(−𝑍𝑐)5/2

− 3

2

𝑣𝑖𝑣𝑗
(𝜏 − 𝜏)5/2

+
2𝑎̂(𝑖𝑣𝑗) + 𝑣𝑖𝑣𝑗 𝑎̂𝑐

(𝜏 − 𝜏)3/2

]︂
, (3.2.10)
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так как лишь они дают вклад в эффективный тензор энергии-импульса гравитационного

поля (3.1.108).

По аналогии со скалярным полем, используя разложения запаздывающих ковариант­

ных величин (1.4.13–1.4.15) и вводя пространственно-подобный вектор s(𝑡′), определяемый

уравнением (1.4.17) (здесь мы заменили собственное время на координатное), получаем нере­

лятивистское приближение для излучаемой части гравитационного поля с точностью до ве­

дущего порядка малости по |z|/𝑟, |v|, |s| ≪ 1 в виде[︀
𝜕𝑀𝐻̄

P
𝑖𝑗

]︀rad
= − 𝑚𝜅5𝑐𝑀

25/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
[︂
15

4
𝑣𝑖𝑣𝑗

ns− nv̄

(𝑡− 𝑡′)5/2
+

3

2

𝑣𝑖𝑣𝑗
(𝑡− 𝑡′)5/2

− 3

2

𝑣𝑖𝑣𝑗
(𝑡− 𝑡′)5/2

+
2𝑎̄(𝑖𝑣𝑗) + 𝑣𝑖𝑣𝑗nā

(𝑡− 𝑡′)3/2

]︂
. (3.2.11)

Здесь вся информация о гравитационном поле в волновой зоне содержится в первых двух

слагаемых подынтегрального выражения, а оставшиеся два члена лишь сокращают содержа­

щиеся в них расходимости на верхнем пределе интегрирования.

Чтобы сделать сходимость интеграла (3.2.11) явной, по аналогии со скалярным полем

нужно проинтегрировать первые два члена подынтегральной функции по частям, уменьшая

степени знаменателей до 1/2. Подробное обсуждение этого интегрирования вынесено в При­

ложение 4, а здесь мы лишь приводим результат, остающийся после взаимного сокращения

расходимостей

(𝜕𝑀𝐻̄
P
𝑖𝑗)

rad = − 𝑚𝜅5𝑐𝑀
25/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
[︂
2𝑣𝑖𝑣𝑗

nȧ

(𝑡− 𝑡′)1/2
+ 12𝑎(𝑖𝑣𝑗)

na

(𝑡− 𝑡′)1/2

+ (𝑎̇𝑖𝑣𝑗 + 2𝑎𝑖𝑎𝑗 + 𝑣𝑖𝑎̇𝑗)
6nv − 5nv̄ + 2

(𝑡− 𝑡′)1/2

− 2 (𝑎̈𝑖𝑣𝑗 + 3𝑎̇𝑖𝑎𝑗 + 3𝑎𝑖𝑎̇𝑗 + 𝑣𝑖𝑎̈𝑗)
nz̄− nz

(𝑡− 𝑡′)1/2

]︂
. (3.2.12)

Заметим, что в нерелятивистском приближении все члены подынтегрального выражения в

ур. (3.2.12) имеют различный порядок малости, так как в нерелятивистском приближении

все кинематические характеристики частицы по порядку величины совпадают с ее скоро­

стью 𝑑𝑛𝑧𝑖/𝑑𝑡𝑛 ∼ |v| ≪ 1, как было показано в Главе 1. В результате, в нерелятивистском

пределе только один член подынтегрального выражения в ур. (3.2.12) дает ведущий вклад в

излучаемую часть гравитационного поля[︀
𝜕𝑀𝐻̄

P
𝑖𝑗

]︀rad
= − 𝑚𝜅5𝑐𝑀

23/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
𝑎̇𝑖𝑣𝑗 + 2𝑎𝑖𝑎𝑗 + 𝑣𝑖𝑎̇𝑗

(𝑡− 𝑡′)1/2
. (3.2.13)

3.2.2. Гравитационное излучение двойной системы

Получив нерелятивистское приближение для гравитационного поля отдельной частицы

(3.2.13), рассмотрим случай нерелятивистской двойной системы. Без ограничения общности
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все предыдущие расчеты можно было провести в системе центра масс частиц

xCM =
𝑚1z1 +𝑚2z2

𝑀
= 0, 𝑀 = 𝑚1 +𝑚2. (3.2.14)

В этой системе отсчета координаты частиц переписываются через относительную координату

z = z2 − z1 как [155]

z1 = −𝑚2

𝑀
z, z2 =

𝑚1

𝑀
z. (3.2.15)

В итоге, в системе центра масс суперпозиция гравитационных полей отдельных частиц, об­

разующих двойную систему, дается интегралом (3.2.13), вычисленным на относительных

координатах частиц [︀
𝜕𝑀𝐻̄

P
𝑖𝑗

]︀rad
= − 𝜇𝜅5𝑐𝑀

23/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
𝑎̇𝑖𝑣𝑗 + 2𝑎𝑖𝑎𝑗 + 𝑣𝑖𝑎̇𝑗

(𝑡− 𝑡′)1/2
, (3.2.16)

где 𝜇 = 𝑚1𝑚2/𝑀 – приведенная масса системы. В результате, вклад точечных частиц в

гравитационное излучение нерелятивистской двойной системы дается уравнением (3.2.16).

3.3. Вклад скалярного поля

По аналогии с ур. (3.2.1), вклад скалярного поля в гравитационное излучение двойной

системы записывается как

𝐻̄F
𝑀𝑁(𝑥) = −2𝜅5

∫︁
𝑑5𝑥′ 𝑇F

𝑀𝑁(𝑥
′)𝐺4+1

ret (𝑥− 𝑥′), (3.3.1)

где тензор энергии-импульса скалярного поля дается ур. (3.1.123), а запаздывающая функция

Грина определяется ур. (3.1.125).

Напомним, что в эффективном тензоре энергии-импульса гравитационного поля (3.1.108)

участвуют лишь пространственные компоненты возмущений метрики в поперечно-бесследо­

вой калибровке, а также что поперечно-бесследовый проектор (3.1.111) имеет нулевой след

по обеим парам индексов. В результате, за счет этого при вычислении вклада скалярного

поля в поток энергии гравитационного излучения мы можем отбросить второе слагаемое

в тензоре энергии-импульса скалярного поля 𝑇F
𝑖𝑗 , пропорциональное 𝛿-символу Кронекера.

Таким образом, тензор энергии-импульса скалярного поля эффективно сводится к

𝑇F
𝑖𝑗 =

1

4𝜋
𝜕𝑖𝜙𝜕𝑗𝜙 𝛿(𝑥

4). (3.3.2)

Воспользуемся также условием отсутствия скалярного излучения. На основании этого мы

опускаем члены типа собственной энергии в тензоре энергии-импульса скалярного поля

𝑇F
𝑖𝑗 =

1

4𝜋
𝜕𝑖𝜙1𝜕𝑗𝜙2 𝛿(𝑥

4) + (𝑖↔ 𝑗), (3.3.3)
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Рис. 3.3. Разделение пространства-времени на ближнюю зону и зону излучения. Область определе­

ния хвостового интеграла 𝒞in и ее пересечение с ближней зоной 𝒦 (рисунок слева). Область опреде­

ления конусного интеграла 𝒞 и ее пересечение с ближней зоной 𝒩 (рисунок справа).

оставляя только вклады типа взаимодействия. Таким образом, мы получаем вклад скаляр­

ного поля в гравитационное излучение двойной системы в виде

𝐻̄F
𝑖𝑗(𝑥) = 𝐽𝑖𝑗(𝑥) + (𝑖↔ 𝑗), (3.3.4)

𝐽𝑖𝑗(𝑥) = −𝜅5
2𝜋

∫︁
𝑑5𝑥′ 𝜕 ′

𝑖𝜙1(𝑥
′) 𝜕 ′

𝑗𝜙2(𝑥
′)𝐺5

ret(𝑥− 𝑥′) 𝛿(𝑥′4). (3.3.5)

Далее мы вычисляем интеграл 𝐽𝑖𝑗(𝑥) и симметризуем полученный результат по индексам,

чтобы найти гравитационное излучение, создаваемое скалярным полем.

Учитывая структуру запаздывающей функции Грина (3.1.125), мы разбиваем интеграл

𝐽𝑖𝑗(𝑥) на два слагаемых с разными геометрическими интерпретациями

𝐽𝑖𝑗(𝑥) = 𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) + 𝐽C

𝑖𝑗 (𝑥), (3.3.6)

𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) = − 𝜅5

8𝜋3

∫︁
𝑑5𝑥′ 𝑇𝑖𝑗(𝑥

′) 𝜃(𝑋0) 𝜃(−𝑋2) 𝛿(𝑥′4), (3.3.7)

𝐽C
𝑖𝑗 (𝑥) =

𝜅5
4𝜋3

∫︁
𝑑5𝑥′𝐶𝑖𝑗(𝑥

′) 𝜃(𝑋0)𝛿(−𝑋2) 𝛿(𝑥′4), (3.3.8)

где мы ввели вектор 𝑋𝑀 = 𝑥𝑀 −𝑥′𝑀 . Хвостовой интеграл (3.3.7) соответствует интегрирова­

нию тензора

𝑇𝑖𝑗(𝑥
′) =

𝜕 ′
𝑖𝜙1(𝑥

′) 𝜕 ′
𝑗𝜙2(𝑥

′)

(−𝑋2)3/2
(3.3.9)

по пересечению светового конуса прошлого с вершиной в точке наблюдения 𝑥𝑀 и его внут­

ренней части с гиперповерхностью 𝑥′4 = 0. Соответствующая область интегрирования обо­

значается как 𝒞in, см. рис. (3.3). Аналогично, конусный интеграл (3.3.8) соответствует инте­

грированию тензора

𝐶𝑖𝑗(𝑥
′) =

𝜕 ′
𝑖𝜙1(𝑥

′) 𝜕 ′
𝑗𝜙2(𝑥

′)

(−𝑋2)1/2
(3.3.10)
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по пересечению данного светового конуса с гиперповерхностью 𝑥′4 = 0. Эта область интегри­

рования обозначается как 𝒞, см. рис. (3.3). Далее мы покажем, что по аналогии с вкладом

точечных частиц хвостовой интеграл содержит всю информацию о гравитационном поле в

волновой зоне, а конусный интеграл является лишь контрчленом, сокращающим содержащи­

еся в хвостовом интеграле расходимости на световом конусе.

3.3.1. Разделение пространства-времени – ближняя зона и зона излучения

В дальнейших расчетах мы используем подход DIRE к пост-Ньютоновским разложе­

ниям в четырехмерной ОТО [167] (см. также сборник формул в [168, 169]), ограничиваясь

лишь вычислением вкладов ведущего порядка. Так как этот подход основан на разделении

пространства-времени на зоны, дающие вклады разного порядка в гравитационное поле, то

кратко напомним их определения.

Будем работать в системе центра масс двойной системы (3.2.14) и обозначим ее характер­

ный размер как 𝒮. Тогда зона источника 𝒯 определяется как мировая трубка, охватывающая

область движения частиц

𝒯 =
{︀
𝑥𝑀 |𝑟 < 𝒮;−∞ < 𝑥0 < +∞

}︀
. (3.3.11)

Очевидно, что вне зоны источника 𝒯 тензор энергии-импульса частиц обращается в нуль

𝑇P
𝑀𝑁 = 0. В системе центра масс начало координат лежит внутри 𝒯 .

Мы предполагаем, что нерелятивистские частицы движутся с характерной скоростью

𝑣 ≪ 1, определяющей характерную длину гравитационных волн 𝜆GW ∼ 𝒮/𝑣 ≫ 𝒮, генериру­

емых системой. Тогда ближняя зона 𝒟 определяется как мировая трубка радиуса ℛ = 𝒮/𝑣

порядка длины волны гравитационного излучения

𝒟 =
{︀
𝑥𝑀 |𝑟 < ℛ;−∞ < 𝑥0 < +∞

}︀
, (3.3.12)

см. рис. (3.3). Внутри 𝒟 мы рассматриваем гравитационное и скалярное поля как мгновенные

функции координат частиц, т.е. пренебрегаем запаздыванием полей внутри ближней зоны.

Наконец, зона излучения определяется как область, внешняя по отношению к ближней зоне,

𝑟 > ℛ. Поскольку нас интересует гравитационное излучение системы, предполагается, что

точка наблюдения находится в зоне излучения |x| ≫ ℛ.

Основываясь на введенных выше пространственно-временных зонах, мы разделяем об­

ласти интегрирования для конусного и хвостового интегралов. Пересечение ближней зоны

с областью определения хвостового интеграла обозначим как 𝒦 = 𝒞in ∩ 𝒟, см. рис. (3.3).
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Аналогично, пересечение ближней зоны с областью определения конусного интеграла обо­

значается как 𝒩 = 𝒞 ∩𝒟, см. рис. (3.3). Тогда ур. (3.3.7) и (3.3.8) разделяются на интегралы

по ближней зоне и зоне излучения

𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) = − 𝜅5

8𝜋3

∫︁
𝒦
𝑑5𝑥′ 𝑇𝑖𝑗(𝑥

′)− 𝜅5
8𝜋3

∫︁
𝒞in∖𝒦

𝑑5𝑥′ 𝑇𝑖𝑗(𝑥
′), (3.3.13)

𝐽C
𝑖𝑗 (𝑥) =

𝜅5
4𝜋3

∫︁
𝒩
𝑑5𝑥′𝐶𝑖𝑗(𝑥

′) +
𝜅5
4𝜋3

∫︁
𝒞∖𝒩

𝑑5𝑥′𝐶𝑖𝑗(𝑥
′). (3.3.14)

При этом, поскольку мы считаем частицы нерелятивистскими и нас интересуют лишь веду­

щие вклады в хвостовой и конусный интегралы, мы предполагаем, что радиус ближней зоны

ℛ настолько велик, что тензор энергии-импульса скалярного поля 𝑇F
𝑖𝑗 исчезающе мал в зоне

излучения. Таким образом, хвостовой и конусный интегралы сводятся к

𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) = − 𝜅5

8𝜋3

∫︁
𝒦
𝑑5𝑥′ 𝑇𝑖𝑗(𝑥

′), 𝐽C
𝑖𝑗 (𝑥) =

𝜅5
4𝜋3

∫︁
𝒩
𝑑5𝑥′𝐶𝑖𝑗(𝑥

′). (3.3.15)

Кроме того, на основе приведенных выше рассуждений мы предполагаем, что граничные

члены, возникающие в результате интегрирования по частям пространственных интегралов

в (3.3.15), определяются областями |x′| ∼ ℛ и, следовательно, пренебрежимо малы. Анало­

гично, мы пренебрегаем в полученных интегралах вкладами пропорциональными ℛ−𝑛, 𝑛 > 0.

3.3.2. Хвостовой интеграл

Начнем с вычисления хвостового интеграла (3.3.15) и его вклада в излучаемую часть

гравитационного поля. Восстанавливая его явный вид, приходим к

𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) = − 𝜅5

8𝜋3

∫︁
𝒦
𝑑4𝑥′ 𝜕 ′

𝑖𝜙1(𝑥
′) 𝜕 ′

𝑗𝜙2(𝑥
′) 𝜃(𝑋0)

𝜃(−𝑋2)

(−𝑋2)3/2

⃒⃒⃒⃒
𝑥′4=0

, (3.3.16)

где индекс 𝒦 означает, что мы ограничиваем область интегрирования ближней зоной, и мы

совершили интегрирование по 𝑥′4-координате с помощью 𝛿-функции.

Функции Хевисайда в ур. (3.3.16) определяют следующую область интегрирования по

временной координате

𝑡′ ≤ 𝑡−
√︀

(𝑥⃗− 𝑥⃗′)2 + (𝑥4)2 = 𝑡ret(𝑥⃗
′), (3.3.17)

где 𝑡 = 𝑥0, и мы обозначили координаты на бране как 𝑥⃗. Разделив пространственный и

временной интегралы, переписываем хвостовой интеграл в виде

𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) = − 𝜅5

8𝜋3

∫︁
𝒦
𝑑3𝑥′

∫︁ 𝑡ret

−∞
𝑑𝑡′

𝜕 ′
𝑖𝜙1(𝑥

′) 𝜕 ′
𝑗𝜙2(𝑥

′)

[(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥⃗− 𝑥⃗′)2 − (𝑥4)2]3/2
. (3.3.18)

Заметим, что для точки наблюдения в зоне излучения |𝑥⃗′| ≤ ℛ ≪ 𝑟. Тогда, раскладывая

запаздывающее время (3.3.17) и знаменатель в ур. (3.3.18) с точностью до ведущего порядка
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по малому параметру |𝑥⃗′|/𝑟 ≪ 1 как

𝑡ret(𝑥⃗
′) ≃ 𝑡+ 𝑥⃗𝑥⃗′/𝑟, (3.3.19)

(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥⃗− 𝑥⃗′)2 − (𝑥4)2 ≃ (𝑡− 𝑡′)2 − 𝑟2 + 2𝑥⃗𝑥⃗′, (3.3.20)

мы приходим к хвостовому интегралу в виде

𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) = − 𝜅5

8𝜋3

∫︁
𝒦
𝑑3𝑥′

∫︁ 𝑡+𝑥⃗𝑥⃗′/𝑟

−∞
𝑑𝑡′

𝜕 ′
𝑖𝜙1(𝑥

′) 𝜕 ′
𝑗𝜙2(𝑥

′)

[(𝑡− 𝑡′)2 − 𝑟2 + 2𝑥⃗𝑥⃗′]3/2
. (3.3.21)

Так как нас интересуют лишь ведущие вклады в хвостовой и конусный интегралы, мы рас­

кладываем интеграл по времени в ур. (3.3.21) с точностью до ведущего вклада по |𝑥⃗′|/𝑟,

получая

𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) = − 𝜅5

8𝜋3

∫︁
𝒦
𝑑3𝑥′

[︃∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
𝜕 ′
𝑖𝜙1(𝑥

′) 𝜕 ′
𝑗𝜙2(𝑥

′)

[(𝑡− 𝑡′)2 − 𝑟2]3/2
+𝒪

(︂
𝑥⃗′

𝑟

)︂]︃
. (3.3.22)

В результате в уравнении (3.3.22) пространственный и временной интегралы расцепляются,

и мы можем вычислить их независимо.

Чтобы преобразовать ур, (3.3.22) к виду, аналогичному вкладу точечных частиц (3.2.16),

вычислим пространственный интеграл. Для этого интегрируем по частям

𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) =

𝜅5
8𝜋3

∫︁
𝒦
𝑑3𝑥′

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
𝜙1(𝑥

′)𝜕 ′
𝑖 𝜕

′
𝑗𝜙2(𝑥

′)

[(𝑡− 𝑡′)2 − 𝑟2]3/2
, (3.3.23)

опуская, как обсуждалось выше, граничные члены. Учитывая, что внутри 𝒦 запаздывание

полей пренебрежимо мало, скалярные поля определяются ур. (3.1.119), и полученный инте­

грал легко вычисляется с использованием методов, разработанных в подходе DIRE. Подроб­

ное вычисление мы выносим в приложение 5, а здесь лишь приводим конечный результат

∫︁
𝒦
𝑑3𝑥′ 𝜙1(𝑥

′)𝜕 ′
𝑖 𝜕

′
𝑗𝜙2(𝑥

′) = −𝜋𝜇[𝑎𝑖(𝑡′)𝑧𝑗(𝑡′) + 𝑧𝑖(𝑡
′)𝑎𝑗(𝑡

′)], (3.3.24)

выраженный через относительную координату двойной системы 𝑧𝑖(𝑡
′), где 𝜇 является ее при­

веденной массой. Таким образом, хвостовой интеграл принимает вид

𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) = −𝜇𝜅5

8𝜋2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

𝑎𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎𝑗
[(𝑡− 𝑡′)2 − 𝑟2]3/2

. (3.3.25)

Преобразуем знаменатель в ур. (3.3.25), переписывая время наблюдения 𝑡 через запаздыва­

ющее время 𝑡 = 𝑡+ 𝑟, в следующем виде

𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) = −𝜇𝜅5

8𝜋2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

𝑎𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎𝑗
(𝑡− 𝑡′)3/2[𝑡− 𝑡′ + 2𝑟]3/2

. (3.3.26)

Очевидно, что основной вклад в этот интеграл вносит малая окрестность запаздывающего

времени 𝑡− 𝑡′ ≪ 2𝑟. Поэтому ведущий вклад в хвостовой интеграл имеет вид

𝐽T
𝑖𝑗 (𝑥) = − 𝜇𝜅5

29/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

𝑎𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎𝑗
(𝑡− 𝑡′)3/2

(3.3.27)
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аналогичный вкладу точечных частиц в гравитационное поле двойной системы (3.2.16). За­

метим, что полученный интеграл расходится на верхнем пределе интегрирования.

3.3.3. Конусный интеграл

Перейдем теперь к вычислению конусного интеграла (3.3.15), который в явном виде

записывается как

𝐽C
𝑖𝑗 (𝑥) =

𝜅5
4𝜋3

∫︁
𝒩
𝑑4𝑥′ 𝜕 ′

𝑖𝜙1(𝑥
′) 𝜕 ′

𝑗𝜙2(𝑥
′) 𝜃(𝑋0)

𝛿(−𝑋2)

(−𝑋2)1/2

⃒⃒⃒⃒
𝑥′4=0

, (3.3.28)

где мы совершили интегрирование по 𝑥′4-координате с помощью 𝛿-функции. Представим

произведение 𝛿-функции и функции Хевисайда в виде

𝜃(𝑋0)𝛿(−𝑋2)
⃒⃒
𝑥′4=0

=
𝛿(𝑡′ − 𝑡ret)

2
√︀

(𝑥⃗− 𝑥⃗′)2 + (𝑥4)2
, (3.3.29)

где 𝑡ret – запаздывающее время (3.3.17). Тогда конусный интеграл запишется как

𝐽C
𝑖𝑗 (𝑥) =

𝜅5
8𝜋3

∫︁
𝒩
𝑑3𝑥′

∫︁
𝑑𝑡′

𝜕 ′
𝑖𝜙1(𝑥

′) 𝜕 ′
𝑗𝜙2(𝑥

′) 𝛿(𝑡′ − 𝑡ret)√︀
(𝑥⃗− 𝑥⃗′)2 + (𝑥4)2

√︀
(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥⃗− 𝑥⃗′)2 − (𝑥4)2

. (3.3.30)

По аналогии с хвостовым интегралом раскладываем ур. (3.3.30) по малому параметру |𝑥⃗′|/𝑟 ≪

1, сохраняя лишь ведущий вклад

𝐽C
𝑖𝑗 (𝑥) =

𝜅5
8𝜋3𝑟

∫︁
𝒩
𝑑3𝑥′

∫︁
𝑑𝑡′

𝜕 ′
𝑖𝜙1(𝑥

′) 𝜕 ′
𝑗𝜙2(𝑥

′) 𝛿(𝑡′ − 𝑡)√︀
(𝑡− 𝑡′)2 − 𝑟2

, (3.3.31)

в котором пространственный и временной интегралы расцепляются.

Пространственный интеграл в ур. (3.3.31) эквивалентен пространственному интегралу,

полученному при вычислении хвостового интеграла, и дается уравнением (3.3.24). Таким

образом, конусный интеграл записывается как

𝐽C
𝑖𝑗 (𝑥) =

𝜇𝜅5
8𝜋2𝑟

∫︁
𝑑𝑡′

𝑎𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎𝑗√︀
(𝑡− 𝑡′)2 − 𝑟2

𝛿(𝑡′ − 𝑡), (3.3.32)

где 𝑧𝑖(𝑡′) – относительная координата двойной системы. Переписывая координатное время

через запаздывающее 𝑡 = 𝑡 + 𝑟 и учитывая, что в силу наличия 𝛿-функции ведущий вклад

в интеграл (3.3.32) вносит точка 𝑡′ = 𝑡, преобразуем знаменатель подынтегральной функции

по аналогии с ур. (3.3.27)

𝐽C
𝑖𝑗 (𝑥) =

𝜇𝜅5
27/2𝜋2𝑟3/2

∫︁
𝑑𝑡′

𝑎𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎𝑗
(𝑡− 𝑡′)1/2

𝛿(𝑡′ − 𝑡). (3.3.33)

Преобразовывая ур. (3.3.33) по аналогии с ур. (1.5.19) и (1.5.20), приходим к конусному

интегралу в виде

𝐽C
𝑖𝑗 (𝑥) =

𝜇𝜅5
29/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

𝑎̄𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎̄𝑗
(𝑡− 𝑡′)3/2

. (3.3.34)
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Очевидно, что по аналогии со вкладом точечных частиц конусный интеграл (3.3.34) пред­

ставляет собой лишь контрчлен, сокращающий расходимость, содержащуюся в хвостовом

интеграле (3.3.27) на верхнем пределе интегрирования.

3.3.4. Излучаемая часть гравитационного поля

Объединяя ур. (3.3.27) и (3.3.34), с учетом ур. (3.3.4) мы находим вклад скалярного

поля в гравитационное излучение двойной системы

𝐻̄F
𝑖𝑗(𝑥) = − 𝜇𝜅5

27/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
[︂
𝑎𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎𝑗
(𝑡− 𝑡′)3/2

− 𝑎̄𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎̄𝑗
(𝑡− 𝑡′)3/2

]︂
. (3.3.35)

В соответствии с подходом Рорлиха-Тейтельбойма, нам необходимо найти излучаемую часть

производной гравитационного поля. Заметим, что вся зависимость ур. (3.3.35) от точки на­

блюдения содержится в префакторе, пропорциональном обратному расстоянию 1/𝑟, и в за­

паздывающем времени 𝑡. Дифференцирование префактора увеличивает скорость затухания

поля и, таким образом, не дает вклада в излучаемую часть. Кроме того, дифференцирова­

ние верхнего предела интегрирования, содержащего запаздывающее время, дает сумму двух

расходящихся членов, которые компенсируют друг друга и, следовательно, также не вно­

сят вклада в гравитационное излучение. Поэтому излучаемая часть гравитационного поля,

создаваемая натяжениями скалярного поля, имеет вид

[︀
𝜕𝑀𝐻̄

F
𝑖𝑗

]︀rad
=
𝜇𝜅5(𝜕𝑀 𝑡)

rad

27/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
[︂
3

2

𝑎𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎𝑗
(𝑡− 𝑡′)5/2

− 3

2

𝑎̄𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎̄𝑗
(𝑡− 𝑡′)5/2

+

+
¯̇𝑎𝑖𝑧𝑗 + 𝑎̄𝑖𝑣𝑗 + 𝑣𝑖𝑎̄𝑗 + 𝑧𝑖¯̇𝑎𝑗

(𝑡− 𝑡′)3/2

]︂
. (3.3.36)

По аналогии с вкладом точечных частиц первое слагаемое в ур. (3.3.36) содержит всю фи­

зическую информацию о гравитационном поле в волновой зоне, а два оставшихся члена

являются лишь контрчленами, сокращающими расходимости, содержащиеся в первом члене

на верхнем пределе интегрирования. Чтобы сделать сходимость интеграла (3.3.36) явной,

введем регуляризующий параметр 𝜖 → +0 в верхний предел интегрирования 𝑡 → 𝑡 − 𝜖 и

дважды проинтегрируем первое слагаемое по частям, приходя к

lim
𝜖→+0

3

2

∫︁ 𝑡−𝜖

−∞
𝑑𝑡′
𝑎𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎𝑗
(𝑡− 𝑡′)5/2

= lim
𝜖→+0

𝑎̄𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎̄𝑗
𝜖3/2

− 2 lim
𝜖→+0

¯̇𝑎𝑖𝑧𝑗 + 𝑎̄𝑖𝑣𝑗 + 𝑣𝑖𝑎̄𝑗 + 𝑧𝑖¯̇𝑎𝑗
𝜖1/2

+

+ 2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
𝑎̈𝑖𝑧𝑗 + 2𝑎̇𝑖𝑣𝑗 + 2𝑎𝑖𝑎𝑗 + 2𝑣𝑖𝑎̇𝑗 + 𝑧𝑖𝑎̈𝑗

(𝑡− 𝑡′)1/2
. (3.3.37)

Первые два расходящихся члена в ур. (3.3.37) компенсируются двумя последними членами

в интеграле (3.3.36), оставляя лишь сходящийся интеграл.
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Наконец, производная запаздывающего времени 𝑡 имеет простой вид

(𝜕𝑀 𝑡)
rad = 𝜕𝑀 𝑡 = −𝑐𝑀 . (3.3.38)

Таким образом, излучаемая часть гравитационного поля, определяемая вкладом натяжений

скалярного поля, связывающего двойную систему, принимает вид[︀
𝜕𝑀𝐻̄

F
𝑖𝑗

]︀rad
= − 𝜇𝜅5𝑐𝑀

25/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
𝑎̈𝑖𝑧𝑗 + 2𝑎̇𝑖𝑣𝑗 + 2𝑎𝑖𝑎𝑗 + 2𝑣𝑖𝑎̇𝑗 + 𝑧𝑖𝑎̈𝑗

(𝑡− 𝑡′)1/2
, (3.3.39)

аналогичный излучаемой части гравитационного поля точечных частиц (3.2.16).

3.4. Пятимерная квадрупольная формула

Вычислив вклады частиц и скалярного поля в излучаемую часть гравитационного по­

ля, перейдем теперь к вычислению полной мощности гравитационного излучения двойной

системы. Основываясь на полученной квадрупольной формуле для мощности гравитацион­

ного излучения двойной системы на бране, изучим также эволюцию ее орбиты под действием

гравитационного излучения в пятимерный балк.

3.4.1. Излучаемая часть полного гравитационного поля

Объединяя ур. (3.2.16) и (3.3.39), мы приходим к излучаемой части полного гравитаци­

онного поля двойной системы[︀
𝜕𝑀𝐻̄𝑖𝑗

]︀rad
= − 𝜇𝜅5𝑐𝑀

25/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

𝑎̈𝑖𝑧𝑗 + 4𝑎̇𝑖𝑣𝑗 + 6𝑎𝑖𝑎𝑗 + 4𝑣𝑖𝑎̇𝑗 + 𝑧𝑖𝑎̈𝑗
(𝑡− 𝑡′)1/2

. (3.4.1)

Переписывая числитель в ур. (3.4.1) как

𝑎̈𝑖𝑧𝑗 + 4𝑎̇𝑖𝑣𝑗 + 6𝑎𝑖𝑎𝑗 + 4𝑣𝑖𝑎̇𝑗 + 𝑧𝑖𝑎̈𝑗 = 𝜕4𝑡′(𝑧𝑖𝑧𝑗), (3.4.2)

мы приходим к следующему выражению

(𝜕𝑀𝐻̄𝑖𝑗)
rad = − 𝜇𝜅5𝑐𝑀

25/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

𝜕4𝑡′(𝑧𝑖𝑧𝑗)

(𝑡− 𝑡′)1/2
. (3.4.3)

Так как мы рассматриваем нерелятивистские частицы, то мы определяем по аналогии

с четырехмерной теорией [163] второй момент массы системы как

𝑀 𝑖𝑗 =
2∑︁

𝑎=1

𝑚𝑎

∫︁
𝑑4𝑥 𝑥𝑖𝑥𝑗 𝛿(4)(x− z𝑎) =

2∑︁
𝑎=1

𝑚𝑎𝑧
𝑖
𝑎𝑧

𝑗
𝑎. (3.4.4)

В системе центра масс (3.2.14) он принимает простой вид

𝑀𝑖𝑗 = 𝜇𝑧𝑖𝑧𝑗, (3.4.5)
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где 𝑧𝑖 – относительная координата двойной системы (3.2.15), а 𝜇 – ее приведенная масса. В

результате, излучаемая часть полного гравитационного поля записывается как

[︀
𝜕𝑀𝐻̄𝑖𝑗

]︀rad
= − 𝜅5𝑐𝑀

25/2𝜋2𝑟3/2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

....
𝑀 𝑖𝑗

(𝑡− 𝑡′)1/2
. (3.4.6)

Таким образом, по аналогии с гравитационным излучением в четырехмерной теории [163],

пятимерное гравитационное излучение нерелятивистской двойной системы определяется её

вторым моментом массы. Более того, так как нас интересует излучаемая часть гравита­

ционного поля в поперечно-бесследовой калибровке (3.1.112), то с учетом нулевых следов

проектора (3.1.111) мы можем заменить второй момент массы системы на ее квадрупольный

момент

𝑄𝑖𝑗 =𝑀𝑖𝑗 −
1

4
𝛿𝑖𝑗𝑀𝑘𝑘, (3.4.7)

приходя к излучаемой части полного гравитационного поля в поперечно-бесследовой калиб­

ровке в виде [︀
𝜕𝑀𝐻

tt
𝑖𝑗

]︀rad
= − 𝜅5𝑐𝑀

25/2𝜋2𝑟3/2
𝒜tt

𝑖𝑗, 𝒜tt
𝑖𝑗 =

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

....
𝑄

tt

𝑖𝑗

(𝑡− 𝑡′)1/2
, (3.4.8)

где 𝑄tt
𝑖𝑗 = Λ𝑖𝑗,𝑘𝑙(n)𝑄𝑘𝑙. Полученная излучаемая часть полного гравитационного поля схожа со

своим четырехмерным аналогом [163]. Однако, в то время как в четырех измерениях грави­

тационное излучение в заданной пространственно-временной точке наблюдения полностью

определяется состоянием источника в соответствующий запаздывающий момент времени, то

в пяти измерениях оно зависит от полной истории движения источника, предшествующей

запаздывающему времени.

3.4.2. Квадрупольная формула

С помощью ур. (3.1.108) и (1.3.7) мы находим пятимерный аналог квадрупольной фор­

мулы для углового распределения мощности гравитационного излучения нерелятивистской

двойной системы на бране
𝑑𝑊5

𝑑Ω3

=
𝜅5

128𝜋4

⟨︀
𝒜tt

𝑖𝑗𝒜tt
𝑖𝑗

⟩︀
, (3.4.9)

где 𝒜tt
𝑖𝑗(𝑥) дается уравнением (3.4.8).

Чтобы переписать ур. (3.4.9) в терминах поляризационных амплитуд мы следуем вы­

воду, предложенному в четырехмерной теории в [163]. Заметим, что свертка тензоров 𝒜tt
𝑖𝑗

инвариантна относительно SO(4)-преобразований. В частности, свертка, вычисленная в про­

извольно ориентированной координатной системе 𝑥, равна свертке, вычисленной в коорди­

натной системе 𝑥′, где вектор в направлении наблюдения n сонаправлен с 𝑥′4 координатой
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(см. ур. (3.1))

𝒜tt
𝑖𝑗(𝑥)𝒜tt

𝑖𝑗(𝑥) = 𝒜′tt
𝑖𝑗(𝑥

′)𝒜′tt
𝑖𝑗(𝑥

′), (3.4.10)

Тогда, по аналогии с вычислением поляризационных амплитуд в Приложении 3, вычислим

ее в 𝑥′-системе и перепишем компоненты тензора 𝒜′tt
𝑖𝑗 через компоненты 𝒜tt

𝑖𝑗 с помощью ур.

(3.7). В результате, с учетом ур. (3.2) мы получаем

𝒜′tt
𝑖𝑗𝒜′tt

𝑖𝑗 = tr
(︁
𝒜′tt𝒜′tt

)︁
= 2

(︂
𝒜2

+ +𝒜2
× +

3

4
𝒜2∘ +𝒜2

⊕ +𝒜2
⊗

)︂
, (3.4.11)

где мы также учли ур. (3.8 – 3.12) и симметрию тензора 𝒜′tt
𝑖𝑗.

В итоге, мощность гравитационного излучения двойной системы принимает вид

𝑑𝑊5

𝑑Ω3

=
𝜅5

64𝜋4

⟨
𝒜2

+ +𝒜2
× +

3

4
𝒜2∘ +𝒜2

⊕ +𝒜2
⊗

⟩
. (3.4.12)

Полученное ур. (3.4.12) определяет вклады независимых поляризаций в гравитационное из­

лучение системы. В частности, отсюда видно, что «дышащая» мода 𝒜∘ переносит на 25%

меньше энергии, чем другие поляризации гравитационного поля.

3.4.3. Двойная система на круговой орбите

В качестве простого, но иллюстративного примера рассмотрим пятимерное гравитаци­

онное излучение нерелятивистской двойной системы на круговой орбите. Относительная ко­

ордината такой системы имеет простой вид

𝑧𝑖 = {𝑅s cos𝜔s𝑡, 𝑅s sin𝜔s𝑡, 0, 0} , (3.4.13)

где 𝑅s – радиус орбиты, а 𝜔s – частота орбитального движения.

Как обсуждалось выше, при вычислении гравитационного излучения можно эквива­

лентно использовать тензор 𝒜𝑖𝑗(𝑥), определенный через второй момент массы (3.4.5) или

квадрупольный момент (3.4.7) системы. В дальнейшем для простоты мы будем использо­

вать первый вариант

𝒜𝑖𝑗(𝑥) =

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

....
𝑀 𝑖𝑗

(𝑡− 𝑡′)1/2
. (3.4.14)

Ненулевые компоненты второго момента массы в нашем случае имеют вид

....
𝑀 11 = −

....
𝑀 22 = 8𝜇𝑅2

s𝜔
4
s cos 2𝜔s𝑡

′,
....
𝑀 12 =

....
𝑀 21 = 8𝜇𝑅2

s𝜔
4
s sin 2𝜔s𝑡

′ (3.4.15)

Из ур. (3.4.15) мы находим ненулевые компоненты тензора 𝒜𝑖𝑗(𝑥)

𝒜11(𝑥) = −𝒜22(𝑥) =
√
32𝜋𝜇𝑅2

s𝜔
7/2
s sin

(︁
2𝜔s𝑡+

𝜋

4

)︁
, (3.4.16)

𝒜12(𝑥) = 𝒜21(𝑥) =
√
32𝜋𝜇𝑅2

s𝜔
7/2
s sin

(︁
2𝜔s𝑡−

𝜋

4

)︁
, (3.4.17)
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Для подробного вывода ур. (3.4.16) и (3.4.17) см. Приложение 6.

В соответствии с ур. (3.4.12), для вычисления мощности гравитационного излучения

двойной системы мы находим амплитуды поляризаций гравитационного поля. Подставляя в

ур. (3.8–3.12) ненулевые компоненты тензора 𝒜𝑖𝑗(𝑥) (3.4.16) и (3.4.17), мы получаем

𝒜+ = −
√
8𝜋𝜇𝑅2

s𝜔
7/2
s (1 + cos2 𝜃) sin

(︁
2𝜔s𝑡+

𝜋

4
− 2𝜑

)︁
, (3.4.18)

𝒜× =
√
32𝜋𝜇𝑅2

s𝜔
7/2
s cos 𝜃 cos

(︁
2𝜔s𝑡+

𝜋

4
− 2𝜑

)︁
, (3.4.19)

𝒜∘ =

√
32𝜋

3
𝜇𝑅2

s𝜔
7/2
s

(︀
2 sin2 𝜃 cos2 𝜁 − cos2 𝜃 + 1

)︀
sin
(︁
2𝜔s𝑡+

𝜋

4
− 2𝜑

)︁
, (3.4.20)

𝒜⊕ =
√
32𝜋𝜇𝑅2

s𝜔
7/2
s sin 𝜃 cos 𝜁 cos

(︁
2𝜔s𝑡+

𝜋

4
− 2𝜑

)︁
, (3.4.21)

𝒜⊗ =
√
8𝜋𝜇𝑅2

s𝜔
7/2
s sin 2𝜃 cos 𝜁 sin

(︁
2𝜔s𝑡+

𝜋

4
− 2𝜑

)︁
. (3.4.22)

Заметим, что в случае точки наблюдения на бране 𝜁 = 𝜋/2 «дышащая» мода (3.4.20) сохра­

няется, а 𝒜⊕ и 𝒜⊗ поляризации оказываются равными нулю. Таким образом, наблюдатель

на бране регистрирует три независимых поляризации гравитационных волн, как было обна­

ружено ранее в [27].

Усредняя квадраты поляризационных амплитуд в уравнении (3.4.12) по периоду орби­

тального движения с помощью следующего соотношения⟨
sin2

(︁
2𝜔s𝑡+

𝜋

4
− 2𝜑

)︁⟩
=
⟨
cos2

(︁
2𝜔s𝑡+

𝜋

4
− 2𝜑

)︁⟩
=

1

2
, (3.4.23)

мы приходим к угловому распределению мощности гравитационного излучения двойной си­

стемы на круговой орбите на бране в виде

𝑑𝑊 circ
5

𝑑Ω3

=
𝜅5𝜇

2𝑅4
s𝜔

7
s

4𝜋3

[︃(︂
1 + cos2 𝜃

2

)︂2

+ cos2 𝜃 + sin4 𝜃
(1 + 2 cos2 𝜁)2

12

+ sin2 𝜃 cos2 𝜁(1 + cos2 𝜃)

]︃
. (3.4.24)

Интегрируя уравнение (3.4.24), мы находим полную мощность гравитационного излучения

нерелятивистской двойной системы на круговой орбите на бране

𝑊 circ
5 =

5

9𝜋
𝜅5𝜇

2𝑅4
s𝜔

7
s . (3.4.25)

3.4.4. Эволюция квазикруговой орбиты

Как мы подчеркивали изначально, представленную систему следует рассматривать как

математически непротиворечивую, но физически нереалистичную модель, поэтому мы воз­

держиваемся от каких-либо количественных физических предсказаний. В частности, закон
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орбитальной эволюции двойной системы на бране под действием гравитационного излучения

в пятимерный балк, который мы получаем в данном подразделе в качестве простого приме­

ра применения полученной пятимерной квадрупольной формулы, не рассматривается как

попытка извлечь доступные для экспериментальной проверки предсказания и дает резуль­

тат, явно противоречащий данным наблюдений двойных пульсаров. Мы представляем этот

расчет лишь для демонстрации того, как наличие дополнительного измерения меняет время

жизни двойной системы.

Поскольку в нерелятивистском пределе потери двойной системой энергии на гравита­

ционное излучение за период движения системы по орбите малы по сравнению с ее полной

энергией, мы предполагаем, что система движется по квазикруговой орбите. А именно, по

аналогии с четырехмерной теорией [163] будем рассматривать радиус орбиты 𝑅s(𝑡) и частоту

орбитального движения 𝜔s(𝑡) как медленно меняющиеся функции времени, удовлетворяющие

условию

−𝑅̇s ≪ 𝜔s𝑅s, (3.4.26)

соответствующему медленному сжатию орбиты.

Эволюция орбиты подчиняется закону сохранения энергии

𝑑𝐸tot

𝑑𝑡
= −𝑊 circ

5 , (3.4.27)

где 𝐸tot – полная механическая энергия нерелятивистской двойной системы, а мощность гра­

витационного излучения определяется уравнением (3.4.25). Перепишем механическую энер­

гию системы и мощность ее излучения через частоту орбитального движения, используя ее

связь с радиусом орбиты. Подставив в уравнение (3.1.121) относительную координату систе­

мы (3.4.13), с точностью до вкладов ведущего порядка приходим к

𝜔2
s =

𝑔1𝑔2
𝜇𝑅3

s

. (3.4.28)

С помощью ур. (3.4.28) перепишем энергию системы и мощность ее излучения как

𝐸tot =
𝜇v2

2
− 𝑔1𝑔2

|z|
= −1

2
(
√
𝜇𝑔1𝑔2)

2/3𝜔2/3
s , (3.4.29)

𝑊 circ
5 =

5

9𝜋
𝜅5(

√
𝜇𝑔1𝑔2)

4/3𝜔13/3
s . (3.4.30)

В результате, подставляя ур. (3.4.29) и (3.4.30) в закон сохранения энергии (3.4.27), мы при­

ходим к уравнению эволюции частоты орбитального движения

𝜔̇s =
5𝜅5
3𝜋

(
√
𝜇𝑔1𝑔2)

2/3𝜔14/3
s , 𝜔̇s ≪ 𝜔2

s , (3.4.31)
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где второе неравенство является условием квазикругового движения (3.4.26) в терминах ор­

битальной частоты. Решение уравнения (3.4.31) записывается как

𝜔s(𝑡) =

(︂
9𝜋

55𝜅5

)︂3/11

(
√
𝜇𝑔1𝑔2)

−2/11(𝑡c − 𝑡)−3/11, (3.4.32)

где 𝑡c – момент слияния двойной системы. Полученный закон эволюции орбитальной частоты

(3.4.32) значительно отличается от своего четырехмерного аналога [163]

𝜔s, 4D(𝑡) ∼ (𝑡c − 𝑡)−3/8, (3.4.33)

не удовлетворяя современным ограничениям на эволюцию двойных систем под действием

гравитационного излучения, полученным с помощью наблюдения двойных пульсаров [170,

171]. Очевидно, этого и следовало ожидать, учитывая что в нашем случае гравитация описы­

вается физически нереалистичной ОТО с одним дополнительным измерением бесконечного

объема.

Из ур. (3.4.28) и (3.4.32) получаем также уравнение эволюции радиуса квазикруговой

орбиты и его решение в виде

𝑅̇s = −2

3
𝑅s
𝜔̇s

𝜔s

=⇒ 𝑅s(𝑡) = 𝑅0

(︂
𝑡c − 𝑡

𝑡c − 𝑡0

)︂2/11

. (3.4.34)

где 𝑅0 – радиус орбиты в некоторый начальный момент времени 𝑡0. Сравним скорость сжа­

тия орбиты двойной системы на бране, излучающей гравитационные волны в пятимерный

балк, с эволюцией двойной системы, излучающей гравитационные волны в четырехмерном

пространстве-времени. Так, во втором случае зависимости радиуса квазикруговой орбиты от

времени имеет вид [163]

𝑅s(𝑡) = 𝑅0

(︂
𝑡c − 𝑡

𝑡c − 𝑡0

)︂1/4

. (3.4.35)

Для сравнения скоростей сжатия орбит двух систем положим в обоих случаях моменты сли­

яния системы равными нулю 𝑡c = 0. Также введем безразмерные время 𝑡 = 𝑡/|𝑡0| и радиусы

орбит 𝑅̄ = 𝑅s/𝑅0. В результате, из ур. (3.4.34) и (3.4.35) находим законы сжатия квазикруго­

вых орбит двойных систем под действием четырехмерного и пятимерного гравитационного

излучения, соответственно, в виде

𝑅̄4D(𝑡) = (−𝑡)1/4, 𝑅̄5D(𝑡) = (−𝑡)2/11. (3.4.36)

Данные уравнения характеризуют скорости сжатия орбит в относительных единицах:

на сколько процентов уменьшится радиус орбиты за определенную долю интервала време­

ни длительностью |𝑡0| от начального момента времени 𝑡0 < 0 до момента слияния двойной
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Рис. 3.4. Эволюция нормированного радиуса двойной системы под действием четырехмерного и

пятимерного гравитационного излучения.

системы 𝑡c = 0. В результате, из рис. (3.4) видно, что в относительных единицах двойная си­

стема будет сжиматься быстрее под действием четырехмерного гравитационного излучения,

чем под действием гравитационного излучения в пятимерный балк. Чтобы понять причину

такого поведения, перепишем мощности излучения двойных систем на круговых орбитах в

размерности четыре [163] и пять (3.4.25) через линейную скорость 𝑣s = 𝜔s𝑅s эффективной

частицы с приведенной массой 𝜇

𝑊4 =
32

5
𝐺𝜇2 𝑣

6
s

𝑅2
s

, 𝑊5 =
5

9𝜋
𝜅5𝜇

2 𝑣
7
s

𝑅3
s

, (3.4.37)

где 𝐺 – это четырехмерная Ньютоновская постоянная. Отсюда видно, что в нерелятивист­

ском приближении 𝑣s ≪ 1 гравитационное излучение в размерности пять является эффектом

на порядок малости выше, по сравнению с четырехмерным случаем, что замедляет потерю

системой энергии на гравитационное излучение и, соответственно, сжатие орбиты.

3.5. Выводы

В данной Главе мы рассмотрели простую модель пятимерной ОТО с четырехмерной

материей, состоящей из точечных частиц и безмассового скалярного поля, локализованных

на плоской 3-бране. Хотя данная модель явно феноменологически нежизнеспособна, мате­

матически она представляет собой последовательную самосогласованную модель, дающую

возможность вычислять пятимерное гравитационное излучение в балк в рамках линеаризо­

ванной гравитации. Более того, данная модель все так же улавливает важную особенность

излучения в нечетных размерностях – появление хвостовых вкладов в излучении, связанных

с нарушением принципа Гюйгенса. Мы обобщили подход Рорлиха-Тейтельбойма к излучения

на случай гравитационного поля в пространстве-времени нечетной размерности, а также про­
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демонстрировали, что вклад натяжений скалярного поля, посредством которого две частицы

взаимодействуют, в гравитационное излучение можно явно учесть, используя модификацию

подхода DIRE к пост-Ньютоновским разложениям в четырехмерной ОТО.

Мы рассмотрели гравитационное излучение двойной системы нерелятивистских точеч­

ных частиц, получив пятимерный аналог квадрупольной формулы для мощности ее гравита­

ционного излучения (3.4.9). По аналогии с моделью скалярного поля, рассмотренной в Главе

1, было показано, что гравитационное излучение двойной системы зависит от полной исто­

рии ее движения, предшествующей запаздывающему времени. Таким образом, присутствие

нечетного числа дополнительных измерений в данной модели будет проявляться за счет

формирования характерных нелокальных хвостовых сигналов в гравитационном излучении

двойной системы, аналогичных рассмотренным в Главе 2. Еще одним признаком присут­

ствия дополнительного измерения в гравитационных волнах оказываются дополнительные

поляризации. В то время как в пяти измерениях гравитационные волны имеют пять поля­

ризаций, наблюдатель на бране будет детектировать лишь три из них — две стандартные

«крест» и «плюс» поляризации, а также дополнительную «дышащую» моду. При этом бы­

ло доказано, что последняя генерируется источником на бране, имеет ненулевое значения

для наблюдателя на бране, и переносит на 25% меньше энергии по сравнению с остальными

поляризациями.

Обсудим связь наших результатов с другими работами. Наличие дополнительной «ды­

шащей» поляризации у гравитационных волн в присутствии дополнительных измерений бы­

ло показано ранее в [27]. Однако, в нашей работе впервые были доказаны ее генерация ис­

точниками, локализованными на бране, а также возможность ее регистрации наблюдателем

на бране. Также полученная нами квадрупольная формула (3.4.9) согласуется с формулой,

полученной в [84] с использованием Фурье-преобразований запаздывающих функций Гри­

на. Кроме того, наши результаты укладываются в рекуррентные схемы для квадрупольной

формулы и мощности излучения системы на круговой орбите, полученные в [62] для произ­

вольных четных размерностей. Мы также ожидаем, что наша формула для мощности излу­

чения системы на круговой орбите может быть проверена с помощью результатов работы

[81], полученных в рамках подхода эффективной теории поля.
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Глава 4

Утечка излучения в скалярной DGP-модели

В DGP-модели эффективный гравитон на 3-бране является метастабильной частицей,

что приводит к модификации законов гравитации на космологических расстояниях. В част­

ности, это приводит к утечке гравитационных волн с браны в дополнительное измерение

на космологических расстояниях от источника. Однако, расчет интенсивности утечки гра­

витационных волн является нетривиальной задачей из-за нарушения принципа Гюйгенса

в пятимерном балке DGP-модели. В этой Главе мы рассматриваем упрощенную задачу ска­

лярного излучения точечного заряда, локализованного на бране, в рамках скалярно-полевого

аналога DGP-модели. В случае движения заряда по круговой траектории мы находим зави­

симость эффективного четырехмерного потока энергии излучения через 2-сферу на бране

от ее радиуса, характеризующую интенсивность утечки скалярного излучения с браны с рас­

стоянием от источника излучения. В соответствии с инфракрасной прозрачностью балка в

DGP-модели, интенсивность утечки оказывается выше для низкочастотных сигналов. Мы

также анализируем возможность обнаружения данного эффекта современными и будущими

гравитационно-волновыми обсерваториями.

4.1. Скалярный аналог DGP-модели

Наша цель – оценить интенсивность утечки гравитационного излучения в дополнитель­

ное измерение в DGP-модели. Для простоты мы пренебрегаем тензорной структурой гравита­

ционного поля и рассматриваем скалярно-полевой аналог DGP-модели, живущий в пятимер­

ном пространстве Минковского. Мы также пренебрегаем флуктуациями браны, представляя

ее как плоское подпространство в балке, а не как динамический объект. В качестве источни­

ка скалярного поля мы рассматриваем точечный заряд, движущийся вдоль фиксированной

мировой линии на бране. Мы не конкретизируем механизмы локализации заряда и индуциро­

ванного кинетического члена скалярного поля на бране, ограничиваясь лишь рассмотрением

процесса излучения скалярного поля зарядом.

Действие рассматриваемой скалярной DGP-модели имеет вид [17]

𝑆 =𝑀3
5

∫︁
𝑑4𝑥𝑑𝑦 𝜕𝑀𝜙(𝑥; 𝑦)𝜕𝑀𝜙(𝑥; 𝑦) +𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥𝑑𝑦 𝛿(𝑦) 𝜕𝜇𝜙(𝑥; 𝑦)𝜕𝜇𝜙(𝑥; 𝑦)

−
∫︁
𝑑𝜏 (𝑚+ 𝑔𝜙(𝑧))

√︀
𝜂𝐴𝐵 𝑧̇𝐴𝑧̇𝐵, 𝑧̇𝑀 =

𝑑𝑧𝑀

𝑑𝜏
, (4.1.1)
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где первый член является аналогом пятимерного действия Эйнштейна-Гильберта в балке,

а второй – аналогом четырехмерного действия Эйнштейна-Гильберта, индуцированного на

3-бране. Здесь 𝑀5 и 𝑀4 – пятимерная и четырехмерная Планковская масса, соответственно,

а 𝑚 и 𝑔 – масса и скалярный заряд точечной частицы. Подобная неканоническая нормировка

скалярного поля приводит к тому, что в дальнейшем отношение двух Планковских масс будет

определять характерный переходный масштаб энергии/расстояний в теории. Фиксированная

мировая линия заряда 𝑧𝑀(𝜏) параметризована его собственным временем. В той Главе мы

используем метрику пространства Минковского с сигнатурой 𝜂𝑀𝑁 = diag(1,−1, . . . ,−1), за­

главные латинские индексы принимают значения 𝐴 = 0, 4, а строчные греческие индексы

нумеруют координаты на бране 𝜇 = 0, 3. Для простоты мы обозначаем координату вдоль

дополнительного измерения в балке как 𝑥4 ≡ 𝑦. Брана вводится как подпространство 𝑦 = 0

в пятимерном пространстве Минковского, на котором локализован индуцированный кинети­

ческий член скалярного поля, и не рассматривается как динамический объект.

Уравнение движения скалярного поля, определяемое действием (4.1.1), имеет вид

𝑀3
5 5�𝜙+𝑀2

4 𝛿(𝑦)4�𝜙 = −𝑔
2

∫︁
𝑑𝜏 𝛿(5)(𝑥− 𝑧), (4.1.2)

где 5� = 𝜂𝐴𝐵𝜕𝐴𝜕𝐵 и 4� = 𝜂𝛼𝛽𝜕𝛼𝜕𝛽. Учитывая что заряд локализован на бране 𝑧𝑀(𝜏) =

𝛿𝑀𝜇 𝑧
𝜇(𝜏), мы переписываем источник в правой части ур. (4.1.2) как

−𝑔
2

∫︁
𝑑𝜏 𝛿(5)(𝑥− 𝑧) = −1

2
𝑗(𝑥)𝛿(𝑦), 𝑗(𝑥) = 𝑔

∫︁
𝑑𝜏 𝛿(4)(𝑥− 𝑧), (4.1.3)

где 𝑗(𝑥) – это стандартный четырехмерный скалярный ток на бране (ср. с ур. (1.1.4)). Опреде­

ляя характерные масштабы энергии и расстояний в DGP-модели как отношения двух План­

ковских масс

𝑚𝑐 =
𝑀3

5

𝑀2
4

, 𝑟𝑐 =
1

𝑚𝑐

, (4.1.4)

мы переписываем ур. (4.1.2) как

5�𝜙+ 𝑟𝑐 𝛿(𝑦)4�𝜙 = − 1

2𝑀3
5

𝑗(𝑥)𝛿(𝑦). (4.1.5)

Далее мы будем использовать ур. (4.1.5) как уравнение движения поля, определяющее про­

цесс его излучения точечным зарядом.

4.1.1. Эффективная четырехмерная скалярная теория на бране

Так как в дальнейшем нас будет интересовать лишь динамика скалярного поля на бране,

построим эффективное четырехмерное уравнение движения поля на бране, а также его эф­

фективный четырехмерный тензор энергии-импульса, локализованный на бране.
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Начнем с эффективного уравнения движения поля на бране. Наш вывод отличается от

представленного в работах [122, 123, 125] и направлен на прояснение физического смысла

нормального бранча DGP-модели. Мы интегрируем ур. (4.1.5) вдоль координаты в балке по

малому интервалу вокруг браны 𝑦 ∈ (−𝜖, 𝜖), 𝜖→ +0, приходя к уравнению

4�𝜙|𝑦=0 −𝑚𝑐[𝜕𝑦𝜙]𝑦=0 = − 1

2𝑀2
4

𝑗(𝑥), (4.1.6)

где [. . .]𝑦=0 обозначает скачок соответствующей величины на бране. Чтобы прояснить четы­

рехмерный смысл скачка производной поля по координате в балке, совершим Фурье-преоб­

разование поля по координатам на бране

𝜙(𝑥; 𝑦) =

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑝𝑥𝜙(𝑝; 𝑦). (4.1.7)

Подставляя его в уравнение движения поля в балке

5�𝜙 = 0, 𝑦 ̸= 0 (4.1.8)

и разрешая его, мы находим общее выражение для Фурье-образа поля

𝜙(𝑝; 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐴(𝑝)𝑒
𝑖
√

𝑝2𝑦 +𝐵(𝑝)𝑒−𝑖
√

𝑝2𝑦, 𝑦 > 0

𝐶(𝑝)𝑒𝑖
√

𝑝2𝑦 +𝐷(𝑝)𝑒−𝑖
√

𝑝2𝑦, 𝑦 < 0.

(4.1.9)

Коэффициенты 𝐴(𝑝), . . . , 𝐷(𝑝) могут быть выбраны различными способами, приводя к вы­

бору нормального или самоускоренного бранча DGP-модели. При их выборе мы используем

два физических условия: мы требуем непрерывности поля на бране

𝜙|𝑦→−0 = 𝜙|𝑦→+0, (4.1.10)

а также, чтобы поле в балке представляло собой суперпозицию плоских волн, уходящих с

браны на бесконечность

𝜙 ∝

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∫︁
𝑒−𝑖𝜔𝑡+𝑖𝑘𝑦, 𝑦 > 0,∫︁
𝑒−𝑖𝜔𝑡−𝑖𝑘𝑦, 𝑦 < 0.

(4.1.11)

Второе условие является граничным условием излучения в балке и соответствует отсутствию

источников поля в балке. Вместе эти условия накладывают следующие ограничения на ко­

эффициенты

𝐵(𝑝) = 𝐶(𝑝) = 0, 𝐴(𝑝) = 𝐷(𝑝) ≡ 𝜙(𝑝). (4.1.12)

Для однозначности операций с Фурье-образом (4.1.9) необходимо задать определение квад­

ратного корня на комплексной плоскости (его выбор также влияет на выбор ветви DGP-моде­

ли). Выбираем его с разрезом вдоль положительной части действительной оси√︀
𝜌𝑒𝑖𝛼 =

√
𝜌𝑒𝑖𝛼/2, 𝜌 ∈ R+, 𝛼 ∈ [0, 2𝜋). (4.1.13)
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В результате, с помощью ур. (4.1.9) мы можем формально представить скачок производной

поля на бране как

[𝜕𝑦𝜙]𝑦=0 = 2
√︀

4�
∫︁

𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑝𝑥𝜙(𝑝) = 2

√︀
4� 𝜙|𝑦=0 . (4.1.14)

В итоге, эффективное уравнение движения скалярного поля на бране принимает вид

4�𝜙|𝑦=0 −𝑀𝑐

√︀
4�𝜙|𝑦=0 = − 1

2𝑀2
4

𝑗(𝑥), 𝑀𝑐 = 2𝑚𝑐. (4.1.15)

С учетом определения квадратного корня от оператора Даламбера через Фурье-преобразо­

вание, мы получили уравнение движения скалярного поля на бране с переменной массой,

зависящей от импульса.

Получим теперь эффективный четырехмерный тензор энергии-импульса поля, локали­

зованный на бране. Начнем с канонического тензора энергии-импульса поля в балке (доста­

точно найти лишь его часть вне мировой линии заряда)

𝑇𝑀𝑁 = 2𝑀2
4 𝛿(𝑦)

[︂
𝜂𝑀𝐴𝛿

𝐴
𝛼𝜕

𝛼𝜙𝜕𝑁𝜙− 1

2
𝜂𝑀𝑁𝜕

𝛼𝜙𝜕𝛼𝜙

]︂
+ 2𝑀3

5

[︂
𝜕𝑀𝜙𝜕𝑁𝜙− 1

2
𝜂𝑀𝑁𝜕

𝐴𝜙𝜕𝐴𝜙

]︂
, 𝑥𝜇 ̸= 𝑧𝜇. (4.1.16)

Проецируя его на брану, выделяем его эффективную четырехмерную часть

𝛿𝑀𝜇 𝛿
𝑁
𝜈 𝑇𝑀𝑁 = 2𝑀2

4 𝛿(𝑦)

[︂
𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙− 1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼𝜙𝜕𝛼𝜙

]︂
+ 2𝑀3

5

[︂
𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙− 1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝐴𝜙𝜕𝐴𝜙

]︂
. (4.1.17)

Наконец, интегрируя ур. (4.1.17) по малому интервалу вокруг браны, мы находим эффектив­

ный четырехмерный тензор энергии-импульса поля, локализованный на бране

Θ𝜇𝜈 ≡ lim
𝜖→+0

∫︁ 𝜖

−𝜖

𝑑𝑦 𝛿𝑀𝜇 𝛿
𝑁
𝜈 𝑇𝑀𝑁 = 2𝑀2

4

[︂
𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙− 1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼𝜙𝜕𝛼𝜙

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

. (4.1.18)

В дальнейшем именно тензор энергии-импульса Θ𝜇𝜈 будет использоваться для вычисления

эффективного четырехмерного потока энергии излучения через 2-сферу на бране.

4.1.2. Инфракрасная прозрачность балка – двумерный пример

Прежде чем перейти к вычислению запаздывающего поля точечного заряда, рассмот­

рим упрощенную модель, позволяющую лучше понять поведение поля в балке и роль браны

в нашей модели. Здесь мы следуем выводу, представленному в работе [103].

Рассмотрим двумерную скалярную DGP-модель, где единственное пространственное из­

мерение соответствует координате в балке – здесь брана сводится к точке 𝑦 = 0. Уравнение

движения свободного поля в такой модели записывается как

(𝜕2𝑡 − 𝜕2𝑦)𝜙+ 𝑟𝑐 𝛿(𝑦)𝜕
2
𝑡 𝜙 = 0. (4.1.19)



117

Требуя непрерывности поля на бране, мы разделяем ур. (4.1.19) на уравнение движения в

балке и условия сшивки на бране по аналогии с квантовомеханической задачей о частице в

дельта-потенциале [172]

(𝜕2𝑡 − 𝜕2𝑦)𝜙 = 0, 𝑦 ̸= 0 (4.1.20)

𝜙|𝑦→−0 = 𝜙|𝑦→+0, (4.1.21)

− [𝜕𝑦𝜙]𝑦=0 + 𝑟𝑐 𝜕
2
𝑡 𝜙|𝑦=0 = 0. (4.1.22)

Общее решение ур. (4.1.20) в виде плоской монохроматической волны в балке имеет вид

𝜙(𝑡; 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐴(𝜔)𝑒
−𝑖𝜔(𝑡−𝑦) +𝐵(𝜔)𝑒−𝑖𝜔(𝑡+𝑦), 𝑦 < 0

𝐷(𝜔)𝑒−𝑖𝜔(𝑡−𝑦) + 𝐶(𝜔)𝑒−𝑖𝜔(𝑡+𝑦), 𝑦 > 0.

(4.1.23)

Выберем коэффициенты таким образом, чтобы данное решение соответствовало плоской

волне, падающей на брану слева 𝑦 < 0, и содержало отраженную и прошедшую части

𝐴(𝜔) =
1√
2𝜋
, 𝐵(𝜔) =

𝑅(𝜔)√
2𝜋

, 𝐶(𝜔) = 0, 𝐷(𝜔) =
𝑇 (𝜔)√
2𝜋

. (4.1.24)

Оставшиеся коэффициенты находятся из условий сшивки (4.1.21) и (4.1.22)

𝑇 (𝜔) =
2𝑖

2𝑖− 𝜔𝑟𝑐
, 𝑅(𝜔) =

𝜔𝑟𝑐
2𝑖− 𝜔𝑟𝑐

. (4.1.25)

Отсюда получаем коэффициенты отражения и прохождения через брану для плоских моно­

хроматических волн в виде

|𝑇 (𝜔)|2 = 𝑀2
𝑐

𝑀2
𝑐 + 𝜔2

, |𝑅(𝜔)|2 = 𝜔2

𝑀2
𝑐 + 𝜔2

. (4.1.26)

Таким образом, брана оказывается прозрачной для волн с частотой 𝜔 . 𝑀𝑐 и непроницае­

мой для волн с частотой 𝜔 & 𝑀𝑐. Далее мы увидим, что это приводит к тому, что только

низкочастотные сигналы, излучаемые в брану, способны утекать с нее в дополнительное из­

мерение, а высокочастотные сигналы остаются квазилокализованы на бране, в соответствии

с инфракрасной прозрачность балка в DGP-модели [92].

4.2. Запаздывающая функция Грина DGP-модели

Запаздывающее решение уравнения движения (4.1.5) строится с помощью запаздываю­

щей функции Грина

𝜙(𝑥; 𝑦) = − 1

2𝑀3
5

∫︁
𝑑4𝑥′𝐺DGP(𝑥− 𝑥′; 𝑦) 𝑗(𝑥′), (4.2.1)
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которая удовлетворяет уравнениям

5�𝐺DGP(𝑥; 𝑦) + 𝑟𝑐 𝛿(𝑦)4�𝐺DGP(𝑥; 𝑦) = 𝛿(4)(𝑥)𝛿(𝑦), (4.2.2)

𝐺DGP(𝑥; 𝑦) = 0, 𝑥0 < 0. (4.2.3)

Прежде чем вычислять функцию Грина в пяти измерениях, рассмотрим пару примеров мень­

шей размерности, чтобы прояснить связи между поведением поля в балке и на бране и про­

иллюстрировать основные этапы расчета.

4.2.1. Функция Грина двумерной DGP-модели

В двумерном пространстве-времени уравнение на функцию Грина имеет вид

(𝜕2𝑡 − 𝜕2𝑦)𝐺(𝑡; 𝑦) + 𝑟𝑐 𝛿(𝑦)𝜕
2
𝑡𝐺(𝑡; 𝑦) = 𝛿(𝑡)𝛿(𝑦). (4.2.4)

Совершая Фурье-преобразование функции Грина по временной координате

𝐺(𝑡; 𝑦) =

∫︁
𝑑𝜔

2𝜋
𝑒−𝑖𝜔𝑡𝐺̃(𝜔; 𝑦) (4.2.5)

и подставляя его в ур. (4.2.4), находим уравнение для Фурье-образа

𝜕2𝑦𝐺̃(𝜔; 𝑦) + 𝜔2𝐺̃(𝜔; 𝑦) + 𝑟𝑐 𝛿(𝑦)𝜔
2𝐺̃(𝜔; 𝑦) = −𝛿(𝑦). (4.2.6)

По аналогии с уравнениями (4.1.20–4.1.22) разделяем его на уравнение движения в балке и

условия сшивки на бране

𝜕2𝑦𝐺̃+ 𝜔2𝐺̃ = 0, 𝑦 ̸= 0, (4.2.7)

𝐺̃|𝑦→−0 = 𝐺̃|𝑦→+0, (4.2.8)

[𝜕𝑦𝐺̃]|𝑦=0 + 𝑟𝑐 𝜔
2𝐺̃|𝑦=0 = −1, (4.2.9)

где мы потребовали непрерывности функции Грина на бране. Общее решение ур. (4.2.7)

записывается как

𝐺̃(𝜔; 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐴(𝜔)𝑒
−𝑖𝜔𝑦 +𝐵(𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑦, 𝑦 < 0,

𝐶(𝜔)𝑒−𝑖𝜔𝑦 +𝐷(𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑦, 𝑦 > 0.

(4.2.10)

Накладывая на Фурье-образ граничное условие излучения в балке, с учетом ур. (4.2.8) мы

получаем

𝐵(𝜔) = 𝐶(𝜔) = 0, 𝐴(𝜔) = 𝐷(𝜔). (4.2.11)

Оставшийся коэффициент находится из ур. (4.2.9). В результате, Фурье-образ функции Гри­

на принимает вид

𝐺̃(𝜔; 𝑦) = − 𝑒𝑖𝜔|𝑦|

𝜔2𝑟𝑐 + 2𝑖𝜔
, (4.2.12)



119

0 1 2 3 4

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

t Mc

G2(t, y)

GDGP2(t, y)

Рис. 4.1. Запаздывающие функции Грина двумерной DGP-модели и двумерного безмассового ска­

лярного поля (здесь |𝑦| = 𝑀−1
𝑐 ).

так что в итоге мы получаем следующий интеграл для функции Грина

𝐺(𝑡; 𝑦) = −
∫︁
𝑑𝜔

2𝜋

𝑒−𝑖𝜔(𝑡−|𝑦|)

𝜔2𝑟𝑐 + 2𝑖𝜔
. (4.2.13)

Подынтегральное выражение в ур. (4.2.13) имеет две особые точки

𝜔 = 0, 𝜔 = −𝑖𝑀𝑐. (4.2.14)

Для выполнения условия запаздывания замкнем контур интегрирования в верхней комплекс­

ной полуплоскости при 𝑡 < |𝑦| и в нижней полуплоскости при 𝑡 > |𝑦|. В результате, функция

Грина принимает вид

𝐺(𝑡; 𝑦) =
1

2
𝜃(𝑡− |𝑦|)

[︀
1− 𝑒−𝑀𝑐(𝑡−|𝑦|)]︀ . (4.2.15)

Сравним ур. (4.2.15) с функцией Грина двумерного канонического безмассового скаляр­

ного поля [58]

𝐺2(𝑡, 𝑦) =
1

2
𝜃(𝑡− |𝑦|), (4.2.16)

где мы обозначаем пространственную координату так же как 𝑦. Из рис. (4.1) видно, что в дву­

мерной скалярной DGP-модели возмущения поля остаются временно квазилокализованы на

бране в течение интервала времени Δ𝑡 ∼𝑀−1
𝑐 , в соответствии с метастабильным характером

эффективного гравитона на бране в DGP-модели [94, 100].

4.2.2. Функция Грина трехмерной DGP-модели

Здесь наши расчеты аналогичны приведенным в работе [173]. В трехмерной DGP-модели

уравнение для функции Грина записывается как

3�𝐺(𝑥; 𝑦) + 𝑟𝑐 𝛿(𝑦)2�𝐺(𝑥; 𝑦) = 𝛿(2)(𝑥)𝛿(𝑦). (4.2.17)



120

Re ω

Im ω

-|p| |p|

t < 0
Re ω

Im ω

t > 0

γ1

γ2 γ4

γ5

γ3

Рис. 4.2. Контуры интегрирования на комплексной 𝜔-плоскости, соответствующие условию запаз­

дывания.

По аналогии с двумерной моделью, совершая Фурье-преобразование функции Грина по ко­

ординатам на бране

𝐺(𝑥; 𝑦) =

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝑒−𝑖𝑝𝑥𝐺̃(𝑝; 𝑦), (4.2.18)

мы получаем уравнение движения для Фурье-образа функции Грина в балке и условия сшив­

ки на бране

𝜕2𝑦𝐺̃+ 𝑝2𝐺̃ = 0, 𝑦 ̸= 0 (4.2.19)

𝐺̃|𝑦→−0 = 𝐺̃|𝑦→+0, (4.2.20)

[𝜕𝑦𝐺̃]|𝑦=0 + 𝑟𝑐 𝑝
2𝐺̃|𝑦=0 = −1. (4.2.21)

Решая уравнение движения в балке (4.2.19) и используя условия сшивки на бране (4.2.20)

и (4.2.21) вместе с граничным условием излучения в балке, мы приходим к следующему

Фурье-интегралу для функции Грина

𝐺(𝑥; 𝑦) = −
∫︁

𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝑒−𝑖𝑝𝑥𝑒𝑖

√
𝑝2|𝑦|

𝑟𝑐 𝑝2 + 2𝑖
√︀
𝑝2
, (4.2.22)

где квадратный корень определяется ур. (4.1.13). В высших размерностях Фурье-интеграл

для функции Грина будет иметь аналогичный вид. Далее нас будет интересовать лишь ди­

намика поля на бране 𝑦 = 0. В этом случае интеграл для функции Грина упрощается

𝐺(𝑥; 0) = −𝑀𝑐

2

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖𝑝𝑥

𝜔2 − 𝑝2 + 𝑖𝑀𝑐

√︀
𝜔2 − 𝑝2

, 𝜔 = 𝑝0, 𝑝 = 𝑝1. (4.2.23)

В силу определения квадратного корня, на комплексной 𝜔-плоскости присутствуют раз­

резы. В соответствии с ур. (4.1.13), они лежат на действительной оси (см. рис. (4.2))

𝜔2 − 𝑝2 ≥ 0 =⇒ 𝜔 ∈ (−∞,−|𝑝| ] ∪ [ |𝑝|,∞). (4.2.24)

При нахождении особых точек подынтегрального выражения учитываем, что в соответствии

с определением квадратного корня его мнимая часть должна быть неотрицательной Im
√
𝑧 ≥
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0. Тогда из нулей знаменателя подынтегрального выражения

𝜔2 − 𝑝2 + 𝑖𝑀𝑐

√︀
𝜔2 − 𝑝2 = 0 =⇒ 𝜔 = ±|𝑝|,

√︀
𝜔2 − 𝑝2 = −𝑖𝑀𝑐, (4.2.25)

мы находим, что первые две особые точки являются началами разрезов, а две другие не

лежат на выбранном листе Римановой поверхности, в соответствии с нормальным бранчем

DGP-модели [94].

Поскольку разрезы лежат на вещественной оси, нам необходимо инфинитезимально

сдвинуть контур интегрирования для интеграла по 𝜔 ∈ (−∞,∞) выше или ниже разре­

зов. Направление сдвига выбираем так, чтобы при замыкании контура функция Грина удо­

влетворяла условию запаздывания. Этому условию удовлетворяет сдвиг контура вверх над

разрезами, см. рис. (4.2). Действительно, сдвигая контур вверх и замыкая его в верхней

полуплоскости при 𝑡 < 0, получаем

𝐺(𝑥; 0) ∝ −
∫︁
𝑑𝑝Res

𝑒−𝑖𝜔𝑡

𝜔2 − 𝑝2 + 𝑖𝑀𝑐

√︀
𝜔2 − 𝑝2

= 0, 𝑡 < 0. (4.2.26)

Однако, разрезы не позволяют замкнуть контур в нижней полуплоскости при 𝑡 > 0. Де­

формируем его так, чтобы он охватывал разрезы с обеих сторон, см. рис. (4.2). Вклад дуги,

возникающей в нижней полуплоскости в результате деформации контура, исчезает при 𝑡 > 0.

В результате запаздывающая функция Грина задается интегралом

𝐺(𝑥; 0) = −𝑀𝑐

2
𝜃(𝑡)

(︃∫︁
𝛾1

−
∫︁
𝛾−
2

−
∫︁
𝛾−
4

+

∫︁
𝛾5

)︃
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖𝑝𝑥

𝜔2 − 𝑝2 + 𝑖𝑀𝑐

√︀
𝜔2 − 𝑝2

, (4.2.27)

где индекс 𝛾−𝑛 обозначает интегрирование по контуру 𝛾𝑛 в обратном направлении. На верхней

и нижней сторонах разрезов квадратный корень принимает разные значения

𝛾1 :
√︀
𝜔2 − 𝑝2 = 𝜉, 𝜉2 ≡ 𝜔2 − 𝑝2, 𝜉 ∈ R−, (4.2.28)

𝛾−2 :
√︀
𝜔2 − 𝑝2 = −𝜉, 𝜉2 ≡ 𝜔2 − 𝑝2, 𝜉 ∈ R−, (4.2.29)

𝛾−4 :
√︀
𝜔2 − 𝑝2 = −𝜉, 𝜉2 ≡ 𝜔2 − 𝑝2, 𝜉 ∈ R+, (4.2.30)

𝛾5 :
√︀
𝜔2 − 𝑝2 = 𝜉, 𝜉2 ≡ 𝜔2 − 𝑝2, 𝜉 ∈ R+. (4.2.31)

Здесь переменная 𝜉 введена таким образом, что на двух разрезах вместе она принимала все

вещественные значения 𝜉 ∈ (−∞,∞). С учетом ур. (4.2.28–4.2.31), функция Грина записы­

вается как

𝐺(𝑥; 0) = −𝑀𝑐

8𝜋2
𝜃(𝑡)

∫︁
𝑑𝑝 𝑒𝑖𝑝𝑥

(︃∫︁ −|𝑝|

−∞
+

∫︁ ∞

|𝑝|

)︃
𝑑𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡Δ

[︃
1

𝜉2 + 𝑖𝑀𝑐

√︀
𝜔2 − 𝑝2

]︃
, (4.2.32)

где Δ[. . .] обозначает скачок подынтегральной функции на соответствующем разрезе – зна­

чение функции над разрезом минус значение ниже разреза.
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Рис. 4.3. Запаздывающие функции Грина трехмерной DGP-модели на бране и двумерного безмас­

сового скалярного поля (здесь |𝑥| = 𝑀−1
𝑐 ).

Вычисляя скачки на разрезах с помощью ур. (4.2.28–4.2.31), мы приходим к следующему

интегралу для функции Грина

𝐺(𝑥; 0) =
𝑀2

𝑐

4𝜋2
𝜃(𝑡)

∫︁
𝑑𝑝 𝑒𝑖𝑝𝑥

∫︁
𝑑𝜉

sin
√︀
𝜉2 + 𝑝2𝑡√︀
𝜉2 + 𝑝2

1

𝜉2 +𝑀2
𝑐

, (4.2.33)

где мы учли, что 𝜔 = sgn(𝜉)
√︀
𝜉2 + 𝑝2. Поскольку синус является четной функцией, подынте­

гральная функция здесь однозначна и аналитична во всех комплексных 𝜉- и 𝑝-плоскостях.

Оставшиеся интегралы легко вычисляются [150], и функция Грина принимает вид

𝐺(𝑥; 0) =
𝑀𝑐

4
𝜃(𝑡− |𝑥|)

[︁
𝐼0(𝑀𝑐

√
𝑡2 − 𝑥2)− L0(𝑀𝑐

√
𝑡2 − 𝑥2)

]︁
, (4.2.34)

где 𝐼0(𝑥) — модифицированная функция Бесселя первого рода, а L0(𝑥) — функция Струве

[150]. Сравнивая ур. (4.2.34) с функцией Грина двумерного безмассового скалярного поля

(4.2.16), мы находим, что возмущение поля на бране, достигнув точки наблюдения со скоро­

стью света, затухает в ней со временем, в отличие от случая двумерного безмассового поля,

см. рис. (4.3). Это затухание соответствует утечке поля с браны в дополнительное измерение,

в соответствии с метастабильным характером эффективного гравитона в DGP-модели [94,

100]. В соответствии с двумерной DGP-моделью (4.2.15), возмущение поля остается квазило­

кализованным на бране в течение интервала времени Δ𝑡 ∼𝑀−1
𝑐 .

Однако, ур. (4.2.34) неудобно для дальнейших вычислений, и мы перепишем его в другом

виде. Заметим, что в ур. (4.2.33) интеграл по импульсу пропорционален функции Грина

двумерного массивного поля [58], и 𝜉 играет роль эффективной массы. Тогда перепишем

функцию Грина на бране как

𝐺(𝑥; 0) =
1

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)𝐺2(𝑥|𝜇), 𝜌(𝜇) =
𝑀2

𝑐

𝑀2
𝑐 + 𝜇2

, (4.2.35)

𝐺2(𝑥|𝜇) =
1

2
𝜃(𝑡)𝜃(𝑡2 − 𝑥2)𝐽0(𝜇

√
𝑡2 − 𝑥2), (4.2.36)
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где 𝐺2(𝑥|𝜇) – запаздывающая функция Грина двумерного массивного скалярного поля [58], и

мы переобозначили эффективную массу как 𝜉 = 𝜇. Таким образом, поле на бране расклады­

вается на непрерывный спектр двумерных массивных калуца-клейновских мод, по аналогии

с эффективным гравитоном на бране в DGP-модели [93, 94, 100, 102]. Спектральная функ­

ция 𝜌(𝜇) в интеграле по калуца-клейновским массам определяет характерный диапазон мод,

вносящих вклад в возмущения поля на бране.

4.2.3. Функция Грина пятимерной DGP-модели

Наконец, перейдем к вычислению запаздывающей функции Грина пятимерной DGP­

модели. По аналогии с ур. (4.2.18–4.2.21), совершаем Фурье-преобразование функции Грина

по координатам на бране, подставляем ее в ур. (4.2.2) и разделяем его на уравнение в балке и

условия сшивки на бране. Из полученных уравнений находим Фурье-интеграл для функции

Грина, аналогичный ур. (4.2.22)

𝐺DGP(𝑥; 𝑦) = −
∫︁

𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑝𝑥𝑒𝑖

√
𝑝2|𝑦|

𝑟𝑐 𝑝2 + 2𝑖
√︀
𝑝2
. (4.2.37)

В случае функции Грина на бране данный Фурье-интеграл значительно упрощается

𝐺DGP(𝑥; 0) = −
∫︁

𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖px

𝑟𝑐(𝜔2 − p2) + 2𝑖
√︀
𝜔2 − p2

. (4.2.38)

Можно показать, что ур. (4.2.38) совпадает с Фурье-интегралом для функции Грина эффек­

тивного четырёхмерного уравнения движения поля на бране (4.1.15).

Интеграл (4.2.38) вычисляется по аналогии с трехмерной функцией Грина. Единствен­

ным отличием здесь является тройной интеграл по пространственным компонентам импульса

в ур. (4.2.33), который легко вычисляется [58, 150]. В итоге, мы находим следующее калуца­

клейновское разложение для запаздывающей функции Грина на бране

𝐺DGP(𝑥; 0) =
1

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)𝐺4(𝑥|𝜇), 𝜌(𝜇) =
𝑀2

𝑐

𝜇2 +𝑀2
𝑐

(4.2.39)

𝐺4(𝑥|𝜇) =
𝜃(𝑡)

2𝜋

[︂
𝛿(𝑥2)𝐽0(𝜇

√
𝑥2)− 1

2

𝜃(𝑥2)√
𝑥2
𝜇𝐽1(𝜇

√
𝑥2)

]︂
, (4.2.40)

где 𝐺4(𝑥|𝜇) – запаздывающая функция Грина четырехмерного массивного скалярного по­

ля [58]. Вычисляя интеграл по калуца-клейновским массам [150], мы находим явный вид

функции Грина на бране

𝐺DGP(𝑥; 0) =
𝑀𝑐

4𝜋
𝜃(𝑡)

{︂
𝛿(𝑥2)

[︁
𝐼0(𝑀𝑐

√
𝑥2)− L0(𝑀𝑐

√
𝑥2)
]︁

+
𝑀𝑐

2

𝜃(𝑥2)√
𝑥2

[︂
𝐼1(𝑀𝑐

√
𝑥2)− 1

2
L−1(𝑀𝑐

√
𝑥2)− 1

2
L1(𝑀𝑐

√
𝑥2)− 1

𝜋

]︂}︂
. (4.2.41)
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Однако, в дальнейших вычислениях мы будем пользоваться калуца-клейновским разложени­

ем функции Грина (4.2.39). Заметим, что в соответствии с нарушением принципа Гюйгенса

в пятимерном балке DGP-модели, функция Грина (4.2.41) локализована не только на свето­

вом конусе, но и внутри него. Корректность ур. (4.2.39–4.2.40) может быть проверена за счет

вычисления поля статического заряда (см. Приложение 7). Полученное поле совпадает с вы­

ражением, найденным в нормальном бранче DGP-модели [17], что подтверждает его связь с

граничным условием излучения в балке.

В соответствии с ур. (4.2.1), запаздывающее поле на бране записывается как

𝜙(𝑥; 0) = − 1

2𝜋𝑀3
5

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁
𝑑4𝑥′𝐺4(𝑥− 𝑥′|𝜇) 𝑗(𝑥′). (4.2.42)

Для удобства дальнейших вычислений перепишем его в виде непрерывного спектра четырех­

мерных массивных калуца-клейновских мод с источниками 𝑗(𝑥)

𝜙(𝑥; 0) = − 1

2𝜋𝑀3
5

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)𝜓(𝑥|𝜇), (4.2.43)

4�𝜓(𝑥|𝜇) + 𝜇2𝜓(𝑥|𝜇) = 𝑗(𝑥), (4.2.44)

𝜓(𝑥|𝜇) =
∫︁
𝑑4𝑥′𝐺4(𝑥− 𝑥′|𝜇) 𝑗(𝑥′). (4.2.45)

Для вычисления эффективного четырехмерного потока энергии скалярного излучения

через 2-сферу на бране достаточно найти излучаемую часть производной поля на бране, так

как его эффективный четырехмерный тензор энергии-импульса на бране (4.1.18) является

билинейной формой производных поля. В свою очередь, излучаемая часть производной поля

на бране определяется излучаемой частью производной четырехмерного массивного скаляр­

ного поля

[𝜕𝜇𝜙(𝑥; 0)]
rad = − 1

2𝜋𝑀3
5

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇) [𝜕𝜇𝜓(𝑥|𝜇)]rad. (4.2.46)

В результате проблема излучения в скалярной DGP-модели сводится к задаче об излучении

четырехмерного массивного скалярного поля. В свою очередь, излучаемая часть производной

четырехмерного массивного поля может быть найдена за счет его связи с безмассовыми

полями в размерностях четыре и пять, излучаемые части которых известны (см. ур. (2.1.4)

и (1.5.5), соответственно).

4.3. Излучение четырехмерного массивного поля

Полное решение проблемы излучения четырехмерного массивного поля (4.2.44–4.2.45)

представляется нетривиальной задачей обобщения подхода Рорлиха-Тейтельбойма, посколь­

ку здесь даже свободное поле не распространяется точно со скоростью света. Однако понятие
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излучаемой части производной поля может быть непосредственно экстраполировано на мас­

сивную теорию за счет ее связи с безмассовыми полями в размерностях четыре и пять.

4.3.1. Размерная редукция пятимерного безмассового поля

Рассмотрим пятимерное безмассовое скалярное поле с источником 𝑗(𝑥) на плоской 3-бра­

не. Его уравнение движения имеет вид

5�Ψ(𝑥; 𝑦) = 𝑗(𝑥)𝛿(𝑦). (4.3.1)

Совершим Фурье-преобразование поля по координате вдоль дополнительного измерения

Ψ(𝑥; 𝑦) =

∫︁
𝑑𝜇

2𝜋
𝑒𝑖𝜇𝑦 Ψ̃(𝑥;𝜇), (4.3.2)

где мы обозначили компоненту 5-импульса в балке как 𝜇. Подставив его в ур. (4.3.1), полу­

чаем эффективное четырехмерное уравнение движения для Фурье-образа

4�Ψ̃(𝑥;𝜇) + 𝜇2Ψ̃(𝑥;𝜇) = 𝑗(𝑥), (4.3.3)

совпадающее с уравнением для четырехмерного массивного поля (4.2.44). Запаздывающее

решение ур. (4.3.1) можно построить из запаздывающего решения эффективного уравнения

движения для Фурье-образа (4.3.3), которое записывается как

Ψ̃(𝑥;𝜇) =

∫︁
𝑑4𝑥′𝐺4(𝑥− 𝑥′|𝜇) 𝑗(𝑥′) = 𝜓(𝑥|𝜇), (4.3.4)

где 𝜓(𝑥|𝜇) определяется из ур. (4.2.44–4.2.45). Поскольку четырехмерная массивная функция

Грина (4.2.40) является четной функцией массы поля, запаздывающее решение ур. (4.3.1)

может быть представлено в виде

Ψ(𝑥; 𝑦) =
1

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 cos𝜇𝑦 𝜓(𝑥|𝜇). (4.3.5)

В частности, отсюда следует, что поле на бране дается следующим интегралом

Ψ(𝑥; 0) =
1

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇𝜓(𝑥|𝜇). (4.3.6)

Оно имеет вид аналогичный полю на бране в DGP-модели (4.2.43) с тем отличием, что здесь

спектральная функция имеет простой вид 𝜌(𝜇) = 1. Таким образом, пятимерное безмассовое

поле на бране представляется как непрерывный спектр массивных калуца-клейновских мод.

Таким образом, излучаемая часть пятимерного безмассового поля на бране также долж­

на иметь калуца-клейновское разложение в непрерывный спектр излучаемых частей четы­

рехмерных массивных полей

[𝜕𝜇Ψ(𝑥; 0)]rad =
1

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 [𝜕𝜇𝜓(𝑥|𝜇)]rad. (4.3.7)
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Поскольку излучаемая часть пятимерного безмассового поля, в соответствии с подходом Рор­

лиха-Тейтельбойма, выделяется как ведущая 𝜌-асимптотика его производной [60, 85, 86, 90],

то мы предполагаем, что в силу ур. (4.3.7) излучаемая часть производной четырехмерного

массивного поля также может быть выделена аналогичным способом. Ниже мы покажем,

что излучаемая часть четырехмерного массивного поля, выделенная в соответствии с под­

ходом Рорлиха-Тейтельбойма, вместе с ур. (4.3.7) приводит к правильному выражению для

излучаемой части пятимерного безмассового поля.

Заметим, что ур. (4.3.7) справедливо при движении заряда на бране, поскольку тогда в

силу определений запаздывающих ковариантных величин (1.3.1 – 1.3.3) мы имеем

𝜌5D|𝑦=0 = 𝑣𝑀(𝑥𝑀 − 𝑧𝑀)|𝑦=0 = 𝑣𝜇 (𝑥
𝜇 − 𝑧𝜇) = 𝜌4D ≡ 𝜌, (4.3.8)

𝑐𝑀5D|𝑦=0 =
1

𝜌
(𝑥𝑀 − 𝑧𝑀)|𝑦=0 =

1

𝜌
𝛿𝑀𝜇 (𝑥𝜇 − 𝑧𝜇) = {𝑐𝜇4D; 0} , (4.3.9)

где 𝜌5D и 𝑐𝑀5D – ковариантные запаздывающие величины в пятимерном балке, а 𝜌4D и 𝑐𝜇4D

определены на бране.

4.3.2. Безмассовый предел четырехмерного поля

Корректность применения подхода Рорлиха-Тейтельбойма для выделения излучаемой

части четырехмерного массивного поля может быть дополнительно проверена путем расчета

его безмассового предела. Действительно, в безмассовом пределе 𝜇 → 0 излучаемая часть

массивного поля должна совпадать с излучаемой частью безмассового поля

[𝜕𝜇𝜓(𝑥|𝜇)]rad
𝜇→0−−→ [𝜕𝜇𝜓(𝑥)]

rad, (4.3.10)

4�𝜓(𝑥|𝜇) + 𝜇2𝜓(𝑥|𝜇) = 𝑗(𝑥)
𝜇→0−−→ 4�𝜓(𝑥) = 𝑗(𝑥). (4.3.11)

В свою очередь, излучаемая часть четырехмерного безмассового скалярного поля была полу­

чена нами ранее в разделе 2.1.1 (см. ур. (2.1.4)). В частности, когда источником поля являет­

ся точечный скалярный заряд, излучаемая часть четырехмерного безмассового скалярного

поля имеет вид

[𝜕𝜇𝜓(𝑥)]
rad = −𝑔𝑐𝜇(𝑎̂𝑐)

4𝜋𝜌
. (4.3.12)

4.3.3. Излучаемая часть четырехмерного массивного поля

Выделим ведущую 𝜌-асимптотику производной четырехмерного массивного поля и пока­

жем, что она удовлетворяет ур. (4.3.7) и (4.3.10) и, таким образом, соответствует излучаемой

части производной четырехмерного массивного поля.
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Подставляя скалярный ток (4.1.3) в ур. (4.2.45) и используя ур. (1.4.40), мы приходим

к запаздывающему четырехмерному массивному полю точечного заряда в виде

𝜓(𝑥|𝜇) = − 𝑔

4𝜋

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︃
𝜇𝐽1(𝜇

√
𝑋2)√

𝑋2
− 𝛿(𝜏 − 𝜏)

𝜌

]︃
, (4.3.13)

где мы использовали условие 𝐽0(0) = 1 [150]. По аналогии с пятимерным безмассовым полем,

интегрируя по частям с помощью соотношения

𝜇𝐽1(𝜇
√
𝑋2)√

𝑋2
=

1

(𝑣𝑋)

𝑑

𝑑𝜏
𝐽0(𝜇

√
𝑋2), (4.3.14)

мы устраняем локальный член и приходим к следующему выражению

𝜓(𝑥|𝜇) = − 𝑔

4𝜋

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

(𝑎𝑋)− 1

(𝑣𝑋)2
𝐽0(𝜇

√
𝑋2). (4.3.15)

Покажем, что полученное запаздывающее четырехмерное массивное поле удовлетворяет

ур. (4.3.6). Используя соотношение для функции Бесселя нулевого порядка [150]∫︁ ∞

0

𝑑𝑥 𝐽0(𝑏𝑥) =
1

𝑏
, (4.3.16)

вычисляем интеграл по калуца-клейновским массам, получая уравнение

1

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇𝜓(𝑥|𝜇) = − 𝑔

4𝜋2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

(𝑎𝑋)− 1

(𝑣𝑋)2
√
𝑋2

, (4.3.17)

правая часть которого совпадает с запаздывающим пятимерным безмассовым полем точеч­

ного заряда (1.5.3). Проверим также, что в безмассовом пределе уравнение (4.3.15) совпадает

с ур. (2.1.2). Для этого проинтегрируем по его частям

𝜓(𝑥|0) = − 𝑔

4𝜋

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

(𝑎𝑋)− 1

(𝑣𝑋)2
=

𝑔

4𝜋

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

𝑑

𝑑𝜏

1

(𝑣𝑋)
=

𝑔

4𝜋

1

(𝑣𝑋)

⃒⃒⃒⃒𝜏
−∞

=
𝑔

4𝜋𝜌
. (4.3.18)

Здесь мы предполагали, что заряд движется внутри ограниченной области пространства.

Вычисляя производную запаздывающего поля (4.3.15) и устраняя из нее локальный

вклад, возникающий в результате дифференцирования верхнего предела интегрирования, с

помощью интегрирования по частям с учетом ур. (4.3.14), мы приходим к выражению

𝜕𝜇𝜓(𝑥|𝜇) = − 𝑔

4𝜋

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
(𝑎̇𝑋)

(𝑣𝑋)3
𝑋𝜇 − 3

((𝑎𝑋)− 1)2

(𝑣𝑋)4
𝑋𝜇 − 3

(𝑎𝑋)− 1

(𝑣𝑋)3
𝑣𝜇 +

𝑎𝜇
(𝑣𝑋)2

]︂
𝐽0(𝜇

√
𝑋2).

(4.3.19)

Здесь все члены подынтегральной функции содержат один дампинг-фактор 𝐽0(𝜇
√
𝑋2), опре­

деляющий вклад истории движения заряда в поле. Такая форма производной поля позволяет

лучше контролировать выделение ее ведущей 𝜌-асимптотики.
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При выделении ведущей 𝜌-асимптотики производной поля мы считаем, что величина 𝜇𝜌

в аргументе функции Бесселя имеет конечное значение, поскольку спектральные функции в

пятимерной безмассовой теории (4.3.6) и в DGP-модели (4.2.39) имеют конечное значение в

диапазоне масс 𝜇 → 0. В этом диапазоне отношение Лоренц-инвариантного расстояния 𝜌 к

характерному масштабу расстояний 1/𝜇, определяемому калуца-клейновской массой, конеч­

но. В результате именно это соотношение будет определять интенсивность утечки излучения

в балк по мере его удаления от источника. Таким образом, выделив ведущую 𝜌-асимптотику

ур. (4.3.19), мы получаем

[𝜕𝜇𝜓(𝑥|𝜇)]rad = − 𝑔𝑐𝜇
4𝜋𝜌

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
(𝑎̇𝑐)

(𝑣𝑐)3
− 3

(𝑎𝑐)2

(𝑣𝑐)4

]︂
𝐽0(𝜇

√︀
2𝜌(𝑍𝑐)). (4.3.20)

Убедимся, что полученная ведущая 𝜌-асимптотика удовлетворяет ур. (4.3.7) и (4.3.10). Урав­

нение (4.3.7) легко доказывается с помощью ур. (4.3.16) и (4.3.8–4.3.9)

1

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 [𝜕𝜇𝜓(𝑥|𝜇)]rad = − 𝑔𝑐𝜇
25/2𝜋2𝜌3/2

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︃
(𝑎̇𝑐)

(𝑣𝑐)3
√︀

(𝑍𝑐)
− 3

(𝑎𝑐)2

(𝑣𝑐)4
√︀

(𝑍𝑐)

]︃
, (4.3.21)

где полученный интеграл совпадает с излучаемой частью пятимерного безмассового поля

(1.5.5). Корректность безмассового предела доказывается по аналогии с ур. (4.3.18)

[𝜕𝜇𝜓(𝑥|0)]rad = − 𝑔𝑐𝜇
4𝜋𝜌

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
(𝑎̇𝑐)

(𝑣𝑐)3
− 3

(𝑎𝑐)2

(𝑣𝑐)4

]︂
= − 𝑔𝑐𝜇

4𝜋𝜌

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

𝑑

𝑑𝜏

(𝑎𝑐)

(𝑣𝑐)3

= − 𝑔𝑐𝜇
4𝜋𝜌

𝑑

𝑑𝜏

(𝑎𝑐)

(𝑣𝑐)3

⃒⃒⃒⃒𝜏
−∞

= −𝑔(𝑎̂𝑐)𝑐𝜇
4𝜋𝜌

, (4.3.22)

где полученное уравнение совпадает с ур. (4.3.12). Здесь для получения корректного безмас­

сового предела на мировую линию заряда было наложено дополнительное асимптотическое

условие, аналогичное найденному работе [86] и соответствующее равномерному прямолиней­

ному движению заряда в удаленном прошлом

𝑎𝜇 → 0, 𝜏 → −∞. (4.3.23)

Однако на практике мировая линия заряда во многих случаях может быть аппроксимиро­

вана более простыми законами движения, для которых это условие не выполняется, за счет

наличия в подынтегральном выражении в ур. (4.3.20) дампинг-фактора 𝐽0(𝜇
√︀

2𝜌(𝑍𝑐)), дела­

ющего две мировые линии эффективно эквивалентными в прошлом.

Таким образом, мы показали, что излучаемая часть производной четырехмерного мас­

сивного поля может быть выделена по аналогии с безмассовыми полями как его ведущая

𝜌-асимптотика, в соответствии с подходом Рорлиха-Тейтельбойма к излучению.
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4.4. Утечка излучения с браны

Перейдем к вычислению излучения точечного заряда в скалярной DGP-модели. В соот­

ветствии с ур. (4.2.46) и (4.3.20), излучаемая часть поля на бране имеет вид

[𝜕𝜇𝜙(𝑥; 0)]
rad =

𝑔𝑐𝜇
8𝜋2𝑀3

5𝜌

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁ 𝜏

−∞
𝑑𝜏

[︂
(𝑎̇𝑐)

(𝑣𝑐)3
− 3

(𝑎𝑐)2

(𝑣𝑐)4

]︂
𝐽0(𝜇

√︀
2𝜌(𝑍𝑐)), (4.4.1)

где спектральная функция дается ур. (4.2.39). В соответствии с нарушением принципа Гюй­

генса в пятимерном балке DGP-модели, излучаемая часть поля на бране (4.4.1) зависит от

полной истории движения заряда, предшествующей запаздывающему времени. В ур. (4.4.1)

можно сначала вычислить интеграл по калуца-клейновским массам, чтобы получить явный

вид дампинг-фактора в интеграле по истории движения заряда. Однако, удобнее сначала

вычислить интеграл по истории движения, а уже затем вычислять интеграл по калуца-клей­

новским массам.

В нерелятивистском пределе уравнение для излучаемой части поля на бране существен­

но упрощается. По аналогии с безмассовыми полями в размерностях три и пять, с помощью

ур. (1.4.13–1.4.15) и (1.4.19) мы находим нерелятивистское приближение для излучаемой ча­

сти поля на бране в виде

[𝜕𝜇𝜙(𝑥; 0)]
rad ≃ − 𝑔𝑐𝜇

8𝜋2𝑀3
5 𝑟

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′ ȧn 𝐽0(𝜇

√︀
2𝑟(𝑡− 𝑡′)), 𝑐𝜇 = {1,−n}. (4.4.2)

Заметим, что в скалярной DGP-модели, с точностью до ведущего вклада в нерелятивист­

ском приближении, заряд, движущийся с постоянным ускорением, не излучает, в отличие

от четырёхмерной безмассовой теории (4.3.12). Аналогичный результат был получен нами в

Главе 1 в теории пятимерного безмассового скалярного поля (1.5.8). Однако, в Главе 3 было

продемонстрировано, что в пятимерной ОТО точечная масса с постоянным ускорением гене­

рирует гравитационное излучение. В итоге, мы предполагаем, что в DGP-модели гравитации

равноускоренно движущаяся масса также излучает гравитационные волны.

4.4.1. Излучение заряда на круговой орбите

Вычислим эффективный четырехмерный поток энергии скалярного излучения через

2-сферу на бране – наблюдаемую эффективную мощность скалярного излучения – для нере­

лятивистского заряда, движущегося по фиксированной круговой траектории. Полученное

уравнение будет характеризовать интенсивность утечки скалярного излучения с браны в

дополнительное измерение.

Мировая линия нерелятивистского заряда на круговой орбите на бране имеет вид

z(𝑡) = {𝑅0 cos𝜔0𝑡, 𝑅0 sin𝜔0𝑡, 0}, (4.4.3)
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где 𝑅0 – радиус орбиты, а 𝜔0 – частота орбитального движения. Подставляя эту мировую

линию в ур. (4.4.2), для интеграла по истории движения мы находим [150]∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′ ȧn 𝐽0(𝜇

√︀
2𝑟(𝑡− 𝑡)) = 𝑅0𝜔

2
0 sin 𝜃

[︂
sin(𝜔0𝑡− 𝜑) sin

𝑟𝜇2

2𝜔0

− cos(𝜔0𝑡− 𝜑) cos
𝑟𝜇2

2𝜔0

]︂
, (4.4.4)

где мы используем сферические координаты на бране n = {cos𝜑 sin 𝜃, sin𝜑 sin 𝜃, cos 𝜃}. Вы­

числяя интеграл по калуца-клейновским массам [150], приходим к излучаемой части произ­

водной поля на бране в виде

[𝜕𝜇𝜙(𝑥; 0)]
rad =

𝑔𝑐𝜇
8𝜋𝑀2

4 𝑟
𝑅0𝜔

2
0 sin 𝜃

[︁
cos (𝜔0𝑡− 𝜑− 𝑥2)−

√
2 cos

(︁
𝜔0𝑡− 𝜑− 𝑥2 − 𝜋

4

)︁
𝐶(𝑥)

+
√
2 sin

(︁
𝜔0𝑡− 𝜑− 𝑥2 − 𝜋

4

)︁
𝑆(𝑥)

]︁
, 𝑥 ≡

√︃
𝑟𝑀2

𝑐

2𝜔0

, (4.4.5)

где 𝐶(𝑥) и 𝑆(𝑥) – косинусный и синусный интегралы Френеля, соответственно [150].

Подставляя ур. (4.4.5) в (4.1.18), мы находим излучаемую часть эффективного четырех­

мерного тензора энергии-импульса поля на бране

Θrad
𝜇𝜈 =

𝑔2𝑐𝜇𝑐𝜈
32𝜋2𝑀2

4 𝑟
2
𝑅2

0𝜔
4
0 sin

2 𝜃
[︁
cos (𝜔0𝑡− 𝜑− 𝑥2)−

√
2 cos

(︁
𝜔0𝑡− 𝜑− 𝑥2 − 𝜋

4

)︁
𝐶(𝑥)

+
√
2 sin

(︁
𝜔0𝑡− 𝜑− 𝑥2 − 𝜋

4

)︁
𝑆(𝑥)

]︁2
. (4.4.6)

По аналогии с задачей излучения безмассовых полей в Главе 1, мы находим эффективный

четырехмерный поток энергии скалярного излучения через 2-сферу на бране как

𝑊br(𝑟) =

∫︁
𝑑Ω2Θ

0𝑖
rad 𝑛

𝑖 𝑟2, 𝑛𝑖 =
𝑥𝑖

|x|
. (4.4.7)

Подставляя полученную излучаемую часть эффективного тензора энергии-импульса в ур.

(4.4.7), после интегрирования по угловым переменным [150] мы приходим к эффективному

четырехмерному потоку энергии скалярного излучения через 2-сферу радиуса 𝑟 на бране –

эффективной четырехмерной мощности скалярного излучения заряда на бране

𝑊 circ
br (𝑟) =

𝑔2𝑅2
0𝜔

4
0

24𝜋𝑀2
4

[︁
1− 2𝐶(𝑥)− 2𝑆(𝑥) + 2𝐶2(𝑥) + 2𝑆2(𝑥)

]︁
. (4.4.8)

Прежде всего отметим, что в пределе 𝑀5 → 0, который переводит рассматриваемую модель

в четырехмерную теорию безмассового скалярного поля

𝑀3
5 5�𝜙+𝑀2

4 𝛿(𝑦)4�𝜙 = −1

2
𝑗(𝑥)𝛿(𝑦)

𝑀5→0−−−→ 4�𝜙 = − 1

2𝑀2
4

𝑗(𝑥), (4.4.9)

эффективный поток энергии излучения также переходит в стандартную четырехмерную фор­

му, теряя зависимость от радиуса сферы, через которую он проходит

lim
𝑥→0

𝐶(𝑥), 𝑆(𝑥) = 0 =⇒ 𝑊 circ
br (𝑟)

𝑀5→0−−−→ 𝑔2𝑅2
0𝜔

4
0

24𝜋𝑀2
4

= Const. (4.4.10)



131

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r
W

(r
,

)

= 1

= 10

= 100

Рис. 4.4. Зависимость эффективного четырехмерного потока энергии излучения через 2-сферу на

бране от ее радиуса для различных значений частоты сигнала.

Проанализируем полученную формулу для эффективной мощности излучения на бране.

Для этого построим нормированный поток энергии излучения

𝑊
circ

br (𝑟) =
𝑊 circ

br (𝑟)

𝑊 circ
br (0)

= 1− 2𝐶(𝑥)− 2𝑆(𝑥) + 2𝐶2(𝑥) + 2𝑆2(𝑥). (4.4.11)

Также введем безразмерные параметры расстояния 𝑟 = 𝑟𝑀𝑐 и частоты 𝜔̄ = 𝜔0/𝑀𝑐. В резуль­

тате, нормированная эффективная мощность излучения на бране принимает вид

𝑊
circ

br (𝑟, 𝜔̄) = 1− 2𝐶(
√︀
𝑟/2𝜔̄)− 2𝑆(

√︀
𝑟/2𝜔̄) + 2𝐶2(

√︀
𝑟/2𝜔̄) + 2𝑆2(

√︀
𝑟/2𝜔̄). (4.4.12)

Из рис. (4.4) мы находим, что эффективный поток энергии монотонно убывает с радиусом

сферы, через которую он проходит, в соответствии с постепенным утеканием в балк возму­

щений поля, распространяющихся вдоль браны (метастабильная скалярная частица распа­

дается на бране [94, 100]). Отметим также, что чем выше частота орбитального движения, а

следовательно и частота сигнала, тем меньше интенсивность утечки скалярного излучения

в балк по мере его удаления от источника (см. рис. (4.4)), в соответствии с инфракрасной

прозрачностью балка в DGP-модели [92, 103]. В частности, в соответствии с коэффициентом

прохождения браны (4.1.26), имеющим максимум на нулевой частоте и монотонно убываю­

щим с частотой сигнала, высокочастотные сигналы оказываются квазилокализованными на

бране.

На основании полученной эффективной четырехмерной мощности скалярного излуче­

ния на бране (4.4.12) можно предварительно проанализировать возможность эксперименталь­

ного наблюдения эффекта утечки гравитационных волн в дополнительное измерение. Мы

выбираем параметры DGP-модели таким образом, чтобы переходный масштаб соответство­

вал современному радиусу Хаббла 𝑟𝑐 ∼ 𝐻−1
0 ∼ 1026 м или же, эквивалентно, 𝑀𝑐 ∼ 10−42 ГэВ

[110, 111]. Определим долю излучения, которая утекла с браны за время удаления волнового
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фронта на расстояние 𝑟𝑐 от источника, как

Δ𝑊 (𝜔̄) = 1−𝑊
circ

br (𝑟 = 1, 𝜔̄). (4.4.13)

В результате, мы находим, что для сигналов с частотами в диапазоне чувствительности

современных и будущих гравитационно-волновых обсерваторий [29] интенсивность утечки

излучения в балк крайне мала:

∙ Обсерватория LIGO: 𝜈ch ∼ 102 Гц =⇒ 𝜔̄0 ∼ 1020 =⇒ Δ𝑊 ∼ 10−10,

∙ Обсерватория LISA: 𝜈ch ∼ 10−3 Гц =⇒ 𝜔̄0 ∼ 1015 =⇒ Δ𝑊 ∼ 10−8.

Таким образом, экспериментальное наблюдение утечки гравитационных волн в дополнитель­

ное измерение с использованием современных и будущих гравитационно-волновых обсерва­

торий представляется крайне маловероятным.

В свою очередь, сигналы, утечка которых на масштабах 𝑟 ∼ 𝑟𝑐 оказывала бы хоть

сколько-нибудь значительный эффект, т.е. для которых

Δ𝑊 & 10−2, (4.4.14)

должны иметь частоты порядка 𝜔0 . 10−13 Гц, что значительно ниже диапазонов чувстви­

тельности гравитационно-волновых обсерваторий [29]. С другой стороны, чтобы было воз­

можно обнаружить утечку сигналов из диапазонов чувствительности современных гравита­

ционно-волновых обсерваторий, переходный радиус 𝑟𝑐 должен иметь гораздо меньшую вели­

чину. В частности, чтобы утечка гравитационных волн могла быть обнаружена с помощью

наблюдений на обсерватории LISA, переходный радиус DGP-модели должен быть порядка

𝑟𝑐 ∼ 1017 м. Однако, столь малые значения не согласуются с ограничениями на 𝑟𝑐, получен­

ными с помощью наблюдений в Солнечной системе [174, 175]. В частности, из результатов

работы [175] следует, что для согласования наблюдений прецессии перицентра орбиты Лу­

ны с предсказаниями DGP-модели переходный радиус должен удовлетворять ограничению

снизу 𝑟𝑐 & 1025 м.

4.5. Выводы

Целью данной Главы было исследование эффекта утечки гравитационных волн в до­

полнительное измерение, соответствующего метастабильному характеру эффективного гра­

витона на бране, в рамках скалярного аналога DGP-модели. В качестве источника поля мы

рассматривали точечный заряд, движущийся по фиксированной мировой линии на плоской
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бране. Эта модель корректно воспроизводит основные особенности DGP-гравитации, обес­

печивая тем самым оценку данного эффекта для гравитационных волн. Мы уточнили ряд

технических деталей данной модели и выявили особенности, связанные с нарушением прин­

ципа Гюйгенса в балке. Основные особенности поведения поля в балке и на бране были также

проиллюстрированы с помощью низкоразмерных моделей.

Поскольку в DGP-модели поле на бране раскладывается на непрерывный спектр массив­

ных калуца-клейновских мод, для выделения его излучаемой части мы обобщили подход Рор­

лиха-Тейтельбойма к излучению на случай четырехмерного массивного поля, используя его

связи с безмассовыми полями в размерностях четыре и пять. В частности, мы продемонстри­

ровали, что за счет нарушения принципа Гюйгенса в пятимерном балке излучаемая часть

поля на бране зависит от истории движения заряда, предшествующей запаздывающему вре­

мени, а не от его состояния в этот момент, в отличие от четырехмерной безмассовой теории.

В результате, в соответствии с результатами Главы 2, в DGP-модели также ожидается фор­

мирование нелокальных хвостовых сигналов в гравитационном излучении эллиптических

двойных систем. Помимо этого, мы получили формулу для эффективного четырехмерного

потока энергии скалярного излучения через 2-сферу на бране, создаваемого нерелятивист­

ским зарядом на круговой орбите (4.4.8). Было обнаружено, что полученная эффективная

мощность излучения на бране монотонно убывает с радиусом сферы, через которую оно

проходит (см. рис. (4.4)), в соответствии с метастабильным характером соответствующей эф­

фективной скалярной частицы на бране, что приводит к утечке излучения в дополнительное

измерение. Также было показано, что в соответствии с инфракрасной прозрачностью бал­

ка в DGP-модели интенсивность утечки излучения оказывается выше для низкочастотных

сигналов (см. рис. (4.4)).

Используя полученную формулу для эффективной мощности излучения на бране, мы

оценили интенсивность утечки излучения в дополнительное измерение и проанализировали

возможность экспериментального наблюдения данного эффекта. Мы показали, что при «ре­

алистичном» выборе переходного радиуса 𝑟𝑐 ∼ 1026 м в рамках нашей модели эффект утечки

излучения в дополнительное измерение пренебрежимо мал даже для сигналов в диапазоне

частот, доступных для регистрации гравитационно-волновой обсерваторией LISA [29]. Бо­

лее того, данный эффект может быть существенным либо в случае сигналов крайне низкой

частоты, недоступных для экспериментального наблюдения современными и будущими гра­

витационно-волновыми обсерваториями, либо в случае малых значений переходного радиуса

𝑟𝑐, которые делают гравитационную DGP-модель феноменологически нежизнеспособной.

Аналогичный эффект был также обнаружен в работе [105] в модифицированной RS2-мо­
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дели, которая содержит метастабильный эффективный гравитон на видимой бране. Однако,

в нашей работе впервые было получено явное выражение для эффективной мощности из­

лучения на бране, позволяющее оценить интенсивность утечки излучения в дополнительное

измерение.
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Глава 5

Гравитационное излучение в DGP-гравитации

Данная Глава посвящена изучению процесса гравитационного излучения в DGP-моде­

ли гравитации. А именно, мы получаем аналог квадрупольной формулы для эффективной

мощности гравитационного излучения произвольного нерелятивистского источника на бране.

Для этого мы развиваем процедуру построения эффективного тензора энергии-импульса

гравитационного поля на бране из нелокального эффективного действия DGP-модели на ос­

нове метода Нетер, используемого для определения законов сохранения, соответствующих

симметриям действия. С ее помощью мы строим эффективный тензор энергии-импульса

динамических степеней свободы DGP-гравитации на бране и находим из него эффектив­

ный четырехмерный поток энергии гравитационного излучения. Мы также получаем оценки

для параметров эмпирической формулы Деффайе-Меноу (3.2). В частности, в соответствии

с результатами Главы 4, мы обнаруживаем, что частота гравитационно-волнового сигнала

управляет эффективным переходным радиусом DGP-модели, за которым проявляется утеч­

ка гравитационных волн в дополнительное измерение.

5.1. DGP-модель гравитации

В обозначениях, используемых в Главе 3, действие DGP-гравитации с одним бесконеч­

ным дополнительным измерением, дополненное граничными членами, имеет вид [17]

𝑆 =
1

2
𝑀3

5

∫︁
Ω

𝑑5𝑋
√
−𝒢ℛ+𝑀3

5

∮︁
𝜕Ω

𝑑4𝒴
√︀

|ℋ|ℰ𝒦 +
1

2
𝑀2

4

∫︁
𝜎

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝑅

+𝑀2
4

∮︁
𝜕𝜎

𝑑3𝜃
√︀
|H|𝜖K− Λ

∫︁
𝜎

𝑑4𝑥
√
−𝑔 +

∫︁
𝜎

𝑑4𝑥
√
−𝑔ℒmat. (5.1.1)

После преобразований, аналогичных проведенным в Главе 3, действие DGP-модели в Гаус­

совой системе координат браны записывается как (см., например, [122])

𝑆 =
1

2
𝑀3

5

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝑁

(︀
𝑅 +𝐾2 −𝐾𝛼𝛽𝐾𝛼𝛽

)︀
+𝑀3

5

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜕𝜎𝑦

𝑑3𝜃
√︀

|H|𝜖K𝑁

+
1

2
𝑀2

4

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔𝑅 𝛿(𝑦) +𝑀2

4

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∮︁
𝜕𝜎𝑦

𝑑3𝜃
√︀
|H|𝜖K 𝛿(𝑦)

− Λ

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔 𝛿(𝑦) +

∫︁ 𝑦+

𝑦−

𝑑𝑦

∫︁
𝜎𝑦

𝑑4𝑥
√
−𝑔ℒmat 𝛿(𝑦). (5.1.2)

Здесь также необходимо учесть связь внешней кривизны браны с производной индуцирован­

ной метрики по координате 𝑦 в балке (3.1.77).
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Уравнения движения гравитационного поля в DGP-модели имеют вид

𝑅−𝐾2 +𝐾𝛼𝛽𝐾𝛼𝛽 = 0, (5.1.3)

∇𝛼 (𝐾
𝜇𝛼 − 𝑔𝜇𝛼𝐾) = 0, (5.1.4)

1

2
𝑀3

5

√
−𝑔𝑁

(︂
𝑅𝛼𝛽 −

1

2
𝑔𝛼𝛽𝑅− 1

2
𝑔𝛼𝛽𝐾

2 +
1

2
𝑔𝛼𝛽𝐾

𝜇𝜈𝐾𝜇𝜈

)︂
+

1

2
𝑀3

5

√
−𝑔
(︀
𝑔𝛼𝛽∇𝜎∇𝜎𝑁 −∇𝛼∇𝛽𝑁

)︀
+

1

2
𝑀3

5 𝑔𝛼𝛽 𝜕𝑦
(︀√

−𝑔𝐾
)︀
− 1

2
𝑀3

5 𝑔𝛼𝜇𝑔𝛽𝜈 𝜕𝑦
(︀√

−𝑔𝐾𝜇𝜈
)︀

−𝑀3
5

√
−𝑔𝑁𝑔𝜇𝜈𝐾𝛼𝜇𝐾𝛽𝜈 −𝑀3

5

√
−𝑔𝐾𝜈(𝛼∇𝜈𝑁𝛽) +

1

2
𝑀3

5

√
−𝑔∇𝜌 ((𝐾𝛼𝛽 − 𝑔𝛼𝛽𝐾)𝑁𝜌)

+
1

2
𝑀2

4

√
−𝑔
(︂
𝑅𝛼𝛽 −

1

2
𝑔𝛼𝛽𝑅

)︂
𝛿(𝑦) =

1

2

√
−𝑔 𝑇m𝛼𝛽 𝛿(𝑦)−

1

2

√
−𝑔Λ𝑔𝛼𝛽 𝛿(𝑦). (5.1.5)

По аналогии с Главой 3, тензор энергии-импульса материи 𝑇m𝛼𝛽 определяется ур. (3.1.81).

Из ур. (5.1.5) получаем также условия сшивки Израэля на бране [109, 123, 157, 162]

𝑔𝛼𝛽|𝑦=−0 = 𝑔𝛼𝛽|𝑦=+0 , (5.1.6)

−𝑀3
5 [𝐾𝛼𝛽 − 𝑔𝛼𝛽𝐾]𝑦=0 +𝑀2

4

(︂
𝑅𝛼𝛽 −

1

2
𝑔𝛼𝛽𝑅

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 𝑇m𝛼𝛽 − Λ 𝑔𝛼𝛽|𝑦=0 . (5.1.7)

В пределе нулевого натяжения Λ = 0 плоская брана, вложенная в пятимерное простран­

ство Минковского, является решением вакуумных уравнений движения (5.1.3–5.1.5)

𝑇m𝛼𝛽 = 0, Λ = 0 =⇒ 𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 , 𝑁 = 1, 𝑁𝛼 = 0, 𝐾𝜇𝜈 = 0. (5.1.8)

Далее мы будем работать в этом предельном случае, линеаризуя уравнения движения гра­

витационного поля на данном фоне.

5.1.1. Линеаризованная DGP-гравитация

Рассмотрим малые возмущения гравитационного поля на выбранном фоне

𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 + ℎ𝜇𝜈 , 𝑁 = 1 + 𝑛, 𝑁𝜇 = 𝑛𝜇, |ℎ𝜇𝜈 |, |𝑛𝜇|, |𝑛| ≪ 1. (5.1.9)

Наш вывод линеаризованных уравнений движения DGP-гравитации следует работе [123].

В линейном приближении уравнения движения (5.1.3–5.1.5) принимают вид

𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝜕𝛼ℎ = 0, (5.1.10)

𝜕𝑦𝜕𝛼ℎ
𝛼𝜇 − 𝜕𝑦𝜕

𝜇ℎ+ 𝜕𝜇𝜕𝛼𝑛
𝛼 − 𝜕𝛼𝜕𝛼𝑛

𝜇 = 0, (5.1.11)
1

2
𝑀3

5

(︀
𝜕𝜎𝜕𝛼ℎ𝛽𝜎 + 𝜕𝜎𝜕𝛽ℎ𝛼𝜎 − 𝜕𝜎𝜕𝜎ℎ𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ− 𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇𝜕𝜈ℎ𝜇𝜈 + 𝜂𝛼𝛽𝜕
𝜎𝜕𝜎ℎ

)︀
+𝑀3

5

(︀
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜎𝜕𝜎𝑛− 𝜕𝛼𝜕𝛽𝑛
)︀
+

1

2
𝑀3

5

(︀
𝜂𝛼𝛽𝜕

2
𝑦ℎ− 𝜕2𝑦ℎ𝛼𝛽 − 2𝜂𝛼𝛽𝜕𝑦𝜕𝜇𝑛

𝜇 + 𝜕𝑦𝜕𝛼𝑛𝛽 + 𝜕𝑦𝜕𝛽𝑛𝛼

)︀
+

1

2
𝑀2

4

(︀
𝜕𝜎𝜕𝛼ℎ𝛽𝜎 + 𝜕𝜎𝜕𝛽ℎ𝛼𝜎 − 𝜕𝜎𝜕𝜎ℎ𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ− 𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇𝜕𝜈ℎ𝜇𝜈 + 𝜂𝛼𝛽𝜕
𝜇𝜕𝜇ℎ

)︀
𝛿(𝑦)

= 𝑇m𝛼𝛽 𝛿(𝑦). (5.1.12)
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Аналогично, условие сшивки Израэля (5.1.7) в линейном приближении записывается как

1

2
𝑀3

5

[︀
𝜂𝛼𝛽𝜕𝑦ℎ− 𝜕𝑦ℎ𝛼𝛽 − 2𝜂𝛼𝛽𝜕𝜎𝑛

𝜎 + 𝜕𝛼𝑛𝛽 + 𝜕𝛽𝑛𝛼

]︀
𝑦=0

+
1

2
𝑀2

4

(︀
𝜕𝜎𝜕𝛼ℎ𝛽𝜎 + 𝜕𝜎𝜕𝛽ℎ𝛼𝜎

− 𝜕𝜎𝜕𝜎ℎ𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ− 𝜂𝛼𝛽𝜕
𝜇𝜕𝜈ℎ𝜇𝜈 + 𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇𝜕𝜇ℎ
)︀⃒⃒

𝑦=0
= 𝑇m𝛼𝛽. (5.1.13)

По аналогии с пятимерной ОТО, рассмотренной в Главе 3, полученные уравнения дви­

жения обладают калибровочной симметрией

ℎ𝛼𝛽 → ℎ𝛼𝛽 + 𝜕𝛼𝜉𝛽 + 𝜕𝛽𝜉𝛼, 𝑛𝜇 → 𝑛𝜇 + 𝜕𝑦𝜉
𝜇, 𝑛→ 𝑛. (5.1.14)

Чтобы ее зафиксировать, по аналогии с Главой 3, мы накладываем пятимерное калибровоч­

ное условие Лоренца в балке

𝜕𝐴𝐻𝐴𝐵 − 1

2
𝜕𝐵𝐻 = 0, 𝐻 = 𝜂𝐴𝐵𝐻𝐴𝐵, (5.1.15)

где возмущения пятимерной 𝒢𝐴𝐵 = 𝜂𝐴𝐵 +𝐻𝐴𝐵 и индуцированной ℎ𝛼𝛽 метрик связаны друг

с другом уравнениями (3.1.88). В результате, уравнения движения принимают вид

5�
(︀
ℎ𝛼𝛽 − 𝜂𝛼𝛽ℎ

)︀
= 0, 𝑦 ̸= 0, (5.1.16)(︀

4�ℎ𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ
)︀⃒⃒

𝑦=0
+𝑚𝑐

[︀
𝜕𝑦ℎ𝛼𝛽 − 𝜂𝛼𝛽𝜕𝑦ℎ

]︀
𝑦=0

= − 2

𝑀2
4

𝑇m𝛼𝛽, (5.1.17)

𝜕𝛼ℎ𝛼𝛽 = 𝜕𝛽ℎ, 𝑛 =
1

2
ℎ, 𝑛𝜇 = 0. (5.1.18)

Здесь мы разделили ур. (5.1.12) на уравнение движения в балке (5.1.16) и условие сшивки на

бране (5.1.17), а последнее уравнение в (5.1.18) фиксирует остаточную калибровочную сим­

метрию (5.1.14) с параметрами 5�𝜉𝜇 = 0. Для самосогласованности полученных уравнений

требуется также сохранение тензора энергии-импульса материи на бране 𝜕𝛼𝑇m𝛼𝛽 = 0.

По аналогии с Главой 4, накладывая на гравитационное поле условие излучения в балке,

мы переписываем скачок производной индуцированной метрики на бране как[︀
𝜕𝑦ℎ𝛼𝛽 − 𝜂𝛼𝛽𝜕𝑦ℎ

]︀
𝑦=0

= 2
√︀
−4�

(︀
ℎ𝛼𝛽 − 𝜂𝛼𝛽ℎ

)︀⃒⃒
𝑦=0

. (5.1.19)

В итоге, условие сшивки (5.1.17), являющееся эффективным четырехмерным уравнением

движения гравитационного поля на бране, принимает вид [123](︀
4�ℎ𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ

)︀⃒⃒
𝑦=0

+𝑀𝑐

√︀
−4�

(︀
ℎ𝛼𝛽 − 𝜂𝛼𝛽ℎ

)︀⃒⃒
𝑦=0

= − 2

𝑀2
4

𝑇m𝛼𝛽. (5.1.20)

Заметим, что наличие режима сильной связи в DGP-модели [124—126] накладывает огра­

ничения на область применимости линейного приближения. Так, проводимые нами далее вы­

числения будут справедливы лишь для процессов излучения гравитационных волн источни­

ками, представляющими собой систему гравитирующих тел, удаленных друг от друга на рас­

стояние 𝑟 ≫ (𝑅2
𝑐/𝑀4)

1/3, с характерными частотами движения таких систем 𝜔 ≪ (𝑀2
𝑐𝑀4)

1/3.
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5.2. Эффективная теория на бране

Для вычисления эффективной четырехмерной мощности гравитационного излучения

материи на бране необходимо построить эффективный тензор энергии-импульса (ТЭИ) гра­

витационного поля на бране. Это можно сделать по аналогии с эффективным ТЭИ скаляр­

ной DGP-модели, полученным в Главе 4 с помощью проецирования и локализации на бране

полного пятимерного ТЭИ скалярного поля в балке. Однако, далее на основе метода Нетер

мы разработаем процедуру построения эффективного ТЭИ из нелокального эффективного

действия DGP-модели на бране.

5.2.1. Эффективный тензор энергии-импульса DGP-скаляра

Для начала проиллюстрируем данный метод построения эффективного ТЭИ на бране

на примере скалярной DGP-модели. За счет своей простоты она дает возможность легко

дополнительно проверить предложенный метод с помощью вычисления локализованной на

бране части полного пятимерного Гамильтониана скалярного поля в балке.

Эффективное действие на бране

Для удобства читателя напомним сначала метод построения эффективного действия на

бране для скалярной DGP-модели [125] (см. также [122]).

Представим действие свободной скалярной DGP-модели (4.1.1) в виде

𝑆 =𝑀3
5

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑𝑦

(︀
(𝜕𝛼𝜙)

2 − (𝜕𝑦𝜙)
2
)︀
+𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑𝑦 𝛿(𝑦) (𝜕𝛼𝜙)

2, 𝜂𝜇𝜈 = (+−−−). (5.2.1)

Как было показано в Главе 4, решение соответствующего уравнения движения в балке

5�𝜙(𝑥; 𝑦) = 0, 𝑦 ̸= 0, (5.2.2)

удовлетворяющее граничному условию излучения, может быть записано как

𝜙(𝑥; 𝑦) =

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝜙(𝑝)𝑒−𝑖𝑝𝑥𝑒

√
−𝑝2|𝑦| = 𝑒

√
4�|𝑦|𝜓(𝑥), 𝜓(𝑥) = 𝜙(𝑥; 0). (5.2.3)

Чтобы найти эффективное действие для поля 𝜓(𝑥) на бране, подставим ур. (5.2.3) в пяти­

мерное действие (5.2.1) и вычислим в нем интеграл вдоль дополнительного измерения.

Для этого разделяем часть действия в балке на два вклада слева и справа от браны и

вычисляем в них интегралы по 𝑦

𝑆 =𝑀3
5

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
R−
𝑑𝑦 (𝜕𝛼𝜙𝜕𝛼𝜙− 𝜕𝑦𝜙𝜕𝑦𝜙) +𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
R+

𝑑𝑦 (𝜕𝛼𝜙𝜕𝛼𝜙− 𝜕𝑦𝜙𝜕𝑦𝜙)

+𝑀2
4

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑𝑦 𝛿(𝑦) 𝜕𝛼𝜙𝜕𝛼𝜙. (5.2.4)
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Используя Фурье-образ решения в балке (5.2.3), с помощью леммы Римана-Лебега мы нахо­

дим, что части действия в балке слева и справа от браны имеют одинаковый вид

𝑀3
5

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
R±
𝑑𝑦 (𝜕𝛼𝜙𝜕𝛼𝜙− 𝜕𝑦𝜙𝜕𝑦𝜙) =𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4

√︀
−𝑝2𝜙(𝑝)𝜙(−𝑝). (5.2.5)

Совмещая их, мы переписываем часть действия в балке в координатном представлении с

помощью применения в импульсном интеграле Фурье-образа 𝛿-функции

𝑀3
5

∫︁
𝑑4𝑥 𝑑𝑦 (𝜕𝛼𝜙𝜕𝛼𝜙− 𝜕𝑦𝜙𝜕𝑦𝜙) = 2𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘 𝛿(4)(𝑘 + 𝑝)

√︀
−𝑝2𝜙(𝑝)𝜙(𝑘)

= 2𝑀3
5

∫︁
𝑑4𝑥𝜓

√︀
4�𝜓. (5.2.6)

Заметим, что из определения квадратного корня от даламбертиана, основанного на Фурье­

преобразовании поля, следует возможность «интегрировать по частям» содержащие его вы­

ражения без изменения знака∫︁
𝑑4𝑥𝐴(𝑥)

√︀
4�𝐵(𝑥) =

∫︁
𝑑4𝑥𝐵(𝑥)

√︀
4�𝐴(𝑥). (5.2.7)

В итоге, эффективное действие DGP-скаляра на бране принимает вид [125]

𝑆eff =𝑀2
4

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
𝜕𝛼𝜓𝜕𝛼𝜓 +𝑀𝑐𝜓

√︀
4�𝜓

)︁
. (5.2.8)

Отсюда находим эффективное уравнение движения на бране, совпадающее с полученным

ранее ур. (4.1.15)
𝛿𝑆eff

𝛿𝜓
= 0 =⇒ 4�𝜓 −𝑀𝑐

√︀
4�𝜓 = 0. (5.2.9)

Здесь при вариации действия мы воспользовались возможностью интегрировать по частям

корень от даламбертиана без изменения знака.

Эффективный тензор энергии-импульса на бране

Эффективный ТЭИ DGP-скаляра на бране не может быть построен из действия (5.2.8)

по стандартной формуле для канонического ТЭИ (см., например, [176]), т.к. эффективный

Лагранжиан содержит не только первые производные поля, но и нелокальный член

ℒeff =𝑀2
4𝜕

𝛼𝜓𝜕𝛼𝜓 + 2𝑀3
5𝜓
√︀

4�𝜓. (5.2.10)

Построим его с помощью метода Нетер, используемого для определения законов сохранения,

соответствующих симметриям действия [176]. В частности, в стандартной локальной теории

сохранению ТЭИ соответствует инвариантность действия относительно глобальных сдвигов

координат.
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Совершим в действии (5.2.8) инфинитезимальные сдвиги координат, временно считая

параметры преобразования функциями координат

𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝜉𝜇(𝑥), 𝜓(𝑥) → 𝜓′(𝑥′) = 𝜓(𝑥), |𝜉𝜇| ≪ 1. (5.2.11)

Производные поля и Якобиан преобразования координат раскладываются по 𝜉 с точностью

до первого порядка малости как

𝜕′𝛼 = 𝜕𝛼 − 𝜕𝛼𝜉
𝜇𝜕𝜇 +𝒪(𝜉2), det

(︂
𝜕𝑥′𝛼

𝜕𝑥𝛽

)︂
= 1 + 𝜕𝜎𝜉

𝜎 +𝒪(𝜉2), (5.2.12)√︀
4�′ =

√︀
4�− 𝜕𝛼𝜉𝛽

1√
4�

𝜕𝛼𝜕𝛽 −
1

2
4�𝜉

𝛼 1√
4�

𝜕𝛼 +𝒪(𝜉2). (5.2.13)

В результате таких преобразований действие (5.2.8) получает инфинитезимальное прираще­

ние, которое с точностью до граничных вкладов записывается как

𝑆 ′
eff [𝜓

′] = 𝑆eff [𝜓] + 𝛿𝑆eff [𝜓] +𝒪(𝜉2), (5.2.14)

𝛿𝑆eff [𝜓] =

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
− 2𝑀2

4𝜕
𝛼𝜉𝛽𝜕𝛼𝜓𝜕𝛽𝜓 +𝑀2

4𝜕𝜎𝜉
𝜎𝜕𝛼𝜓𝜕𝛼𝜓 + 2𝑀3

5𝜕𝜎𝜉
𝜎𝜓
√︀

4�𝜓

−𝑀3
5𝜕

𝛼𝜉𝛽𝜓
1√
4�

𝜕𝛼𝜕𝛽𝜓 +𝑀3
5𝜕

𝛼𝜉𝛽𝜕𝛼𝜓
1√
4�

𝜕𝛽𝜓

)︂
. (5.2.15)

Интегрируя по частям, переносим производные с 𝜉𝛼 и далее считаем, что параметры преоб­

разования являются константами

𝛿𝑆eff
→
=

∫︁
𝑑4𝑥 𝜉𝛽𝜕𝛼

(︂
2𝑀2

4𝜕𝛼𝜓𝜕𝛽𝜓 − 𝜂𝛼𝛽𝑀
2
4𝜕

𝜎𝜓𝜕𝜎𝜓 − 𝜂𝛼𝛽2𝑀
3
5𝜓
√︀

4�𝜓

+𝑀3
5𝜓

1√
4�

𝜕𝛼𝜕𝛽𝜓 −𝑀3
5𝜕𝛼𝜓

1√
4�

𝜕𝛽𝜓

)︂
, 𝜉𝛼 = Const. (5.2.16)

Здесь и далее →
= обозначает результат интегрирования по частям с точностью до отбрасы­

ваемых в действии граничных членов. В пределе безмассового скалярного поля 𝑀5 → 0 мы

бы получили в ур. (5.2.16) под знаком дивергенции канонический тензор энергии-импульса,

сохраняющийся на уравнениях движения.

В случае DGP-модели 𝑀5 ̸= 0 мы можем устранить в ур. (5.2.16) часть вкладов под

знаком дивергенции. После интегрирования по частям дивергенция нелокальной части при­

ращения действия автоматически обращается в нуль без применения уравнений движения

𝛿𝑆nl
eff =

∫︁
𝑑4𝑥 𝜉𝛽𝜕𝛼

(︂
− 𝜂𝛼𝛽2𝑀

3
5𝜓
√︀

4�𝜓 +𝑀3
5𝜓

1√
4�

𝜕𝛼𝜕𝛽𝜓 −𝑀3
5𝜕𝛼𝜓

1√
4�

𝜕𝛽𝜓

)︂
→
=

∫︁
𝑑4𝑥 𝜉𝛽

(︁
−2𝑀3

5𝜕𝛽𝜓
√︀

4�𝜓 − 2𝑀3
5𝜓
√︀

4� 𝜕𝛽𝜓
)︁

→
= 0. (5.2.17)

В результате, приращение эффективного действия DGP-скаляра принимает простой вид

𝛿𝑆eff =

∫︁
𝑑4𝑥 𝜉𝛽𝜕𝛼

(︂
2𝑀2

4𝜕𝛼𝜓𝜕𝛽𝜓 − 𝜂𝛼𝛽𝑀
2
4𝜕

𝜎𝜓𝜕𝜎𝜓

)︂
. (5.2.18)
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Выражение под знаком дивергенции, не обращающееся автоматически в нуль при ее действии

на него, является эффективным ТЭИ DGP-скаляра на бране

𝑇𝛼𝛽 = 2𝑀2
4

(︂
𝜕𝛼𝜓𝜕𝛽𝜓 − 1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜎𝜓𝜕𝜎𝜓

)︂
. (5.2.19)

Тензор энергии-импульса (5.2.19) совпадает с эффективным ТЭИ (4.1.18), полученным в

Главе 4 с помощью проецирования канонического ТЭИ DGP-скаляра в балке на брану и

выделения из него части локализованной на бране. Заметим, что полученный эффективный

ТЭИ (5.2.19) не сохраняется на уравнении движения (5.2.9)

𝜕𝛼𝑇𝛼𝛽 = 2𝑀2
4 4�𝜓𝜕𝛽𝜓 ̸= 0, (5.2.20)

в соответствии с метастабильным характером эффективного гравитона на бране [94].

Отметим также, что эффективный ТЭИ на бране (5.2.19) мог быть получен из эффек­

тивного Лагранжиана (5.2.10) по стандартной формуле для канонического ТЭИ [176] в пре­

небрежении нелокальным массовым членом. Далее аналогичный результат будет получен и

для эффективного ТЭИ DGP-гравитации.

Локализованная часть пятимерного Гамильтониана

Для проверки полученного выражения для эффективного ТЭИ поля на бране (5.2.19)

вычислим Гамильтониан пятимерной теории (5.2.1) и выделим из него часть, локализован­

ную на бране. Она должна совпасть с компонентной 𝑇 00 эффективного ТЭИ на бране, т.к.

они обе определяют локализованную на бране плотность энергии DGP-скаляра.

Из действия (5.2.1) мы находим сопряженный импульс поля в балке

𝜋 =
𝜕ℒ

𝜕(𝜕0𝜙)
= 2𝑀3

5𝜕0𝜙+ 2𝑀2
4 𝛿(𝑦)𝜕0𝜙. (5.2.21)

Соответственно, Гамильтониан DGP-скаляра в балке записывается как

ℋ =𝑀3
5

(︀
(𝜕0𝜙)

2 + (∇𝜙)2 + (𝜕𝑦𝜙)
2
)︀
+𝑀2

4 𝛿(𝑦)
(︀
(𝜕0𝜙)

2 + (∇𝜙)2
)︀
. (5.2.22)

Интегрируя его по малому интервалу вокруг браны 𝑦 ∈ (−𝜖, 𝜖), 𝜖→ +0 с помощью ур. (5.2.3),

мы находим часть Гамильтониана, локализованную на бране

ℋeff =

∫︁ 𝜖

−𝜖

𝑑𝑦ℋ =𝑀2
4

(︀
(𝜕0𝜓)

2 + (∇𝜓)2
)︀
. (5.2.23)

Очевидно, что компонента 𝑇 00 эффективного ТЭИ DGP-скаляра (5.2.19) совпадает с полу­

ченным Гамильтонианом, локализованным на бране. Отсюда мы заключаем, что ур. (5.2.19)

представляет собой корректное выражение для эффективного ТЭИ поля на бране.
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5.2.2. Эффективный тензор энергии-импульса DGP-гравитации

Получим теперь аналогичным образом эффективный ТЭИ DGP-гравитации на бране.

Начнем так же с краткого напоминания процедуры построения квадратичного эффективного

действия DGP-гравитации на бране [122, 123, 125].

Эффективное действие на бране

Для построения квадратичного эффективного действия DGP-гравитации на бране вос­

пользуемся действием (5.1.2) в форме

𝑆 =
1

2
𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑𝑦

√
−𝑔𝑁

(︀
𝑅 +𝐾2 −𝐾𝛼𝛽𝐾𝛼𝛽

)︀
+

1

2
𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑𝑦

√
−𝑔𝑅 𝛿(𝑦), (5.2.24)

где мы опустили граничные члены в балке и на бране.

Раскладывая часть действия в балке по возмущениям гравитационного поля (5.1.9) с

точностью до квадратичных вкладов, после интегрирования по частям получаем

𝑆bulk
→
=

1

2
𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑𝑦

(︂
− 1

4
𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈 +

1

2
𝜕𝛼ℎ

𝜇𝛼𝜕𝜎ℎ𝜇𝜎 +
1

2
ℎ𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ𝛼𝛽 +

1

4
𝜕𝜎ℎ𝜕𝜎ℎ

− 1

4
𝜕𝑦ℎ

𝜇𝜈𝜕𝑦ℎ𝜇𝜈 +
1

4
(𝜕𝑦ℎ− 2𝜕𝛼𝑛

𝛼)2 + 𝑛𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ𝛼𝛽 − 𝑛𝜕𝜎𝜕𝜎ℎ+ 𝜕𝛼𝑛𝛽𝜕𝑦ℎ𝛼𝛽

− 1

2
𝜕𝛼𝑛𝛽𝜕𝛼𝑛𝛽 −

1

2
𝜕𝛼𝑛𝛽𝜕𝛽𝑛𝛼

)︂
. (5.2.25)

Для расцепки уравнений движения добавляем к действию в балке член, фиксирующий ка­

либровку Лоренца (5.1.15)

𝑆gf = −1

4
𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑𝑦

(︂(︁
𝜕𝛼ℎ𝛼𝛽 + 𝜕𝑦𝑛𝛽 −

1

2
𝜕𝛽(ℎ+ 2𝑛)

)︁2
+
(︁
𝜕𝛼𝑛𝛼 + 2𝜕𝑦𝑛− 1

2
𝜕𝑦(ℎ+ 2𝑛)

)︁2)︂
. (5.2.26)

Совмещая их, после интегрирования по частям получаем

𝑆bulk + 𝑆gf
→
=

1

2
𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑𝑦

[︂
− 1

4
𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈 −

1

4
𝜕𝑦ℎ

𝜇𝜈𝜕𝑦ℎ𝜇𝜈 +
1

8
𝜕𝜎ℎ𝜕𝜎ℎ+

1

8
𝜕𝑦ℎ𝜕𝑦ℎ

− 1

2
𝜕𝛼𝑛𝛽𝜕𝛼𝑛𝛽 −

1

2
𝜕𝑦𝑛

𝛽𝜕𝑦𝑛𝛽 −
1

2
𝜕𝛽𝑛𝜕𝛽𝑛− 1

2
𝜕𝑦𝑛𝜕𝑦𝑛+

1

2
𝜕𝜎𝑛𝜕

𝜎ℎ+
1

2
𝜕𝑦ℎ𝜕𝑦𝑛

]︂
. (5.2.27)

Отсюда находим уравнения движения для полей 𝑛𝛼 и 𝑛

5�𝑛
𝛼 = 0 =⇒ 𝑛𝛼 = 0, 5�

(︁
𝑛− 1

2
ℎ
)︁
= 0 =⇒ 𝑛 =

1

2
ℎ. (5.2.28)

Эти уравнения не изменяются в присутствие материи на бране, т.к. она взаимодействует

лишь с индуцированной метрикой 𝑔𝜇𝜈 , поэтому далее мы будем использовать их решения.
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Подставляя решения данных уравнений в действие в балке, после интегрирования по частям

получаем

𝑆bulk + 𝑆gf
→
=

1

8
𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑𝑦
(︀
ℎ𝜇𝜈5�ℎ𝜇𝜈 − ℎ5�ℎ

)︀
. (5.2.29)

Очевидно, что это действие приводит к полученному ранее уравнению движения возмущений

индуцированной метрики в балке (5.1.16).

Раскладывая часть действия на бране с точностью до квадратичных вкладов

𝑆br =
1

8
𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥

∫︁
𝑑𝑦 𝛿(𝑦)

(︀
− 𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈 + 2𝜕𝛼ℎ

𝜇𝛼𝜕𝜎ℎ𝜇𝜎 + 2ℎ𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ𝛼𝛽 + 𝜕𝜎ℎ𝜕𝜎ℎ
)︀

(5.2.30)

и совмещая его с действием в балке (5.2.29), мы находим пятимерное уравнение движения

свободного DGP-гравитона

1

4
𝑀2

4

(︀
4�ℎ𝜇𝜈 − 𝜕𝜇𝜕

𝜎ℎ𝜈𝜎 − 𝜕𝜈𝜕
𝜎ℎ𝜇𝜎 + 𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼𝜕𝛽ℎ𝛼𝛽 + 𝜕𝜇𝜕𝜈ℎ− 𝜂𝜇𝜈4�ℎ
)︀
𝛿(𝑦)

+
1

4
𝑀3

5 5�
(︀
ℎ𝜇𝜈 − 𝜂𝜇𝜈ℎ

)︀
= 0. (5.2.31)

Действуя на него 4-дивергенцией, получаем условие

𝜕𝜇ℎ𝜇𝜈 = 𝜕𝜈ℎ, (5.2.32)

которое в присутствие материи на бране соответствует условию сохранения ее ТЭИ. Подстав­

ляя его обратно в уравнение движения, получаем найденное ранее линеаризацией полного

уравнения движения DGP-гравитации уравнение

𝑀2
4

(︀
4�ℎ𝜇𝜈 − 𝜕𝜇𝜕𝜈ℎ

)︀
𝛿(𝑦) +𝑀3

5 5�
(︀
ℎ𝜇𝜈 − 𝜂𝜇𝜈ℎ

)︀
= 0. (5.2.33)

Отсюда следует, что возмущения метрики в балке, по аналогии с DGP-скаляром (5.2.3),

могут быть записаны как

ℎ𝜇𝜈(𝑥; 𝑦) = 𝑒
√
−4�|𝑦|ℎ𝜇𝜈(𝑥; 0). (5.2.34)

Подставляя ур. (5.2.34) в квадратичное действие в балке и вычисляя интеграл по 𝑦,

находим квадратичное эффективное действие DGP-гравитации на бране [122, 125]

𝑆eff =
1

8
𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥
(︁
− 𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈 + 2𝜕𝛼ℎ

𝜇𝛼𝜕𝜎ℎ𝜇𝜎 − 2𝜕𝛼ℎ𝜕𝛽ℎ𝛼𝛽 + 𝜕𝜎ℎ𝜕𝜎ℎ

−𝑀𝑐

(︀
ℎ
√︀

−4�ℎ− ℎ𝜇𝜈
√︀
−4�ℎ𝜇𝜈

)︀)︁
. (5.2.35)

Заметим, что оно совпадает с действием массивной гравитации Фирца-Паули [122, 123, 177]

с точностью до замены нелокальной массы на стандартную «жесткую» массу

−𝑀𝑐

√︀
−4�↔ 𝑚2. (5.2.36)

В частности, за счет отсутствия у него калибровочной симметрии эффективный DGP-грави­

тон на бране имеет пять динамических степеней свободы, по аналогии с массивным гравито­

ном.
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Эффективный тензор энергии-импульса на бране

Получим эффективный ТЭИ DGP-гравитона на бране методом Нетер из эффективно­

го действия (5.2.35). Для этого совершаем локальные сдвиги координат и соответствующее

преобразование гравитационного поля

𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝜉𝜇(𝑥), ℎ𝜇𝜈(𝑥) → ℎ′𝜇𝜈(𝑥
′) = ℎ𝜇𝜈(𝑥), |𝜉𝜇| ≪ 1. (5.2.37)

Законы преобразования производных поля и нелокальных членов даются уравнениями (5.2.12)

и (5.2.13). Рассмотрим по отдельности приращения, которые получают под действием таких

преобразований локальная и нелокальная части эффективного действия.

Начнем с нелокальной части эффективного действия

𝑆nl
eff =

1

4
𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
ℎ𝜇𝜈
√︀

−4�ℎ𝜇𝜈 − ℎ
√︀
−4�ℎ

)︁
, (5.2.38)

т.к. приращение локальной части ожидаемо даст канонический ТЭИ безмассового гравито­

на. Находим приращение нелокальной части с точностью до первого порядка малости по

инфинитезимальным сдвигам координат

𝑆nl
eff

′
[ℎ′𝜇𝜈 ] = 𝑆nl

eff [ℎ𝜇𝜈 ] + 𝛿𝑆nl
eff [ℎ𝜇𝜈 ] +𝒪(𝜉2), (5.2.39)

𝛿𝑆nl
eff =

1

4
𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
ℎ𝜇𝜈𝜕𝛼𝜉𝛽

1√
−4�

𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈 − ℎ𝜕𝛼𝜉𝛽
1√
−4�

𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ+ 𝜕𝜎𝜉
𝜎ℎ𝜇𝜈

√︀
−4�ℎ𝜇𝜈

− 𝜕𝜎𝜉
𝜎ℎ
√︀

−4�ℎ+
1

2
ℎ𝜇𝜈𝜕𝛽𝜕

𝛽𝜉𝛼
1√
−4�

𝜕𝛼ℎ𝜇𝜈 −
1

2
ℎ𝜕𝛽𝜕

𝛽𝜉𝛼
1√
−4�

𝜕𝛼ℎ

)︂
. (5.2.40)

Интегрированием по частям снимаем производные с приращений координат 𝜉𝛼 и далее счи­

таем их постоянными

𝛿𝑆nl
eff

→
=

1

4
𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑥 𝜉𝛽𝜕𝛼

(︂
−1

2
ℎ𝜇𝜈

1√
−4�

𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈 +
1

2
ℎ

1√
−4�

𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ+
1

2
𝜕𝛼ℎ

𝜇𝜈 1√
−4�

𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈

−1

2
𝜕𝛼ℎ

1√
−4�

𝜕𝛽ℎ− 𝜂𝛼𝛽ℎ
𝜇𝜈
√︀

−4�ℎ𝜇𝜈 + 𝜂𝛼𝛽ℎ
√︀
−4�ℎ

)︂
, 𝜉𝛼 = Const. (5.2.41)

За счет постоянства 𝜉𝛼 можем привести первые два члена к виду билинейной формы по

первым производным поля и объединить их со следующими двумя членами

𝛿𝑆nl
eff

→
=

1

4
𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑥 𝜉𝛽𝜕𝛼

(︂
𝜕𝛼ℎ

𝜇𝜈 1√
−4�

𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈 − 𝜕𝛼ℎ
1√
−4�

𝜕𝛽ℎ− 𝜂𝛼𝛽ℎ
𝜇𝜈
√︀

−4�ℎ𝜇𝜈

+ 𝜂𝛼𝛽ℎ
√︀
−4�ℎ

)︂
. (5.2.42)

Наконец, с помощью интегрирования по частям можно показать, что стоящая в приращении

нелокальной части действия 4-дивергенция автоматически обращается в нуль без примене­
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ния уравнений движения

𝛿𝑆nl
eff

→
=

1

4
𝑀3

5

∫︁
𝑑4𝑥 𝜉𝛽

(︂
4�ℎ

𝜇𝜈 1√
−4�

𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈 − 4�ℎ
𝜇𝜈 1√

−4�
𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈 − 4�ℎ

1√
−4�

𝜕𝛽ℎ

+ 4�ℎ
1√
−4�

𝜕𝛽ℎ− 𝜕𝛽ℎ
𝜇𝜈
√︀

−4�ℎ𝜇𝜈 + 𝜕𝛽ℎ
𝜇𝜈
√︀
−4�ℎ𝜇𝜈 + 𝜕𝛽ℎ

√︀
−4�ℎ

− 𝜕𝛽ℎ
√︀
−4�ℎ

)︂
= 0. (5.2.43)

Таким образом, по аналогии с эффективным ТЭИ DGP-скаляра (5.2.19), нелокальная часть

эффективного действия не дает вклада в эффективный ТЭИ DGP-гравитона.

Рассмотри теперь локальную часть действия

𝑆loc
eff =

1

8
𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥

(︀
−𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈 + 2𝜕𝛼ℎ

𝜇𝛼𝜕𝜎ℎ𝜇𝜎 − 2𝜕𝛼ℎ𝜕𝛽ℎ𝛼𝛽 + 𝜕𝜎ℎ𝜕𝜎ℎ
)︀
. (5.2.44)

Под действием сдвигов координат (5.2.37) она приобретает следующее приращение

𝑆loc
eff

′
[ℎ′𝜇𝜈 ] = 𝑆loc

eff [ℎ𝜇𝜈 ] + 𝛿𝑆loc
eff [ℎ𝜇𝜈 ] +𝒪(𝜉2), (5.2.45)

𝛿𝑆loc
eff =

1

2
𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥 𝜕𝛼𝜉𝛽

(︂
1

2
𝜕𝛼ℎ

𝜇𝜈𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈 − 𝜕𝛽ℎ𝜇𝛼𝜕𝜈ℎ
𝜇𝜈 +

1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝛽ℎ𝜇𝛼 +

1

2
𝜕𝛽ℎ𝜕

𝜇ℎ𝜇𝛼

− 1

2
𝜕𝛼ℎ𝜕𝛽ℎ− 1

4
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜎ℎ𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈 +
1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕𝜈ℎ

𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜎 −
1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇ℎ𝜕𝜈ℎ𝜇𝜈

+
1

4
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜎ℎ𝜕𝜎ℎ

)︂
. (5.2.46)

Снимаем производную с 𝜉𝛼 интегрированием по частям и далее считаем их постоянными.

Интегрируя по частям, объединяем третий и четвертый члены приращения действия

𝛿𝑆loc
eff

→
=

1

2
𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥 𝜉𝛽𝜕𝛼

(︂
−1

2
𝜕𝛼ℎ

𝜇𝜈𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈 + 𝜕𝛽ℎ𝜇𝛼𝜕𝜈ℎ
𝜇𝜈 − 𝜕𝛽ℎ𝜕

𝜇ℎ𝜇𝛼 +
1

2
𝜕𝛼ℎ𝜕𝛽ℎ

+
1

4
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜎ℎ𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈 −
1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕𝜈ℎ

𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜎 +
1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇ℎ𝜕𝜈ℎ𝜇𝜈 −
1

4
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜎ℎ𝜕𝜎ℎ

)︂
. (5.2.47)

С учетом в основном положительной сигнатуры метрики Минковского выражение под ди­

вергенцией равно эффективному ТЭИ DGP-гравитона на бране с обратным знаком

𝑇𝛼𝛽 =
1

2
𝑀2

4

(︂
1

2
𝜕𝛼ℎ

𝜇𝜈𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈 − 𝜕𝛽ℎ𝜇𝛼𝜕𝜈ℎ
𝜇𝜈 + 𝜕𝛽ℎ𝜕

𝜇ℎ𝜇𝛼 − 1

2
𝜕𝛼ℎ𝜕𝛽ℎ

−1

4
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜎ℎ𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈 +
1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕𝜈ℎ

𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜎 −
1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇ℎ𝜕𝜈ℎ𝜇𝜈 +
1

4
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜎ℎ𝜕𝜎ℎ

)︂
. (5.2.48)

По аналогии с DGP-скаляром, полученный эффективный ТЭИ совпадает с ТЭИ, вычисля­

емым из эффективного Лагранжиана (5.2.35) по стандартной формуле для канонического

ТЭИ в пренебрежении нелокальными членами.

Заметим, что в соответствии с принципом эквивалентности физический смысл имеет

лишь плотность энергии гравитационного поля, усредненная по области пространства-вре­

мени в окрестности точки наблюдения 𝑂𝒮(𝑥) с характерным размером 𝒮 порядка нескольких
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длин волн гравитационного поля [163, 165, 166]

⟨𝑇𝛼𝛽(𝑥)⟩ =
1

𝒮4

∫︁
𝑂𝒮(𝑥)

𝑑4𝑥′ 𝑇𝛼𝛽(𝑥
′), 𝒮 > 𝜆. (5.2.49)

При этом под знаком усреднения становится возможным интегрирование по частям с точно­

стью до граничных членов порядка 𝜆/𝒮, которыми можно пренебречь при выборе достаточ­

но большой области усреднения. В результате, с помощью уравнений движения усредненный

эффективный ТЭИ DGP-гравитации на бране может быть приведен к более простому виду

⟨𝑇𝛼𝛽⟩
→
=

1

4
𝑀2

4

⟨
𝜕𝛼ℎ

𝜇𝜈𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈 − 𝜕𝛼ℎ𝜕𝛽ℎ− 1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜎ℎ𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜇𝜈 +
1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜎ℎ𝜕𝜎ℎ

⟩
. (5.2.50)

5.3. Динамические степени свободы DGP-гравитации

Как было указано выше, по аналогии с массивной гравитацией Фирца-Паули [177] эф­

фективное действие DGP-гравитона (5.2.35) не обладает калибровочной симметрией. В ре­

зультате, DGP-гравитон имеет больше степеней свободы, по сравнению с безмассовым грави­

тоном. Некоторые из них являются нединамическими и, соответственно, не переносят грави­

тационное излучение от источника поля на бесконечность. Однако, их вклад в эффективный

ТЭИ (5.2.50) невозможно устранить калибровочным преобразованием, в отличие от безмас­

совой гравитации [164], в силу отсутствия у действия (5.2.35) калибровочной симметрии. При

этом, учет вклада нединамических степеней свободы в гравитационное излучение может при­

водить к нефизическим результатам. Поэтому при вычислении гравитационного излучения в

DGP-модели необходимо отдельно выделять эффективный ТЭИ динамических степеней сво­

боды DGP-гравитона и с его помощью вычислять эффективную мощность гравитационного

излучения источника на бране.

Будем строить эффективный ТЭИ динамических степеней свободы DGP-гравитации по

динамической части эффективного действия (5.2.35). При этом вклады динамических (дСС)

и нединамических (ндСС) степеней свободы в полное действие должны быть расцеплены, что

является нетривиальной задачей в случае DGP-гравитации. Под дСС мы понимаем степени

свободы поля, уравнения движения которых содержат их вторые производные по времени и

для которых нет уравнений связи, выражающих их первые производные по времени через

другие степени свободы.

5.3.1. Динамические степени свободы электродинамики

Продемонстрируем наш подход на примере электродинамики. Здесь вклад ндСС в ТЭИ

устраняется автоматически, в отличие от гравитации. В результате, это дает возможность



147

вычислять электромагнитное излучение без перехода в унитарную калибровку.

Подсчет степеней свободы

Рассмотрим свободное электромагнитное поле с уравнением движения [59, 147]

𝜕𝜇𝐹
𝜇𝜈 = 0, 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇, 𝜂𝜇𝜈 = (+−−−). (5.3.1)

Для определения дСС электромагнитного поля произведем его скалярно-векторное (СВ)

разложение [164]

𝐴𝜇 =
{︀
𝐴0, 𝜕𝑖𝜙+ 𝐴t

𝑖

}︀
, 𝜕𝑖𝐴

t
𝑖 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 3, (5.3.2)

где четыре степени свободы электромагнитного поля разделяются на две скалярных, относи­

тельно преобразований пространственных координат, степени свободы 𝐴0 и 𝜙 и две вектор­

ных 𝐴t
𝑖. Соответственно, уравнения движения (5.3.1) переписываются как

−Δ𝐴0 + 𝜕0Δ𝜙 = 0, −𝜕20𝜕𝑖𝜙− 𝜕20𝐴
t
𝑖 +Δ𝐴t

𝑖 + 𝜕𝑖𝜕0𝐴0 = 0, Δ ≡ 𝜕𝑖𝜕𝑖. (5.3.3)

Здесь вторые производные по времени имеют поля 𝜙 и 𝐴t
𝑖. Однако, за счет калибровочной

симметрии электромагнитного поля

𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝛼 =⇒ 𝐴0 → 𝐴0 + 𝜕0𝛼, 𝜙→ 𝜙+ 𝛼, 𝐴t
𝑖 → 𝐴t

𝑖 (5.3.4)

поле 𝜙 оказывается Штюкельберговским полем и не является дСС. В частности, в унитарной

калибровке 𝜙 = 0 уравнения движения принимают вид

Δ𝐴0 = 0, −𝜕20𝐴t
𝑖 +Δ𝐴t

𝑖 + 𝜕𝑖𝜕0𝐴0 = 0. (5.3.5)

Таким образом, электромагнитное поле имеет лишь две дСС 𝐴t
𝑖 [164].

Это можно показать и без перехода в унитарную калибровку. Для этого разрешаем

первое уравнение движения в (5.3.3) с учетом граничного условия 𝐴0, 𝜙
𝑟→∞−−−→ 0

Δ (𝜕0𝜙− 𝐴0) = 0 =⇒ 𝐴0 = 𝜕0𝜙. (5.3.6)

Подставляя его решение во второе уравнение в (5.3.3), приходим к следующей системе урав­

нений движения

𝜕20𝐴
t
𝑖 −Δ𝐴t

𝑖 = 0, 𝐴0 = 𝜕0𝜙. (5.3.7)

Здесь так же лишь 𝐴t
𝑖 имеет вторую производную по времени и, соответственно, являются

дСС, в то время как 𝐴0 и 𝜙 оказываются ндСС.

Заметим, что калибровочные преобразования (5.3.4) затрагивают лишь нединамические

степени свободы 𝐴0 и 𝜙, в то время как 𝐴t
𝑖 не меняется под их действием.
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Вклад динамических степеней свободы в ТЭИ

Покажем, что на уравнениях движения ндСС электромагнитного поля не дают вклад в

симметризованный ТЭИ [176]

𝑇𝛼𝛽 = 𝐹𝛼𝜇𝐹
𝜇
·𝛽 +

1

4
𝜂𝛼𝛽𝐹

2
𝜇𝜈 . (5.3.8)

Подставляя в него СВ-разложение электромагнитного поля (5.3.2) и расписывая его поком­

понентно с помощью уравнений движения (5.3.7), получаем

𝑇00 =
1

2
𝜕0𝐴

t
𝑖𝜕0𝐴

t
𝑖 +

1

4

(︀
𝜕𝑖𝐴

t
𝑗 − 𝜕𝑗𝐴

t
𝑖

)︀ (︀
𝜕𝑖𝐴

t
𝑗 − 𝜕𝑗𝐴

t
𝑖

)︀
, 𝑇0𝑘 = 𝜕0𝐴

t
𝑖

(︀
𝜕𝑘𝐴

t
𝑖 − 𝜕𝑖𝐴

t
𝑘

)︀
, (5.3.9)

𝑇𝑘𝑙 = −𝜕0𝐴t
𝑘𝜕0𝐴

t
𝑙 +
(︀
𝜕𝑘𝐴

t
𝑖 − 𝜕𝑖𝐴

t
𝑘

)︀ (︀
𝜕𝑙𝐴

t
𝑖 − 𝜕𝑖𝐴

t
𝑙

)︀
+

1

2
𝛿𝑘𝑙𝜕0𝐴

t
𝑖𝜕0𝐴

t
𝑖

− 1

4
𝛿𝑘𝑙
(︀
𝜕𝑖𝐴

t
𝑗 − 𝜕𝑗𝐴

t
𝑖

)︀ (︀
𝜕𝑖𝐴

t
𝑗 − 𝜕𝑗𝐴

t
𝑖

)︀
. (5.3.10)

Таким образом, все компоненты симметризованного ТЭИ электромагнитного поля в вакууме

зависят лишь от дСС 𝐴t
𝑖. В совокупности с калибровочной инвариантностью симметризован­

ного ТЭИ, это позволяет вычислять электромагнитное излучение, не переходя в унитарную

калибровку.

Заметим, что часть вкладов в компоненты ТЭИ можно отбросить, т.к. они содержат

производные поперечного вектора вдоль него самого 𝐴t
𝑗𝜕𝑗𝐴

t
𝑖, которые должны обращаться в

нуль. Это можно легко понять на примере плоской монохроматической волны

𝐴t
𝑖 =

∫︁
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
𝑒−𝑖𝑘𝑥𝐴t

𝑖(𝑘), 𝐴t
𝑖(𝑘) = 𝐴t

𝑖(𝑘0)𝛿
(4)(𝑘 − 𝑘0), (5.3.11)

𝜕𝑖𝐴
t
𝑖 = 0 =⇒ 𝐴t

𝑖(𝑘0)𝑘0𝑖 = 0. (5.3.12)

В этом случае для производной поперечного вектора вдоль него самого получаем

𝐴t
𝑗𝜕𝑗𝐴

t
𝑖 =

∫︁
𝑑4𝑘𝑑4𝑘′

(2𝜋)8
𝑒−𝑖𝑥(𝑘+𝑘′)𝐴t

𝑗(𝑘
′)𝑖𝑘𝑗𝐴

t
𝑖(𝑘) =

𝑒−2𝑖𝑘0𝑥

(2𝜋)8
𝑖𝑘0𝑗𝐴

t
𝑗(𝑘0)𝐴

t
𝑖(𝑘0) = 0. (5.3.13)

В результате, компоненты симметризованного ТЭИ свободного электромагнитного поля мо­

гут быть записаны как

𝑇00 =
1

2
𝜕0𝐴

t
𝑖𝜕0𝐴

t
𝑖 +

1

2
𝜕𝑖𝐴

t
𝑗𝜕𝑖𝐴

t
𝑗, (5.3.14)

𝑇0𝑘 = 𝜕0𝐴
t
𝑖𝜕𝑘𝐴

t
𝑖, (5.3.15)

𝑇𝑘𝑙 = 𝜕𝑘𝐴
t
𝑖𝜕𝑙𝐴

t
𝑖 +

1

2
𝛿𝑘𝑙𝜕0𝐴

t
𝑖𝜕0𝐴

t
𝑖 −

1

2
𝛿𝑘𝑙𝜕𝑖𝐴

t
𝑗𝜕𝑖𝐴

t
𝑗. (5.3.16)

В (𝑘𝑙)-компонентах ТЭИ дополнительное сокращение вкладов происходит за счет уравнения

движения (5.3.7) и соответствующего дисперсионного соотношения

4�𝐴
t
𝑖 = 0 =⇒ 𝑘20𝜇 = 0. (5.3.17)
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Отсюда несложно увидеть, что будучи выраженным через дСС 𝐴t
𝑖 симметризованный ТЭИ

электромагнитного поля может быть представлен как

𝑇𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴
t
𝑖𝜕𝜈𝐴

t
𝑖 −

1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼𝐴t
𝑖𝜕𝛼𝐴

t
𝑖. (5.3.18)

По своей структуре он совпадает с каноническим ТЭИ набора безмассовых «скалярных по­

лей» {𝐴t
𝑖}. Далее будет показано, что ТЭИ дСС как безмассовой гравитации, так и DGP-гра­

витации также имеет подобную структуру.

Действие и ТЭИ динамических степеней свободы

Наконец, выделим из действия свободного электромагнитного поля [59, 147]

𝑆 = −1

4

∫︁
𝑑4𝑥𝐹 2

𝜇𝜈 (5.3.19)

часть, соответствующую дСС, и получим из нее канонический ТЭИ дСС электромагнитного

поля.

После интегрирования по частям с учетом условия поперечности дСС 𝐴t
𝑖 действие сво­

бодного электромагнитного поля записывается как

𝑆
→
=

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
1

2
𝜕0𝜕𝑖𝜙𝜕0𝜕𝑖𝜙+

1

2
𝜕𝑖𝐴0𝜕𝑖𝐴0 − 𝜕0𝜕𝑖𝜙𝜕𝑖𝐴0 +

1

2
𝜕0𝐴

t
𝑖𝜕0𝐴

t
𝑖 −

1

2
𝜕𝑗𝐴

t
𝑖𝜕𝑗𝐴

t
𝑖

)︂
. (5.3.20)

Здесь вклады динамических и нединамических степеней свободы расцепились, и мы можем

рассматривать действия для них по отдельности

𝑆 = 𝑆d[𝐴
t
𝑖] + 𝑆nd[𝜙,𝐴0], (5.3.21)

𝑆d =
1

2

∫︁
𝑑4𝑥 𝜕𝜇𝐴t

𝑖𝜕𝜇𝐴
t
𝑖, (5.3.22)

𝑆nd =
1

2

∫︁
𝑑4𝑥

(︀
𝜕0𝜕𝑖𝜙𝜕0𝜕𝑖𝜙+ 𝜕𝑖𝐴0𝜕𝑖𝐴0 − 2𝜕0𝜕𝑖𝜙𝜕𝑖𝐴0

)︀
. (5.3.23)

Можно показать, что нединамическая часть действия инвариантна относительно калибро­

вочных преобразований (5.3.4). Также можно убедиться, что полученные действия приводят

к уравнениям движения (5.3.7).

Получим из динамической части действия канонический ТЭИ дСС электромагнитного

поля по стандартной формуле [176]

𝑇d
𝜇
· 𝜈 =

𝜕ℒd

𝜕(𝜕𝜇𝐴t
𝑖)
𝜕𝜈𝐴

t
𝑖 − 𝛿𝜇𝜈ℒd, ℒd =

1

2
𝜕𝜇𝐴t

𝑖𝜕𝜇𝐴
t
𝑖. (5.3.24)

В результате, мы находим канонический ТЭИ динамических степеней свободы электромаг­

нитного поля, совпадающий с симметризованным ТЭИ (5.3.18)

𝑇d𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴
t
𝑖𝜕𝜈𝐴

t
𝑖 −

1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼𝐴t
𝑖𝜕𝛼𝐴

t
𝑖. (5.3.25)
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Таким образом, в электродинамике доступны два эквивалентных метода вычисления

излучения:

∙ С разделением степеней свободы. Необходимо выделить действие дСС и получить со­

ответствующие уравнения движения и канонический ТЭИ. После это следует решить

уравнения движения дСС и вычислить переносимый ими поток энергии излучения.

∙ Без разделения степеней свободы. Необходимо построить симметризованный ТЭИ элек­

тромагнитного поля и решить уравнения движения поля, не разделяя динамические и

нединамические степени свободы. Вычислить соответствующий поток энергии излуче­

ния. Вклады ндСС в него взаимно сократятся автоматически.

Далее мы покажем, что в случае гравитации второй способ вычисления гравитационного

излучения недоступен (по крайней мере, при использовании ТЭИ Исааксона).

5.3.2. Динамические степени свободы гравитации

Покажем, что в случае гравитации ТЭИ Исааксона, будучи калибровочно инвариант­

ным, все же содержит вклады ндСС, в отличие от электродинамики. В результате, для кор­

ректного вычисления гравитационного излучения необходимо либо переходить в унитарную

калибровку для применения ТЭИ Исааксона, либо строить канонический ТЭИ дСС грави­

тационного поля.

ТЭИ Исааксона гравитационного поля

В соответствии с подходом Исааксона [165, 166] (см. также [163]), в ОТО ТЭИ гравита­

ционного поля строится по квадратичной части разложения тензора Эйнштейна по малым

возмущениям метрики

𝑡𝜇𝜈 = − 1

8𝜋𝐺

⟨︀
(2)𝐺𝜇𝜈

⟩︀
, 𝐺𝜇𝜈 = 𝑅𝜇𝜈 −

1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅, 𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈 + ℎ𝜇𝜈 , |ℎ𝜇𝜈 | ≪ 1, (5.3.26)

где 𝑔𝜇𝜈 является некоторой фоновой метрикой, а (2)𝐺𝜇𝜈 – квадратичное приближение тензора

Эйнштейна по ℎ𝜇𝜈 . При этом, наличие усреднения (5.2.49) должно гарантировать калибро­

вочную инвариантность полученного ТЭИ.

На фоне пространства Минковского 𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 ТЭИ Исааксона дается выражением

𝑡𝜇𝜈 = − 1

8𝜋𝐺

⟨
(2)𝑅𝜇𝜈 −

1

2
𝜂𝜇𝜈 (2)𝑅− 1

2
ℎ𝜇𝜈 (1)𝑅

⟩
, 𝜂𝜇𝜈 = (−+++), (5.3.27)
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где (1)𝑅, (2)𝑅 и (2)𝑅𝜇𝜈 обозначают разложения скаляра и тензора Риччи с точностью до

первого и второго порядка малости по ℎ𝜇𝜈 , соответственно. После интегрирования по частям

под знаком усреднения ТЭИ Исааксона записывается как

𝑡𝜇𝜈
→
=

1

8𝜋𝐺

⟨
1

4
𝜕𝜇ℎ

𝛼𝛽𝜕𝜈ℎ𝛼𝛽 −
1

4
𝜕𝜇ℎ𝜕

𝛽ℎ𝛽𝜈 −
1

4
𝜕𝜈ℎ𝜕

𝛽ℎ𝜇𝛽 +
3

4
𝜕𝛽ℎ𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈 −

1

2
𝜕𝛽ℎ𝜇𝜈𝜕

𝛼ℎ𝛼𝛽

+
1

2
𝜕𝛽ℎ𝛽𝜈𝜕

𝜎ℎ𝜇𝜎 −
1

2
𝜕𝜎ℎ𝛽𝜈𝜕

𝜎ℎ𝛽𝜇 −
1

8
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝜎ℎ𝜕𝜎ℎ+
1

4
𝜂𝜇𝜈𝜕𝛼ℎ

𝛼𝛽𝜕𝜎ℎ𝜎𝛽 −
1

8
𝜂𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝛼𝛽𝜕

𝜎ℎ𝛼𝛽
⟩
.

(5.3.28)

Заметим, что до этого момента считалось, что возмущения метрики удовлетворяют наиболее

общему линейному уравнению движения (см., например, [163])

𝜕𝜎𝜕𝜇ℎ𝜎𝜈 + 𝜕𝜎𝜕𝜈ℎ𝜎𝜇 − 4�ℎ𝜇𝜈 − 𝜕𝜇𝜕𝜈ℎ− 𝜂𝜇𝜈𝜕
𝛼𝜕𝛽ℎ𝛼𝛽 + 𝜂𝜇𝜈4�ℎ = 0. (5.3.29)

Можем упростить уравнение движения с помощью перехода в калибровку Лоренца

𝜕𝜇ℎ𝜇𝜈 =
1

2
𝜕𝜈ℎ =⇒ 4�

(︂
ℎ𝜇𝜈 −

1

2
𝜂𝜇𝜈ℎ

)︂
= 0. (5.3.30)

При этом ТЭИ (5.3.28) с учетом ур. (5.3.30) также значительно упрощается [165, 166]

𝑡𝜇𝜈
→
=

1

32𝜋𝐺

⟨
𝜕𝜇ℎ

𝛼𝛽𝜕𝜈ℎ𝛼𝛽 −
1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜈ℎ

⟩
. (5.3.31)

Данный ТЭИ инвариантен относительно остаточных калибровочных преобразований

ℎ𝜇𝜈 → ℎ𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝜉𝜈 + 𝜕𝜈𝜉𝜇, 4�𝜉𝜇 = 0 (5.3.32)

с точностью до полной дивергенции, которой можно пренебречь под знаком усреднения

𝑡𝜇𝜈 → 1

32𝜋𝐺

⟨
𝜕𝜇ℎ

𝛼𝛽𝜕𝜈ℎ𝛼𝛽 −
1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜈ℎ+ 2𝜕𝜇ℎ

𝛼𝛽𝜕𝜈𝜕𝛼𝜉𝛽 + 2𝜕𝜈ℎ
𝛼𝛽𝜕𝜇𝜕𝛼𝜉𝛽 − 𝜕𝜇ℎ𝜕𝜈𝜕𝜎𝜉

𝜎

− 𝜕𝜈ℎ𝜕𝜇𝜕𝜎𝜉
𝜎 + 2𝜕𝜇𝜕

𝛼𝜉𝛽𝜕𝜈𝜕𝛼𝜉𝛽 + 2𝜕𝜇𝜕
𝛼𝜉𝛽𝜕𝜈𝜕𝛽𝜉𝛼 − 2𝜕𝜇𝜕𝜎𝜉

𝜎𝜕𝜈𝜕𝛾𝜉
𝛾

⟩
→
=

1

32𝜋𝐺

⟨
𝜕𝜇ℎ

𝛼𝛽𝜕𝜈ℎ𝛼𝛽 −
1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜈ℎ+ 𝜕𝜇ℎ𝜕𝜈𝜕𝛼𝜉

𝛼 + 𝜕𝜈ℎ𝜕𝜇𝜕𝛼𝜉
𝛼 − 𝜕𝜇ℎ𝜕𝜈𝜕𝜎𝜉

𝜎

− 𝜕𝜈ℎ𝜕𝜇𝜕𝜎𝜉
𝜎 − 2𝜕𝜇𝜉

𝛽𝜕𝜈4�𝜉𝛽 + 2𝜕𝜇𝜕𝛽𝜉
𝛽𝜕𝜈𝜕

𝛼𝜉𝛼 − 2𝜕𝜇𝜕𝜎𝜉
𝜎𝜕𝜈𝜕𝛾𝜉

𝛾

⟩
= 𝑡𝜇𝜈 . (5.3.33)

Таким образом, логично ожидать, что поток энергии гравитационного излучения, вы­

численный с помощью ТЭИ Исааксона как в калибровке Лоренца (5.3.31), сохраняющей

часть ндСС, так и в поперечно-бесследовой калибровке, устраняющей все ндСС, должен

быть одним и тем же. Однако, ТЭИ (5.3.31) не приводит к корректной квадрупольной фор­

муле для мощности гравитационного излучения нерелятивистского источника без перехода

в поперечно-бесследовую калибровку. В частности, в Приложении 8 мы демонстрируем, что
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данный ТЭИ дает нефизический отрицательный результат для мощности гравитационного

излучения нерелятивистской точечной массы, совершающей гармонические колебания. Как

будет показано далее, это связано с неустраненными вкладами ндСС гравитационного поля

в ТЭИ Исааксона.

Подсчет степеней свободы

Для определения дСС безмассового гравитационного поля произведем его скалярно-век­

торно-тензорное (СВТ) разложение [164, 178—180]

ℎ00 = −2Φ, ℎ0𝑖 = 𝜕𝑖𝐵 + 𝑆𝑖, ℎ𝑖𝑗 = −2𝛿𝑖𝑗Ψ+ 2𝜕𝑖𝜕𝑗𝐸 + 𝜕𝑖𝐹𝑗 + 𝜕𝑗𝐹𝑖 + ℎtt𝑖𝑗, (5.3.34)

𝜕𝑖𝑆𝑖 = 0, 𝜕𝑖𝐹𝑖 = 0, 𝜕𝑖ℎ
tt
𝑖𝑗 = 0, ℎtt𝑖𝑖 = 0. (5.3.35)

В результате, линеаризованные уравнения Эйнштейна (5.3.29) переписываются как

2ΔΨ = 0, 4𝜕0𝜕𝑖Ψ+Δ(𝜕0𝐹𝑖 − 𝑆𝑖) = 0, (5.3.36)

𝜕20ℎ
tt
𝑖𝑗 −Δℎtt𝑖𝑗 + 2𝛿𝑖𝑗

(︀
Δ(Φ−Ψ) + 2𝜕20Ψ− 𝜕20Δ𝐸 + 𝜕0Δ𝐵

)︀
− 2𝜕𝑖𝜕𝑗 (Φ−Ψ)− 2𝜕0𝜕𝑖𝜕𝑗𝐵

− 𝜕0 (𝜕𝑖𝑆𝑗 + 𝜕𝑗𝑆𝑖) + 2𝜕20𝜕𝑖𝜕𝑗𝐸 + 𝜕20 (𝜕𝑖𝐹𝑗 + 𝜕𝑗𝐹𝑖) = 0. (5.3.37)

Частично разрешим данные уравнения движения, чтобы получить уравнения связи компо­

нент гравитационного поля. Так из первого уравнения в (5.3.36) с учетом граничного условия

ℎ𝜇𝜈
𝑟→∞−−−→ 0 находим

ΔΨ = 0 =⇒ Ψ = 0. (5.3.38)

Подставляя его решение во второе уравнение в (5.3.36), получаем

Δ(𝜕0𝐹𝑖 − 𝑆𝑖) = 0 =⇒ 𝜕0𝐹𝑖 = 𝑆𝑖. (5.3.39)

С помощью ур. (5.3.38) и (5.3.39) мы находим след уравнения (5.3.37) в виде

Δ
(︀
Φ− 𝜕20𝐸 + 𝜕0𝐵

)︀
= 0 =⇒ Φ + 𝜕0𝐵 = 𝜕20𝐸. (5.3.40)

В итоге, подставляя ур. (5.3.38), (5.3.39) и (5.3.40) в уравнение (5.3.37), мы переписываем

систему уравнений движения гравитационного поля в виде

𝜕20ℎ
tt
𝑖𝑗 −Δℎtt𝑖𝑗 = 0, Ψ = 0, 𝜕0𝐹𝑖 = 𝑆𝑖, Φ + 𝜕0𝐵 = 𝜕20𝐸. (5.3.41)

Здесь вторые производные по времени содержат поля ℎtt𝑖𝑗 и 𝐸. Однако, поле 𝐸 не является

дСС. Чтобы это увидеть, воспользуемся калибровочной симметрией

ℎ𝜇𝜈 → ℎ𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝜉𝜈 + 𝜕𝜈𝜉𝜇, 𝜉𝜇 =
{︀
𝜉0, 𝜕𝑖𝜉 + 𝜉t𝑖

}︀
, 𝜕𝑖𝜉

t
𝑖 = 0, (5.3.42)
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которая в СВТ-разложении (5.3.34) записывается как

Φ → Φ− 𝜕0𝜉0, 𝐵 → 𝐵 + 𝜉0 + 𝜕0𝜉, 𝑆𝑖 → 𝑆𝑖 + 𝜕0𝜉
t
𝑖 , (5.3.43)

Ψ → Ψ, 𝐸 → 𝐸 + 𝜉, 𝐹𝑖 → 𝐹𝑖 + 𝜉t𝑖 , ℎtt𝑖𝑗 → ℎtt𝑖𝑗. (5.3.44)

Отсюда видно, что 𝐸 является Штюкельберговским полем и не может быть дСС. В част­

ности, в унитарной калибровке 𝐵 = 𝐸 = 𝐹𝑖 = 0 на уравнениях движения (5.3.41) все поля,

кроме ℎtt𝑖𝑗, обращаются в нуль, в то время как последнее удовлетворяет свободному волновому

уравнению. Таким образом, гравитационное поле имеет две дСС ℎtt𝑖𝑗 [164].

Вклад нединамических степеней свободы в ТЭИ Исааксона

Подставляя СВТ-разложение гравитационного поля (5.3.34) в ТЭИ Исааксона (5.3.31),

после интегрирования по частям и применения уравнений движения (5.3.41) мы приходим к

следующему выражению

𝑡𝜇𝜈
→
=

1

32𝜋𝐺

⟨︀
𝜕𝜇ℎ

tt
𝑖𝑗𝜕𝜈ℎ

tt
𝑖𝑗 + 2𝜕𝜇Φ𝜕𝜈Φ− 2𝜕𝜇𝜕𝑖𝐵𝜕𝜈𝜕𝑖𝐵 − 2𝜕𝜇𝑆𝑖𝜕𝜈𝑆𝑖 + 2𝜕𝜇𝜕𝑖𝐹𝑗𝜕𝜈𝜕𝑖𝐹𝑗

−2𝜕𝜇Φ𝜕𝜈Δ𝐸 − 2𝜕𝜇Δ𝐸𝜕𝜈Φ + 2𝜕𝜇Δ𝐸𝜕𝜈Δ𝐸⟩ . (5.3.45)

Здесь мы воспользовались выражением для ТЭИ Исааксона в калибровке Лоренца (5.3.30),

которая в СВТ-разложении (5.3.34) записывается как

𝜕0Φ +Δ𝐵 + 3𝜕0Ψ− 𝜕0Δ𝐸 = 0, −𝜕0𝑆𝑖 +Δ𝐹𝑖 = 0, −𝜕0𝐵 +Ψ+Δ𝐸 − Φ = 0. (5.3.46)

Вне поперечно-бесследовой (унитарной) калибровки в ТЭИ Исааксона (5.3.31) сохраняют­

ся вклады ндСС, исчезающие лишь при переходе в унитарную калибровку на уравнениях

движения (5.3.41)

𝐵 = 𝐸 = 𝐹𝑖 = 0 =⇒ 𝑡𝜇𝜈 =
1

32𝜋𝐺

⟨︀
𝜕𝜇ℎ

tt
𝑖𝑗𝜕𝜈ℎ

tt
𝑖𝑗

⟩︀
. (5.3.47)

Таким образом, в отличие от электродинамики, калибровочно-инвариантный ТЭИ Иса­

аксона в общем случае сохраняет вклады ндСС, что приводит к необходимости либо вы­

числять гравитационное излучение в унитарной калибровке, либо отдельно выделять ТЭИ

дСС.

Действие и ТЭИ динамических степеней свободы

Выделим динамическую часть действия безмассового гравитационного поля. Для этого

воспользуемся квадратичным приближением действия Эйнштейна-Гильберта [163]

𝑆 = − 1

64𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︀
𝜕𝜇ℎ𝛼𝛽𝜕𝜇ℎ𝛼𝛽 + 2𝜕𝜇ℎ

𝜇𝜈𝜕𝜈ℎ− 2𝜕𝜇ℎ
𝜇𝜈𝜕𝜎ℎ𝜎𝜈 − 𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ

)︀
. (5.3.48)
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Подставляя в него ур. (5.3.34) и (5.3.35), мы получаем [164]

𝑆 = 𝑆d[ℎ
tt
𝑖𝑗] + 𝑆nd[Φ, 𝐵, 𝑆𝑖,Ψ, 𝐸, 𝐹𝑖], (5.3.49)

𝑆d = − 1

64𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥 𝜕𝛼ℎtt𝑖𝑗𝜕𝛼ℎ

tt
𝑖𝑗, (5.3.50)

𝑆nd =
1

64𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︀
16𝜕0Ψ𝜕0Δ𝐸 − 24𝜕0Ψ𝜕0Ψ+ 2𝜕0𝜕𝑖𝐹𝑗𝜕0𝜕𝑖𝐹𝑗 + 2𝜕𝑘𝑆𝑖𝜕𝑘𝑆𝑖

− 16Δ𝐵𝜕0Ψ− 4𝜕0𝑆𝑖Δ𝐹𝑖 + 8𝜕𝑖Ψ𝜕𝑖Ψ− 16𝜕𝑖Φ𝜕𝑖Ψ
)︀
. (5.3.51)

Таким образом, в безмассовой гравитации вклады дСС и ндСС в действие автоматически

расцепляются, по аналогии с электродинамикой (5.3.21–5.3.23), и мы можем определить ди­

намическую часть действия. Заметим, что калибровочная симметрия (5.3.43–5.3.44) полно­

стью содержится в нединамической части действия, в то время как динамическая часть не

затрагивается калибровочными преобразованиями, по аналогии с электродинамикой. Можно

показать, что из действия (5.3.49) следуют уравнения движения

4�ℎ
tt
𝑖𝑗 = 0, ΔΨ = 0, 𝜕0𝐵 + Φ = 𝜕20𝐸, 𝑆𝑖 = 𝜕0𝐹𝑖, (5.3.52)

совпадающие с ур. (5.3.41), полученными линеаризацией полных уравнений Эйнштейна.

Построим канонический ТЭИ дСС безмассового гравитационного поля [176]

𝑇d
𝜇
· 𝜈 = − 𝜕ℒd

𝜕(𝜕𝜇ℎtt𝑖𝑗)
𝜕𝜈ℎ

tt
𝑖𝑗 + 𝛿𝜇𝜈ℒd, ℒd = − 1

64𝜋𝐺
𝜕𝛼ℎtt𝑖𝑗𝜕𝛼ℎ

tt
𝑖𝑗. (5.3.53)

Здесь канонический ТЭИ определяется с противоположным знаком, по сравнению с ур.

(5.3.24), в силу применения метрики Минковского с в основном положительной сигнатурой.

В итоге, канонический ТЭИ дСС безмассового гравитационного поля имеет вид

𝑇d𝜇𝜈 =
1

32𝜋𝐺

(︂
𝜕𝜇ℎ

tt
𝑖𝑗𝜕𝜈ℎ

tt
𝑖𝑗 −

1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼ℎtt𝑖𝑗𝜕𝛼ℎ
tt
𝑖𝑗

)︂
. (5.3.54)

По аналогии с ТЭИ дСС электромагнитного поля (5.3.25), он также имеет структуру ТЭИ

набора «скалярных полей»
{︀
ℎtt𝑖𝑗
}︀
. При усреднении (5.2.49) полученный ТЭИ на уравнениях

движения (5.3.52) совпадает с ТЭИ Исааксона в унитарной калибровке [163, 165, 166]

4�ℎ
tt
𝑖𝑗 = 0 =⇒

⟨︀
𝑇d𝜇𝜈

⟩︀ →
=

1

32𝜋𝐺

⟨︀
𝜕𝜇ℎ

tt
𝑖𝑗𝜕𝜈ℎ

tt
𝑖𝑗

⟩︀
. (5.3.55)

Таким образом, в безмассовой гравитации, помимо применения ТЭИ Исааксона в уни­

тарной калибровке, гравитационное излучение может быть эквивалентно вычислено как по­

ток энергии через удаленную сферу, определяемый по каноническому ТЭИ дСС гравитаци­

онного поля.
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5.3.3. Динамические степени свободы массивной электродинамики

Так как эффективное действие DGP-гравитации (5.2.35) не обладает калибровочной

симметрией, в отличие от электродинамики и безмассовой гравитации, то перед тем, как пе­

реходить к выделению его динамической части, рассмотрим предварительно пару примеров

калибровочно-неинвариантных теорий. Начнем с массивной электродинамики.

Действие свободной массивной электродинамики имеет вид [122, 123]

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
−1

4
𝐹 2
𝜇𝜈 +

1

2
𝑚2𝐴2

𝜇

)︂
, 𝜂𝜇𝜈 = (+−−−). (5.3.56)

Соответствующее ему уравнение движения записывается как

𝜕𝛼𝐹𝛼𝜇 +𝑚2𝐴𝜇 = 0. (5.3.57)

Действуя на него 4-дивергенцией, мы получаем уравнение связи 𝜕𝜇𝐴𝜇 = 0 для компонент

векторного поля. С его помощью ур. (5.3.57) переписывается как система уравнений

4�𝐴𝜇 +𝑚2𝐴𝜇 = 0, 𝜕𝜇𝐴𝜇 = 0. (5.3.58)

Как будет показано далее, для расцепки динамической и нединамической частей дей­

ствия (5.3.56) необходимо ввести в него калибровочную симметрию с помощью Штюкельбер­

говской замены полевых переменных [122, 123], после чего зафиксировать ее выбором такого

калибровочного условия, что в терминах новых полевых переменных вклады динамических

и нединамических степеней свободы в действие расцепляются.

Подсчет степеней свободы

Для определения дСС массивного векторного поля произведем его СВ-разложение, в

соответствии с ур. (5.3.2). В результате, ур. (5.3.58) записываются как

𝜕20𝐴0 −Δ𝐴0 +𝑚2𝐴0 = 0, (5.3.59)

𝜕20𝜕𝑖𝜙+ 𝜕20𝐴
t
𝑖 −Δ𝜕𝑖𝜙−Δ𝐴tt

𝑖 +𝑚2𝜕𝑖𝜙+𝑚2𝐴tt
𝑖 = 0, (5.3.60)

𝜕0𝐴0 = Δ𝜙. (5.3.61)

Действуя 3-дивергенцией на (5.3.60), разделяем его на уравнения движения для 𝜙 и 𝐴t
𝑖

Δ
(︀
4�𝜙+𝑚2𝜙

)︀
= 0 =⇒ 4�𝜙+𝑚2𝜙 = 0, 4�𝐴

t
𝑖 +𝑚2𝐴t

𝑖 = 0. (5.3.62)

Наконец, подставляя уравнение связи (5.3.61) в (5.3.59), мы приходим к следующей системе

уравнений движения для массивного векторного поля

𝜕0Δ𝜙−Δ𝐴0 +𝑚2𝐴0 = 0, 𝜕0𝐴0 = Δ𝜙, (5.3.63)

4�𝜙+𝑚2𝜙 = 0, 4�𝐴
t
𝑖 +𝑚2𝐴t

𝑖 = 0. (5.3.64)
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Отсюда следует, что массивное векторное поле имеет три дСС 𝜙 и 𝐴t
𝑖, в отличие от безмас­

совой электродинамики, где поле 𝜙 являлось Штюкельберговским полем (5.3.4) [122, 123].

Действие и ТЭИ динамических степеней свободы

Расписывая действие массивной электродинамики (5.3.56) с помощью ур. (5.3.2), мы

находим, что вклады динамических и нединамических степеней свободы не расцепляются

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
1

2
𝜕0𝐴

t
𝑖𝜕0𝐴

t
𝑖 −

1

2
𝜕𝑗𝐴

t
𝑖𝜕𝑗𝐴

t
𝑖 −

1

2
𝑚2𝐴t

𝑖𝐴
t
𝑖 +

1

2
𝜕0𝜕𝑖𝜙𝜕0𝜕𝑖𝜙− 1

2
𝑚2𝜕𝑖𝜙𝜕𝑖𝜙

+
1

2
𝜕𝑖𝐴0𝜕𝑖𝐴0 +

1

2
𝑚2𝐴0𝐴0 − 𝜕0𝜕𝑖𝜙𝜕𝑖𝐴0

)︂
. (5.3.65)

А именно, последний член действия (5.3.65) содержит взаимодействие динамической степени

свободы 𝜙 и нединамической 𝐴0. Подобный член присутствует также в действии безмассовой

электродинамики (5.3.20), однако там поле 𝜙 является ндСС.

Расцепим вклады дСС и ндСС в действие с помощью метода Штюкельберга [122, 123],

производя замену полевых переменных таким образом, чтобы у действия появилась калиб­

ровочная симметрия. А именно, совершим замену переменных

𝐴𝜇 = 𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝜑, (5.3.66)

в результате которой действие (5.3.56) переписывается как

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
−1

4
𝐹 2
𝜇𝜈 +

1

2
𝑚2𝐴2

𝜇 +𝑚2𝐴𝜇𝜕𝜇𝜑+
1

2
𝑚2𝜕𝜇𝜑𝜕𝜇𝜑

)︂
. (5.3.67)

Здесь появилось кинетическое взаимодействие полей 𝐴𝜇 и 𝜑, а также действие приобрело

калибровочную симметрию

𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝛼, 𝜑→ 𝜑− 𝛼. (5.3.68)

Уравнения движения, соответствующие полученному действию, имеют вид

𝜕𝛼𝐹𝛼𝜇 +𝑚2𝐴𝜇 +𝑚𝜕𝜇𝜙 = 0, 4�𝜙+𝑚𝜕𝜇𝐴𝜇 = 0, (5.3.69)

где мы перемасштабировали скалярное поле как 𝜑 = 𝜙/𝑚. Действуя 4-дивергенцией на пер­

вое уравнение движения в (5.3.69), мы получаем из него второе уравнение. Наконец, под­

ставляя в (5.3.69) обратную замену переменных 𝐴𝜇 = 𝐴𝜇−𝜕𝜇𝜑, мы восстанавливаем систему

уравнений движения (5.3.58).

Зафиксируем калибровочную симметрию (5.3.68), накладывая калибровочное условие,

расцепляющее уравнения движения (5.3.69) и аналогичное по форме калибровке Лоренца в

безмассовой электродинамике [122, 123]

𝜕𝜇𝐴𝜇 = 𝑚𝜙 =⇒ 4�𝐴𝜇 +𝑚2𝐴𝜇 = 0, 4�𝜙+𝑚2𝜙 = 0. (5.3.70)
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Добавляя в действие (5.3.67) соответствующий член, фиксирующий калибровку

𝑆gf = −1

2

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
𝜕𝜇𝐴𝜇 −𝑚𝜙

)︁2
, (5.3.71)

после интегрирования по частям приводим действие к виду

𝑆 + 𝑆gf
→
=

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
−1

2
𝜕𝜇𝐴𝜈𝜕𝜇𝐴𝜈 +

1

2
𝑚2𝐴2

𝜇 +
1

2
𝜕𝜇𝜙𝜕𝜇𝜙− 1

2
𝑚2𝜙2

)︂
. (5.3.72)

В результате, мы расцепили вклады 𝐴𝜇 и 𝜙, получив в обоих случаях канонические кине­

тический и массовый члены в действии. При этом у полученного действия есть остаточная

калибровочная симметрия (5.3.68) с параметрами преобразования, удовлетворяющими сво­

бодному массивному волновому уравнению

𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝛼, 𝜙→ 𝜙−𝑚𝛼, 4�𝛼 +𝑚2𝛼 = 0. (5.3.73)

Так как поле 𝜙 также удовлетворяет свободному массивному волновому уравнению, то мы

можем полностью зафиксировать калибровочную симметрию, переходя в унитарную калиб­

ровку 𝜙 = 0. Заметим, что такая возможность остается и при наличии источника массивного

векторного поля в виде сохраняющегося векторного тока. В итоге, в унитарной калибровке

действие массивной электродинамики принимает вид [122, 123]

𝑆 + 𝑆gf =

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
−1

2
𝜕𝜇𝐴𝜈𝜕𝜇𝐴𝜈 +

1

2
𝑚2𝐴2

𝜇

)︂
. (5.3.74)

За счет выбора унитарной калибровки мы вернулись к исходным полевым переменным 𝐴𝜇 =

𝐴𝜇, удовлетворяющим в силу (5.3.70) системе уравнений движения (5.3.58).

4�𝐴𝜇 +𝑚2𝐴𝜇 = 0, 𝜕𝜇𝐴𝜇 = 0. (5.3.75)

В результате такой замены полевых переменных вклады дСС и ндСС в действие (5.3.74)

расцепляются. А именно, производя СВ-разложение векторного поля

𝐴𝜇 =
{︀
𝐴0, 𝜕𝑖𝐴+ 𝐴t

𝑖

}︀
, 𝜕𝑖𝐴

t
𝑖 = 0, (5.3.76)

переписываем действие (5.3.74) как

𝑆 + 𝑆gf
→
=

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
−1

2
𝜕𝜇𝐴0𝜕𝜇𝐴0 +

1

2
𝑚2𝐴2

0 +
1

2
𝜕𝜇𝐴l

𝑖𝜕𝜇𝐴
l
𝑖 −

1

2
𝑚2𝐴l

𝑖𝐴
l
𝑖

+
1

2
𝜕𝜇𝐴t

𝑖𝜕𝜇𝐴
t
𝑖 −

1

2
𝑚2𝐴t

𝑖𝐴
t
𝑖

)︂
, 𝐴l

𝑖 = 𝜕𝑖𝐴. (5.3.77)

Из соответствующих уравнений движения

4�𝐴0 +𝑚2𝐴0 = 0, 4�𝐴
l
𝑖 +𝑚2𝐴l

𝑖 = 0, 4�𝐴
t
𝑖 +𝑚2𝐴t

𝑖 = 0 (5.3.78)
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и калибровочного условия 𝜕𝜇𝐴𝜇 = 0 следует, что динамическими степенями свободы явля­

ются 𝐴l
𝑖 и 𝐴t

𝑖. В результате, действие массивной электродинамики (5.3.74) разделяется на

динамическую и нединамическую части

𝑆 + 𝑆gf = 𝑆d[𝐴
l
𝑖, 𝐴

t
𝑖] + 𝑆nd[𝐴0], (5.3.79)

𝑆d =

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
1

2
𝜕𝜇𝐴l

𝑖𝜕𝜇𝐴
l
𝑖 −

1

2
𝑚2𝐴l

𝑖𝐴
l
𝑖 +

1

2
𝜕𝜇𝐴t

𝑖𝜕𝜇𝐴
t
𝑖 −

1

2
𝑚2𝐴t

𝑖𝐴
t
𝑖

)︂
, (5.3.80)

𝑆nd =

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
−1

2
𝜕𝜇𝐴0𝜕𝜇𝐴0 +

1

2
𝑚2𝐴2

0

)︂
. (5.3.81)

Заметим, что нединамическая часть действия входит с противоположным знаком – 𝐴0 яв­

ляется духовой степенью свободы. Однако, здесь это не представляет опасности, т.к. она не

взаимодействует с другими степенями свободы, а также является нединамической.

Наконец, из действия (5.3.80) находим канонический ТЭИ динамических степеней сво­

боды массивной электродинамики

𝑇d𝛼𝛽 = 𝜕𝛼𝐴
l
𝑖𝜕𝛽𝐴

l
𝑖 −

1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇𝐴l
𝑖𝜕𝜇𝐴

l
𝑖 +

1

2
𝜂𝛼𝛽𝑚

2𝐴l
𝑖𝐴

l
𝑖 + 𝜕𝛼𝐴

t
𝑖𝜕𝛽𝐴

t
𝑖 −

1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇𝐴t
𝑖𝜕𝜇𝐴

t
𝑖

+
1

2
𝜂𝛼𝛽𝑚

2𝐴t
𝑖𝐴

t
𝑖. (5.3.82)

По аналогии с безмассовой электродинамикой (5.3.25), по своей структуре он совпадает с

ТЭИ набора массивных «скалярных полей» {𝐴l
𝑖, 𝐴

t
𝑖}. В соответствии с возникновением тре­

тьей динамической степени свободы 𝐴l
𝑖 у массивного векторного поля, в безмассовом пределе

он не переходит в ТЭИ безмассовой электродинамики (5.3.25)

𝑇d𝛼𝛽
𝑚→0−−−→ 𝜕𝛼𝐴

l
𝑖𝜕𝛽𝐴

l
𝑖 −

1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇𝐴l
𝑖𝜕𝜇𝐴

l
𝑖 + 𝜕𝛼𝐴

t
𝑖𝜕𝛽𝐴

t
𝑖 −

1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇𝐴t
𝑖𝜕𝜇𝐴

t
𝑖

̸= 𝜕𝛼𝐴
t
𝑖𝜕𝛽𝐴

t
𝑖 −

1

2
𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇𝐴t
𝑖𝜕𝜇𝐴

t
𝑖. (5.3.83)

Таким образом, для расцепки вкладов динамических и нединамических степеней свобо­

ды в действие теории без калибровочной симметрии, такой как массивные электродинамика

и гравитация, а также DGP-гравитация, можно использовать трюк Штюкельберга, вводя

калибровочную симметрию в действие и затем фиксируя ее с помощью расцепляющего ка­

либровочного условия.

5.3.4. Динамические степени свободы массивной гравитации

Построим теперь канонический ТЭИ дСС массивной гравитации. Так как эффективное

действие DGP-гравитации (5.2.35) с точностью до замены массы (5.2.36) совпадает с действи­

ем массивной гравитации Фирца-Паули, то для нее ТЭИ дСС будет получен по аналогии с

проведенными в этом разделе вычислениями.
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Действие свободной массивной гравитации Фирца-Паули имеет вид [122, 123, 177]

𝑆 =
1

64𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︀
− 𝜕𝜎ℎ𝛼𝛽𝜕𝜎ℎ𝛼𝛽 + 2𝜕𝛼ℎ𝜇𝛼𝜕𝛽ℎ

𝜇𝛽 − 2𝜕𝛼ℎ
𝛼𝛽𝜕𝛽ℎ

+ 𝜕𝛼ℎ𝜕𝛼ℎ+𝑚2(ℎ2 − ℎ𝛼𝛽ℎ𝛼𝛽)
)︀
, 𝜂𝜇𝜈 = (−+++) (5.3.84)

Отсюда получаем уравнение движения массивного гравитационного поля в виде

4�ℎ𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝜕
𝜎ℎ𝜎𝛽 − 𝜕𝛽𝜕

𝜎ℎ𝛼𝜎 + 𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ+ 𝜂𝛼𝛽𝜕
𝜇𝜕𝜈ℎ𝜇𝜈 − 𝜂𝛼𝛽4�ℎ−𝑚2 (ℎ𝛼𝛽 − 𝜂𝛼𝛽ℎ) = 0. (5.3.85)

По аналогии с массивной электродинамикой, его можно привести к более простому виду,

получив из него уравнения связи для компонент гравитационного поля. А именно, действуя

на ур. (5.3.85) 4-дивергенцией, находим первое уравнение связи

𝜕𝛼ℎ𝛼𝛽 = 𝜕𝛽ℎ. (5.3.86)

Подставляя его в (5.3.85), приходим к системе уравнений движения

4�ℎ𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ−𝑚2 (ℎ𝛼𝛽 − 𝜂𝛼𝛽ℎ) = 0, 𝜕𝛼ℎ𝛼𝛽 = 𝜕𝛽ℎ. (5.3.87)

Вычисляя след полученного уравнения, мы находим второе уравнение связи

ℎ = 0. (5.3.88)

В результате, мы переписываем уравнение движения массивной гравитации (5.3.85) в виде

свободного массивного волнового уравнения и двух уравнений связи

4�ℎ𝛼𝛽 −𝑚2ℎ𝛼𝛽 = 0, 𝜕𝛼ℎ𝛼𝛽 = 0, ℎ = 0. (5.3.89)

Подсчет степеней свободы

Подставляя СВТ-разложение (5.3.34–5.3.35) в ур. (5.3.89), мы получаем уравнения дви­

жения массивной гравитации в виде

4�Φ−𝑚2Φ = 0, (5.3.90)

4�𝜕𝑖𝐵 + 4�𝑆𝑖 −𝑚2𝜕𝑖𝐵 −𝑚2𝑆𝑖 = 0, (5.3.91)

− 2𝛿𝑖𝑗4�Ψ+ 24�𝜕𝑖𝜕𝑗𝐸 + 4�𝜕𝑖𝐹𝑗 + 4�𝜕𝑗𝐹𝑖 + 4�ℎ
tt
𝑖𝑗 + 2𝛿𝑖𝑗𝑚

2Ψ− 2𝑚2𝜕𝑖𝜕𝑗𝐸

−𝑚2𝜕𝑖𝐹𝑗 −𝑚2𝜕𝑗𝐹𝑖 −𝑚2ℎtt𝑖𝑗 = 0, (5.3.92)

в то время как уравнения связи для компонент гравитационного поля записываются как

2𝜕0Φ +Δ𝐵 = 0, (5.3.93)

− 𝜕0𝜕𝑖𝐵 − 𝜕0𝑆𝑖 − 2𝜕𝑖Ψ+ 2Δ𝜕𝑖𝐸 +Δ𝐹𝑖 = 0, (5.3.94)

Φ− 3Ψ +Δ𝐸 = 0. (5.3.95)
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Расцепим уравнения движения с помощью уравнений связи. Действуя 3-дивергенцией на ур.

(5.3.91), расцепляем уравнения движения для 𝐵 и 𝑆𝑖

Δ
(︀
4�𝐵 −𝑚2𝐵

)︀
= 0 =⇒ 4�𝐵 −𝑚2𝐵 = 0, 4�𝑆𝑖 −𝑚2𝑆𝑖 = 0. (5.3.96)

Вычисляя след уравнения движения (5.3.92), получаем

1

3
Δ
(︀
4�𝐸 −𝑚2𝐸

)︀
= 4�Ψ−𝑚2Ψ. (5.3.97)

Подставляя найденное соотношение обратно в (5.3.92), приходим к уравнению

− 2

3
𝛿𝑖𝑗Δ

(︀
4�𝐸 −𝑚2𝐸

)︀
+ 2𝜕𝑖𝜕𝑗

(︀
4�𝐸 −𝑚2𝐸

)︀
+ 4�𝜕𝑖𝐹𝑗 + 4�𝜕𝑗𝐹𝑖 + 4�ℎ

tt
𝑖𝑗

−𝑚2𝜕𝑖𝐹𝑗 −𝑚2𝜕𝑗𝐹𝑖 −𝑚2ℎtt𝑖𝑗 = 0. (5.3.98)

Действуя на него дважды 3-дивергенцией, расцепляем уравнения движения для Ψ и 𝐸

Δ2
(︀
4�𝐸 −𝑚2𝐸

)︀
= 0 =⇒ 4�𝐸 −𝑚2𝐸 = 0, 4�Ψ−𝑚2Ψ = 0. (5.3.99)

Наконец, с учетом полученных уравнений движения, действуя на ур. (5.3.92) 3-дивергенцией,

расцепляем уравнения движения для 𝐹𝑖 и ℎtt𝑖𝑗

Δ
(︀
4�𝐹𝑗 −𝑚2𝐹𝑗

)︀
= 0 =⇒ 4�𝐹𝑗 −𝑚2𝐹𝑗 = 0, 4�ℎ

tt
𝑖𝑗 −𝑚2ℎtt𝑖𝑗 = 0. (5.3.100)

Таким образом, все компоненты гравитационного поля удовлетворяют свободным массивным

волновым уравнениям.

Определим теперь из уравнений связи какие из них являются дСС. Для этого разделим

ур. (5.3.94) на два уравнения связи, действуя на него 3-дивергенцией

Δ(−𝜕0𝐵 − 2Ψ + 2Δ𝐸) = 0 =⇒ −𝜕0𝐵 − 2Ψ + 2Δ𝐸 = 0, −𝜕0𝑆𝑖 +Δ𝐹𝑖 = 0. (5.3.101)

С учетом ур. (5.3.93) отсюда следует, что Φ, 𝐵 и 𝑆𝑖 являются ндСС. Чтобы получить еще

одно уравнение связи, подействуем производной по времени на ур. (5.3.95). Тогда из системы

уравнений

𝜕0Φ− 3𝜕0Ψ+ 𝜕0Δ𝐸 = 0, 2𝜕0Φ +Δ𝐵 = 0, −𝜕0𝐵 − 2Ψ + 2Δ𝐸 = 0, (5.3.102)

мы находим следующие выражения для первых производных по времени полей Ψ и 𝐸

𝜕0Ψ = −1

4
𝑚2𝐵, 𝜕0Δ𝐸 =

1

2
𝜕20𝐵 − 1

4
𝑚2𝐵. (5.3.103)

Таким образом, Ψ также является ндСС, в отличие от 𝐸, т.к. подстановка выражения для его

производной по времени в уравнение движения увеличивает его порядок по производным. В

итоге, массивное гравитационное поле имеет пять дСС 𝐸, 𝐹𝑖 и ℎtt𝑖𝑗 [122, 123].
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Действие и ТЭИ динамических степеней свободы

По аналогии с массивной электродинамикой, при подстановке СВТ-разложения гравита­

ционного поля (5.3.34) в действие (5.3.84) вклады дСС и ндСС не расцепляются. Это можно

понять уже по разложению действия безмассовой гравитации (5.3.49). Там в нединамиче­

ской части (5.3.51) присутствует член со взаимодействием ∝ 𝜕0Ψ𝜕0Δ𝐸. В свою очередь, в

массивной гравитации поле 𝐸 становится дСС, что не позволяет прямым образом разделить

действие (5.3.84) на динамическую и нединамическую части.

Для разделения действия (5.3.84) на динамическую и нединамическую части воспользу­

емся методом Штюкельберга [122, 123], по аналогии с массивной электродинамикой. Однако,

в данном случае для расцепки вкладов дСС и ндСС в действие нам потребуется совершить

три замены полевых переменных. Первая замена переменных имеет вид

ℎ𝜇𝜈 = ℎ̃𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝐴𝜈 + 𝜕𝜈𝐴𝜇. (5.3.104)

В результате такой замены действие массивной гравитации (5.3.84) переписывается как

𝑆 =
1

64𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
− 𝜕𝜎ℎ̃𝛼𝛽𝜕𝜎ℎ̃𝛼𝛽 + 2𝜕𝛼ℎ̃𝜇𝛼𝜕𝛽ℎ̃

𝜇𝛽 − 2𝜕𝛼ℎ̃
𝛼𝛽𝜕𝛽ℎ̃+ 𝜕𝛼ℎ̃𝜕𝛼ℎ̃

+𝑚2
(︀
ℎ̃2 − ℎ̃𝛼𝛽ℎ̃𝛼𝛽

)︀
−𝑚2𝐹 2

𝛼𝛽 + 4𝑚2
(︀
𝜕𝛼𝐴𝛼ℎ̃− ℎ̃𝛼𝛽𝜕𝛼𝐴𝛽

)︀)︁
(5.3.105)

и приобретает калибровочную симметрию

ℎ̃𝛼𝛽 → ℎ̃𝛼𝛽 + 𝜕𝛼𝜉𝛽 + 𝜕𝛽𝜉𝛼, 𝐴𝛼 → 𝐴𝛼 − 𝜉𝛼. (5.3.106)

Совершая вторую замену полевых переменных

𝐴𝜇 = 𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝜑, (5.3.107)

приводим действие (5.3.105) в следующему виду

𝑆 =
1

64𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
− 𝜕𝜎ℎ̃𝛼𝛽𝜕𝜎ℎ̃𝛼𝛽 + 2𝜕𝛼ℎ̃𝜇𝛼𝜕𝛽ℎ̃

𝜇𝛽 − 2𝜕𝛼ℎ̃
𝛼𝛽𝜕𝛽ℎ̃+ 𝜕𝛼ℎ̃𝜕𝛼ℎ̃+𝑚2

(︀
ℎ̃2 − ℎ̃𝛼𝛽ℎ̃𝛼𝛽

)︀
−𝑚2𝐹 2

𝛼𝛽 + 4𝑚2
(︀
𝜕𝛼𝐴𝛼ℎ̃− ℎ̃𝛼𝛽𝜕𝛼𝐴𝛽

)︀
+ 4𝑚2

(︀
𝜕𝛼𝜕𝛼𝜑ℎ̃− ℎ̃𝛼𝛽𝜕𝛼𝜕𝛽𝜑

)︀)︁
(5.3.108)

привнося в него вторую независимую калибровочную симметрию

𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝛼, 𝜑→ 𝜑− 𝛼. (5.3.109)

Наконец, чтобы устранить кинетическое взаимодействие ℎ̃𝜇𝜈 и 𝜑, совершим третью замену

переменных

ℎ̃𝜇𝜈 = ℎ̄𝜇𝜈 +𝑚2𝜂𝜇𝜈𝜑, (5.3.110)
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в результате которой действие массивной гравитации записывается в следующем виде

𝑆 =
1

64𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︀
−𝜕𝜎ℎ̄𝛼𝛽𝜕𝜎ℎ̄𝛼𝛽 + 2𝜕𝛼ℎ̄𝜇𝛼𝜕𝛽ℎ̄

𝜇𝛽 − 2𝜕𝛼ℎ̄
𝛼𝛽𝜕𝛽ℎ̄+ 𝜕𝛼ℎ̄𝜕𝛼ℎ̄+𝑚2(ℎ̄2 − ℎ̄𝛼𝛽ℎ̄𝛼𝛽)

−𝑚2𝐹 2
𝛼𝛽 + 4𝑚2(𝜕𝛼𝐴𝛼ℎ̄− ℎ̄𝛼𝛽𝜕𝛼𝐴𝛽)− 6𝑚4𝜕𝛼𝜑𝜕𝛼𝜑+ 12𝑚6𝜑2 + 12𝑚4𝜕𝛼𝐴𝛼𝜑+ 6𝑚4ℎ̄𝜑

)︀
.

(5.3.111)

Полученное действие (5.3.111) инвариантно относительно двух независимых калибровочных

преобразований, совместное действие которых имеет вид

ℎ̄𝜇𝜈 → ℎ̄𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝜉𝜈 + 𝜕𝜈𝜉𝜇 +𝑚2𝜂𝜇𝜈𝛼, 𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 − 𝜉𝜇 + 𝜕𝜇𝛼, 𝜑→ 𝜑− 𝛼. (5.3.112)

Далее именно наличие двух калибровочных симметрий позволит расцепить вклады динами­

ческих и нединамических степеней свободы в действие массивной гравитации за счет нало­

жения соответствующих расцепляющих калибровочных условий.

Действие (5.3.111) приводит к следующим уравнениям движения

4�ℎ̄𝛼𝛽 − 𝜕𝛼𝜕
𝜎ℎ̄𝜎𝛽 − 𝜕𝛽𝜕

𝜎ℎ̄𝛼𝜎 + 𝜕𝛼𝜕𝛽ℎ̄+ 𝜂𝛼𝛽𝜕
𝜇𝜕𝜈 ℎ̄𝜇𝜈 − 𝜂𝛼𝛽4�ℎ̄+𝑚2

(︀
𝜂𝛼𝛽ℎ̄− ℎ̄𝛼𝛽

)︀
+ 2𝑚2𝜂𝛼𝛽𝜕

𝜇𝐴𝜇 −𝑚2𝜕𝛼𝐴𝛽 −𝑚2𝜕𝛽𝐴𝛼 + 3𝑚4𝜂𝛼𝛽𝜑 = 0, (5.3.113)

𝜕𝛼𝐹𝛼𝛽 − 𝜕𝛽ℎ̄+ 𝜕𝛼ℎ̄𝛼𝛽 − 3𝑚2𝜕𝛽𝜑 = 0, (5.3.114)

6𝑚2
4�𝜑+ 12𝑚4𝜑+ 6𝑚2𝜕𝛼𝐴𝛼 + 3𝑚2ℎ̄ = 0. (5.3.115)

Расцепляем их, накладывая два калибровочных условия, в соответствии с двумя симметри­

ями действия [122, 123]

𝜕𝛼ℎ̄𝛼𝛽 =
1

2
𝜕𝛽ℎ̄−𝑚2𝐴𝛽, 𝜕𝜇𝐴𝜇 = −1

2
ℎ̄− 3𝑚2𝜑. (5.3.116)

В результате, уравнения движения принимают простой вид(︀
4�−𝑚2

)︀(︂
ℎ̄𝛼𝛽 −

1

2
𝜂𝛼𝛽ℎ̄

)︂
= 0,

(︀
4�−𝑚2

)︀
𝐴𝜇 = 0,

(︀
4�−𝑚2

)︀
𝜑 = 0. (5.3.117)

Соответственно, добавляя в действие (5.3.111) два члена, фиксирующих калибровку

𝑆gf1 = − 1

32𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
𝜕𝛼ℎ̄𝛼𝛽 −

1

2
𝜕𝛽ℎ̄+𝑚2𝐴𝛽

)︂2

, (5.3.118)

𝑆gf2 = − 1

32𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
𝑚𝜕𝜇𝐴𝜇 +

1

2
𝑚ℎ̄+ 3𝑚3𝜑

)︂2

, (5.3.119)

переписываем действие массивной гравитации как

𝑆 + 𝑆gf1 + 𝑆gf2 =
1

64𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
− 𝜕𝜎ℎ̄𝛼𝛽𝜕𝜎ℎ̄𝛼𝛽 +

1

2
𝜕𝛼ℎ̄𝜕𝛼ℎ̄−𝑚2ℎ̄𝛼𝛽ℎ̄𝛼𝛽 +

1

2
𝑚2ℎ̄2

− 2𝑚2𝜕𝛼𝐴𝛽𝜕𝛼𝐴𝛽 − 2𝑚4𝐴𝛼𝐴𝛼 − 6𝑚4𝜕𝛼𝜑𝜕𝛼𝜑− 6𝑚6𝜑2
)︁
. (5.3.120)
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Полученное действие обладает остаточной калибровочной симметрией с параметрами преоб­

разования, удовлетворяющими свободным массивным волновым уравнениям

4�𝜉𝜇 −𝑚2𝜉𝜇 = 0, 4�𝛼−𝑚2𝛼 = 0. (5.3.121)

Перейдем с помощью данных преобразований в унитарную калибровку 𝐴𝜇 = 0, которая за­

фиксирует одну из остаточных симметрий (при наличии взаимодействия массивного гравита­

ционного поля с сохраняющимся ТЭИ материи это единственно возможный выбор унитарной

калибровки). В результате, действие массивной гравитации принимает вид

𝑆 + 𝑆gf1 + 𝑆gf2 =
1

64𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
− 𝜕𝜎ℎ̄𝛼𝛽𝜕𝜎ℎ̄𝛼𝛽 +

1

2
𝜕𝛼ℎ̄𝜕𝛼ℎ̄−𝑚2ℎ̄𝛼𝛽ℎ̄𝛼𝛽 +

1

2
𝑚2ℎ̄2

− 6𝑚4𝜕𝛼𝜑𝜕𝛼𝜑− 6𝑚6𝜑2
)︁
. (5.3.122)

При этом, у действия все еще сохраняется одна остаточная калибровочная симметрия

ℎ̄𝜇𝜈 → ℎ̄𝜇𝜈 + 2𝜕𝜇𝜕𝜈𝛼 +𝑚2𝜂𝜇𝜈𝛼, 𝜑→ 𝜑− 𝛼, 4�𝛼−𝑚2𝛼 = 0, (5.3.123)

а наложенные ранее расцепляющие калибровочные условия (5.3.116) принимают вид

𝜕𝛼ℎ̄𝛼𝛽 =
1

2
𝜕𝛽ℎ̄, ℎ̄ = −6𝑚2𝜑. (5.3.124)

Здесь первое условие совпадает с калибровкой Лоренца в безмассовой гравитации.

Для определения дСС произведем СВТ-разложение тензорного поля

ℎ̄00 = −2Φ̄, ℎ̄0𝑖 = 𝜕𝑖𝐵̄ + 𝑆𝑖, ℎ̄𝑖𝑗 = −2𝛿𝑖𝑗Ψ̄ + 2𝜕𝑖𝜕𝑗𝐸̄ + 𝜕𝑖𝐹𝑗 + 𝜕𝑗𝐹𝑖 + ℎ̄tt𝑖𝑗, (5.3.125)

𝜕𝑖𝑆𝑖 = 0, 𝜕𝑖𝐹𝑖 = 0, 𝜕𝑖ℎ̄
tt
𝑖𝑗 = 0, ℎ̄tt𝑖𝑖 = 0. (5.3.126)

В таком виде остаточная калибровочная симметрия (5.3.123) записывается как

Φ̄ → Φ̄− 𝜕20𝛼 +
1

2
𝑚2𝛼, 𝐵̄ → 𝐵̄ + 2𝜕0𝛼, 𝑆𝑖 → 𝑆𝑖, Ψ̄ → Ψ̄− 1

2
𝑚2𝛼, (5.3.127)

𝐸̄ → 𝐸̄ + 𝛼, 𝐹𝑖 → 𝐹𝑖, ℎ̄tt𝑖𝑗 → ℎ̄tt𝑖𝑗, 𝜑→ 𝜑, 4�𝛼−𝑚2𝛼 = 0. (5.3.128)

Подставляя разложение (5.3.125–5.3.126) в действие (5.3.122), переписываем его в виде

𝑆 + 𝑆gf1 + 𝑆gf2 =
1

64𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
− 2𝜕𝜎Φ̄𝜕𝜎Φ̄− 2𝑚2Φ̄2 + 𝜕𝜎𝜕𝑖𝐵̄𝜕𝜎𝜕𝑖𝐵̄ +𝑚2𝜕𝑖𝐵̄𝜕𝑖𝐵̄

+ 𝜕𝜎𝑆𝑖𝜕𝜎𝑆𝑖 +𝑚2𝑆𝑖𝑆𝑖 + 6𝜕𝜎Ψ̄𝜕𝜎Ψ̄ + 6𝑚2Ψ̄2 − 2𝜕𝜎Δ𝐸̄𝜕𝜎Δ𝐸̄ − 2𝑚2(Δ𝐸)2

− 2𝜕𝜎𝜕𝑖𝐹𝑗𝜕𝜎𝜕𝑖𝐹𝑗 − 2𝑚2𝜕𝑖𝐹𝑗𝜕𝑖𝐹𝑗 − 𝜕𝜎ℎ̄tt𝑖𝑗𝜕𝜎ℎ̄
tt
𝑖𝑗 −𝑚2ℎ̄tt𝑖𝑗ℎ̄

tt
𝑖𝑗 − 6𝑚4𝜕𝜎𝜑𝜕𝜎𝜑− 6𝑚6𝜑2

− 4𝑚2Ψ̄Δ𝐸̄ − 4𝜕𝜎Ψ̄𝜕𝜎Δ𝐸̄ − 12𝜕𝜎Φ̄𝜕𝜎Ψ̄ + 4𝜕𝜎Φ̄𝜕𝜎Δ𝐸̄ − 12𝑚2Φ̄Ψ̄ + 4𝑚2Φ̄Δ𝐸̄
)︁
. (5.3.129)
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Соответствующие уравнения движения имеют вид

4�𝑚Φ̄ + 34�𝑚Ψ̄− 4�𝑚Δ𝐸̄ = 0, −34�𝑚Φ̄ + 34�𝑚Ψ̄− 4�𝑚Δ𝐸̄ = 0, (5.3.130)

− 4�𝑚Φ̄ + 4�𝑚Ψ̄ + 4�𝑚Δ𝐸̄ = 0, 4�𝑚𝐵̄ = 0, 4�𝑚𝑆𝑖 = 0, (5.3.131)

4�𝑚𝐹𝑖 = 0, 4�𝑚ℎ̄
tt
𝑖𝑗 = 0, 4�𝑚𝜑 = 0, (5.3.132)

где мы ввели краткое обозначение для массивного волнового оператора 4�𝑚 = 4� − 𝑚2.

Разрешая систему из первых трех уравнений, мы находим, что все компоненты массивного

гравитационного поля удовлетворяют свободному массивному волновому уравнению

4�𝑚Φ̄ = 0, 4�𝑚Ψ̄ = 0, 4�𝑚𝐸̄ = 0. (5.3.133)

Для определения дСС воспользуемся калибровочными условиями (5.3.124), которые в СВТ­

разложении записываются как

𝜕0Φ̄ + 3𝜕0Ψ̄− 𝜕0Δ𝐸̄ = −Δ𝐵̄, −𝜕0𝐵̄ = Φ̄− Ψ̄−Δ𝐸̄, (5.3.134)

𝜕0𝑆𝑖 = Δ𝐹𝑖, −3𝑚2𝜑 = Φ̄− 3Ψ̄ + Δ𝐸̄. (5.3.135)

Отсюда видно, что 𝐵̄ и 𝑆𝑖 являются ндСС. Действуя производными по времени на второе

и четвертое калибровочные условия, с помощью уравнений движения находим выражения

для производных по времени полей Φ̄, Ψ̄ и 𝐸̄

𝜕0Ψ̄ = −1

4
𝑚2𝐵̄, 𝜕0Δ𝐸̄ = −3

2
𝑚2𝜕0𝜑− 3

4
𝑚2𝐵̄ +

1

2
Δ𝐵̄, (5.3.136)

𝜕0Φ̄ = −3

2
𝑚2𝜕0𝜑− 1

2
Δ𝐵̄. (5.3.137)

Таким образом, после Штюкельберговских преобразований дСС массивного гравитационного

поля оказываются поля 𝜑, 𝐹𝑖 и ℎ̄tt𝑖𝑗. При этом их вклады в действие (5.3.129) оказываются

автоматически расцепленными от ндСС.

В результате, динамическая часть действия массивной гравитации имеет вид

𝑆d =
1

64𝜋𝐺

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
− 𝜕𝜎ℎ̄lt𝑖𝑗𝜕𝜎ℎ̄

lt
𝑖𝑗 −𝑚2ℎ̄lt𝑖𝑗ℎ̄

lt
𝑖𝑗 − 𝜕𝜎ℎ̄tt𝑖𝑗𝜕𝜎ℎ̄

tt
𝑖𝑗 −𝑚2ℎ̄tt𝑖𝑗ℎ̄

tt
𝑖𝑗 − 6𝑚4𝜕𝜎𝜑𝜕𝜎𝜑

− 6𝑚6𝜑2
)︁
, ℎ̄lt𝑖𝑗 = 𝜕𝑖𝐹𝑗 + 𝜕𝑗𝐹𝑖. (5.3.138)

Отсюда мы находим канонический ТЭИ динамических степеней свободы массивного грави­

тационного поля

𝑇d𝜇𝜈 =
3𝑚4

16𝜋𝐺

(︂
𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼𝜑𝜕𝛼𝜑− 1

2
𝑚2𝜂𝜇𝜈𝜑

2

)︂
+

1

32𝜋𝐺

(︂
𝜕𝜇ℎ̄

lt
𝑖𝑗𝜕𝜈 ℎ̄

lt
𝑖𝑗 −

1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼ℎ̄lt𝑖𝑗𝜕𝛼ℎ̄
lt
𝑖𝑗 −

1

2
𝑚2𝜂𝜇𝜈 ℎ̄

lt
𝑖𝑗ℎ̄

lt
𝑖𝑗

)︂
+

1

32𝜋𝐺

(︂
𝜕𝜇ℎ̄

tt
𝑖𝑗𝜕𝜈 ℎ̄

tt
𝑖𝑗 −

1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼ℎ̄tt𝑖𝑗𝜕𝛼ℎ̄
tt
𝑖𝑗 −

1

2
𝑚2𝜂𝜇𝜈 ℎ̄

tt
𝑖𝑗ℎ̄

tt
𝑖𝑗

)︂
. (5.3.139)
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По аналогии с массивной электродинамикой, он имеет структуру ТЭИ набора массивных

«скалярных полей» {𝜑, ℎ̄lt𝑖𝑗, ℎ̄tt𝑖𝑗}. Заметим, что в безмассовом пределе 𝑚 → 0, 𝑚2𝜑 ̸= 0 полу­

ченный ТЭИ сохраняет вклады дополнительных дСС

𝑇d𝜇𝜈
𝑚→0−−−→ 3𝑚4

16𝜋𝐺

(︂
𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼𝜑𝜕𝛼𝜑

)︂
+

1

32𝜋𝐺

(︂
𝜕𝜇ℎ̄

lt
𝑖𝑗𝜕𝜈 ℎ̄

lt
𝑖𝑗 −

1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼ℎ̄lt𝑖𝑗𝜕𝛼ℎ̄
lt
𝑖𝑗

)︂
+

1

32𝜋𝐺

(︂
𝜕𝜇ℎ̄

tt
𝑖𝑗𝜕𝜈 ℎ̄

tt
𝑖𝑗 −

1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼ℎ̄tt𝑖𝑗𝜕𝛼ℎ̄
tt
𝑖𝑗

)︂
(5.3.140)

и не переходит в ТЭИ дСС безмассовой гравитации (5.3.54), в соответствии с известным

vDVZ-разрывом в массивной гравитации [120—123]. При усреднении (5.2.49) за счет уравне­

ний движения ТЭИ дСС массивной гравитации принимает простой вид⟨︀
𝑇d𝜇𝜈

⟩︀
=

3𝑚4

16𝜋𝐺
⟨𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑⟩+

1

32𝜋𝐺

⟨︀
𝜕𝜇ℎ̄

lt
𝑖𝑗𝜕𝜈 ℎ̄

lt
𝑖𝑗

⟩︀
+

1

32𝜋𝐺

⟨︀
𝜕𝜇ℎ̄

tt
𝑖𝑗𝜕𝜈 ℎ̄

tt
𝑖𝑗

⟩︀
. (5.3.141)

Заметим, что в случае взаимодействия массивного гравитационного поля с сохраняю­

щимся ТЭИ материи остаточная калибровочная симметрия (5.3.123) может быть полностью

зафиксирована за счет наложения условия

𝜑 = 0 ⇐⇒ 𝑇m = 0, (5.3.142)

так как источником поля 𝜑 будет является след тензора энергии-импульса материи 𝑇m𝛼𝛽.

5.3.5. Динамические степени свободы DGP-гравитации

Наконец, получим ТЭИ дСС DGP-гравитации. Так как эффективное действие DGP­

гравитации (5.2.35) с точностью до замены массы (5.2.36) совпадает с действием массивной

гравитации (5.3.84), мы будем следовать выводам, представленным в предыдущем разделе,

и лишь кратко опишем основные этапы вычислений.

Совершая три Штюкельберговских замены полевых переменных, по аналогии с уравне­

ниями (5.3.104), (5.3.107) и (5.3.110) (единственное отличие заключается в замене жесткой

массы на массу, зависящую от импульса, (5.2.36)), и фиксируя возникающие за их счет ка­

либровочные симметрии с помощью условия, аналогичного ур. (5.3.116), переписываем эф­

фективное действие DGP-гравитации на бране в унитарной калибровке как

𝑆eff + 𝑆gf1 + 𝑆gf2 =
1

8
𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
− 𝜕𝜎ℎ̄𝛼𝛽𝜕𝜎ℎ̄𝛼𝛽 +

1

2
𝜕𝛼ℎ̄𝜕𝛼ℎ̄+𝑀𝑐ℎ̄

𝛼𝛽
√︀

−4� ℎ̄𝛼𝛽

− 1

2
𝑀𝑐ℎ̄

√︀
−4� ℎ̄− 6𝑀2

𝑐 𝜕
𝛼𝜕𝛽𝜑𝜕𝛼𝜕𝛽𝜑+ 6𝑀3

𝑐 𝜕
𝛼𝜑
√︀

−4� 𝜕𝛼𝜑
)︁
, (5.3.143)

где исходные возмущения индуцированной метрики на бране ℎ𝜇𝜈 выражаются через новые

полевые переменные как

ℎ𝜇𝜈 = ℎ̄𝜇𝜈 −𝑀𝑐𝜂𝜇𝜈
√︀
−4�𝜑+ 2𝜕𝜇𝜕𝜈𝜑. (5.3.144)
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Соответствующие уравнения движения принимают вид(︁
4�+𝑀𝑐

√︀
−4�

)︁(︂
ℎ̄𝜇𝜈 −

1

2
𝜂𝜇𝜈 ℎ̄

)︂
= 0,

(︁
4�+𝑀𝑐

√︀
−4�

)︁
𝜑 = 0. (5.3.145)

Заметим, что в действии (5.3.143) скалярное поля входит с высшими производными. Однако,

их можно устранить с помощью следующего перемасштабирования поля

𝜑 =
𝜙

𝑀𝑐

√
−4�

. (5.3.146)

В результате, эффективное действие DGP-гравитации записывается как

𝑆eff + 𝑆gf1 + 𝑆gf2 =
1

8
𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
− 𝜕𝜎ℎ̄𝛼𝛽𝜕𝜎ℎ̄𝛼𝛽 +

1

2
𝜕𝛼ℎ̄𝜕𝛼ℎ̄+𝑀𝑐ℎ̄

𝛼𝛽
√︀

−4� ℎ̄𝛼𝛽

− 1

2
𝑀𝑐ℎ̄

√︀
−4� ℎ̄− 6𝜕𝛼𝜙𝜕𝛼𝜙+ 6𝑀𝑐𝜙

√︀
−4�𝜙

)︁
. (5.3.147)

Совершая СВТ-разложение тензорного поля (5.3.125), приводим действие DGP-грави­

тации к виду

𝑆eff + 𝑆gf1 + 𝑆gf2 =
1

8
𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
− 2𝜕𝜎Φ̄𝜕𝜎Φ̄ + 2𝑀𝑐Φ̄

√︀
−4� Φ̄ + 𝜕𝜎𝜕𝑖𝐵̄𝜕𝜎𝜕𝑖𝐵̄

−𝑀𝑐𝜕𝑖𝐵̄
√︀

−4� 𝜕𝑖𝐵̄ + 𝜕𝜎𝑆𝑖𝜕𝜎𝑆𝑖 −𝑀𝑐𝑆𝑖

√︀
−4�𝑆𝑖 + 6𝜕𝜎Ψ̄𝜕𝜎Ψ̄− 6𝑀𝑐Ψ̄

√︀
−4� Ψ̄

− 2𝜕𝜎Δ𝐸̄𝜕𝜎Δ𝐸̄ + 2𝑀𝑐Δ𝐸̄
√︀
−4�Δ𝐸̄ − 2𝜕𝜎𝜕𝑖𝐹𝑗𝜕𝜎𝜕𝑖𝐹𝑗 + 2𝑀𝑐𝜕𝑖𝐹𝑗

√︀
−4� 𝜕𝑖𝐹𝑗

− 𝜕𝜎ℎ̄tt𝑖𝑗𝜕𝜎ℎ̄
tt
𝑖𝑗 +𝑀𝑐ℎ̄

tt
𝑖𝑗

√︀
−4� ℎ̄

tt
𝑖𝑗 − 6𝜕𝜎𝜙𝜕𝜎𝜙+ 6𝑀𝑐𝜙

√︀
−4�𝜙+ 4𝑀𝑐Ψ̄

√︀
−4�Δ𝐸̄

− 4𝜕𝜎Ψ̄𝜕𝜎Δ𝐸̄ − 12𝜕𝜎Φ̄𝜕𝜎Ψ̄ + 4𝜕𝜎Φ̄𝜕𝜎Δ𝐸̄ + 12𝑀𝑐Φ̄
√︀
−4� Ψ̄− 4𝑀𝑐Φ̄

√︀
−4�Δ𝐸̄

)︁
. (5.3.148)

По аналогии с массивной гравитацией, из соответствующих уравнений движения и калибро­

вочных условий находим, что дСС DGP-гравитации на бране являются 𝜙, 𝐹𝑖 и ℎ̄tt𝑖𝑗. Таким

образом, динамическая часть эффективного действия DGP-гравитации имеет вид

𝑆d =
1

8
𝑀2

4

∫︁
𝑑4𝑥

(︁
− 𝜕𝜎ℎ̄lt𝑖𝑗𝜕𝜎ℎ̄

lt
𝑖𝑗 +𝑀𝑐ℎ̄

lt
𝑖𝑗

√︀
−4� ℎ̄

lt
𝑖𝑗 − 𝜕𝜎ℎ̄tt𝑖𝑗𝜕𝜎ℎ̄

tt
𝑖𝑗 +𝑀𝑐ℎ̄

tt
𝑖𝑗

√︀
−4� ℎ̄

tt
𝑖𝑗

− 6𝜕𝜎𝜙𝜕𝜎𝜙+ 6𝑀𝑐𝜙
√︀
−4�𝜙

)︁
, ℎ̄lt𝑖𝑗 = 𝜕𝑖𝐹𝑗 + 𝜕𝑗𝐹𝑖. (5.3.149)

Как было показано ранее, ТЭИ подобной нелокальной теории можно вычислить по стандарт­

ной формуле для канонического ТЭИ в пренебрежении нелокальными членами в Лагранжи­

ане. В результате, мы находим следующее выражение для эффективного ТЭИ дСС DGP­

гравитации на бране

𝑇d𝜇𝜈 =
3

2
𝑀2

4

(︂
𝜕𝜇𝜙𝜕𝜈𝜙− 1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼𝜙𝜕𝛼𝜙

)︂
+

1

4
𝑀2

4

(︂
𝜕𝜇ℎ̄

lt
𝑖𝑗𝜕𝜈 ℎ̄

lt
𝑖𝑗 −

1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼ℎ̄lt𝑖𝑗𝜕𝛼ℎ̄
lt
𝑖𝑗

)︂
+

1

4
𝑀2

4

(︂
𝜕𝜇ℎ̄

tt
𝑖𝑗𝜕𝜈 ℎ̄

tt
𝑖𝑗 −

1

2
𝜂𝜇𝜈𝜕

𝛼ℎ̄tt𝑖𝑗𝜕𝛼ℎ̄
tt
𝑖𝑗

)︂
. (5.3.150)

По аналогии с массивной гравитацией, полученный ТЭИ не переходит в ТЭИ безмассовой

гравитации (5.3.54) в четырехмерном пределе 𝑀5 → 0, 𝜙 ̸= 0 в силу появления у эффектив­

ного гравитона на бране дополнительных динамических степеней свободы.
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5.4. Гравитационное излучение в DGP-гравитации

Получим аналог квадрупольной формулы для эффективной мощности гравитационного

излучения произвольного нерелятивистского источника на бране в DGP-гравитации. Для

этого выделим излучаемые части дСС 𝜙, ℎ̄lt𝑖𝑗 и ℎ̄tt𝑖𝑗 и построим из них, в соответствии с ур.

(5.3.150), плотность потока энергии гравитационного излучения на бране.

Взаимодействие гравитационного поля с сохраняющимся тензором энергии-импульса

материи на бране 𝑇m𝛼𝛽 может быть введено в действие (5.3.147) как

𝑆int =

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
1

2
ℎ̄𝛼𝛽𝑇m𝛼𝛽 −

1

2
𝜙𝑇m

)︂
, 𝜕𝛼𝑇m𝛼𝛽 = 0. (5.4.1)

При выделении действия дСС гравитационного поля они будут взаимодействовать с соответ­

ствующими частями тензора энергии-импульса материи

𝑆int =

∫︁
𝑑4𝑥

(︂
1

2
ℎ̄lt𝑖𝑗𝑇m

lt
𝑖𝑗 +

1

2
ℎ̄tt𝑖𝑗𝑇m

tt
𝑖𝑗 −

1

2
𝜙𝑇m

)︂
, (5.4.2)

𝜕𝑖𝑇m
lt
𝑖𝑗 ̸= 0, 𝜕𝑖𝑇m

tt
𝑖𝑗 = 0, 𝑇m

lt
𝑖𝑖 = 𝑇m

tt
𝑖𝑖 = 0. (5.4.3)

В результате, уравнения движения дСС DGP-гравитации на бране записываются как

4�𝜙+𝑀𝑐

√︀
−4�𝜙 =

1

3𝑀2
4

𝑇m, (5.4.4)

4�ℎ̄
lt/tt
𝑖𝑗 +𝑀𝑐

√︀
−4� ℎ̄

lt/tt
𝑖𝑗 = − 2

𝑀2
4

𝑇m
lt/tt
𝑖𝑗 . (5.4.5)

5.4.1. Тензорное поле в волновой зоне

Решения уравнений движения (5.4.5) для тензорных полей ℎ̄lt𝑖𝑗 и ℎ̄tt𝑖𝑗 могут быть получены

из решения уравнения движения, следующего из действия (5.3.147)(︁
4�+𝑀𝑐

√︀
−4�

)︁
𝜓𝜇𝜈 = − 2

𝑀2
4

𝑇m𝜇𝜈 , 𝜓𝜇𝜈 = ℎ̄𝜇𝜈 −
1

2
𝜂𝜇𝜈 ℎ̄, (5.4.6)

с помощью действия на него соответствующими проекторами [156, 163]

ℎ̄lt𝑖𝑗 = Λlt
𝑖𝑗,𝑘𝑙𝜓𝑘𝑙, ℎ̄tt𝑖𝑗 = Λtt

𝑖𝑗,𝑘𝑙𝜓𝑘𝑙 (5.4.7)

𝜕𝑖Λ
lt
𝑖𝑗,𝑘𝑙 ̸= 0, 𝜕𝑖Λ

tt
𝑖𝑗,𝑘𝑙 = 0, Λlt

𝑖𝑖,𝑘𝑙 = Λlt
𝑖𝑗,𝑘𝑘 = Λtt

𝑖𝑖,𝑘𝑙 = Λtt
𝑖𝑗,𝑘𝑘 = 0. (5.4.8)

В частности, на удалении от источника данные проекторы могут быть записаны как

Λlt
𝑖𝑗,𝑘𝑙 = 𝑛𝑖𝑛𝑘𝑃𝑗𝑙 + 𝑛𝑗𝑛𝑘𝑃𝑖𝑙, 𝑛𝑖Λ

lt
𝑖𝑗,𝑘𝑙 = 𝑛𝑘𝑃𝑗𝑙, Λlt

𝑖𝑖,𝑘𝑙 = Λlt
𝑖𝑗,𝑘𝑘 = 0, (5.4.9)

Λtt
𝑖𝑗,𝑘𝑙 = 𝑃𝑖𝑘𝑃𝑗𝑙 −

1

2
𝑃𝑖𝑗𝑃𝑘𝑙, 𝑛𝑖Λ

tt
𝑖𝑗,𝑘𝑙 = 0, Λtt

𝑖𝑖,𝑘𝑙 = Λtt
𝑖𝑗,𝑘𝑘 = 0, (5.4.10)

𝑛𝑖 = 𝑥𝑖/𝑟, 𝑃𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 − 𝑛𝑖𝑛𝑗. (5.4.11)
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В результате, мы можем единым образом вычислять излучаемые части полей ℎ̄lt𝑖𝑗 и ℎ̄tt𝑖𝑗 как

соответствующие проекции излучаемой части поля 𝜓𝑖𝑗. Будем вычислять их по аналогии с

расчетом, проведенным в Главе 3 для учета вклада ТЭИ скалярного поля, связывающего

двойную систему на бране, в источник гравитационного излучения.

В соответствии с ур. (4.2.39), запаздывающее решение ур. (5.4.6) дается интегралом

𝜓𝑖𝑗 =
2

𝜋𝑀3
5

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁
𝑑4𝑥′𝐺4(𝑥− 𝑥′|𝜇)𝑇m𝑖𝑗(𝑥

′), (5.4.12)

где запаздывающая функция Грина четырехмерного массивного поля 𝐺4(𝑥|𝜇) определяется

уравнением (4.2.40), а спектральная функция 𝜌(𝜇) уравнением (4.2.39). Определяя запазды­

вающее координатное время как

𝑡ret(x
′) = 𝑡−

√︀
(x− x′)2, (5.4.13)

переписываем запаздывающее поле 𝜓𝑖𝑗 в следующем виде

𝜓𝑖𝑗 =
1

2𝜋2𝑀3
5

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁
𝑑3𝑥′

(︃∫︁
𝑑𝑡′

𝛿(𝑡′ − 𝑡ret)√︀
(x− x′)2

𝐽0

(︁
𝜇
√︀
(𝑡− 𝑡′)2 − (x− x′)2

)︁

−
∫︁ 𝑡ret

−∞
𝑑𝑡′

𝜇𝐽1

(︁
𝜇
√︀
(𝑡− 𝑡′)2 − (x− x′)2

)︁
√︀

(𝑡− 𝑡′)2 − (x− x′)2

⎞⎠𝑇m𝑖𝑗(𝑥
′). (5.4.14)

Для устранения локального вклада с 𝛿-функцией проинтегрируем по частям второй член с

помощью соотношения

𝜇𝐽1

(︁
𝜇
√︀

(𝑡− 𝑡′)2 − (x− x′)2
)︁

√︀
(𝑡− 𝑡′)2 − (x− x′)2

=
1

(𝑡− 𝑡′)

𝑑

𝑑𝑡′
𝐽0

(︁
𝜇
√︀

(𝑡− 𝑡′)2 − (x− x′)2
)︁
. (5.4.15)

В результате, после интегрирования по частям мы получаем

𝜓𝑖𝑗 =
1

2𝜋2𝑀3
5

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁
𝑑3𝑥′

∫︁ 𝑡ret

−∞
𝑑𝑡′

1

𝑡− 𝑡′
𝐽0

(︁
𝜇
√︀

(𝑡− 𝑡′)2 − (x− x′)2
)︁

×
(︂
𝑑

𝑑𝑡′
𝑇m𝑖𝑗(𝑥

′) +
1

𝑡− 𝑡′
𝑇m𝑖𝑗(𝑥

′)

)︂
. (5.4.16)

Считаем, что точка наблюдения находится в зоне излучения 𝑟 ≫ ℛ, где ℛ ∼ 𝜆GW обо­

значает радиус ближней зоны (см. определение ближней зоны и зоны излучения в Главе 3).

В нерелятивистском приближении ℛ ≫ 𝒮 (𝒮 – характерный размер источника) запаздыва­

ющее координатное время может быть записано с точностью до вкладов ведущего порядка

как 𝑡ret ≃ 𝑡− 𝑟 = 𝑡r. Соответственно, поле в зоне излучения дается интегралом

𝜓𝑖𝑗 =
1

2𝜋2𝑀3
5

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁
𝑑3𝑥′

∫︁ 𝑡r

−∞
𝑑𝑡′

1

𝑡r − 𝑡′ + 𝑟
𝐽0

(︁
𝜇
√︀

(𝑡r − 𝑡′)2 + 2𝑟(𝑡r − 𝑡′)
)︁

×
(︂
𝑑

𝑑𝑡′
𝑇m𝑖𝑗(𝑥

′) +
1

𝑡r − 𝑡′ + 𝑟
𝑇m𝑖𝑗(𝑥

′)

)︂
. (5.4.17)
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Отсюда видно, что за счет наличия в подынтегральном выражении функции Бесселя 𝐽0

ведущий вклад в интеграл по времени дает область 𝑡r−𝑡′ ≪ 𝑟. Тогда в ведущем приближении

поле в волновой зоне определяется следующим интегралом

𝜓𝑖𝑗 =
1

2𝜋2𝑀3
5 𝑟

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁ 𝑡r

−∞
𝑑𝑡′𝐽0

(︁
𝜇
√︀
2𝑟(𝑡r − 𝑡′)

)︁ 𝑑

𝑑𝑡′

∫︁
𝑑3𝑥′ 𝑇m𝑖𝑗(𝑥

′). (5.4.18)

Заметим, что здесь расцепились интегралы по времени и пространственным координатам.

Удобно переписать источник поля в следующем виде. А именно, за счет сохранения

тензора энергии-импульса материи 𝜕𝛼𝑇m𝛼𝛽 = 0 мы можем представить его как [163]∫︁
𝑑3𝑥′ 𝑇m𝑖𝑗(𝑥

′) =
1

2

𝑑2

𝑑𝑡′2

∫︁
𝑑3𝑥′ 𝑇m00(𝑥

′)𝑥′𝑖𝑥
′
𝑗 =

1

2
𝑀̈𝑖𝑗(𝑡

′). (5.4.19)

В результате, поле в волновой зоне принимает вид

𝜓𝑖𝑗 =
1

4𝜋2𝑀3
5 𝑟

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁ 𝑡r

−∞
𝑑𝑡′

...
𝑀 𝑖𝑗(𝑡

′)𝐽0

(︁
𝜇
√︀

2𝑟(𝑡r − 𝑡′)
)︁
. (5.4.20)

В свою очередь, т.к. проекторы, выделяющие из поля 𝜓𝑖𝑗 дСС тензорного поля, являются бес­

следовыми по обеим парам индексов, то в выражениях для ℎ̄lt𝑖𝑗 и ℎ̄tt𝑖𝑗 мы можем эквивалентно

заменить второй момент массы источника 𝑀𝑖𝑗 на его квадрупольный момент

ℎ̄
lt/tt
𝑖𝑗 =

1

4𝜋2𝑀3
5 𝑟

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁ 𝑡r

−∞
𝑑𝑡′

...
𝑄

lt/tt

𝑖𝑗 (𝑡′)𝐽0

(︁
𝜇
√︀
2𝑟(𝑡r − 𝑡′)

)︁
, (5.4.21)

𝑄𝑖𝑗 =𝑀𝑖𝑗 −
1

3
𝛿𝑖𝑗𝑀𝑘𝑘, 𝑄

lt/tt
𝑖𝑗 = Λ

lt/tt
𝑖𝑗,𝑘𝑙𝑄𝑘𝑙. (5.4.22)

При выделении излучаемых частей производных полей ℎ̄lt𝑖𝑗 и ℎ̄tt𝑖𝑗 учтем, что дифференци­

рование проекторов будет увеличивать асимптотику поля по обратным степеням простран­

ственного расстояния 𝑟

𝜕𝑖𝑛𝑗 ∝ 𝑟−1. (5.4.23)

Таким образом, соответствующие члены не дадут вклада в дальнодействующую часть про­

изводной поля. В результате, после устранения локальных членов, возникающих в производ­

ных поля из-за дифференцирования верхнего предела в интеграле по времени, с помощью

интегрирования по частям с учетом ур. (5.4.15) мы получаем следующие выражения для

излучаемых частей производных полей ℎ̄lt𝑖𝑗 и ℎ̄tt𝑖𝑗 в нерелятивистском приближении

𝜕𝜇ℎ̄
lt/tt
𝑖𝑗 = − 𝑐𝜇

4𝜋2𝑀3
5 𝑟

Qlt/tt
𝑖𝑗 (𝑡r, 𝑟), 𝑐𝜇 = {1,n}, (5.4.24)

Qlt/tt
𝑖𝑗 =

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁ 𝑡r

−∞
𝑑𝑡′

....
𝑄

lt/tt

𝑖𝑗 (𝑡′)𝐽0

(︁
𝜇
√︀

2𝑟(𝑡r − 𝑡′)
)︁
. (5.4.25)
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5.4.2. Скалярное поле в волновой зоне

Для скалярного поля 𝜙 вычисления аналогичны проведенным выше, поэтому здесь мы

лишь кратко опишем основные шаги.

Из уравнения движения (5.4.4) с учетом ур. (5.4.15) находим, что скалярное поле в

волновой зоне в нерелятивистском приближении дается следующим интегралом

𝜙 = − 1

12𝜋2𝑀3
5 𝑟

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁ 𝑡r

−∞
𝑑𝑡′ 𝐽0

(︁
𝜇
√︀
2𝑟(𝑡r − 𝑡′)

)︁ 𝑑

𝑑𝑡′

∫︁
𝑑3𝑥′ 𝑇m(𝑥

′). (5.4.26)

С помощью закона сохранения тензора энергии-импульса материи на бране переписываем

пространственный интеграл от его следа как [163]∫︁
𝑑3𝑥′ 𝑇m(𝑥

′) = −𝑀(𝑡′) +
1

2
𝑀̈𝑘𝑘(𝑡

′), 𝑀(𝑡′) =

∫︁
𝑑3𝑥′ 𝑇m00(𝑥

′). (5.4.27)

В результате, с учетом закона сохранения ТЭИ материи на бране [163] скалярное поле в

волновой зоне переписывается как

𝜙 = − 1

24𝜋2𝑀3
5 𝑟

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁ 𝑡r

−∞
𝑑𝑡′

...
𝑀𝑘𝑘(𝑡

′)𝐽0

(︁
𝜇
√︀
2𝑟(𝑡r − 𝑡′)

)︁
. (5.4.28)

Наконец, устраняя локальные вклады за счет интегрирования по частям с помощью ур.

(5.4.15), выделяем дальнодействующую часть производной скалярного поля в виде

𝜕𝜇𝜙 =
𝑐𝜇

24𝜋2𝑀3
5 𝑟

M(𝑡r, 𝑟), 𝑐𝜇 = {1,n}, (5.4.29)

M =

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁ 𝑡r

−∞
𝑑𝑡′

....
𝑀 𝑘𝑘(𝑡

′)𝐽0

(︁
𝜇
√︀
2𝑟(𝑡r − 𝑡′)

)︁
. (5.4.30)

5.4.3. Квадрупольная формула в DGP-гравитации

Выделив излучаемые части дСС DGP-гравитации, вычислим эффективную мощность

гравитационного излучения произвольного нерелятивистского источника на бране.

Подставляя ур. (5.4.24) и (5.4.29) в эффективный ТЭИ дСС DGP-гравитации (5.3.150),

мы находим эффективную плотность потока энергии гравитационного излучения на бране в

виде

𝑇d
0𝑘 =

𝑀2
4

64𝜋4𝑀6
5 𝑟

2
𝑛𝑘

(︂
1

6
M2 +Qlt

𝑖𝑗Qlt
𝑖𝑗 +Qtt

𝑖𝑗Qtt
𝑖𝑗

)︂
. (5.4.31)

Отсюда с помощью ур. (1.3.7) мы получаем аналог квадрупольной формулы для углового

распределения эффективной мощности гравитационного излучения произвольного нереля­

тивистского источника на бране

𝑑𝑊DGP

𝑑Ω2

=
𝑀2

4

64𝜋4𝑀6
5

(︂
1

6
M2 +Qlt

𝑖𝑗Qlt
𝑖𝑗 +Qtt

𝑖𝑗Qtt
𝑖𝑗

)︂
. (5.4.32)
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Здесь явно выделены вклады трех дополнительных дСС гравитационного поля 𝜙 и ℎ̄lt𝑖𝑗, соот­

ветствующих трем дополнительным поляризациям гравитационных волн в DGP-модели. В

свою очередь, член ∝ Qtt
𝑖𝑗Qtt

𝑖𝑗 является здесь аналогом стандартной квадрупольной формулы

для мощности гравитационного излучения в ОТО [163].

Заметим, что интегралы по истории движения источника в дальнодействующей части

гравитационного поля (5.4.24) и (5.4.29) содержат тот же дампинг-фактор 𝐽0(𝜇
√︀
2𝑟(𝑡r − 𝑡′)),

что и дальнодействующая часть скалярного аналога DGP-модели (4.4.2). Таким образом, по­

лученные в Главе 4 в рамках скалярного-полевого аналога DGP-модели оценки для интенсив­

ности утечки гравитационных волн в дополнительное измерение (4.4.8) будут справедливы

и в случае DGP-модели гравитации.

5.4.4. Оценка параметров формулы Деффайе-Меноу

Получим с помощью выражения для гравитационного поля в волновой зоне (5.4.21)

оценку для параметра 𝑛 эмпирической формулы Деффайе-Меноу (3.2) [36], характеризую­

щей интенсивность утечки гравитационных волн в дополнительное измерение.

Так как в качестве фонового решения мы рассматривали плоскую брану, вложенную в

пятимерное пространство Минковского, то заменим в формуле Деффайе-Меноу (3.2) рассто­

яние светимости 𝑑𝐿 на пространственное расстояние 𝑟

ℎ̄ ∝ 1

𝑟(1 + (𝑟/𝑅𝑐)
𝑛/2)1/𝑛

. (5.4.33)

Для оценки параметра 𝑛, характеризующего резкость перехода асимптотики гравитационно­

го поля от четырехмерного режима к пятимерному, воспользуемся разложением ур. (5.4.33)

в области 𝑟 ≪ 𝑅𝑐, которое с точностью до первого порядка малости записывается как

ℎ̄ =
1

𝑟

(︂
1− 1

𝑛
(𝑟/𝑅𝑐)

𝑛/2 +𝒪 ((𝑟/𝑅𝑐)
𝑛)

)︂
. (5.4.34)

Получим подобное разложение для ур. (5.4.21) и определим из него соответствующий пара­

метр 𝑛.

Будем считать, что мы находимся в промежуточной области ℛ ≪ 𝑟 ≪ 𝑅𝑐, и пренебре­

жем тензорной структурой гравитационного поля (5.4.21)

ℎ̄ ∝ 1

𝑟

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇 𝜌(𝜇)

∫︁ 𝑡r

−∞
𝑑𝑡′

...
𝑄(𝑡′)𝐽0

(︁
𝜇
√︀
2𝑟(𝑡r − 𝑡′)

)︁
. (5.4.35)

Для простоты рассмотрим периодический источник 𝑄(𝑡′) ∝ sin𝜔𝑡′. Тогда после замены пе­

ременной 𝑠 = 𝑡r − 𝑡′ интеграл по истории движения в ур. (5.4.35) вычисляется как [150]
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∫︁ 𝑡r

−∞
𝑑𝑡′

...
𝑄(𝑡′)𝐽0

(︁
𝜇
√︀

2𝑟(𝑡r − 𝑡′)
)︁
∝
∫︁ ∞

0

𝑑𝑠 sin(𝜔𝑠)𝐽0

(︁
𝜇
√
2𝑟𝑠
)︁
∝ cos

𝑟𝜇2

2𝜔
. (5.4.36)

Здесь мы опустили факторы, зависящие от частоты движения источника 𝜔 и других его

характеристик, интересуясь лишь зависимостью гравитационного поля от расстояния до ис­

точника. Вычисляя интеграл по Калуца-Клейновским массам [150], получаем

ℎ̄ ∝ 1

𝑟

[︁
cos𝑥2 −

√
2 cos

(︁
𝑥2 +

𝜋

4

)︁
𝐶(𝑥)−

√
2 sin

(︁
𝑥2 +

𝜋

4

)︁
𝑆(𝑥)

]︁
, 𝑥 =

√︂
𝑟𝑀2

𝑐

2𝜔
, (5.4.37)

где 𝐶(𝑥) и 𝑆(𝑥) являются косинусным и синусным интегралами Френеля, соответственно

[150]. Вводя безразмерные расстояние 𝑟 = 𝑟/𝑅𝑐 и частоту 𝜔̄ = 𝜔/𝑀𝑐, раскладываем ур.

(5.4.37) в ряд по 𝑟 ≪ 1 с точностью до первого порядка малости [150]

ℎ̄ ∝ 1

𝑟

(︃
1−

√︂
𝑟

2𝜔̄
+𝒪(𝑟)

)︃
. (5.4.38)

Сравнивая ур. (5.4.34) и (5.4.38), находим, что параметр резкости перехода из формулы

Деффайе-Меноу (3.2) должен иметь значение 𝑛 = 1. Однако, при этом переходный радиус

DGP-модели 𝑅𝑐 должен быть заменен на эффективный переходный радиус

𝑅𝑐 =⇒ 𝑅eff = 2𝜔̄𝑅𝑐. (5.4.39)

В соответствии с результатами Главы 4, эффективный переходный радиус 𝑅eff , за которым

начинает значительно проявляться эффект утечки гравитационных волн в дополнительное

измерение, определяется не только параметрами DGP-модели, но также и частотой грави­

тационной волны. В частности, в области чувствительности современных гравитационно­

волновых обсерваторий [29] эффективный переходный радиус 𝑅eff на порядки превышает

переходный радиус 𝑅𝑐, определяемый параметрами DGP-модели

𝜔 ∼ 102 Гц, 𝑀𝑐 ∼ 10−42 ГэВ =⇒ 𝑅eff ∼ 1020𝑅𝑐, (5.4.40)

что сильно затрудняет потенциальное экспериментальное обнаружение эффекта утечки гра­

витационных волн [37—39].

Таким образом, исходя из разложения гравитационного поля в волновой зоне (5.4.38),

мы предполагаем, что формула Деффайе-Меноу (3.2) должна быть переписана как

ℎ ∝ 1

𝑟(1 +
√︀
𝑟/𝑅eff)

, 𝑅eff = 2𝜔̄𝑅𝑐, 𝜔̄ = 𝜔/𝑀𝑐 (5.4.41)

в случае распространения гравитационных волн по плоской бране, вложенной в пятимерное

пространство Минковского.
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5.5. Выводы

Целью данной Главы было исследование процесса гравитационного излучения в DGP­

модели гравитации. Рассматривая малые возмущения гравитационного поля на фоне плоской

браны без натяжения, вложенной в пятимерное пространство Минковского, мы получили ана­

лог квадрупольной формулы для эффективной мощности гравитационного излучения произ­

вольного нерелятивистского источника на бране (5.4.32). Также, основываясь на полученном

выражении для гравитационного поля на бране в волновой зоне (5.4.24) и (5.4.29), мы оце­

нили параметры эмпирической формулы Деффайе-Меноу (3.2) [36]. Показано, что параметр

𝑛, характеризующий резкость перехода асимптотики гравитационного поля от четырехмер­

ного к пятимерному режиму, имеет значение 𝑛 = 1, а переходный радиус DGP-модели 𝑅𝑐

должен быть заменен в данной формуле на эффективный переходный радиус 𝑅eff = 2𝜔̄𝑅𝑐

(где 𝜔̄ = 𝜔/𝑀𝑐), зависящий от частоты гравитационно-волнового сигнала 𝜔.

Поскольку эффективное квадратичное действие DGP-гравитации на бране (5.2.35) пред­

ставляет собой нелокальную теорию, нами было дано обобщение метода Нетер для постро­

ения тензора энергии-импульса на случай данной нелокальной теории. В результате, было

показано, что эффективный тензор энергии-импульса DGP-гравитации на бране (5.2.50) мо­

жет быть вычислен из эффективного нелокального действия (5.2.35) с помощью стандартной

формулы для канонического тензора энергии-импульса [176] в пренебрежении нелокальными

членами действия. Предложенный метод построения эффективного тензора энергии-импуль­

са был проверен в скалярной DGP-модели с помощью вычисления части ее полного пяти­

мерного Гамильтониана, локализованной на бране (5.2.23). Основываясь на предложенной

процедуре, мы построили эффективный тензор энергии-импульса динамических степеней

свободы DGP-гравитации (5.3.150), определяющий поток энергии гравитационного излуче­

ния на бране.

Заметим, что проблема гравитационного излучения в DGP-модели также рассматрива­

лась в работе [181] в рамках подхода эффективной теории поля к задачам излучения [80,

81]. Однако, будучи основанными на вычислениях в импульсном пространстве, результаты

данной работы не дают информации о структуре гравитационного поля в волновой зоне и

роли метастабильного характера эффективного гравитона на бране в формировании и утеч­

ке гравитационного излучения с браны. В свою очередь, наша работа предлагает решение

проблемы гравитационного излучения в DGP-модели исключительно методами классической

теории поля.
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Заключение

Данная диссертация посвящена изучению гравитационно-волновых эффектов в моделях

мира на бране с большими дополнительными измерениями пространства-времени. Исследо­

ваны нелокальные эффекты, возникающие в гравитационном излучении за счет нарушения

принципа Гюйгенса в балке нечетной размерности, а также эффект утечки гравитационных

волн с браны в дополнительные измерения, связанный с метастабильным характером эффек­

тивного гравитона на бране в DGP-модели гравитации. При изучении данных эффектов был

развит ряд пробных моделей скалярного поля, улавливающих основные черты рассматрива­

емых эффектов, а также дано обобщение ряда методов классической теории поля на случай

нелокальных эффективных теорий скалярного и гравитационного полей на бране. Основные

результаты диссертации заключаются в следующем:

1. В моделях безмассового скалярного поля в пространстве Минковского размерности

три и пять показано, что за счет нарушения принципа Гюйгенса поле в волновой зоне

и поток энергии излучения зависят от истории движения источника, предшествующей

запаздывающему времени. Получены формулы для мощности скалярного излучения

нерелятивистского заряда и формулы для мощности скалярного синхротронного из­

лучения. Обнаружено, что нарушение принципа Гюйгенса приводит к формированию

характерных хвостовых сигналов в излучении заряда на эллиптической орбите. В част­

ности, точки экстремума мощности излучения заряда сдвигаются во времени от момен­

тов прохождения зарядом перицентра и апоцентра орбиты. Получены выражения для

данных сдвигов с точностью до вкладов квадратичных по эксцентриситету орбиты.

2. В ОТО с одним бесконечным дополнительным измерением получен пятимерный аналог

квадрупольной формулы для мощности гравитационного излучения нерелятивистской

двойной системы, локализованной на 3-бране. Показано, что двойная система на бране

генерирует все пять поляризаций гравитационных волн в пятимерном балке. Однако,

для регистрации наблюдателем на бране доступны лишь три из них – две стандарт­

ные «крест» и «плюс» поляризации, а также так называемая «дышащая» мода [27].

Обнаружено, что последняя имеет ненулевое значение на бране, но переносит на 25%

меньше энергии, чем остальные поляризации. Получен закон эволюции квазикруговой

орбиты двойной системы на бране при потере ею энергии на гравитационное излучение

в пятимерный балк. Обнаружено, что относительная скорость сжатия двойной систе­

мы на бране при потере ею энергии на гравитационное излучение в пятимерный балк
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оказывается ниже по сравнению со своим четырехмерным аналогом.

3. В скалярном аналоге DGP-модели получена формула для эффективной мощности из­

лучения нерелятивистского заряда на круговой орбите на бране, характеризующая ин­

тенсивность утечки гравитационных волн в дополнительное измерение. В соответствии

с инфракрасной прозрачностью балка в DGP-модели, обнаружено, что интенсивность

утечки зависит от частоты гравитационно-волнового сигнала и оказывается выше для

низкочастотных сигналов. Оценена возможность экспериментального наблюдения эф­

фекта утечки гравитационных волн современными и будущими гравитационно-волно­

выми обсерваториями. Показано, что при реалистичном выборе параметров DGP-моде­

ли 𝑚𝑐 ∼ 10−42 ГэВ [108, 110] интенсивность утечки гравитационных волн с частотами

в диапазонах чувствительности LIGO и LISA крайне мала.

4. В DGP-гравитации получен аналог квадрупольной формулы для эффективной мощно­

сти гравитационного излучения произвольного нерелятивистского источника на бране.

Для этого на основе метода Нетер была разработана процедура построения эффектив­

ного тензора энергии-импульса гравитационного поля на бране из нелокального эффек­

тивного действия DGP-гравитации. Показано, что нелокальные массовые члены эффек­

тивного действия не дают вклад в эффективный тензор энергии-импульса, и он может

быть вычислен по стандартной формуле для канонического тензора энергии-импульса

в пренебрежении последними. На основе полученной квадрупольной формулы найдены

оценки для параметров эмпирической формулы Деффайе-Меноу (3.2).
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Приложения

1. Мощность пятимерного синхротронного излучения

Следующее вычисление было предложено И. Богушем. Рассмотрим интеграл

𝐽 =
1

4𝜋2

∫︁
R3

𝑑𝑎̂𝑑𝜃𝑑𝜁 (𝐴+ 1)𝐼2, 𝐼 =

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥
√
𝑥
𝑓 ′

𝑓 9/2

(︂
315

2

𝑓 ′2

𝑓
− 70

)︂
, (1.1)

𝑓(𝑥) = 𝑥2/3− 𝑎𝑥+ 𝐴+ 1, (1.2)

где 𝐴 = 𝑎̂2 + 𝜃2 + 𝜁2. Вводя цилиндрические координаты в пространстве (𝑎̂, 𝜃, 𝜁) с помощью

выражения 𝑏2 = 𝜃2 + 𝜁2, мы получаем

𝐽 =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑎̂

∫︁ ∞

0

𝑑𝑏 𝑏
(︀
𝑎̂2 + 𝑏2 + 1

)︀
𝐼2, 𝑓(𝑥) =

3

4
(2𝑥/3− 𝑎̂)2 +

1

4
𝑎̂2 + 𝑏2 + 1. (1.3)

Переходя к переменной 𝑦 = 2𝑥/3− 𝑎̂ и вводя обозначение 𝑐2 = 𝑎̂2 + 4(𝑏2 + 1), мы находим

𝑓(𝑥) =
1

4
(3𝑦2 + 𝑐2), 𝑓 ′(𝑥) = 𝑦, (1.4)

𝐼 = 70 · 29
(︂
3

2

)︂3/2 ∫︁ ∞

−𝑎̂

𝑑𝑦
𝑦
√
𝑦 + 𝑎̂

(3𝑦2 + 𝑐2)9/2

(︂
9𝑦2

3𝑦2 + 𝑐2
− 1

)︂
.

Полученный интеграл может быть выражен в терминах полных эллиптических интегралов

𝐸(𝑑) и 𝐾(𝑑) как [150]

𝐼 =
1

4 · 31/4𝐶
(𝐴 (2𝐸(𝑑) +𝐾(𝑑)) +𝐵𝐾(𝑑)) , (1.5)

𝐴 = −288𝑎̂(𝑏2 + 1)(𝑎̂2 + 3𝑏2 + 3), (1.6)

𝐵 =
√
3
√
𝑎̂2 + 𝑏2 + 1

(︀
28𝑎̂4 + 44𝑎̂2(𝑏2 + 1)− 80(𝑏2 + 1)2

)︀
, (1.7)

𝐶 =
(︀
𝑎̂2 + 4(𝑏2 + 1)

)︀2
(𝑎̂2 + 𝑏2 + 1)15/4, (1.8)

𝑑 =
1

2

(︃ √
3𝑎̂

2
√
𝑎̂2 + 𝑏2 + 1

+ 1

)︃
. (1.9)

В результате, мы получаем амплитуду мощности излучения в форме двойного интеграла

𝐽 =
1

32
√
3𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑎̂

∫︁ ∞

0

𝑑𝑏
𝑏 (𝐴(2𝐸(𝑑) +𝐾(𝑑)) +𝐵𝐾(𝑑))2

(𝑎̂2 + 4(𝑏2 + 1))4(𝑎̂2 + 𝑏2 + 1)13/2
, (1.10)

который может быть легко оценен численно, приводя к значению 𝐽 = 1/
√
27 с точностью до

пяти цифр после запятой.

2. Вычисление 𝐼 𝑙4 для заряда на эллиптической орбите

Спектральное распределение мощности излучения нерелятивистского заряда на эллип­

тияеской орбите определяется интегралом (2.3.22), который является линейной комбинацией
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двух интегралов

𝐼 𝑙4,s =

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜉 (1− 𝑒 cos 𝜉) sin 𝜉 𝑒𝑖𝑙(𝜉−𝑒 sin 𝜉), (2.1)

𝐼 𝑙4,c =

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜉 (1− 𝑒 cos 𝜉) cos 𝜉 𝑒𝑖𝑙(𝜉−𝑒 sin 𝜉). (2.2)

Здесь мы продемонстрируем лишь вычисление интеграла (2.1). Интеграл (2.2) вычисляется

аналогичным образом.

Учитывая, что интеграл нечетной периодической функции по периоду равен нулю, рас­

крывая экспоненту по формуле Эйлера, приходим к интегралу вида

𝐼 𝑙4,s = 𝑖

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜉 (1− 𝑒 cos 𝜉) sin 𝜉 sin(𝑙𝜉 − 𝑒𝑙 sin 𝜉). (2.3)

Вводя новую переменную интегрирования 𝜉′ = 𝜉 − 𝜋, переписываем 𝐼 𝑙4,s как

𝐼 𝑙4,s = 𝑖(−1)𝑙+1

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑑𝜉′ (1 + 𝑒 cos 𝜉′) sin 𝜉′ sin(𝑙𝜉′ + 𝑒𝑙 sin 𝜉′). (2.4)

Так как мы получили интеграл от четной функции по симметричному интервалу, то раскры­

вая sin(𝑙𝜉′ + 𝑒𝑙 sin 𝜉′), после замены 𝜉′ → 𝜉 записываем 𝐼 𝑙4,s как

𝐼 𝑙4,s = 2𝑖(−1)𝑙+1

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜉
[︁
sin 𝜉 sin 𝑙𝜉 cos(𝑒𝑙 sin 𝜉) + sin 𝜉 cos 𝑙𝜉 sin(𝑒𝑙 sin 𝜉)

+
𝑒

2
sin 2𝜉 sin 𝑙𝜉 cos(𝑒𝑙 sin 𝜉) +

𝑒

2
sin 2𝜉 cos 𝑙𝜉 sin(𝑒𝑙 sin 𝜉)

]︁
. (2.5)

Наконец, представляя произведения sin𝑚𝜉 cos 𝑙𝜉 в виде комбинаций синусов/косинусов сум­

мы или разности, получаем

𝐼 𝑙4,s = 𝑖(−1)𝑙+1

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜉
[︁
cos (𝑙 − 1)𝜉 cos(𝑒𝑙 sin 𝜉)− cos (𝑙 + 1)𝜉 cos(𝑒𝑙 sin 𝜉)

− sin (𝑙 − 1)𝜉 sin(𝑒𝑙 sin 𝜉) + sin (𝑙 + 1)𝜉 sin(𝑒𝑙 sin 𝜉) +
𝑒

2
cos (𝑙 − 2)𝜉 cos(𝑒𝑙 sin 𝜉)

− 𝑒

2
cos (𝑙 + 2)𝜉 cos(𝑒𝑙 sin 𝜉)− 𝑒

2
sin (𝑙 − 2)𝜉 sin(𝑒𝑙 sin 𝜉) +

𝑒

2
sin (𝑙 + 2)𝜉 sin(𝑒𝑙 sin 𝜉)

]︁
. (2.6)

Полученные здесь интегралы легко вычисляются [150], и мы находим следующее выражение

для интеграла (2.1)

𝐼 𝑙4,s = 𝑖𝜋𝐴𝑙(𝑒), (2.7)

где 𝐴𝑙(𝑒) дается уравнением (2.3.27).

3. Поляризации гравитационных волн в 𝐷 = 5

Следующий вывод аналогичен представленному в [163]. Вычислим поляризационные

амплитуды произвольного симметричного тензора второго ранга 𝒜tt
𝑖𝑗 в подобранной специ­

альным образом систем координат. Затем перепишем его компоненты, участвующие в этих

амплитудах, через его компоненты в произвольной координатной системе.
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Начнем с тензора 𝒜′
𝑖𝑗 в 𝑥′-системе, где вектор в направлении наблюдения n′ сонаправлен

с координатной 𝑥′4-осью

𝑛′𝑖 = {0, 0, 0, 1}. (3.1)

С помощью (3.1.109) мы находим тензор 𝒜′
𝑖𝑗 в поперечно-бесследовой калибровке в виде

𝒜′tt
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝒜+ − 1

2
𝒜∘ 𝒜× 𝒜⊕ 0

𝒜× −𝒜+ − 1

2
𝒜∘ 𝒜⊗ 0

𝒜⊕ 𝒜⊗ 𝒜∘ 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.2)

где поляризационные амплитуды определяются по аналогии с ур. (3.1.114) и (3.1.115) как

𝒜+ =
1

2
(𝒜′

11 −𝒜′
22) , 𝒜× = 𝒜′

12, 𝒜∘ =
2

3
𝒜′

33 −
1

3
(𝒜′

11 +𝒜′
22) , (3.3)

𝒜⊕ = 𝒜′
13, 𝒜⊗ = 𝒜′

23. (3.4)

Перепишем компоненты 𝒜′
𝑖𝑗 через компоненты 𝒜𝑖𝑗, определенные относительно произ­

вольно ориентированной 𝑥-системы отсчёта, в которой вектор в направлении наблюдения n

имеет вид [148]

𝑛𝑖 = {cos𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁, sin𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁, cos 𝜃 sin 𝜁, cos 𝜁}. (3.5)

Он связан с вектором n′ как 𝑛𝑖 = 𝑅𝑖
𝑗𝑛

′ 𝑗, где матрица поворота 𝑅𝑖
𝑗 записывается как

𝑅𝑖
𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
sin𝜑 cos𝜑 cos 𝜃 cos𝜑 sin 𝜃 cos 𝜁 cos𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁

− cos𝜑 sin𝜑 cos 𝜃 sin𝜑 sin 𝜃 cos 𝜁 sin𝜑 sin 𝜃 sin 𝜁

0 − sin 𝜃 cos 𝜃 cos 𝜁 cos 𝜃 sin 𝜁

0 0 − sin 𝜁 cos 𝜁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.6)

Аналогично, компоненты тензора 𝒜′
𝑖𝑗 переписываются через компоненты 𝒜𝑖𝑗 как

𝒜′
𝑚𝑛 =

(︀
𝑅T𝒜𝑅

)︀
𝑚𝑛
, (3.7)

где (𝑃𝑄)𝑖𝑗 = 𝑃𝑖𝑘𝑄𝑘𝑗 является матричным произведением, а 𝑅T – транспонированная матрица

преобразования.

В результате, мы получаем поляризационные амплитуды для произвольного направле­

ния наблюдения n. Так, стандартные «плюс» и «крест» поляризации принимают вид

𝒜+ =
1

2

[︀
𝒜11(sin

2 𝜑− cos2 𝜑 cos2 𝜃) +𝒜22(cos
2 𝜑− sin2 𝜑 cos2 𝜃)− 𝐴33 sin

2 𝜃−

− 𝒜12(1 + cos2 𝜃) sin 2𝜑+ (𝒜13 cos𝜑+𝒜23 sin𝜑) sin 2𝜃
]︀
, (3.8)

𝒜× =
1

2
(𝒜11 −𝒜22) sin 2𝜑 cos 𝜃 −𝒜12 cos 2𝜑 cos 𝜃 − (𝒜13 sin𝜑−𝒜23 cos𝜑) sin 𝜃. (3.9)
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Заметим, что полученные выражения (3.8) и (3.9) совпадают со своими четырехмерными

аналогами [163]. «Дышащая» мода записывается как

𝒜∘ =
1

3

{︀
𝒜11[(2 cos

2 𝜁 + 1) cos2 𝜑 sin2 𝜃 − 1] +𝒜22[(2 cos
2 𝜁 + 1) sin2 𝜑 sin2 𝜃 − 1] +𝒜33 ×

× [(2 cos2 𝜁 + 1) cos2 𝜃 − 1] + 2𝒜44 sin
2 𝜁 + [𝒜12 sin 2𝜑 sin

2 𝜃 + (𝒜13 cos𝜑+𝒜23 sin𝜑)×

× sin 2𝜃](2 cos2 𝜁 + 1)− 2[(𝒜14 cos𝜑+𝒜24 sin𝜑) sin 𝜃 +𝒜34 cos 𝜃] sin 2𝜁
}︀
. (3.10)

Заметим, что она имеет ненулевое значение когда точка наблюдения и источник поля нахо­

дятся на бране 𝜁 = 𝜋/2, 𝒜𝑖4 = 0. Оставшиеся поляризации 𝒜⊕ и 𝒜⊗ принимают вид

𝒜⊕ =
1

2
(𝒜11 −𝒜22) sin 2𝜑 sin 𝜃 cos 𝜁 −𝒜12 cos 2𝜑 sin 𝜃 cos 𝜁 + (𝒜13 sin𝜑−𝒜23 cos𝜑)×

× cos 𝜃 cos 𝜁 − (𝒜14 sin𝜑−𝒜24 cos𝜑) sin 𝜁, (3.11)

𝒜⊗ =
1

2

{︀(︀
𝒜11 cos

2 𝜑+𝒜22 sin
2 𝜑−𝒜33

)︀
sin 2𝜃 cos 𝜁 +𝒜12 sin 2𝜑 sin 2𝜃 cos 𝜁 + 2 (𝒜13 cos𝜑+

+ 𝒜23 sin𝜑) cos 2𝜃 cos 𝜁 − 2 (𝒜14 cos𝜑+𝒜24 sin𝜑) cos 𝜃 sin 𝜁 +𝒜34 sin 𝜃 sin 𝜁} . (3.12)

В отличие от «дышащей» моды, они принимают нулевые значения, когда источник и точка

наблюдения находятся на бране.

4. Регуляризация вклада точечных частиц

Рассмотрим первые два члена в ур. (3.2.11) и разделим их на три интеграла

𝐼𝑖𝑗 =

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
[︂
15

4
𝑣𝑖𝑣𝑗

ns(𝑡′)− nv̄

(𝑡− 𝑡′)5/2
+

3

2

𝑣𝑖𝑣𝑗
(𝑡− 𝑡′)5/2

]︂
= 𝐼1𝑖𝑗 + 𝐼2𝑖𝑗 + 𝐼3𝑖𝑗, (4.1)

𝐼1𝑖𝑗 =
15

4

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′ 𝑣𝑖𝑣𝑗

ns(𝑡′)

(𝑡− 𝑡′)5/2
, 𝐼2𝑖𝑗 = −15

4

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′ 𝑣𝑖𝑣𝑗

nv̄

(𝑡− 𝑡′)5/2
, (4.2)

𝐼3𝑖𝑗 =
3

2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

𝑣𝑖𝑣𝑗
(𝑡− 𝑡′)5/2

. (4.3)

По аналогии с регуляризацией скалярного поля в Главе 1, мы вводим параметр 𝜖 → +0

в верхний предел интегрирования 𝑡 → 𝑡 − 𝜖 и интегрируем ур. (4.1–4.3) по частям, сводя

степени знаменателей подынтегральных выражений к 1/2.

Интегрируя 𝐼1𝑖𝑗 по частям трижды с помощью ур. (1.4.17), мы выделяем его расходимо­

сти, содержащиеся в верхнем пределе интегрирования

𝐼1𝑖𝑗 =
5

2
lim
𝜖→+0

𝑣𝑖𝑣𝑗
nv̄

𝜖3/2
− 2 lim

𝜖→+0
𝑣𝑖𝑣𝑗

nā

𝜖1/2
− 10 lim

𝜖→+0
𝑎̄(𝑖𝑣𝑗)

nv̄

𝜖1/2
+ 2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′ 𝑣𝑖𝑣𝑗

nȧ

(𝑡− 𝑡′)1/2
+

+ 12

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′ 𝑎(𝑖𝑣𝑗)

na

(𝑡− 𝑡′)1/2
+ 6

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′ (𝑎̇𝑖𝑣𝑗 + 2𝑎𝑖𝑎𝑗 + 𝑣𝑖𝑎̇𝑗)

nv

(𝑡− 𝑡′)1/2
−

− 2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′ (𝑎̈𝑖𝑣𝑗 + 3𝑎̇𝑖𝑎𝑗 + 3𝑎𝑖𝑎̇𝑗 + 𝑣𝑖𝑎̈𝑗)

nz̄− nz

(𝑡− 𝑡′)1/2
, (4.4)
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где мы учли, что s(𝑡) → v̄, 𝑡→ 𝑡. После аналогичных преобразований 𝐼2𝑖𝑗 принимает вид

𝐼2𝑖𝑗 = −5

2
lim
𝜖→+0

𝑣𝑖𝑣𝑗
nv̄

𝜖3/2
+ 10 lim

𝜖→+0
𝑎̄(𝑖𝑣𝑗)

nv̄

𝜖1/2
− 5

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′ (𝑎̇𝑖𝑣𝑗 + 2𝑎𝑖𝑎𝑗 + 𝑣𝑖𝑎̇𝑗)

nv̄

(𝑡− 𝑡′)1/2
. (4.5)

Первые два члена ур. (4.5) сокращаются с двумя сингулярными вкладами в ур. (4.4). По­

следний интеграл 𝐼3𝑖𝑗 преобразуется к следующему виду

𝐼3𝑖𝑗 = lim
𝜖→+0

𝑣𝑖𝑣𝑗
𝜖3/2

− 4 lim
𝜖→+0

𝑎̄(𝑖𝑣𝑗)
𝜖1/2

+ 2

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′
𝑎̇𝑖𝑣𝑗 + 2𝑎𝑖𝑎𝑗 + 𝑣𝑖𝑎̇𝑗

(𝑡− 𝑡′)1/2
. (4.6)

Оставшиеся сингулярные члены в ур. (4.5) и (4.6) сокращаются «контрчленами», содержа­

щимися в ур. (3.2.11)

− 3

2
lim
𝜖→+0

∫︁ 𝑡−𝜖

−∞
𝑑𝑡′

𝑣𝑖𝑣𝑗
(𝑡− 𝑡′)5/2

= − lim
𝜖→+0

𝑣𝑖𝑣𝑗
𝜖3/2

, (4.7)

lim
𝜖→+0

∫︁ 𝑡−𝜖

−∞
𝑑𝑡′

2𝑎̄(𝑖𝑣𝑗) + 𝑣𝑖𝑣𝑗nā

(𝑡− 𝑡′)3/2
= 2 lim

𝜖→+0

2𝑎̄(𝑖𝑣𝑗) + 𝑣𝑖𝑣𝑗nā

𝜖1/2
, (4.8)

оставляя лишь сходящийся интеграл (3.2.12) в излучаемой части гравитационного поля то­

чечной частицы.

5. Интеграл по ближней зоне

Пространственный интеграл, возникающий в ур. (3.3.23) и (3.3.31), имеет вид∫︁
ℛ
𝑑3𝑥′ 𝜙1(𝑥

′)𝜕 ′
𝑖 𝜕

′
𝑗𝜙2(𝑥

′), (5.1)

где ℛ означает интегрирование по внутренности 2-сферы радиуса ℛ с центром в начале коор­

динат. Учитывая нерелятивистское движение частиц и пренебрегая запаздыванием полей в

ближней зоне, скалярные поля, стоящие под интегралом, даются ур. (3.1.119). Переписывая

координаты частиц через относительную координату (3.2.15), мы получаем∫︁
ℛ
𝑑3𝑥′

𝑔1
|𝑥⃗′ + 𝑠2𝑧⃗(𝑡′)|

𝜕 ′
𝑖 𝜕

′
𝑗

𝑔2
|𝑥⃗′ − 𝑠1𝑧⃗(𝑡′)|

, (5.2)

где 𝑠1 = 𝑚1/𝑀 и 𝑠2 = 𝑚2/𝑀 . Мы сдвигаем начало координат как

𝑦⃗ = 𝑥⃗′ − 𝑠1𝑧⃗, (5.3)

чтобы получить под производными обратное расстояние до начала координат. Мы также

меняем область интегрирования на внутренность сферы с центром в 𝑦⃗ = 0. Новая область

интегрирования отличается от начальной лишь областями |𝑦⃗| ∼ ℛ, где плотность энергии­

импульса скалярного поля исчезающе мала. Мы пренебрегаем этими различиями в областях

интегрирования, приводя пространственный интеграл к виду

3𝑔1𝑔2𝛿𝑖i𝛿𝑗j

∫︁
𝑑𝑦 𝑑Ω2

𝑛̂i𝑛̂j

𝑦|𝑦⃗ + 𝑧⃗|
, 𝑦 = |𝑦⃗|, 𝑛̂i =

𝑦i

𝑦
, (5.4)
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где индексы i, j = 1, 3 нумеруют координаты на бране, а также мы используем сферические

координаты (Ω2 является угловым элементом на 2-сфере).

Для вычисления интеграла по сфере в ур. (5.4) мы раскладываем подынтегральное

выражение по сферическим гармоникам (см., например, [167—169]) как

1

|𝑦⃗ + 𝑧⃗|
=
∑︁
𝑙,𝑚

4𝜋(−1)𝑙

2𝑙 + 1

𝑟𝑙<
𝑟𝑙+1
>

𝑌 *
𝑙𝑚(𝑛

i
𝑧)𝑌𝑙𝑚(𝑛̂

i), (5.5)

где 𝑟>(<) обозначает большее (меньшее) из 𝑦 и 𝑧 = |𝑧⃗|. Тогда интеграл в ур. (5.4) разделяется

на два вклада, соответствующих интегрированию по внутренности сферы радиуса 𝑧 и по

сферической оболочке 𝑦 ∈ (𝑧,ℛ)∫︁
𝑑𝑦 𝑑Ω2

𝑛̂i𝑛̂j

𝑦|𝑦⃗ + 𝑧⃗|
= 4𝜋

∑︁
𝑙,𝑚

∫︁ 𝑧

0

𝑑𝑦
𝑦𝑙−1

𝑧𝑙+1

∫︁
𝑑Ω2

(−1)𝑙

2𝑙 + 1

(︂
𝑛̂i𝑛̂j − 1

3
𝛿ij
)︂
𝑌 *
𝑙𝑚(𝑛

i
𝑧)𝑌𝑙𝑚(𝑛̂

i)+

+ 4𝜋
∑︁
𝑙,𝑚

∫︁ ℛ

𝑧

𝑑𝑦
𝑧𝑙

𝑦𝑙+2

∫︁
𝑑Ω2

(−1)𝑙

2𝑙 + 1

(︂
𝑛̂i𝑛̂j − 1

3
𝛿ij
)︂
𝑌 *
𝑙𝑚(𝑛

i
𝑧)𝑌𝑙𝑚(𝑛̂

i), (5.6)

где мы добавили 𝛿-символы Кронекера к произведениям двух единичных векторов, учитывая

что 𝛿𝑖i𝛿𝑗j𝛿ij = 𝛿𝑖𝑗 и что в поперечно-бесследовой калибровке эти вклады исчезнут.

Угловой интеграл в первом слагаемом в ур. (5.6) вычисляется с помощью формул, пред­

ставленных в [167—169]∑︁
𝑚

∫︁
𝑑Ω2

(︂
𝑛̂i𝑛̂j − 1

3
𝛿ij
)︂
𝑌 *
𝑙𝑚(𝑛

i
𝑧)𝑌𝑙𝑚(𝑛̂

i) =

(︂
𝑛̂i
𝑧𝑛̂

j
𝑧 −

1

3
𝛿ij
)︂
𝛿𝑙2. (5.7)

Оставшийся интеграл по радиальной координате в первом члене в ур. (5.6) принимает вид

4𝜋

5

(︂
𝑛̂i
𝑧𝑛̂

j
𝑧 −

1

3
𝛿ij
)︂∫︁ 𝑧

0

𝑑𝑦
𝑦

𝑧3
=

2𝜋

5

𝑧i𝑧j

𝑧3
, (5.8)

где мы опустили 𝛿-символ Кронекера в правой части уравнения. С помощью ур. (5.7), мы

вычисляем второе слагаемое в ур. (5.6), приходя к следующему выражению

−4𝜋

15

𝑧i𝑧j

ℛ3
+

4𝜋

15

𝑧i𝑧j

𝑧3
. (5.9)

Опуская, как обсуждалось выше, вклад обратно пропорциональный радиусу ближней зоны

и совмещая ур. (5.8) и (5.9), мы приходим к следующему выражению для пространственного

интеграла (5.1) ∫︁
ℛ
𝑑3𝑥′ 𝜙1(𝑥

′)𝜕 ′
𝑖 𝜕

′
𝑗𝜙2(𝑥

′) = 2𝜋𝑔1𝑔2
𝑧𝑖𝑧𝑗

𝑧3
, (5.10)

Наконец, с помощью уравнения движения частиц мы переписываем его как∫︁
ℛ
𝑑3𝑥′ 𝜙1(𝑥

′)𝜕 ′
𝑖 𝜕

′
𝑗𝜙2(𝑥

′) = −𝜋𝜇
(︀
𝑎𝑖𝑧𝑗 + 𝑧𝑖𝑎𝑗

)︀
. (5.11)
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6. Излучение двойной системы на круговой орбите

Здесь мы вычисляем лишь компоненту 𝒜11(𝑥). Остальные компоненты вычисляются

аналогичным образом. Подставляя в ур. (3.4.14) производную второго момента массы (3.4.15),

мы получаем

𝒜11(𝑥) = 8𝜇𝑅2
s𝜔

4
s

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′

cos 2𝜔s𝑡

(𝑡− 𝑡′)1/2
. (6.1)

Заменяя переменную интегрирования 𝑠 = 𝑡− 𝑡′ и раскладывая косинус разности, находим

𝒜11(𝑥) = 8𝜇𝑅2
s𝜔

4
s

∫︁ +∞

0

𝑑𝑠√
𝑠
(cos 2𝜔s𝑡 cos 2𝜔s𝑠+ sin 2𝜔s𝑡 sin 2𝜔s𝑠) . (6.2)

Два полученных интеграла являются интегралами Френеля (1.4.33). Таким образом, с помо­

щью формулы для суммы синуса и косинуса мы получаем

𝒜11(𝑥) =
√
32𝜋𝜇𝑅2

s𝜔
7/2
s sin

(︁
2𝜔s𝑡+

𝜋

4

)︁
. (6.3)

7. Поле неподвижного заряда на бране

Чтобы вычислить поле статического заряда на бране, начнем с ур. (4.2.42) и ур. (4.2.39–4.2.40).

В случае заряда, покоящегося на бране в начале координат 𝑧𝜇(𝜏) = {𝜏,0}, скалярный ток

(4.1.3) принимает простой вид

𝑗(𝑥) = 𝑔𝛿(3)(x). (7.1)

Подставляя его в ур. (4.2.42), для интеграла с четырехмерной массивной функцией Грина

мы находим [150] ∫︁
𝑑4𝑥′𝐺4(𝑥− 𝑥′|𝜇) 𝑗(𝑥′) = 𝑔𝑒−𝜇𝑟

4𝜋𝑟
, 𝑟 = |x|. (7.2)

Как и следовало ожидать, ур. (7.2) соответствует Юкавскому потенциалу статического за­

ряда, взаимодействующего с четырехмерным массивным полем. В результате, поле на бране

дается интегралом по непрерывному Калуца-Клейновскому спектру от Юкавских потенциа­

лов

𝜙(𝑥; 0) = − 𝑔𝑀2
𝑐

8𝜋2𝑀3
5 𝑟

∫︁ ∞

0

𝑑𝜇
𝑒−𝜇𝑟

𝜇2 +𝑀2
𝑐

. (7.3)

Вычисляя этот интеграл [150], получаем поле статического заряда на бране в виде

𝜙(𝑥; 0) = − 𝑔

4𝜋2𝑀2
4 𝑟

[︂
Ci(𝑀𝑐𝑟) sin𝑀𝑐𝑟 +

1

2
(𝜋 − 2 Si(𝑀𝑐𝑟)) cos𝑀𝑐𝑟

]︂
, (7.4)

где Si(𝑥) и Ci(𝑥) – синусный и косинусный интегралы, соответственно [150]. Ур. (7.4) совпа­

дает с полем статического заряда на бране, полученным в нормальном бранче DGP-модели

[17]. Таким образом, граничное условие излучения в балке соответствует выбору нормального

бранча DGP-модели.
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8. Гравитационное излучение осциллирующей массы

В ОТО линейное уравнение движения гравитационного поля на фоне пространства Мин­

ковского в калибровке Лоренца имеет вид [163]

4�ℎ̄𝜇𝜈 = −16𝜋𝐺𝑇m𝜇𝜈 , ℎ̄𝜇𝜈 = ℎ𝜇𝜈 −
1

2
𝜂𝜇𝜈ℎ, 𝜕𝜇ℎ̄𝜇𝜈 = 0. (8.1)

ТЭИ Исааксона (5.3.31) переписывается через приведенные возмущения метрики как

ℎ̄ = −ℎ =⇒ 𝑡𝜇𝜈 =
1

32𝜋𝐺

⟨
𝜕𝜇ℎ̄

𝛼𝛽𝜕𝜈 ℎ̄𝛼𝛽 −
1

2
𝜕𝜇ℎ̄𝜕𝜈 ℎ̄

⟩
. (8.2)

В соответствии с подходом Рорлиха-Тейтельбойма, гравитационное поле частицы массы

𝑚, движущейся по мировой линии 𝑧𝜇(𝜏), имеет вид

𝑇m𝜇𝜈 = 𝑚

∫︁
𝑑𝜏 𝑣𝜇𝑣𝜈 𝛿

(4)(𝑥− 𝑧), 𝑣𝜇 =
𝑑𝑧𝜇

𝑑𝜏
=⇒ ℎ̄𝜇𝜈 = 4𝐺𝑚

𝑣𝜇𝑣𝜈
𝜌

, (8.3)

где запаздывающее собственное время 𝜏 определяется ур. (1.3.1), а Лоренц-инвариантное

расстояние 𝜌 ур. (1.3.3). Отсюда находим излучаемую часть гравитационного поля[︀
𝜕𝜇ℎ̄𝛼𝛽

]︀rad
= −4𝐺𝑚

𝑐𝜇
𝜌
[𝑎̂𝛼𝑣𝛽 + 𝑣𝛼𝑎̂𝛽 + (𝑎̂𝑐)𝑣𝛼𝑣𝛽] . (8.4)

В нерелятивистском пределе |v| ≪ 1 на удалении от области движения частицы |x| ≫ |z|

компоненты излучаемой части гравитационного поля записываются как[︀
𝜕𝜇ℎ̄00

]︀rad
= −4𝐺𝑚

𝑟
𝑐𝜇𝑛𝑘𝑎̄𝑘, 𝑐𝜇 =

{︀
1, 𝑛𝑖

}︀
, 𝑛𝑖 = 𝑥𝑖/𝑟, 𝑡 = 𝑡− 𝑟, (8.5)[︀

𝜕𝜇ℎ̄0𝑖
]︀rad

=
4𝐺𝑚

𝑟
𝑐𝜇𝑎̄𝑖,

[︀
𝜕𝜇ℎ̄𝑖𝑗

]︀rad
= −4𝐺𝑚

𝑟
𝑐𝜇 (𝑎̄𝑖𝑣𝑗 + 𝑣𝑖𝑎̄𝑗) , (8.6)

Заметим, что в нерелятивистском пределе различные компоненты гравитационного поля

имеют различные порядки малости.

Подставляя (8.5–8.6) в ур. (8.2), в нерелятивистском пределе мы находим следующее

выражение для потока энергии гравитационного излучения точечной частицы

𝑑𝑊

𝑑Ω2

= 𝑡0𝑖𝑛𝑖𝑟2 =
𝐺𝑚2

2𝜋

⟨
1

2
(nā)2 − 2ā2

⟩
. (8.7)

Заметим, что мы получили вклад более низкого порядка малости, по сравнению с квадру­

польной формулой [163]. Это связано с тем, что в Лоренцевской калибровке сохраняются

ндСС гравитационного поля, которые и дают данный вклад в поток энергии гравитационно­

го излучения. В частности, мощность гравитационного излучения осциллирующей точечной

массы z = {0, 0, 𝑅0 cos𝜔0𝑡}, вычисленная по полученной неверной формуле (8.7), оказывается

отрицательной

𝑊 = −11

6
𝐺𝑚2𝑅2

0𝜔
4
0 < 0, (8.8)

Таким образом, для корректного вычисления гравитационного излучения вне поперечно­

бесследовой калибровки необходимо выделять ТЭИ дСС гравитационного поля.
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