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Ïðåäñòàâëåííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà àêòóàëüíûì âîïðîñàì âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè, ñâÿçàííûì ñ îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè ñòîëáöîâûõ è êðåñòîâûõ àïïðîê-
ñèìàöèé ìàòðèö â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ, ïîñòðîåíèåì ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ òàêèõ
àïïðîêñèìàöèé è èõ ïðèëîæåíèÿì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò íåïîñðåäñòâåí-
íîå îòíîøåíèå ê ðàáîòàì Å.Å.Òûðòûøíèêîâà (1996 � í.âð.), Ñ.À. Ãîðåéíîâà (1997 �
í.âð.), Í.Ë. Çàìàðàøêèíà (1997 � í.âð.), Ä.Â.Ñàâîñòüÿíîâà (2001, 2006), Ì.Áåáåíäîðôà
(2000 � í.âð.), Ì. Ãó (1996 � 2004), È.Â.Îñåëåäöà (2010 � í.âð.), Äæ.Âèëêèíñîíà
(1961), Ñ.Âàíãà (2006�2016), Ô.Ð. äå Õîîãà (2007 � í.âð.), Ê.Áóòñèäèñà (2009�2014),
Í.Â.Áðèëëèàíòîâà (2014, 2018), Ä.À.Æåëòêîâà (2013 � í.âð.), Ñ.À.Ìàòâååâà (2014
� í.âð.), Ñ.Â.Ïåòðîâà (2021 � í.âð.) è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ñòîëáöîâûõ è êðåñòîâûõ àïïðîê-
ñèìàöèé ñ äðóãèìè âèäàìè ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèö,
íàïîìèíàåòñÿ âèä íàèëó÷øèõ ñòîëáöîâûõ (êðåñòîâûõ) àïïðîêñèìàöèé è íàèëó÷øèõ
ñòîëáöîâûõ (êðåñòîâûõ) àïïðîêñèìàöèé çàäàííîãî ðàíãà â íîðìå Ôðîáåíèóñà (ïðè
çàäàííîì íàáîðå ñòîëáöîâ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ñòîëáöîâ è ñòðîê, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðûõ ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ), íàïîìèíàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ îáúåìà è r-ïðîåêòèâíîãî
îáúåìà, âûâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ñâîéñòâà ïîäìàòðèö ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîãî
îáúåìà.

Âòîðàÿ, îñíîâíàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ, ãëàâà äèññåðòàöèè ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâà (íî-
âûõ, èçâåñòíûõ è óëó÷øåíèé èçâåñòíûõ) âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé
ñòîëáöîâûõ è êðåñòîâûõ àïïðîêñèìàöèé ìàòðèö îòíîñèòåëüíî èõ íàèëó÷øåé àïïðîê-
ñèìàöèè çàäàííîãî ðàíãà r â òðåõ îñíîâíûõ íîðìàõ: ÷åáûøåâñêîé, ñïåêòðàëüíîé è
íîðìå Ôðîáåíèóñà. Äëÿ ÷åáûøåâñêîé íîðìû òàêàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü èìå-
åò âåðõíþþ îöåíêó ïîðÿäêà r ïðè âûáîðå r ñòîëáöîâ è ñòðîê, è âåðõíþþ îöåíêó
ïîðÿäêà

√
r ïðè âûáîðå ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ýòè îöåíêè

òî÷íû ïî ïîðÿäêó, êàê ïîêàçûâàþò ïðèâîäèìûå è ïîëó÷åííûå àâòîðîì íèæíèå îöåí-
êè äëÿ ïðèáëèæåíèÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øèõ àïïðîêñèìà-
öèé â íîðìå ×åáûøåâà èñïîëüçóþòñÿ ñòîëáöû èëè êðåñòû ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíî-
ãî îáúåìà, ïðèíöèïèàëüíàÿ ðîëü êîòîðûõ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ â ÷åáûøåâñêîé íîðìå
áûëà âûÿâëåíà Å.Å.Òûðòûøíèêîâûì è åãî ó÷åíèêàìè. Äëÿ ñïåêòðàëüíîé íîðìû
âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ñòîëáöîâûõ àïïðîêñèìàöèé
ìàòðèö ñ N ñòîëáöàìè (ïðè ïðîèçâîëüíîì êîëè÷åñòâå n ∈ [r,N ] âûáèðàåìûõ ñòîëá-
öîâ) ñîâïàäàþò è ðàâíû òàê íàçûâàåìîé t-ôóíêöèè t(r, n,N) (ïðè n = r ââåäåííîé
Å.Å.Òûðòûøíèêîâûì â 1997 ã.), äëÿ êîòîðîé äèññåðòàíò ïðèâîäèò ðàçëè÷íûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ è îöåíêè. Â ñëó÷àå íîðìû Ôðîáåíèóñà â ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå âåðõíèå
è íèæíèå îöåíêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, êîòîðûå õîòü è íå ñìûêàþòñÿ (ïðè
êîëè÷åñòâå ñòîëáöîâ, áîëüøåì ðàíãà àïïðîêñèìàöèè), íî â îïðåäåëåííîì àñèìïòî-
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òè÷åñêîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Äëÿ íèæíèõ îöåíîê äèññåðòàíò ââîäèò
ñâîþ tF -ôóíêöèþ. Îñîáåííîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåò êðàñèâàÿ è òðóäíàÿ òåîðåìà
2.20, â êîòîðîé ïîëó÷åíû íàèëó÷øèå íà ñåãîäíÿ îöåíêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè
êðåñòîâîé àïïðîêñèìàöèè ðàíãà r â íîðìå Ôðîáåíèóñà. Ãëàâà çàâåðøàåòñÿ èíôîð-
ìàòèâíîé òàáëèöåé, ñîäåðæàùåé íàèëó÷øèå èçâåñòíûå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè îò-
íîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñòîëáöîâûõ è êðåñòîâûõ àïïðîêñèìàöèé
çàäàííîãî ðàíãà äëÿ òðåõ óêàçàííûõ íîðì. Áîëåå ïîëîâèíû ýòèõ îöåíîê ïîëó÷åíû
äèññåðòàíòîì.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè äîêàçûâàþòñÿ îöåíêè ñâåðõó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ñòîëáöîâîé (êðåñòîâîé) àïïðîêñèìàöèè ðàíãà
r â íîðìå Ôðîáåíèóñà, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå âûáîðà íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé ïîäìàò-
ðèöû ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà, íà àíñàìáëÿõ ìàòðèö ñî ñëó÷àéíûìè óíèòàð-
íûìè ìàòðèöàìè ïðàâûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ (ñîîòâåòñòâåííî, ñëó÷àéíûìè óíè-
òàðíûìè ìàòðèöàìè ïðàâûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ è ëåâûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ).
Ýòè àíñàìáëè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ñèíãóëÿðíûõ
÷èñåë âïîëíå åñòåñòâåííû â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñòîëáöîâûõ
àïïðîêñèìàöèé ýòè îöåíêè ñâåðõó �â ñðåäíåì� ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè âî âòîðîé
ãëàâå îöåíêàìè ñíèçó â òåðìèíàõ tF -ôóíêöèè. Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ
ìàòðèö àëãîðèòìû ñòîëáöîâûõ àïïðîêñèìàöèé â íîðìå Ôðîáåíèóñà, îñíîâàííûå íà
ïðèíöèïå ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà, ìîãóò äàâàòü äàëåêî íå îïòèìàëüíóþ ïîãðåøíîñòü
ïðèáëèæåíèÿ � â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð. Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷å-
íû òàêæå îöåíêè âåðîÿòíîñòè îòêëîíåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ñòîëáöîâûõ
àïïðîêñèìàöèé íà îñíîâå ïîäìàòðèö ìàêñèìàëüíîãî (r-ïðîåêòèâíîãî) îáúåìà â íîð-
ìå Ôðîáåíèóñà îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñëó÷àè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ìàòðèö àíñàìáëÿ.

×åòâåðòàÿ, ñàìàÿ áîëüøàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè, ïîñâÿùåíà àëãîðèòìàì ïîèñêà ïîä-
ìàòðèö ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà è îöåíêàì ñëîæíîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ. Ìíî-
ãèå èç íèõ ïðèäóìàíû äèññåðòàíòîì, à ñòàðûå àëãîðèòìû óñîâåðøåíñòâîâàíû èëè
èñêóñíî êîìáèíèðóþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Âñå àëãîðèòìû èìåþò ÿðêî âûðàæåííûé
æàäíûé õàðàêòåð. Îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ ñîïðîâîæäàþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè è çà÷à-
ñòóþ òî÷íûìè îöåíêàìè èçìåíåíèÿ íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà òåõ ïàðàìåòðîâ ïîä-
ìàòðèöû (íàïðèìåð, åå îáúåìà), óëó÷øåíèå êîòîðûõ ïðåñëåäóåò ðàññìàòðèâàåìûé
àëãîðèòì. Äîêàçàòåëüñòâà âåñüìà ãåîìåòðè÷íû. Äîñòîèíñòâîì ìíîãèõ àëãîðèòìîâ
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè íå çàäåéñòâóþò âñþ ìàòðèöó öåëèêîì, òàê ÷òî èìåþò íåáîëü-
øóþ ñëîæíîñòü, è ïðè ýòîì ýôôåêòèâíû ïðè äîëæíîì âûáîðå ñòàðòîâîé ïîäìàòðè-
öû. Äëÿ ïîèñêà ïîäìàòðèö ρ-ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà äèññåðòàíò äîêàçûâàåò
ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìîâ, ñëîæíîñòü êîòîðûõ ïîëèíîìèàëüíà ïî ðàçìåðàì èñõîä-
íîé ìàòðèöû è ðàçìåðàì èñêîìîé ïîäìàòðèöû. Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèëîæåíèå
ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ ê ïðèáëèæåííîìó ïîèñêó ýëëèïñîèäà Ëåâíåðà â ïîñëåä-
íåì ïàðàãðàôå ãëàâû.

Â ïÿòîé ãëàâå îáñóæäàåòñÿ îäèí èç àëãîðèòìîâ ïîèñêà ïîäìàòðèöû ëîêàëüíî ìàê-
ñèìàëüíîãî îáúåìà (àëãîðèòì maxvol), êîòîðûé ïðè çàïðåòå îäíîâðåìåííîé çàìåíû
ñòðîê è ñòîëáöîâ (åñòåñòâåííîì íà ïðàêòèêå) íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü íà âûõîäå ïîä-
ìàòðèöó ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà âî âñåé ìàòðèöå. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ñòàðòîâóþ ïîäìàòðèöó òàêîé àëãîðèòì, äåéñòâóþùèé íà
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òîì æå àíñàìáëå ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, ÷òî è â òðåòüåé ãëàâå, ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ
âûäàåò ïîäìàòðèöó ρ-ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà ñ íåáîëüøèì ρ. Ïî õîäó äåëà
äîêàçûâàþòñÿ èíòåðåñíûå ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ ãàóññîâûõ ìàòðèö.

Â øåñòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ, ðàññìîòðåí-
íûõ â ÷åòâåðòîé ãëàâå, íà ñëó÷àéíûõ ìàòðèöàõ. Ïðè ýòîì ÷èñëåííî ïîäòâåðæäàþòñÿ
âåðîÿòíîñòíûå îöåíêè òðåòüåé ãëàâû.

Ñåäüìàÿ ãëàâà îïèñûâàåò ïðèëîæåíèÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ ìàëîðàíãîâîé
êðåñòîâîé àïïðîêñèìàöèè â òðåõ ðàçíûõ çàäà÷àõ: ðåøåíèå ñèñòåì íåñòàöèîíàðíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ñìîëóõîâñêîãî èç ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, âîññòàíîâ-
ëåíèå ìàëîðàíãîâîé ìàòðèöû ïî íåáîëüøîìó ÷èñëó åå èçâåñòíûõ ýëåìåíòîâ, ïðèáëè-
æåíèå ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû ìàëîðàíãîâîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöåé. Â ïîñëåä-
íèõ äâóõ çàäà÷àõ êðåñòîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âñòðàèâàåòñÿ äèññåðòàíòîì â ìåòîä àëü-
òåðíèðóþùèõ ïðîåêöèé, ýôôåêòèâíî çàìåíÿÿ â íåì òî÷íóþ ïðîåêöèþ íà ñåìåéñòâî
ìàòðèö çàäàííîãî ðàíãà.
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8. ñòð. 34, 13 ñâ.: âìåñòî l11u11 äîëæíî áûòü l22u22;

9. ñòð. 34, 6 ñí.: âìåñòî Ĉ äîëæíî áûòü C;
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ñòàìè; ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåòî÷íîñòü â äîêàçàòåëüñòâå � íà ñòð. 42 â 6�4 ñòðîêàõ
ñíèçó: íîðìà ìàòðèöû FR ñ èíäåêñàìè äîëæíà îöåíèâàòüñÿ êàê

√
mε;

15. ñòð. 42, 11 ñí.: âìåñòî | äîëæíî áûòü ∥ (2 ðàçà);

16. ñòð. 43, 1 ñâ.: ïðîïóùåíî ε;

17. ñòð. 49, 1 ñí.: âìåñòî Pr äîëæíî áûòü Z;

18. ñòð. 50, 7 ñâ.: çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ êîíêðåòíàÿ minW � ñëåäîâàëî áû íàïîì-
íèòü, êàêàÿ èìåííî;

19. ñòð. 50, 4 ñí.: âìåñòî A äîëæíî áûòü I;

20. ñòð. 52, âûêëþ÷íàÿ ôîðìóëà â ñåðåäèíå ñòðàíèöû: âìåñòî rank V̂ S ⩾ r òî÷íåå
áûëî áû rank V̂ S = r;

21. ñòð. 52, 14 ñí.: ñëåäóåò óêàçàòü, êîãî îõâàòûâàåò ýòîò ýëëèïñîèä;

22. ñòð. 54: â íåðàâåíñòâå (2.44) â ïðàâîé ÷àñòè íå õâàòàåò êîðíÿ;

23. ñòð. 55, 6 ñí.: ïîä ïåðâîé íîðìîé ïðîïóùåíî R+R, ïîä âòîðîé íîðìîé âìåñòî
Q∗

2 äîëæíî áûòü Q2;

24. ñòð. 55, 8 ñí.: íåðàâåíñòâî ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâåíñòâî;

25. ñòð. 56: â ëåììå 2 è â ïåðâîé ñòðîêå åå äîêàçàòåëüñòâà, ïî-âèäèìîìó, R ñëåäóåò
çàìåíèòü íà C;

26. ñòð. 56, 7 ñí.: íàäî ïîÿñíèòü, ÷òî çäåñü U = Q;

27. ñòð. 59, 12 ñâ.: ïåðâûé ðàçìåð ìàòðèöû W2 äîëæåí áûòü n;

28. ñòð. 59, 8 ñí.: âìåñòî Ir äîëæíî áûòü I;

29. ñòð. 59, 5 ñí.: âìåñòî U∗
1 äîëæíî áûòü U1;

30. ñòð. 60, 2 ñâ.: âìåñòî E1 äîëæíî áûòü ∥E1∥2;

31. ñòð. 62, 5 è 7 ñâ.: â ýòèõ âûêëþ÷íûõ ôîðìóëàõ èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ îäèíà-
êîâû, à ìåæäó òåì â ïåðâîé ñóììå ìàòðèöà C ôèêñèðîâàíà, à âî âòîðîé ïî íåé
âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå;

32. ñòð. 62, 10 ñâ.: âìåñòî �ñòîëáöîâ C� äîëæíî áûòü �ïîäìàòðèö C èç n ñòîëáöîâ�;

33. ñòð. 63, òåîðåìà 2.14: âìåñòî k ëó÷øå k < n; â âûêëþ÷íîé ôîðìóëå âñå íîðìû
äîëæíû áûòü â êâàäðàòå;

34. ñòð. 63, 5 ñí.: íåïîíÿòíî, êòî òàêàÿ �îíà�;

35. ñòð. 64, 3 ñâ.: çäåñü òî÷íåå ðàâåíñòâî âìåñòî íåðàâåíñòâà;
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36. ñòð. 65, 8 ñâ.: âìåñòî 1 äîëæíî áûòü ∥A− Ar∥F ;

37. ñòð. 66, òåîðåìà 2.15: ïðîïóùåíî �îïåðàöèé�; âìåñòî �òàêèå ñòðîêè R� äîëæíî
áûòü �òàêîé âåñ W �;

38. ñòð. 66, 13 ñí.: âòîðîé ðàçìåð ó ìàòðèöû V̂ äîëæåí áûòü r;

39. ñòð. 66, 7 ñí.: âìåñòî U äîëæíî áûòü V ;

40. ñòð. 67, 1 ñâ.: çäåñü ó ìàòðèöû Ã íàäî áðàòü íîðìó Ôðîáåíèóñà, à íå ñïåêòðàëü-
íóþ;

41. ñòð. 67, 3 è 4 ñâ.: âìåñòî 1 äîëæíî áûòü ∥Ã∥F (2 ðàçà); âìåñòî Vj äîëæíî áûòü
vj;

42. ñòð. 67: â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.15 íàäî áû äîêàçàòü, ÷òî òàê íàáðàí-
íûå ñòîëáöû äåéñòâèòåëüíî äàäóò çàÿâëåííóþ ìàòðèöó W ;

43. ñòð. 67: àáçàö ïåðåä òåîðåìîé 2.16 ÿâíî íå âïèñàí â êîíòåêñò è íóæäàåòñÿ â
ðàñøèôðîâêå;

44. ñòð. 67,68: â íåðàâåíñòâàõ 2.66 è 2.68 âìåñòî N äîëæíî áûòü min{M,N};

45. ñòð. 68, 7 ñí.: çäåñü íàäî ññûëàòüñÿ íà (2.62), à íå íà (2.63), à âîò äâóìÿ ñòðîêàìè
íèæå � êàê ðàç íà (2.63);

46. ñòð. 69, 1 ñí.: â íèæíåì èíäåêñå ñóììèðîâàíèÿ âî âòîðîé ñóììå âìåñòî I äîëæ-
íî áûòü J ;

47. ñòð. 70-71: îñíîâîïîëàãàþùóþ òåîðåìó 2.18, êîíå÷íî, íàäî áûëî äîêàçàòü, à íå
ññûëàòüñÿ íà ñâîþ òðóäíîäîñòóïíóþ ìàãèñòåðêóþ ðàáîòó;

48. ñòð. 71, 12 ñí.: âìåñòî �òåîðåìå 2.14� äîëæíî áûòü �óòâåðæäåíèè 2.5�;

49. ñòð. 71, 8�7 ñí.: ýòî óòâåðæäåíèå ïðåäïîëàãàåò íåñêîëüêî èíóþ ôîðìóëèðîâêó
òåîðåìû 2.18;

50. ñòð. 71, 3 ñí.: âî âòîðîé ñêîáêå âìåñòî ZC äîëæíî áûòü Z0C ;

51. ñòð. 72, 2 ñâ.: ýòó îðòîãîíàëüíîñòü íå ïîëó÷èøü èç îòìå÷åííîé âûøå îðòîãî-
íàëüíîñòè ZF ∗ = 0, íóæíà îðòîãîíàëüíîñòü ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîòîðàÿ îïÿòü
æå ïðåäïîëàãàåò íåñêîëüêî èíóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 2.18;

52. ñòð. 72, 4 ñâ.: ýòà îðòîãîíàëüíîñòü è â ñòðîêàõ, è â ñòîëáöàõ íóæäàåòñÿ â ïî-
äðîáíîì ðàçúÿñíåíèè;

53. ñòð. 72, 10 ñâ.: ëåâàÿ ñêîáêà íå â òîì ìåñòå;

54. ñòð. 73, 1 ñâ.: çäåñü íóæíà ññûëêà íà óòâåðæäåíèå 2.5;

55. ñòð. 73, 14 ñâ.: ìàòðèöó Â íàäî áû îïðåäåëèòü;
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56. ñòð. 73, 15 ñâ.: ýòî ðàâåíñòâî íóæäàåòñÿ â î÷åíü ïîäðîáíîì ðàçúÿñíåíèè;

57. ñòð. 74: ñëåäîâàëî áû äîïèñàòü, ÷òî (2.80) âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà
r ñòîëáöîâ C, è ÷òî ñëåäóþùèå äâå öèòèðóåìûå îöåíêè âåðíû äëÿ ñïåöèàëüíî
ïîñòðîåííûõ ìàòðèö A;

58. ñòð. 76, 1 ñí.: â ïðàâîé ÷àñòè íå õâàòàåò êîðíÿ êâàäðàòíîãî;

59. ñòð. 77: â òåîðåìå 2.21 ñëåäîâàëî áû óêàçàòü, ÷òî C ñîñòîèò èç n ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A;

60. ñòð. 78, 5 ñâ.: âìåñòî CW äîëæíî áûòü CC+A;

61. ñòð. 78, 7 ñâ.: òî÷íåå áûëî áû ðàâåíñòâî âìåñòî íåðàâåíñòâà;

62. ñòð. 78, 12 ñâ.: âìåñòî r äîëæíî áûòü n; âìåñòî In äîëæíî áûòü Ir;

63. ñòð. 78, 16 ñâ.: âìåñòî 2.21 äîëæíî áûòü 2.12;

64. ñòð. 79, 5 ñâ.: âìåñòî ε äîëæíî áûòü ε2;

65. ñòð. 83, 3 ñâ.: ýòî âåðíî òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε, à íå ïðè âñåõ, êàê
óòâåðæäàåòñÿ;

66. ñòð. 84, 2 ñâ.: â ÷èñëèòåëå íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ïîä íîðìîé âìåñòî −1 äîëæíî
áûòü +1; ñèìâîë Ω, ïîäðàçóìåâàþùèé àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíóþ âåëè÷è-
íó, íå ââåäåí (è åãî íåò â ñïèñêå îáîçíà÷åíèé; ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî
ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó N , r è ε, êîòîðûå íå óêàçàíû;

67. ñòð. 85, 2 ñí.: íåïîíÿòíî, çà÷åì íóæíî ýòî âûêëþ÷íîå íåðàâåíñòâî � äàëåå îíî
íå èñïîëüçóåòñÿ;

68. ñòð. 86, 2 ñâ.: âìåñòî íåðàâåíñòâà òî÷íåå áûëî áû ðàâåíñòâî;

69. ñòð. 86, 5 ñâ.: ýòî íåðàâåíñòâî íåî÷åâèäíî: ÷èòàòåëü ïîñëå åãî ðàñøèôðîâêè
äîëæåí ïðèìåíèòü âûïóêëîñòü ãàììà-ôóíêöèè;

70. ñòð. 86, 7�6 ñí.: ëîãè÷åñêè íåãðàìîòíàÿ ôðàçà: íåëüçÿ ïðè n → ∞ ñõîäèòüñÿ ê
÷åìó-òî, çàâèñÿùåìó îò n;

71. ñòð. 86, 6�5 ñí.: íà ñàìîì äåëå èùåòñÿ ëîêàëüíûé, à íå ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì;

72. ñòð. 87, 3 ñâ.: ýòî íåðàâåíñòâî íàäî ïîäðîáíî äîêàçûâàòü ñ ÿâíîé ññûëêîé íà
óòâåðæäåíèå 3.1;

73. ñòð. 87, 7 ñâ.: áóêâà x ïåðåãðóæåíà;

74. ñòð. 87, 8 ñâ.: âìåñòî íåðàâåíñòâà òî÷íåå áûëî áû ðàâåíñòâî;

75. ñòð. 88, 6 ñí.: âìåñòî �÷èñåë Z� äîëæíî áûòü �âåêòîðîâ Z0�;
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76. ñòð. 89, 2 ñâ.: çäåñü ñîâñåì íå òîW , ÷òî â óñëîâèè òåîðåìû (âèäèìî, è â óñëîâèè
òåîðåìû ïîä íîðìîé ñòîèò íå òî W , ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ óñðåäíåíèå); ïåðâîå
ðàâåíñòâî íóæäàåòñÿ â ïîäðîáíîì äîêàçàòåëüñòâå;

77. ñòð. 89, 11 ñâ.: â ïîñëåäíåì âû÷èòàåìîì âìåñòî V̂ äîëæíî áûòü V̂Z ;

78. ñòð. 90, 4 ñâ.: âìåñòî M äîëæíî áûòü N − r; âòîðîå ðàâåíñòâî ïðîñòî íåâåðíî:
â ïðàâîé åãî ÷àñòè íàäî, ïîñëå ïîäðîáíîãî îáîñíîâàíèÿ, âû÷åñòü ∥V̂ +

Z V̂Z∥2 = r
èç êâàäðàòà ïîñëåäíåé íîðìû, � òîëüêî òîãäà îöåíêà â (3.7) äàñò æåëàåìûé
ðåçóëüòàò;

79. ñòð. 90, 6 ñí.: âìåñòî (2.84) äîëæíî áûòü (2.87);

80. ñòð. 92, ôîðìóëà (3.11): âíóòðè âòîðûõ ñêîáîê âìåñòî ZCZ
+
C äîëæíî áûòü

Z+
CZC ; ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íóæäàåòñÿ â ïîÿñíåíèè;

81. ñòð. 92, 2�1 ñí.: ýòî óòâåðæäåíèå íóæäàåòñÿ â ïîÿñíåíèè (èñïîëüçóåòñÿ íåðà-
âåíñòâî Ìàðêîâà);

82. ñòð. 93: â (3.12) áóêâà C ïåðåãðóæåíà.

Ýòè çàìå÷àíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàì, êîòîðûå ÿ ÷èòàë
íàèáîëåå ïîäðîáíî. Â íèõ íå îòìå÷åíû îïèñêè â ñëîâàõ è ãðàììàòè÷åñêèå îøèáêè,
êîòîðûå òàêæå èìåþòñÿ â äèññåðòàöèè. Áîëüøèíñòâî çàìå÷àíèé � îïèñêè â ôîðìó-
ëàõ, êîòîðûå, îäíàêî, ÷àñòî ñáèâàþò ñ òîëêó è çàñòàâëÿþò ÷èòàòåëÿ íàäîëãî �çàâèñ-
íóòü�. Èìåþòñÿ òàêæå êàê ïðîáåëû â îáîñíîâàíèè âûêëàäîê è óìîçàêëþ÷åíèé, òàê
è íåòî÷íîñòè â äîêàçàòåëüñòâàõ, ïðèâîäÿùèå ê ïîïðàâêàì â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì
(ñì., íàïð., çàìå÷àíèå 14). Äèññåðòàíò �çàæåâàë� äîêàçàòåëüñòâî óæå óïîìèíàâøåéñÿ
î÷åíü õîðîøåé òåîðåìû 2.20 (çàìå÷àíèÿ 48�57), êîòîðàÿ, âïðî÷åì, íå çàÿâëÿåòñÿ ñðå-
äè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Âîçìîæíî, äèññåðòàíòó ñëåäîâàëî áû òàêæå áîëåå
ðàçâåðíóòî èçëîæèòü èñòîðè÷åñêóþ ÷àñòü Ââåäåíèÿ.

Âñå ìîè íåäîóìåíèÿ, âîçíèêøèå ïðè ÷òåíèè òåêñòà äèññåðòàöèè è îòðàæåííûå â
çàìå÷àíèÿõ, îïåðàòèâíî ðàçðåøàëèñü äèññåðòàíòîì ïðè ëè÷íîì îáùåíèè.

Óêàçàííûå çàìå÷àíèÿ íå óìàëÿþò çíà÷èìîñòè ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Îíè íî-
âûå, èíòåðåñíûå è â áîëüøèíñòâå ñâîåì íåòðèâèàëüíûå. Ïðè âñåé ðàçíîïëàíîâîñòè
çàòðîíóòûõ â äèññåðòàöèè ñþæåòîâ, îíà ïðîèçâîäèò î÷åíü öåëüíîå âïå÷àòëåíèå. Âñå
îñíîâíûå òåîðåìû è àëãîðèòìû îïóáëèêîâàíû À.È.Îñèíñêèì â ðåöåíçèðóåìûõ æóð-
íàëàõ, íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ïðîôèëüíûõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ. Ðå-
çóëüòàòû èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò, âêëþ÷åííûå â äèññåðòàöèþ, ïîëó÷åíû ëè÷íî äèññåð-
òàíòîì. Äîêàçàííûå òåîðåìû, ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû è ìåòîäû, ââåäåííûå ïîíÿ-
òèÿ è êîíñòðóêöèè ïðèìåðîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàçðàáîòêè ïðèêëàäíûõ
ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ, ïðîâåäåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è ÷òåíèÿ ñïåöêóðñîâ
ñïåöèàëèñòàìè â Èíñòèòóòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè èìåíè Ã.È.Ìàð÷óêà ÐÀÍ,
ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, ÌÈÀÍ èìåíè Â.À.Ñòåêëîâà, Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-
òåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå.

Äèññåðòàöèÿ îòâå÷àåò òðåáîâàíèÿì, óñòàíîâëåííûì Ìîñêîâñêèì ãîñóäàðñòâåí-
íûì óíèâåðñèòåòîì èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ê ðàáîòàì ïîäîáíîãî ðîäà. Ñîäåðæà-
íèå äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóåò ñïåöèàëüíîñòè 1.1.6 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà (ïî
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ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì íàóêàì), à òàêæå êðèòåðèÿì, îïðåäåëåííûì ïï. 2.1 � 2.5
Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåð-
ñèòåòå èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà. Äèññåðòàöèÿ îôîðìëåíà ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì Ïî-
ëîæåíèÿ î ñîâåòå ïî çàùèòå äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà íàóê
Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.

Ñ÷èòàþ, ÷òî ñîèñêàòåëü Îñèíñêèé Àëåêñàíäð Èãîðåâè÷ çàñëóæèâàåò ïðèñóæäå-
íèÿ ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.6
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà.

Îôèöèàëüíûé îïïîíåíò,
ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé
è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÔÃÁÎÓ ÂÎ �Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà�,
äîêòîð ôèç.-ìàòåì. íàóê, äîöåíò Ï.À.Áîðîäèí

16.04.2025

Êîíòàêòíûå äàííûå:
òåë.: +7 (495) 939-36-80, e-mail: pborodin@inbox.ru
Ñïåöèàëüíîñòü, ïî êîòîðîé îôèöèàëüíûì îïïîíåíòîì çàùèùåíà äèññåðòàöèÿ:
01.01.01 Âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Àäðåñ ìåñòà ðàáîòû:
119991, ÃÑÏ-1, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû ÌÃÓ, ä. 1, Ãëàâíîå çäàíèå ÔÃÁÎÓ ÂÎ �Ìîñ-
êîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà�
Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò
Òåë.: +7 (495) 939-36-80; e-mail: pborodin@inbox.ru

Ïîäïèñü ñîòðóäíèêà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÔÃÁÎÓ ÂÎ �Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà�
Ï.À. Áîðîäèíà óäîñòîâåðÿþ:

Äåêàí ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ô-òà
ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,
÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîôåññîð À.È.Øàôàðåâè÷
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