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Введение

Настоящая работа — ди с с е р т а ц и я на соискание ученой степени кандидата
физико-математических наук на тему «Обратные задачи для эволюционных диффе-
ренциальных уравнений второго и высших порядков». Эта работа подготовлена на
кафедре математической физики факультета вычислительной математики и кибер-
нетики Федерального государственного бюджетного образовательного учереждения
высшего образования «Московский государственный университет имени М.В. Ломо-
носова» МГУ.

Текст представляет в систематической форме исследования автора с начала обу-
чения в аспирантуре по настоящее время 2017 – 2023 гг. Основным изучаемым во-
просом является е д и н с т в е н н о с т ь р еш е н и я некоторых линейных обратных
задач для абстрактных дифференциальных уравнений в банаховом пространстве.

При поступлении в аспирантуру, по предложению своего научного руководителя
И.В.Тихонова, автор заинтересовался рядом абстрактных обратных задач, где во-
прос единственности решения допускал полное исследование, причем в самых общих
предположениях. Результаты исследования показывают, что критерий единственно-
сти решения может быть выражен в спектральных терминах — через нули харак-
теристической целой функции. Изложение полученных результатов составляет ядро
данной работы. Наше исследование во многом продолжает линию подробно разра-
ботанную в диссертации И.В.Тихонова [58].

Актуальность рассматриваемой темы обусловлена необходимостью постоянного
развития аналитического направления в рамках современной теории дифференци-
альных уравнений. Важность изучения линейных обратных задач объясняется тем,
что такие задачи часто встречаются на практике — как задачи «определения ис-
точника», когда заранее неизвестные внешние воздействия на физическую систему
восстанавливаются при помощи дополнительных условий («переопределений»).
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Краткая история вопроса. Как известно, вопрос единственности решения тре-
бует особого внимания при постановке различных задач и является одним из цен-
тральных в математической физике. Обычно з а д а ч е й называют совокупность
дифференциального уравнения и дополнительных условий (начальных, краевых,
нелокальных и т. п.). Задача, имеющая не более одного решения при любом выбо-
ре данных в дополнительных условиях, считается д е т е рм инир о в а н н о й. При
постановке задачи желательно знать, является ли она детерминированной или нет ?
Мы будем изучать этот вопрос применительно к обратным задачам для абстрактных
дифференциальных уравнений второго и высших порядков.

Напомним, что различные задачи для абстрактных дифференциальных уравне-
ний порядка выше первого изучаются с 1950 гг. Отметим здесь важные работы Хил-
ле [93, 94], Вишика [13], Вишика и Ладыженской [14]. При этом упомянутые работы
Хилле [93, 94] содержат общую постановку задачи Коши для абстрактного диффе-
ренциального уравнения произвольного порядка n ∈ N (см. также книгу Хилле
и Филлипса [74, гл. XXIII]). Из последующих наиболее заметных работ по тематике
упомянем статьи Прокопенко [47], Фаторини [87, 88], Херша [92], Сандефура [111],
Нойбрандера [106]. Имеется специализированная монография Сяо Тиджина и Лян
Цзиня [115], целиком посвященная задаче Коши для абстрактных дифференциаль-
ных уравнений высокого порядка (см. также диссертацию Сяо Тиджина [114]). Ряд
типичных задач для абстрактных дифференциальных уравнений второго порядка
рассмотрен в третьей главе книги Крейна [29]. В последние десятилетия активно
изучаются более сложные варианты абстрактных дифференциальных уравнений вы-
сокого порядка и неклассических задач для них (см., например, работы Эйдельмана
и Тихонова [85], Тихонова [54, 56], Поблете и Поцо [107], Лизамы и Мурилло [100],
Мурилло-Арчила [105]). В перечисленных публикациях есть множество дополнитель-
ных ссылок на сопутствующую литературу, включая указания на некоторые приме-
ры с физическим содержанием (см., например, работу Мурилло-Арчила [105]).

Теория неклассических обратных задач для эволюционных дифференциальных
уравнений с выделенной переменной t составляет важную часть общей теории об-
ратных задач (см. монографии Денисова [16] и Прилепко, Орловского, Васина [109]).
С абстрактной точки зрения эволюционные уравнения часто рассматривают в бана-
ховом пространстве E на конечном отрезке [ 0, T ]. Типичная задача: требуется вос-
становить неизвестную правую часть уравнения при помощи дополнительного усло-
вия в финальный момент времени. Обычно финальное условие имеет вид u(T ) = vT ,
где vT — заданный элемент из банахова пространства E. Будем называть это фи-
нальным переопределением первого рода. Обратные задачи с таким условием при тех
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или иных специальных ограничениях для уравнений первого или второго порядков
рассматривались многими авторами, среди которых (в порядке хронологии) При-
лепко [43, 44], Искендеров [22], Искендеров и Тагиев [23], Ранделл [110], Амиров [10],
Эйдельман [75], Прилепко и Соловьев [46], Орловский [40], Прилепко и Костин [45],
Камынин [24], Соловьев [50], Костин [26]. Критерий единственности решения для
уравнения первого порядка без всяких лишних ограничений получен в работе Тихо-
нова и Эйдельмана [69]. После этого в работе Тихонова и Эйдельмана [70] подходы
перенесены на задачу для уравнения произвольного порядка n ∈ N с финальным
переопределением первого рода. В последующей работе Тихонова [57] показано, что
разработанный метод применим к краевым задачам для дифференциальных урав-
нений высокого порядка. Имеются также обобщения на случай уравнений с дробной
производной, (см., например, работы Глушака [15], Костина и Пискарева [27], Федо-
рова и Нагумановой [72, 73]).

Для уравнений второго порядка представляет интерес также финальное переопре-
деление второго рода, когда при t = T задано значение производной u′(T ) = vT . Воз-
можно, что задачи с последним условием еще не изучены с должной подробностью.
Отметим здесь лишь результаты Прилепко, Орловского, Васина [109, гл. 8, разд. 3],
где для уравнений «эллиптического типа» рассматривалась линейная обратная за-
дача с финальным переопределением общего вида αu(T ) + β u′(T ) = vT , α, β ∈ R,
α2 + β2 ̸= 0, включающим в себя оба упомянутых выше условия. Подобное соотно-
шение в случае, когда α, β ∈ C \ {0}, будем называть переопределением третьего
рода.

Цель и задачи диссертации. Целью диссертационной работы является даль-
нейшее развитие теории линейных обратных задач с различными финальными усло-
виями для эволюционных уравнений второго и высших порядков.

Для достижения указанной цели были поставлены следующие задачи.

1. Для абстрактного дифференциального уравнения второго порядка получить
критерий единственности решения линейной обратной задачи с финальным пере-
определением второго рода u′(T ) = vT (без ограничений на тип эволюционного
уравнения).

2. Для абстрактного дифференциального уравнения второго порядка получить
критерий единственности решения линейной обратной задачи с финальным пере-
определением третьего рода αu(T ) + β u′(T ) = vT (без ограничений на тип эволю-
ционного уравнения).
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3. Исследовать распределение нулей характеристической целой функции, воз-
никающей при изучении обратной задачи с финальным переопределением третьего
рода.

4. Указать достаточные признаки единственности решения обратной задачи с фи-
нальным переопределением третьего рода.

5. Для абстрактного дифференциального уравнения второго порядка построить
присоединенные решения линейной однородной обратной задачи в тех случаях, когда
соответствующая характеристическая целая функция имеет кратные нули.

6. Для абстрактного дифференциального уравнения произвольного натураль-
ного порядка n установить критерий единственности решения модельной обратной
задачи со специальным переопределением вида u(q)(T ) = vT (без ограничений на
тип эволюционного уравнения).

7. Исследовать распределение нулей характеристической целой функции, возни-
кающей при изучении обратной задачи для дифференциального уравнения произ-
вольного натурального порядка n. Использовать связи с теорией целых функций
типа Миттаг-Леффлера.

8. Указать достаточные признаки единственности решения линейной обратной
задачи для дифференциального уравнения произвольного порядка n ∈ N.

9. Особо отметить критерий единственности решения обратной задачи для урав-
нения четвертого порядка с финальным переопределением u′′(T ) = vT , когда резуль-
тат приобретает завершенную формулировку в элементарных терминах.

Научная новизна. Все результаты диссертационной работы являются новыми
и состоят в следующем.

1. Показано, что обратная задача с финальным переопределением второго рода
для абстрактного дифференциального уравнения второго порядка допускает полное
исследование с точки зрения единственности решения. Результат (критерий един-
ственности решения) имеет универсальный характер и применим ко всем эволюци-
онным уравнениям второго порядка вида u′′(t) = Au(t) + g с линейным замкнутым
оператором A и неизвестным элементом g из банахова пространства E.

2. На основе классических результатов из теории целых функций доказан кри-
терий единственности решения в линейной обратной задаче с финальным переопре-
делением третьего рода. Подобное условие рассматривалось ранее лишь при спе-
циальных ограничений на тип дифференциального уравнения второго порядка. От
этих ограничений удалось отказаться, что позволило существенно расширить круг
возможных приложений.
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3. Для задачи с переопределением третьего рода получены результаты по распре-
делению нулей возникающей характеристической функции, содержащей линейную
комбинацию двух элементарных целых функций порядка 1/2. Указаны типичные
конфигурации нулей в зависимости от выбираемых коэффициентов.

4. Найден ряд эффективных признаков единственности решения линейной обрат-
ной задачи с финальным переопределением третьего рода. Все утверждения носят
конструктивный характер и легко проверяются в конкретных примерах из матема-
тической физики.

5. Для уравнения второго порядка построены присоединенные решения линейной
однородной обратной задачи в тех случаях, когда соответствующая характеристиче-
ская целая функция имеет кратные нули. Приведены конкретные примеры обратных
задач, где возникают присоединенные решения.

6. Рассмотрена общая постановка модельной обратной задачи с параметрами
n ∈ N и q ∈ { 0, . . . , n− 1 } . Здесь n — порядок абстрактного дифференциального
уравнения, а q — порядок производной в финальном условии. В подобной общности
обратная задача прежде не изучалась. Без специальных ограничений на порядок
и тип уравнения удалось получить универсальный критерий единственности реше-
ния обратной задачи. Результат носит завершенный характер и требует для доказа-
тельства использования некоторых тонких принципов из теории целых функций.

7. В модельной обратной задаче с параметрами n, q указан ряд эффективных
достаточных признаков единственности решения. Они получаются путем сравнения
спектра основного оператора из дифференциального уравнения с нулями характе-
ристической функции, относимой классу целых функций типа Миттаг-Леффлера.
Выделены случаи, когда нули находятся элементарно (в явном виде).

8. Отдельно указан конкретный критерий единственности решения обратной за-
дачи для уравнения четвертого порядка с параметрами n = 4 и q = 2 в связи
с явным нахождением здесь нулей характеристической функции. Приведены соот-
ветствующие примеры для уравнений в частных производных.

Теоретическая и практическая значимость. Рассмотренные обратные зада-
чи в общей постановке могут найти применение в математической физике как задачи
о нахождении дополнительных источников в физической системе по заданной инфор-
мации о следах основной неизвестной функции. Использование языка абстрактных
дифференциальных уравнений существенно расширяет круг возможных примеров
и делает наглядной схему исследования обратных задач. Возникающие спектраль-
ные соотношения обеспечивают связь с теорией целых функций, предлагая новые
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задачи в этой области. Вопрос о распределении нулей целых функций типа Миттаг-
Леффлера находится в центре внимания крупных аналитиков в последние десяти-
летия, и связи с обратными задачами здесь весьма перспективны. Кроме того, на
основе проведенных исследований можно выполнять численные расчеты, связанные
с обратными задачами.

Методология и методы исследования. Основным используемым аппаратом
является современная теория дифференциальных уравнений в банаховом простран-
стве. Наши постановки обратных задач согласуются с общими подходами, приня-
тыми в московской школе А. И. Прилепко. При достижении поставленных научных
целей важную роль играют средства комплексного анализа, связанные с целыми
функциями одной переменной. Активно используются целые функции типа Миттаг-
Леффлера, а также применяются теоремы Фрагмена-Линделефа и подходящий ва-
риант теоремы Мюнца. Доказательства некоторых результатов проведены по мето-
ду работ Тихонова и Эйдельмана (см. [57, 69, 70]). Кроме того, ряд технических
расчетов, связанных с распределением нулей характеристических целых функций,
выполнен с использованием современных систем компьютерной математики.

Положения, выносимые на защиту:

• Критерий единственности решения линейной обратной задачи с финальным пе-
реопределением второго рода для абстрактного дифференциального уравнения
второго порядка без ограничений на тип эволюционного уравнения.

• Критерий единственности решения линейной обратной задачи с финальным
переопределением третьего рода для абстрактного дифференциального урав-
нения второго порядка без ограничений на тип эволюционного уравнения. Ряд
эффективных достаточных признаков единственности решения.

• Исследование присоединенных решений линейной однородной обратной задачи
для абстрактного дифференциального уравнения второго порядка.

• Критерий единственности решения модельной обратной задачи для абстрактно-
го дифференциального уравнения произвольного порядка n ∈ N с переопреде-
лением, содержащим производную искомой функции в выбранный финальный
момент времени (также без ограничений на тип эволюционного уравнения).

• Новый случай линейной обратной задачи для абстрактного дифференциально-
го уравнения четвертого порядка, где критерий единственности решения при-
нимает законченный элементарный вид.
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Все результаты, выносимые на защиту, получены автором лично. Результаты дру-
гих авторов, используемые в диссертации, отмечены соответствующими ссылками.

Степень достоверности результатов. Достоверность результатов автора под-
тверждена строгими математическими доказательствами. Все результаты с полными
доказательствами были представлены на научном семинаре «Анализ и его приложе-
ния» Института математики и информатики МПГУ (руководители — профессора
Г. Г. Брайчев, И. В.Тихонов, В.Б.Шерстюков). Большинство результатов представ-
лено также на специализированном семинаре «Обратные задачи математической фи-
зики и естествознания» Механико-математического факультета МГУ (руководители
— профессор А.И.Прилепко и академик В.А. Садовничий). Еще несколько докладов
по тематике диссертации было сделано на факультете Вычислительной математики
и кибернетики МГУ: на научном семинаре по обратным задачам (руководители —
профессора А.В. Баев, А.М.Денисов, И.В. Тихонов) и на научном семинаре «Спек-
тральная теория дифференциальных операторов и актуальные вопросы математи-
ческой физики» (руководители — профессор И.С.Ломов и академик Е.И.Моисеев).
Также результаты докладывались на международных научных конференциях. Ос-
новные результаты каждой главы опубликованы в научных журналах должного
уровня (Web of Science, Scopus, ВАК РФ).

Публикации. По теме исследования опубликовано 20 работ [1]–[9], [60]–[68], [77]
и [78]. Из них статья [1] в журнале из списка ВАК РФ; статья [65] в журнале из спис-
ка ВАК РФ с переводом [112] в журнале, индексируемом в Web of Science, Scopus,
RSCI ; статья [8], в журнале, индексируемом в Scopus, RSCI ; статья [78] в журнале,
индексируемом в Web of Science, Scopus, RSCI ; а остальные работы — в сборни-
ках трудов научных конференций. Часть работ подготовлена совместно с научным
руководителем И.В. Тихоновым. Научному руководителю принадлежат общие по-
становки задач и указания на направления проводимых исследований. Работа [68]
подготовлена совместно с И.В.Тихоновым и В. Б.Шерстюковым — основные расче-
ты здесь проведены автором. В статьях, опубликованных в ведущих рецензируемых
научных журналах из списка ВАК РФ, Scopus и Web of Science, отражена пробле-
матика всех глав диссертации.

Апробация результатов. Различные части исследования докладывались на
шестнадцати международных научных конференциях, в том числе один доклад но-
сил обзорный характер (Санкт-Петербург, РГПУ им. А.И. Герцена, 2023 г.). Пред-
ставим в следующем списке точные названия конференций.
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• Международная конференция: Воронежская зимняя математическая школа
«Современные методы теории функций и смежные проблемы»
(Воронеж, 28 января – 02 февраля 2019 г.).

• LXXII Научная конференция: Герценовские чтения – 2019 «Некоторые акту-
альные проблемы современной математики и математического образования»
(Санкт-Петербург, РГПУ им. А.И. Герцена, 08 – 12 апреля 2019 г.).

• Международная конференция памяти академика А.А.Самарского к 100-летию
со дня рождения «Современные проблемы вычислительной математики и ма-
тематической физики» (Москва, ВМК МГУ, 18 – 20 июня 2019 г.).

• 2nd International Conference on Mathematical Modelling in Applied Sciences:
ICMMAS’19 (Russia –Belgorod, BSU, 20 – 24 august 2019 ).

• 20-я Международная Саратовская зимняя школа «Современные проблемы
теории функций и их приложения» (Саратов, 28 января – 01 февраля 2020 г.).

• XXI Международная научная конференция «Системы компьютерной матема-
тики и их приложения» (Смоленск, СмолГУ, 22 – 23 мая 2020 г.).

• Республиканская научная конференция с участием зарубежных ученых «Со-
временные методы математической физики и их приложения»
(Узбекистан – Ташкент, 17 – 18 ноября 2020 г.).

• Международная конференция: Воронежская зимняя математическая школа
«Современные методы теории функций и смежные проблемы»
(Воронеж, 28 января – 02 февраля 2021 г.).

• Научная сессия Московского педагогического государственного университета
(Москва, МПГУ, 15 марта 2021 г.).

• Международная конференция «Дифференциальные уравнения, математиче-
ское моделирование и вычислительные алгоритмы»
(Белгород: ИД «БелГУ» НИУ «БелГУ», 25 – 29 октября 2021 г.).

• Научная конференция: «Тихоновские чтения»
(Москва, ВМК МГУ, 25 – 30 октября 2021 г.).

• 21-я Международная Саратовская зимняя школа «Современные проблемы
теории функций и их приложения» (Саратов, 31 января – 04 февраля 2022 г.).
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• XXIII Международная научная конференция «Системы компьютерной мате-
матики и их приложения» (Смоленск, СмолГУ, 27 – 28 мая 2022 г.).

• Научная конференция: «Тихоновские чтения»
(Москва, ВМК МГУ, 24 – 28 октября 2022 г.).

• LXXVI Герценовские чтения: международная научная конференция «Совре-
менные проблемы математики и математического образования»
(Санкт-Петербург, РГПУ им. А.И. Герцена, 18 – 20 апреля 2023 г.).

• XXIV Международная научная конференция «Системы компьютерной мате-
матики и их приложения» (Смоленск, СмолГУ, 26 – 27 мая 2023 г.).

Личный вклад автора. Автором решены все поставленные задачи: установле-
ны критерии единственности решения линейных обратных задач для абстрактного
дифференциального уравнения второго порядка с финальными переопределениями
второго и третьего рода (оба критерия — без ограничений на тип эволюционного
уравнения); исследовано распределение нулей возникающей характеристической це-
лой функции; получены эффективные достаточные признаки единственности реше-
ния линейной обратной задачи с переопределением третьего рода; исследованы при-
соединенные решения линейной однородной обратной задачи. Кроме того, для аб-
страктного дифференциального уравнения произвольного порядка n ∈ N установлен
критерий единственности решения модельной обратной задачи с переопределением,
содержащим производную искомой функции в выбранный финальный момент вре-
мени (без ограничений на тип эволюционного уравнения); здесь также исследовано
распределение нулей возникающей характеристической функции (связанной с функ-
циями типа Миттаг-Леффлера) и получены эффективные достаточные признаки
единственности решения обратной задачи. Отдельно установлен новый элементар-
ный критерий единственности решения обратной задачи, действующий для уравне-
ния четвертого порядка.

Структура работы. Диссертационная работа состоит из введения, основного
текста и списка литературы. Основной текст разбит на три главы. Каждая глава
разбита на параграфы, некоторые параграфы — на пункты. Нумерация параграфов
в работе — сквозная. Нумерация пунктов и прочих единиц (утверждений, формул,
примеров и проч.) ведется по параграфам. Каждая глава посвящена своей теме.
Общая структура всех глав: математическая постановка задачи; формулировки ос-
новных результатов; их полные доказательства; дополнительные исследования по
применению доказанных утверждений (следствия, примеры и т. д.).
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В конце текста дан список литературы. Список составлен в алфавитном порядке:
сначала работы на кириллице, а потом — на латинице. Ссылки на литературу в тексте
идут по номерам работ по списку, причем во многих местах помимо номеров для
удобства чтения указаны фамилии авторов (для краткости без инициалов).

Общий объем диссертации составляет 127 страниц, включая один рисунок. Спи-
сок литературы состоит из 115 наименований.

Коротко изложим основное содержание диссертации.

Во всех трех главах рассматриваются модельные обратные задачи для эволю-
ционных дифференциальных уравнений в банаховом пространстве. Охарактеризуем
материал по каждой главе отдельно, но прежде зафиксируем следующие общие по-
ложения.

Все обсуждаемые обратные задачи являются линейными. Всюду в работе исполь-
зуем обозначения: E — комплексное банахово пространство; A — линейный замкну-
тый оператор в пространстве E с областью определения D(A) ⊂ E (не обязатель-
но плотной в E); T > 0 — фиксированное число (финальный момент времени).
Специально подчеркнем, что основные полученные результаты, предполагают лишь
минимальные ограничения на A типа линейности и замкнутости.

Во вводной главе 1 (§§ 1 – 3) изучается обратная задача для абстрактного диф-
ференциального уравнения второго порядка со стандартными условиями Коши и фи-
нальным переопределением второго рода — когда в финальный момент времени зада-
но значение производной от основной эволюционной функции. Это наиболее простая
модель, дающая ориентиры для последующих результатов.

Краткий § 1 посвящен точной постановке задачи
u′′(t) = Au(t) + g, 0 < t < T,

u(0) = u0, u′(0) = u1,

u′(T ) = u2,

(0.1)

с неизвестной функцией u : [ 0, T ] → E и неизвестным элементом g ∈ E. Здесь
u0, u1, u2 — заданные элементы в E. Решением задачи считаем пару (u(t), g), удо-
влетворяющую всем соотношениям в системе (0.1). При этом предполагаем, что

u ∈ C2( ( 0, T ), E ) ∩ C1( [ 0, T ], E ) и u(t) ∈ D(A) при 0 < t < T.

Обратная задача (0.1) называется однородной, если u0 = u1 = u2 = 0.
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Следующий § 2 делится на три пункта. В первом, в предположении, что какое-
то из чисел λk = −k2π2/T 2 с некоторым k ∈ N является собственным значением
оператора A с собственным вектором fk ∈ D(A), fk ̸= 0, получено нетривиальное
элементарное решение

uk(t) =
T 2

k2π2

(
1− cos

kπt

T

)
fk, gk = fk

для однородной версии обратной задачи (0.1). Методом разделения переменных дает-
ся общая схема для нахождения подобных решений, после чего проверка полученного
производится просто — с учетом условий

u0 = u1 = u2 = 0 и Afk = λkfk = (−k2π2/T 2)fk.

Во втором пункте § 2 установлен критерий единственности решения с полным до-
казательством для однородной обратной задачи (теорема 2.1). Как следствие отсюда
получаем (теорема 2.2): для того чтобы обратная задача (0.1) при любом выбо-
ре элементов u0, u1, u2 ∈ E имела не более одного решения (u(t), g), необходимо
и достаточно, чтобы ни одно из чисел

λk = − k2π2

T 2
, k ∈ N,

не являлось собственным значением оператора A.

Во третьем пункте § 2 сформулирован удобный достаточный признак единствен-
ности решения (теорема 2.3).

Далее, в § 3, показывается, как реализуются полученные результаты примени-
тельно к обратным задачам для некоторых уравнений в частных производных. Рас-
смотрены модельные примеры для простых уравнений типа колебания струны и урав-
нения Пуассона в прямоугольнике, а затем — более сложный пример для трехмерного
уравнения Пуассона, взятого в цилиндрической области. Представленные результа-
ты носят иллюстративный характер.

В главе 2 (§§ 4 – 8) для абстрактного дифференциального уравнения второго
порядка изучается обратная задача с условиями Коши, как в первой главе, но с пе-
реопределением третьего рода, содержащим комбинацию значений эволюционной
функции и ее производной в заданный финальный момент времени T > 0. Здесь
ситуация намного сложнее и исследование требует больших усилий.
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Точная постановка задачи дана в § 4. В банаховом пространстве E рассматриваем
соотношения 

u′′(t) = Au(t) + g, 0 < t < T,

u(0) = u0, u′(0) = u1,

αu(T ) + βu′(T ) = u2,

(0.2)

с неизвестной функцией u : [ 0, T ] → E и неизвестным элементом g ∈ E. Выбранные
элементы u0, u1, u2 ∈ E и числовые значения α, β ∈ C \ {0} считаем заданными.
Понятие решения вводим аналогично тому, как это сделано в главе 1. Обратная
задача (0.2) называется однородной, если u0 = u1 = u2 = 0.

Следующий § 5 делится на два пункта. В первом из них с однородной версией
задачи (0.2) связывается ее скалярная модель и характеристическая целая функция

L(λ) = αL1(λ) + β L2(λ) ≡ α
ch

√
λT − 1

λ
+ β

sh
√
λT√
λ

, λ ∈ C. (0.3)

В предположении, что некоторый нуль λ = a функции (0.3) является собственным
значением оператора A с собственным вектором f ∈ D(A), f ̸= 0, для однородной
версии обратной задачи (0.2) получено нетривиальное элементарное решение вида

u(t) =
ch

√
a t− 1

a
f, g = f. (0.4)

Формула (0.4) допускает также прямую проверку подстановкой в систему (0.2) с уче-
том условий u0 = u1 = u2 = 0 и Af = af .

Во втором пункте § 5 сформулирован следующий критерий единственности ре-
шения обратной задачи (0.2) (теорема 5.1): предположим, что при некоторых эле-
ментах u0, u1, u2 ∈ E обратная задача (0.2) имеет решение (u(t), g). Для того
чтобы это решение было единственным необходимо и достаточно, чтобы ни один
нуль характеристической функции L(λ) из формулы (0.3) не являлся собственным
значением оператора A.

После этого, в теореме 5.2, приведена эквивалентная версия критерия для одно-
родного случая обратной задачи (0.2).

Далее, в § 6, установлено полное доказательство теорем 5.1 и 5.2. Сначала обсуж-
даются технические факты, связанные с целыми функциями L1(λ), L2(λ) и с обра-
зованной из них характеристической функцией (0.3). Затем следует основное дока-
зательство. Оно является нетривиальным и довольно объемным (около двенадцати
страниц). Существенную роль здесь играют соображения из теории функций (оценки
поведения функций на мнимой оси, принцип Фрагмена–Линделефа, теорема Мюнца
и т. д.).

14



Отдельный § 7 посвящен распределению нулей характеристической функции (0.3)
в зависимости от выбора параметров α, β ∈ C\{0}. Эта информация важна для при-
менения полученного критерия единственности (см. теорему 5.1). Приводятся общие
сведения про нули, их кратности и локализацию в некоторых специальных случаях.
Здесь же (на основе результатов о распределении нулей) сформулированы эффектив-
ные условия единственности и неединственности решения, относимые к изучаемой
обратной задаче (0.2). Все установленные утверждения (теоремы 7.7–7.18) имеют
простые формулировки и допускают непосредственную проверку при выборе кон-
кретных примеров из математической физики.

Следующий § 8 посвящен присоединенным решениям, иногда возникающим в од-
нородной обратной задаче (0.2). Этот существенно новый эффект был обнаружен при
подготовке диссертации. Исследование показывает, что характеристическая целая
функция L(λ) из формулы (0.3) может иметь кратные нули кратности два при неко-
торых сочетаниях параметров α, β ∈ C, |α| + |β| > 0, T > 0. Допустим, что λ = a

— именно такой кратный нуль, т. е. L(a) = L′(a) = 0. В предположении, что то же
число оказалось кратным собственным значением оператора A с собственным век-
тором f ∈ D(A), f ̸= 0, и присоединенным вектором f+ ∈ D(A2), f+ ̸= 0 (когда
Af = af и Af+ = af+ + f), получено присоединенное решение соответствующей
однородной обратной задачи. Оно имеет вид

u(t) =
ch(

√
a t)− 1

a
f+ +

√
a t sh(

√
a t) − 2 ch(

√
a t) + 2

2a2
f, g = f+. (0.5)

Пары (u(t), g) вида (0.5) являются независимыми по отношению к элементарным
решениям (0.4). Показано, что формула (0.5) допускает реализацию на практике:
в гильбертовом пространстве E = L2(0, l) для несамосопряженных операторов A

с кратными спектрами приведены примеры конкретных обратных задач, имеющих
присоединенные решения. Очень полезной здесь оказалась идея В.А.Ильина [18, 19],
позволяющая строить операторы A с нужными свойствами (дальнейшее развитие
теории несамосопряженных операторов Ильина представлено в недавних моногра-
фиях Ломова [34, 35]).

В главе 3 (§§ 9 – 15) изучается модельная обратная задача для абстрактного
дифференциального уравнения произвольного порядка n ∈ N с условиями Коши
и специальным финальным переопределением.

Вводный § 9 носит подготовительный характер. Сначала дается краткий обзор
по теории так называемых обобщенных экспонент или, как говорят еще (см. [103]),
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обобщенных λ-гиперболических функций вида

yn,m(t, λ) =
tm

m!
+ λ

tn+m

(n+m)!
+ λ2

t2n+m

(2n+m)!
+ . . . =

∞∑
j=0

λj
t jn+m

(jn+m)!
. (0.6)

Здесь t ∈ R, λ ∈ C, n ∈ N, m ∈ Z. При t = 1 и λ = z вводится основное, нужное
семейство целых функций Yn,m(z) = yn,m(1, z), n ∈ N, m ∈ Z, со следующей явной
формулой

Yn,m(z) =
1

m!
+

z

(n+m)!
+

z2

(2n+m)!
+ . . . =

∞∑
j=0

zj

(jn+m)!
, z ∈ C. (0.7)

Отмечается связь Yn,m(z) = E1/n(z; m+1) с функциями типа Миттаг-Леффлера [17]

Eρ(z; µ) =
∞∑
j=0

z j

Γ(jρ−1 + µ)
, z ∈ C,

где ρ > 0 и µ ∈ C — два параметра, а Γ — символ гамма-функции. Для каждой из
функций Yn,m(z) = E1/n(z; m+ 1) рассматриваем бесконечное множество нулей

Λn,m ≡
{
z ∈ C : Yn,m(z) = 0

}
=
{
zk(n,m)

}
k∈J (0.8)

с индексацией k ∈ J = J(n,m) ⊆ Z, проведенной без учета кратности. Выделены три
элементарных случая Λ1,1, Λ2,2 и Λ2,1, когда все нули находятся явно. Технический
аппарат готов для проводимого исследования.

Следующий § 10 посвящен точной постановке общей обратной задачи с фиксиро-
ванными значениями n ∈ N и q ∈ { 0, . . . , n− 1 }. Рассматриваем соотношения

dnu(t)

dtn
= Au(t) + g, 0 < t < T,

u(0) = u0, u′(0) = u1, . . . , u(n−1)(0) = un−1,

u(q)(T ) = un.

(0.9)

Все элементы u0, . . . , un ∈ E считаем заданными. Неизвестными, как и ранее, яв-
ляются функция u : [ 0, T ] → E и элемент g ∈ E. Предполагаем, что

u ∈ C n(( 0, T ), E) ∩ C n−1([ 0, T ], E) и u(t) ∈ D(A) при 0 < t < T.

Обратная задача (0.9) называется однородной, если u0 = . . . = un = 0.

Отдельно отмечаются специальные, изученные ранее, случаи задачи (0.9) с пара-
метрами: а) n = 1 и q = 0 ; б) n = 2 и q = 0 или q = 1. Эти случаи включены
сейчас в общую схему с некоторыми особенностями при рассмотрении.
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Далее, в § 11, сформулирован наш основной критерий единственности решения
(теорема 11.1): для того чтобы обратная задача (0.9) с фиксированными значениями
n ∈ N и q ∈ { 0, . . . , n − 1 } при любом выборе элементов u0, . . . , un ∈ E имела
не более одного решения (u(t), g), необходимо и достаточно, чтобы ни одно из чисел

λk = λk(n, n− q) =
zk(n, n− q)

T n
, k ∈ J = J(n, n− q) ⊆ Z, (0.10)

не являлось собственным значением оператора A. Здесь zk = zk(n, n − q) — нули
целой функции Yn, n−q(z) из семейства (0.7) (см. также формулу (0.8)).

Для упомянутых выше специальных случаев (при n = 1 и n = 2) приведены
отдельные формулировки критерия единственности решения (теоремы 11.2 – 11.4),
совпадающие с прежними результатами Тихонова, Эйдельмана и автора. Тем самым,
теорема 11.1 охватывает все допустимые ситуации.

Последующий § 12 содержит полное доказательство основного результата. Па-
раграф разбит на несколько пунктов. Сначала рассматривается однородная версия
обратной задачи (0.9), для которой дана своя отдельная формулировка критерия
единственности (см. теорему 12.1). Затем показана необходимость условия из кри-
терия единственности: в предположении, что некоторое число λk из формулы (0.10)
является собственным значением оператора A с собственным вектором fk ∈ D(A)

( fk ̸= 0, Afk = λkfk) для однородной обратной задачи получено нетривиальное
элементарное решение вида

u(t) = yn,n(t, λk) fk, g = fk, (0.11)

где yn,n(t, λ) — функция из семейства (0.6). Отдельно рассмотрены пары (0.11) для
случаев n = 1 и n = 2. Здесь результаты совпадают с полученными ранее.

Заключительная, весьма объемная часть § 12 посвящена доказательству доста-
точности условия в критерии единственности для задачи (0.9). Выводятся соот-
ветствующие операторные соотношения, анализ которых осуществлен при помощи
«метода частных» Б. Я.Левина. Ключевую роль здесь играет один прием Карле-
мана, использующий теорему Вимана о поведении целых функций порядка ρ < 1/2

(подробнее см. [57]). Как и в главе 2, завершение доказательства основано на теореме
Мюнца.

Поскольку полученный критерий единственности решения обратной задачи (0.9)
тесно связан с нулями целых функций Yn,m(z) из семейства (0.7), то вопросу распре-
деления этих нулей посвящен отдельный § 13.
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Известны три специальные множества Λ1,1, Λ2,2, Λ2,1 вида (0.8), когда все ну-
ли вычисляются явно. Основной интерес для нас представляют прочие Λn,m при
n ⩾ 3, где явное вычисление нулей весьма затруднительно. Здесь были использова-
ны недавние результаты Попова и Седлецкого [42], на основании которых показано,
что все числа (0.10) при n ⩾ 3 и q ∈ { 0, 1, . . . , n − 1 } являются вещественными
и отрицательными, причем

λk = λk(n, n− q) = −
(

π

sin(π/n)

(
k − 1

2
+
n− q

n

)
+ εk

)n/
T n

с нумерацией k ∈ N и значениями εk = εk(n, n− q), экспоненциально стремящимся
к нулю при k → ∞.

Особо отмечены функции Y4,m(z) при m = {−2, 0, 2}, для которых нули вычис-
ляются явно. В развитии одной идеи И.В.Тихонова [57], показано, что

Λ 4,m =

{
−4

(
k +

m− 2

4

)4

π4

}
k∈N

, m = −2, 0, 2. (0.12)

Этот интересный случай дополняет общую теорию А.Ю. Попова и А.М.Седлецкого
и позволяет сформулировать отдельную, вполне завершенную версию критерия един-
ственности для абстрактного дифференциального уравнения четвертого порядка (см.
теорему 14.7).

Далее, в § 14, устанавливаются некоторые следствия. Параграф делится на два
пункта. В первом, на основе полученных результатов о нулях характеристической
функции, отмечен ряд достаточных признаков единственности решения, действую-
щих для общей обратной задачи (0.9). Приведем один типичный пример (из теоре-
мы 14.5), пригодный для случая n ⩾ 3: пусть A — линейный замкнутый оператор
в банаховом пространстве E. Обратная задача (0.9) с фиксированными парамет-
рами n ⩾ 3, q ∈ { 0, . . . , n − 1 } при любом выборе значения T > 0 и элементов
u0, . . . , un ∈ E имеет не более одного решения (u(t), g), если у оператора A нет
собственных значений на луче

M =M(n, q, T ) ≡
(
−∞, − T −n( 2n− q )!/ (n− q )!

)
⊂ R.

Компьютерная проверка показывает, что верхняя граница в указанном множестве
является достаточно точной.
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Во втором пункте § 14 рассматривается специальный случай обратной задачи для
уравнения четвертого порядка:

d4u(t)

dt4
= Au(t) + g, 0 < t < T,

u(0) = 0, u′(0) = 0, u′′(0) = 0, u′′′(0) = 0,

u′′(T ) = 0,

(0.13)

где критерий единственности приобретает следующий простой вид (теорема 14.7):
пусть A — линейный замкнутый оператор в банаховом пространстве E. Для того
чтобы линейная однородная обратная задача (0.13) имела на ( 0, T ) только три-
виальное решение u(t) ≡ 0, g = 0, необходимо и достаточно, чтобы ни одно из
чисел

λk = − 4k4π4

T 4
, k ∈ N, (0.14)

не являлось собственным значением оператора A.

Числа (0.14) получаются согласно (0.10) на основе явно найденных нулей из мно-
жества Λ4,2 (см. формулу (0.12) при m = 2).

В предположении, что какое-то число λk = −4k4π4/T 4 с некоторым k ∈ N явля-
ется собственным значением оператора A с собственным вектором fk ∈ D(A), fk ̸= 0,
для обратной задачи (0.13) указано нетривиальное элементарное решение

u(t) =
T 4

4k4π4

(
1− cos

kπt

T
ch
kπt

T

)
fk, g = fk. (0.15)

При проверке соотношений (0.13) используется то, что Afk = (−4k4π4/T 4)fk.

Завершает основной текст § 15, в котором приведены конкретные примеры об-
ратных задач для уравнений в частных производных четвертого порядка. Здесь реа-
лизуются идеи, связанные с задачей (0.13) и ее возможными решениями вида (0.15).
Построенные примеры неединственности вполне обозримы и выражаются через эле-
ментарные функции.

В заключении подводятся итоги выполненного исследования.
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Глава 1.

Обратная задача

для дифференциального уравнения

второго порядка с финальным

переопределением второго рода

Изучается модельная обратная задача для абстрактного дифференциального урав-
нения второго порядка

u′′(t) = Au(t) + g

со стандартными условиями Коши. Стационарное неоднородное слагаемое g счита-
ется неизвестным. В качестве дополнительного условия взято финальное переопре-
деление второго рода — когда в финальный момент времени задано значение произ-
водной от основной эволюционной функции. Для рассматриваемой задачи показано,
что вопрос единственности решения можно исследовать при минимальных требова-
ниях к оператору A, предполагая лишь, что A — линейный и замкнутый в банаховом
пространстве E.

§ 1. Абстрактная постановка задачи

Пусть E — комплексное банахово пространство и A — линейный замкнутый оператор
в E с областью определения D(A) ⊂ E (не обязательно плотной в E). Зафиксируем
вещественное число T > 0. На интервале ( 0, T ) рассмотрим абстрактное дифферен-
циальное уравнение второго порядка

u′′(t) = Au(t) + g, 0 < t < T, (1.1)

с неизвестным элементом g из пространства E.
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Для одновременного нахождения функции u : [ 0, T ] → E и элемента g добавим
условия Коши

u(0) = u0, u′(0) = u1 (1.2)

с финальным переопределением второго рода

u′(T ) = u2, (1.3)

где u0, u1, u2 элементы из E. Задача (1.1)–(1.3) относится к классу обратных задач
(см. [16, 91, 97, 109]).

Пару (u(t), g) назовем ослабленным решением обратной задачи (1.1)–(1.3), если

u ∈ C2( ( 0, T ), E ) ∩ C1( [ 0, T ], E ), u(t) ∈ D(A) при 0 < t < T, g ∈ E, (1.4)

и выполнены все соотношения (1.1)–(1.3). При этом Au ∈ C(( 0, T ), E ).

При рассмотрении уравнения (1.1) на всем отрезке [ 0, T ] пара (u(t), g) называется
классическим решением обратной задачи (1.1)–(1.3), если

u ∈ C2( [ 0, T ], E ), u(t) ∈ D(A) при 0 ⩽ t ⩽ T, g ∈ E. (1.5)

При этом уравнение (1.1) должно быть выполнено на отрезке [ 0, T ], а в соотноше-
ниях (1.2) для согласования условий надо считать, что u0 ∈ D(A).

Предположим что поставленная обратная задача (1.1)–(1.3) с некоторыми элемен-
тами u0, u1, u2 ∈ E разрешима. Поставим вопрос о единственности решения (u(t), g).
Понятно, что с общей точки зрения лучше рассматривать ослабленные решения, так
как из единственности ослабленного решения будет также следовать единственность
классического решения.

Подобные задачи изучались ранее в работах [10, 12, 22, 23, 40, 75] при тех или
иных специальных ограничений. В работе [69] для обратной задачи с финальным пе-
реопределением первого рода u(T ) = u2 получен критерий единственности решения
в случае дифференциального уравнения первого порядка без всяких ограничений.
Затем, в работе [70], критерий единственности перенесен на уравнение высокого по-
рядка, в том числе, на уравнение второго порядка. Подчеркнем, что в [69] и [70]
фигурировало финальное переопределение именно первого рода.

Возможно, что обратные задачи с финальным переопределением (1.3) еще не изу-
чены с должной подробностью. Отметим лишь результаты [109, п. 8.3], где для урав-
нений «эллиптического типа» рассматривалась обратная задача с заданной комби-
нацией αu(T ) + βu′(T ) = u2, α, β ∈ R, включающей в себя оба упомянутых выше
переопределения.
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Обратная задача (1.1)–(1.3) изучалась автором в работе [1] (и также в [2, 3]).
Основываясь на [1], изложим материал подробно.

Используя методику [69, 70], мы получим критерий единственности решения в ли-
нейной обратной задаче для эволюционного дифференциального уравнения второго
порядка в случае финального переопределения второго рода. Также, как в [69, 70],
наш результат имеет универсальный характер и не налагает ограничений на тип
уравнения.

Пусть две пары функций (u(1)(t), g(1)), (u(2)(t), g(2)) являются ослабленными ре-
шениями обратной задачи (1.1)–(1.3). Тогда пара (u(t), g), где

u(t) = u(1)(t)− u(2)(t), g = g(1) − g(2),

удовлетворяет уравнению (1.1) и условиям

u(0) = 0, u′(0) = 0, u′(T ) = 0. (1.6)

Задача (1.1), (1.6) называется однородной обратной задачей.

Очевидно, что задача (1.1), (1.6) всегда имеет тривиальное решение

u(t) ≡ 0, g = 0.

Итак, вопрос единственности решения в исходной обратной задаче (1.1)–(1.3) сво-
дится к вопросу об отсутствии нетривиальных решений у однородной обратной за-
дачи (1.1), (1.6).

§ 2. Критерий единственности решения

Для изучаемой обратной задачи (1.1)–(1.3) установим критерий, дающий полный
ответ на вопрос о единственности решения. Как было отмечено выше, достаточно
исследовать однородную обратную задачу (1.1), (1.6) на отсутствие нетривиальных
решений. Для поиска возможных таких решений применим метод разделения пере-
менных.

2.1. Элементарные решения. Вначале рассуждаем формально. Нетривиаль-
ные элементарные решения однородной задачи (1.1), (1.6) ищем в виде

u(t) = y(t)f, g = g, (2.1)

где y(t) — скалярная комплекснозначная функция, а f , g — элементы из E.
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При этом считаем, что

y ∈ C2 [ 0, T ], y(t) ̸≡ 0, f ∈ D(A), f ̸= 0. (2.2)

Требование g ̸= 0 пока не налагаем, ибо изначально нельзя исключать, что g = 0,
а u(t) ̸≡ 0 на [ 0, T ]. Предположения (2.2) согласуются с условиями (1.5), поэтому
элементарное решение (2.1) будет классическим.

Подставляя пару (2.1) в задачу (1.1), (1.6), получим уравнение

y′′(t)f = y(t)Af + g, 0 ⩽ t ⩽ T, (2.3)

вместе с условиями

y(0) = 0, y′(0) = 0, (2.4)

y′(T ) = 0, (2.5)

выполненными в силу того, что f ̸= 0.

Так как y(0) = 0, то при t = 0 из (2.3) следует связь

g = αf, (2.6)

где α ≡ y′′(0) — некоторое число. Подставляя (2.6) в уравнение (2.3) и преобразуя
результат, придем к соотношению

Af =
y′′(t)− α

y(t)
f,

выполненному там, где y(t) ̸= 0. Такое возможно только, если

Af = λf, (2.7)

c некоторой константой λ ∈ C.

Итак, элемент f ̸= 0 должен быть собственным вектором оператора A с собствен-
ным значением λ ∈ C. Но тогда уравнение (2.3) с учетом соотношений (2.6), (2.7)
и при добавлении двух начальных условий (2.4) дает задачу Коши y′′(t) = λ y(t) + α, 0 ⩽ t ⩽ T,

y(0) = 0, y′(0) = 0.
(2.8)

Решение задачи Коши (2.8) может быть записано в виде

y(t) = α
ch

√
λ t− 1

λ
,

[
y(t) = αt2/2 при λ = 0

]
. (2.9)

При этом

y′(t) = α
sh

√
λ t√
λ

, [ y′(t) = αt при λ = 0 ] . (2.10)

Так как y(t) ̸≡ 0 , то число α в формуле (2.9) должно быть отлично от нуля. Выбе-
рем α = 1 (≡ y′′(0)).
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Для нахождения подходящих значений λ ∈ C воспользуемся условием (2.5). При
подстановке t = T в формулу (2.10) получим уравнение

sh
√
λT√
λ

= 0. (2.11)

Корни уравнения (2.11) находятся элементарно

sh
√
λT = 0 =⇒ e2

√
λT = 1 =⇒

√
λk = kπi/T, k ∈ Z \ {0} (λ ̸= 0).

Следовательно, корни имеют вид λk = −k2π2/T 2, k ∈ N. При подстановке таких
значений в формулу (2.9), с учетом что α = 1, получаем функции

yk(t) =
T 2

k2π2

(
1− cos

kπt

T

)
, k ∈ N, (2.12)

а соотношение (2.7) дает серию уравнений

Afk = − k2π2

T 2
fk, k ∈ N. (2.13)

В силу ограничения (2.2) годятся только нетривиальные решения fk ̸= 0.

Допустим, что какое-то из чисел λk = −k2π2/T 2 при некотором k ∈ N является
собственным значением оператора A, и нетривиальное решение fk ̸= 0 существует.
Принимая во внимание выражения (2.6), (2.12) получим нетривиальное элементарное
решение (2.1) следующего вида

uk(t) =
T 2

k2π2

(
1− cos

kπt

T

)
fk, gk = fk. (2.14)

Сформулируем установленный результат.

Лемма 2.1. Пусть существует k ∈ N, для которого уравнение (2.13) имеет нетри-
виальное решение fk ̸= 0, т.е. число λk = −k2π2/T 2 является собственным зна-
чением оператора A с собственном вектором fk ∈ D(A). Тогда обратная зада-
ча (1.1), (1.6) имеет нетривиальное элементарное решение вида (2.14).

Доказательство. Все предыдущие рассуждения данного пункта дают полное обос-
нование леммы 2.1. Кроме того, прямая подстановка пары (2.14) в соотношения
(1.1), (1.6) (с учетом того, что fk — собственный вектор оператора A ) сразу показыва-
ет, что эта пара есть нетривиальное решение однородной обратной задачи (1.1), (1.6).
□

Лемма 2.1 обеспечивает необходимое условие («необходимость») в следующем
критерии единственности решения для однородной обратной задачи (1.1), (1.6).
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2.2. Единственность решения. Установим следующий результат, дающий
критерий единственности решения для однородной обратной задачи (1.1)–(1.6). В тео-
реме речь идет о единственности ослабленного решения (u(t), g), удовлетворяющего
ограничениям (1.4).

Теорема 2.1. Пусть A — линейный замкнутый оператор в E. Для того чтобы од-
нородная обратная задача (1.1), (1.6) имела только тривиальное решение u(t) ≡ 0,
g = 0, необходимо и достаточно, чтобы ни одно из чисел

λk = − k2π2

T 2
, k ∈ N, (2.15)

не являлось собственным значением оператора A.

Доказательство. Необходимость. Пусть число λk = −k2π2/T 2 с некоторым k ∈ N
является собственным значением оператора A, и пусть fk ̸= 0 — соответствующий
собственный вектор из D(A). Тогда (см. лемму 2.1) пара (2.14) служит нетривиаль-
ным решением однородной обратной задачи (1.1), (1.6). Указанное решение (2.14) яв-
ляется не только ослабленным, но и классическим, удовлетворяя ограничения (1.5).

Докажем теперь достаточность. Предположим, что ни одно из чисел (2.15) не яв-
ляется собственным значением оператора A, и пусть (u(t), g) — некоторое ослаблен-
ное решение однородной обратной задачи (1.1), (1.6). Покажем, что u(t) ≡ 0 и g = 0.

Определим векторные коэффициенты

fk =

T∫
0

u(t) cos
kπt

T
dt, k ∈ N. (2.16)

Поскольку поведение функции u(t) вблизи границ отрезка [ 0, T ] может «портиться»
(см. условия (1.4)), зафиксируем малое ε > 0 и рассмотрим аппроксимации

fk,ε =

T−ε∫
ε

u(t) cos
kπt

T
dt, k ∈ N. (2.17)

Учитывая замкнутость оператора A и уравнение (1.1), имеем соотношения

Afk,ε =

T−ε∫
ε

Au(t) cos
kπt

T
dt =

T−ε∫
ε

u′′(t) cos
kπt

T
dt − g

T−ε∫
ε

cos
kπt

T
dt. (2.18)

Проинтегрируем (2.18) по частям и получим

Afk,ε = u′(t) cos
kπt

T

∣∣∣∣T−ε

ε

+
kπ

T

T−ε∫
ε

u′(t) sin
kπt

T
dt − g

T−ε∫
ε

cos
kπt

T
dt =
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=

(
u′(t) cos

kπt

T
+
kπ

T
u(t) sin

kπt

T

)∣∣∣∣T−ε

ε

− k2π2

T 2

T−ε∫
ε

u(t) cos
kπt

T
dt −

− g

T−ε∫
ε

cos
kπt

T
dt ≡ hk,ε.

Устремим теперь ε→ 0+. Тогда

fk,ε →
T∫

0

u(t) cos
kπt

T
dt ≡ fk

и

Afk,ε = hk,ε → − k2π2

T 2

T∫
0

u(t) cos
kπt

T
dt ≡ λk fk

с числами λk из формулы (2.15). В предельном переходе для hk,ε были использованы
элементарные свойства тригонометрических функций и краевые условия (1.6).

Вновь учитывая замкнутость оператора A, приходим к соотношениям

fk ∈ D(A), Afk = λk fk, k ∈ N,

выполненным для элементов fk из формулы (2.16) с числами λk вида (2.15). По пред-
положению ни одно из чисел (2.15) не является собственным значением оператора A.
Но тогда fk = 0 для всех векторных коэффициентов (2.16).

Итак, установили, что

T∫
0

u(t) cos
kπt

T
dt = 0, ∀ k ∈ N.

Применяя линейный непрерывный функционал f ∗ ∈ E∗, получаем непрерывную ска-
лярную функцию ψ(t) = f ∗(u(t)), ортогональную на отрезке [ 0, T ] всем функциям
cos (kπt/T ) со значениями k ∈ N. Такая функция ψ(t) может быть только констан-
той. Но

ψ(0) = f ∗(u(0)) = 0

в силу условия u(0) = 0 (см. (1.6)). В результате ψ(t) = f ∗(u(t)) ≡ 0 всюду на [ 0, T ].
Выбор функционала f ∗ ∈ E∗ был произвольным. По теореме Хана–Банаха заклю-
чаем, что u(t) ≡ 0 на [ 0, T ]. Здесь u(t) — первый и, как мы установили, равный
нулю компонент взятого решения (u(t), g). Но тогда g = 0 автоматически (см. урав-
нение (1.1)). Решение однородной обратной задачи (1.1), (1.6) может быть только
тривиальным. □
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Вернемся к неоднородной обратной задаче (1.1)–(1.3) и сформулируем следующий
завершающий результат.

Теорема 2.2. Пусть A — линейный замкнутый оператор в E. Для того чтобы об-
ратная задача (1.1)–(1.3) при любом выборе элементов u0, u1, u2 ∈ E имела не более
одного ослабленного решения (u(t), g), необходимо и достаточно, чтобы ни одно из
чисел λk вида (2.15) не являлось собственным значением оператора A.

Теорема 2.2 прямо следует из теоремы 2.1 и дает критерий единственности ре-
шения обратной задачи (1.1)–(1.3) без всяких ограничений на природу оператора A,
т. е. без всяких ограничений на тип эволюционного уравнения (1.1).

2.3. Достаточный признак единственности. Из теоремы 2.2 выводим удоб-
ное достаточное условие единственности решения обратной задачи (1.1)–(1.3).

Теорема 2.3. Пусть A — линейный замкнутый оператор в E, не имеющий соб-
ственных значений на луче (−∞, 0 ). Тогда обратная задача (1.1)–(1.3) при любом
выборе значения T > 0 и элементов u0, u1, u2 ∈ E имеет не более одного ослаблен-
ного решения.

Доказательство. Все числа вида (2.15) являются вещественными и отрицательны-
ми. Поэтому, по теореме 2.2, если у оператора A нет собственных значений на луче
(−∞, 0 ), то обратная задача (1.1)–(1.3) не может иметь более одного ослабленного
решения (u(t), g). □

Дадим несколько иллюстраций на применение полученных результатов в следу-
ющем параграфе.

§ 3. Применение критерия единственности

Покажем как реализуется установленный критерий единственности решения. Рас-
смотрим следующие обратные задачи.

3.1. Модельные простые примеры. Обратные задачи будем рассматривать
в прямоугольнике

( 0, l )× ( 0, T )

где l > 0, T > 0 — фиксированные числа.
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Ввиду простоты ситуации, ее «одномерности» по переменной x, выбор основного
банахова пространства E представляется не слишком принципиальным. Для опре-
деленности будем считать, что

E = L2( 0, l ), D(A) = H2( 0, l ) ∩H1
0 ( 0, l ),

предполагая, что все последующие действия соответствуют абстрактной схеме.

Возьмем одно из следующих дифференциальных уравнений:

1) уравнение вынужденных колебаний струны

utt(x, t) = uxx(x, t) + g(x), 0 < x < l, 0 < t < T ; (3.1)

2) эллиптическое уравнение типа Пуассона

utt(x, t) = −uxx(x, t) + g(x), 0 < x < l, 0 < t < T ; (3.2)

3) уравнение с комплексным параметром

utt(x, t) = iuxx(x, t) + g(x), 0 < x < l, 0 < t < T, (3.3)

где i— мнимая единица. Независимо от типа уравнения, переменную t считаем услов-
ным эволюционным «временем».

При выборе того или иного уравнения будем добавлять к нему краевые условия

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, (3.4)

а также условия Коши

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), (3.5)

и финальное переопределение

ut(x, T ) = u2(x). (3.6)

Функции u0(x), u1(x), u2(x) предполагаем заданными. Неизвестной каждый раз яв-
ляется пара функции u(x, t) и g(x). Для уравнения Пуассона (3.2) разделение усло-
вий на «краевые», «начальные» и «финальное» представляется, конечно, немного
искусственным, и весь набор (3.4)–(3.6) можно интерпретировать как одну общую
комбинацию краевых условий.
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Случай 1. Рассмотрим уравнение вынужденных колебаний струны (3.1) с усло-
виями (3.4)–(3.6). На отрезке [ 0, l ] собственные значения оператора A = d2/dx2 с кра-
евыми условиями первого рода (см. (3.4)) имеют вид

µ(1)
m = − m2π2

l2
, m ∈ N, (3.7)

т. е. e′′m(x) = µ
(1)
m em(x) с собственными функциями em(x) = sin (mπx/l).

В случае рационального отношения T/ l множества чисел (2.15) и (3.7) будут
пересекаться, и среди чисел λk вида (2.15) обязательно найдутся собственные значе-
ния оператора A. Соответственно, по теореме 2.2, в поставленной обратной задаче
(3.1), (3.4)–(3.6) нет свойства единственности решения.

Поясним подробнее. Пусть T/ l = p/q, где p/q — несократимая рациональная
дробь. Возникает связь k/m = p/q, при которой числа из множества (2.15) попадают
в множество (3.7). Полагая k = np, m = nq с параметром n ∈ N и учитывая, что
q/l = p/T , получаем нужные собственные значения

µ(1)
m = µ(1)

nq = −
(nqπ

l

)2
= −

(npπ
T

)2
= λnp = λk

с соответствующими собственными функциями

em(x) = enq(x) = sin
nqπx

l
= sin

npπx

T
= fnp(x) = fk(x).

Применяя теперь формулу (2.14), имеем бесконечный набор элементарных решений

unp(x, t) =
T 2

n2p2π2

(
1− cos

npπt

T

)
sin

npπx

T
, gnp(x) = sin

npπx

T
, n ∈ N,

удовлетворяющих однородной обратной задаче (3.1), (3.4)–(3.6) при выборе однород-
ных условий u0(x) ≡ 0, u1(x) ≡ 0, u2(x) ≡ 0. Единственность решения обратной
задачи, тем самым, нарушается.

Если же отношение T/ l иррационально, то множества чисел (2.15) и (3.7) не пере-
секаются, и ни одно из чисел (2.15) не является собственным значением оператора A.
Но тогда, по теореме 2.2, задача (3.1), (3.4)–(3.6) при любом выборе данных u0(x),
u1(x), u2(x) имеет не более одного решения (u(x, t), g(x)).

Как видим, ситуация подобна той, что обычно встречается в задачах Дирихле
для уравнений гиперболического типа (см. [48, 82]; см. также [16, с. 140–143] и [40,
с. 1619–1620]).
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Случай 2. Рассмотрим теперь уравнение Пуассона (3.2) с условиями (3.4)–(3.6).
На отрезке [ 0, l ] собственные значения оператора A = −d2/dx2 с краевыми услови-
ями первого рода (см. (3.4)) имеют вид

µ(2)
m =

m2π2

l2
, m ∈ N, (3.8)

т. е. (−e′′m(x)) = µ
(2)
m em(x) с собственными функциями em(x) = sin (mπx/l) .

Ни одно из чисел (3.8) не попадает на луч (−∞, 0 ). Следовательно, по теореме 2.3,
обратная задача (3.2), (3.4)–(3.6) всегда имеет не более одного решения.

Случай 3. Рассмотрим уравнение (3.3) с теми же условиями (3.4)–(3.6). На
отрезке [ 0, l ] собственные значения оператора A = id2/dx2 с краевыми условиями
первого рода (см. (3.4)) имеют вид

µ(3)
m = − i

m2π2

l2
, m ∈ N, (3.9)

т. е. ie′′m(x) = µ
(3)
m em(x) с прежними собственными функциями em(x) = sin (mπx/l) .

Подобно случаю 2, ни одно число (3.9) не попадает на луч (−∞, 0 ), и по теоре-
ме 2.3 обратная задача (3.3)–(3.6) всегда имеет не более одного решения.

3.2. Уравнение Пуассона в цилиндрической области. Рассмотрим диф-
ференциальное уравнение

uxx(x, y, z) + uyy(x, y, z) + uzz(x, y, z) = −g(x, y), (x, y) ∈ Ω, 0 < z < h, (3.10)

с неизвестной функцией g(x, y). Здесь Ω — ограниченная выпуклая область в R2
(x,y)

с гладкой (или кусочно гладкой) границей ∂Ω. Число h > 0 считаем фиксированным.

Для одновременного нахождения пары
{
u(x, y, z), g(x, y)

}
возьмем набор крае-

вых условий

u(x, y, z) |∂Ω = µ(x, y, z), (x, y) ∈ ∂Ω, 0 < z < h, (3.11)

u(x, y, 0) = u0(x, y), uz(x, y, 0) = u1(x, y), (3.12)

uz(x, y, h) = u2(x, y). (3.13)

Функции u0(x, y), u1(x, y), u2(x, y) заданы при (x, y) ∈ Ω.

Если трактовать уравнение (3.10) как уравнение стационарной теплопроводности,
то u(x, y, z) — неизвестная температура внутри области Ω×(0, h), g(x, y) — плотность
стационарных источников тепла, не зависящая от координаты z, функции µ(x, y, z)

и u0(x, y) выражают граничные значения температуры, а функции u1(x, y) и u2(x, y)
— это соответствующие температурные градиенты.
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Похожие обратные задачи для эллиптических уравнений рассматривались, на-
пример, в работах [40, 44, 50]. Новым моментом является использование в (3.13)
краевого условия второго рода, а не первого, как часто было раньше.

Обратная задача (3.11)–(3.13) рассмотрена автором в работе [3]. Основываясь
на [3], изложим следующий материал.

Для исследования о единственности решения в обратной задаче (3.10)–(3.13),
представим дифференциальное уравнение (3.10) в виде

uzz(x, y, z) = −∆u(x, y, z)− g(x, y), (x, y) ∈ Ω, 0 < z < h,

где ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 — оператор Лапласа. Составим спектральную задачу ∆u(x, y) + λu(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) |∂Ω = 0
(3.14)

со спектральным параметром λ ∈ C. Задаче (3.14) отвечает оператор

A = −∆ = −( ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 ) (3.15)

в пространстве L2(Ω) на области определения D(A) = {u ∈ H2(Ω) : u(x, y) |∂Ω = 0 }.
Как известно, в задаче (3.14) все собственные значения являются вещественными

и неотрицательными. Следовательно, у оператора A из (3.15) нет собственных зна-
чений на луче (−∞, 0 ). Тогда, по теореме 2.3, обратная задача для уравнения (3.10)
с однородными краевыми условиями (3.11)–(3.13) имеет только тривиальное решение
u(x, y, z) ≡ 0, g(x, y) = 0. Сформулируем следующий результат.

Теорема 3.1. Пусть при некотором выборе функций µ, u0, u1, u2 обратная зада-
ча (3.10)–(3.13) имеет два решения{

u(1)(x, y, z), g(1)(x, y)
}
,
{
u(2)(x, y, z), g(2)(x, y)

}
,

таких, что их разность

u(x, y, z) ≡ u(1)(x, y, z)− u(2)(x, y, z), g(x, y) ≡ g(1)(x, y)− g(2)(x, y),

удовлетворяет условиям

u ∈ C2( ( 0, h ), L2(Ω) ) ∩ C1( [ 0, h ], L2(Ω) ),

u( · , · , z) ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) при всех z ∈ ( 0, h ),

g ∈ L2(Ω),

и является решением обратной задачи для уравнения (3.10) с однородным краевыми
условиями (3.11)–(3.13). Тогда u(1)(x, y, z) = u(2)(x, y, z) п. в. в цилиндре Ω × ( 0, h )

и g(1)(x, y) = g(2)(x, y) п. в. в области Ω.
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Доказательство. Предыдущие рассуждения данного пункта дают полное обосно-
вание теоремы 3.1. □

Соображения «самосопряженности» при этом не используются, что позволяет
легко перенести теорему единственности 3.1 в пространства типа Lp произвольным
p ∈ (1, ∞). Отметим, что задача (3.10)–(3.13) представляет определенный интерес
для геофизики в связи с вопросом о нахождении радиоактивных источников тепла
в земной коре [53].

Итак, для модельной обратной задачи (1.1)–(1.3), в настоящей главе, получен пол-
ный ответ на поставленный вопрос о единственности решения и критерий установ-
лен. В заключение, отметим что было бы полезно также продолжать исследование
о разрешимости обратной задачи (1.1)–(1.3).
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Глава 2.

Обратная задача

для дифференциального уравнения

второго порядка с финальным

переопределением третьего рода

В настоящей главе продолжаем изучать модельную обратную задачу, рассматривае-
мую в главе 1, для эволюционного дифференциального уравнения второго порядка

u′′(t) = Au(t) + g

со стандартными условиями Коши в начальный момент времени. Стационарное неод-
нородное слагаемое g, по прежнему, считается неизвестным. Но, в отличии от первой
главы, в силу дополнительного условия задается финальное переопределение тре-
тьего рода, содержащее комбинацию значений эволюционной функции и ее произ-
водной в некий финальный момент времени. Для изучаемой задачи показано, что
вопрос единственности решения можно исследовать также при минимальных требо-
ваниях к оператору A, предполагая лишь, что A — линейный и замкнутый в бана-
ховом пространстве E.

§ 4. Постановка задачи

Пусть E — комплексное банахово пространство и A — линейный замкнутый оператор
в E с областью определения D(A) ⊂ E (не обязательно плотной в E). Зафиксируем
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вещественное число T > 0. На интервале ( 0, T ) рассмотрим абстрактное дифферен-
циальное уравнение второго порядка

u′′(t) = Au(t) + g, 0 < t < T, (4.1)

с неизвестным элементом g ∈ E.

Для одновременного нахождения функции u : [ 0, T ] → E и элемента g добавим
условия Коши

u(0) = u0, u′(0) = u1 (4.2)

и специальное финальное условие

αu(T ) + βu′(T ) = u2. (4.3)

Элементы u0, u1, u2 ∈ E и числовые значения α, β ∈ C \ {0} считаем заданными.

Условие (4.3) будем называть финальным переопределением третьего рода. За-
дача (4.1)–(4.3) относится к классу обратных задач (см. [16, 109]). Модельная фор-
ма (4.1)–(4.3), простая по виду, но общая по характеру, позволяет охватить единым
методом широкий круг примеров из математической физики. Главное, чтобы изу-
чаемое дифференциальное уравнение имело второй порядок по выделенной пере-
менной t, неформально полагаемой временем. Для поставленной задачи (4.1)–(4.3)
установим критерий единственности решения без ограничений на оператор A, кроме
отмеченных линейности и замкнутости. Поясним только понятие решения.

Пару (u(t), g) назовем ослабленным решением обратной задачи (4.1)–(4.3), если

u ∈ C 2( (0, T ), E ) ∩ C 1( [ 0, T ], E ), u(t) ∈ D(A) при 0 < t < T, g ∈ E, (4.4)

и все соотношения (4.1)–(4.3) выполнены. При этом Au ∈ C( (0, T ), E ).

Повышая требования, будем считать ослабленное решение (u(t), g) классическим,
если

u ∈ C 2( [ 0, T ], E ), u(t) ∈ D(A) при 0 ⩽ t ⩽ T, g ∈ E. (4.5)

При этом уравнение (4.1) должно выполняться на отрезке [ 0, T ], а в соотношени-
ях (4.2) для согласования условий естественно выбирать элемент u0 из D(A).

В основном мы будем рассматривать именно ослабленные решения (4.4), назы-
вая их далее просто решениями. Тогда, установив критерий единственности для
ослабленных решений (4.4), получим результат, пригодный и для классических ре-
шений (4.5).
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По-видимому, поставленная обратная задача еще не изучена с должной подроб-
ностью. Нам известны лишь частные результаты [109, п. 8.3], где для уравнений «эл-
липтического типа» с позитивным оператором A (в смысле П. Е.Соболевского, см.
[28, с. 275]) обсуждался аналог обратной задачи (4.1)–(4.3) со значениями α, β ∈ R,
α2 + β2 ̸= 0.

Для полной картины о задаче (4.1)–(4.3), отметим, что специальный случай α ̸= 0,
β = 0 (финальное переопределение первого рода) рассмотрен в [70] и результат полу-
чен, а для случая α = 0, β ̸= 0 (финальное переопределение второго рода) посвящена
первая глава настоящей диссертации (см. также [1]). Поэтому далее, без ограниче-
ния общности, ограничимся предположением α ̸= 0, β ̸= 0, как и было указано при
постановке задачи. Точнее, постановка задачи (4.1)–(4.3) зависит от трех числовых
параметров α, β ∈ C \ {0} и T > 0. Как мы увидим в дальнейшем, картина с един-
ственностью решения фактически обусловлена одним «безразмерным» параметром
p ≡ 2β/(αT ).

Обратная задача (4.1)–(4.3) изучалась автором в [65] (и в работах [4, 5, 6, 7, 8,
63, 64, 66, 67, 68], см. также [112]). Основываясь на упомянутых работах, изложим
подробный материал.

Использовав методику работы [70] и некоторые факты из теории целых функ-
ций, установим универсальный критерий единственности решения для обратной за-
дачи (4.1)–(4.3), действующий без ограничений на тип дифференциального уравне-
ния (4.1).

§ 5. Критерий единственности решения

Допустим, что обратная задача (4.1)–(4.3) с некоторыми элементами u0, u1, u2 ∈ E

разрешима. Поставим вопрос о единственности ее ослабленного решения. Это сводит-
ся к вопросу об отсутствии нетривиальных решений у однородной обратной задачи
(аналогично как в параграфе 1). Поищем нетривиальные элементарные решения од-
нородной обратной задачи.

5.1. Элементарные решения однородной обратной задачи. Дифферен-
циальное уравнение (4.1) с условиями

u(0) = 0, u′(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0 (5.1)

назовем однородной обратной задачей. Как обычно, тривиальным решением одно-
родной задачи (4.1), (5.1) считаем пару

u(t) ≡ 0, g = 0. (5.2)
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Все другие решения задачи (4.1), (5.1) (если они есть) называем тогда нетривиаль-
ными1.

Укажем простой способ, позволяющий строить нетривиальные решения однород-
ной обратной задачи (4.1), (5.1). Рассмотрим ее «операционный аналог», состоящий
из скалярной задачи Коши

y′′tt(t, λ) = λy(t, λ) + 1, 0 ⩽ t ⩽ T, (5.3)

y(0, λ) = 0, y ′t(0, λ) = 0 (5.4)

и финального условия
αy(T, λ) + βy ′t(T, λ) = 0. (5.5)

Здесь λ — спектральный параметр. Требуется найти значения λ ∈ C, при которых
в скалярной задаче (5.3)–(5.5) существуют решения y ∈ C 2[ 0, T ].

Нетрудно понять, что каждому такому λ отвечает лишь одно возможное ре-
шение y(t) (причем последнее не будет тождественным нулем). Этим спектраль-
ная задача (5.3)–(5.5) отличается от привычных спектральных задач типа Штурма–
Лиувилля, где есть естественное свойство линейности, и собственные функции можно
умножать на ненулевые константы.

Анализ спектральной задачи (5.3)–(5.5) не сложен. Решение задачи Коши (5.3),
(5.4) может быть записано в виде

y(t, λ) =
ch

√
λ t− 1

λ

[
y(t, 0) = t2/2

]
. (5.6)

При этом

y′t(t, λ) =
sh

√
λ t√
λ

[ y ′t(t, 0) = t ] . (5.7)

Последующая подстановка выражений (5.6), (5.7) в финальное условие (5.5) дает
уравнение

α
ch

√
λT − 1

λ
+ β

sh
√
λT√
λ

= 0. (5.8)

Именно корни λ ∈ C уравнения (5.8) служат спектральными значениями зада-
чи (5.3)–(5.5).

1Ясно, что у таких нетривиальных решений (u(t), g) функция u(t) не должна обращаться в тож-
дественный нуль на [ 0, T ], в то время как возможность g = 0 изначально исключать нельзя. Эта
возможность действительно реализуется в некоторых специальных ситуациях, когда собственные
значения оператора A заполняют всю комплексную плоскость, и не реализуется, если хотя бы одна
точка из C не является собственным значением оператора A (подробнее см. [54]).
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Поясним одно обстоятельство. Функции (5.6), (5.7) представимы степенными ря-
дами

ch
√
λ t− 1

λ
=

t2

2!
+ λ

t4

4!
+ λ2

t6

6!
+ . . . + λn

t2n+2

(2n+ 2)!
+ . . . , (5.9)

sh
√
λ t√
λ

=
t

1!
+ λ

t3

3!
+ λ2

t5

5!
+ . . . + λn

t2n+1

(2n+ 1)!
+ . . . , (5.10)

т. е. они являются целыми как по переменной t, так и по параметру λ. Тем самым,
никакой «многозначности», связанной с присутствием

√
λ , в формулах (5.6)–(5.8)

не возникает. Отметим также связь разложений (5.9), (5.10) с теорией так называе-
мых обобщенных экспонент и теорией функций типа Миттаг-Леффлера (подробнее
см. [62]; см. также [42, с. 33]).

Для последующего использования удобно ввести целые функции2

L1(λ) = L1(λ; T ) ≡ ch
√
λT − 1

λ
, L2(λ) = L2(λ; T ) ≡ sh

√
λT√
λ

(5.11)

переменной λ ∈ C. Составим из функций (5.11) следующую характеристическую
функцию изучаемой обратной задачи

L(λ) = L(λ; T, α, β) ≡ αL1(λ) + β L2(λ), λ ∈ C. (5.12)

Здесь числа α, β те же, что в условии (4.3) (а также в последнем из соотноше-
ний (5.1) и в формуле (5.5)). Нули функции (5.12) совпадают с корнями уравне-
ния (5.8) и со спектральными значениями λ скалярной задачи (5.3)–(5.5).

Поскольку L(λ) есть целая функция нецелого порядка ρ = 1/2, то множество
нулей

Λ = Λ(T, α, β) ≡ {λ ∈ C : L(λ) = 0 } (5.13)

должно быть бесконечным (см. [32, с. 38–41]). Ясно, что это счетное множество
с единственной предельной точкой на бесконечности. Структура множества Λ и во-
прос о правильной индексации нулей будут рассмотрены отдельно, в параграфе 7
ниже. Там, в частности, отмечено, что нули функции (5.12) являются, как правило,
простыми, и особых проблем с кратностью точек в множестве (5.13) не возникает.

2Это элементарные целые функции порядка ρ = 1/2 по переменной λ ∈ C. Все необходимые
сведения из теории целых функций см. в [32, 33].
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Выберем фиксированное значение λ из множества (5.13), обозначив его временно
через a. Поскольку это некоторый нуль функции L(λ) и, автоматически, спектраль-
ное значение скалярной задачи (5.3)–(5.5), то при λ = a задача (5.3)–(5.5) имеет
решение

y(t, a) =
ch

√
a t− 1

a
≡ t2

2!
+ a

t4

4!
+ . . . + an

t2n+2

(2n+ 2)!
+ . . . , 0 ⩽ t ⩽ T.

Допустим, что то же число λ = a ∈ Λ оказалось собственным значением оператора A
из уравнения (4.1), т. е. Af = af с собственным вектором f ∈ D(A), f ̸= 0. Тогда
пара

u(t) = y(t, a)f =
ch

√
a t− 1

a
f, g = f (5.14)

удовлетворяет всем соотношениям (4.1), (5.1), образуя нетривиальное решение этой
задачи. Такие решения (если они есть) будем называть элементарными решениями
однородной обратной задачи (4.1), (5.1). Зафиксируем точное утверждение.

Лемма 5.1. Пусть некоторый нуль λ = a характеристической функции (5.12) яв-
ляется собственным значением оператора A с собственным вектором f ∈ D(A),
f ̸= 0. Тогда однородная обратная задача (4.1), (5.1) имеет нетривиальное элемен-
тарное решение вида (5.14). Точнее, подобных решений будет бесконечно много, так
как собственный вектор f можно умножать на любую ненулевую константу.

Лемма 5.1 проверяется непосредственно. Понятно, что в ее условиях единствен-
ность решения обратной задачи будет нарушаться, ибо в однородной версии (4.1), (5.1)
появятся нетривиальные решения вида (5.14). Эти решения оказываются даже клас-
сическими, так как для них требования (4.5) очевидно выполнены и уравнение (4.1)
действует на всем отрезке [ 0, T ].

Замечание 5.1. Лемма 5.1 является универсальной формулировкой для обратной
задачи (4.1), (5.1) с любым набором из параметров α, β ∈ C, |α|+ |β| > 0, T > 0.

Замечание 5.1. получается соединением к лемме 5.1 подобные результаты для
специальных случаев α ̸= 0, β = 0 из работы [70], и α = 0, β ̸= 0 из леммы 2.1,
с учетом, из параграфа 7 ниже, множества нулей (7.1) и множества нулей (7.2) ха-
рактеристических целых функций L(λ) = L1(λ) и L(λ) = L2(λ), соответственно,
определенных в (5.11) (сравните полученные элементарные решения для специаль-
ных случаев с формулами (12.20) и (12.21) в параграфе 12 ниже).
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Итак, для единственности решения в обратной задаче необходимо, чтобы ни один
нуль характеристической функции L(λ) из формулы (5.12) не совпадал с собствен-
ным значением оператора A. Наработанный прежде опыт (см. [1, 70]) подсказывает,
что такое условие может быть еще и достаточным, и результат — критерий един-
ственности решения — не исключен в максимальной общности. Эта гипотеза оказы-
вается верной.

5.2. Формулировка Критерия единственности решения. Рассмотрим за-
дачу (4.1)–(4.3) в исходных предположениях из параграфа 4.

Теорема 5.1. Пусть A — линейный замкнутый оператор в E. Предположим,
что при некоторых u0, u1, u2 ∈ E обратная задача (4.1)–(4.3) имеет ослабленное
решение (u(t), g). Для того чтобы это решение было единственным необходимо
и достаточно, чтобы ни один нуль характеристической функции (5.12) не являлся
собственным значением оператора A.

При u0 = u1 = u2 = 0 теорема 5.1 приобретает следующий специальный вид.

Теорема 5.2. Пусть A — линейный замкнутый оператор в E. Для того что-
бы однородная обратная задача (4.1), (5.1) имела только тривиальное ослабленное
решение (5.2) и не имела других ослабленных решений необходимо и достаточно,
чтобы ни один нуль характеристической функции (5.12) не являлся собственным
значением оператора A.

Замечание 5.2. Теоремы 5.1 и 5.2 являются универсальными для обратной зада-
чи (4.1), (5.1) с любым набором параметров α, β ∈ C, |α|+ |β| > 0, T > 0.

Замечание 5.2. получается соединением к теоремам 5.1 и 5.2 подобные результаты
для специальных случаев α ̸= 0, β = 0 из работы [70] (см. также теоремы 11.3 и 12.3,
соответственно), и α = 0, β ̸= 0 из теорем 2.2 и 2.1, соответственно (сравните также
с теоремами 11.4 и 12.4, соответственно), с учетом, из параграфа 7 ниже, множества
нулей (7.1) и множества нулей (7.2) характеристических целых функций L(λ) = L1(λ)

и L(λ) = L2(λ), соответственно, определенных в (5.11).

Доказательства теорем 5.1, 5.2 будем обсуждать в следующем параграфе.

§ 6. Доказательство критерия единственности

Ввиду очевидной линейности изучаемой обратной задачи теоремы 5.1 и 5.2 экви-
валентны, и можно ограничиться доказательством только теоремы 5.2. При этом
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необходимость в ней сразу получается ссылкой на лемму 5.1 и элементарные ре-
шения вида (5.14). Итак, зафиксируем логику: нужный критерий будет установлен,
если обосновать достаточность условия из теоремы 5.2 для единственности реше-
ния однородной обратной задачи (4.1), (5.1).

Последующее довольно объемное доказательство существенно использует сооб-
ражения из теории целых функций. Чтобы не прерывать потом изложение, удобно
сразу обсудить несколько технических фактов, связанных с функциями L1(λ), L2(λ)

из (5.11) и с образованной из них характеристической функцией L(λ) вида (5.12).

6.1. Элементарные целые функции и их поведение на мнимой оси.

Рассматриваем целые функции L1(λ), L2(λ) из формулы (5.11). Нам нужно охарак-
теризовать их поведение на мнимой оси. Заметим, что обе эти функции являются
вещественными в том смысле, что их тейлоровские разложения по переменной λ

содержат только вещественные коэффициенты (см. формулы (5.9), (5.10), взятые
при t = T > 0 ). Поэтому для каждой из функций значения в комплексно сопряжен-
ных точках плоскости будут комплексно сопряжены. Как следствие имеем

|L1(+iτ)| = |L1(−iτ)| и |L2(+iτ)| = |L2(−iτ)|

в симметричных точках ±iτ на мнимой оси. Здесь и всюду далее обозначаем через i
мнимую единицу.

Введем характеристики

V1(τ) ≡ |L1(iτ)|, V2(τ) ≡ |L2(iτ)|, (6.1)

зависящие от переменной τ ∈ R или, точнее, от |τ | ⩾ 0.

Прямой подсчет показывает, что

V1(τ) ≡

∣∣∣∣∣ ch
(√

iτ T
)
− 1

iτ

∣∣∣∣∣ = ch
(√

|τ |/2 T
)
− cos

(√
|τ |/2 T

)
|τ |

, (6.2)

V2(τ) ≡

∣∣∣∣∣ sh
(√

iτ T
)

√
iτ

∣∣∣∣∣ =
√

ch2
(√

|τ |/2 T
)
− cos2

(√
|τ |/2 T

)
|τ |

. (6.3)

Затем, использовав формулы ch2 a = (1+ ch 2a)/2 и cos2 a = (1+ cos 2a)/2 , заметим
связь

V2(τ) =

√
ch
(√

2|τ | T
)
− cos

(√
2|τ | T

)
2|τ |

=
√

2V1(4τ) . (6.4)

Отметим также степенное разложение

V1(τ) =
T 2

2!
+

τ 2

22
T 6

6!
+

τ 4

24
T 10

10!
+ . . . =

∞∑
n=0

τ 2n

22n
T 4n+2

(4n+ 2)!
, τ 2n = |τ |2n, (6.5)

элементарно получаемое из (6.2). Перечисленные соотношения дают такой результат.
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Лемма 6.1. Пусть функции L1(λ), L2(λ) определены по формулам (5.11). Тогда
их характеристики V1(τ), V2(τ) вида (6.1) являются строго положительными при
τ ∈ R и строго возрастающими при возрастании |τ | ⩾ 0. При |τ | → ∞ верны асимп-
тотики

V1(τ) ∼
ch
(√

|τ |/2 T
)

|τ |
, V2(τ) ∼

ch
(√

|τ |/2 T
)

|τ |1/2
, (6.6)

откуда V1(τ) = o(V2(τ)) при |τ | → ∞.

Доказательство. То, что функция V1(τ) строго положительна при τ ∈ R и строго
возрастает при возрастании |τ |, очевидно следует из формулы (6.5). Затем, глядя на
формулу (6.4), делаем аналогичные выводы относительно V2(τ). И, наконец, асимп-
тотики (6.6), действующие при |τ | → ∞ вместе с соотношением V1(τ) = o(V2(τ)), без
труда выводятся из явных представлений (6.2), (6.3). □

Обратимся теперь к характеристической функции L(λ) = αL1(λ) + β L2(λ), по-
строенной по правилу (5.12) с фиксированными значениями α, β ∈ C \ {0}. По ана-
логии с (6.1) введем величину

V (τ) ≡ |L(iτ)| = |αL1(iτ) + β L2(iτ)|, τ ∈ R. (6.7)

Так как коэффициенты α, β могут быть невещественными, то утверждать, что функ-
ция V (τ) зависит лишь от |τ | здесь уже, конечно, нельзя. Кроме того, неотрицатель-
ная функция V (τ) уже не обязательно строго положительна при τ ∈ R (ибо какие-то
нули функции L(λ) могут оказаться на мнимой оси). Но поведение V (τ) при |τ | → ∞
легко охарактеризовать.

Действительно, имеем оценку сверху

V (τ) = |αL1(iτ) + β L2(iτ)| ⩽ |α| |L1(iτ)|+ |β| |L2(iτ)| = |α|V1(τ) + |β|V2(τ), τ ∈ R,

и соответствующую оценку снизу

V (τ) = |αL1(iτ) + β L2(iτ)| ⩾ |β| |L2(iτ)| − |α| |L1(iτ)| = |β|V2(τ)− |α|V1(τ), τ ∈ R.

Отсюда получаем, что

1− |α|V1(τ)
|β|V2(τ)

⩽
V (τ)

|β|V2(τ)
⩽ 1 +

|α|V1(τ)
|β|V2(τ)

, τ ∈ R, (6.8)

где V1(τ) = o(V2(τ)) при |τ | → ∞ согласно лемме 6.1. Поэтому, переходя к пределу
в (6.8) и используя вторую асимптотику (6.6), замечаем, что

V (τ) ≡ |L(iτ)| = |αL1(iτ) + β L2(iτ)| ∼ |β|V2(τ) =

= |β||L2(iτ)| ∼ |β|
ch
(√

|τ |/2 T
)

|τ |1/2
(6.9)

при |τ | → ∞. Зафиксируем нужный результат в следующей форме.
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Лемма 6.2. Пусть функции L1(λ), L2(λ) определены по формулам (5.11) и неотри-
цательная величина V (τ) определена по формуле (6.7) с фиксированными значения-
ми α, β ∈ C\{0}. Тогда V (τ) строго положительна при достаточно больших |τ | > 0

и верно соотношение

lim
|τ |→∞

|α|V1(τ) + |β|V2(τ)
V (τ)

= lim
|τ |→∞

|α||L1(iτ)|+ |β||L2(iτ)|
|αL1(iτ) + β L2(iτ)|

= 1. (6.10)

Доказательство. Строгая положительность V (τ) при достаточно больших |τ | > 0

следует из асимптотики (6.9). Для вычисления предела (6.10) достаточно заметить,
что числитель и знаменатель фигурирующей там дроби образуют величины, экви-
валентные при |τ | → ∞ (см. асимптотические формулы (6.6) и (6.9)). □

Соотношение (6.10) играет важную роль в дальнейшем. Вернемся теперь к об-
ратной задаче.

6.2. Начало доказательства: операторное тождество. Критерий един-
ственности решения доказываем в форме теоремы 5.2. Напомним, что в силу лем-
мы 5.1 осталось установить достаточность условия из этого критерия.

Итак, предположим, что ни один нуль характеристической функции (5.12) не
является собственным значением оператора A. Возьмем произвольное ослабленное
решение (u(t), g) однородной обратной задачи (4.1), (5.1) и покажем, что u(t) ≡ 0

на [ 0, T ] и g = 0, т. е. что решение может быть только тривиальным.

Для реализации нашего плана потребуется ряд вспомогательных функций. Их по-
строение должно быть согласовано с изучаемой задачей (4.1), (5.1). Это означает, что
функции должны зависеть от выбора значений α, β ∈ C \ {0}. Поскольку в конкрет-
ной ситуации такие значения можно считать фиксированными, мы не указываем на
α, β в используемых далее обозначениях. Другими словами, вместо Y (t, λ; α, β) или
Z(t, λ; α, β) пишем просто Y (t, λ), Z(t, λ) и т. п. Аналогично всюду в доказательстве
считаем фиксированным значение T > 0.

Начнем с того, что, комбинируя выражения (5.6) и (5.7), составим функцию

Y (t, λ) = α
ch

√
λ t− 1

λ
+ β

sh
√
λ t√
λ

(6.11)

с аргументами t ∈ [ 0, T ] и λ ∈ C. Отметим, что

Y (0, λ) ≡ 0, Y (T, λ) = L(λ), λ ∈ C. (6.12)

Первое соотношение в (6.12) очевидно следует из определения (6.11); второе получа-
ется сравнением с формулами (5.11), (5.12), задающими характеристическую функ-
цию L(λ).
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Центральную роль в этом разделе играет даже не сама функция Y (t, λ), а ее
производная по переменной t. Введем обозначение

Z(t, λ) ≡ Y ′
t (t, λ) = α

sh
√
λ t√
λ

+ β ch
√
λ t. (6.13)

Продифференцировав дальше, получаем

Z ′
t (t, λ) = α ch

√
λ t + β

√
λ sh

√
λ t, (6.14)

Z ′′
tt(t, λ) = α

√
λ sh

√
λ t + βλ ch

√
λ t = λZ(t, λ). (6.15)

Выделим значения

Z(0, λ) = β, Z ′
t (0, λ) = α, λ ∈ C. (6.16)

Отметим также то, что все функции Y (t, λ), Z(t, λ), Z ′
t (t, λ), Z ′′

tt(t, λ) являются целы-
ми по переменным t и λ, разложимыми в степенные ряды наподобие (5.9), (5.10).

Теперь, сочетая функцию Z(t, λ) из формулы (6.13) и функцию u(t) — первый
компонент решения (u(t), g), определим векторную целую функцию

f(λ) =

∫ T

0

Z(t, λ)u(T − t) dt, λ ∈ C. (6.17)

Поскольку поведение u(t) вблизи границ отрезка [ 0, T ] может в определенном смысле
«портиться» (см. условия (4.4)), возьмем малое ε > 0 и рассмотрим аппроксимацию

fε(λ) =

T−ε∫
ε

Z(t, λ)u(T − t) dt, λ ∈ C. (6.18)

Тогда

fε(λ) =

T−ε∫
ε

Z(t, λ)u(T − t) dt →
T∫

0

Z(t, λ)u(T − t) dt = f(λ) (6.19)

при ε → 0 + 0 для любого фиксированного значения λ ∈ C. В предельном пере-
ходе (6.19) используется, что u ∈ C( [ 0, T ], E ) по определению ослабленного реше-
ния (4.4).

Напомним также, что u(t) ∈ D(A) при 0 < t < T и Au ∈ C( (0, T ), E ) с линей-
ным замкнутым оператором A. Поэтому, согласно известным свойствам векторного
интеграла Римана, получаем, что fε(λ) ∈ D(A) для любого λ ∈ C, и вычисление
Afε(λ) можно проводить внесением оператора A под знак интеграла в (6.18) (см.
[74, теорема 3.3.2]).
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С учетом уравнения (4.1) имеем

Afε(λ) =

T−ε∫
ε

Z(t, λ)Au(T − t) dt =

T−ε∫
ε

Z(t, λ)u′′(T − t) dt − g

T−ε∫
ε

Z(t, λ) dt. (6.20)

Последний «скалярный» интеграл в (6.20) допускает предельный переход
T−ε∫
ε

Z(t, λ) dt =

T−ε∫
ε

Y ′
t (t, λ) dt = Y (T − ε, λ)− Y (ε, λ) → L(λ) (6.21)

при ε → 0 + 0 для любого фиксированного λ ∈ C. В выкладке (6.21) использована
связь (6.13) вместе с соотношениями (6.12).

Предшествующий «нескалярный» интеграл в (6.20) обрабатывается чуть слож-
нее. Проинтегрируем два раза по частям

T−ε∫
ε

Z(t, λ)u′′(T − t) dt = Z(t, λ)u′(T − t)
∣∣∣ε
T−ε

+

T−ε∫
ε

Z ′
t (t, λ)u

′(T − t) dt =

=
(
Z(t, λ)u′(T − t) + Z ′

t (t, λ)u(T − t)
)∣∣∣ε

T−ε
+

T−ε∫
ε

Z ′′
tt(t, λ)u(T − t) dt.

При ε→ 0+0 внеинтегральное слагаемое обращается в нуль. Действительно, с уче-
том действующих условий (5.1) и (6.16), а также того, что u ∈ C 1( [ 0, T ], E )), имеем

Z(ε, λ)u′(T − ε) + Z ′
t (ε, λ)u(T − ε) − Z(T − ε,λ)u′(ε) − Z ′

t (T − ε, λ)u(ε) →

→ β u′(T ) + αu(T )− 0− 0 = 0.

Затем, принимая во внимание связь Z ′′
tt(t, λ) = λZ(t, λ) (см. (6.15)), замечаем, что

T−ε∫
ε

Z ′′
tt(t, λ)u(T − t) dt = λ

T−ε∫
ε

Z(t, λ)u(T − t) dt = λfε(λ) →

→ λf(λ) = λ

T∫
0

Z(t, λ)u(T − t) dt

при ε → 0 + 0 для любого фиксированного λ ∈ C (здесь f(λ), fε(λ) — векторные
целые функции из формул (6.17), (6.18) соответственно). В результате имеем соот-
ношение

T−ε∫
ε

Z(t, λ)u′′(T − t) dt → 0 + λ

T∫
0

Z(t, λ)u(T − t) dt = λf(λ) (6.22)

при ε→ 0 + 0 для любого фиксированного λ ∈ C.
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Теперь можем положить ε → 0+0 в формуле (6.20). Учитывая замкнутость
оператора A, а также соотношения (6.19), (6.21) и (6.22), выводим из (6.20), что
f(λ) ∈ D(A) при всех λ ∈ C и

Af(λ) = λf(λ)− L(λ)g, λ ∈ C. (6.23)

Это основное операторное тождество для функции f(λ) из формулы (6.17). На-
помним, что векторная целая функция f(λ) определяется первым компонентом u(t)

решения (u(t), g) однородной обратной задачи (4.1), (5.1). Второй компонент g ∈ E,
умноженный на характеристическую функцию L(λ) из формулы (5.12), входит в пра-
вую часть (6.23).

Равенство (6.23) можно дифференцировать по λ, внося производные под знак ли-
нейного замкнутого оператора A. Последовательное дифференцирование приводит
к тождествам

Af (m)(λ) = λf (m)(λ) +mf (m−1)(λ)− L(m)(λ)g, λ ∈ C, (6.24)

верным при всех m ∈ N. При m = 0 формула (6.24) вновь обращается в тожде-
ство (6.23).

Воспользуемся теперь нашим базовым предположением о том, что ни один нуль
характеристической функции L(λ) не является собственным значением оператора A.

Допустим, например, если L(λ0) = 0 в точке λ0 ∈ C. Тогда подстановка λ = λ0

в тождество (6.23) дает результат

Af(λ0) = λ0 f(λ0).

Отсюда, в силу упомянутого базового предположения, выводим, что f(λ0) = 0. Это
означает, что в действующих условиях всякий нуль характеристической функции
L(λ) из формулы (5.12) будет нулем векторной целой функции f(λ), определенной
по формуле (6.17). Более того, если λ = λ0 — нуль кратности k ⩾ 2 для L(λ),
то L(m)(λ0) = 0 при m = 0, . . . , k − 1, и последовательное применение форму-
лы (6.24) показывает, что f (m)(λ0) = 0 при m = 0, . . . , k − 1.

Зафиксируем установленный факт: при сделанном предположении всякий нуль
характеристической функции L(λ) из формулы (5.12) является нулем не меньшей
кратности3 для векторной целой функции f(λ) из формулы (6.17). Другими словами,

3Как станет ясно в дальнейшем (см. параграф 7 ниже), обычно все нули функции L(λ) являются
простыми, и лишь при некоторых специальных сочетаниях параметров α, β ∈ C\{0} и T > 0 харак-
теристическая функция (5.12) имеет также один нуль кратности два. То есть, хотя кратных нулей
у L(λ) почти никогда не бывает, их потенциальную возможность всё же приходится учитывать.
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отношение
f(λ)

L(λ)
=

1

L(λ)

∫ T

0

Z(t, λ)u(T − t) dt (6.25)

определяет векторную целую функцию переменной λ ∈ C.

Выведем отсюда, что u(t) ≡ 0 при 0 ⩽ t ⩽ T . Неформальную идею для после-
дующих рассуждений дал нам пример 200 из задачника [41, отд. 4, гл. 3, § 5]. Этот
пример разобран в [41] со ссылкой на Карлемана. Для применения идеи в нашей
ситуации схему Карлемана пришлось видоизменить.

6.3. Продолжение доказательства: принцип Фрагмена–Линделёфа. По-
скольку предстоит активная работа с целыми функциями, удобно перейти полностью
к скалярному случаю. Возьмем линейный непрерывный функционал f ∗ из сопряжен-
ного банахова пространства E∗ и подействуем им на векторные компоненты в (6.25).

Обозначим F (λ) ≡ f ∗(f(λ)) при λ ∈ C и ψ(t) ≡ f ∗(u(t)) при 0 ⩽ t ⩽ T. Тогда,
согласно формуле (6.17), имеем

F (λ) =

∫ T

0

Z(t, λ)ψ(T − t) dt, λ ∈ C. (6.26)

При взятии функционала f ∗ нули функции f(λ) не исчезают, а их кратности не
уменьшаются. Отсюда заключаем, что отношение

Q(λ) ≡ F (λ)

L(λ)
=

f ∗(f(λ))

L(λ)
(6.27)

определяет целую функцию переменной λ ∈ C (ср. (6.27) с прежним отношени-
ем (6.25)). Для нужных оценок дроби (6.27) перепишем ее числитель F (λ) в виде,
отличном от (6.26).

Вспомним сначала, что Z(t, λ) = Y ′
t (t, λ), где Y (0, λ) ≡ 0 (см. формулу (6.13),

а затем (6.12)). Для функции ψ(t) ≡ f ∗(u(t)) отметим соотношения

ψ ∈ C 1 [ 0, T ], ψ(0) = 0, (6.28)

выполненные согласно (4.4) и (5.1). (Из условий (5.1) также следует, что ψ′(0) = 0,
αψ(T ) + βψ′(T ) = 0, но эти соотношения далее уже не понадобятся.) Применив
сказанное к интегралу (6.26), получаем, что

F (λ) =

∫ T

0

Y ′
t (t, λ)ψ(T − t) dt =

∫ T

0

Y (t, λ)ψ′(T − t) dt, λ ∈ C. (6.29)

где Y (T, λ)ψ(0)− Y (0, λ)ψ(T ) ≡ 0 из-за значений ψ(0) = 0 и Y (0, λ) ≡ 0.
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Теперь преобразуем запись функции Y (t, λ). Исходя из определения (6.11), имеем

Y (t, λ) = α

(
t

T

)2
ch
√

(t/T )2 λ T − 1

(t/T )2 λ
+ β

(
t

T

)
sh
√

(t/T )2 λ T√
(t/T )2 λ

.

Последующее сравнение с элементарными функциями (5.11) дает выражение

Y (t, λ) = α (t/T )2 L1

(
(t/T )2 λ

)
+ β (t/T )L2

(
(t/T )2 λ

)
, 0 ⩽ t ⩽ T, λ ∈ C. (6.30)

Подставим (6.30) в интеграл (6.29) и сделаем там замену s = t/T . Получим пред-
ставление

F (λ) =

∫ 1

0

(
αs2 L1

(
λs2
)
+ βsL2

(
λs2
))
η′(1− s) ds, λ ∈ C, (6.31)

где η(s) ≡ ψ(Ts), η′(s) = T ψ′(Ts) и η′(1 − s) = T ψ′(T − Ts) при 0 ⩽ s ⩽ 1.
Из (6.28) следует, что

η ∈ C 1 [0, 1], η(0) = 0. (6.32)

Представление (6.31) с функцией η(s) типа (6.32) используем при анализе отноше-
ния (6.27), составленного из функций F (λ) и L(λ) = αL1(λ) + βL2(λ).

Напомним (см. [32, 33]) что монотонные при r > 0 характеристики

M(F ; r) ≡ max
|λ|=r

|F (λ)|, M(L1; r) ≡ max
|λ|=r

|L1(λ)|, M(L2; r) ≡ max
|λ|=r

|L2(λ)|

отражают рост целых функций F (λ), L1(λ), L2(λ) на плоскости C. Основываясь
на (6.31), запишем оценку

M(F ; r) ⩽ Cη

(
|α|M(L1; r) + |β|M(L2; r)

)
, r > 0, (6.33)

с константой
Cη ≡

∫ 1

0

|η′(s)| ds = Var {η(s)}
∣∣1
0
. (6.34)

Элементарные функции (5.11), т. е. функции L1(λ) и L2(λ) имеют порядок ρ = 1/2,
а их характеристики M(L1; r) и M(L2; r) при r ⩾ 1 оцениваются сверху через
exp(

√
r T ). Подставив данную мажоранту в (6.33), получим, что и F (λ) не может

расти быстрее, чем целая функция порядка ρ = 1/2. Тот же характер роста имеет
целая функция L(λ) = αL1(λ) + βL2(λ).

Но тогда по теореме о категориях (см. [32, с. 37]) рост целой функции Q(λ), за-
даваемой отношением (6.27), не может быть выше, чем у функции порядка ρ = 1/2.
В частности, заведомо можем утверждать, что Q(λ) есть целая функция нулевого
экспоненциального типа, т. е. такая, что lnM(Q; r) = o(r) при r → +∞.
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Оценим Q(λ) ≡ F (λ)/L(λ) на мнимой оси. Обозначим λ = iτ , где τ ∈ R, и ис-
пользуем характеристики V1(τ), V2(τ) из формулы (6.1). Учитывая их строгую мо-
нотонность, действующую при возрастании |τ | ⩾ 0 (см. лемму 6.1), легко выводим
из (6.31), что

|F (iτ)| ⩽ Cη (|α|V1(τ) + |β|V2(τ)), τ ∈ R, (6.35)

с той же константой Cη вида (6.34). Согласно лемме 6.2 величина V (τ) ≡ |L(iτ)|
строго положительна при достаточно больших |τ | > 0. Поэтому с учетом (6.35)
можем корректно оценить

|Q(iτ)| = |F (iτ)|
|L(iτ)|

⩽ Cη
|α|V1(τ) + |β|V2(τ)

V (τ)
(6.36)

при тех же достаточно больших |τ | > 0. Снова по лемме 6.2, если |τ | → ∞, то дробь
в правой части (6.36) стремится к единице. Следовательно, непрерывная величина
|Q(iτ)| является ограниченной при τ ∈ R, или, другими словами, целая функция
нулевого экспоненциального типа Q(λ) оказывается ограниченной на мнимой оси.
В силу известного варианта теоремы Фрагмена–Линделёфа (см. [32, с. 71]) такая
функция может быть только константой.

Итак, получили, что Q(λ) ≡ C в плоскости C. Но тогда F (λ) = CL(λ) при всех
λ ∈ C с некоторой константой C ∈ C. Используя представление (6.31), запишем∫ 1

0

(
αs2 L1

(
λs2
)
+ βsL2

(
λs2
))
η′(1− s) ds = C (αL1(λ) + βL2(λ)), λ ∈ C. (6.37)

Покажем, что тождество (6.37) с функцией η(s), удовлетворяющей условиям (6.32),
возможно только, если C = 0 и η(s) ≡ 0 при 0 ⩽ s ⩽ 1.

6.4. Завершение доказательства: теорема Мюнца. Проанализируем тож-
дество (6.37), выполненное при всех λ ∈ C с некоторой константой C ∈ C. Используя
явные формулы (5.11) (см. также (5.9) и (5.10)), разложим в степенные ряды

αL1(λ) + βL2(λ) =
∞∑
n=0

(
α

T 2n+2

(2n+ 2)!
+ β

T 2n+1

(2n+ 1)!

)
λn =

=
∞∑
n=0

(
αT

2n+ 2
+ β

)
T 2n+1

(2n+ 1)!
λn,

αs2 L1

(
λs2
)
+ βsL2

(
λs2
)
=

∞∑
n=0

(
α
s2n+2 T 2n+2

(2n+ 2)!
+ β

s2n+1 T 2n+1

(2n+ 1)!

)
λn =

=
∞∑
n=0

(
αT

s2n+2

2n+ 2
+ β s2n+1

)
T 2n+1

(2n+ 1)!
λn.
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Подставим эти разложения в (6.37) и приравняем коэффициенты при одинаковых
степенях λ.

С учетом очевидных сокращений на T 2n+1/(2n + 1)! получим счетный набор со-
отношений∫ 1

0

(
αT

s2n+2

2n+ 2
+ β s2n+1

)
η′(1− s) ds = C

(
αT

2n+ 2
+ β

)
, n = 0, 1, 2, . . . (6.38)

Модуль интеграла в (6.38) мажорируется величиной(
|α|T 1

(2n+ 2)(2n+ 3)
+ |β| 1

2n+ 2

)
max
0⩽s⩽1

|η′(s)|,

стремящейся к нулю при n → ∞. Но тогда и сам интеграл стремится к нулю при
n→ ∞. Тем самым, переходя к пределу в (6.38), получаем при n→ ∞, что 0 = Cβ.
Здесь β ̸= 0 по условию. Поэтому C = 0.

Подставив найденное значение C в (6.38), имеем соотношения∫ 1

0

(
αT

s2n+2

2n+ 2
+ β s2n+1

)
η′(1− s) ds = 0, n = 0, 1, 2, . . . (6.39)

Заметим, что∫ 1

0

s2n+2

2n+ 2
η′(1− s) ds =

s2n+2

2n+ 2
η(1− s)

∣∣∣∣0
1

+

∫ 1

0

s2n+1 η(1− s) ds =

=

∫ 1

0

s2n+1 η(1− s) ds

с учетом значения η(0) = 0 (см. (6.32)). Такое преобразование в (6.39) дает результат∫ 1

0

(αT η(1− s) + β η′(1− s)) s2n+1 ds = 0, n = 0, 1, 2, . . . (6.40)

Последнее возможно только, если

αT η(1− s) + β η′(1− s) ≡ 0, 0 ⩽ s ⩽ 1. (6.41)

Факт (6.41) выводится из (6.40) разными способами, но проще сразу воспользоваться
теоремой Мюнца, утверждающей в своей слабой редакции4, что если непрерывная
функция ортогональна на [ 0, 1 ] системе степеней {san}∞n=0 , где

0 < a0 < a1 < . . . < +∞ и
∞∑
n=0

1

an
= +∞,

то функция тождественно равна нулю на [ 0, 1 ] (см. номер 198 в [41, с. 44] или [104,
с. 304–305]; см. также [25, с. 109] и [101, c. 116, 122–124]).

4Более известна сильная версия теоремы Мюнца о плотности линейных комбинаций степеней
в пространствах типа C[0, 1] или Lp[0, 1]. Отметим для точности, что в оригинальной работе Мюн-
ца [104] рассматривался лишь классический вариант пространства C[0, 1]. Но случай Lp оказался
идейно близок, и перенесенный туда результат тоже стали называть теоремой Мюнца (см., напри-
мер, [25, гл. 3, § 6]).
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Итак, установлено соотношение (6.41). Оно очевидно эквивалентно обыкновенно-
му дифференциальному уравнению

η′(s) +
αT

β
η(s) = 0 при 0 ⩽ s ⩽ 1,

к которому, согласно (6.32), надо добавить начальное условие

η(0) = 0.

Отсюда следует, что η(s) ≡ 0 при 0 ⩽ s ⩽ 1. Вспоминая связь η(s) ≡ ψ(Ts) при
0 ⩽ s ⩽ 1, заключаем, что функция ψ(t) ≡ f ∗(u(t)) тождественно равна нулю всюду
на [ 0, T ]. Выбор функционала f ∗ ∈ E∗ был произвольным. Поэтому, на основании
известного следствия теоремы Хана–Банаха (см. [74, теорема 2.7.4]), можем утвер-
ждать, что u(t) ≡ 0 при 0 ⩽ t ⩽ T . Подстановка такой функции в уравнение (4.1)
показывает, что g = 0.

Подведем итог: при сделанном предположении (о том, что ни один нуль характе-
ристической функции (5.12) не является собственным значением оператора A) неиз-
бежно получаем, что решение (u(t), g) однородной обратной задачи (4.1), (5.1) может
быть только тривиальным. Критерий единственности решения в форме теоремы 5.2
полностью доказан. Отсюда автоматически следует теорема 5.1.

§ 7. Нули характеристической функции и некоторые

следствия

Для применения установленного критерия единственности решения требуется ин-
формация о распределении нулей характеристической функции L(λ) = L(λ; T, α, β)

из формулы (5.12). Уделим этому вопросу особое внимание.

7.1. Общие сведения. Как и в формуле (5.13), рассматриваем множество
Λ = Λ(T, α, β) ≡ {λ ∈ C : L(λ) = 0 }. Опишем его состав в зависимости от выбо-
ра параметров T > 0 и α, β ∈ C \ {0}. Специально подчеркнем, что соглашение
α ̸= 0, β ̸= 0 действует далее без оговорок — при обращении в нуль одного из ко-
эффициентов ситуация сразу упрощается и конкретный вид множества Λ находится
элементарным образом.
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Действительно, если взять α ̸= 0, β = 0 (как для финального переопределения
первого рода), то L(λ) = αL1(λ) с функцией L1(λ) = L1(λ; T ) из формулы (5.11) и

Λ(T, α, 0) = Λ(T, 1, 0) ≡ {λ ∈ C : L1(λ) = 0} = {λ(1)k } k∈N =

{
− 4k2π2

T 2

}
k∈N

, (7.1)

причем все нули в множестве (7.1) имеют кратность два (см. также [70]). В свою
очередь если взять α = 0, β ̸= 0 (как для финального переопределения второго
рода), то L(λ) = βL2(λ) с функцией L2(λ) = L2(λ; T ) из формулы (5.11) и

Λ(T, 0, β) = Λ(T, 0, 1) ≡ {λ ∈ C : L2(λ) = 0} = {λm }m∈N =

{
− m2π2

T 2

}
m∈N

, (7.2)

причем все нули в множестве (7.2) являются простыми (см. также [1]). Любопыт-
ная особенность — присутствие в обоих множествах (7.1) и (7.2) общей серии нулей
(−4k2π2/T 2 ), взятых при k ∈ N, сохранится и при рассмотрении финального пе-
реопределения третьего рода со значениями α ̸= 0, β ̸= 0. Сосредоточимся сейчас
именно на этом случае.

Используем элементарные формулы ch a−1 = 2 sh2(a/2) и sh a = 2 sh(a/2) ch(a/2).
С их помощью для функций (5.11) запишем

L1(λ) =
2

λ
sh2

√
λT

2
, L2(λ) =

2√
λ

sh

√
λT

2
ch

√
λT

2
. (7.3)

Отсюда видно, что характеристическая функция (5.12) допускает альтернативное
представление

L(λ) =
2√
λ

sh

√
λT

2

(
α√
λ

sh

√
λT

2
+ β ch

√
λT

2

)
= G1(λ)G2(λ), (7.4)

т. е. функция L(λ) = αL1(λ) + βL2(λ) распадается в произведение двух целых функ-
ций

G1(λ) = G1(λ; T ) ≡
2√
λ

sh

√
λT

2
, (7.5)

G2(λ) = G2(λ; T, α, β) ≡
α√
λ

sh

√
λT

2
+ β ch

√
λT

2
(7.6)

переменной λ ∈ C. Тем самым множество нулей характеристической функции L(λ)

оказывается составленным из множества нулей функции (7.5) и множества нулей
функции (7.6).
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Удобно сократить число параметров и ввести стандартизированные функции

H1(ζ) ≡
2√
ζ

sh

√
ζ

2
, (7.7)

H2(ζ) = H2(ζ; p) ≡
2√
ζ

sh

√
ζ

2
+ p ch

√
ζ

2
(7.8)

переменной ζ ∈ C. В записи (7.8) остался единственный параметр p ∈ C\{0}. Ясно,
что

G1(λ; T ) = T H1

(
λT 2

)
, G2(λ; T, α, β) =

αT

2
H2

(
λT 2; 2β/(αT )

)
. (7.9)

Поэтому характеристическая функция (5.12) представима в виде

L(λ) = L(λ; T, α, β) = cH1

(
λT 2

)
H2

(
λT 2; p

)
(7.10)

где

c =
αT 2

2
, p =

2β

αT
. (7.11)

Условия (7.11) обеспечивают эквивалентность представлений (7.4) и (7.10) для L(λ).

Формулы перехода (7.9) показывают, что нули функцийG1(λ),G2(λ) связаны с ну-
лями соответствующих функций H1(ζ), H2(ζ) преобразованием подобия λ = ζ/T 2,
сохраняющим не только все геометрические соотношения нулей, но и их кратности.

Завершим этот первичный разбор ситуации следующим базовым утверждением.

Теорема 7.1. Множество нулей характеристической функции L(λ) вида (5.12)
или, что эквивалентно, вида (7.4) состоит из двух счетных серий. Первая уни-
версальная серия нулей

λ
(1)
k = − 4k2π2

T 2
, k ∈ N, (7.12)

отвечает множителю (7.5) и не зависит от выбора значений α, β ∈ C \ {0}. Вто-
рая серия нулей отвечает множителю (7.6) и может быть записана в виде

λ
(2)
k =

ζk
T 2

, k ∈ J, (7.13)

где ζk = ζk(p) — нули элементарной целой функции (7.8) с параметром p = 2β/(αT ).
Нумерация k ∈ J = J(p) ⊂ Z в (7.13) может зависеть от значения p ∈ C \ {0}.
Множества (7.12) и (7.13) не пересекаются, т. е. ни один нуль функции (7.5) не
является нулем функции (7.6).
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Доказательство. Все корни уравнения sh(a/2) = 0 на плоскости C выражаются
формулой ak = 2kπi, где k ∈ Z. При этом ch(ak/2) = cos kπ ̸= 0. Отсюда, во-первых,
следует, что все нули функции (7.5) имеют вид (7.12) с указанной там нумерацией
k ∈ N, а, во-вторых, что ни один такой нуль λ(1)k не может быть нулем функции (7.6).

В то же время функция G2(λ) = G2(λ; T, α, β) вида (7.6) как целая функция
нецелого порядка ρ = 1/2 имеет бесконечное (счетное) множество нулей. Эти нули,
учитывая вторую связь в (7.9), можно формально записать в виде (7.13) — через
нули стандартизированной функции (7.8). Вопрос о наиболее удобной нумерации
k ∈ J в множестве таких нулей должен уточняться отдельно. □

Как видим, наличие общего множителя (2/
√
λ ) sh

(√
λT/2

)
приводит к тому,

что серия нулей (7.12) оказывается общей для всех трех функций L1(λ), L2(λ)

и L(λ) = αL1(λ)+βL2(λ). Тем самым (см. теорему 5.1), отсутствие среди чисел (7.12)
собственных значений оператора A есть необходимое условие единственности ре-
шения изучаемой обратной задачи (4.1)–(4.3) с фиксированным T > 0 при любом
выборе параметров α, β ∈ C \ {0} (см. также работы [70] и [1] про случаи α ̸= 0,

β = 0 и α = 0, β ̸= 0 соответственно). Эта особенность изучаемой обратной задачи
представляется весьма оригинальной.

7.2. Кратность нулей. Обсудим теперь вопрос о кратности нулей характери-
стической функции L(λ). Используем представление L(λ) = G1(λ)G2(λ) с функция-
ми (7.5), (7.6). Поскольку, согласно теореме 7.1, множества нулей указанных сомно-
жителей не пересекаются, вопрос о кратных нулях достаточно рассмотреть отдельно
для G1(λ) и G2(λ), точнее даже, для их регуляризированных аналогов — функций
H1(ζ) и H2(ζ) из формул (7.7) и (7.8) соответственно.

Вопрос об отсутствии кратных нулей у функции H1(ζ) решается просто. Имеем

H1(ζ) ≡
2√
ζ

sh

√
ζ

2
, H ′

1(ζ) ≡
1

2ζ

(
ch

√
ζ

2
− 2√

ζ
sh

√
ζ

2

)
.

Как уже отмечалось при доказательстве теоремы 7.1, величины sh(a/2) и ch(a/2)

никогда одновременно не обращаются в нуль. Отсюда следует, что H1(ζ) = H ′
1(ζ) = 0

невозможно ни в какой точке ζ ∈ C.

Рассмотрим теперь функцию H2(ζ) = H2(ζ; p) с параметром p ∈ C\{0}. Картина
с ее кратными нулями оказывается довольно неожиданной. В решении поставленной
задачи важную роль играют комплексно сопряженные корни уравнения

sh z = z, (7.14)
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расположенные в полуплоскости Re z > 0. Множество таких корней запишем в виде

z = zn, n ∈ Z \ {0} , z−n = zn. (7.15)

Считаем, что основная серия корней z = zn при n ∈ N расположена в первом коор-
динатном угле Re z > 0, Im z > 0 и занумерована в порядке возрастания модулей.

Следующий результат получен совместно с И.В.Тихоновым и В.Б. Шерстюковым.

Теорема 7.2. Рассматриваем функцию H2(ζ; p) вида (7.8) с параметром p ∈ C\{0}.
Определим счетное множество значений

pn = − 2

1 + ch zn
, n ∈ Z \ {0} , p−n = pn, (7.16)

где zn — корни (7.15) трансцендентного уравнения (7.14), попадающие в полуплос-
кость Re z > 0. Тогда справедливы утверждения:

• При каждом p ∈ C \ {0}, не входящем в множество (7.16), функция H2(ζ; p)

имеет только простые нули.

• При p = pn из множества (7.16) функция H2(ζ; pn) помимо бесконечного чис-
ла простых нулей имеет ровно один кратный нуль кратности два, который
находится по формуле

ζ = z2n, (7.17)

с тем же zn из (7.15), что и при выборе параметра pn = −2/(1 + ch zn).

Добавим еще, что при n ∈ N значения pn из формулы (7.16) попадают в область

−2 < Re p < 0, 0 < Im p < 1, (7.18)

причем pn → 0 при n→ ∞. Как следствие, при всех номерах n ∈ Z\{0} значения pn

не могут быть вещественными.

Подробное доказательство данной теоремы 7.2 и обсуждение сопутствующих об-
стоятельств будет дано отдельно (см. также [7, 68]). Сейчас отметим лишь, что все
величины из теоремы 7.2 допускают эффективное исследование с выводом необхо-
димых оценок, представляющих интерес как для математической физики, так и для
теории функций. В частности, уравнение (7.14) посредством замены z = iξ с пере-
менной ξ ∈ C приводится к виду

sin ξ = ξ. (7.19)
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Последнее встречается в спектральной теории при рассмотрении ряда задач меха-
ники сплошной среды (см., например, [83, 86, 96]). С аналитической точки зрения
уравнение (7.19) рассматривал еще Харди [90]. Простой и понятный разбор ситуации,
связанной с корнями подобных уравнений, дал Маркушевич [37, c. 64–68]. Основы-
ваясь на его результатах, получаем приближенную формулу

zn ≈ ln(4nπ) +
1

4n
+ i

(
2nπ +

π

2
− 1

2nπ
ln(4nπ)

)
(7.20)

для основной серии корней «нашего» уравнения (7.14). Родственный вариант, восхо-
дящий к работе Харди [90], имеет вид (см. [83, с. 392])

zn = ln
(
(4n+ 1)π

)
+ δn + i

(
2nπ +

π

2
− 2

(4n+ 1)π
ln
(
(4n+ 1)π

)
+ εn

)
. (7.21)

Отдельно показывается, что приближения (7.20) и (7.21) согласованы с нумерацией
n ∈ N (см. [90]). Высокую точность таких соотношений подтверждают следующие
оценки В. Б.Шерстюкова:

0 < δn <
2

(4n+ 1)2π2
ln2
(
(4n+ 1)π

)
, |εn| <

4

(4n+ 1)3π3
ln3
(
(4n+ 1)π

)
,

действующие при всех номерах n ∈ N для остатков δn, εn ∈ R в формуле (7.21).
Используя информацию о корнях уравнения (7.14), можно весьма точно оценить
величины (7.16), (7.17) из теоремы 7.2 и указать для них ряд полезных аналитических
соотношений. Здесь применимы также методы компьютерной математики.

Упомянем, к примеру, что область из (7.18), где локализуются значения pn при
n ∈ N, получена из общих соображений, связанных с действием отображения pn =

−2/(1 + ch zn) на корни уравнения (7.14), расположенные в первом координатном
угле. Однако, как показывает численный расчет, можно, не погрешив против истины,
заменить множество (7.18) гораздо более точным прямоугольником

−0.11 < Re p < 0, 0 < Im p < 0.22.

Вернемся к рассмотрению характеристической функции L(λ) = L(λ; T, α, β). Ис-
пользуем представление (7.10) с параметром p = 2β/(αT ), заданным согласно (7.11).
Проделанный анализ позволяет утверждать, что в большинстве ситуаций, т. е. в слу-
чае общего положения, все нули функции L(λ) = L(λ; T, α, β) являются простыми.
Исключение составляют редкие примеры, когда параметры α, β ∈ C \ {0} и T > 0

связаны специальным соотношением

αT + (1 + ch z0)β = 0 (7.22)
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с некоторым корнем z0 = zn из множества (7.15) (ср. (7.22) с формулой (7.16) из
теоремы 7.2). При таком условии функция L(λ) = L(λ; T, α, β), помимо бесконеч-
ного числа простых нулей имеет единственный нуль кратности два, и он находится
по формуле λ = z20/T

2 с тем же значением z0, что и в (7.22) (ср. формулу (7.13)
с формулой (7.17) из теоремы 7.2).

Согласно теореме 7.2 значения 1 + ch zn = −2/pn не могут быть вещественными.
Поэтому соотношение (7.22) невозможно если α, β ∈ R\{0}. Отсюда получаем такое
утверждение.

Теорема 7.3. При любом выборе параметров α, β ∈ R \ {0} и T > 0 все нули
характеристической функции L(λ) = L(λ; T, α, β) из формулы (5.12) являются про-
стыми.

Выбор вещественных параметров α, β в условии (4.3) является, безусловно, при-
оритетным. Сосредоточимся именно на этом случае. Дополним теорему 7.3 следую-
щим результатом.

Теорема 7.4. При любом выборе параметров α, β ∈ R \ {0} и T > 0 все нули
характеристической функции L(λ) = L(λ; T, α, β) из формулы (5.12) являются ве-
щественными.

Доказательство. С учетом основной теоремы 7.1 достаточно установить, что все
нули ζj стандартизированной функции (7.8) при любом выборе параметра p ∈ R\{0}
являются вещественными. Зафиксируем значение p ∈ R \ {0} и рассмотрим скаляр-
ную задачу 

4y′′(τ)− ζy(τ) = 0, 0 ⩽ τ ⩽ 1,

y(0) = 0, y(1) + py′(1) = 0
(7.23)

со спектральным параметром ζ ∈ C. С точностью до умножения на константу ре-
шение дифференциального уравнения из системы (7.23), удовлетворяющее краевому
условию y(0) = 0, имеет вид y(τ) =

(
2/
√
ζ
)
sh
(√

ζ τ/2
)
. После подстановки данной

функции во второе краевое условие y(1) + py′(1) = 0 приходим к уравнению

2√
ζ

sh

√
ζ

2
+ p ch

√
ζ

2
= 0 (7.24)

относительно неизвестной ζ ∈ C. Корни уравнения (7.24) те же, что нули целой
функции (7.8) — они совпадают со спектральными значениями задачи (7.23). Но
спектр в задаче (7.23) может быть только вещественным.
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Действительно, исходя из (7.23), введем оператор B = 4d2/dτ 2 в линейном веще-
ственном пространстве C [ 0, 1 ] на области определения

Dp ≡ { y ∈ C2 [ 0, 1 ] : y(0) = 0, y(1) + py′(1) = 0 }.

Используем в C [ 0, 1 ] скалярное произведение

(y1, y2) =

1∫
0

y1(τ)y2(τ) dτ, (y, y) ≡ ∥y∥2.

Стандартное интегрирование по частям показывает симметричность оператора B

в том смысле, что (By1, y2) = (y1, By2) для любых y1, y2 ∈ Dp . Как известно, такой
оператор не может иметь комплексных собственных значений ζ = γ1+iγ2, γ1, γ2 ∈ R,
γ2 ̸= 0.

В самом деле, предположим, что B(y1 + iy2) = (γ1 + iγ2)(y1 + iy2) с некоторыми
y1, y2 ∈ Dp , т. е. By1 = γ1y1 − γ2y2 и By2 = γ1y2 + γ2y1. Тогда вычисление числа
(By1, y2) = (y1, By2) дает равенство

γ1(y1, y2)− γ2(y2, y2) = γ1(y1, y2) + γ2(y1, y1) ∼ γ2 (∥y1∥2 + ∥y2∥2 ) = 0.

Но если γ2 ̸= 0, то y1(τ) ≡ 0 и y2(τ) ≡ 0 всюду на [ 0, 1 ].

Итак, ни сам оператор B, ни ассоцированная с ним спектральная задача (7.23)
не могут иметь комплексных (невещественных) собственных значений. Следователь-
но, корни уравнения (7.24) и совпадающие с ними нули целой функции (7.8) будут
исключительно вещественными. Возвращаясь к исходной характеристической функ-
ции (5.12) (и учитывая теорему 7.1), получаем утверждение теоремы 7.4. □

Подытожим: при любом выборе значений α, β ∈ R \ {0} все без исключения нули
характеристической функции L(λ) = L(λ; T, α, β) являются вещественными и про-
стыми. Для того чтобы завершить описание таких нулей, осталось, согласно теоре-
ме 7.1, в зависимости от параметра p = 2β/(αT ) ∈ R \ {0} указать зоны локали-
зации чисел ζk из формулы (7.13), или, что то же самое, зоны локализации нулей
ζk = ζk(p) ∈ R стандартизированной функции H2(ζ; p) из формулы (7.8).

7.3. Подробно про зоны локализации. Разбор начнем в эквивалентных
терминах — на языке корней уравнения (7.24). При этом для лучшего понимания
динамики корней в зависимости от параметра p рассмотрим все значения p ∈ R,
включая p = 0.

Случай p = 0 является особым, так как тогда корни уравнения (7.24) совпадают
с нулями (простыми нулями) функции H1(ζ) из (7.7) и имеют вид ζk = −4k2π2 при
k ∈ N.
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Еще один особый случай связан с возможным корнем ζ = 0. Подстановка такого
числа в уравнение (7.24) дает соотношение 1 + p · 1 = 0, откуда ясно, что ζ = 0

является корнем для (7.24) тогда и только тогда, когда p = −1.

Приступим к изучению случая «общего положения». Поскольку при p ∈ R корни
уравнения (7.24) могут быть только вещественными, всюду в данном пункте считаем,
что ζ ∈ R. Используем замену

ζ =

 4µ2, µ ⩾ 0,

−4µ2, µ < 0.
(7.25)

Формула (7.25) задает биекцию, точнее, сохраняющий порядок изотонный гомеомор-
физм между прямой µ ∈ R и прямой ζ ∈ R. Уравнение (7.24) перейдет в эквивалент-
ную совокупность  (1/µ) shµ+ p chµ = 0, µ ⩾ 0,

(1/µ) sinµ+ p cosµ = 0, µ < 0.
(7.26)

Вновь видим, что корень µ = 0, соответствующий прежнему ζ = 0, возникает
в (7.26) лишь при p = −1. Временно исключим µ = 0 из рассмотрения. Тогда при
µ ∈ (−∞, 0)∪(0,+∞) совокупность (7.26) приводится к следующему эквивалентному
виду  pµ = − thµ, µ > 0,

pµ = − tg µ, µ < 0.
(7.27)

Полученные уравнения проанализируем графически (см. Рис. 2.1).

Введем вспомогательную функцию Φ(µ), составленную из счетного числа ветвей
φk(µ) следующим образом. Особая нулевая ветвь φ0(µ) определяется на множестве
(−π/2, +∞) по формулам φ0(µ) = − tg µ при µ ∈ (−π/2, 0) и φ0(µ) = − thµ при
µ ∈ [0,+∞). Ясно, что это непрерывная (точнее, непрерывно дифференцируемая),
строго убывающая, выпуклая вниз функция на (−π/2, +∞). Затем, при k ∈ N,
положим φk(µ) = − tg µ на соответствующих промежутках

µ ∈ (−(2k + 1)π/2, −(2k − 1)π/2).

Рассмотрим графики функций s = Φ(µ) и s = pµ. Абсциссы их точек пересечения
на множестве µ ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞) как раз дадут все корни, возникающие в (7.27).
Для того чтобы вернуться к исходной совокупности (7.26), добавим корень µ = 0,
отвечающий единственному значению параметра p = −1. При таком p секущая
s = pµ к нулевой ветви s = φ0(µ) перейдет в прямую s = −µ, касающуюся этой
ветви в точке µ = 0.
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Рис. 2.1. Геометрический анализ совокупности уравнений (7.27).

В результате получаем счетное множество корней µk = µk(p), непрерывно зави-
сящих от параметра p ∈ R. Точнее, особый корень µ0 = µ0(p) определен лишь при
p ∈ (−∞, 0) — он соответствует ветви φ0(µ) и непрерывно возрастает с ростом p. Так,
при p ∈ (−∞,−1) этот корень µ0 = µ0(p) изменяется в промежутке (−π/2, 0) как ко-
рень уравнения pµ = − tg µ. Затем, при p = −1 возникает промежуточное значение
µ0(0) = 0. Наконец, при p ∈ (−1, 0) корень µ0 = µ0(p) изменяется в промежутке
(0,+∞) уже как корень уравнения pµ = − thµ с асимптотикой

µ0(p) ∼ −1/p, p→ 0− 0. (7.28)

Асимптотика (7.28) устанавливается из простых соображений и дает отличное при-
ближение уже при p ⩾ −1/π. Действительно, при таких p точка пересечения гра-
фиков s = pµ и s = − thµ будет расположена очень близко к асимптоте s = −1

графика s = − thµ. Следовательно, уравнение pµ = − thµ с высокой точностью
выражается как pµ = −1.

Остальные «регулярные» корни µk = µk(p) с индексом k ∈ N определены при всех
p ∈ R. Точнее, при фиксированном k ∈ N каждый такой корень соответствует ветви
φk(µ) = − tg µ и непрерывно возрастает с ростом p в пределах от −(2k + 1)π/2 до
−(2k−1)π/2. В частности, при p = 0 получаем элементарные значения µk(0) = −kπ,
разделяющие основные нужные нам случаи (см. Рис. 2.1)
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µk(p) ∈ (−(2k + 1)π/2, −kπ) при −∞ < p < 0,

µk(p) ∈ (−kπ, −(2k − 1)π/2) при 0 < p < +∞.

Таким образом, описание корней для совокупности (7.26) получено. Теперь, что-
бы вернуться к исходному уравнению (7.24), используем замену (7.25). Следующий
результат есть прямое следствие проведенных выше рассуждений.

Теорема 7.5. Пусть p ∈ R. Тогда все корни уравнения (7.24) принадлежат R и при
анализе их расположения на прямой надо различать три случая.

1) Если p < 0, то корни уравнения (7.24) представимы в виде

−∞ < . . . < ζk+1 < ζk < . . . < ζ1 < ζ0. (7.29)

При любом фиксированном k ∈ N корень ζk = ζk(p) строго возрастает с ростом
p ∈ (−∞, 0), непрерывно двигаясь от левой границы до правой границы в интервале
(−(2k + 1)2π2,−4k2π2). Кроме того, имеется особый корень ζ0 = ζ0(p) (ζ0(p) = 4µ2

0,
где µ = µ0 — единственный положительный корень уравнения pµ + thµ = 0 ),
который строго возрастает в интервале (−π2,+∞), непрерывно двигаясь от левой
до правой границы так, что

−π2 < ζ0(p) < 0 при p ∈ (−∞,−1),

ζ0(p) = 0 при p = −1,

ζ0(p) > 0 при p ∈ (−1, 0)

с асимптотикой ζ0(p) ∼ 4/p2 при p→ 0− 0.

2) Если p = 0, то корни уравнения (7.24) принимают вид ζk = −4k2π2 при k ∈ N.

3) Если p > 0, то корни уравнения (7.24) представимы в виде

−∞ < . . . < ζk+1 < ζk < . . . < ζ1. (7.30)

При любом фиксированном k ∈ N корень ζk = ζk(p) строго возрастает с ростом
p ∈ (0,+∞), непрерывно двигаясь от левой границы до правой границы в интерва-
ле (−4k2π2, −(2k − 1)2π2). Как следствие отсюда получаем, что при всех p > 0

корни (7.30) будут отрицательными, строго меньшими числа (−π2).
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Для того чтобы завершить картину и получить нули серии (7.13) для характе-
ристической функции (5.12) остается разделить на T 2 числа (7.29) при p < 0 или
числа (7.30) при p > 0 с их описанием, указанным в теореме 7.5. Нетрудно убе-
диться при этом, что нули (7.12) и нули (7.13) в теореме 7.1 при фиксированном
p ∈ (−∞, 0)∪ (0,+∞) обладают следующим свойством перемежаемости: между дву-
мя любыми последовательными нулями серии (7.13) находится ровно один нуль се-
рии (7.12). Точнее, при p < 0 имеем

λ
(2)
k = ζk/T

2 < λ
(1)
k = −4k2π2/T 2 < λ

(2)
k−1 = ζk−1/T

2, k ∈ N,

а при p > 0 имеем

λ
(2)
k+1 = ζk+1/T

2 < λ
(1)
k = −4k2π2/T 2 < λ

(2)
k = ζk/T

2, k ∈ N,

с учетом нумерации, введенной в теореме 7.5.

Отметим еще несколько следствий, важных с практической точки зрения. На-
помним, что переход от параметра p к изначальным α, β и T происходит по фор-
муле p = 2β/(αT ) (см. (7.11)). Утверждая, что нули функции (7.13) локализуются
в каких-то интервалах, мы имеем в виду, что вне этих интервалов нулей нет совсем,
но в каждый из интервалов попадает хотя бы один или даже два таких нуля. Слово
«интервал» мы понимаем здесь расширительно — как любой связный промежуток
вещественной оси.

Теорема 7.6. Для характеристической функции L(λ) = L(λ; T, α, β) из форму-
лы (5.12) выделим следующие типичные возможности.

1) При любом выборе параметров α > 0, β > 0 и T > 0 все нули функции (5.12)
являются вещественными и отрицательными, строго меньшими числа (−π2/T 2 ).

Точнее, эти нули локализуются в интервалах [−4k2π2/T 2, −(2k − 1)2π2/T 2 ) при
k ∈ N.

2) Также отрицательными будут все нули функции (5.12), если параметры
α, β ∈ R \ {0} и T > 0 связаны условием

−∞ < β/α < −T/2. (7.31)

Точнее, тогда нули локализуются в интервалах

(−π2/T 2, 0) и (−(2k + 1)2π2/T 2, −4k2π2/T 2 ] при k ∈ N.

3) Далее, если параметры α, β ∈ R \ {0} и T > 0 связаны специальным условием

β/α = −T/2 ∼ αT + 2β = 0, (7.32)
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то характеристическая функция (5.12) имеет простой нуль в точке λ = 0 и осталь-
ные нули, локализованные в интервалах (−(2k + 1)2π2/T 2, −4k2π2/T 2 ] при k ∈ N.

4) Если, наконец, параметры α, β ∈ R \ {0} и T > 0 связаны условием

−T/2 < β/α < 0, (7.33)

то характеристическая функция (5.12) имеет один простой положительный нуль
на луче (0,+∞) вида λ = 4µ2

0/T
2, где µ = µ0 — единственный положительный

корень уравнения 2βµ + αT thµ = 0, и остальные отрицательные нули, локализо-
ванные в интервалах (−(2k + 1)2π2/T 2, −4k2π2/T 2 ] при k ∈ N.

Доказательство. Перечисленные результаты получаются простым сравнением ба-
зовой теоремы 7.1 и теоремы 7.5 (c учетом теорем 7.3 и 7.4). Условия (7.31)–(7.33) со-
ответствуют случаям p ∈ (−∞,−1), p = −1, p ∈ (−1, 0), разобранным в теореме 7.5
и отнесенным сейчас к параметру p = 2β/(αT ). Других обоснований не требуется. □

Информацию, заложенную в теорему 7.6, можно уточнять ad infinitum путем до-
полнительного изучения корней трансцендентных уравнений (7.27). Подобные урав-
нения известны в анализе, начиная с Эйлера [75, с. 300–301] (см. также [84, с. 170–
171]); ряд результатов представлен даже в учебной литературе (см. [31, с. 218, 453]).
Полученного, впрочем, достаточно для многих содержательных выводов, связанных
c исходной обратной задачей (4.1)–(4.3)

7.4. Признаки единственности и неединственности решения. Основы-
ваясь на работах автора [65, 66] изложим материал. Для сокращения формулиро-
вок рассматриваем обратную задачу (4.1)–(4.3) в ее однородной версии (4.1), (5.1).
Оператор A по-прежнему считаем линейным и замкнутым. Дадим сначала общие
формулировки, а затем всё более и более специализированные.

Теорема 7.7. Пусть у оператора A нет вещественных собственных значений.
Тогда при любом выборе параметров α, β ∈ R \ {0} и T > 0 однородная обратная
задача (4.1), (5.1) имеет только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0.

Доказательство непосредственно следует из теорем 5.2 и 7.4.

Теорема 7.8. Пусть у оператора A нет собственных значений на луче (−∞, 0) ⊂ R.
Тогда при любом выборе параметров α > 0, β > 0, T > 0 однородная обратная за-
дача (4.1), (5.1) имеет только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0.

Доказательство следует из теоремы 5.2 и части 1) теоремы 7.6.
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Теоремы 7.7 и 7.8 охватывают множество ситуаций. Так, под действие теоремы 7.8
можно подвести линейные обратные задачи о нахождении источника для эллипти-
ческих уравнений в цилиндрических областях, как в работах [3, 44, 50].

Теорема 7.9. Пусть у оператора A нет собственных значений на (−∞,−b) ⊂ R
с некоторым числом b > 0. Тогда при любом выборе параметров α > 0, β > 0

и 0 < T ⩽ π/
√
b однородная обратная задача (4.1), (5.1) имеет только тривиальное

решение u(t) ≡ 0, g = 0.

Доказательство. Так как T ∈ (0, π/
√
b ], то −π2/T 2 ⩽ −b. Тем самым, по тео-

реме 7.6, часть 1), все нули характеристической функции (5.12) попадают на луч
(−∞,−b), где нет собственных значений оператора A. Применяя теорему 5.2, полу-
чаем нужный результат. □

Теорема 7.10. Пусть при выборе α > 0, β > 0, T > 0 у оператора A нет ве-
щественных собственных значений в промежутках [−4k2π2/T 2, −(2k − 1)2π2/T 2 )

ни при каком k ∈ N. Тогда однородная обратная задача (4.1), (5.1) имеет только
тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0.

Теорема 7.10 является уточнением теоремы 7.8. Доказательство теоремы 7.10 сле-
дует из теоремы 5.2 и части 1) теоремы 7.6 — используя указанные интервалы лока-
лизации нулей.

Теорема 7.11. Пусть параметры α, β ∈ R \ {0} взяты разных знаков, а у опе-
ратора A нет собственных значений на луче (−∞, 0) ⊂ R. Тогда при любом T из
интервала

0 < T < −2β/α (7.34)

однородная обратная задача (4.1), (5.1) имеет только тривиальное решение u(t) ≡ 0,
g = 0.

Доказательство. Из условия (7.34) следует условие (7.31). Поэтому, применяя
часть 2) теоремы 7.6, заключаем, что нули характеристической функции (5.12) по-
падают на луч (−∞, 0), где нет собственных значений оператора A. В итоге, по
теореме 5.2, получаем нужный результат. □

Теорема 7.12. Пусть при выборе параметров α, β ∈ R \ {0} разных знаков и при
выборе T из интервала (7.34) у оператора A нет вещественных собственных зна-
чений в промежутке (−π2/T 2, 0) и в промежутках (−(2k+1)2π2/T 2, −4k2π2/T 2 ]

ни при каком k ∈ N. Тогда однородная обратная задача (4.1), (5.1) имеет только
тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0.
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Теорема 7.12 является уточнением теоремы 7.11. Аналогично, как и для теоре-
мы 7.11, доказательство теоремы 7.12 следует из теоремы 5.2 и части 2) теоремы 7.6
(условие (7.31) следует из условия (7.34)) с использованием указанных промежутков
локализации нулей.

Теорема 7.13. Пусть при выборе параметров α, β ∈ R \ {0} и T > 0, связанных
специальным условием αT + 2β = 0, у оператора A нет собственных значений на
множестве

I ≡
∞⋃
k=0

Ik,

где I0 = {0} и Ik = (−(2k + 1)2π2/T 2, −4k2π2/T 2 ] при k ∈ N. Тогда однородная
обратная задача (4.1), (5.1) имеет только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0.
В частности, для теоремы подходит любой оператор A без собственных значений
на замкнутом луче (−∞, 0 ] ⊂ R.

Доказательство следует из теоремы 5.2 и части 3) теоремы 7.6.

Теорема 7.14. Пусть при выборе параметров α, β ∈ R \ {0} разных знаков и при
выборе T из интервала

−2β/α < T < +∞ (7.35)

у оператора A нет собственных значений в промежутке (0, +∞) и в промежут-
ках (−(2k + 1)2π2/T 2, −4k2π2/T 2 ] ни при каком k ∈ N. Тогда однородная обратная
задача (4.1), (5.1) имеет только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0.

Доказательство. Из условия (7.35) следует условие (7.33). Поэтому, по части 4)
теоремы 7.6, все нули характеристической функции (5.12) локализуются в проме-
жутке (0,+∞) и в промежутках (−(2k + 1)2π2/T 2, −4k2π2/T 2 ] при k ∈ N, где нет
собственных значений оператора A. В итоге, по теореме 5.2, получаем нужный ре-
зультат. □

Теоремы 7.7–7.14 дают удобные признаки единственности решения обратной за-
дачи (4.1), (5.1). На практике стоит учитывать также противоположные по смыслу
признаки неединственности решения. Сформулируем несколько наглядных утвер-
ждений.

Теорема 7.15. Рассмотрим однородную обратную задачу (4.1), (5.1) с фиксирован-
ным значением T > 0. Предположим, что какое-то из чисел λk = −4k2π2/T 2

с некоторым k ∈ N является собственным значением оператора A. Тогда един-
ственность решения задачи (4.1), (5.1) нарушается при любом выборе α, β ∈ C\{0}.
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В частности, согласно формуле (5.14), задача (4.1), (5.1) имеет нетривиальное ре-
шение

u(t) =
T 2

4k2π2

(
1− cos

2kπt

T

)
fk, g = fk (7.36)

с собственным вектором fk ̸= 0, таким, что fk ∈ D(A) и Afk = −(4k2π2/T 2)fk.

Доказательство. По теореме 7.1 взятое собственное значение λk = −4k2π2/T 2

попадает в серию (7.12) и является нулем характеристической функции (5.12). Но
тогда, согласно теореме 5.2, единственность решения нарушается в задаче (4.1), (5.1).
Нетривиальное решение вида (7.36) можно построить, согласно лемме 5.1, по форму-
ле (5.14), при подстановке собственного значения a = λk = −4k2π2/T 2 с собственным
вектором f = fk, где fk ̸= 0 и fk ∈ D(A). Непосредственная подстановка в задачу
подтверждает, что соотношения (4.1), (5.1) выполнены при всех α, β ∈ C \ {0}. □

Теорема 7.15 можно записать в следующей эквивалентной форме.

Теорема 7.16. Пусть оператор A имеет отрицательное собственное значение
λ = −γ2, где γ > 0. Пусть T = 2kπ/γ > 0 с некоторым k ∈ N. Тогда при любых
α, β ∈ C \ {0} единственность решения в обратной задаче (4.1), (5.1) нарушается,
и задача имеет нетривиальное решение вида (7.36) с собственным вектором fk ̸= 0,
таким, что fk ∈ D(A) и Afk = −(4k2π2/T 2)fk.

Для доказательства теоремы 7.16 см. доказательство теоремы 7.15 с учетом, что
λ = −γ2 = −4k2π2/T 2.

В простых «гиперболических» примерах для уравнения колебаний струны опера-
тор A обладает серией собственных значений λm = −(mπ/l)2 при m ∈ N, где l > 0 —
длина струны. Тогда, как следует из теоремы 7.16, обратная задача (4.1), (5.1) имеет
нетривиальные решения вида (7.36) в любой момент времени T = Tk,m ≡ 2l(k/m),
где k,m ∈ N. Указанные моменты образуют счетное всюду плотное множество на
луче 0 < T < ∞, т. е. этот «гиперболический» случай в обратных задачах подобен
по своей некорректности так называемой задаче Дирихле для уравнения колебаний
струны (см. [82]; ср. с [16, с. 140–143] и [40, с. 1619–1620]).

Следующие два результата имеют более специальный характер.

Теорема 7.17. Пусть λ0 = 0 — собственное значение оператора A, т. е. Af0 = 0,
с элементом f0 ∈ D(A), f0 ̸= 0. Предположим, что параметры α, β ∈ R \ {0}
и T > 0 связаны условием αT+2β = 0. Тогда однородная обратная задача (4.1), (5.1)
имеет нетривиальное решение

u(t) = (t2/2)f0, g = f0. (7.37)

66



Доказательство. По теореме 7.6 с условием (7.32) собственное значение λ0 = 0

является нулем характеристической функции (5.12). Воспользуемся формулой (5.14)
вместе с уточнением, указанным в (5.6) для λ = 0. Получим пару (7.37). Проверка
соотношений (4.1), (5.1) здесь не представляет труда. □

Теорема 7.18. Пусть при выборе параметров α, β ∈ R \ {0} разных знаков и при
выборе T из интервала (7.35) оператор A имеет собственное значение λ = 4µ2

0/T
2,

где µ0 = µ — единственный положительный корень уравнения

2βµ+ αT thµ = 0. (7.38)

Тогда однородная обратная задача (4.1), (5.1) имеет нетривиальное решение

u(t) =
T 2

4µ2
0

(
ch

2µ0t

T
− 1

)
f0, g = f0 (7.39)

с собственным вектором f0 ̸= 0, таким, что f0 ∈ D(A) и Af0 = (4µ2
0/T

2)f0.

Доказательство. Поскольку, из условия (7.35) следует (7.33), то, по части 4) теоре-
мы 7.6, собственное значение λ = 4µ2

0/T
2, где µ = µ0 — единственный положитель-

ный корень уравнения (7.37), является нулем характеристической функции (5.12).
Тогда, согласно лемме 5.1, нетривиальное решение задачи (4.1), (5.1) можно постро-
ить по формуле (5.14) при подстановке собственного значения a = λ = 4µ2

0/T
2

с собственным вектором f = f0, где f0 ̸= 0 и f0 ∈ D(A). Получим пару (7.39).
Непосредственная подстановка этой пары в задачу подтверждает, что все соотноше-
ния (4.1), (5.1) выполнены. □

Все перечисленные утверждения полезны на практике и применимы для ши-
рокого класса линейных операторов. Уточняя распределение нулей характеристи-
ческой функции (5.12), можно получать более специальные признаки единствен-
ности (и неединственности) решения обратной задачи (4.1), (5.1). Особо отметим
необходимость дополнительных исследований для случая невещественных значений
α, β ∈ C \ {0}.

Ясно, что когда много собственных значений оператора A совпадает с нулями
характеристической функции (5.12), мы можем комбинировать возникающие пары
вида (5.14), осуществляя синтез все более сложных решений однородной обратной
задачи (4.1), (5.1). В совсем уже специальных случаях, когда характеристическая
функция (5.12) имеет кратный нуль кратности два (см. теорему 7.2), возможны при-
меры, где кроме элементарных решений вида (5.14) появляются присоединенные эле-
ментарные решения (u(t), g), учитывающие наличие у оператора A не только соб-
ственных векторов из D(A), но и присоединенных векторов из D(A2) (см. [8], также
см. [7]).
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§ 8. Присоединенные решения обратной задачи

Как было установлено для обратной задачи (4.1), (5.1) (однородная версия зада-
чи (4.1)–(4.3)), в теории неклассических задач для эволюционных дифференциаль-
ных уравнений есть много результатов общего плана, выражающих единственность
решения изучаемой задачи в терминах распределения нулей соответствующей харак-
теристической целой функции (см. [55, 57, 58, 70, 71]). С этими нулями связаны эле-
ментарные решения линейной однородной задачи, дающие для нее простые примеры
неединственности. Иногда нули могут оказаться кратными, и тогда в задаче помимо
элементарных решений возникают дополнительные присоединенные решения, пред-
ставляющие самостоятельный интерес на практике. Отмеченный эффект обсуждался
в [8] для модельной обратной задачи (4.1), (5.1) — при T = 1, и для классического
решения (4.5) (см. также [7, 68]). Представим развернутое изложение материала для
задачи (4.1), (5.1) с конкретными примерами. При построении примеров использу-
ем одну идею В.А.Ильина, связанную с несамосопряженными дифференциальными
операторами.

8.1. Присоединенные решения обратной задачи. Рассмотрим однородную
обратную задачу (4.1), (5.1) с параметрами α, β ∈ C, |α| + |β| > 0, T > 0. Пред-
положим, что некоторый нуль λ = a характеристической функции (5.12) является
собственным значением оператора A с собственным вектором f ∈ D(A), f ̸= 0.
Тогда, по лемме 5.1 с учетом замечания 5.1, задача (4.1), (5.1) имеет нетривиальное
элементарное решение вида (5.14). При этом, как видели в параграфе 7, пункты 7.1
и 7.2, нельзя исключать, что λ = a есть кратный нуль характеристической функ-
ции (5.12). Покажем, что в таком случае помимо элементарных решений обратной
задачи могут возникать дополнительные присоединенные решения, представляющие
самостоятельный интерес.

Заметим, что функции y(t, λ) и L(λ) из формул (5.6) и (5.12) связаны соотноше-
нием

α y(T, λ) + β y ′t(T, λ) = L(λ), (8.1)

действующим при всех λ ∈ C. Затем, исходя из формулы (5.6), введем функцию

s(t, λ) ≡ dy(t, λ)

dλ
=

√
λ t sh(

√
λ t) − 2 ch(

√
λ t) + 2

2λ2
=

∞∑
j=0

λj
(j + 1) t2j+4

(2j + 4)!
. (8.2)

Дифференцируя по λ равенства (5.3), (5.4) и (8.1), заключаем при всех λ ∈ C, что

s′′tt(t, λ) = λs(t, λ) + y(t, λ), 0 ⩽ t ⩽ T, (8.3)
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s(0, λ) = 0, s′t(0, λ) = 0, (8.4)

αs(T, λ) + βs′t(T, λ) = L′(λ). (8.5)

Допустим, что параметры α, β ∈ C, |α|+ |β| > 0, T > 0, выбраны так, что характе-
ристическая функция L(λ) имеет нуль λ = a ∈ C \ {0} кратности два, т. е.

L(a) = L′(a) = 0. (8.6)

Предположим, что тот же нуль λ = a оказался кратным собственным значением
оператора A с собственным вектором f ∈ D(A), f ̸= 0, и присоединенным к нему
вектором f+ ∈ D(A2), f+ ̸= 0.

Согласно общему определению [30, c. 117] это означает, что

Af = af, Af+ = af+ + f. (8.7)

Но тогда, с учетом имеющихся соотношений (5.3), (5.4), (8.1) и (8.3)–(8.7), элементар-
но проверяется, что пара

u(t) = y(t, a)f+ + s(t, a)f, g = f+ (8.8)

является решением обратной задачи (4.1), (5.1). В силу понятной аналогии такие
решения будем называть присоединенными решениями обратной задачи.

Используя явные представления для функций y(t, λ) и s(t, λ) (см. (5.6) и (8.2)),
пару (8.8) можно записать в виде

u(t) =
ch(

√
a t)− 1

a
f+ +

√
a t sh(

√
a t) − 2 ch(

√
a t) + 2

2a2
f, g = f+. (8.9)

Итак, установлен следующий результат.

Теорема 8.1. Пусть λ = a ∈ C есть нуль кратности два для характеристиче-
ской функции (5.12) и, одновременно, кратное собственное значение оператора A

в смысле определения (8.7) с собственным вектором f ∈ D(A), f ̸= 0, и присоеди-
ненным вектором f+ ∈ D(A2), f+ ̸= 0. Тогда обратная задача (4.1), (5.1) с фикси-
рованными параметрами α, β ∈ C, |α| + |β| > 0, T > 0, помимо элементарного
решения (5.14) имеет присоединенное решение (8.9).
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Подчеркнем, что присоединенные решения обратной задачи формально не свя-
заны с ее элементарными решениями — и те, и те независимо друг от друга удо-
влетворяют одним и тем же соотношениям (4.1), (5.1). Запись (8.9) можно привести
к следующему эквивалентному виду

u(t) =
1

a2
(
ch(

√
a t)− 1

) (
af+ − f

)
+

1

2a
√
a
t sh(

√
a t) f, g = f+, (8.10)

где
Af = af, A(af+ − f) = a2f+ (8.11)

в согласии с определением (8.7). Дальнейшие уточнения для (8.10) и (8.11) зави-
сят от того, с каким из двух возможных случаев связано появление кратного нуля
в формуле (8.6). Разберем варианты в виде двух отдельных примеров.

Пример 1. Пусть α ̸= 0, β = 0, как для финального переопределения первого
рода. Тогда задача (4.1), (5.1) приводится к виду

u′′(t) = Au(t) + g, 0 < t < T,

u(0) = 0, u′(0) = 0, u(T ) = 0.

(8.12)

Здесь, согласно параграфу 7, пункт 7.1, характеристическая функция (5.12) имеет
множество нулей (7.1), и каждый из нулей имеет кратность два.

Зафиксируем один такой нуль λ
(1)
k = −4k2π2/T 2 из множества (7.1) с конкретным

k ∈ N, обозначив его, как принято, через a. Предположим, что a = −4k2π2/T 2 есть
кратное собственное значение оператора A в смысле (8.7) с собственным вектором
f = fk ̸= 0 и присоединенным вектором f+ = f+

k ̸= 0. Тогда, по лемме 5.1 с учетом
замечания 5.1., обратная задача (8.12) имеет нетривиальное элементарное решение
вида (5.14), а по теореме 8.1 — присоединенное решение вида (8.9) или, что эквива-
лентно, вида (8.10). Дадим явные выражения для этих решений.

Для значения a = −4k2π2/T 2 элементарное решение (5.14) принимает вид

u(t) =
T 2

4k2π2

(
1− cos

2kπt

T

)
fk, g = fk, (8.13)

а присоединенное решение (8.10) — соответственно вид

u(t) =
T 4

16k4π4

(
1− cos

2kπt

T

)(
4k2π2

T 2
f+
k + fk

)
− T 3

16k3π3
t sin

2kπt

T
fk,

g = f+
k .

(8.14)
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Для таких пар проверка соотношений из системы (8.12) производится прямой под-
становкой. При этом используется лишь то, что k ∈ N, а также то, что

Afk = − 4k2π2

T 2
fk, A

(
4k2π2

T 2
f+
k + fk

)
= − 16k4π4

T 4
f+
k (8.15)

в согласии с формулой (8.11), взятой при a = −4k2π2/T 2.

Пример 2. Пусть значения α, β ∈ C \ {0}, T > 0 связаны условием (7.22)
с некоторым корнем z0 ̸= 0 уравнения sh z = z. Тогда задача (4.1), (5.1) приводится
к виду 

u′′(t) = Au(t) + g, 0 < t < T,

u(0) = 0, u′(0) = 0, (ch z0 + 1)u(T )− T u′(T ) = 0.

(8.16)

Здесь, согласно параграфу 7, пункт 7.2, характеристическая функция (5.12) имеет
нуль λ = z20/T

2 кратности два. Сохраняя прежний стиль, обозначим a = z20/T
2.

Рассуждаем по схеме. Допустим, что a = z20/T
2 есть кратное собственное зна-

чение оператора A в смысле (8.7) с собственным вектором f = f0 ̸= 0 и присо-
единенным вектором f+ = f+

0 ̸= 0. Воспользуемся леммой 5.1 и теоремой 8.1. Для
a = z20/T

2 элементарное решение (5.14) принимает вид

u(t) =
T 2

z20

(
ch
z0 t

T
− 1

)
f0 , g = f0, (8.17)

а присоединенное решение (8.10) — соответственно вид

u(t) =
T 4

z40

(
ch
z0 t

T
− 1

) (
z20
T 2

f+
0 − f0

)
+

T 3

2z30
t sh

z0 t

T
f0 , g = f+

0 . (8.18)

При этом

Af0 =
z20
T 2

f0, A

(
z20
T 2

f+
0 − f0

)
=

z40
T 4

f+
0 (8.19)

согласно формуле (8.11), взятой при a = z20/T
2.

Подстановка в систему (8.16) подтверждает правильность наших ответов: при
проверке дифференциального уравнения используются соотношения (8.19), а при
проверке последнего условия (ch z0+1)u(T )−T u′(T ) = 0 — формула ch2 z−1 = sh2 z

и связь sh z0/z0 = 1, действующая в силу выбора значения z0 ̸= 0. Всё прочее дают
прямые вычисления.

Осталось понять, насколько эти идеи воплотимы на практике. Другими словами,
требуются конкретные примеры операторов A с кратными собственными значения-
ми в подходящих точках комплексной плоскости. При этом, поскольку для присоеди-
ненных решений обратных задач нужны присоединенные векторы оператора, сразу
исключим из рассмотрения все самосопряженные варианты для A, где присоединен-
ные векторы, как известно, отсутствуют.
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8.2. Несамосопряженные задачи с кратными спектрами. Простую и есте-
ственную идею для получения нужной нам конструкции предложил по другому по-
воду В. А.Ильин. Как отмечено в его статьях [18, 19], следующий пример полезен
для общей теории линейных несамосопряженных операторов и связан с модельными
задачами из физики плазмы. Подробный разбор деталей, связанных с обсуждаемым
случаем, см. в работе [20].

Пример 3. Рассмотрим краевую задачуf ′′(x) = µf(x), 0 ⩽ x ⩽ 1,

f(0) = 0, f ′(0) = f ′(1),
(8.20)

со спектральным параметром µ ∈ C. Обратим внимание, что второе краевое условие
является здесь нелокальным.

Задаче (8.20) соответствует оператор A = d2/dx2 в пространстве L2(0, 1) на
области определения

D(A) = { f ∈ H2(0, 1) : f(0) = 0, f ′(0) = f ′(1) }.

Данный оператор имеет кратные собственные значения

µk = −4k2π2, k ∈ N, (8.21)

с соответствующими собственными и присоединенными функциями

fk(x) = sin(2kπx), f+
k (x) = − 1

4kπ
x cos(2kπx), k ∈ N. (8.22)

Помимо чисел (8.21) в спектр оператора A входит также простое собственное значе-
ние µ0 = 0 c собственной функцией f0(x) = x, но оно нам не понадобится.

Все функции (8.22) удовлетворяют на [ 0, 1 ] нужным краевым условиям и соот-
ношениям

Afk(x) = −4k2π2 fk(x), A f+
k (x) = −4k2π2 f+

k (x) + fk(x). (8.23)

Очевидная эквивалентность (8.23) и (8.15) (при T = 1) показывает, что предложен-
ный оператор, хорошо сочетаясь с обратной задачей (8.12), позволяет получить для
нее конкретный пример с бесконечной серией элементарных и присоединенных ре-
шений.

Окончательные формулы приведем в пункте 8.3, а пока разовьем идею и построим
пример более сложного оператора A, приспособленного, в том числе, для специаль-
ной обратной задачи (8.16).
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Пример 4. Рассмотрим задачу с трехточечным нелокальным условиемf ′′(x) = µf(x), 0 ⩽ x ⩽ 2,

f ′(0) = 0 , b0f(0) + b1f(1) + b2f(2) = 0 ,
(8.24)

и спектральным параметром µ ∈ C. Коэффициенты b0, b1, b2 ∈ C \ {0} считаем
заданными.

Задаче (8.24) соответствует оператор A = d2/dx2 в пространстве L2(0, 2) на
области определения

D(A) = { f ∈ H2(0, 2) : f ′(0) = 0 , b0f(0) + b1f(1) + b2f(2) = 0 }.

Выясним, как влияет выбор коэффициентов b0, b1, b2 ∈ C \ {0} на спектральные
свойства оператора A. Точнее, нас интересует возможность получения кратных соб-
ственных значений в тех или иных точках комплексной плоскости.

Положим

v(x, µ) ≡ ch (
√
µx) , F (µ) ≡ b0 + b1 ch

√
µ+ b2 ch (2

√
µ ) . (8.25)

Тогда при всех µ ∈ C имеем соотношенияv ′′xx(x, µ) = µv(x, µ), 0 ⩽ x ⩽ 2,

v ′x(0, µ) = 0 , b0v(0, µ) + b1v(1, µ) + b2v(2, µ) = F (µ).
(8.26)

Продифференцируем (8.25) и (8.26) по переменной µ. Получим функции

w(x, µ) ≡ dv(x, µ)

dµ
= x

sh (
√
µx)

2
√
µ

, F ′(µ) = b1
sh

√
µ

2
√
µ

+ b2
sh (2

√
µ )

√
µ

(8.27)

и систему w ′′
xx(x, µ) = µw(x, µ) + v(x, µ), 0 ⩽ x ⩽ 2,

w ′
x(0, µ) = 0 , b0w(0, µ) + b1w(1, µ) + b2w(2, µ) = F ′(µ),

(8.28)

также верную при всех µ ∈ C. Допустим, что µ = µ0 ∈ C есть кратный нуль целой
функции F (µ). Соответственно

F (µ0) = F ′(µ0) = 0 (8.29)

(возможно, что кратность данного нуля больше, чем два, но это сейчас для нас не
важно). Рассматривая системы (8.26), (8.28) вместе с условием (8.29), заключаем,
что пара f0(x) ≡ v(x, µ0) и f+

0 (x) ≡ w(x, µ0) дает собственную и присоединенную
функции оператора A с кратным собственным значением µ = µ0. Взяв явные выра-
жения из формул (8.25) и (8.27), запишем подробно

f0(x) = ch (
√
µ0 x) , f+

0 (x) = x
sh (

√
µ0 x)

2
√
µ0

. (8.30)

При этом Af0(x) = µ0f0(x) и Af+
0 (x) = µ0f

+
0 (x) + f0(x).
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Осталось проанализировать условие (8.29) и понять, когда оно будет выполня-
ться. Начнем с более простого уравнения F ′(µ0) = 0 для функции

F ′(µ) = b1
sh

√
µ

2
√
µ

+ b2
sh (2

√
µ )

√
µ

=
sh

√
µ

√
µ

(
b1
2

+ 2b2 ch
√
µ

)
. (8.31)

Первый сомножитель S(µ) ≡ sh
√
µ /

√
µ имеет нули

µ = µ(n) ≡ −n2π2, n ∈ N. (8.32)

Подставим числа (8.32) в функцию F (µ) из формулы (8.25). Выделим здесь два
случая.

1) Пусть n = 2k и µk ≡ µ(2k) = −4k2π2 при k ∈ N . Условие F (µk) = 0 эквива-
лентно тому, что

b0 + b1 + b2 = 0. (8.33)

При выполнении (8.33) все нули µk = −4k2π2 являются кратными для F (µ) и да-
ют кратные собственные значения оператора A с собственными и присоединенными
функциями

fk(x) = cos(2kπx), f+
k (x) =

1

4kπ
x sin(2kπx), (8.34)

полученными по принципу (8.30) при замене там µ0 на µk = −4k2π2.

2) Пусть теперь n = 2k − 1 и µk ≡ µ(2k − 1) = −(2k − 1)2π2 при k ∈ N . Тогда
условие F (µk) = 0 эквивалентно тому, что

b0 − b1 + b2 = 0. (8.35)

В случае (8.35) все нули µk = −(2k − 1)2π2 являются кратными для F (µ) и да-
ют кратные собственные значения оператора A с собственными и присоединенными
функциями

fk(x) = cos((2k − 1)πx), f+
k (x) =

1

2(2k − 1)π
x sin((2k − 1)πx), (8.36)

полученными по принципу (8.30) при замене там µ0 на µk = −(2k − 1)2π2.

Условия (8.33) и (8.35) охватывают целые классы спектральных задач вида (8.24),
у которых заведомо будут кратные собственные значения. Но числа из серии (8.32),
вещественные и отрицательные, не подходят под цели, связанные со специальной
обратной задачей (8.16). Действительно, для (8.16) (рассмотрим при T = 1) нужен
оператор A, имеющий кратное собственное значение a = z20 с корнем z0 ̸= 0 уравне-
ния sh z = z. Нетрудно понять, что такие корни не попадают на оси ℜ и Im. Поэтому
значение a = z20 не может быть вещественным.
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Итак, зафиксируем комплексный корень z0 ̸= 0 уравнения sh z = z. Оценим воз-
можность выполнения условия (8.29) со значением µ0 = z20 . Подставим это число
вместо µ в выражения для F (µ) и F ′(µ) из формул (8.25) и (8.31). Получим систему
уравнений для коэффициентов b0, b1, b2 ∈ C \ {0}, записанную в виде

b0 + b1 ch z0 + b2 ch(2z0) = 0,
b1
2
+ 2b2 ch z0 = 0. (8.37)

Второе уравнение дает b1 = −4b2 ch z0, после чего из первого имеем

b0 = −b1 ch z0 − b2 ch(2z0) = 4b2 ch
2 z0 − b2(2 ch

2 z0 − 1) = b2(2 ch
2 z0 + 1).

Здесь ch2 z0 = sh2 z0 + 1 = z20 + 1. То есть система уравнений (8.37) с учетом спе-
цифики значения z0 эквивалентна соотношениям b0 = b2(2z

2
0 + 3) и b1 = −4b2 ch z0 .

Полагая здесь b2 = 1, находим типичную тройку

b0 = 2z20 + 3, b1 = −4 ch z0, b2 = 1, (8.38)

обращающую оба уравнения (8.37) в верные тождества. Выбор значений (8.38) обес-
печивает выполнение условия (8.29) при µ0 = z20 . Тем самым, спектральная задачаf ′′(x) = µf(x), 0 ⩽ x ⩽ 2,

f ′(0) = 0 , (2z20 + 3)f(0)− 4 ch z0 · f(1) + f(2) = 0 ,
(8.39)

порождает оператор A = d2/dx2, имеющий кратное собственное значение µ0 = z20

с собственной и присоединенной функциями

f0(x) = ch(z0x), f+
0 (x) =

1

2z0
x sh(z0x) (8.40)

согласно формуле (8.30). Проверка всех нужных соотношений для пары (8.40) произ-
водится, в том числе, непосредственно. Речь идет о попадании этих функций в D(A)

вместе с условиями Af0(x) = z20 f0(x) и Af+
0 (x) = z20 f

+
0 (x) + f0(x). При дальнейшем

использовании в обратных задачах кратному собственному значению µ0 = z20 можно
вернуть стандартное обозначение a = z20 .

Но прежде чем вновь говорить про обратные задачи, зафиксируем итоговый ре-
зультат относительно спектральной задачи (8.24).

Теорема 8.2. 1) Пусть коэффициенты b0, b1, b2 ∈ C\{0} в нелокальном условии из
спектральной задачи (8.24) выбраны так, что b0 + b1 + b2 = 0. Тогда спектр зада-
чи (8.24) содержит кратные собственные значения µk = −4k2π2 с собственными
и присоединенными функциями вида (8.34) при всех k ∈ N.
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2) Пусть коэффициенты b0, b1, b2 ∈ C\{0} в нелокальном условии из спектраль-
ной задачи (8.24) выбраны так, что b0 − b1 + b2 = 0. Тогда спектр задачи (8.24)
содержит кратные собственные значения µk = −(2k−1)2π2 с собственными и при-
соединенными функциями вида (8.36) при всех k ∈ N.

3) Пусть коэффициенты b0, b1, b2 ∈ C \ {0} в нелокальном условии из спек-
тральной задачи (8.24) выбраны согласно (8.38) с некоторым комплексным корнем
z0 ̸= 0 уравнения sh z = z. Тогда спектр задачи (8.24) или, что эквивалентно, за-
дачи (8.39) содержит кратное собственное значение µ0 = z20 с собственной и при-
соединенной функциями вида (8.40).

Полное обоснование теоремы 8.2 дают приведенные выше рассуждения.

8.3. Конкретные примеры обратных задач. Вернемся к изучаемой обрат-
ной задаче (4.1), (5.1), точнее, к ее специальным версиям (8.12) и (8.16). На основе
проведенных выше рассуждений укажем серию примеров для уравнения колебаний
струны с неизвестной правой частью g(x) так, чтобы в соответствующих обратных
задачах были элементарные и присоединенные решения. В качестве оператора A вы-
ступает вторая производная d2/dx2, дополненная подходящими краевыми и нело-
кальными условиями по переменной x. Ввиду простоты ситуации и «конечномерно-
сти» получаемых функциональных выражений, выбор основного банахова простран-
ства E представляется сейчас не принципиальным. Все наши ответы удовлетворяют
поставленным задачам в классическом смысле и допускают прямую проверку под-
становкой в заданные формулы.

Пример 5. Рассмотрим систему соотношений
utt(x, t) = uxx(x, t) + g(x), 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ t ⩽ 1,

u(0, t) = 0, ux(0, t) = ux(1, t),

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0

(8.41)

с неизвестными функциями u(x, t) и g(x). Это аналог обратной задачи (8.12) (при
T = 1) с оператором A = d2/dx2, отвечающим спектральной задаче (8.20). Для тако-
го случая (см. пример 1) характеристическая функция обратной задачи имеет нули
λ
(1)
k = −4k2π2, k ∈ N, из множества (7.1) (при T = 1) и кратности нулей равны двум.

Но точно те же числа указаны в формуле (8.21) как кратные собственные значения
оператора A (см. пример 3). Совмещая общие шаблоны (8.13) и (8.14) с конкрет-
ными выражениями (8.22), получаем элементарные и присоединенные решения для
обратной задачи (8.41).
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Точнее, элементарные решения имеют вид

u(x, t) =
1

4k2π2
(1− cos(2kπt)) sin(2kπx), g(x) = sin(2kπx), (8.42)

а присоединенные решения — соответственно вид

u(x, t) =
1

16k4π4
(1− cos(2kπt))(−kπx cos(2kπx) + sin(2kπx))−

− 1

16k3π3
t sin(2kπt) · sin(2kπx), g(x) = − 1

4kπ
x cos(2kπx).

(8.43)

Формулы (8.42), (8.43) применимы при всех k ∈ N.

Как видим, обратная задача (8.41) оказывается сильно некорректной — она об-
ладает счетным множеством нетривиальных решений вида (8.42) и (8.43). Очевид-
но, что конечные линейные комбинации найденных пар снова дают решения об-
ратной задачи. Возникает естественный вопрос: хватит ли запаса подобных линей-
ных комбинаций, чтобы аппроксимировать (в том или ином смысле) произвольную
пару (u(x, t), g(x)), удовлетворяющую всем соотношениям в (8.41)?

Эту задачу спектрального синтеза проще изучать на основе абстрактной поста-
новки (8.12) в банаховом пространстве E. Пример же системы (8.41) показывает,
что в случае финального переопределения первого рода, осуществляя спектраль-
ный синтез, нельзя обойтись одними элементарными решениями и надо учитывать
возможность решений присоединенных. Ограничимся пока сделанным коротким за-
мечанием, так как намеченная тема требует отдельного исследования.

Пример 6. Рассмотрим систему соотношений
utt(x, t) = uxx(x, t) + g(x), 0 ⩽ x ⩽ 2, 0 ⩽ t ⩽ 1,

ux(0, t) = 0, b0 u(0, t) + b1 u(1, t) + b2 u(2, t) = 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, u(x, 1) = 0

(8.44)

с заданными значениями b0, b1, b2 ∈ C \ {0} и неизвестными, как прежде, функция-
ми u(x, t), g(x). Это снова аналог обратной задачи (8.12) (при T = 1), но теперь уже
с оператором A = d2/dx2, отвечающим спектральной задаче (8.24). Предположим,
что выполнено условие (8.33), и применим теорему 8.2 для случая b0 + b1 + b2 = 0.
Получим, что кратные нули из (7.1) (при T = 1) вновь окажутся кратными собствен-
ными значениями оператора A. Сочетая прежние шаблоны (8.13) и (8.14) с явными
выражениями (8.34), устанавливаем нужные ответы для задачи (8.44).
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Точнее, элементарные решения сейчас имеют вид

u(x, t) =
1

4k2π2
(1− cos(2kπt)) cos(2kπx), g(x) = cos(2kπx), (8.45)

а присоединенные решения — соответственно вид

u(x, t) =
1

16k4π4
(1− cos(2kπt))(kπx sin(2kπx) + cos(2kπx))−

− 1

16k3π3
t sin(2kπt) · cos(2kπx), g(x) =

1

4kπ
x sin(2kπx).

(8.46)

Формулы (8.45), (8.46) применимы при всех k ∈ N. Построенные решения удовле-
творяют обратной задаче (8.44) всякий раз, когда b0+b1+b2 = 0 (см. условие (8.33)).
Фактически получаем целый класс обратных задач вида (8.44), имеющих не толь-
ко элементарные, но и присоединенные решения. С физической точки зрения брать
комплексные коэффициенты не очень естественно, поэтому можно ограничиться слу-
чаем b0, b1, b2 ∈ R \ {0}.

Приведем теперь пример, где комплексные коэффициенты в условиях неизбежны
из-за математической сути дела.

Пример 7. Зафиксируем корень z0 ̸= 0 уравнения sh z = z и рассмотрим си-
стему 

utt(x, t) = uxx(x, t) + g(x), 0 ⩽ x ⩽ 2, 0 ⩽ t ⩽ 1,

ux(0, t) = 0, (2z20 + 3)u(0, t)− 4 ch z0 · u(1, t) + u(2, t) = 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, (ch z0 + 1)u(x, 1)− ut(x, 1) = 0

(8.47)

c неизвестными функциями u(x, t), g(x). Это аналог обратной задачи (8.16) (при
T = 1) с оператором A = d2/dx2, отвечающим спектральной задаче (8.39). Напом-
ним (см. пример 2), что характеристическая функция задачи (8.16) имеет нуль λ = z20

(при T = 1) кратности два, и это же число по теореме 8.2 есть кратное собственное
значение для A. Тем самым, используя шаблоны (8.17) и (8.18) вместе с явными
выражениями (8.40), получаем формулы элементарного и присоединенного решений
для задачи (8.47).

Точнее, элементарное решение имеет вид

u(x, t) =
1

z20
(ch(z0 t)− 1) ch(z0x), g(x) = ch(z0x), (8.48)

а присоединенное решение — соответственно вид

u(x, t) =
1

2z40
(ch(z0 t)− 1) (z0x sh(z0x)− 2 ch(z0x))+

+
1

2z30
t sh(z0 t) · ch(z0x), g(x) =

1

2z0
x sh(z0x).

(8.49)

Для таких пар все соотношения в системе (8.47) будут выполнены.
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Понятно, что с практической точки зрения построенный пример 7 носит искус-
ственный характер, и выбор двух специальных условий в (8.47), связанных с ком-
плексным корнем z0 ̸= 0 уравнения sh z = z, трудно объяснить физическими сооб-
ражениями. Но математически всё законно — построенная обратная задача (8.47)
обладает элементарным и присоединенным решениями и соответствует общей ситу-
ации из примера 2, показывая, что можно добиться нужного не самыми сложными
средствами. Для того чтобы уйти от комплексных решений для (очевидно) веще-
ственного уравнения колебаний струны, можно овеществить ситуацию, расписав ве-
щественную и мнимую части в системе (8.47) и в получаемых решениях (8.48), (8.49).
Возникнет набор выражений непрозрачной структуры, физически осмыслить кото-
рый по-прежнему затруднительно. Итак, примем результат как чисто математиче-
скую конструкцию.

Отметим еще, что пример 7 предлагает сразу счетный набор обратных задач, так
как нужных корней у уравнения sh z = z будет бесконечно много (см. [68, 112]). По-
ловину корней следует, конечно, отбросить. Действительно, вместе с каждым корнем
z = z0 ̸= 0 уравнение имеет корень z = −z0 ̸= 0, и оба этих корня дают одну и ту
же систему (8.47) с решениями (8.48), (8.49), не зависящими от выбора знака перед
корнем. Поэтому при взятии конкретных примеров можно ограничиться лишь теми
корнями уравнения sh z = z, что попадают в полуплоскость Re z > 0. Кроме того,
вычисление значения ch z0 , используемого в формуле (8.47), допускает дополнитель-
ное уточнение.

Действительно, пусть z0 = x0 + iy0 — корень уравнения sh z = z, попадающий
в полуплоскость Re z > 0. Здесь x0 = Re z0, y0 = Im z0, а i — мнимая единица. Ис-
пользуем стандартные представления

ch z0 = chx0 cos y0 + i shx0 sin y0, sh z0 = shx0 cos y0 + i chx0 sin y0.

По условию shx0 cos y0 = Re sh z0 = Re z0 = x0 > 0. Отсюда, во-первых, следует,
что shx0 > 0, а затем, что cos y0 > 0. Но тогда и Re ch z0 = chx0 cos y0 > 0, т. е.
значение ζ = ch z на выбранном корне z0 попадает в полуплоскость Re ζ > 0.

Очевидно также, что ch2 z0 = sh2 z0 + 1 = z20 + 1. В результате

ch z0 =
√
z20 + 1 , (8.50)

где используется главная ветвь корня, переводящая плоскость C с разрезом по лучу
(−∞, 0 ] в полуплоскость Re ζ > 0. Подстановка (8.50) с однозначно вычисляемым
значением ch z0 применима в предыдущих системах (8.16), (8.39) и (8.47), а также
в исходной формуле (7.22), из которой следует данная часть теории.
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На этом исследование присоединенных решений в обратной задаче (4.1), (5.1)
можно считать в основном завершенным.
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Глава 3.

Обратная задача

для дифференциального уравнения

произвольного натурального порядка

В настоящей главе изучается модельная обратная задача для дифференциального
уравнения

dnu(t)

dtn
= Au(t) + g, 0 < t < T,

произвольного натурального порядка n ∈ N. Стационарное неоднородное слагаемое g
считается неизвестным. Для нахождения пары (u(t), g), помимо стандартных усло-
вий Коши, задается дополнительное переопределение, содержащее производную от
функции u(t) в финальный момент времени t = T . Показано, что вопрос единствен-
ности решения в поставленной обратной задаче можно исследовать при минималь-
ных требованиях к оператору A, предполагая лишь, что A — линейный и замкнутый
в банаховом пространстве E.

Важную роль в исследованиях будут играть специальные функции, называемые
обобщенными экспонентами (или индикаторными функциями). Поэтому дадим вна-
чале краткий обзор по теории обобщенных экспонент.

§ 9. Обобщенные экспоненты

Рассматриваем обобщенные экспоненты, включающие в единую схему обобщенные
гиперболические и тригонометрические функции [11] и тесно связанные с класси-
ческими функциями типа Миттаг-Леффлера [17]. Основываясь на работах [62, 78]
(совместных с И. В.Тихоновым), изложим следующий материал.
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9.1. Общие сведения. Определим специальные функции вида

yn,m(t, λ) =
tm

m!
+ λ

tn+m

(n+m)!
+ λ2

t2n+m

(2n+m)!
+ . . . =

∞∑
j=0

λj
t jn+m

(jn+m)!
. (9.1)

Здесь t — основное вещественное переменное, параметр λ предполагаем комплекс-
ным, значение n — натуральным, а m — целым:

t ∈ R, λ ∈ C, n ∈ N, m ∈ Z. (9.2)

Значение n называем индексом функции yn,m(t, λ), а m — ее номером.

Как обычно, действует правило

1

(−1)!
=

1

(−2)!
=

1

(−3)!
= . . . =

1

(−r)!
= 0, ∀ r ∈ N, (9.3)

обнуляющее соответствующие слагаемые в (9.1) при отрицательных номерах m ∈ Z.
Соглашения (9.2), (9.3) считаем выполненными по умолчанию.

Функции вида (9.1) называем обобщенными экспонентами индекса n. Встреча-
ется также термин обобщенные λ–гиперболические функции порядка n и типа m,
но мы его использовать не будем. Информация про обобщенные экспоненты и их
модификации представлена в [11, 62, 80, 103, 113]. Выделим отдельно специальные
классы обобщенных экспонент.

При λ = 1 формула (9.1) принимает вид

yn,m(t, 1) =
tm

m!
+

tn+m

(n+m)!
+

t2n+m

(2n+m)!
+ . . . =

∞∑
j=0

t jn+m

(jn+m)!
. (9.4)

Функции вида (9.4) называют обобщенными гиперболическими функциями индек-
са n (см. [11, 103]).

При λ = −1 формула (9.1) принимает вид

yn,m(t,−1) =
tm

m!
− tn+m

(n+m)!
+

t2n+m

(2n+m)!
− . . . =

∞∑
j=0

(−1)j
t jn+m

(jn+m)!
. (9.5)

Функции вида (9.5) называют обобщенными тригонометрическими функциями ин-
декса n (см. [11, 103]).

Отметим также статьи Поли [108] и Микусинского [102], содержащие много по-
лезных сведений про обобщенные гиперболические и тригонометрические функции
соответственно.
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Укажем элементарные примеры обобщенных экспонент:

• y(t) = et при n = 1, m = 0 λ = 1.

• y(t) = ch t при n = 2, m = 0 λ = 1.

• y(t) = sh t при n = 2, m = 1 λ = 1.

• y(t) = cos t при n = 2, m = 0 λ = −1.

• y(t) = sin t при n = 2, m = 1 λ = −1.

Видно, что функции (9.1) образуют широкий класс, естественный для целей анализа.

Зафиксируем индекс n ∈ N. Следующие свойства функций (9.1) удобно свести
в единую таблицу операционного исчисления:

y(r)n,m(t, λ) = yn,m−r(t, λ), r = 0, 1, . . . , (9.6)

y(n)n,m(t, λ) = λ yn,m(t, λ) +
tm−n

(m− n)!
, (9.7)

y(n)n,m(t, λ) = λ yn,m(t, λ), m ⩽ n− 1, (9.8)

y(r)n,m(0, λ) = δm,r, m, r = { 0, . . . , n− 1 }. (9.9)

Уточним, что в формулах типа (9.6)–(9.9) производные всегда берутся по основной
переменной t.

Соотношение (9.7) является частным случаем следующей общей формулы

y(pn)n,m (t, λ) = λp yn,m(t, λ) +

p∑
j=1

λp−j tm−jn

(m− jn)!
, p = 1, 2, . . . . (9.10)

Отсюда, учитывая (9.6), получаем

y(pn+r)
n,m (t, λ) = λp yn,m−r(t, λ) +

p∑
j=1

λp−j tm−jn−r

(m− jn− r)!
, (9.11)

где p = 1, 2, . . . , r = 0, 1, . . . Кроме того, отметим соотношение

yn,−pn−r(t, λ) = y(pn+n+r)
n,n (t, λ) = λp+1 yn, n−r(t, λ), (9.12)

где p = 0, 1, . . . , r = 1, 2, . . . Важность (9.12) состоит в том, что оно позволяет
переходить от отрицательных номеров k = −pn− r к неотрицательным n− r за
счет выбора подходящих значений p, r.

Использование формальных правил (9.6)–(9.12) сильно упрощает аналитическую
работу с обобщенными экспонентами.
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9.2. Функции Миттаг-Леффлера. Обобщенные экспоненты (9.1) тесно свя-
заны с целыми функциями типа Миттаг-Леффлера Eρ(z; µ). Напомним, что

Eρ(z; µ) =
∞∑
j=0

z j

Γ(jρ−1 + µ)
, (9.13)

где z ∈ C — переменное, ρ > 0, µ ∈ C — параметры, а Γ обозначает гамма-функцию.
Теория функций типа Миттаг-Леффлера изложена в [11, 17, 42]. Отметим, что
в книге [11] используется другое обозначение. Нас будет интересовать особый случай
ρ = 1/n со значением n ∈ N.

Рассмотрим формулу (9.1), полагая там t = 1 и λ = z. Получим семейство целых
функций

Yn,m(z) =
1

m!
+

z

(n+m)!
+

z2

(2n+m)!
+ . . . =

∞∑
j=0

z j

(jn+m)!
, z ∈ C. (9.14)

Функции (9.14) играют особую роль. Поскольку a! = Γ(a+ 1), то

Yn,m(z) = E1/n(z; m+ 1), z ∈ C, (9.15)

т.е. Yn,m(z) есть целая функция типа Миттаг-Леффлера (9.13) при выборе парамет-
ров ρ = 1/n и µ = m+ 1.

При этом имеем

yn,m(t, λ) = tm Yn,m(λt
n) = tmE1/n(λt

n; m+ 1). (9.16)

Последовательно подставляя сюда λ = 1 и λ = −1, получим связи

yn,m(t, 1) = tm Yn,m(t
n) = tmE1/n(t

n; m+ 1), (9.17)

yn,m(t,−1) = tm Yn,m(−tn) = tmE1/n(−tn; m+ 1) (9.18)

функций Миттаг-Леффлера (9.15) с обобщенными гиперболическими функциями
(9.4) и обобщенными тригонометрическими функциями (9.5).

С другой стороны, при фиксированном t = T > 0 из формулы (9.16) следует, что

yn,m(T, λ) = Tm Yn,m(λT
n) = TmE1/n(λT

n; m+ 1). (9.19)

Учитывая также правило (9.6), имеем формулу

y(r)n,m(T, λ) = yn,m−r(T, λ) = Tm−r Yn,m−r(λT
n) = Tm−r E1/n(λT

n; m− r + 1). (9.20)

Перечисленные соотношения (9.16)–(9.20) позволяют находить взаимосвязи между
нулями функций Миттаг-Леффлера и корнями уравнений с обобщенными экспонен-
тами.
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9.3. Нули функции Yn,m(z). Для функций (9.14) с фиксированными n ∈ N,
m ∈ Z определим множество нулей

Λn,m ≡
{
z ∈ C : Yn,m(z) = 0

}
=
{
zk(n,m)

}
k∈J . (9.21)

Здесь k ∈ J = J(n,m) — индексация нулей без учета кратности.

При n = 1 и n = 2 ситуация, как правило, элементарна, и корни уравнений
с обобщенными экспонентами находятся явно (см. [78]). Выделим сразу три практи-
ческих важных случая. При n = 1, m = 1 имеем

Y1, 1(z) =
1

1!
+
z

2!
+
z2

3!
+ . . . =

ez − 1

z
, откуда Λ1, 1 ≡

{
2kπi

}
k∈Z\{0}. (9.22)

При n = 2, m = 2 имеем

Y2, 2(z) =
1

2!
+
z

4!
+
z2

6!
+ . . . =

ch
√
z − 1

z
, откуда Λ2, 2 ≡

{
− 4k2π2

}
k∈N. (9.23)

При n = 2, m = 1 имеем

Y2, 1(z) =
1

1!
+
z

3!
+
z2

5!
+ . . . =

sh
√
z√
z

, откуда Λ2, 1 ≡
{
− k2π2

}
k∈N. (9.24)

Непосредственно проверяется, что все нули функции Y2, 2(z) в (9.23) являются крат-
ными с кратностью два, а нули функций Y1, 1(z) и Y2, 1(z) в (9.22) и (9.24), соответ-
ственно, являются простыми.

При n ⩾ 3 множество Λn,m не допускает столь явного описания и требуется до-
полнительная информация «про нули». Этот вопрос, согласно соотношению (9.15),
связан с распределением нулей функций Миттаг-Леффлера — подробнее будем об-
суждать позже в параграфе 13. Сейчас отметим лишь, что Yn,m(z) = E1/n(z; m+ 1)

является целой функцией нецелого порядка ρ = 1/n ⩽ 1/3 и, значит имеет беско-
нечно много различных нулей (см. [17, с. 321] и также [52, с. 260–261]).

§ 10. Постановка обратной задачи

Пусть E — комплексное банахово пространство и A — линейный замкнутый оператор
в E с областью определения D(A) ⊂ E (не обязательно плотной в E). Зафиксируем
значения n ∈ N — порядок уравнения, и T > 0 — финальный момент времени. На ин-
тервале ( 0, T ) рассмотрим абстрактное дифференциальное уравнение n–го порядка

dnu(t)

dtn
= Au(t) + g, 0 < t < T, (10.1)

с неизвестным элементом g ∈ E.
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Для одновременного нахождения функции u : [ 0, T ] → E и элемента g добавим
условия Коши

u(0) = u0, u′(0) = u1, . . . , u(n−1)(0) = un−1 (10.2)

и специальное финальное переопределение

u(q)(T ) = un (10.3)

с фиксированным значением q ∈ { 0, . . . , n− 1 }. Элементы u0, . . . , un ∈ E считаем
заданными. Задача (10.1)–(10.3) относится к классу обратных задач (см. [16, 91, 97,
109]).

Пару (u(t), g) назовем ослабленным решением обратной задачи (10.1)–(10.3), если

u ∈ C n(( 0, T ), E) ∩ C n−1([ 0, T ], E), u(t) ∈ D(A) при 0 < t < T, g ∈ E, (10.4)

и выполнены все соотношения (10.1)–(10.3).

Ослабленное решение (u(t), g) считаем классическим, если

u ∈ C n([ 0, T ], E), u(t) ∈ D(A) при 0 ⩽ t ⩽ T, g ∈ E. (10.5)

При этом уравнение (10.1) должно быть выполнено на отрезке [ 0, T ], а в соотноше-
ниях (10.2) для согласования условий естественно полагать, что u0 ∈ D(A), и в спе-
циальном случае при q = 0 считаем также, что un ∈ D(A) в соотношении (10.3).

В основном мы будем рассматривать именно ослабленные решения (10.4), назы-
вая их далее просто решениями. Тогда при установлении критерия единственности
для ослабленных решений (10.4) автоматически получим результат, пригодный для
классических решений (10.5).

Отметим, что обратная задача (10.1)–(10.3) сильно упрощается, при n = 1, и по-
лучаем дифференциальное уравнение первого порядка u′(t) = Au(t) + g с двумя
условиями u(0) = u0, u(T ) = u1. Это обычная двухточечная обратная задача с фи-
нальным переопределением (см. [22, 23, 40, 69, 75, 109, 110]).

Предположим что при некоторых элементах u0, . . . , un ∈ E обратная зада-
ча (10.1)–(10.3) разрешима. Поставим вопрос о единственности ее ослабленного ре-
шения (u(t), g).
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Подобные задачи при n = 1 и n = 2 встречаются в работах [10, 12, 22, 23, 40,
75, 109, 110] при тех или иных специальных ограничений. Критерий единственности
решения для уравнения первого порядка (n = 1) без всяких ограничений получен
в работе [69]. В [70] подходы работы [69] перенесены на задачу (10.1)–(10.3) для
уравнения произвольного порядка n ∈ N, но только с значением q = 0. В последу-
ющей работе [57] показано, что разработанный метод применен к краевым задачам
для дифференциальных уравнений высокого порядка. После того, в [1], критерий
единственности решения обратной задачи (10.1)–(10.3) для уравнения второго по-
рядка (n = 2) с финальным переопределением второго рода (q = 1) установлен
(этому случаю посвящена глава 1 настоящей диссертации). Затем, в [61], критерий
единственности решения рассмотрен для уравнений высокого порядка n ⩾ 3 с лю-
бым значением q ∈ { 0, . . . , n − 1 } (без полного доказательства). Имеются также
обобщения на случай уравнения с дробной производной (см., например, [15]).

Обратная задача (10.1)–(10.3) изучалась автором в работах [4, 60, 61, 62, 77, 78]).
Основываясь на упомянутых работах, изложим материал с полными подробными
доказательствами.

Используя подходы работ [1, 57, 61, 69, 70], установим критерий единственности
решения для обратной задачи (10.1)–(10.3). Будем рассматривать обратную зада-
чу (10.1)–(10.3) с любыми фиксированными n ∈ N и q ∈ { 0, . . . , n− 1 }. Обратим
внимание, что ограничения на тип уравнения считаются минимальными.

§ 11. Критерий единственности решения

Сформулируем следующий результат, дающий критерий единственности решения
обратной задачи (10.1)–(10.3).

Теорема 11.1. Пусть A — линейный замкнутый оператор в банаховом простран-
стве E. Для того чтобы обратная задача (10.1)–(10.3) с фиксированными пара-
метрами n ∈ N и q ∈ { 0, . . . , n− 1 } при любом выборе элементов u0, . . . , un ∈ E

имела не более одного решения, необходимо и достаточно, чтобы ни одно из чисел

λk =
zk
T n

, zk = zk(n, n− q) ∈ Λn, n−q , (11.1)

не являлось собственным значением оператора A. Здесь Λn, n−q есть множество
нулей функции Yn, n−q(z) из семейства (9.14).
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Случай n = 1 с значением q = 0 и случай n = 2 с значением q = 0 или q = 1

представляют особый интерес, поскольку, все нули zk(n, n − q) находятся явно (см.
формулы в (9.22)–(9.24)), и доказательства имеют некие особенности. Приведем для
них отдельные формулировки.

Теорема 11.2 (ТихоновИ.В., ЭйдельманЮ.С.: 2000 г.). Пусть A — линей-
ный замкнутый оператор в банаховом пространстве E. Для того чтобы обратная
задача

du(t)

dt
= Au(t) + g, 0 < t < T,

u(0) = u0, u(T ) = u1

с заданными элементами u0, u1 ∈ E имела не более одного решения, необходимо
и достаточно, чтобы ни одно из чисел

λk =
2kπi

T
, k ∈ Z \ {0}, (11.2)

не являлось собственным значением оператора A.

Теорема 11.3 (ТихоновИ.В., ЭйдельманЮ.С.: 2002 г.). Пусть A — линей-
ный замкнутый оператор в банаховом пространстве E. Для того чтобы обратная
задача

d2u(t)

dt2
= Au(t) + g, 0 < t < T,

u(0) = u0, u′(0) = u1, u(T ) = u2

с заданными элементами u0, u1, u2 ∈ E имела не более одного решения, необходимо
и достаточно, чтобы ни одно из чисел

λk = − 4k2π2

T 2
, k ∈ N, (11.3)

не являлось собственным значением оператора A.

Теорема 11.4. Пусть A — линейный замкнутый оператор в банаховом простран-
стве E. Для того чтобы обратная задача

d2u(t)

dt2
= Au(t) + g, 0 < t < T,

u(0) = u0, u′(0) = u1, u′(T ) = u2
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с заданными элементами u0, u1, u2 ∈ E имела не более одного решения, необходимо
и достаточно, чтобы ни одно из чисел

λk = − k2π2

T 2
, k ∈ N, (11.4)

не являлось собственным значением оператора A.

Теоремы 11.2, 11.3 и 11.4 получены в работах [69], [70] и [1] соответственно. По-
добные результаты теоремы 11.1 были получены, как специальные случаи в работе
[70] для случая q = 0 с произвольным n ⩾ 1, и в [61] для n ⩾ 3 с произвольным
q ∈ { 0, . . . , n − 1 }. Сейчас мы включим доказательства всех этих утверждений
в общую схему на базе теоремы 11.1. Особенности рассуждений для случаев n ⩽ 2

по сравнению с n ⩾ 3 см. в параграфе 12.

§ 12. Доказательство критерия единственности

Для удобства изложим доказательство в нескольких пунктах, так как оно громоздкое
и требует много усилий.

12.1. Однородная обратная задача. Как известно, обратная задача (10.1)–
(10.3) при любом выборе элементов u0, . . . , un ∈ E имеет не более одного решения
тогда и только тогда, когда однородная обратная задача

dnu(t)

dtn
= Au(t) + g, 0 < t < T, (12.1)

u(0) = 0, u′(0) = 0, . . . , u(n−1)(0) = 0, (12.2)

u(q)(T ) = 0 (12.3)

имеет только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0. Применяя к однородной обрат-
ной задаче (12.1)–(12.3), теорема 11.1 имеет следующий вид.

Теорема 12.1. Пусть A — линейный замкнутый оператор в банаховом простран-
стве E. Для того чтобы обратная задача (12.1)–(12.3) с фиксированными парамет-
рами n ∈ N и q ∈ { 0, . . . , n−1 } имела только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0,
необходимо и достаточно, чтобы ни одно из чисел (11.1) не являлось собственным
значением оператора A.
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Аналогично, теоремы 11.2 – 11.4 для специальных случаев n = 1 и n = 2 приво-
дятся к виду.

Теорема 12.2 (ТихоновИ.В., ЭйдельманЮ.С.: 2000 г.). Пусть A — линей-
ный замкнутый оператор в банаховом пространстве E. Для того чтобы обратная
задача

du(t)

dt
= Au(t) + g, 0 < t < T, (12.4)

u(0) = 0, u(T ) = 0 (12.5)

имела только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0, необходимо и достаточно,
чтобы ни одно из чисел (11.2) не являлось собственным значением оператора A.

Теорема 12.3 (ТихоновИ.В., ЭйдельманЮ.С.: 2002 г.). Пусть A — линей-
ный замкнутый оператор в банаховом пространстве E. Для того чтобы обратная
задача

d2u(t)

dt2
= Au(t) + g, 0 < t < T, (12.6)

u(0) = 0, u′(0) = 0, u(T ) = 0 (12.7)

имела только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0, необходимо и достаточно, что-
бы ни одно из чисел (11.3) не являлось собственным значением оператора A.

Теорема 12.4. Пусть A — линейный замкнутый оператор в банаховом простран-
стве E. Для того чтобы обратная задача

d2u(t)

dt2
= Au(t) + g, 0 < t < T, (12.8)

u(0) = 0, u′(0) = 0, u′(T ) = 0 (12.9)

имела только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0, необходимо и достаточно,
чтобы ни одно из чисел (11.4) не являлось собственным значением оператора A.

Переходим, теперь, к доказательствам теорем 12.1–12.4, и автоматически следуют
доказательства теорем 11.1–11.4. В начале, мы установим связь однородной обратной
задачи (12.1)–(12.3) с характеристическими числам (11.1). Отсюда, непосредственно,
получим необходимое условие единственности в теореме 12.1.
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12.2. Необходимое условие критерия единственности. Установим необхо-
димость для универсальной теоремы (12.1), и потом покажем его применение к спе-
циальным случаям n = 1 и n = 2.

12.2.1. Спектральная задача. Элементарные решения. Рассмотрим од-
нородную обратную задачу (12.1)–(12.3) с фиксированными значениями n ∈ N и
q ∈ { 0, . . . , n− 1 }. Для обратной задачи (12.1)–(12.3) составим “операционный ана-
лог”, состоящий из скалярной задачи Коши

y(n)(t) = λ y(t) + 1, 0 ⩽ t ⩽ T, (12.10)

y(0) = 0, y′(0) = 0, . . . , y(n−1)(0) = 0 (12.11)

и финального условия
y(q)(T ) = 0. (12.12)

Здесь λ ∈ C — спектральный параметр. Требуется найти все такие значения λ для
которых задача (12.10)–(12.12) имеет решение y ∈ C n[ 0, T ].

Для любого λ ∈ C решение задачи Коши (12.10), (12.11) однозначно определено
и имеет вид

yn,n(t, λ) =
tn

n!
+ λ

t2n

2n!
+ λ2

t3n

3n!
+ . . . = tn Yn,n(λt

n). (12.13)

Здесь yn,n(t, λ) — функция из семейства (9.1), а Yn,n(z) — функция из семейства (9.14),
где m = n в исходных формулах (см. также связь (9.16)). Используя соотноше-
ния (9.6), (9.19), имеем

y(q)n,n(T, λ) = yn, n−q(T, λ) = T n−q Yn, n−q(λT
n). (12.14)

Соотношение (12.14) означает, что условие (12.12) выполняется тогда и только тогда,
когда Yn, n−q(λT

n) = 0, т. е. когда z = λT n является нулем функции Yn, n−q(z).
Согласно (9.21), множество нулей функций Yn, n−q(z) имеет обозначение Λn, n−q .

Таким образом, все решения спектральной задачи (12.10)–(12.12) имеют вид

y(t) = yn,n(t, λk) = tn Yn,n(λkt
n), λ = λk = zk /T

n, (12.15)

где zk = zk(n, n− q) ∈ Λn, n−q , k ∈ J = J(n, n− q) (см. (9.21)). Числа λk из (12.15)
являются те же характеристическими числами (11.1).
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Пусть некоторое число λk из (12.15) является собственным значением операто-
ра A с собственным вектором fk ∈ D(A), fk ̸= 0. Тогда, пара

u(t) = yn,n(t, λk) fk, g = fk (12.16)

есть нетривиальное решение однородной обратной задачи (12.1)–(12.3). Для провер-
ки, что пара (12.16) удовлетворяет соотношениям (12.1)–(12.3), достаточно исполь-
зовать два факта:

1) функция yn,n(t, λk) из (12.15) удовлетворяет соотношениям (12.10)–(12.12) для
любого λ = λk.

2) Afk = λkfk.

Пару (12.16) будем называть элементарным решением однородной обратной зада-
чи (12.1)–(12.3).

Итак, однородная обратная задача (12.1)–(12.3) имеет нетривиальное элементар-
ное решение вида (12.16) когда число λk из (11.1) явлется собственным значением
оператора A с собственным вектором fk ̸= 0. Отсюда следует необходимое условие
критерия единственности решения в теореме 12.1.

12.2.2. Специальные случаи. Выделим индивидуальные формы решений
вида (12.16) в связи с обратными задачами (12.4)–(12.5), (12.6)–(12.7) и (12.8)–(12.9)
из теорем 12.2, 12.3 и 12.4, соответственно.

Случай n = 1, q = 0. Из соотношений (12.13), (9.22), имеем

y1,1(t, λ) = t Y1,1(λt) =
t (eλt − 1)

λt
=

eλt − 1

λ
(12.17)

и Λn, n−q ≡ Λ1, 1 =
{
2kπi

}
k∈Z\{0} (см. также (9.22)). Пусть некоторое λk = 2kπi/T

с целым k ̸= 0 является собственным значением оператораA. В силу (12.16) и (12.17),
нетривиальное решение обратной задачи (12.4), (12.5) имеет вид

u(t) =
T

2kπi

(
e2kπit/T − 1

)
fk, g = fk, (12.18)

где Afk = (2kπi/T ) fk , fk ̸= 0. В случае вещественного пространства E, нетри-
виальные вещественные решения получаются из (12.18) овеществлением (см. [69]).
Необходимое условие критерия единственности решения в теореме 12.2 показано.
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Случай n = 2 с значением q = 0 или q = 1. Из соотношений (12.13), (9.23),
имеем

y2,2(t, λ) = t2 Y2,2(λt
2) =

t2(ch
√
λt− 1)

λ t2
=

ch
√
λt− 1

λ
. (12.19)

Если q = 0, тогда Λn, n−q ≡ Λ2, 2 =
{
− 4k2π2

}
k∈N (см. также (9.23)). Пусть некото-

рое число λk = −4k2π2/T 2, k ∈ N, является собственным значением оператора A.
В силу (12.16) и (12.19), нетривиальное решение обратной задачи (12.6), (12.7) имеет
вид

u(t) =
T 2

4k2π2

(
1− cos

2kπt

T

)
fk, g = fk, (12.20)

где Afk = (−4k2π2/T 2) fk , fk ̸= 0. Необходимое условие критерия единственности
решения в теореме 12.3 показано.

Если q = 1, тогда Λn, n−q ≡ Λ2, 1 =
{
− k2π2

}
k∈N (см. также (9.24)). Пусть неко-

торое число λk = −k2π2/T 2, k ∈ N, является собственным значением оператора A.
В силу (12.16) и (12.19), нетривиальное решение обратной задачи (12.8), (12.9) имеет
вид

u(t) =
T 2

k2π2

(
1− cos

kπt

T

)
fk, g = fk, (12.21)

где Afk = (−k2π2/T 2) fk , fk ̸= 0. Необходимое условие критерия единственности
решения в теореме 12.4 показано.

Итак, необходимое условие критерия единственности решения установлено. Оста-
лось доказывать достаточное условие критерия единственности решения. Это требу-
ет на много больших усилий.

12.3. Достаточное условие критерия единственности. Доказательство
достаточности для теоремы 12.1, включительно для теорем 12.2–12.4, изложим на
нескольких этапов.

12.3.1. Операторное тождество. Рассмотрим общую однородную обратную
задачу (12.1)–(12.3) с фиксированными параметрами n ∈ N и q ∈ { 0, . . . , n − 1 }.
Пусть (u(t), g) — некоторое ослабленное решение задачи (12.1)–(12.3). Предположим,
что ни одно из чисел (11.1) не является собственным значением оператора A, и по-
кажем, что u(t) ≡ 0 и g = 0.

Используя функцию yn,n(t, λ) из (12.13), определим векторную функцию пере-
менной λ ∈ C по формуле

f(λ) =

∫ T

0

y(q+1)
n,n (t, λ)u(T − t) dt, (12.22)
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где

y(q+1)
n,n (t, λ) ≡ d q+1

dt q+1

(
yn,n(t, λ)

)
.

Поскольку поведение функции u(T − t) вблизи границ отрезка [ 0, T ] может в опре-
деленном смысле «портиться» (см. условия (10.4)), возьмем малое ε > 0 и составим
аппроксимацию

fε(λ) =

∫ T−ε

ε

y(q+1)
n,n (t, λ)u(T − t) dt. (12.23)

Тогда

fε(λ) =

∫ T−ε

ε

y(q+1)
n,n (t, λ)u(T − t) dt →

∫ T

0

y(q+1)
n,n (t, λ)u(T − t) dt = f(λ) (12.24)

при ε → 0 + 0 для любого фиксированного значения λ ∈ C. В предельном пере-
ходе (12.24) используется, что u ∈ C([ 0, T ], E) по определению ослабленного реше-
ния (10.4).

Напомним также, что u(t) ∈ D(A) при 0 < t < T и Au ∈ C(( 0, T ), E) с линей-
ным замкнутым оператором A. Поэтому, согласно известным свойствам векторного
интеграла Римана, получаем, что fε(λ) ∈ D(A) для любого λ ∈ C, и вычисление
Afε(λ) можно проводить внесением оператора A под знак интеграла в (12.23) (см.
[74, теорема 3.3.2]).

Учитывая уравнение (12.1), имеем

Afε(λ) =

∫ T−ε

ε

y(q+1)
n,n (t, λ)Au(T − t) dt =

∫ T−ε

ε

y(q+1)
n,n (t, λ) (u(n)(T − t)− g) dt =

=

∫ T−ε

ε

y(q+1)
n,n (t, λ)u(n)(T − t) dt − g

∫ T−ε

ε

y(q+1)
n,n (t, λ) dt.

Проинтегрируем по частям, получим

Afε(λ) = − y(q+1)
n,n (t, λ)u(n−1)(T − t)

∣∣T−ε

ε
+

∫ T−ε

ε

y(q+2)
n,n (t, λ)u(n−1)(T − t) dt −

− g

∫ T−ε

ε

y(q+1)
n,n (t, λ) dt =

= −
(
y(q+1)
n,n (t, λ)u(n−1)(T − t) + y(q+2)

n,n (t, λ)u(n−2)(T − t) + . . . +

+ y(n+q)
n,n (t, λ)u(T − t)

)∣∣T−ε

ε
+

+

∫ T−ε

ε

y(n+q+1)
n,n (t, λ)u(T − t) dt − g

∫ T−ε

ε

y(q+1)
n,n (t, λ) dt.
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С учетом (9.6), (9.8), используя, что

y(n+q+1)
n,n (t, λ) =

dn

dtn
(
y(q+1)
n,n (t, λ)

)
=
dn

dtn

(
yn, n−q−1(t, λ)

)
=

= y
(n)
n, n−q−1(t, λ) = λ yn, n−q−1(t, λ) = λ y(q+1)

n,n (t, λ),

то,∫ T−ε

ε

y(n+q+1)
n,n (t, λ)u(T − t) dt = λ

∫ T−ε

ε

y(q+1)
n,n (t, λ)u(T − t) dt = λ fε(λ) (см. (12.23)).

Следовательно,

Afε(λ) =
(
y(q+1)
n,n (t, λ)u(n−1)(T − t) + y(q+2)

n,n (t, λ)u(n−2)(T − t) + . . . +

+ y(n+q)
n,n (t, λ)u(T − t)

)∣∣ε
T−ε

+ λ fε(λ) −
(
y(q)n,n(T − ε, λ)− y(q)n,n(ε, λ)

)
g.

Тогда, с учетом соотношения (9.24), имеем

Afε(λ) →
(
y
(q+1)
n,n (t, λ)u(n−1)(T − t) + y

(q+2)
n,n (t, λ)u(n−2)(T − t) + . . . +

+ y
(n+q)
n,n (t, λ)u(T − t)

)∣∣0
T
+ λ f(λ) −

(
y
(q)
n,n(T, λ)− y

(q)
n,n(0, λ)

)
g.

(12.25)

при ε→ 0 + 0 для любого фиксированного значения λ ∈ C.

Функция yn,n(t, λ) из (12.13), при t = 0 , удовлетворяет соотношениям

y(j)n,n(0, λ) =

 λk−1 при j = kn, где k ∈ N,

0 для остальных целых j ⩾ 0.

В частности,

y(n)n,n(0, λ) = 1, y(j)n,n(0, λ) = 0, при j ∈ { 0, . . . , 2n− 1 } \ {n}. (12.26)

Используя соотношения (12.26) с условиями u(0) = u′(0) = . . . = u(n−1)(0) = 0

и u(q)(T ) = 0 (см. (12.2) и (12.3), соответственно), имеем(
y(q+1)
n,n (t, λ)u(n−1)(T − t) + y(q+2)

n,n (t, λ)u(n−2)(T − t) + . . .+ y(n+q)
n,n (t, λ)u(T − t)

)∣∣0
T
=

=
(
y(q+1)
n,n (0, λ)u(n−1)(T ) + y(q+2)

n,n (0, λ)u(n−2)(T ) + . . . + y(n+q)
n,n (0, λ)u(T )

)
−

−
(
y(q+1)
n,n (T, λ)u(n−1)(0) + y(q+2)

n,n (T, λ)u(n−2)(0) + . . . + y(n+q)
n,n (T, λ)u(0)

)
=

= y(q+1)
n,n (0, λ)u(n−1)(T ) + y(q+2)

n,n (0, λ)u(n−2)(T ) + . . . + y(n+q)
n,n (0, λ)u(T ) =

= u(q)(T ) = 0. (12.27)
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Подставляя значения (12.27) в (12.25), получим

Afε(λ) → 0 + λ f(λ)−
(
y(q)n,n(T, λ)− y(q)n,n(0, λ)

)
g

при ε→ 0 + 0 для любого фиксированного значения λ ∈ C. Из соотношения (12.14),
y
(q)
n,n(T, λ) = T n−q Yn, n−q(λT

n). Кроме того, y(q)n,n(0, λ) = 0, ибо q ∈ { 0, . . . , n − 1 }
(сравнивать с (12.26)). В результате имеем соотношение

Afε(λ) → λ f(λ)− T n−q Yn, n−q(λT
n) g (12.28)

при ε→ 0 + 0 для любого фиксированного значения λ ∈ C.

Учитывая замкнутость оператора A, а также предельные соотношения (12.24)
и (12.28), выводим, что f(λ) ∈ D(A) и

Af(λ) = λ f(λ)− T n−q Yn, n−q(λT
n) g (12.29)

для всех λ ∈ C. Это основное операторное тождество для функции f(λ) из (12.22).

Ясно, что f(λ) есть целая векторная функция по переменой λ ∈ C со значения-
ми в банаховом пространстве E. В силу замкнутости оператора A, тождество (12.29)
можно дифференцировать по λ. Последовательное применение такой процедуры
приводит к тождествам

Af (m)(λ) = λ f (m)(λ) + mf (m−1)(λ) − T (m+1)n−q Y
(m)
n, n−q(λT

n) g (12.30)

для λ ∈ C и m = 1, 2, . . . .

Определим скалярную целую функцию

G(λ) = Yn, n−q(λT
n), λ ∈ C. (12.31)

Множество нулей функции (12.31) описывается формулой (11.1). Другими словами,
все нули функции G(λ) имеют вид λk = zk/T

n, где zk = zk(n, n−q) — нули функции
Yn, n−q(z) из семейства (9.14). Более того, кратность каждого нуля λk функции G(λ)
равна кратностью соответствующего нуля zk функции Yn, n−q(z).

Пусть λk = zk/T
n — некоторое число из (11.1). Подставляя λk в (12.29), получим

Af(λk) = λk f(λk). (12.32)

Если λk = zk/T
n является кратным нулем функции G(λ) с кратностью mk ⩾ 2

(и соответственно zk является кратным нулем функции Yn, n−q(z)), тогда, из соотно-
шения (12.30), получим

Af (m)(λk) = λk f
(m)(λk) +mf (m−1)(λk), m = 1, . . . ,mk − 1. (12.33)
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По предположению ни одно из чисел (11.1) не является собственным значением опе-
ратора A. Следовательно, все такие числа λk = zk/T

n — нули функции G(λ), явля-
ются нулями функции f(λ) (см. (12.32)), и не меньшей кратности (см. (12.33)).

Тогда, для всех таких чисел λk из (11.1), имеем

f(λk) ≡
∫ T

0

y(q+1)
n,n (t, λk)u(T − t) dt = 0. (12.34)

Более того,

f (m)(λk) ≡
∫ T

0

dm

dλm
(
y(q+1)
n,n (t, λ)

) ∣∣∣
λ=λk

u(T − t) dt = 0 (12.35)

для m = 1, . . . , mk − 1, если числа λk и zk являются нулями с кратностью mk ⩾ 2

функций G(λ) и Yn, n−q(z), соответственно.

Формулы (12.34), (12.35) представляют собой ортогональные соотношения между
векторной функцией u(T−t) и некоторой функциональной системой, которая связа-
на с обобщенной гиперболической функцией y

(q+1)
n,n (t, λ) = yn, n−q−1(t, λ). Из соотно-

шения (12.34), с учетом (12.35), выведем, что функция u(t) является тождественным
нулем на [ 0, T ].

12.3.2. Анализ ортогональных соотношений. Рассмотрим соотношение
(12.34) отдельно для случаев n = 1, n = 2, и потом для n ⩾ 3.

Случай: n = 1, q = 0 (ТихоновИ.В., ЭйдельманЮ.С.: 2000 г.).

Здесь λk = 2kπi/T , k ∈ Z \ {0}, из (11.2) (см. также (9.22)). Из (12.17) имеем
y′1,1(t, λ) = eλt. Подставим в (12.34), получим

f(λk) ≡
∫ T

0

e2kπit/T u(T − t) dt =

∫ T

0

u(t) e−2kπit/T dt = 0, k ∈ Z \ {0}.

Применяя линейный непрерывный функционал f ∗ ∈ E∗, получаем непрерывную ска-
лярную функцию ψ(t) ≡ f ∗(u(t)), ортогональную на отрезке [ 0, T ] всем экспонентам
exp(2kπit/T ), k ∈ Z\{0}. Такая функция ψ(t) может быть только константой. В силу
условий u(0) = u(T ) = 0 (см. (12.5)), тогда

ψ(0) = ψ(T ) = 0.

В результате ψ(t) ≡ 0 на [ 0, T ]. Итак, f ∗(u(t)) ≡ 0 на [ 0, T ] для любого функцио-
нала f ∗ ∈ E∗. По теореме Хана-Банаха заключаем, что u(t) ≡ 0 на отрезке [ 0, T ].
При этом g = 0 автоматически (см. дифференциальное уравнение (12.4)). Решение
(u(t), g) однородной обратной задачи (12.4), (12.5) может быть только тривиальным.
Достаточное условие критерия единственности в теореме 12.2 показано.
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Случай: n = 2, q = 0 (ТихоновИ.В., ЭйдельманЮ.С.: 2002 г.).

Здесь λk = −4k2π2/T 2, k ∈ N, из (11.3) (см. также (9.23)). Напомним, что все
нули zk = −4k2π2 функции Y2,2(z) имеют кратность два. Следовательно, помимо
соотношения f(λk) = 0 из (12.34), имеем также f ′(λk) = 0 в силу (12.35).

Из (12.19) следует, что

y′2,2(t, λ) =
sh

√
λ t√
λ

и
d

dλ

(
y′2,2(t, λ)

)
=

√
λ t ch

√
λ t− sh

√
λ t

2λ
√
λ

.

Для λk = −4k2π2/T 2, элементарным вычислением получим

y′2,2(t, λk) =
T

2kπ
sin

2kπt

T
, k ∈ N,

и
d

dλ

(
y′2,2(t, λ)

) ∣∣∣
λ=λk

=
T 2

8k2π2

(
T

2kπ
sin

2kπt

T
− t cos

2kπt

T

)
, k ∈ N.

Подставляя эти выражения в соотношения f(λk) = 0 и f ′(λk) = 0 из (12.34) и (12.35),
соответственно, получим∫ T

0

u(T − t) sin
2kπt

T
dt = 0, k ∈ N,

и
T

2kπ

∫ T

0

u(T − t) sin
2kπt

T
dt−

∫ T

0

u(T − t) t cos
2kπt

T
dt = 0, k ∈ N.

Откуда∫ T

0

u(T − t) sin
2kπt

T
dt = 0,

∫ T

0

u(T − t) t cos
2kπt

T
dt = 0, k ∈ N.

Применяя линейный непрерывный функционал f ∗ ∈ E∗, получаем непрерывную
скалярную функцию

ψ(t) ≡ f ∗(u(T − t)) (12.36)

ортогональную на [ 0, T ] всем функциям

sin (2kπt/T ) , t cos (2kπt/T ) , k ∈ N. (12.37)

Воспользуемся следующим элементарным фактом.

Лемма 12.1. Пусть ψ(t) — непрерывная скалярная функция, и ортогональная на
[ 0, T ] всем функциям (12.37). Тогда функция ψ(t) постоянна на [ 0, T ].
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Доказательство. После подстановки t = (τ + T )/2, перейдем к более удобному
симметричному отрезку [−T, T ] с соотношениями∫ T

−T

ψ1(τ) sin
kπτ

T
dτ = 0,

∫ T

−T

ψ1(τ) (τ + T ) cos
kπτ

T
dτ = 0, k ∈ N.

Здесь ψ1(τ) ≡ ψ((τ + T )/2) — непрерывная функция на [−T, T ].

Из ортогональности синусам следует, что функция ψ1(τ) является четной на
[−T, T ]. Поэтому функция τ ψ1(τ) является нечетной и ортогональной косинусам.
Кроме того, из второго интеграла, функция (τ + T )ψ1(τ) тоже ортогональна коси-
нусам. В итоге заключаем, что∫ T

−T

ψ1(τ) cos
kπτ

T
dτ = 0, k ∈ N.

Итак, непрерывная функция ψ1(τ) ортогональна на отрезке [−T, T ] всем sin(kπτ/T )

и cos(kπτ/T ), k ∈ N. Поэтому функция ψ1(τ) постоянна на [−T, T ]. Следовательно,
функция ψ(t) = ψ1(2t− T ) также постоянна на [ 0, T ]. □

После применения леммы 12.1 к функции ψ(t) = f ∗(u(T − t)) из (12.36), заклю-
чаем, что функция ψ(t) может быть только константой на отрезке [ 0, T ]. В силу
условий u(0) = u(T ) = 0 (см. (12.7)), тогда

ψ(0) = ψ(T ) = 0.

В результате ψ(t) ≡ 0 на [ 0, T ]. Итак, f ∗(u(T−t)) ≡ 0 на [ 0, T ] для любого функци-
онала f ∗ ∈ E∗. По теореме Хана-Банаха, получаем, что u(t) ≡ 0 на отрезке [ 0, T ].
Следовательно, g = 0 (см. дифференциальное уравнение (12.6)). Решение (u(t), g)

однородной обратной задачи (12.6), (12.7) может быть только тривиальным. Доста-
точное условие критерия единственности в теореме 12.3 показано.

Случай: n = 2, q = 1.

Здесь λk = −k2π2/T 2, k ∈ N, из (11.4), (см. также (9.24)). Из (12.19) имеем
y′′2,2(t, λ) = ch

√
λ t. Подставим в (12.34), получим

f(λk) =

∫ T

0

u(T − t) cos
kπt

T
dt = 0, k ∈ N.
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Применяя линейный непрерывный функционал f ∗ ∈ E∗, получаем непрерывную
скалярную функцию ψ(t) ≡ f ∗(u(T − t)) ортогональную на [ 0, T ] всем функциям
cos(kπt/T ), k ∈ N. Такая функция ψ(t) может быть только константой. В силу
условия u(0) = 0 (см. (12.9)), тогда

ψ(T ) = 0.

В результате ψ(t) ≡ 0 на [ 0, T ]. Итак, f ∗(u(T − t)) ≡ 0 на [ 0, T ] для любого функ-
ционала f ∗ ∈ E∗. Как прежде, заключаем, что u(t) ≡ 0 на [ 0, T ]. Также g = 0 (см.
дифференциальное уравнение (12.8)). Решение (u(t), g) однородной обратной зада-
чи (12.8), (12.9) может быть только тривиальным. Достаточное условие критерия
единственности в теореме 12.4 показано.

Случай: n ⩾ 3, q ∈ { 0, . . . , n− 1 }.
Для этой ситуации преобразуем представление (12.22) функции f(λ). Проинте-

грируем по частям, получим

f(λ) ≡
∫ T

0

y(q+1)
n,n (t, λ)u(T − t) dt =

= y(q)n,n(t, λ)u(T − t)
∣∣∣T
0
+

∫ T

0

y(q)n,n(t, λ)u
′(T − t) dt.

В силу условия u(0) = 0 (см. (12.2)) и соотношений y
(q)
n,n(0, λ) = 0 для любого

q ∈ { 0, . . . , n− 1 } (см. (12.26)), заключаем

f(λ) =

∫ T

0

y(q)n,n(t, λ)u
′(T − t) dt, λ ∈ C.

Используя свойство (9.6), имеем y
(q)
n,n(t, λ) = yn, n−q(t, λ) . Тогда

f(λ) =

∫ T

0

yn, n−q(t, λ)u
′(T − t) dt, λ ∈ C, (12.38)

и f(λ) является векторной целой функцией переменной λ.

Предыдущие анализы операторных тождеств (12.29), (12.30) показывают, что все
нули характеристической функции G(λ) = Yn, n−q(λT

n) из (12.31) являются также
нулями функции f(λ) (не меньшей кратности). Поэтому отношение f(λ)/G(λ) опре-
деляет векторную целую функцию переменной λ.
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Пусть f ∗ — линейный непрерывный функционал из E∗. Тогда

Q(λ) =
f ∗(f(λ))

G(λ)

определяет скалярную целую функцию переменной λ ∈ C. Используя формулу
(12.38), получим

Q(λ) =
1

G(λ)

∫ T

0

yn, n−q(t, λ)ψ(t) dt, λ ∈ C. (12.39)

Здесь ψ(t) = f ∗(u′(T − t)) — непрерывная скалярная функция на отрезке [ 0, T ],
а G(λ) = Yn, n−q(λT

n) — характеристическая функция из (12.31). Такое представле-
ние (12.39) определяет целую функцию только если ψ(t) ≡ 0 на [ 0, T ]. Установим
этот факт с помощью следующего результата из работе [57], который мы сформули-
руем в нужной нам редакции.

Лемма 12.2. Пусть n ∈ N, n ⩾ 3, m ∈ N∪{0}, и пусть функции yn,m(t, λ) и Yn,m(z)
определены формулами (9.1) и (9.14), соответствено. Рассмотрим отношение Q(λ)
вида

Q(λ) =
1

Yn,m(λT n)

∫ T

0

yn,m(t, λ)ψ(t) dt, (12.40)

где ψ(t) — непрерывная скалярная функция на отрезке [ 0, T ]. Если Q(λ) определяет
целую функцию переменной λ ∈ C, тогда ψ(t) ≡ 0 на [ 0, T ] и Q(λ) ≡ 0 на C.

Полное доказательство леммы 12.2 изложена в [57], где автор И. В. Тихонов раз-
вивает пример 199 из задачника [41] со ссылкой на Карлемана. Отметим лишь, что
этот результат в работе [57] обсуждается на отрезке [ 0, 1 ], который не трудно пере-
нести на отрезок [ 0, T ].

Применяя лемму 12.2 к целой функции Q(λ) из (12.39), где G(λ) = Yn, n−q(λT
n),

ψ(t) = f ∗(u′(T − t)). Получаем, что ψ(t) ≡ 0 на [ 0, T ]. В результате f ∗(u′(T − t)) ≡ 0

на [ 0, T ] для любого функционала f ∗ ∈ E∗. По теореме Хана-Банаха, заключаем,
что u′(t) = 0 при t ∈ [ 0, T ]. Следовательно, u(t) является константой, но в силу
условия u(0) = 0 из (12.2) получим u(t) ≡ 0 на [ 0, T ]. При этом g = 0 (см. диф-
ференциальное уравнение (12.1)). Итак, в этом случае, решение (u(t), g) однородной
обратной задачи (12.1)–(12.3) может быть только тривиальным. Достаточное усло-
вие критерия единственности в теореме 12.1 для любых n ⩾ 3 и q ∈ { 0, . . . , n− 1 }
показано.
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В итоге, было доказано, что: если ни одно из чисел (11.1) не является собственным
значением оператора A, тогда однородная обратная задача (12.1)–(12.3) с любыми
фиксированными n ∈ N и q ∈ { 0, . . . , n − 1 } имеет только тривиальное реше-
ние u(t) ≡ 0, g = 0. Достаточное условие критерия единственности в теореме 12.1
установлено.

§ 13. Распределение нулей характеристической функ-

ции

Итак, согласно доказанным теоремам 11.1–11.4 установлено, что критерий един-
ственности решения обратной задачи (10.1)–(10.3) тесно связан с нулями целых функ-
ций Yn,m(z), определенными в (9.14). Поэтому для того, чтобы применять получен-
ные результаты, полезно знать расположение (или примерное расположение) нулей
функций Yn,m(z) с параметрами n ∈ N и m ∈ Z (будем рассматривать только нуж-
ные нам случаи). Обсудим это подробнее.

Для случаев n = 1 и n = 2 ситуация элементарна, как показано ранее в пара-
графе 9, пункт 9.3, и все нули функций Y1, 1(z), Y2, 2(z) и Y2, 1(z) находятся явно
(см. множества нулей в (9.22)–(9.24), соответственно). Но, для случая n ⩾ 3 нули не
описываются в явном виде и требуется дополнительная информация5.

Поскольку, Yn,m(z) относятся к классу целых функций типа Миттаг-Леффлера

Yn,m(z) = E1/n(z; m+ 1), z ∈ C (см. (9.15)),

то, вопрос о нулях включается в более широкий контекст аналогичной задачи для
общей функции Миттаг-Леффлера Eρ(z; µ) с параметрами ρ > 0, µ ∈ C (для нашей
случая нас интересуют значения ρ = 1/n ⩽ 1/3, µ = m+1). Вопросу распределения
нулей функций Миттаг-Леффлера посвящена специализированная монография [42],
подводящая итог исследованиям многих аналитиков (Виман, Полиа, Островский,
Седлецкий, Попов и др.).

5Точнее, при n ⩾ 3, как правило, нули функций Yn,m(z) не описываются в явном виде, но,
возможно при некоторых значений m ∈ Z есть функции Yn,m(z), нули которых вычисляются явно.
Как пример об этом укажем функции Y4,m(z), m ∈ {−2, 0, 2 } в пункте 13.2 ниже.
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13.1. Нули функции Yn,m(z) с индексом n ⩾ 3. Приведем формулировку
нескольких полезных результатов в нужной нам редакции.

Теорема 13.1. Пусть n,m ∈ Z, причем n ⩾ 3, m ∈ { 0, 1, . . . , n }. Тогда все
нули функции Yn,m(z) = E1/n(z; m+1) являются вещественными, отрицательными
и простыми. При нумерации k ∈ N нули выражаются асимптотической формулой

zk = −
(

π

sin(π/n)

(
k − 1

2
+
m

n

)
+ αk

)n

, (13.1)

где αk = o(1) при k → ∞, точнее

|αk| ⩽ Cn,m exp(−k θn), k ∈ N,

где θn = 2π sin(2π/n) > 0, а Cn,m — некоторая константа, зависящая лишь от
выбора n,m.

Для описания нулей функции Yn, l(z) = E1/n(z; l + 1) с отрицательными значе-
ниями l ∈ {−1, −2, . . . ,−n } можно воспользоваться формулой перехода

Yn, l(z) = z Yn, n+l(z), (13.2)

где значение n+l ≡ m попадает в множество { 0, 1, . . . , n−1 }, давая, тем самым,
возможность применять результаты из первой части теоремы.

Сформулированная теорема 13.1 получается как следствие нескольких утвержде-
ний из [42] (см. там теорему 3.1.1 на с. 57, теорему 2.1.4 на с. 45 и теорему 2.2.2 на
с. 48–49). Формула перехода (13.2) следует из определения (9.14) с учетом действую-
щего соглашения (9.3).

Помимо асимптотической формулы (13.1) имеются двусторонние оценки нулей,
конкретизирующие их положение при всех номерах k ∈ N в определенных интерва-
лах локализации согласно следующей теореме.

Теорема 13.2. Пусть n, m ∈ Z, причем n ⩾ 3 и m ∈ { 0, 1, . . . , n }. Тогда
все нули функции Yn,m(z) = E1/n(z; m + 1), расположенные в последовательность
{ zk(n,m) }k∈N , удовлетворяют неравенствам

− β1(n,m) < z1(n,m) < − (n+m)!

m !
, (13.3)

− β k(n,m) < zk(n,m) < − β k−1(n,m), k ⩾ 2, (13.4)

где
β k(n,m) =

(
π

sin(π/n)

(
k +

m

n

))n

.

Теорема 13.2 непосредственно получается как следствие теоремы 3.1.1 из моно-
графии [42, с. 57] для случая ρ = 1/n ⩽ 1/3, µ = m+ 1.
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Полезно дополнить теоремы 13.1, 13.2 следующим результатом.

Теорема 13.3. Пусть n,m, d ∈ Z, причем n ⩾ 3, m, d ∈ { 0, 1, . . . , n−1 } и m ̸= d.
Тогда ни один нуль функции Yn,m(z) = E1/n(z; m + 1) не является нулем функции
Yn,d(z) = E1/n(z; d + 1). Более того, нули этих функций перемежают друг друга:
между двумя любыми соседними нулями функции Yn,m(z) находится в точности
один нуль функции Yn,d(z), и наоборот.

Для получения теоремы 13.3 надо воспользоваться (9.18) и одним из результатов
работы [102], где среди прочего установлено следующее: пустьm, d ∈ {0, 1, . . . , n−1}
и m ̸= d, тогда положительные нули функций yn,m(t,−1) и yn,d(t,−1) перемежают
друг друга (подробнее см. [57]).

13.2. Функции Y4,m(z) с «хорошими» нулями. Менее известно, что есть
более сложные случаи, когда нули функций из семейства (9.14) вычисляются явно.
Возможно впервые данный эффект был отмечен в работе [57]. Эти случаи подробно
рассмотрены автором в [78]. Основываясь на [78], изложим следующие результаты.

Лемма 13.1. Функции Y4, 0(z) и Y4, 2(z) из семейства (9.14) имеют соответству-
ющие множества нулей

Λ4,0 ≡
{
− 4(k − 1/2)4π4

}
k∈N , Λ4,2 ≡

{
− 4k4π4

}
k∈N . (13.5)

причем все указанные нули являются простыми.

Доказательство. Начнем с функции Y4, 0(z). По формуле (9.14) запишем

Y4,0(z) = 1 +
z

4!
+
z2

8!
+

z3

12!
+ . . . .

Отсюда

Y4,0(ζ
4) = 1 +

ζ4

4!
+
ζ8

8!
+
ζ12

12!
+ . . . =

1

2

(
cos ζ + ch ζ

)
=

1

2

(
cos ζ + cos(iζ)

)
.

Применив формулу суммы косинусов, введем целую функцию

F4,0(ζ) = Y4,0(ζ
4) = cos

(1− i)ζ

2
cos

(1 + i)ζ

2
. (13.6)

Ее нули находятся из совокупности двух уравнений

cos
(1− i)ζ

2
= 0, cos

(1 + i)ζ

2
= 0

и образуют две серии ζ
(1)
k = (k − 1/2)π(1 + i) и ζ

(2)
k = (k − 1/2)π(1 − i) с общей

индексацией k ∈ Z. Формула (13.6) показывает, что нули функции Y4,0(z) связаны

104



с нулями функции F4,0(ζ) соотношением z = ζ4, т. е. каждый нуль функции Y4,0(z)

есть четвертая степень какого-то нуля функции F4,0(ζ). Возводя в четвертую степень
числа ζ

(1)
k и ζ

(2)
k , получаем единый ответ

zk = ((k − 1/2)π(1 + i))4 = ((k − 1/2)π(1− i))4 = −4(k − 1/2)4π4

с индексацией k ∈ N. Как видим, это именно те числа, что указаны в формуле (13.5)
для множества Λ4,0. Найденные нули являются простыми для функции Y4,0(z).

Действительно, из (13.6) следует, что F ′
4,0(ζ) = 4 ζ3 Y ′

4,0(ζ
4). Поэтому соотношение

Y4,0(z) = Y ′
4,0(z) = 0 для некоторого z ̸= 0 возможно только, если F4,0(ζ) = F ′

4,0(ζ) = 0

для некоторого ζ ̸= 0. Но это никогда не выполняется, так как все нули функций
cos((1− i)ζ/2) и cos((1+ i)ζ/2), составляющих функцию (13.6), являются простыми,
и ζ

(1)
k ̸= ζ

(2)
m ни при каком выборе k,m ∈ Z.

Аналогично находятся нули функции Y4, 2(z). По формуле (9.14) имеем

Y4,2(z) =
1

2!
+

z

6!
+

z2

10!
+

z3

14!
+ . . . .

Отсюда

ζ2Y4,2(ζ
4) =

ζ2

2!
+
ζ6

6!
+
ζ10

10!
+
ζ14

14!
+ . . . =

1

2

(
ch ζ − cos ζ

)
=

1

2

(
cos(iζ)− cos ζ

)
.

Применив формулу разности косинусов и разделив на ζ2, получим целую функцию

F4,2(ζ) = Y4,2(ζ
4) =

1

ζ2
sin

(1− i)ζ

2
sin

(1 + i)ζ

2
. (13.7)

Ее нули находятся из совокупности двух уравнений

1

ζ
sin

(1− i)ζ

2
= 0,

1

ζ
sin

(1 + i)ζ

2
= 0

и образуют две серии ζ
(1)
k = kπ(1 + i) и ζ

(2)
k = kπ(1 − i) с индексацией k ∈ Z \ {0}.

Возводя в четвертую степень, получаем для функции Y4,2(z) один общий ответ

zk = (kπ(1 + i))4 = (kπ(1− i))4 = −4k4π4

с окончательной индексацией k ∈ N. Как видим, это именно те числа, что указаны
в формуле (13.5) для множества Λ4,2. По прежней схеме проверяется, что ни один из
нулей функции Y4,2(z) не является кратным. □

105



В качестве простого дополнения к лемме 13.1 рассмотрим функцию

Y4,−2(z) =
z

2!
+
z2

6!
+

z3

10!
+

z4

14!
+ . . . = z Y4,2(z), (13.8)

с множеством простых нулей

Λ4,−2 = Λ4,2 ∪ {0} =
{
− 4(k − 1)4π4

}
k∈N . (13.9)

Ответы (13.5), (13.9) можно записать единым образом

Λ4,m =
{
− 4(k + (m− 2)/4)4π4

}
k∈N , m = −2, 0, 2. (13.10)

Как видим, все нули функций Y4,m(z) при m = −2, 0, 2 находятся элементарно.

Сопоставим данный факт с общими результатами [42], применив их к функции
Y4,m(z) = E1/4(z;m + 1) с различными m ∈ Z. Так, используя теоремы 2.1.4, 2.2.2
и 3.1.1 из [42] получаем, что при m ∈ { 0, . . . , 7 } все нули функции Y4,m(z) будут
вещественными, отрицательными и простыми с асимптотической формулой.

zk = zk(4,m) = −4(k+ (m−2)/4+αk(m))4π4, где αk(m) → 0 при k → ∞. (13.11)

Формула (13.11) согласована с индексацией k ∈ N и может быть дополнена весьма
точными двусторонними оценками (13.3) и (13.4), при подстановке n = 4, и подхо-
дящие для всех значений m ∈ { 0, . . . , 7 }6. В случае произвольного m ∈ Z веще-
ственными, отрицательными и простыми будут все нули zk = zk(4,m) с достаточно
большими номерами k ∈ N, и формула (13.11) к ним по-прежнему применима.

Наш ответ (13.10) показывает, что при m = −2, 0, 2 асимптотическая форму-
ла (13.11) обращается в строгое равенство, где αk(m) ≡ 0 для всех нулей zk(4,m).
Таким образом, результат (13.10) можно рассматривать как небольшое, но полезное
дополнение к фундаментальным исследованиям [42]. В связи со сказанным возникает
естественный вопрос, образующий следующую задачу.

Задача 13.1. Есть ли еще какие-то примеры функций Yn,m(z) из семейства (9.14)
со значениями n ⩾ 3 и m ∈ Z, когда все нули вычисляются явно, и асимптотические
формулы из книги [42] обращаются в строгие равенства? Или же случаем n = 4 при
m = −2, 0, 2 все и исчерпывается?

6Отметим, что значение m = 7 не включается при применение теоремы 13.2, но получается
использованием особенности случая n = 4 из исходной теоремы 3.1.1 в [42].
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Другие примеры нам неизвестны, и их построение представляется маловероят-
ным. В основе успеха в нашем случае лежат удачно подобранные представления (13.6)
и (13.7). Ясно, что их можно привести к виду

Y4,0(z) = cos
(1− i) 4

√
z

2
cos

(1 + i) 4
√
z

2
, (13.12)

Y4,2(z) =
1√
z
sin

(1− i) 4
√
z

2
sin

(1 + i) 4
√
z

2
, (13.13)

с дополнением

Y4,−2(z) =
√
z sin

(1− i) 4
√
z

2
sin

(1 + i) 4
√
z

2
. (13.14)

полученным уже из (13.8). Для вычисления значений (13.12)–(13.14) используются
главные ветви радикалов

4
√
z = +

4
√
r eiθ/4,

√
z = +

√
r eiθ/2,

взятые для z = reiθ при r > 0, 0 ⩽ θ < 2π.

§ 14. Некоторые следствия

В данном параграфе рассмотрим полезные дополнения к полученным результатам
для обратной задачи (10.1)–(10.3). В начале приведем удобные достаточные усло-
вия единственности решения для этой обратной задачи. Потом, выделим обратную
задачу (10.1)–(10.3) для уравнения четвертого порядка.

14.1. Достаточны условия единственности решения. При применении
к обратной задаче (10.1)–(10.3) критерия единственности решения (теоремы 11.1)
могут возникать трудности, связанные с нахождением собственных значений опе-
ратора A и характеристических чисел λk (см. (11.1)). Часто на практике собствен-
ные значения и характеристические числа не находятся явно, а удовлетворяют лишь
некоторым приближенным оценкам. Когда эти оценки согласованы, где в область,
содержащую характеристические числа λk, не попадают собственные значения опе-
ратора A, то на основании теоремы 11.1 получаем утверждение о единственности
решения обратной задачи.

Для сокращения формулировок рассматриваем обратную задачу (10.1)–(10.3) в од-
нородной версии (12.1)–(12.3) и ее специальных случаях. Оператор A по-прежнему
считаем линейным и замкнутым. Дадим сначала общие формулировки, а потом более
специализированные.
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Теорема 14.1. Пусть при выборе T > 0 у оператора A нет собственных значе-
ний на iR \ (−2πi/T, 2πi/T ). Тогда обратная задача (12.4), (12.5) имеет только
тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0. В частности, для теоремы подходит любой
оператор A без мнимых собственных значений.

Доказательство теоремы 14.1 непосредственно следует из теоремы 12.2, посколь-
ку все характеристические числа (11.2) являются мнимыми, и с учетом их точных
локализаций.

Теорема 14.2. Пусть при выборе T > 0 у оператора A нет собственных значений
на луче (−∞, −4π2/T 2 ]. Тогда обратная задача (12.6), (12.7) имеет только три-
виальное решение u(t) ≡ 0, g = 0. В частности, для теоремы подходит любой
оператор A без вещественных собственных значений.

Доказательство теоремы 14.2 непосредственно следует из теорем 12.3, посколь-
ку все характеристические чила (11.3) являются вещественными, отрицательными,
и с учетом их точных локализаций.

Теорема 14.3. Пусть при выборе T > 0 у оператора A нет собственных значений
на (−∞, −π2/T 2 ]. Тогда обратная задача (12.8), (12.9) имеет только тривиальное
решение u(t) ≡ 0, g = 0. В частности, для теоремы подходит любой оператор A

без вещественных собственных значений.

Доказательство теоремы 14.3 следует из теорем 12.4, поскольку все характеристи-
ческие чила (11.4) являются вещественными, отрицательными, и с учетом их точных
локализаций.

Теорема 14.4. Пусть у оператора A нет вещественных собственных значений.
Тогда обратная задача (12.1)–(12.3) с фиксированными n ⩾ 3 и q ∈ { 0, . . . , n− 1 }
имеет только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0.

Доказательство. Из теоремы 12.1 знаем, что характеристические числа имеют вид

λk =
zk(n, n− q)

T n
( см. (11.1) ),

где zk(n, n− q) — нули функции Yn, n−q(z). В силу ограничения значений параметра
q ∈ { 0, . . . , n − 1 }, имеем 1 ⩽ n − q ⩽ n. Применяя теорему 13.1 к характери-
стической функции Yn, n−q(z), где n ⩾ 3 и n − q ∈ { 1, . . . , n }, заключаем, что
все такие числа λk из (11.1) являются вещественными, и даже отрицательными.
Следовательно, по теореме 12.1, получаем нужный результат. □

Для теоремы 14.4 можно сформулировать следующее уточнение.
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Теорема 14.5. Пусть A — линейный замкнутый оператор в банаховом простран-
стве E. Тогда обратная задача (12.1)–(12.3) с фиксированными значениями n ⩾ 3,
q ∈ { 0, . . . , n − 1 } и T > 0 имеет только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0,
если у оператора A нет собственных значений на луче

M =
(
−∞, − T −n( 2n− q )!/ (n− q )!

)
. (14.1)

Доказательство теоремы 14.5 получается продолжением доказательства теоре-
мы 14.4. Применяем к функции Yn, n−q(z), где n ⩾ 3 и n − q ∈ { 1, . . . , n }, еще
теорему 13.2. Используя соотношений (13.3), (13.4), заключаем, что все числа λk

из (11.1) являются вещественными, отрицательными и расположены на луче (14.1),
где нет собственных значений. Следовательно, по теореме 12.1, получаем нужный
результат.

Теорема 14.6. Пусть у оператора A нет собственных значений на (−∞,−b ] с неко-
торым числом b > 0. Тогда при любом выборе T из интервала ( 0, π/

√
b ] обратная

задача (12.8), (12.9) имеет только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0.

Доказательство. Так как T ∈ ( 0, π/
√
b ], то −π2/T 2 ⩽ −b. Тем самым, по тео-

реме 12.4, все характеристические числа (11.4) попадают на (−∞,−b ], где нет соб-
ственных значений оператора A. Следовательно, получаем нужный результат. □

Отметим, что аналогичные результаты теоремы 14.6 можно получить также для
остальных случаев обратной задаче (12.1)–(12.3), относительно параметров n, q.

14.2. Обратная задача для уравнения четвертого порядка. Применим
результаты параграфа 13, пункт 13.2, к однородной обратной задаче (12.1)–(12.3).
Учитывая исходные ограничения n ∈ N и q ∈ { 0, . . . , n − 1 }, видим, что для
формулы (11.1) с множеством Λn, n−q подходит только одна возможность, а имен-
но, n = 4, q = 2. Это дает множество Λ4,2, описанное в лемме 13.1. Другие явно
найденные множества Λ4,0 и Λ4,−2 не могут быть использованы.

Основываясь на работе автора [78], изложим следующие результаты.

Теорема 14.7. Пусть A — линейный замкнутый оператор в банаховом простран-
стве E. Для того чтобы однородная обратная задача

d4u(t)

dt4
= Au(t) + g, 0 < t < T, (14.2)

u(0) = 0, u′(0) = 0, u′′(0) = 0, u′′′(0) = 0, (14.3)

u′′(T ) = 0 (14.4)
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имела на ( 0, T ) только тривиальное решение u(t) ≡ 0, g = 0, необходимо и доста-
точно, чтобы ни одно из чисел

λk = − 4k4π4

T 4
, k ∈ N, (14.5)

не являлось собственным значением оператора A.

Действительно, обратная задача (14.2)–(14.4) есть частный случай общей одно-
родной обратной задачи (12.1)–(12.3) при выборе n = 4 и q = 2. Применим тео-
рему 12.1 и учтем описание множества Λn, n−q ≡ Λ4,2 из формулы (13.5). Получим
критерий из теоремы 14.7.

Допустим, какое-то число λ = λk из (14.5) оказалось собственным значением
оператора A с собственным вектором fk ∈ D(A), fk ̸= 0. Укажем явный вид для
элементарного решения (12.16).

В данном случае
u(t) = y4,4(t, λk) fk, g = fk, (14.6)

где λk = −4k4π4/T 4 с некоторым k ∈ N. Используя формулы (9.1) и (9.16), заметим,
что

y4,4(t, λk) =
t4

4!
+ λk

t8

8!
+ λ2k

t12

12!
+ . . . =

1

λk
( y4,0(t, λk)− 1 ) =

1

λk

(
Y4,0(λk t

4)− 1
)
.

Для функции Y4,0(z) имеется явное представление (13.12). Подставим в эту формулу
переменную z = λk t

4 = −4k4π4t4/T 4. После элементарных подсчетов получим

Y4,0(λk t
4) = Y4,0(−4k4π4t4/T 4) = cos

kπt

T
cos

ikπt

T
= cos

kπt

T
ch
kπt

T
.

Таким образом,

y4,4(t, λk) =
T 4

4k4π4

(
1− cos

kπt

T
ch
kπt

T

)
. (14.7)

Применив соотношение (14.7) в формулы (14.6), получим следующую теорему.

Теорема 14.8. Рассмотрим однородную обратную задачу (14.2)–(14.4) с фиксиро-
ванным значением T > 0. Предположим, что какое-то из чисел λk = −4k4π4/T 4

с некоторым k ∈ N есть собственное значение оператора A. Тогда единствен-
ность решения задачи нарушается. В частности, согласно формуле (14.6), задача
(14.2)–(14.4) имеет нетривиальное элементарное решение

u(t) =
T 4

4k4π4

(
1− cos

kπt

T
ch
kπt

T

)
fk, g = fk, (14.8)

с собственным вектором fk ∈ D(A), fk ̸= 0, Afk = (−4k4π4/T 4)fk.
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Прямая проверка подтверждает, что пара (14.8) удовлетворяет всем соотношени-
ям в (14.2)–(14.4). Дополним теоремы 14.7, 14.8 следующим достаточным условием
единственности решения для обратной задачи (14.2)–(14.4).

Теорема 14.9. Пусть A — линейный замкнутый оператор в банаховом простран-
стве E. Однородная обратная задача (14.2)–(14.4) имеет только тривиальное ре-
шение u(t) ≡ 0, g = 0, если у оператора A нет собственных значений на луче

(−∞, −4π4/T 4 ]. (14.9)

Теорема 14.9 получается как следствие из теоремы 14.7. Эта теорема является
уточнением для теоремы 14.5 для случая n = 4, q = 2. Действительно, из соотно-
шения (14.1), имеем

M = (−∞, −6!/T 4 2! ] = (−∞, −360/T 4 ].

Как видим, множество M содержит луч (14.9). Завершим следующей задачей, тесно
связанной с предыдущей задачей 13.1 в параграфе 13, пункт 13.2.

Задача 14.1. Есть ли еще какие-то возможности, кроме указанных

(n, q) ∈ { (1, 0), (2, 0), (2, 1), (4, 2) }, (14.10)

когда общий критерий единственности решения из теоремы 12.1 приобретает закон-
ченный вид с явно вычисленными значениями (11.1) ? Или же четырьмя случаями
из формулы (14.10) все и исчерпывается ?

§ 15. Специальные примеры обратных задач

Проиллюстрируем полученные результаты настоящей главы конкретными приме-
рами для уравнений в частных производных, основываясь на [9]. Укажем сначала
дифференциальные операторы A с подходящими спектральными свойствами.

Пример 1. Рассмотрим краевую задачуf (4)(x) = µf(x), 0 ⩽ x ⩽ 1,

f ′(0) = 0, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = 0, f ′′(1) = 0,
(15.1)

со спектральным параметром µ ∈ C.
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Задаче (15.1) отвечает оператор A = d 4/dx4 в пространстве L2(0, 1) на области
определения

D(A) =
{
f ∈ H4(0, 1) : f ′(0) = 0, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = 0, f ′′(1) = 0

}
.

Данный оператор имеет собственные значения

µk = −4k4π4, k ∈ N, (15.2)

с собственными функциями

fk(x) = ch kπx · cos kπx, k ∈ N. (15.3)

Помимо чисел (15.2) в спектр оператора A входит также собственное значение µ0 = 0

с собственной функцией f0(x) = 1, но это сейчас нам не понадобится.

Пример 2. Рассмотрим краевую задачуf (4)(x) = µf(x), 0 ⩽ x ⩽ 1,

f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′′′(0) = 0, f(1) = 0,
(15.4)

со спектральным параметром µ ∈ C.

Задаче (15.4) отвечает оператор A = d 4/dx4 в пространстве L2(0, 1) на области
определения

D(A) =
{
f ∈ H4(0, 1) : f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′′′(0) = 0, f(1) = 0

}
.

Данный оператор имеет спектр, составленный из тех же собственных значений (15.2)
с собственными функциями

fk(x) = sh kπx · sin kπx, k ∈ N. (15.5)

Других собственных значений здесь нет.

Теперь можно перейти к конкретным примерам обратной задачи (12.1)–(12.3).
Рассмотрим, именно, обратную задачу (14.2)–(14.4) для дифференциального урав-
нения четвертого порядка на интервале ( 0, 1 ). В качестве оператора A выступает
четвертая производная d 4/dx4, дополненная подходящими краевыми условиями по
переменной x. Ввиду простоты ситуации и «конечномерности» получаемых функци-
ональных выражений, выбор основного банахова пространства E представляется не
принципиальным. Все наши ответы удовлетворяют поставленным задачам в класси-
ческом смысле и допускают прямую проверку подстановкой в заданные формулы.
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Пример 3. Рассмотрим систему соотношений

utttt(x, t) = uxxxx(x, t) + g(x), 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ t ⩽ 1,

ux(0, t) = 0, uxx(0, t) = 0, uxxx(0, t) = 0, uxx(1, t) = 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, utt(x, 0) = 0, uttt(x, 0) = 0,

utt(x, 1) = 0,

(15.6)

с неизвестными функциями u(x, t) и g(x).

Это аналог обратной задачи (14.2)–(14.4) (при T = 1) с оператором d 4/dx4, от-
вечающим спектральной задаче (15.1). При этом все числа (14.5) (при T = 1) из
теоремы 14.7 совпадают с собственными значениями (15.2), составляющими спектр
данного оператора A. Отсюда заключаем, что единственность решения в обратной
задаче (15.6) нарушается. По теореме 14.8, совмещая общий шаблон (14.8) с кон-
кретными выражениями (15.3), получим элементарные решения для обратной зада-
чи (15.6). Они имеют вид

u(t) =
1

4k4π4
( 1− ch kπt · cos kπt ) ch kπx · cos kπx, g(x) = ch kπx · cos kπx.

Указанные пары удовлетворяют соотношениям (15.6) при всех k ∈ N.

Пример 4. Рассмотрим систему соотношений

utttt(x, t) = uxxxx(x, t) + g(x), 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ t ⩽ 1,

u(0, t) = 0, ux(0, t) = 0, uxxx(0, t) = 0, u(1, t) = 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, utt(x, 0) = 0, uttt(x, 0) = 0,

utt(x, 1) = 0,

(15.7)

с неизвестными функциями u(x, t) и g(x).

Это аналог обратной задачи (14.2)–(14.4) (при T = 1) с оператором d 4/dx4, от-
вечающим спектральной задаче (15.4). При этом все числа (14.5) (при T = 1) из
теоремы 14.7 совпадают с собственными значениями (15.2), составляющими спектр
данного оператора A. По теореме 14.7 заключаем, что единственность решения в об-
ратной задаче (15.7) нарушается. По теореме 14.8, совмещая (14.8) и (15.5), получаем
элементарные решения вида

u(t) =
1

4k4π4
( 1− ch kπt · cos kπt ) sh kπx · sin kπx, g(x) = sh kπx · sin kπx.

Указанные пары удовлетворяют соотношениям (15.7) при всех k ∈ N.
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Как видим, в задачах (15.6) и (15.7) есть бесконечно много различных линейно
независимых элементарных решений, находимых согласно теореме 14.8. Построенные
примеры 3 и 4 носят, конечно, иллюстративный характер. Для дальнейшего развития
теории было бы полезно привести примеры обратных задач вида (14.2)–(14.4) (или
общего вида (12.1)–(12.3)), возникающих непосредственно в математической физике.
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Заключение

Основные результаты диссертационной работы состоят в следующем.

• Без ограничений на тип абстрактного дифференциального уравнения второго
порядка установлены критерии единственности решения для линейных обрат-
ных задач с переопределениями второго и третьего рода.

• Получены результаты по распределению нулей характеристической целой функ-
ции, возникшей при изучении обратной задачи с финальным переопределением
третьего рода.

• На основании результатов о распределении нулей характеристической целой
функции установлены эффективные достаточные признаки единственности ре-
шения обратной задачи с финальным переопределением третьего рода.

• Указаны конструкции присоединенных решений однородной обратной задачи
для дифференциального уравнения второго порядка в тех случаях, когда соот-
ветствующая характеристическая целая функция имеет кратные нули.

• Без ограничений на тип абстрактного дифференциального уравнения произ-
вольного порядка n ∈ N установлен критерий единственности решения модель-
ной обратной задачи с переопределением, содержащим производную искомой
функции в выбранный финальный момент времени.

• Без ограничений на тип и порядок уравнения получены эффективные достаточ-
ные признаки единственности решения изучаемой линейной обратной задачи.

• Обнаружен новый пример обратной задачи для абстрактного дифференциаль-
ного уравнения четвертого порядка, где вопрос единственности решения допус-
кает полное исследование в элементарных терминах.

Результаты диссертационной работы представляют интерес для специалистов, ра-
ботающих в области теории дифференциальных уравнений, математического анали-
за и теории функций.

Дальнейшие исследования могут быть связаны с изучением разрешимости подоб-
ных обратных задач (без ограничений на тип эволюционного уравнения) и с выбором
других более сложный переопределений, в том числе нелокального и интегрального
вида.
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