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ВВЕДЕНИЕ

Обозначения и соглашения

• Всюду в работе пределы, если не оговорено противное, берутся при n→ ∞.

• Запись ζn = Op(ηn) означает ограниченность по вероятности последовательности слу-

чайных величин ζn/ηn, т.е. для некоторой величины ηn > 0 (возможно, случайной) и всех

чисел M > 0 выполнено lim supP(|ζn|/ηn > M) ≤ β(M), где функция β(M) не зависит от

параметров рассматриваемой модели и limM→∞ β(M) = 0. Символ Õp(ηn) будет использо-

ваться в случае, если функция β(M) может зависеть от параметров модели (за исключением

объема наблюдений n).

• По умолчанию арифметические операции рассматриваются на расширенной числовой

прямой при естественных соглашениях типа c/0 = ∞ при c > 0, c/∞ = 0 и специальном

соглашении 0/0 = 0.

• Символ Λk(·) обозначает меру Лебега в Rk.

• Условимся, что векторы обозначаются полужирными буквами, а матрицы — прямыми

заглавными буквами. По умолчанию в качестве векторов, если не оговорено иное, будут

рассматриваться вектор-столбцы.

• Запись вида ξn
d−→ Nm(0,Σ) означает слабую сходимость распределений ξn к m-

мерному нормальному распределению с нулевым средним и ковариационной матрицей Σ.

• Будем говорить, что оценка θ∗n является αn-состоятельной для параметра θ, если для

некоторой числовой последовательности αn → ∞ имеет место сходимость по вероятности

αn(θ
∗
n − θ)

p→ 0.

• Для любого вектора x символ ∥x∥ обозначает норму этого вектора, а через ∥A∥ обозна-

чается норма матрицы A. Считаем, что матричная норма согласована с векторной нормой

и субмультипликативна, т.е. ∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥ и ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥ для любых матриц A, B и

любого вектор-столбца x соответствующих размерностей. Символ ⊤ обозначает транспони-

рование вектора или матрицы. Определитель произвольной квадратной матрицы A обозна-

чается det(A). Символ I обозначает единичную матрицу, а через diag{d1, . . . , dm} обознача-

ется диагональная матрица размерности m×m с соответствующими элементами на главной

диагонали.

• Условимся, что во всех утверждениях те или иные условия, содержащие неизвестные

параметры, нужно проверять при всевозможных значениях этих параметров.

• Завершение доказательств, а также окончание некоторых примеров и замечаний, обо-

значается символом □.
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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Регрессионный анализ является одной из широко

востребованных и активно развивающихся областей статистической обработки данных (см.,

например, монографии [16], [21], [38], [49], [51], [60], [70], [74], [91], [92], [94], [98], [104], [105],

[110], [136], [158], [161], [167], [186], [204], [222], [223], [229], [234], [236], [248], [253], [255], [259],

[261], [266], [275], [281], [282], [295], [299], [310], библиографические подборки [61]–[66], а также

приводимые далее ссылки). Диссертационная работа посвящена методологии оценивания в

задачах непараметрической и нелинейной регрессии в случае так называемых плотных дан-

ных. Подтверждением актуальности рассматриваемых задач может служить большое число

публикаций в ведущих научных журналах непосредственно по тематике исследования (см.

библиографические ссылки далее).

В разделе диссертации, посвященном непараметрическому оцениванию, рассматривают-

ся классические задачи регрессии: оценивание регрессионной функции по наблюдениям ее

зашумленных значений в некотором известном наборе точек из области ее определения, на-

зываемых регрессорами, а также оценивание функций среднего и ковариации случайного

процесса в схеме, когда каждая из независимых копий этого процесса наблюдается в за-

шумленном варианте в том или ином наборе регрессоров. Эти задачи общепризнаны фун-

даментальными и многие работы по непараметрическому оцениванию были посвящены их

решению. В качестве ориентира укажем недавние работы [50], [71], [113], [121], [125], [126],

[129], [159], [163], [172], [173], [180], [182], [276], [300], [305], [308], [312]–[314], в которых при-

меняются методы ядерного сглаживания (более подробные библиографические сведения по

каждой из задач мы приведем в основной части введения).

Для того, чтобы оценить интересующие нас функции, нужно накладывать те или иные

ограничения на регрессоры. В многочисленных работах предшественников относительно ре-

грессоров предполагается, что они либо фиксированы и в известном смысле регулярно запол-

няют область определения регрессионной функции или случайного процесса, либо случайны

и состоят из независимых или слабо зависимых величин. В диссертации предложены концеп-

ция плотных данных и классы состоятельных оценок в моделях непараметрической и нели-

нейной регрессии, универсальных относительно стохастической природы набора регрессоров.

Эта концепция позволила в задачах непараметрического оценивания существенно ослабить

известные условия на регрессоры без какой-либо спецификации их типа. В частности, в

работе построены новые непараметрические ядерные оценки для регрессионной функции,

равномерно состоятельные лишь при условии асимптотически (при растущем объеме наблю-

дений) плотного заполнения регрессорами области определения регрессионной функции. В

отличие от известных ранее предположений новое условие нечувствительно к характеру за-
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висимости регрессоров, по существу является необходимым для восстановления функции

с той или иной точностью и включает в себя как ситуацию детерминированных регрессо-

ров без дополнительного требования регулярности, так и случайных регрессоров, которые

могут не удовлетворять условиям слабой зависимости. Концепция плотных данных и универ-

сальности оценок реализуется и в различных регрессионных постановках задачи оценивания

функций среднего и ковариации случайного процесса. Доказать равномерную состоятель-

ность новых ядерных оценок лишь при указанных ограничениях на регрессоры (в терминах

плотных данных) во многом удается благодаря специальной структуре оценок, содержащей

конструкции сумм определенным образом взвешенных наблюдений со структурой интеграль-

ных сумм Римана. Конструкции интегральных сумм открывают возможность исследовать

асимптотические свойства оценок за счет близости интегральных сумм и соответствующих

интегралов, а не предельных теорем теории вероятностей.

В рамках нашей концепции мы исследуем также два наиболее востребованных (см., на-

пример, [4], [306], [123]) варианта ядерных оценок: оценки Надарая–Ватсона и классические

локально–линейные ядерные оценки. В диссертации для асимптотически плотных данных

доказаны как поточечная, так и равномерная состоятельность этих наиболее популярных

ядерных оценок. При этом мы, в отличие от предшественников, не используем те или иные

эргодические свойства наблюдаемой выборки регрессоров.

Таким образом, в задачах непараметрической регрессии выделяется некоторое свойство

регрессоров (в терминах плотных данных), которое в оценивании играет роль «по существу».

Принципиальная новизна этих результатов заключается, на наш взгляд, в возможности оце-

нить интересующие нас функции без использования какой-либо информации о структуре

регрессоров и характере их зависимости. Полезно отметить, что характер зависимости реаль-

ных выборочных данных в статистике, если зависимость наблюдений имеет место по природе

стохастического эксперимента, определить бывает достаточно трудно. В этой связи создание

и развитие новых методов и подходов статистического анализа зависимых наблюдений, не

удовлетворяющих классическим условиям перемешивания и другим известным формам кор-

реляции, а также исследование новых форм зависимостей, которые были бы статистически

более наглядными и обоснованными, представляет интерес не только с теоретической точки

зрения, но и является актуальным и особенно важным для приложений.

В задачах нелинейной регрессии асимптотически оптимальные оценки как правило зада-

ются неявно и нередко определяются как решения тех или иных уравнений (см., например,

монографии [38], [60], [104], [136], [122], [161], [223], [253], [261], [281], [295], [310]). Существуют

различные численные методы приближенного поиска таких оценок (см., например, [60], [68],

[105], [236], [248], [253], [277]). Стоит отметить, что для задач нелинейной регрессии весьма ти-
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пична ситуация, когда имеется несколько корней того или иного уравнения, определяющего

оценку (см., например, [266], [267], [268], а также рис. 25–26 в главе 3). Данное обстоятельство

является главной проблемой, затрудняющей использование численных методов: при неудач-

ном выборе начального приближения итерационные процедуры обнаруживают лишь корень,

ближайший к стартовой точке, а не к параметру. Более того, если корней несколько, то как

среди всех выбрать корень, приближающий параметр? Эта проблематика, известная в англо-

язычной литературе как multiple root problem, обсуждается, например, в монографиях [122],

[266], [278] (см. также ссылки далее, связанные с одношаговыми оценками).

Помимо нелинейного регрессионного анализа, имеется немало разделов статистического

оценивания, также связанных с поиском корней тех или иных уравнений (см., например,

монографии [80], [84], [114], [122], [149], [150], [151], [196], [209], [240], [247], [261], [266], [278],

[281], а также приводимые далее библиографические ссылки). При этом уравнения лишь в

исключительных случаях разрешаются в явном виде и зачастую найти нужные корни или

их приближения бывает технически сложно, особенно в случае существования нескольких

корней исходного уравнения. Один из подходов при решении указанной проблемы состоит в

использовании одношаговых оценок. Идея одношагового оценивания, восходящая к работам

Р. Фишера [89] и получившая дальнейшее развитие в работах Л. Ле Кама, П. Бикела, П. Хью-

бера и др., заключается в следующем: в качестве стартовой точки итерационной процедуры

ньютоновского типа используется предварительная состоятельная оценка, сходящаяся к па-

раметру с нужной скоростью. Оказывается, в этом случае зачастую достаточно лишь одного

шага итерационной процедуры, чтобы получить явную оценку (так называемую «одношаго-

вую», в англоязычной литературе — one–step), имеющую ту же асимптотическую точность,

как и искомая статистика (см., например, [278]). Отметим также, что Р. Фишер использо-

вал указанную конструкцию одношаговых оценок для аппроксимации оценок максимального

правдоподобия в случае однородных выборок.

Одношаговые процедуры являются весьма популярным современным инструментом ста-

тистического оценивания в различных задачах, связанных с поиском корней тех или иных

уравнений, и в последние годы интерес к одношаговому оцениванию в статистической лите-

ратуре только нарастает. В этой связи отметим, например, работы последней четверти века

[1], [5], [9], [15], [17], [18], [24], [25], [28]–[30], [40], [41], [52], [67], [73], [76], [78], [79], [81]–[83],

[85], [103], [112], [131], [134], [141], [144], [145], [147], [155], [170], [174], [175], [183], [185], [187],

[197], [221], [233], [274], [290], [294], [316], [317], [323], а также более ранние работы [19], [48],

[59], [88], [148], [152], [184], [198], [210], [262], [263], [264], [271], [273], [293], [296], [297] и мо-

нографии [80], [84], [114], [149], [150], [151], [196], [209], [240], [247], [261], [266], [278], [281].

Подчеркнем следующий ключевой момент: конструкция одношаговой оценки предполагает
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наличие некоторой предварительной оценки. В некоторых задачах такую оценку построить

несложно (например, для приближенного вычисления оценок максимального правдоподобия

в случае однородных выборок в качестве предварительной оценки, как правило, может вы-

ступать оценка метода моментов). Построение такой оценки в задачах нелинейной регрессии

может быть отдельной непростой задачей (см., например, [211]). В специальных постанов-

ках задач нелинейной регрессии одношаговые оценки исследуются в работах [47], [212], [228],

[251], [266], но почти во всех известных автору работах, связанных с одношаговым оценива-

нием в нелинейной регрессии, существование предварительной оценки лишь постулируется.

Исключением является вышеупомянутая недавняя работа [211], посвященная построению

предварительной состоятельной оценки для одной частной модели нелинейной регрессии.

Важность разработки методологии одношагового оценивания именно для задач нелинейной

регрессии подчеркивается, например, в монографии [266].

В диссертации предложены методы построения явных состоятельных с некоторой скоро-

стью (так называемых αn-состоятельных) или асимптотически нормальных оценок конечно-

мерных параметров в моделях нелинейной регрессии в случае плотного заполнения регрес-

сорами некоторой области и без требования полного контроля над ними. В статистической

литературе подобной регулярной методологии построения оценок в задачах нелинейной ре-

грессии до настоящего времени, по-видимому, не было, и лишь для ограниченного круга

моделей нелинейной регрессии были известны явные состоятельные оценки. Применительно

к упомянутым выше одношаговым процедурам оценивания эти новые оценки могут быть

использованы в качестве предварительных, так что наличие подобных методик открывает

возможность использования одношаговых оценок в задачах нелинейной регрессии.

Исследования в области нелинейной и непараметрической регрессии, представленные в

диссертационной работе, тесно связаны между собой единым подходом к решению постав-

ленных задач. В частности, построение оценок в обоих случаях основано на конструкциях

сумм специальным образом взвешенных наблюдений со структурой интегральных сумм Ри-

мана, при этом используются схожие универсальные относительно стохастической природы

условия на регрессоры. Кроме того, в одном из подходов к построению явных оценок в нели-

нейной регрессии используются непараметрические ядерные оценки.

В диссертационной работе исследуются также и некоторые варианты одношаговых оце-

нок, которые могут найти применение в задачах нелинейной регрессии. Одним из общих

методов получения статистических оценок как в случае однородных, так и неоднородных

выборок, является M -оценивание (см., например, монографию [325]). С точки зрения задач

нелинейной регрессии этот подход включает в себя метод квазиправдоподобия (см., напри-

мер, [122]), метод наименьших квадратов, метод максимального правдоподобия (в регуляр-
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ных случаях) и др. В диссертации проведен подробный асимптотический анализ одношаго-

вых M -оценок, построенных по выборке разнораспределенных наблюдений и имеющих ту же

точность, что и асимптотически нормальные M -оценки. Необходимость такого исследования

во многом обусловлена приложениями к задачам нелинейной регрессии. Ранее одношаговые

M -оценки и, в частности, оценки Фишера были исследованы достаточно полно лишь в слу-

чае однородных выборок и, нередко, одномерного параметра (подробные библиографические

ссылки мы приведем далее во введении).

Цели диссертационной работы. Основная цель состоит в построении универсальных

относительно стохастической природы регрессоров оценок ядерного типа в задачах непа-

раметрической регрессии, являющихся равномерно состоятельными при близких к мини-

мальным и наглядных условиях на регрессоры, а также в получении более общих, чем ранее

известные, и универсальных условий состоятельности некоторых классических ядерных оце-

нок. Другая цель состоит в разработке методики построения явных асимптотически близких

к оптимальным оценок для широкого класса моделей нелинейной регрессии в случае плот-

ных данных. Эти оценки основаны на применении одношаговых процедур.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются новыми. В регрессионном

анализе, как правило, модели с фиксированными или случайными регрессорами принято

рассматривать отдельно. В диссертации предложена концепция плотных данных и универ-

сальности статистических оценок, открывающая возможность в едином подходе рассматри-

вать ситуацию детерминированных и случайных регрессоров. В непараметрической регрес-

сиии эта концепция реализуется как для новых классов ядерных оценок, так и известных

ранее, и позволяет существенно ослабить известные ограничения на регрессоры. В задачах

нелинейной регрессии предлагаемая концепция позволяет решить открытую проблему по-

иска явных оценок конечномерных параметров. Остановимся подробнее на полученных в

диссертации результатах.

• Построены универсальные относительно стохастической природы регрессоров равно-

мерно состоятельные ядерные оценки для регрессионной функции. Предложено наглядное,

близкое к минимальному и универсальное достаточное условие равномерной состоятельно-

сти оценок — условие асимптотически плотного заполнения регрессорами области задания

регрессионной функции. В отличие от известных ранее результатов новое условие нечув-

ствительно к стохастической природе регрессоров и включает в себя как ситуацию детер-

минированных регрессоров без дополнительного требования регулярности, так и случайных

регрессоров, которые могут не удовлетворять условиям слабой зависимости.

• Построены универсальные ядерные оценки для функций среднего и ковариации случай-

ного процесса, когда зашумленные значения независимых копий этого процесса наблюдаются
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в некоторых наборах точек (регрессорах), имеющих как плотную, так и разреженную струк-

туру. Универсальные условия, накладываемые на регрессоры и гарантирующие равномерную

состоятельность новых ядерных оценок, сформулированы в терминах плотных данных.

• Получены более общие, чем ранее известные, и универсальные относительно стохастиче-

ской природы регрессоров условия состоятельности оценок Надарая–Ватсона и классических

локально–линейных ядерных оценок в терминах плотных данных. Новые условия равномер-

ной состоятельности этих классических ядерных оценок предполагают «более равномерное»

(т.е. без резких перепадов) плотное заполнение регрессорами области задания функции, чем

требуется для новых универсальных ядерных оценок, предложенных в диссертационной ра-

боте. В отличие от работ предшественников, новые условия универсальны и позволяют выйти

за рамки слабо зависимых наблюдений, что обосновывает использование этих популярных

ядерных оценок при качественном ослаблении условий на регрессоры.

• Разработаны методы построения явных αn-состоятельных или асимптотически нормаль-

ных оценок конечномерных параметров в задачах нелинейной регрессии в случае плотного

заполнения регрессорами некоторой области, что решает проблему поиска предварительных

оценок для рассматриваемых моделей. Ранее явные оценки были известны лишь для очень

ограниченного круга моделей, и проблема построения предварительных оценок для широ-

ких классов моделей нелинейной регрессии оставалась открытой. Так что достаточно общие

методы построения явных оценок в нелинейной регрессии предложены, по-видимому, впер-

вые. Предлагаемые методы являются еще и универсальными относительно стохастической

природы регрессоров.

• Проведен асимптотический анализ одношаговых M -оценок, построенных по разнорас-

пределенным выборочным данным. В такой общности в случае разнораспределенных наблю-

дений рассматриваемые типы одношаговых оценок исследуются впервые. Эти результаты,

вместе с методами построения предварительных оценок, позволяют для широкого класса

моделей нелинейной регрессии находить явные одношаговые оценки, асимптотически эк-

вивалентные оценкам метода наименьших квадратов, квазиправдоподобия, максимального

правдоподобия и др.

Методы исследования. Основными методами исследования являются общие методы

теории вероятностей и математической статистики. В основе доказательств равномерной со-

стоятельности всех изучаемых в работе непараметрических оценок лежит метод диадических

цепочек (см., например, [43]), предложенный А. Н. Колмогоровым для оценки хвоста рас-

пределения супремальной нормы стохастического процесса с почти наверное непрерывными

траекториями. Кроме того, используются методы математического анализа и линейной ал-

гебры.

10



Теоретическая и практическая значимость. Диссертационная работа имеет теорети-

ческий характер. Ее результаты могут быть использованы специалистами в области матема-

тической статистики и, в частности, регрессионного анализа. Предлагаемые идеи, методы и

подходы могут получить дальнейшее развитие в тех или иных статистических задачах и уже

применяются авторами, работающими в Московском государственном университете имени

М. В. Ломоносова, Математическом институте имени В. А. Стеклова РАН, Международном

математическом центре в Академгородке, Институте математики имени С. Л. Соболева СО

РАН, Новосибирском государственном университете и других научных центрах.

Положения, выносимые на защиту. Основные результаты, выносимые на защиту,

состоят в следующем.

1. Теоремы о равномерной состоятельности новых универсальных локально–постоянных

и локально–линейных ядерных оценок для регрессионной функции скалярного и векторно-

го аргумента в условиях плотного заполнения регрессорами области задания регрессион-

ной функции. Теоремы об асимптотической нормальности новых универсальных локально–

постоянных оценок.

2. Теоремы о поточечной и равномерной состоятельности оценок Надарая–Ватсона и клас-

сических локально–линейных ядерных оценок. Универсальные достаточные условия состо-

ятельности в терминах плотного заполнения регрессорами области задания регрессионной

функции.

3. Теоремы о равномерной состоятельности новых универсальных оценок для функций

среднего и ковариации непрерывного случайного процесса как в случае разреженных дан-

ных, так и плотных.

4. Новый подход получения явных состоятельных оценок конечномерных параметров в

задачах нелинейной регрессии, основанный на использовании ядерных оценок регрессионной

функции. Теорема об αn-состоятельности оценок.

5. Метод построения явных состоятельных оценок конечномерных параметров, основан-

ный на аддитивных преобразованиях откликов. Теоремы об αn-состоятельности и асимпто-

тической нормальности оценок.

6. Асимптотический анализ одношаговых M -оценок, построенных по разнораспределен-

ным выборочным данным: теорема об асимптотической нормальности одношаговых оценок,

теорема о минимальном достаточном условии на точность предварительной оценки, теорема

о сходимости к нормальному закону погрешностей оценивания при замене асимптотических

дисперсий их оценками.

7. Алгоритм построения асимптотически эффективных одношаговых оценок неизвестного

параметра в случае однородной выборки из однопараметрического семейства распределений
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и достаточно медленно сходящейся к параметру предварительной оценки. Теорема об асимп-

тотической эффективности новых оценок.

Апробация результатов. Результаты докладывались на Большом семинаре кафедры

теории вероятностей МГУ (2021, 2022, 2023), на семинаре проекта МГУ «Диалог о насто-

ящем и будущем» (2023), на научно–исследовательском семинаре кафедры математической

статистики ВМК МГУ (2024), на Городском семинаре по теории вероятностей и математи-

ческой статистике в Санкт-Петербургском отделении Математического института им. В.А.

Стеклова РАН (2016), на семинаре по непараметрической статистике в Высшей школе эко-

номике (2023), на семинаре «Прикладная статистика» Института математики им. С.Л. Со-

болева СО РАН (2022-2024, неоднократно), на объединенном семинаре лаборатории теории

вероятностей и математической статистики ИМ СО РАН и кафедры теории вероятностей и

математической статистики НГУ (2014-2021, неоднократно). Результаты диссертации докла-

дывались также на конференциях «Третья конференция Математических центров России»

(Майкоп, 2023), «Вторая конференция Математических центров России» (Москва, 2022),

«Научная конференция сотрудников ИМ СО РАН, посвящённая подведению итогов 2022 го-

да» (Новосибирск, 2022) и следующих международных конференциях: «Limit theorems of

probability theory and mathematical statistics» (Ташкент, 2022), «Modern challenges of inverse

problems» (Новосибирск, 2022), «Марчуковские научные чтения» (Новосибирск, 2022), «Ма-

тематика в современном мире» (Новосибирск, 2017), «Modern problems in theoretical and

applied probability» (Новосибирск, 2016), «Предельные теоремы в теории вероятностей и их
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Обзор работ по теме исследований и краткое содержание по главам

Диссертационная работа состоит из введения, трех глав, заключения и библиографиче-

ского списка. Далее во введении кратко остановимся на содержании диссертации по главам,

приведем необходимые библиографические комментарии по теме исследований и некоторые

полученные результаты. Отметим, что во введении некоторые утверждения приведены при

упрощающих предположениях. Нумерация формул, предположений и утверждений во вве-

дении не совпадает с нумерацией в основном тексте диссертации.

Первая глава диссертации посвящена задачам непараметрической регрессии. В разде-

лах 1.1–1.4 рассматривается следующая регрессионная модель: даны наблюдения X1, . . . , Xn

(так называемые отклики, зависимые или объясняемые переменные), которые представимы

в виде

Xi = f(zi) + εi, i = 1, . . . , n, (1)

где неизвестная скалярная функция f(t), t ∈ [0, 1]k, непрерывна; ненаблюдаемые погреш-

ности {εi, i = 1, . . . , n} являются центрированными случайными величинами, вообще го-

воря, не обязательно независимыми или одинаково распределенными; k-мерные векторы

{zi, i = 1, . . . , n} нам известны и могут быть как случайными, так и детерминированными.

Таким образом, мы наблюдаем лишь зашумленные значения {Xi} регрессионной функции

f в некотором известном наборе ее аргументов {zi}, для обозначения элементов которого

в научной литературе принято использовать целый ряд терминов: регрессоры, независимые

переменные, предикторы, объясняющие переменные, факторы и план эксперимента. Сово-

купность {zi, i = 1 . . . n} мы будем называть набором регрессоров или просто регрессорами.

Задача состоит в том, чтобы по наблюдениям {(zi, Xi); i = 1, . . . , n} восстановить (оценить)

функцию f . В случае, если известна функциональная форма зависимости регрессионной

функции от конечномерного неизвестного параметра, задача сводится к оцениванию этого

параметра и относится к параметрической регрессии. В главе 2 мы рассмотрим такие задачи

в случае нелинейной зависимости функции от конечномерного параметра. В главе 1 речь

идет исключительно о непараметрической постановке.

Начиная с пионерских работ [243] и [224], посвященных оцениванию плотности распре-

деления, методы ядерного сглаживания широко используются в различных статистических

задах непараметрического оценивания (см., например, [22], [36], [127], [123], [193], [194], [195],

[282]). Методы ядерного сглаживания, к которым относятся такие известные оценки, как

Надарая–Ватсона, Пристли–Чжао, Гассера–Мюллера, локально–полиномиальные оценки и

др., весьма популярны и в задачах непараметрической регрессии (см., например, монографии

[74], [77], [84], [110], [116], [118], [186], [214], [234], [255], [281], [310]).

Приведем определения некоторых ядерных оценок, которые нам потребуются. В случае
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одномерных регрессоров оценки Надарая–Ватсона, Присли–Чжао и Гассера–Мюллера зада-

ются следующими соотношениями:

f̂NW (t) =

∑n

i=1
XiKh(t− zi)∑n

i=1
Kh(t− zi)

,

f̂PC(t) =
n∑
i=1

(zi − zi−1)Kh(t− zi)Xi,

f̂GM(t) =
n∑
i=1

[∫ si

si−1

Kh(t− zi)

]
Xi,

(2)

где Kh(t) = h−1K(h−1t) и K(·) — некоторая ядерная функция (как правило, это плотность

симметричного распределения с носителем [−1, 1] или R), h > 0 — размер окна (параметр

«сглаживания» в ядерных оценках); регрессоры в двух последних оценках предполагают-

ся упорядоченными по возрастанию, s0 = 0 и si = (zi + zi−1)/2. Классическая локально–

полиномиальная оценка порядка p для функции f определяется как первая координата

(p+ 1)-мерной точки, на которой достигается следующий минимум (см., например, [77]):

min
(a,b1,...,bp)

n∑
i=1

(Xi − a− . . .− bp(zi − t)p)2Kh(t− zi)

(остальные координаты указанного вектора оценивают производные f ′, f ′′, . . ., f (p) функ-

ции f). Отметим, что оценки Надарая–Ватсона (т.е. классические локально–постоянные оцен-

ки) и классические локально–линейные оценки являются представителями класса локально–

полиномиальных оценок соответственно порядка p = 0 и p = 1. При использовании локально–

полиномиальных оценок в случае оценивания лишь самой регрессионной функции, а не ее

производных, специалисты зачастую рекомендуют ограничиваться именно этими значени-

ями p (см., например, [44], [118]). Дело в том, что при бо́льших значениях p у локально–

полиномиальных оценок могут проявиться некоторые недостатки. Например, такие оценки

могут вообще не существовать при малых значениях размера окна h из-за недостаточного

количества выборочных точек. Среди всех вариантов ядерных оценок наиболее популяр-

ными оценками принято считать (см., например, [4], [123], [306]) оценки Надарая–Ватсона и

классические локально–линейные оценки. На основе этих двух классов оценок часто происхо-

дит оценивание и в специальных задачах непараметрической регрессии (например, в задаче

оценивания функций среднего и ковариации случайного процесса, см. подробные библио-

графические ссылки далее). Именно поэтому далее этим двум классам оценок мы уделяем

особое внимание. Отметим еще, что ядерные оценки относят к «локальным» методам непара-

метрического оценивания, поскольку благодаря свойствам ядерной функции при построении
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оценки в точке t используется «локальная» информация: регрессоры из некоторой окрест-

ности этой точки и соответствующие им отклики.

Для того, чтобы иметь возможность оценить регрессионную функцию, необходимо накла-

дывать те или иные ограничения на параметры модели. Нас в методах ядерного сглаживания

в непараметрической регрессии интересуют условия на регрессоры, которые обеспечивают

возможность восстановления функции. Поэтому далее в обзоре публикаций, связанных с

ядерными оценками в рассматриваемой задаче, остановимся лишь на основных ограничени-

ях на регрессоры.

В статистической литературе регрессионные модели с детерминированными и стохастиче-

скими регрессорами принято рассматривать отдельно 1. Отчасти подобное деление связано,

по-видимому, с различными подходами к исследованию оценок в одном и в другом случае.

В работах, имеющих дело со случайными регрессорами, часто рассматриваются независи-

мые одинаково распределенные величины (см., например, приведенные выше монографии, а

также работы [45], [58], [72], [96], [108], [117], [171], [177], [181], [192], [217], [220], [249]). Стоит

отметить, что за несколько последних десятилетий в стохастике было предложено множество

форм зависимости случайных величин и доказаны разнообразные вероятностные неравен-

ства и предельные теоремы для последовательностей с такими свойствами. Данные обсто-

ятельства в полной мере отразились и на задачах непараметрической регрессии, в которых

все чаще рассматриваются величины (как правило, стационарно связанные), удовлетворяю-

щие тем или иным известным формам зависимости. В частности, для задания регрессоров

используются различные варианты условий перемешивания, схемы скользящих средних, ас-

социированных случайных величин, марковские или мартингальные свойства и др. (см., на-

пример, [77], [115], [125], [126], [142], [163], [164], [166], [172], [199], [200], [201], [202], [208], [245],

[260]). В недавних публикациях [37], [39], [95], [154], [182], [286], [288], [289] рассматриваются

нестационарные последовательности с теми или иными специальными формами зависимости

(марковские цепи, авторегрессия, частичные суммы скользящих средних и др.).

В случае моделей с детерминированными регрессорами в подавляющем большинстве ра-

бот предполагаются те или иные условия регулярности (см., например, [11], [12], [13], [69],

[109], [117], [135], [276], [298], [322], а также многомерные варианты в [2], [99], [100], [216]).

Так, в одномерном случае точки zi чаще всего задаются формулой zi = g(i/n) + o(1/n) с

некоторой функцией g ограниченной вариации, где погрешность o(1/n) равномерна по всем

i = 1, . . . , n. Если g линейна, то получаем так называемый эквидистантный план. Другой

вариант условия регулярности — соотношение max
i≤n

(zi − zi−1) = O(1/n) (здесь предполагает-

ся, что регрессоры упорядочены по возрастанию). Изредка (см., например, недавние работы
1В англоязычной литературе нередко используются термины random design model и fixed design model (см.,

например, [214]).
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[121], [300], [305]) при исследовании оценок типа Пристли–Чжао используется более общее

предположение max
i≤n

(zi − zi−1) → 0. Кроме того, иногда (например, при исследовании так

называемых взвешенных оценок) накладываются некоторые условия на поведение функций

от регрессоров, но содержательные примеры выполнения этих условий зачастую ограничи-

ваются случаями того или иного варианта регулярных регрессоров (см., например, [75], [101],

[176], [246], [312], [313]).

Отметим еще, что изначально между теми или иными ядерными оценками существовала

некоторая спецификация в зависимости от стохастической природы регрессоров. Так, оцен-

ки Надарая–Ватсона использовались лишь в моделях со случайными регрессорами, а оценки

Присли–Чжао и Гассера–Мюллера — в моделях с одномерными неслучайными регрессорами.

В дальнейшем в указанном направлении был получен ряд обобщений и отмеченные границы

между ядерными оценками несколько размылись. Например, оценки Надарая– Ватсона в

ситуации неслучайных регулярных многомерных регрессоров исследовались в [99]. Оценки

типа Присли–Чжао и Гассера–Мюллера для многомерных неслучайных регулярных регрес-

соров предложены, соответственно, в [2] и [100]. Оценки типа Пристли–Чжао со случайными

одномерными регрессорами рассматривались в [190] (см. также [46], [146]), но только в случае

независимых и одинаково распределенных элементов. Имеется точка зрения (см., например,

[45]), что оценки типа Присли–Чжао и Гассера–Мюллера в ситуации многомерных случай-

ных регрессоров использовать затруднительно, если вообще возможно.

Задача равномерной аппроксимации оценок ядерного типа изучалась многими авторами

(см., например, [37], [58], [72], [95], [109], [115], [117], [135], [172], [176], [177], [192], [200], [220],

[260], [286] и ссылки там же).

Помимо оценивания собственно самой регрессионной функции f в модели (1), в случае

управляемого эксперимента естественным образом возникает задача планирования (опти-

мальной организации) эксперимента и, в частности, оптимального в том или ином смысле

выбора регрессоров в этой модели. В непараметрической регрессии подобные задачи доста-

точно сложны (см., например, [20]), поскольку те или иные критерии оптимальности (на-

пример, основанные на минимизации интегральной среднеквадратичной погрешности) зави-

сят, как правило, от неизвестных величин. Тем не менее, имеется ряд исследований в этом

направлении. Не претендуя на исчерпывающий обзор (и не ограничиваясь здесь лишь на-

правлением ядерного оценивания), для модели (1) с фиксированными регрессорами укажем

в качестве примеров работы [11], [20], [71], [87], [215], [256], а со случайными (речь идет об оп-

тимальном в том или ином смысле выборе плотности распределения независимых одинаково

распределенных регрессоров), — работы [42], [71] и [318].

В диссертационной работе в модели (1) предполагается, что неизвестная функция f пред-
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ставляет собой случайный процесс с почти наверное непрерывными траекториями. Такую

более общую постановку, нежели классическая, мы отчасти рассматриваем для того, чтобы

в качестве приложения использовать полученные результаты в задаче оценивания функций

среднего и ковариации случайного процесса. В связи со случайной регрессионной функцией

отметим, например, недавние работы [113], [159], [173], [180], [306], [308], [311], [315], [319]–

[321]. Во введении для простоты будем считать, что в модели (1) функция f неслучайна.

Перейдем к некоторым полученным результатам. Всюду далее, если не оговорено иное,

будем предполагать, что регрессоры {zi; i = 1, . . . , n} в модели (1) — это наблюдаемые слу-

чайные величины со значениям в [0, 1]k (вообще говоря, с неизвестными распределениями),

не обязательно независимые и одинаково распределенные. Регрессоры можно рассматривать

в схеме серий (т.е. они могут зависеть от n), так что данное предположение включает в се-

бя и модели с фиксированными регрессорами (например, модели с эквидистантным планом

эксперимента).

В разделах 1.1 и 1.2 рассматривается случай k = 1. Обозначим через K(t) плотность

симметричного распределения с носителем [−1, 1]. Считаем, что ядерная функция K(t) удо-

влетворяет условию Липшица с константой L ≥ 1 и K(±1) = 0. Определим также плотность

Kh(t) = h−1K(h−1t) с носителем на отрезке [−h, h]. Обозначим через zn:1 ≤ . . . ≤ zn:n эле-

менты вариационного ряда, построенного по элементам {zi; i = 1, . . . , n}. Положим zn:0 = 0,

zn:n+1 = 1 и ∆zni = zn:i−zn:i−1, i = 1, . . . , n+1. Отклик из (1), ассоциированный с порядковой

статистикой zn:i, обозначим через Xni. Такие ассоциированные случайные величины нередко

называют конкомитантами. Наконец, определим оценку f ∗
n,h(t) равенством

f ∗
n,h(t) =

∑n

i=1
XniKh(t− zn:i)∆zni∑n

i=1
Kh(t− zn:i)∆zni

. (3)

Заметим, что имеет место соотношение

f ∗
n,h(t) = argmin

a

n∑
i=1

(Xni − a)2Kh(t− zn:i)∆zni,

т.е. ядерная оценка f ∗
n,h(t), подобно классическим оценкам Надарая-Ватсона, является оцен-

кой взвешенного метода наименьших квадратов и принадлежит классу локально–постоянных

оценок. Но в методе наименьших квадратов предлагается использовать другие веса, опре-

деляемые порядковыми статистиками {zn:i}, а исходные наблюдения Xi заменить на кон-

комитанты Xni, ассоциированные с указанными порядковыми статистиками. Новые оценки

близки к оценкам, предложенным Пристли и Чжао [231], поскольку числитель дроби в (3)

представляет собой оценку типа Пристли–Чжао (см. определение в (2)). Важно подчеркнуть,
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что оценки Пристли–Чжао не являются равномерно состоятельными (см. [214]) и их иссле-

дование за редким исключением ограничивается лишь примерами неслучайных регрессоров.

Условие на регрессоры, обеспечивающее существование равномерно состоятельной оценки

в классе оценок (3), состоит в следующем.

(П1) Имеет место предельное соотношение δn = max
1≤i≤n+1

∆zni
p→ 0.

Таким образом, относительно регрессоров требуется лишь, чтобы они образовывали из-

мельчающееся разбиение области определения регрессионной функции, диаметр которого

стремится к нулю по вероятности c увеличением объема выборки. На наш взгляд, условие

вида (П1) весьма наглядно и по сути является необходимым для восстановления регрес-

сионной функции. Очевидно, что неслучайные регрессоры, регулярно заполняющие [0, 1],

удовлетворяют условию (П1). Если {zi} независимы и одинаково распределены, а отрезок

[0, 1] является носителем их общего распределения, то условие (П1) также выполнено. Ес-

ли {zi} — стационарная последовательность с условием α-перемешивания и маргинальным

распределением с носителем [0, 1], то условие (П1) также выполнено. Все другие известные

в литературе формы слабой зависимости регрессоров также влекут за собой условие (П1).

Но выполнение этого условия вполне возможно и для других типов зависимости, которая

может быть более сильной, нежели классические условия слабой зависимости (например,

когда не выполнены предельные теоремы типа законов больших чисел, см. подробности в

примерах 1.1 и 1.2 в главе 1).

Чтобы сформулировать основной результат раздела 1.1, нам дополнительно потребует-

ся следующее ограничение на погрешности в модели (1): при всех n ≥ 1 ненаблюдаемые

случайные величины {εi; i = 1, . . . , n} при всех i, j ≤ n и i ̸= j с вероятностью 1 удовлетво-

ряют условиям EFnεi = 0, supi≤n EFnε
2
i ≤ σ2, EFnεiεj = 0, где константа σ2 > 0 не зависит

от n, а символ EFn обозначает условное математическое ожидание относительно σ-алгебры

Fn, порожденной набором {zi; i = 1, . . . , n}. В приведенных условиях (за исключением (П1))

справедлива

Теорема 1 (Теорема 1.1). Для любого фиксированного h ∈ (0, 1/2) с вероятностью 1

выполнено

sup
t∈[0,1]

|f ∗
n,h(t)− f(t)| ≤ ωf (h) + ζn(h),

где ωf (h) = sup
t,s∈[0,1]:|t−s|≤h

|f(t)− f(s)|, а случайная величина ζn(h) такова, что

P (ζn(h) > y) ≤ Cσ2L2y−2h−2Eδn + P(δn > h/(8L)),

и C есть абсолютная положительная константа.
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Формально в теореме 1 не требуется выполнение условия (П1), но оценки для супремаль-

ной нормы, полученные в теореме, становятся, на наш взгляд, содержательными лишь в этом

случае. Аналогичное замечание справедливо во всех нижеприводимых утверждениях, в ко-

торых получены оценки для соответствующей супремальной нормы. Если выполнено (П1),

то ζn(h) = Op

(
(σ+1)Lh−1(Eδn)1/2

)
и в качестве размера окна h = hn можно взять, например,

решение уравнения h−1(Eδn)1/2 = ωf (h). Фактически таким образом выбранный размер окна

уравнивает по h порядок малости обоих слагаемых в правой части оценки для супремальной

нормы, приведенной в теореме 1.

Теорема 2 (Следствие 1.1). Пусть выполнены условия теоремы 1, предположение (П1)

и C есть произвольное подмножество равностепенно непрерывных функций в C[0, 1]. Тогда

γn(C) = sup
f∈C

sup
t∈[0,1]

|f ∗
n,hn(t)− f(t)| p→ 0,

где hn есть решение уравнения h−1
n (Eδn)1/2 = ωC

f (hn) при ωC
f (h) = supf∈C ωf (h). Кроме того,

выполнено γn(C) = Op

(
(σ + 1)LωC

f (hn)
)
.

Например, если Eδn = O(1/n) и C состоит из функций f(t), удовлетворяющих условию

Гельдера с показателем α ∈ (0, 1] и универсальной константой, то hn = O
(
n− 1

2(1+α)
)

и ωC
f (hn) =

O
(
n− α

2(1+α)
)
. В частности, если функции из C удовлетворяют условию Липшица (α = 1) с

универсальной константой, то γn(C) = Õp(n
−1/4).

Следующее утверждение (теорема 3 об асимптотической нормальности) может быть по-

лезно при построении доверительных интервалов для значений регрессионной функции f .

Положим

B2
n,h(t) = J−2

n,h(t)
n∑
i=1

K2
h (t− zn:i) (∆zni)

2,

Jn,h(t) =
n∑
i=1

Kh(t− zn:i)∆zni,

rn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

(f(zn:i)− f(t))Kh (t− zn:i)∆zni.

Теорема 3 (см. теорему 1.2). Пусть погрешности {εi} независимы и одинаково рас-

пределены, не зависят от регрессоров {zi}, Eε1 = 0, Eε21 = σ2, E|ε1|3 < ∞. Кроме того,

выполнены условия на ядро из теоремы 1, условие (П1), и при некотором t ∈ [0, 1] и h ≡ hn

имеет место соотношение

maxk≤nK
2
h (t− zn:k) (∆znk)

2
(∑n

j=1
K2
h (t− zn:j) (∆znj)

2
)−1 p→ 0.

Тогда B−1
n,h(t)

(
f ∗
n,h(t)− f(t)− rn,h(t)

) d−→ N1(0, σ
2).
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Таким образом, в работе предлагается класс оценок ядерного типа, асимптотические свой-

ства которого малочувствительны к структуре корреляции регрессоров. Важно подчерк-

нуть, что новые локально–постоянные оценки универсальны относительно стохастической

природы регрессоров и являются равномерно состоятельными не только в вышеуказанных

в обзоре случаях зависимости, но и для существенно иной корреляции наблюдений, когда

не выполняются условия эргодичности (например, классические условия перемешивания и

другие известные условия слабой зависимости). Отметим, что конструкция новых локально–

постоянных оценок (3) включает в себя суммы определенных образом взвешенных наблюде-

ний со структурой интегральных сумм Римана, что открывает возможность асимптотические

свойства оценок исследовать благодаря сближению интегральных сумм и соответствующих

интегралов. В работах предшественников выполнение по сути необходимых условий плотно-

го заполнения регрессорами области задания регрессионной функции в ситуации случайных

регрессоров достигалось, как правило, за счет тех или иных форм слабой зависимости, а

асимптотические свойства оценок исследовались, как правило, с использованием тех или

иных предельных теорем.

Интересно сравнить новые универсальные локально–постоянные оценки с классически-

ми локально–постоянными оценками, т.е. оценками Надарая–Ватсона. Оценки сравним в

среднеквадратичном смысле в следующей простой ситуации: регрессоры {zi} независимы,

одинаково распределены и не зависят от {εi}, погрешности {εi} независимы, одинаково рас-

пределены, центрированы, 0 < Eε21 = σ2 < ∞, а функция распределения F (t) случайной

величины z1 имеет непрерывно дифференцируемую положительную на (0, 1) плотность p(t).

Положим κ2 =
∫ 1

−1
u2K(u)du, ∥K∥2 =

∫ 1

−1
K2(u)du. Хорошо известен (см., например, [244],

[190]) следующий результат, связанный с асимптотическим поведением смещения и диспер-

сии оценок Надарая–Ватсона f̂NW (t), определенных в (2).

Предложение 1 (Предложение 1.1; Rosenblatt, 1969). Если n → ∞ и h → 0 так, что

h3n→ ∞, то для любого t ∈ (0, 1) имеют место соотношения

Ef̂NW (t)− f(t) =
h2κ2
2p(t)

(f ′′(t)p(t) + 2f ′(t)p′(t)) + o(h2), Df̂NW (t) ∼ σ2

hnp(t)
∥K∥2.

Асимптотическое представление соответствующих величин для оценки f ∗
n,h(t) содержится

в следующем утверждении.

Предложение 2 (Предложение 1.2). Пусть inf
t∈[0,1]

p(t) > 0, n → ∞ и h → 0 так, что

h
√
n/ log n → ∞, h−2Eδn → 0 и h−3Eδ2n → 0. Тогда при любом t ∈ (0, 1) справедливы

соотношения

Ef ∗
n,h(t)− f(t) =

h2κ2
2

f ′′(t) + o(h2), Df ∗
n,h(t) ∼

2σ2

hnp(t)
∥K∥2.
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Приведенный в предложениях 1 и 2 асимптотический анализ показывает, что в рассмат-

риваемых условиях дисперсия оценки Надарая–Ватсона f̂NW (t) асимптотически в два раза

меньше дисперсии оценки f ∗
n,h(t). Но среднеквадратичная погрешность любой оценки равна

сумме дисперсии и квадрата смещения, которое для двух сравниваемых оценок асимптоти-

чески определяется величинами f ′′(t)p(t) + 2f ′(t)p′(t) и f ′′(t)p(t) соответственно, так что за

счет разницы в смещениях можно нивелировать влияние дисперсии на погрешность. Дру-

гими словами, если стандартное отклонение погрешностей σ не сильно велико и справед-

ливо неравенство |f ′′(t)p(t) + 2f ′(t)p′(t)| > |f ′′(t)p(t)| , то оценка f ∗
n,h(t) может быть лучше

(в смысле поточечной среднеквадратичной погрешности), чем f̂NW (t). В противоположной

ситуации предпочтительнее оценка Надарая–Ватсона f̂NW (t). Указанный эффект подтвер-

ждают результаты компьютерного моделирования, приведенные в разделе 1.1.5). Ранее близ-

кий эффект в случае независимых одинаково распределенных регрессоров и сравнении оце-

нок Гассера–Мюллера и Надарая–Ватсона отмечался в [96]. Отметим, что коэффициент 2 в

асимптотическом представлении для дисперсии новой оценки может быть уменьшен до 1.5,

если в определении оценки f ∗
n,h(t) использовать иной вариант разбиения с отмеченными точ-

ками (разбиение Вороного; см. подробности в замечании 1.15).

В разделе 1.2 предложен и исследуется второй вариант новых универсальных оценок,

относящихся к классу локально–линейных ядерных оценок. Эти оценки проще всего опреде-

лить как первую координату вектора, на котором достигается минимум

min
(a,b)

n∑
i=1

(Xni − a− b(t− zn:i))
2Kh(t− zn:i)∆zni,

где величины zn:i, ∆ni и Xni введены выше перед формулой (3). Универсальные локально–

линейные оценки имеют близкие свойства с универсальными локально-постоянными оценка-

ми, определенными в (3). В частности, равномерную состоятельность оценок в обоих случа-

ях обеспечивает (относительно регрессоров) условие (П1). Качественное отличие этих двух

новых классов оценок наблюдается, например, в окрестностях граничных точек 0 и 1: для

оценки f ∗
n,h(t) в h-окрестностях указанных точек порядок малости смещения h, а для универ-

сальной локально–линейной оценки — порядок h2. Такая связь между новыми универсаль-

ными оценками представляется весьма естественной ввиду известной взаимосвязи в гранич-

ных точках между классическими оценками Надарая–Ватсона и классическими локально–

линейными оценками.

В разделе 1.3 рассматривается модель (1) при произвольном фиксированном k ≥ 1 и

получены обобщения некоторых результатов разделов 1.1 и 1.2 на случай оценивания слу-

чайной вещественнозначной регрессионной функции нескольких переменных (случайного
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поля). Приведем один из основных результатов. Для простоты считаем, что регрессоры

{zi, i = 1, . . . , n} в модели (1) попарно различны. В этом случае относительно этого набо-

ра предполагается выполненным следующее условие (см. условие (D2) и замечание 1.16).

(П2) Для каждого n существует такое разбиение k-мерного куба [0, 1]k на n измери-

мых по Жордану подмножеств {Pi, i = 1, . . . , n}, что каждый элемент этого разбиения

содержит ровно по одной точке из набора {zi; i = 1, . . . , n} (нумерация элементов разбие-

ния такова, что zi ∈ Pi), при этом δn = maxi≤n d(Pi)
p→ 0, где d(A) = supx,y∈A ∥x − y∥ –

диаметр множества, ∥ · ∥ — супремальная норма в Rk.

Другими словами, условие (П2) означает, что случайные величины {zi, i ≤ n} образуют ε-

сеть множества [0, 1]k при ε = δn с условием δn
p→ 0. Один из вариантов новых универсальных

оценок для функции f : [0, 1]k → R определяется равенством

f ∗
n,h(t) =

∑n

i=1
XiKh(t− zi)Λk(Pi)∑n

i=1
Kh(t− zi)Λk(Pi)

, (4)

где {Pi} есть разбиение множества [0, 1]k, введенное в условии (П2), Kh(s) = h−kK(h−1s) и

K(s), s ∈ Rk — ядерная функция. Нетрудно видеть, что

f ∗
n,h(t) = argmin

a

n∑
i=1

(Xi − a)2Kh(t− zi)Λk(Pi),

так что предлагаемые оценки относятся к классу локально–постоянных, но с некоторыми

иными весами, нежели в классическом варианте. Эти веса задаются мерой Лебега элементов

некоторого конечного случайного разбиения выборочного пространства регрессоров, введен-

ного в (П2). Подобные веса позволяют нам образовать конструкцию кратных интеграль-

ных сумм Римана в структуре предлагаемых ядерных оценок. Указанное разбиение с отме-

ченными точками можно построить, например, методом последовательных покоординатно-

медианных сечений или с помощью мозаики Вороного (см. подробности в разделе 1.3.3).

В диссертации доказана равномерная состоятельность и асимптотическая нормальность

оценок f ∗
n,h(t). Остановимся подробнее на первом свойстве оценок. Относительно ядра будем

считать, что функция K(s) является плотностью распределения с носителем [−1, 1]k, удо-

влетворяет условию Липшица с константой L ≥ 1 и K(−s) = K(s). Кроме того, существуют

константы ρ > 0 и h0 ∈ (0, 1] такие, что
∫
[0,1]k

Kh(t − x) Λk(dx) ≥ ρ при всех t ∈ [0, 1]k и

0 < h ≤ h0. Предполагается, что погрешности {εi} не зависят от {zi} и при всех n ≥ 1

случайные величины {εi; i = 1, . . . , n} образуют последовательность мартингал-разностей с

условием Mp = supi≤n E|εi|p < ∞ при некотором p > k и p ≥ 2, где Mp не зависит от n. В

приведенных условиях справедлива
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Теорема 4 (см. теорему 1.4). Для любого фиксированного h ∈ (0, h0) с вероятностью 1

выполнено

sup
t∈P

|f ∗
n,h(t)− f(t)| ≤ ωf (h) + ζn(h), (5)

где ωf (h) — модуль непрерывности f , а случайная величина ζn(h) > 0 такова, что

P (ζn(h) > y) ≤ Cρ−pMpL
py−ph−k(p/2+1)E(δkp/2n ) + P(δn > hmin{1, ρ(k2k+1L)−1});

константа C зависит от k и p.

В следующем утверждении величина hn выбирается так, чтобы минимизировать по h

порядок малости правой части соотношения (5).

Теорема 5 (Следствие 1.5). Пусть C — множество неслучайных равностепенно непре-

рывных функций из пространства C
(
[0, 1]k

)
. Тогда в условиях теоремы 4

γn(C) = sup
f∈C

sup
t∈[0,1]k

|f ∗
n,hn(t)− f(t)| p→ 0,

где hn определяется как решение уравнения E(δkp/2n ) = hk(p/2+1)
(
ωC
f (h)

)p при

ωC
f (h) = supf∈C ωf (h).

Кроме того, γn(C) = Õp(ω
C
f (hn)).

Второй класс новых оценок, исследуемых в работе, — универсальные локально–линейные

оценки. Эти оценки можно определить как первую координату (k + 1)-мерного вектора, на

котором достигается минимум

min
a,b

∑n

i=1

(
Xi −

(
a+ b⊤(t − zi)

))2
Kh(t − zi)Λk(Pi).

Явное представление для этих оценок, требующее введения матричных обозначений, а также

аналоги теорем 4 и 5, мы опускаем. Отметим лишь, что единственное условие на k-мерные

регрессоры {zi}, гарантирующее существование равномерно состоятельных оценок в данном

классе — это условие (П2) плотного заполнения регрессорами области определения функ-

ции f .

В разделе 1.4 исследуются оценки Надарая–Ватсона и классические локально–линейные

оценки. Цель данного раздела — ослабить известные ограничения на регрессоры, гарантиру-

ющие состоятельность (в смысле как поточечной, так и равномерной сходимости по вероят-

ности) указанных популярных ядерных оценок, а также реализовать для этих оценок идеи
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об общих и универсальных условиях на регрессоры в терминах плотных данных. Доказано,

что рассматриваемые классические ядерные оценки могут быть равномерно состоятельны-

ми не только в вышеуказанных в обзоре случаях слабой зависимости, но и для существенно

иной корреляции наблюдений, когда не выполняются свойства эргодичности. Каким обра-

зом удалось достичь этих целей? При изучении, например, асимптотических свойств оценки

Надарая–Ватсона, нередко принято отдельно исследовать асимптотическое поведение чис-

лителя и знаменателя дроби, определяющей эту оценку (см. определение (2)). При этом в

ситуации случайных регрессоров используются, как правило, те или иные формы предель-

ных теорем, что и объясняет известные в литературе условия на корреляцию наблюдений.

Оказывается, если указанную дробь исследовать «в целом» как аддитивную статистику с

нормированными весами и при этом для вывода равномерной состоятельности вместо оценок

в теоремах типа Гливенко–Кантелли (см., например, [220]) использовать метод диадических

цепочек, то условия на регрессоры удается получить лишь в терминах асимптотического по-

ведения числа регрессоров, попавших в ту или иную окрестность точек из области задания f .

Приведем результаты раздела 1.4, связанные с оценками Надарая–Ватсона, при этом для

простоты рассмотрим модель (1) при k = 1. Сохраним обозначение K(t) для плотности сим-

метричного распределения с носителем [−1, 1], при этом supt∈[0,1]K(t) ≤ L <∞ и существует

положительное δ ≤ 1 такое, что inf |t|≤δK(t) ≥ l > 0. Кроме того, относительно погрешно-

стей {εi} выполнено условие, введенное перед теоремой 1. Для любых z1, . . . , zn, h ∈ (0, 1) и

t ∈ [0, 1] положим Nn,h(t) = {i : |t − zi| ≤ h, 1 ≤ i ≤ n}. Обозначим через #(·) стандартную

считающую меру и введем следующее условие.

(П3) При всех фиксированных t ∈ [0, 1] и h ∈ (0, 1) имеет место предельное соотношение

#(Nn,h(t))
p→ ∞.

В приведенных условиях (за исключением (П3)) справедлива

Теорема 6 (Следствие 1.7). Для любого h ∈ (0, 1) и любого t ∈ [0, 1] c вероятностью 1

выполнено

f̂NW (t)− f(t) = Op

(
ωf (h) +

σ
√
L√

l#(Nn,δh(t))

)
.

Теорема 7 (Следствие 1.8) Если в условиях теоремы 6 выполнено предположение (П3),

то существует последовательность h = hn → 0, для которой при всех t ∈ [0, 1] имеет

место предельное соотношение f̂NW (t)
p→ f(t).

Отметим, что условие (П3), обеспечивающее поточечную состоятельность оценок Нада-

рая–Ватсона, эквивалентно условию (П1), гарантирующему равномерную состоятельность

новых универсальных оценок.
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Рассмотрим теперь вопрос о равномерной состоятельности оценки Надарая–Ватсона. Нам

потребуется следующее ограничение.

(П4) При всех h ∈ (0, 1) имеет место сходимость

∆n,h = sup
t∈[0,1]

sup|s|≤h#
3(Nn,h(t+ s))

#4(Nn,δh(t))

p→ 0.

Теорема 8 (Теорема 1.10). Пусть в условиях теоремы 6 функция K(t) непрерывно диф-

ференцируема на (0, 1) и supt∈[0,1] |K ′(t)| ≤ L <∞. Тогда для любого фиксированного h ∈ (0, 1)

с вероятностью 1 выполнено

sup
t∈[0,1]

|f̂NW (t)− f(t)| ≤ ωf (h) + ζn(h),

где ωf (·) — модуль непрерывности функции f , а ζn(h) есть последовательность положи-

тельных случайных величин, удовлетворяющих соотношению

ζn(h) = Op

(
σ(L/l)2

√
∆n,hh−1

)
.

Теорема 9 (Следствие 1.10). Если в условиях теоремы 8 выполнено предположение (П4),

то существует последовательность h = hn → 0, для которой supt∈[0,1] |f̂NW (t)− f(t)| p→ 0.

Таким образом, условие (П4) — это единственное ограничение на регрессоры {zi}, обес-

печивающее равномерную состоятельность оценок Надарая–Ватсона. В частности, (П4) вы-

полнено, если

∆′
n,h =

supt∈[0,1]#
3(Nn,h(t))

inft∈[0,1]#4(Nn,δh(t))

p→ 0.

В широких условиях величина #(Nn,h(t)) имеет порядок (в известном смысле) nh. Например,

в случае независимых одинаково распределенных регрессоров с распределением z1, имеющим

ограниченную и отделенную от нуля на отрезке [0, 1] плотность, а также в случае, когда ре-

грессоры удовлетворяют условию φ-перемешивания. Аналогичная оценка в широких услови-

ях справедлива, например, для неслучайных регулярных регрессоров. Можно построить при-

меры (см. пример 1.16), когда указанная оценка имеет место в случае сильно зависимых {zi}

для нестационарной последовательности, не удовлетворяющей закону больших чисел. Для

указанных {zi} величина ∆′
n,h имеет порядок O((hn)−1), что гарантирует выполнение (П4).

Сравнивая условия (П1) и (П4) отметим, что условие (П4) по сути предполагает более рав-

номерное плотное заполнение регрессорами области определения регрессионной функции,

нежели требуется в условии (П1) (см. пример 1.18). Полезно отметить, что результаты ком-

пьютерного моделирования, приведенные в разделах 1.1–1.3 показывают, что новые оценки
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в тех или иных ситуациях могут быть в известном смысле точнее классических аналогов

(оценок Надарая–Ватсона и локально–линейных оценок).

Раздел 1.5 завершает первую главу диссертации и посвящен оцениванию некоторых ха-

рактеристик случайного процесса. Постановка задачи следующая. Пусть f1(t), . . . , fn(t) —

это независимые копии некоторого почти наверное непрерывного случайного процесса f(t),

определенного на [0, 1]. Задача состоит в оценивании функций среднего µ(t) = Ef(t) и ко-

вариации ψ(t, s) = Cov{f(t), f(s)}, когда сами случайные функции {fi(t), i = 1, . . . , n} нам

неизвестны и мы наблюдаем лишь зашумленные их значения в некотором известном наборе

точек (вообще говоря, своем для каждой из этих функций). Обозначим через Xij зашумлен-

ное значение i-ой функции fi(t) при t = Zij, j = 1, . . . ,mi. Таким образом, нам даны пары

наблюдений {(Zij, Xij), i = 1, . . . n, j = 1, . . . ,mi} со следующей структурой:

Xij = fi(Zij) + εij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mi, (6)

где {εij} — ненаблюдаемые случайные погрешности, известные величины {Zij} могут быть

как случайными, так и детерминированными.

Оценивание функций среднего и ковариации случайного процесса f(t) по выборочным

данным со структурой (6) является фундаментальной задачей в так называемом функци-

ональном анализе данных (в широком смысле включающем в себя статистический анализ

данных, представленных в виде функций; см., например, [50], [159], [213], [129]) и многие

недавние работы по непараметрическому оцениванию были посвящены ее решению. Непол-

ный список таких работ включает, например, [27], [31]–[33], [113], [129], [157], [173], [180], [188],

[269], [285], [299], [306], [308], [311], [314], [315], [319], [320]. Оценки для функций среднего и

ковариации могут представлять как самостоятельный интерес, так и играть важную вспо-

могательную роль в том или ином последующем анализе (см., например, [129], [137], [159],

[173], [213], [287], [315]).

Приведем краткий обзор публикаций, связанных с рассматриваемой задачей. Мы не стре-

мимся представить всесторонний обзор данной активно развивающейся (особенно последние

два десятилетия) области непараметрического оценивания, и укажем лишь некоторые пуб-

ликации, представляющие те или иные направления. Подходы к решению указанной задачи

можно условно разделить на две основные группы: методы ядерного сглаживания ([113],

[157], [173], [269], [306], [308], [311], [314], [315], [319]–[321]) и сглаживание сплайнами ([31]–

[33], [102], [188], [238], [239], [285], [307]). Для рассматриваемой задачи наиболее часто исследу-

ются три вида асимптотических свойств оценок: равномерная состоятельность, ([129], [173],

[308], [315], [320]), L2-состоятельность ([31], [113], [315]), асимптотическая нормальность ([102],

[157], [306], [311], [315]). Вопросы интервального оценивания рассматриваются, например, в
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[32], [33], [53], [157], [188], [269], [285], [319]. В контексте рассматриваемой задачи исключи-

тельная важность свойства равномерной состоятельности оценок отмечается, например, в

работах [173] и [308].

Нас в первую очередь интересуют ограничения на регрессоры {Zij}, которые использу-

ются в модели (6), поэтому подробнее остановимся на основных ограничениях на элементы

{Zij}. Набор регрессоров в модели (6) может как изменяться от серии к серии, так и быть

одинаковыми для всех серий (в этом случае говорят об общем наборе регрессоров для каждой

из независимых реализаций случайного процесса). Те или иные общие наборы регрессоров

рассматривались, например, в [31]–[33], [53], [102], [238], [269], [285]. По стохастической при-

роде регрессоры принято рассматривать либо случайными ([27], [31], [113], [157], [173], [188],

[306], [308], [311], [314], [315], [319]–[321]), либо детерминированными ([31]–[33], [53], [102], [238],

[269], [284], [285]). Как и в классической постановке задачи непараметрической регрессии (1),

модели (6) со случайными или детерминированными регрессорами рассматриваются отдель-

но. Отметим, что в первом случае, как правило, предполагается, что случайные величины

{Zij} являются независимыми и одинаково распределенными (это условие используется во

всех указанных выше работах). Некоторые авторы подчеркивают (см., например, [113]), что

их результаты можно перенести и на слабо зависимые величины. Для детерминированных

регрессоров зачастую дополнительно требуется то или иное условие регулярности. Напри-

мер, один из популярных вариантов таких условий (см., например, [32], [33], [113], [269], [284],

[285]) — это требование так называемого общего эквидистантного плана, т.е. когда для любо-

го i выполнено mi = m и Zij = j/m при j = 1, . . . ,m. Другой вариант условий регулярности

можно найти, например, в [53].

Данные в модели (6) подразделяются на те или иные типы в зависимости от количества

наблюдений для той или иной реализации случайного процесса. Так, данные могут быть

в некотором смысле плотными, или разреженными (в английской терминологии — dense

functional data и sparse functional data, соответственно), или смешанными. Хотя в рассматри-

ваемой задаче не существует строгого разделения типов данных (см., например, [287], [315]),

тем не менее, данные принято относить к разреженным (неплотным) в одном из двух случа-

ях: либо когда количество наблюдений в каждой серии неслучайно и равномерно ограничено,

т.е. max1≤i≤nmi ≤ c и константа c не зависит от n ( [31], [113], [173], [320]), либо когда mi

случайны и являются независимыми копиями некоторой положительной целочисленной слу-

чайной величины ([306], [308], [319]). К плотным данным относят, например, случаи, когда

min1≤i≤nmi ≥ m(n) → ∞ ([31], [32], [53], [173], [269], [285], [311], [320]). Стоит отметить,

что в литературе основное внимание уделяется этим двум типам данных (разреженным или

плотным). Иные данные, в том числе смешанного типа, когда для некоторых реализаций
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случайного процесса данные могут быть плотными, а для других разреженными, рассмат-

ривались в [31], [173], [315].

Методологии оценивания функции среднего, используемые для плотных или разрежен-

ных данных, как правило, различны (см., например, [213], [287]). В ситуации растущего

объема наблюдений в каждой серии с увеличением числа серий (т.е. количества случайных

функций), естественно предварительно оценить случайную регрессионную функцию в каж-

дой серии, а затем провести усреднение по всем сериям (см., например, [31], [113], [311]). Для

разреженных данных такой способ построения оценки не будет работать в силу недостаточ-

ности информации, относящейся к каждой реализации, и зачастую наблюдения каким-либо

образом объединяют для заимствования информации друг у друга (см., например, [113], [308],

[315]). Имеется точка зрения (см., например, [287]), что оценивание для неплотных данных

нередко требует больше усилий, чем для плотных. Некоторые унифицированные подходы,

которые годятся как для плотных, так и для разреженных функциональных данных, можно

найти в [31], [173], [315].

В разделе 1.5 диссертации предложены новые универсальные классы равномерно состоя-

тельных оценок ядерного типа для функций среднего и ковариации как в случае разрежен-

ных, так и плотных данных. В отличие от работ предшественников, мы не накладываем на

регрессоры общепринятых условий регулярности или независимости, предлагаемые условия

нечувствительны к характеру корреляции регрессоров как внутри серии, так и между се-

риями. Так, при оценивании функции среднего в случае разреженных данных относительно

регрессоров лишь требуется, чтобы вся их совокупность из всех серий с ростом объема на-

блюдений с высокой вероятностью образовывала измельчающееся разбиение отрезка [0, 1] —

области определения случайного процесса, а для плотных данных подобное условие должно

быть выполнено для набора регрессоров каждой из серий.

Перейдем к некоторым полученным результатам. Считаем, что в модели (6) набор ре-

грессоров {Zij i = 1, . . . n, j = 1, . . . ,mi} состоит из наблюдаемых случайных величин со

значениями в [0, 1] и, вообще говоря, с неизвестными распределениями, при этом не обяза-

тельно независимых или одинаково распределенных. Для каждого i случайные величины

i-й серии {Zij, j = 1, . . . ,mi} могут зависеть от mi (если mi неслучайно) и n. В частности,

рассматриваемая нами схема включает в себя и ситуацию детерминированных регрессоров.

Рассмотрим сначала более сложную ситуацию — случай разреженных данных. Считаем,

что случайные функции {fi(t)} не зависят от {Zij} и supt∈[0,1]Df1(t) ≤ σ2
f <∞. Ограничения

на ядро K здесь те же, что и в теореме 1.

Приведем вкратце идею построения оценки для функции среднего µ(t). Пусть случайные

величины {mi} (не обязательно независимые или одинаково распределенные) не зависят от

28



{fi(t)} и {Zij}, а также не зависят от n. ПоложимN = m1+. . .+mn и поN элементам выборки

{Zij; i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mi} образуем вариационный ряд, элементы которого обозначим

через ZN :1 ≤ . . . ≤ ZN :N . Пусть N = lr + s, где l, r и s — целые, r неслучайно, а случайные

величины l и s таковы, что 1 ≤ s < r почти наверное (т.е. s — это остаток от деления N на

l, который во введении для простоты полагаем равным нулю). Считаем, что r = r(n) → ∞

и r = o(n), так что l = l(n) ≥ n/r также неограниченно возрастает с ростом n. Положим

ZN :0 = 0, ZN :N+1 = 1, ∆ZNl = ZN :N+1 − ZN :r(l−1), ∆ZNk = ZN :rk − ZN :r(k−1), k = 1, . . . , l − 1.

Таким образом, отрезок [0, 1] мы разбили на l попарно несовместных отрезков c длинами

∆ZN1, . . . ,∆ZNl, каждый из которых содержит по r точек. Определим теперь множества

H1 = {(i, j) : Zij ∈ [ZN :0, ZN :r]}, Hk = {(i, j) : Zij ∈ (ZN :r(k−1), ZN :rk]}, k = 2, . . . , l,

содержащие ровно по r пар индексов. Введем обозначения

Xk = r−1
∑

(i,j)∈Hk

Xij, fk = r−1
∑

(i,j)∈Hk

fi(Zij), εk = r−1
∑

(i,j)∈Hk

εij, k = 1, . . . , l.

Из уравнения (6) имеем Xk = fk + εk, k = 1, . . . , l. Но в силу введенных условий и опреде-

лений можно ожидать, что fk ≈ µ(t), где t ∈ (ZN :r(k−1), ZN :rk] (например, можно положить

t = ZN :rk). Иными словами, исходную задачу мы свели к следующей классической моде-

ли непараметрической регрессии: Xk ≈ µ
(
ZN :rk

)
+ εk, k = 1, . . . , l. Мы предлагаем оценить

функцию среднего µ(t) в этой модели регрессии с помощью метода ядерного сглаживания,

предложенного в разделе 1.1, что приводит нас к следующей оценке:

µ̂1(t) =

∑l

k=1
XkKh(t− ZN :rk)∆ZNk∑l

k=1
Kh(t− ZN :rk)∆ZNk

.

Относительно погрешностей считаем, что случайные величины {εij; i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mi}

при всех i, j, а также (i1, j1) ̸= (i2, j2), с вероятностью 1 удовлетворяют следующим условиям:

EFεij = 0, maxi,j EFε
2
ij ≤ σ2

ε , EFεi1j1εi2j2 = 0, где константа σ2
ε > 0 не зависит от n, символ

EF обозначает условное математическое ожидание при фиксации σ-алгебры F , порожденной

случайными величинами {Zij; i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mi} и {mi, i = 1, . . . , n}. В приведенных

условиях справедлива

Теорема 10 (см. теорему 1.13). Для любого фиксированного h ∈ (0, 1/2) с вероятно-

стью 1 выполнено

sup
t∈[0,1]

|µ̂1(t)− µ(t)| ≤ ωµ(h) + ωµ(δl) + ζl,r,h + ηl,r,

где δl = max1≤k≤l∆ZNk, ωµ(·) — модуль непрерывности функции µ(t), а случайные величины
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ζl,r,h и ηl,r таковы, что

P
(
ζl,r,h > y, δl ≤ h/(8L)

)
≤ Cσ2

εL
2y−2r−1h−2Eδl,

P(ηl,r > y) ≤ 2σ2
fM

3nr−2y−2 + P
(
maxi≤nmi > M

)
;

здесь C > 0 — абсолютная постоянная, а M — произвольное положительное число.

Из теоремы 10 вытекает, что условие на регрессоры, гарантирующее в случае разрежен-

ных данных существование равномерно состоятельной оценки для функции среднего, состоит

в следующем: δl
p→ 0 с ростом n. Теорема 10 универсальна и относительно стохастической

природы величин {mi} — количества наблюдений по сериям. Если δl
p→ 0 и выполнены все

ограничения, введенные перед теоремой 10, то имеют место следующие два утверждения,

включающие в себя оба популярных варианта разреженных данных, рассматриваемых в ра-

ботах предшественников.

Теорема 11 (Следствие 1.15). Пусть {mi} случайны и являются независимыми копиями

положительной целочисленной случайной величины, Emα
1 < ∞ при некотором α > 3 и

h→ 0, r−1h−2Eδl → 0, P(δl > h/(8L)) → 0, n(3+α)/(2α)r−1 → 0. Тогда sup
t∈[0,1]

|µ̂1(t)−µ(t)| p→ 0.

Теорема 12 (Следствие 1.17). Пусть {mi} неслучайны, maxi≤nmi ≤ c для некоторой

константы c, не зависящей от n, и h → 0, r−1h−2Eδl → 0, P(δl > h/(8L)) → 0, l/r → 0.

Тогда supt∈[0,1] |µ̂1(t)− µ(t)| p→ 0.

Определим теперь в случае разреженных данных оценку для второго смешанного мо-

мента φ(t, s) = Ef1(t)f1(s). Пусть {mi} неслучайны, mi ≥ 2 при всех i и maxi≤nmi ≤ c, где

константа c не зависит от n. Положим Ñ = Ñ(n) = m1(m1 − 1) + . . . + mn(mn − 1). Без

ограничения общности считаем, что Ñ = l̃ × r̃, где l̃ и r̃ — целые, при этом l̃ = l̃(n) → ∞

r̃ = r̃(n) → ∞. Пусть случайные погрешности {εij} независимы, одинаково распределены и

не зависят от {Zij} и {fi(·)}, при этом Eε11 = 0, E|ε11|p < ∞ при некотором p > 2. Кроме

того, E supt∈[0,1] |f1(t)|p < ∞, supt∈[0,1]Df 2
1 (t) < ∞. Относительно регрессоров предполагает-

ся выполненным следующее несколько более сильное предположение, нежели используемое

выше условие плотного заполнения всей совокупностью точек {Zij} отрезка [0, 1].

(П5) Все двумерные точки из набора {(Zij1 , Zij2), 1 ≤ j1 ̸= j2 ≤ mi, i = 1, . . . , n} попарно

различны и для каждого Ñ существует случайное разбиение множества [0, 1]2 на l̃ измери-

мых по Жордану подмножеств {Pk; k = 1, . . . , l̃} таких, что каждое подмножество Pk со-

держит ровно по r̃ двумерных точек из указанного набора, при этом δ̃l̃ = maxk≤l̃ d(Pk)
p→ 0,

где d(A) = supx,y∈A ∥x− y∥ и ∥ · ∥ — супремальная норма в R2.

При k = 1, . . . , l̃ введем обозначения

H̃k =
{(

(i, j1), (i, j2)
)
:
(
Zij1 , Zij2

)
∈ Pk

}
, X̃k = r̃−1

∑
((i,j1),(i,j2))∈H̃k

Xij1Xij2 .
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Оценку для φ(t, s) зададим равенством

φ̂1(t, s) =

∑l̃

k=1
X̃kKh(t− Zikj1k)Kh(s− Zikj2k)Λ2(Pk)∑l̃

k=1
Kh(t− Zikj1k)Kh(s− Zikj2k)Λ2(Pk)

,

где
(
Zikj1k , Zikj2k

)
— произвольная фиксированная точка, принадлежащую множеству Pk.

Отметим, что при построении оценки φ̂1(t, s) существенно используются методы ядерного

сглаживания из раздела 1.3. При выполнении вышеприведенных условий справедлива

Теорема 13 (Следствие 1.18). Пусть справедливы соотношения

h→ 0, r̃−p/2h−(p+2)Eδ̃p
l̃
→ 0, l̃/r̃ → 0, P

(
δ̃l̃ > h/(8L)2

)
→ 0.

Тогда sup(t,s)∈[0,1]2 |φ̂1(t, s)− φ(t, s)| p→ 0.

Оценку для функции ковариации ψ(t, s) можно определить теперь равенством ψ̂1(t, s) =

φ̂1(t, s)− µ̂1(t)µ̂1(s).

В более простой ситуации плотных данных в модели (6), т.е. когда mi = mi(n) → ∞, мы

следуем общепринятому подходу: сначала оцениваем случайные функции fi по наблюдениям

i-ой серии, а затем проводим соответствующие усреднения по всем сериям. Но при оценива-

нии функций fi, i = 1, . . . , n, мы используем методы ядерного сглаживания, предложенные

в диссертационной работе. Последнее обстоятельство и позволяет нам накладывать весьма

слабые ограничения на регрессоры. Точный вид оценок и формулировки утверждений об

их равномерной состоятельности мы во введении опускаем. Отметим лишь, что оценки для

функций среднего и ковариации имеют следующую структуру

µ̂2(t) =
1

n

n∑
i=1

f̂i(t), ψ̂2(t, s) =
1

n

n∑
i=1

f̂i(t)f̂i(s)− µ̂2(t)µ̂2(s),

где f̂i(t) — универсальная локально–постоянная оценка для fi(t), построенная по наблюде-

ниям i-ой серии. Условие на регрессоры, гарантирующее равномерную состоятельность этих

оценок, состоит в следующем: набор регрессоров каждой из серий c высокой вероятностью

образует измельчающееся разбиение области определения случайного процесса.

Разделы 1.1.7, 1.2.3 и 1.3.3 главы 1 содержат примеры компьютерного моделирования и

обработки реальных данных.

Вторая глава диссертационной работы посвящена задаче оценивания конечномерных

параметров моделей нелинейной регрессии. Суть проблемы, решению которой посвящен дан-

ный раздел, поясним следующим простым примером. Пусть требуется оценить одномерный
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параметр θ по выборке X1, . . . , Xn в случае, когда наблюдения имеют следующую структуру:

Xi = f(θ, zi) + εi, Eεi = 0, Eε2i = σ2/wi(θ), i = 1, . . . , n,

где f и {wi} — известные функции, точки {zi} неслучайны и известны, погрешности {εi}

независимы. Оценка квазиправдоподобия, являющая в такой постановке неоднородной мо-

дели нелинейной регрессии наилучшей в некотором классе оценок (см., например, [122]),

определяется уравнением

ψn(t) = 0 при ψn(t) =
n∑
i=1

wi(t)f
′(t, zi)

(
Xi − f(t, zi)

)
.

На рисунке 1 представлены графики функции ψn(t) для трех независимых реализаций вы-
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Рис. 1: Графики функции ψn(t) для трех независимых реализаций выборки {Xi, i = 1, . . . , 100}.

борки {Xi} в случае, когда f(t, zi) = wi(t) = z1it+ z2i cos t, zi = (z1i, z2i), σ2 = 0.25, θ = 1, по-

грешности имеют нормальное распределение и n = 100. Проблема оценивания в этом примере

связана с наличием нескольких корней уравнения ψn(t) = 0, определяющего оценку. Пред-

положим, что мы смогли определить все корни этого уравнения (точнее, их приближения).

Как из них выбрать корень, приближающий параметр? Надо сказать, что подобная ситуация

наличия нескольких корней у тех или иных уравнений, определяющих в известном смысле

оптимальные оценки, весьма типична для задач нелинейной регрессии (см., например, [266],

[267], [268], а также рис. 25–26 в главе 3). Отмеченная проблема выбора состоятельного корня

— это принципиальная статистическая сложность (см., например, монографии [122], [266],
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[278]), поэтому естественно ожидать, что и ее решение лежит в области статистических (а

не вычислительных) методов.

Во второй главе диссертационной работы предложены достаточно общие подходы к по-

строению явных αn-состоятельных или асимптотически нормальных оценок для широких

классов моделей нелинейной регрессии. Эти подходы тесно связаны с результатами главы 1

и предполагают плотное заполнение регрессорами некоторой области. Предлагаемые оцен-

ки могут быть использованы в качестве предварительных для одношаговых процедур. По

сути, если мы располагаем некоторой предварительной состоятельной оценкой, то мы по-

лучаем возможность выделить тот из корней интересующего нас уравнения, который, соб-

ственно, и приближает параметр. Так, в вышеприведенном примере одношаговая оценка

θ∗∗n = θ∗n−ψn(θ∗n)/ψ′
n(θ

∗
n), представляющая собой одну итерацию метода Ньютона для прибли-

женного поиска корней уравнения ψn(t) = 0 с состоятельной оценкой θ∗n в качестве начальной

точки, в широких условиях оказывается асимптотически эквивалентной оценке квазиправ-

доподобия.

Одношаговые оценки в тех или иных задачах нелинейной регрессии исследовались, на-

пример, в [47], [211], [212], [228], [251], [266] и др. Но во всех известных нам работах, за

исключением статьи [211], посвященной дробно–линейным моделям, существование предва-

рительной оценки лишь постулируется. Что касается явных оценок в задачах нелинейной

регрессии, то ранее такие оценки были известны, по-видимому, лишь для нескольких про-

стых регрессионных моделей с аддитивными погрешностями (см., например, [60], [160], [236],

[250], [331], [333], [339]–[341], [346]), которые, как оказалось, относятся к очень узкому классу

внутренне-линейных моделей (см. подробности далее и в разделе 2.1). Так что предлагаемые

в диссертации достаточно общие подходы к построению предварительных оценок параметров

нелинейной регрессии, по-видимому, не имеют аналогов в литературе.

Говоря о задачах нелинейной регрессии, нельзя не упомянуть такое важное направле-

ние стохастического анализа, как планирование эксперимента. Это направление относится,

в основном, к случаю, когда регрессоры неслучайны и управляемы. Имеется ряд публика-

ций, посвященных задачам планирования эксперимента в моделях нелинейной регрессии. В

качестве ориентира укажем монографии [6], [14], [86], [204], [330], [343] и статьи [55], [90],

[106], [107], [203], [205], [207], [206], [303], [304], в которых можно найти более подробные

библиографические сведения в указанной области. Надо сказать, что задачи планирования

эксперимента для нелинейных регрессионных моделей достаточно сложны и основная труд-

ность таких задач заключается в зависимости асимптотической ковариационной матрицы

оценок метода наименьших квадратов от истинных значений параметров. Таким образом,

оптимальные решающие правила, которые минимизируют, например, те или иные функцио-
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налы от ковариационной матрицы, также зависят от истинных значениях параметров. Что-

бы преодолеть эту трудность и уменьшить зависимость плана эксперимента от неизвестно-

го параметра, существует целый ряд подходов (локально–оптимальный, последовательный,

минимаксный, максиминный или байесовский). Например, в локально–оптимальных планах

неизвестное значение параметра заменяется некоторым приближением, при этом эффектив-

ность такой конструкции во многом зависит от качества этого начального приближения. При

последовательном подходе эксперимент разбивается на несколько этапов: на каждом этапе

параметр оценивается (например, численно с помощью метода наименьших квадратов), и

полученная оценка используется на последующем этапе планирования. Подчеркнем, что все

подобные подходы требуют некоторой дополнительной информации о параметре (например,

некоторой локализации истинного значения параметра в достаточно узкой области, знание

достаточно хорошей оценки параметра или априорного распределения неизвестного парамет-

ра). В монографии [343, стр. 132] можно найти следующую рекомендацию: если некоторый

функционал от информационной матрицы, участвующий в построении оптимального плана,

зависит от неизвестного параметра, то можно истратить малый относительно общего числа

экспериментов объем выборки на предварительную состоятельную оценку параметра, и да-

лее в вышеупомянутом функционале параметр заменить оценкой. В этом смысле идеология

планирования эксперимента в моделях нелинейной регрессии близка к идее одношагового

оценивания, основанной на использовании предварительной состоятельной оценки.

Отметим, что в задачах планирования эксперимента в нелинейной регрессии число так

называемых опорных точек планов нередко совпадает с размерностью параметра. Наша по-

становка задачи несколько иная, чем в задачах планирования эксперимента, поскольку мы

допускаем и ситуацию неуправляемого эксперимента. Как и в задачах непараметрической

регрессии, предлагаемые в диссертации подходы построения предварительных оценок уни-

версальны относительно стохастической природы регрессоров: регрессоры могут быть как

детерминированными, так и случайными. Одно из основных предположений, которое мы

нередко будем использовать, состоит (как и в главе 1) в плотном заполнении регрессорами

некоторой области. Это условие представляется естественным, например, для моделей со слу-

чайными регрессорами. Стоит отметить, что подобные модели весьма популярны, при этом

вычислительные сложности поиска оценок, о которых говорилось выше, в равной степени

присущи как моделям с детерминированными, так и со случайными регрессорами. Напри-

мер, в ситуации случайных регрессоров широко используется метод наименьших квадратов

или его модификации (см., например, [165], [130], [230], [232], [265], [283]). Так что построение

тех или иных предварительных оценок (с целью обойти вычислительные сложности поиска в

известном смысле оптимальных оценок) в полной мере актуально и для моделей нелинейной
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регрессии со случайными регрессорами.

Перейдем к краткому описанию результатов главы 2. В разделе 2.1 обсуждается поня-

тие внутренней линейности моделей. Напомним (см., например, [60], [236]), что к внутренне

линейным (intrinsically linear) или внешне нелинейным (nonintrinsically nonlinear) моделям

принято относить модели регрессии, для которых регрессионное уравнение можно транс-

формировать к линейному. Для таких моделей явные оценки параметров зачатую могут

быть построены методами линейного регрессионного анализа. Ранее считалось, что внут-

ренне линейными могут быть только модели с мультипликативными погрешностями (см.,

например, [236]). В диссертации уточнено и расширено определение внутренне линейных

моделей и установлено, что несколько известных моделей нелинейной регрессии с аддитив-

ными погрешностями удовлетворяют этому определению. Показано, что известные ранее

явные оценки для этих моделей, построенные исходя из тех или иных эвристических сообра-

жений, можно построить методами линейного регрессионного анализа, если под внутренней

линейностью понимать новое расширенное определение. Кроме того, показано, что одна из

известных интерпретаций внутренней линейности, основанная на трансформации регресси-

онного уравнения без учета погрешностей (см., например, монографию [10, стр. 34]), может

приводить к несостоятельным оценкам. Отметим, что возможность преобразования модели

регрессии с аддитивными погрешностями к линейной является скорее редким исключением,

нежели правилом. Поэтому и возникает необходимость разработки подходов к построению

явных оценок для собственно нелинейных моделей.

В разделах 2.2 и 2.3 предложены два подхода к построению явных оценок. Постановка

задачи следующая: наблюдения {Xi, i = 1, . . . , n} имеют структуру

Xi = f(θ, zi) + εi, i = 1, . . . , n, (7)

где f — некоторая известная функция, набор k-мерных регрессоров {zi} состоит из наблю-

даемых случайных величин в схеме серий со значениями в некотором множестве P ⊂ Rk,

{εi} — ненаблюдаемые случайные погрешности, которые также могут зависеть от n. Под-

черкнем, что условия на регрессоры включают в себя и ситуацию с детерминированными

регрессорами. Задача состоит в оценивании m-мерного параметра θ ∈ Θ.

В разделе 2.2 предложен способ построения оценок, непосредственно использующий непа-

раметрические ядерные методы главы 1. Эта методика близка к методологии метода мо-

ментов. Оценку для параметра θ в модели (7) предлагается искать как решение системы

уравнений
f(θ, tj) = f̂n(tj), j = 1, . . . ,m,

где f̂n(t) — непараметрическая ядерная оценка для регрессионной функции f(θ0, t) и θ0
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— истинное значение параметра θ. Набор точек {tj} подбирается так, чтобы эта система

была разрешима единственным образом и обратное отображение было бы непрерывным.

По сути, предлагается приравнять значения регрессионной функции в тех или иных точках

к соответствующим значениям ее состоятельной непараметрической оценки и решить эту

систему уравнений относительно неизвестногоm-мерного параметра. Число таких уравнений

(или что то же — указанных точек) должно совпадать с размерностью m параметра θ. В

качестве оценки f̂n(t) рекомендуется использовать универсальные ядерные оценки главы 1.

Приведем условия αn-состоятельности оценок в случае, когда в качестве f̂n(t) использует-

ся универсальная локально-постоянная ядерная оценка f ∗
n,h(t), введенная в (4) (нормировка

αn, как правило, будет иметь порядок не больше, чем n1/(k+2)). В приводимой далее теореме 14

предполагается, что погрешности {εi} и ядро K удовлетворяют условиям, используемым в

теореме 4, справедливо предположение (П2), P = [0, 1]k и ∥f∥ = supt∈[0,1]k |f(t)|.

Теорема 14 (Следствие 2.1). Пусть имеется непрерывное отображение G банахова

пространства (C[0, 1]k, ∥ · ∥) в Rm, для которого векторная функция g(θ) ≡ G
(
f(θ, ·)

)
яв-

ляется гомеоморфизмом открытого множества Θ на некоторую область пространства

Rm, отображение G и обратное отображение g−1 удовлетворяют условию Липшица в сво-

их пространствах, для каждого θ ∈Θ регрессионная функция f(θ, t) удовлетворяет усло-

вию Липшица по второму аргументу и не является постоянной функцией. Тогда оценка

θ∗n = g−1
(
G
(
f ∗
n,h

))
определена с вероятностью, стремящейся к 1, и является αn-состо-

ятельной, когда αn = o(h−1
n ) и hn =

(
E(δkp/2n )

) 1
p(k/2+1)+k .

В разделе 2.3 предложен другой подход к построению оценок для конечномерного пара-

метра θ в модели (7), основанный на использовании сумм определенным образом взвешен-

ных откликов и по сути повторяющий методологию первой главы. Как правило, этот подход

позволяет получать αn-состоятельные оценки с более высокой скоростью сходимости, чем

оценки первого метода. Одну из основных идей этого подхода опишем сначала в простейшей

ситуации, когда параметр θ ∈ Θ = (a, b) одномерный (границы a и b могут быть бесконеч-

ными с соответствующими знаками), регрессоры {zi} одномерны (k = 1) и с вероятностью 1

принадлежат некоторому конечному отрезку [c, d]. Прежде всего при каждом фиксирован-

ном n ≥ 1 упорядочим z1, . . . , zn по возрастанию: zn:1 ≤ . . . ≤ zn:n. Отклики и погрешности

из (7), ассоциированные с порядковой статистикой zn:i, обозначим соответственно Xni и εni.

В этом случае модель (7) примет вид

Xni = f(θ, zn:i) + εni, i = 1, . . . , n. (8)

Положим ∆zni = zn:i − zn:i−1, zn:0 = c, zn:n+1 = d.

Основным предположением является следующее (первая часть этого условия при c = 0 и
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d = 1 уже фигурировала в предположении (П1) первой главы).

(П6) Совокупность {zni} с ростом n образует измельчающееся разбиение отрезка [c, d]

в том смысле, что max1≤i≤n+1∆zni
p→ 0. Функция f(θ, z) интегрируема по Риману по z на

отрезке [c, d], при этом интеграл Римана T (t) =
∫ d
c
f(t, z)dz является строго монотонной

и непрерывной функцией.

Предположим дополнительно, что
∑n

i=1∆zniεni
p→ 0. Например, в силу (П5) это условие

выполнено, если при всех n ≥ 1 с вероятностью 1 supi≤n EFnε
2
i ≤ σ2 и EFnεiεj = 0 при всех

i, j ≤ n и i ̸= j, где константа σ2 > 0 не зависит от n, а EFn есть условное математическое ожи-

дание относительно σ-алгебры Fn, порожденной случайными величинами {zi; i = 1, . . . , n}

(т.е. выполнено в классической постановке, когда {zi} неслучайны, а погрешности есть цен-

трированная последовательность независимых одинаково распределенных случайных вели-

чин с конечным вторым моментом). Заметим, что с учетом (8) и (П6)

n∑
i=1

∆zniXni =
n∑
i=1

∆znif(θ, zn:i) +
n∑
i=1

∆zniεni,
n∑
i=1

∆znif(θ, zn:i)
p→ T (θ),

а потому при введенных условиях оценку θ∗n параметра θ естественно определить равенством

θ∗n = T−1
( n∑
i=1

∆zniXni

)
(9)

всюду, когда корректно задана правая часть (т.е. аргумент обратной функции T−1 лежит в

области ее определения). Отметим, что в указанных условиях оценка θ∗n из (9) определена с

вероятностью, стремящейся к 1, и является состоятельной.

Чтобы использовать предлагаемые оценки в одношаговых процедурах, требуется бо́ль-

шая точность, нежели просто состоятельность (см. результаты главы 3). Отметим, что в

широких условиях в приводимых далее теоремах 15 и 16 величина αn имеет порядок o(
√
n),

а величина D−1
n — порядок

√
n.

Теорема 15 (см. следствие 2.10). Пусть выполнено предположение (П6), функция T−1(t)

удовлетворяет условию Гельдера с показателем p ∈ (0, 1] и для некоторой последователь-

ности αn → ∞ справедливы соотношения

α1/p
n

n∑
i=1

∆zniεni
p→ 0, α1/p

n

n∑
i=1

ωf (∆zni)∆zni
p→ 0, α1/p

n ∆znn+1
p→ 0, (10)

где ωf (δ) = supt1,t2:|t1−t2|≤δ |f(θ, t1)− f(θ, t2)|. Тогда оценка θ∗n является αn-состоятельной.

Найдены также условия асимптотической нормальности оценки θ∗n той или иной степени

общности. Если регрессоры неслучайны, погрешности {εi} независимы, центрированы и име-

ют конечные и отличные от нуля вторые моменты, то справедливо следующее утверждение.
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Теорема 16 (см. следствие 2.3). Пусть выполнено предположение (П6), функция T (θ)

непрерывно дифференцируема и T ′(θ) ̸= 0. Кроме того, справедливы соотношения

D2
n =

n∑
i=1

(
∆zni

)2Eε2ni → 0 и D−1
n

n∑
i=1

∆zniεni
d−→ N1(0, 1),

а второе и третье условия из (10) выполнены при замене α1/p
n на D−1

n . Тогда имеет место

предельное соотношение D−1
n (θ∗n − θ)

d−→ N1

(
0, [T ′(θ)]−2

)
.

Важно подчеркнуть, что приведенная выше методология позволяет отказаться от усло-

вия плотного заполнения регрессорами всей области своих значений. Иногда при построении

оценки следует убрать из рассмотрения некоторое количество «лишних» наблюдений, что-

бы обеспечить выполнение нужных нам условий (в частности, (П6)). Конечно, мы теряем

при этом часть выборочной информации, но поскольку задача состоит в построении лишь

некоторой предварительной состоятельной оценки параметра, то данное обстоятельство не

столь существенно. Например, если регрессоры образуют измельчающееся разбиение только

части области своего задания (обозначим эту область «плотного» заполнения регрессорами

через A ⊂ R), то для построения оценки следует использовать только регрессоры, принадле-

жащие A, и соответствующие им отклики. Или, скажем, если функция T (t) =
∫
A
f(t, z)dz не

является строго монотонной и непрерывной, но существует подмножество Ao ⊂ A такое, что

функция To(t) =
∫
Ao
f(t, z)dz строго монотонна и непрерывна, то разумно при построении

оценки использовать лишь регрессоры, принадлежащие множеству Ao, и соответствующие

им наблюдения. Отметим, что указанное множество A может быть не обязательно односвяз-

ным, набор регрессоров может разбиваться на кластеры с условием измельчения в каждом.

Отметим еще, что вышеприведенные результаты распространяются на случай, когда d = ∞

и/или c = −∞; в частности, если d = ∞, то требуется, чтобы zn,n → ∞ и max1≤i≤n∆zni
p→ 0,

а интеграл Римана T (θ) =
∫∞
c
f(t, z)dz понимается как несобственный.

Более общая идея построения оценки θ∗n для одномерного параметра (иногда без условия

плотного заполнения регрессорами некоторой области) состоит в том, чтобы подобрать такие

hni ≥ 0, An и функции Tn(θ), для которых

n∑
i=1

hnif(θ, zn:i)− An − Tn(θ)
p→ 0 и

n∑
i=1

hniεni
p→ 0, (11)

где начиная с некоторого n функции Tn(θ) c вероятностью 1 строго монотонны и непрерывны,

а обратные функции T−1
n (t) равностепенно непрерывны. В этом случае оценка определяется

равенством

θ∗n = T−1
n

( n∑
i=1

hniXni − An

)
. (12)
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Например, выше при определении оценки (9) мы положили hni = ∆zni, An = 0 и Tn(θ) =

T (θ). Можно определить веса hni иначе: hni = g(zn:i)∆zni для некоторой подходящей функ-

ции g такой, чтобы обеспечить выполнение нужных условий (в том числе и строгую моно-

тонность и непрерывность функции T (θ), определяемой в этом случае равенством T (θ) =∫ d
c
g(z)f(t, z)dz). Используя конструкцию (12) с условиями (11), в ряде моделей удается оце-

нить параметр θ при нарушении условия max1≤i≤n∆zni
p→ 0 в случае, когда zn:n

p→ ∞ и

max1≤i≤n∆zni/zn:n
p→ 0 (например, для zi = i). При этом функция f(θ, z) может быть неин-

тегрируемой по z на луче [0,∞).

Приведем теперь схематично вид оценок в случае многомерных параметра и регрессо-

ров, опуская достаточные условия αn-состоятельности или асимптотической нормальности

предлагаемых оценок. Рассмотрим вначале случай, когда θ ∈ Θ =
∏m

j=1(aj, bj) ⊂ Rm, а

случайные величины {zi} по-прежнему с вероятностью 1 принадлежат конечному отрезку

[c, d] и образуют измельчающееся разбиение этого отрезка (см. (П6)). Пусть для простоты

m = 2. В предположении интегрируемости по Риману функции f(θ, z) по переменной z на

[c, d], выберем c′ ∈ [c, d] так, чтобы гарантировать гомеоморфность двумерного отображения

T(θ) = (T1(θ), T2(θ)), θ ∈ Θ, где

T1(θ) =

∫ c′

c

f(θ, z)dz, T2(θ) =

∫ d

c′
f(θ, z)dz.

И пусть дополнительно
∑n1

i=1 ∆zniεni
p→ 0 и

∑n
i=n1+1∆zniεni

p→ 0, где n1 таково, что zn:i ∈ [c, c′]

при i ≤ n1. В этом случае оценку θ∗n двумерного параметра θ определим равенством

θ∗n = T−1
( n1∑
i=1

∆zniXni,
n∑

i=n1+1

∆zniXni

)
.

Здесь мы учли, что в сделанных предположениях имеют место предельные соотношения∑n1

i=1∆znif(θ, zn:i)
p→ T1(θ),

∑n
i=n1+1∆znif(θ, zn:i)

p→ T2(θ) и воспользовались тождествами

n1∑
i=1

∆zniXni =

n1∑
i=1

∆znif(θ, zn:i) +

n1∑
i=1

∆zniεni,

n∑
i=n1+1

∆zniXni =
n∑

i=n1+1

∆znif(θ, zn:i) +
n∑

i=n1+1

∆zniεni.

Таким образом, по построению θ∗n
p→ T−1

(
T1(θ), T2(θ)

)
≡ θ. Оценивание многомерного

параметра θ произвольной размерности происходит аналогично.

В случае многомерных регрессоров {zi} в предлагаемом подходе оценивания использу-

ются конструкции кратных интегральных сумм Римана. Считаем, что при всех i c вероят-
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ностью 1 выполнено zi ∈ P ⊂ Rk, где множество P измеримо по Жордану, векторы {zi}

попарно различны и «плотно» заполняют P (подобное требование при P = [0, 1]k фигуриро-

вало в (П2)). В случае скалярного θ считаем, что f(θ, z) как функция k-мерного аргумента z

интегрируема по Риману на множестве P и интеграл Римана T (t) =
∫
P f(t, z)dz есть строго

монотонная непрерывная функция. В предположении, что
∑n

i=1 εiΛk(Pi)
p→ 0, состоятельная

оценка θ∗n задается равенством

θ∗n = T−1
( n∑
i=1

XiΛk(Pi)
)
.

Обоснованием выбора этой статистики является следующее соотношение

n∑
i=1

XiΛk(Pi) =
n∑
i=1

f(θ, zi)Λk(Pi) +
n∑
i=1

εiΛk(Pi)
p→ T (θ),

а потому θ∗n
p→ T−1

(
T (θ)

)
≡ θ. Обобщение на случай m-мерного параметра θ происходит

согласно схеме, изложенной выше.

Таким образом, второй из предлагаемых нами подходов основан на использовании сумм

определенным образом взвешенных откликов в зависимости от конфигурации k-мерных ре-

грессоров, главная часть которых представляет собой структуру интегральных сумм кратно-

го интеграла Римана. В итоге оценки имеют вид некоторых функций от сумм специальным

образом взвешенных откликов, при этом веса определяются лишь конфигурацией набора

регрессоров и не зависят от их распределений. В случае одномерных, вообще говоря, слу-

чайных регрессоров оценка представляет собой некоторую функцию от суммы взвешенных

откликов, ассоциированных с порядковыми статистиками, построенными по набору регрес-

соров, при этом в качестве весов можно брать спейсинги вариационного ряда, построенного

по выборке этих самых регрессоров. Стоит отметить, что предлагаемый нами подход отчасти

близок к методологии метода моментов. Но при этом лишь при одном условии «плотного»

заполнения регрессорами некоторой области устанавливается факт сходимости к кратно-

му риманову интегралу, который не зависит от распределений регрессоров. В этом состоит

принципиальное отличие от классического метода моментов, в котором, скажем, в случае од-

номерных независимых одинаково распределенных наблюдений (регрессоров) с известным

распределением интегральный функционал представляет собой математическое ожидание

регрессионной функции относительно распределения регрессоров (см. замечание 2.24 в раз-

деле 2.3.7). Так что интегральные функционалы метода моментов (среднее регрессионной

функции по распределению регрессоров) и предлагаемого нами подхода (среднее, c точно-

стью до константы, регрессионной функции по мере Лебега) принципиально различаются.
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Третья глава диссертационной работы посвящена асимптотическому анализу одноша-

говых оценок, связанных с M -оцениванием. Пусть X1, . . . , Xn — не обязательно независимые

и одинаково распределенные наблюдения произвольной природы, распределения которых

зависят от неизвестного параметра θ ∈ Θ (чтобы упростить изложение, ограничимся во

введении лишь случаем, когда Θ ⊂ R). Задача состоит в оценивании этого параметра по на-

блюдениям X1, . . . , Xn. Одним из общих методов получения оценок является M -оценивание

(см., например, монографии [325], [350], [38], [94], [149] [235], [254], [278], [279], [281] и др.),

которое нередко сводится к поиску корней уравнения

n∑
i=1

ψi(t,Xi) = 0 (13)

для того или иного набора функций {ψi(t, x)} с условием Eψi(θ,Xi) = 0 при всех i и θ ∈ Θ

(в дальнейшем символом θ мы будем обозначать истинное значение параметра, при этом

зависимость от него в операторах усреднения E и вероятностях P указываться не будет).

Лишь в редких случаях мы имеем дело с корнями уравнения (13) как с обычными ста-

тистиками, т.е. измеримыми функциями от выборки. Корни уравнения (13) вычисляются

при фиксированной выборке, при этом уравнение (13) может иметь случайное число корней

(различное число корней для различных выборок). Например, рисунок 26 (см. модель 5) в

подразделе 3.4.2 главы 3 иллюстрирует ситуацию, когда для одной выборки уравнение (13)

имеет один корень, для другой – пять корней, а для третьей – семь (см. также модель 8).

Что представляют собой корни с вероятностной точки зрения? Они могут быть определены

как измеримые отображения лишь части (измеримой) выборочного пространства (возмож-

но, очень незначительной по вероятностной мере). Именно такая ситуация реализуется, на-

пример, в случае оценивания параметра сдвига распределения Коши, когда мы исследуем

производную логарифмической функции правдоподобия. В этом случае уравнение (13) — это

алгебраическое уравнение степени 2n − 1. Количество интересующих нас действительных

корней этого уравнения есть случайная величина 1+2ζn, при этом неотрицательная случай-

ная величина ζn в пределе имеет распределение Пуассона с параметром 1/π (см. [237]). Иначе

говоря, в этом примере при всех достаточно больших n лишь один корень (совпадающий с

оценкой максимального правдоподобия) будет вещественным с вероятностью 1.

С точки зрения оценивания параметра естественно рассматривать лишь те из корней

уравнения (13), которые удовлетворяют этому уравнению на множестве выборок асимптоти-

чески полной меры (на оставшейся части выборочного пространства значения этих функций

можно доопределять произвольным образом). Таким образом, M -оценки разумно опреде-

лить как статистики θ̃n = θ̃n(X1, . . . , Xn), которые на множестве асимптотически полной
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меры являются решениями уравнения (13), т.е. P
( n∑
i=1

ψi(θ̃n, Xi) = 0
)
= 1− δn и δn → 0 (ана-

логичное определение можно найти, например, в [8]; см. также пример 3.2 из раздела 3.1.6).

Подчеркнем, что обычно функции {ψi(t, x)} в той или иной статистической постановке вы-

бираются таким образом, чтобы обеспечить желаемые свойства соответствующих M -оценок.

Пусть, например, Xi = fi(θ) + εi, Eεi = 0 и Eεi = σ2w−1
i (θ) при всех i, где функции {fi(·)}

и {wi(·)} известны, а параметр σ2 может быть неизвестным. Оценки квазиправдоподобия

(оптимальные в некотором классе; см., например, [122], а также раздел 3.4.1) определяются

здесь уравнением (13) при ψi(t,Xi) = wi(t)f
′
i(t)(Xi − fi(t)).

Впервые M -оценки были введены П. Хьюбером [132] в качестве обобщения оценок макси-

мального правдоподобия в случае однородной выборки (в [133] — для случая разнораспреде-

ленных наблюдений). С одной стороны, вопросы существования и асимптотические свойства

M -оценок при той или иной общности хорошо изучены (см., например, [325], [7], [120], [122],

[124], [178], [179], [226], [227], [278], [302] и библиографические ссылки там же, а также в

[228]). В частности, при некоторых условиях регулярности (см., например, [7]) M -оценки

асимптотически нормальны:

Qn,θ

(
θ̃n − θ

) d−→ N1(0, 1), (14)

где величины Qn,θ мы определим далее. С другой стороны, как уже отмечалось выше, вы-

числение M -оценок может быть связано не только с техническими трудностями, но и с прин-

ципиальными: если уравнение (13) имеет несколько корней, то возникает проблема выбора

состоятельного корня. Например, какой из корней уравнения (13) приближает параметр на

рисунках 25 и 26, приведенных в разделе 3.4.2 главы 3? Некоторые обсуждения, связанные

с этой проблематикой, можно найти, например, в [122], [266]–[268]).

В диссертации в первую очередь изучаются одношаговые M -оценки вида

θ∗∗n = θ∗n −
n∑
i=1

ψi(θ
∗
n, Xi)

(
n∑
i=1

ψ′
i(θ

∗
n, Xi)

)−1

, (15)

где θ∗n — некоторая предварительная оценка для θ, приближающая параметр с нужной нам

скоростью сходимости, а через ψ′
i(t,Xi) обозначены производные этих функций по перво-

му аргументу. Оценка θ∗∗n представляет собой одну итерацию метода Ньютона с начальной

точкой t = θ∗n для приближенного вычисления одного из корней уравнения (13). В силу состо-

ятельности θ∗n этот корень в широких условиях будет ближайшим корнем к θ (и этот корень,

тем не менее, может не быть M -оценкой; см. комментарии далее). Оценка θ∗∗n является одним

из вариантов так называемых одношаговых оценок.

В третьей главе диссертационной работы получены весьма общие условия для выполне-
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ния предельного соотношения

Qn,θ

(
θ∗∗n − θ

) d−→ N1(0, 1). (16)

Таким образом, одношаговая M -оценка θ∗∗n асимптотически нормальна с той же асимптоти-

ческой дисперсией, что и M -оценка θ̃n со свойством (14). Более того, достаточные условия

для сходимости (16) не влекут выполнение (14) (см. замечание 3.6 и комментарии далее).

Приведем обзор известных ранее результатов, связанных с одношаговыми оценками ви-

да (15) и некоторыми аналогами этой оценки (см. приводимую далее оценку (18)). В случае

независимых и одинаково распределенных наблюдений исследования таких оценок (в частно-

сти, оценок Фишера, определенных далее в (22)) содержатся в ряде монографий и статей (см.,

например, [138], [153], [168], [169], [254], [278], [280], [325], [332], [337], [338], [350] и ссылки там

же). Условия асимптотической нормальности той или иной степени общности можно найти

в [168], [169], [254], [278], [332], [337], [338]. Помимо задачи оценивания параметра, рассматри-

вается и сближение одношаговых M -оценок (а также их k-шаговых версий) и состоятельных

M -оценок. Так, асимптотическая эквивалентность
√
n(θ̃n−θ∗∗n )

p→ 0 одношаговых оценок Фи-

шера и состоятельных оценок максимального правдоподобия доказывается, например, в [325]

(см. также [138] и ссылки в [151]). В [138] и [280] установлено, что эта скорость сходимости

при некоторых дополнительных предположениях может быть улучшена. В частности, там

доказано, что n
(
θ∗∗n − θ̃n

)
= Op(1). В [153] найдено предельное распределение для n

(
θ∗∗n − θ̃n

)
,

не являющееся нормальным.

Известно, что предварительная оценка, используемая в одношаговых процедурах, мо-

жет иметь различную точность. Например, в [152] установлено следующее: если выполнено

nτ |θ∗n − θ| = Op(1) при τ ∈ (1/4, 1/2], то θ̃∗∗n − θ̃n = Op(n
−2τ ), где θ∗∗n — одношаговая оцен-

ка из [19], а θ̃n — M -оценка из [133]. Но практически во всех указанных выше работах,

связанных с одношаговыми оценками вида (15), в качестве предварительной оценки θ∗n рас-

сматриваются либо асимптотически нормальные оценки, либо чуть более широкий класс

так называемых
√
n-ограниченных оценок θ∗n, т.е. оценок, удовлетворяющих соотношению

√
n(θ∗n − θ) = Op(1). Исключение составляют монография [332] и работы [337], [338]. В част-

ности, в [332] (теорема 5.5.4) при доказательстве асимптотической нормальности одноша-

говой оценки Фишера предполагается выполненным условие n1/4-состоятельности оценки

θ∗n, т.е. сходимость n1/4(θ∗n − θ)
p→ 0. В [337] и [338] асимптотическая нормальность одно-

шаговых оценок доказана в широких условиях на точность предварительных оценок (от
√
n-ограниченных до n1/4-состоятельных). Отметим, что условие n1/4-состоятельности пред-

варительной оценки является минимальным достаточным ограничением на точность θ∗n для

асимптотической нормальности одношаговых M -оценок (см., например, [337], [338]) и необ-
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ходимым для асимптотической эквивалентности одношаговой M -оценки θ∗∗n и состоятельной

M -оценки θ̃n. Отметим еще, что методологически параграф 3.1 диссертации близок к работе

[338], поскольку некоторые утверждения указанного раздела диссертационной работы явля-

ются обобщениями результатов из [338] на случай разнораспределенных и не обязательно

независимых наблюдений и многомерного параметра.

В случае разнораспределенных и независимых выборочных данных некоторый вариант

условий асимптотической нормальности одношаговых оценок (15) приведен в монографии

[267] (стр. 135, предложение 5.7) и статье [47], при этом рассматривается лишь частный вари-

ант нормировок и точности предварительной оценки (условие
√
n-ограниченности). Другие

исследования асимптотического поведения одношаговых оценок (15) (как и рассматривае-

мых далее одношаговых оценок) в случае неоднородных выборок автору не известны.

Перейдем теперь к результатам третьей главы. В разделе 3.1 исследуются асимптотиче-

ские свойства оценки θ∗∗n , определенной в (15). В частности, доказано предельное соотноше-

ние (16). Чтобы сформулировать указанное утверждение об асимптотической нормальности

θ∗∗n (для простоты в случае одномерного параметра), нам потребуется следующее условие.

(П7). Даны наблюдения X1, X2, . . . , Xn со значениями в произвольном измеримом про-

странстве X и распределениями L1,θ, L2,θ, . . . ,Ln,θ, зависящими от параметра θ ∈ Θ ⊂ R,

где Θ — открытое множество (распределения могут зависеть от n и дополнительного па-

раметра σ ∈ Ξ произвольной природы). При любом i на множестве Θ×X заданы зависящие,

вообще говоря, от n измеримые функции ψi(t, x) и ψ′
i(t, x), при этом для каждого интервала

(t1, t2), целиком лежащего в Θ, при любом x ∈ X выполнено ψi(t2, x)−ψi(t1, x) =
t2∫
t1

ψ′
i(t, x)dt

и справедливы соотношения Eψi(θ,Xi) = 0, Eψ2
i (θ,Xi) < ∞, E|ψ′

i(θ,Xi)| < ∞. Кроме того,

начиная с некоторого n выполнено In,θ = E
( n∑
i=1

ψi(θ,Xi)
)2

> 0 и Jn,θ =
n∑
i=1

Eψ′
i(θ,Xi) ̸= 0, и

имеют место предельные соотношения

J−1
n,θ

n∑
i=1

ψ′
i(θ,Xi)

p→ 1, I
−1/2
n,θ

n∑
i=1

ψi(θ,Xi)
d−→ N1(0, 1),

I
−1/2
n,θ |Jn,θ| → ∞, lim sup En,θ(δ) → 0 при δ → 0,

где En,θ(δ) = |Jn,θ|−1
∑n

i=1
E sup
t∈Θ: |t−θ|≤δ

∣∣ψ′
i(t,Xi)− ψ′

i(θ,Xi)
∣∣.

Теорема 17 (см. теорему 3.1). Пусть выполнено условие (П7) и оценка θ∗n такова, что

I
−1/2
n,θ |Jn,θ||θ∗n − θ|En,θ(|θ∗n − θ|) p→ 0. (17)

Тогда одношаговая M -оценка θ∗∗n определена с вероятностью, стремящейся к 1, и имеет место

сходимость (16) при Qn,θ = I
−1/2
n,θ Jn,θ.
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Положим Q∗
n = (

∑n
i=1 ψ

2
i (θ

∗∗
n , Xi))

−1/2∑n
i=1 ψ

′
i(θ

∗
n, Xi).

Теорема 18 (Теорема 3.3). Пусть выполнены условия (П7), (17) и

J−2
n,θ

∑n

i=1

(
ψ′
i(θ,Xi)

)2 p→ 0, I−1
n,θ

∑n

i=1
ψ2
i (θ,Xi)

p→ 1.

Тогда Q∗
n

(
θ∗∗n − θ

) d−→ N1(0, 1).

Утверждение теоремы 18 может быть полезным при построении доверительных интер-

валов и проверке гипотез, поскольку нормирующий множитель Q∗
n является статистикой.

Отметим еще, что условие (17) включает в себя широкий спектр ограничений на точность

предварительной оценки θ∗n. Это условие связывает гладкость функций {ψi(·, ·)}, определяю-

щих одношаговую M -оценку, и скорость сближения предварительной оценки θ∗n и параметра

θ, которые нужны для асимптотической нормальности одношаговых M -оценок, при этом

точность θ∗n и гладкость функций {ψi(·, ·)} в известном смысле обратно пропорциональны

друг другу. В частности, условие (17) выполнено, когда величина En,θ(δ) и оценка θ∗n одно-

временно (для некоторого α из указанной области) удовлетворяют одному из следующих

двух предположений:

1) при некотором 0 ≤ α < 1 выполнено

lim sup En,θ(δ) = o(δα) при δ → 0 и
(
I
−1/2
n,θ |Jn,θ|

)1/(1+α)
|θ∗n − θ| = Op(1);

2) при некотором 0 < α ≤ 1 выполнено

lim sup En,θ(δ) = O(δα) при δ → 0 и
(
I
−1/2
n,θ |Jn,θ|

)1/(1+α)
|θ∗n − θ| p→ 0.

В частности, в двух крайних случаях получаем следующие ограничения на точность θ∗n:

|Jn,θ|I−1/2
n,θ |θ∗n−θ| = Op(1) при α = 0 и |Jn,θ|1/2I−1/4

n,θ |θ∗n−θ|
p→ 0 при α = 1. Таким образом, если

|Jn,θ|I−1/2
n,θ имеет порядок

√
n (в частности, в случае независимых одинаково распределенных

наблюдений), то указанные ограничения на точность θ∗n есть либо предположение о
√
n-

ограниченности, либо об n1/4-состоятельности предварительной оценки.

В разделе 3.1 исследуется также вопрос о минимальном достаточном ограничении на точ-

ность предварительной оценки θ∗n. Доказано (см. теорему 3.5), что при широких ограничени-

ях указанное выше условие
(
J2
n,θI

−1
n,θ

)1/4|θ∗n−θ| p→ 0 является необходимым для справедливости

соотношения Qn,θ

(
θ∗∗n − θ

)
+ ζn

p→ 0, где ζn
d→ N1(0, 1). Таким образом, данное ограничение

на точность θ∗n по сути необходимо для доказательства асимптотической нормальности (16)

одношаговой M -оценки θ∗∗n .

Одношаговым оценкам присуще еще одно интересное и несколько неожиданное свойство:

они могут обладать некоторыми нужными свойствами вне зависимости от поведения оце-

нок, определяемых соответствующим уравнением. Подобный факт отмечается, например,

в [19], [82], [168], [169], [228], [337], [338]. В частности, сходимость (16) может иметь место, в то

время как для соответствующей M -оценки θ̃n соотношение (14) не выполнено. По-видимому,
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впервые этот эффект был отмечен Л. Ле Камом [169] в случае оценок максимального правдо-

подобия для однородных выборок. Чем объясняется этот эффект? Оказывается, при весьма

слабых ограничениях (не гарантирующих состоятельность M -оценок из некоторого набо-

ра) в окрестности θ с вероятностью, стремящейся к 1, существует единственный корень θ̃n(θ)

уравнения (13), имеющий требуемую точность. Этот корень уравнения θ̃n(θ), не являющийся

статистикой, собственно и приближают одношаговые M -оценки. Если же существует состо-

ятельная M -оценка θ̃n, то P
(
θ̃n(θ) ̸= θ̃n

)
→ 0 и одношаговые M -оценки аппроксимируют

состоятельную M -оценку. В работе исследуется асимптотическое поведение ближайшего к

θ корня θ̃n(θ) уравнения (13) и некоторые смежные вопросы. В частности, доказано (см.

теорему 3.6), что при некоторых весьма слабых ограничениях имеет место предельное со-

отношение Qn,θ

(
θ̃n(θ) − θ

) d−→ N1(0, 1). В качестве иллюстрации вышесказанного в работе

также построен пример, когда имеются две M -оценки, они не состоятельны, в то время как

ближайшее к θ решение θ̃n(θ) соответствующего уравнения почти наверное сходится к θ (см.

пример 3.2 из раздела 3.1.6).

В диссертационной работе исследуются еще два типа одношаговых оценок. Во-первых,

рассматривается следующая модификация оценки θ∗∗n :

θ̂∗∗n = θ∗n − J∗−1
n

n∑
i=1

ψi(θ
∗
n, Xi), (18)

где статистика J∗
n такова, что J∗

nJ
−1
n,θ

p→ 1. Выбор J∗
n может быть очевиден, например, если

Jn,θ = Jn,θ,σ ≡ Jn(θ). Здесь проще всего положить J∗
n = Jn(θ

∗
n). Подобная ситуация реализу-

ется, например, в случае построения одношаговых приближений для оценок квазиправдопо-

добия и метода наименьших квадратов в задачах нелинейной регрессии.

Во-вторых, исследуются одношаговые взвешенные M -оценки. Эти оценки рассчитаны на

ситуацию, когда функции {ψi(t,Xi)} из (13) имеют структуру

ψi(t,Xi) = hi(t)ψ̃i(t,Xi) (19)

для некоторых функций hi(t). Подобная факторизация для функций {ψi(t,Xi)} естествен-

ным образом возникает в некоторых статистических задачах. Например, оценка метода наи-

меньших квадратов в задаче нелинейной регрессии при широких ограничениях определяется

уравнением
∑n

i=1 f
′
i(t)
(
Xi − fi(t)

)
= 0, где {fi(·)} — известные функции. Тем самым, можно

положить hi(t) = f ′
i(t) и ψ̃i(t,Xi) = Xi − fi(t).

Если функции hi(t) достаточно регулярные, то в окрестности истинного значения пара-

метра θ функции ψi(t,Xi) вида (19) и hi(θ∗n)ψ̃i(t,Xi) будут в известном смысле близкими. Это

позволяет надеяться, что в этой окрестности будут близки корни уравнения (13) в случае
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(19) и корни уравнения
n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψ̃i(t,Xi) = 0 (20)

(см. также рисунок 30 в разделе 3.4.2 главы 2). Используя один шаг метода Ньютона с

начальной точкой t = θ∗n для приближенного поиска решения уравнения (20), получаем так

называемую одношаговую взвешенную M -оценку

θ∗∗n,h = θ∗n −
n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψ̃i(θ

∗
n, Xi)

( n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψ̃

′
i(θ

∗
n, Xi)

)−1

.

В диссертационной работе найдены условия для выполнения предельных соотношений

Qn,θ

(
θ̂∗∗n − θ

) d−→ N1(0, 1) и Qn,θ

(
θ∗∗n,h − θ

) d−→ N1(0, 1). Таким образом, все три варианта

введенных выше одношаговых оценок эквивалентны в смысле асимптотической точности (см.

также (16)), но та или иная оценка может быть предпочтительнее. Например, в случае (19)

оценка θ∗∗n из (15) имеет вид

θ∗∗n = θ∗n −

∑n

i=1
hi(θ

∗
n)ψ̃i(θ

∗
n, Xi)∑n

i=1
hi(θ

∗
n)ψ̃

′
i(θ

∗
n, Xi) +

∑n

i=1
h′i(θ

∗
n)ψ̃i(θ

∗
n, Xi)

.

Тем самым, оценки θ∗∗n,h могут быть проще, нежели θ∗∗n , при этом конструкция θ∗∗n,h не пред-

полагает дифференцируемость функций hi(t). Для отмеченной выше задачи приближения

оценки метода наименьших квадратов в нелинейной регрессии последнее означает меньшие

условия на гладкость функций {fi(θ)}. Отметим, что для двух из трех вариантов одношаго-

вых оценок, указанных выше, условия асимптотической нормальности получены и в случае

многомерного основного параметра.

Раздел 3.3 посвящен одношаговому оцениванию по однородной выборке из однопарамет-

рического семейства распределений в случае, когда предварительная оценка сближается с

параметром достаточно медленно. Этот раздел применительно к задачам регрессии может

включать лишь очень частный случай, когда регрессоры и погрешности независимы и оди-

наково распределены, а их распределения известны. Однако, на наш взгляд, предлагаемый

подход улучшения точности медленно сходящихся предварительных оценок может быть пе-

ренесен и на более общие ситуации (например, те или иные варианты разнораспределенных

наблюдений). Итак, рассматривается задача оценивания числового параметра θ ∈ Θ ⊂ R по

выборке объема n из последовательности X1, X2, . . . независимых одинаково распределен-

ных случайных величин произвольной природы, распределение которых имеет плотность

fθ(·) относительно некоторой σ-конечной меры µ. В широких условиях некоторым эталоном

точности при оценивании неизвестного параметра θ принято считать оценку максимального
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правдоподобия θ̃n. Хорошо известно, что при выполнении некоторых условий регулярности

имеет место следующая сходимость:

√
n
(
θ̃n − θ

) d−→ N1(0, I
−1(θ)), (21)

где I(t) — информация Фишера, соответствующая плотности ft(x). Оценки, удовлетворяю-

щие соотношению (21), будем называть асимптотически эффективными. Стоит отметить,

что оценка θ̃n вычисляется в явном виде лишь для ограниченного круга распределений, при

этом поиск приближений для θ̃n итерационными процедурами может быть дополнительно

затруднен наличием большого числа локальных максимумов у логарифмической функции

правдоподобия. С вычислительной точки зрения более удобными, по сравнению θ̃n, могут

быть одношаговые оценки Фишера, определяемые равенствами

θ∗∗n1 = θ∗n − L′
n(θ

∗
n)/L

′′
n(θ

∗
n) или θ∗∗n2 = θ∗n + L′

n(θ
∗
n)(nI(θ

∗
n))

−1, (22)

где θ∗n — некоторая предварительная оценка параметра θ (как правило, оценка метода мо-

ментов), Ln(t) =
∑n

i=1 ln ft(Xi) — логарифмическая функция правдоподобия. Одношаговые

оценки Фишера асимптотически эффективны, как известно, в случае, когда предваритель-

ная оценка θ∗n является nβ-состоятельной (т.е. nβ(θ∗n − θ)
p→ 0 с ростом n) при β ≥ 1/4.

Но задача поиска явной асимптотически эффективной оценки может быть актуальной и в

ситуации, когда скорость сближения предварительной оценки и параметра оказывается мед-

леннее, чем n−1/4. Например, если плотность fθ(x) элементов выборки есть fθ(x) = (h+1)
θ(1+x/θ)2+h

при h ∈
(
0, 1/3

]
и x ≥ 0, то оценка по методу моментов θ∗n = h

n∑
i=1

Xi/n является лишь

nβ-состоятельной при β < h/(h+ 1) ∈ (0, 1/4].

Известно, что в случае медленно сходящей предварительной оценки ее точность можно

улучшить многократным применением метода Ньютона (см. подробности в разделе 3.1.8 и

замечании 3.18). В диссертационной работе предлагается другой подход: приведен алгоритм

построения новых одношаговых оценок, специально ориентированных на медленно сближа-

ющиеся с параметром предварительные оценки. Эти оценки «одношаговые» в том смысле,

что они позволяют за один шаг nβ-состоятельную оценку при β < 1/4 улучшить до асимп-

тотически эффективной, но шаг определяется уже не методом Ньютона, а несколько иным

преобразованием. Иными словами, нам хотелось бы понять, как можно «подправить», ска-

жем, информацию Фишера в (22), чтобы существенно улучшить точность соответствующей

оценки. Опишем кратко структуру этих новых оценок. Предположим, что при некотором
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натуральном k нам известна n1/2(k+2)-состоятельная оценка θ∗n,k параметра θ, т.е.

n1/2(k+2)(θ∗n,k − θ)
p→ 0.

Одношаговая асимптотически эффективная оценка задается соотношением

θ∗∗n,k = θ∗n,k + L′
n(θ

∗
n,k)

(
n∑
i=1

λk(θ
∗
n,k, Xi)

)−1

.

Здесь функция λk(θ, x) имеет структуру

λk(θ, x) = I(θ) + ck1,θ
f ′
θ(x)

fθ(x)
+ ck2,θ

f ′′
θ (x)

fθ(x)
+ . . .+ ckk,θ

f
(k)
θ (x)

fθ(x)
,

где ck1,θ, ..., ckk,θ — решения некоторой системы линейных уравнений, дифференцирование

производится по переменной θ и через f (k)
t (x) обозначена k-я производная плотности ft(x)

по t. В частности, при k = 1 (т.е. в случае n1/6- состоятельности предварительной оценки)

одношаговая оценка определяется соотношением

θ∗∗n,1 = θ∗n,1 +
L′
n(θ

∗
n,1)

nI(θ∗n,1) + L′
n(θ

∗
n,1)c(θ

∗
n,1)

при c(θ) =
1

2I(θ)

∫
f ′
θ(x)f

′′
θ (x)

fθ(x)
µ(dx).

Доказано (см. теоремы 3.10, 3.11 и следствие 3.2), что в широких условиях одношаго-

вые оценки θ∗∗n,k асимптотически эффективны. Как видно из приведенных выше определе-

ний, оценки θ∗∗n,k отличаются от одношаговой оценки Фишера θ∗∗n2 наличием некоторых до-

полнительных слагаемых в знаменателе соответствующей дроби, при этом количество этих

слагаемых определяется скоростью сходимости предварительной оценки θ∗n,k (т.е. задается

значением k). Кроме того, от значения k зависят и коэффициенты ck1,θ, ..., ckk,θ, задающие

эти аддитивные добавки. Тем самым, с ростом k не только добавляется соответствующее

количество слагаемых, но при каждом новом k заново пересчитываются и коэффициенты

ck1,θ, ..., ckk,θ.

Заключительный раздел 3.4 главы 3 диссертации посвящен компьютерному моделирова-

нию, связанному с одношаговыми процедурами приближения оценок квазиправдоподобия и

метода наименьших квадратов в задачах нелинейной регрессии.
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1 Непараметрическая регрессия

В этой главе в первую очередь (в разделах 1.1-1.4) рассматривается следующая модель

непараметрической регрессии.

(M1) Даны наблюдения X1, . . . , Xn, которые представимы в виде

Xi = f(zi) + εi, i = 1, . . . , n, (23)

где неизвестная (возможно, случайная) вещественнозначная функция f(t), t ∈ P, с веро-

ятностью 1 непрерывна на некотором компакте P ⊂ Rk (значение k ≥ 1 фиксировано);

{zi; i = 1, . . . , n} есть набор наблюдаемых k-мерных случайных величин с, вообще говоря,

неизвестными распределениями со значениями в P, не обязательно независимых или оди-

наково распределенных, при этом случайные величины {zi; i = 1, . . . , n} могут зависеть

от n.

Одна из наших задач состоит в том, чтобы при минимальных ограничениях на регрессо-

ры {zi} по наблюдениям {(zi, Xi); i = 1, . . . , n} построить равномерно состоятельные оценки

ядерного типа для регрессионной функции f(t).

Относительно погрешностей мы будем предполагать выполненным одно из следующих

двух ограничений.

(E1) При всех n ≥ 1 ненаблюдаемые случайные погрешности {εi; i = 1, . . . , n} с вероят-

ностью 1 при всех i, j ≤ n, i ̸= j, удовлетворяют следующим условиям:

EFnεi = 0, sup
i≤n

EFnε
2
i ≤ σ2 <∞, EFnεiεj = 0,

где константа σ2 > 0 неизвестна и не зависит от n, а символ EFn обозначает условное

математическое ожидание при фиксации σ-алгебры Fn, порожденной набором регрессоров

{zi; i = 1, . . . , n}.

(E2) При всех n ≥ 1 ненаблюдаемые случайные погрешности {εi; i = 1, . . . , n} образуют

последовательность мартингал-разностей с условием

Mp = sup
i≤n

E|εi|p <∞ при некотором p > k и p ≥ 2,

где Mp не зависит от n. Предполагается также, что набор {εi} не зависит от {zi} и

случайной регрессионной функции f(·), при этом элементы {εi, i = 1, . . . , n} могут зависеть

от n.

Относительно ядра сглаживания всюду считаем выполненным следующее условие.

(K) Ядерная функция K(t), t ∈ Rk является плотностью распределения c носителем
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[−1, 1]k, т.е. K(t) ≥ 0 при всех t ∈ [−1, 1]k и
∫
[−1,1]k

K(t)dt = 1. Кроме того, K(t) = K(−t)

при всех t ∈ [−1, 1]k.

Нам также потребуется обозначение Kh(t) = h−kK(h−1t). Понятно, что Kh(t) является

плотностью распределения на [−h, h]k.

З а м е ч а н и е 1.1. Подчеркнем, что модель (M1) включает в себя и ситуацию фиксирован-

ных регресоров {zi}. Исключительно для простоты в качестве P мы будем рассматривать,

как правило, куб [0, 1]k. В общем случае в качестве P можно рассматривать произвольное

измеримое по Жордану множество P ⊂ Rk. Отметим еще, что в качестве ядра K(t) можно

выбирать функции вида K(t) =
k∏
j=1

Ko(tj), где Ko(·) есть плотность симметричного распре-

деления с носителем [−1, 1]. □

Условимся, что символ PFn обозначает условную вероятность при фиксации σ-алгебры Fn,

введенной в условии (E1). Для любого x ∈ R+ символ ⌈x⌉ есть минимальное натуральное

число, большее или равное x. Нам потребуется обозначение для модуля непрерывности той

или иной функции g одного или k аргументов, заданной соответственно на отрезке [0, 1] или

единичном k-мерном кубе [0, 1]k:

ωg(h) = sup
x,y: ∥x−y∥≤h

|g(x)− g(y)|,

где для k-мерного аргумента обозначение ∥ · ∥ — это супремальная норма в Rk, а для одно-

мерного — обычный модуль.

Глава устроена следующим образом. В разделах 1.1 и 1.2 изучаются новые универсальные

локально–постоянные и локально–линейные оценки ядерного типа в случае k = 1. В разде-

ле 1.3 приведены обобщения некоторых результатов разделов 1.1 и 1.2 на случай оценивания

случайной вещественнозначной регрессионной функции нескольких переменных (случайного

поля). В разделе 1.4 рассматриваются вопросы состоятельности оценок Надарая–Ватсона и

классических локально–линейных оценок. Задаче оценивания функций среднего и ковариа-

ции непрерывного случайного процесса посвящен раздел 1.5.

Результаты главы опубликованы в работах [351]–[355] и [357]–[360].

1.1 Универсальные локально–постоянные оценки

1.1.1 Основные результаты. Равномерная состоятельность

Всюду в этом разделе предполагаем выполненным условие (M1) при k = 1 и P = [0, 1].

Обозначим через zn:1 ≤ . . . ≤ zn:n элементы вариационного ряда, построенного по выборке
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{zi; i = 1, . . . , n}. Положим

zn:0 = 0, zn:n+1 = 1 и ∆zni = zn:i − zn:i−1, i = 1, . . . , n+ 1.

Наблюдения (отклики) из регрессионного уравнения (23), ассоциированные с порядковой

статистикой zn:i, обозначим через Xni.

Нам потребуется еще два предположения.

(K1) Выполнено условие (K) при k = 1, ядерная функция K(t) удовлетворяет условию

Липшица с константой L ≥ 1 и K(±1) = 0.

(D1) Имеет место предельное соотношение δn = max
1≤i≤n+1

∆zni
p→ 0.

Подчеркнем, что условие (D1) — это единственное условие на регрессоры, которое га-

рантирует существование состоятельных в равномерной норме оценок для регрессионной

функции f ∈ C[0, 1]. Это центральное условие мы подробнее обсудим далее.

Оценку для функции f определим равенством

f ∗
n,h(t) =

∑n

i=1
XniKh(t− zn:i)∆zni∑n

i=1
Kh(t− zn:i)∆zni

. (24)

Заметим, что

f ∗
n,h(t) = argmin

a

n∑
i=1

(Xni − a)2Kh(t− zn:i)∆zni,

т.е. оценки (24), как и классические оценки Надарая–Ватсона, являются оценками взвешен-

ного метода наименьших квадратов и относятся к классу локально–постоянных оценок. Но в

методе наименьших квадратов используются другие веса, определяемые порядковыми стати-

стиками, построенным по набору регрессоров, а вместо исходных наблюдений Xi участвуют

наблюдения Xni, ассоциированные с соответствующими порядковыми статистиками.

Основной результат раздела содержит следующее утверждение.

Теорема 1.1. Пусть выполнено условие (M1) при k = 1 и P = [0, 1], а также условия (E1)

и (K1). Тогда для любого фиксированного h ∈ (0, 1/2) с вероятностью 1

sup
t∈[0,1]

|f ∗
n,h(t)− f(t)| ≤ ωf (h) + ζn(h),

где случайная величина ζn(h) такова, что

P
(
ζn(h) > y

)
≤ Cσ2L2y−2h−2Eδn + P(δn > h/(8L))

и C – абсолютная положительная константа.
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З а м е ч а н и е 1.2. Отметим, что формально в теореме 1.1 не требуется выполнения условия

(D1), но оценки, полученные в теореме, становятся, на наш взгляд, содержательными лишь

в этом случае. Поскольку δn ≤ 1, то при выполнении условия (D1) имеет место предельное

соотношение Eδn → 0. Следовательно, с учетом теоремы 1.1 можно утверждать, что ζn(h) =

Op

(
(σ + 1)Lh−1(Eδn)1/2

)
. Таким образом, h можно определить, к примеру, соотношением

hn = sup
{
h > 0 : P

(
ωf (h) ≥ h−1(Eδn)1/2

)
≤ h−1(Eδn)1/2

}
. (25)

Нетрудно видеть, что при выполнении (D1) имеют место предельные соотношения hn → 0 и

h−1
n (Eδn)1/2 → 0. Фактически величина hn уравнивает по h порядок малости по вероятности

обоих слагаемых в оценке для супремальной нормы в теореме 1.1.

Заметим, что в ситуации неслучайной f можно выбрать h ≡ hn как решение уравнения

h−1(Eδn)1/2 = ωf (h). (26)

Понятно, что это решение будет стремиться к нулю с ростом n.

Соотношения (25) и (26) позволяют нам получить порядок малости оптимального h, но

не само оптимальное h. На практике h может быть выбрано, например, так называемой

перекрестной проверкой (кросс-валидацией). □

Из теоремы 1.1 и замечания 1.2 нетрудно извлечь

Следствие 1.1. Пусть функция f в модели (M1) при k = 1, P = [0, 1] неслучайна, выпол-

нены условия (E1), (K1), (D1) и C есть произвольное подмножество равностепенно непре-

рывных функций в C[0, 1]. Тогда

γn(C) = sup
f∈C

sup
t∈[0,1]

|f ∗
n,h̃n

(t)− f(t)| p→ 0,

где размер окна h̃n определяется уравнением (26) при замене модуля непрерывности ωf (h)

универсальным модулем ωC
f (h) = sup

f∈C
ωf (h). Кроме того, γn(C) = Op

(
(σ + 1)LωC

f (h̃n)
)
.

З а м е ч а н и е 1.3. Нетрудно видеть, что для неслучайной f модуль непрерывности

в (26) можно заменить той или иной верхней границей для ωC
f (h), получая соответствующую

верхнюю границу для γn(C). Рассмотрим случай, когда Eδn = O(1/n). Если C состоит из

функций f , удовлетворяющих условию Гельдера с показателем α ∈ (0, 1] и универсальной

константой, то h̃n = O
(
n− 1

2(1+α)

)
и ωC

f (h̃n) = O
(
n− α

2(1+α)

)
. В частности, если функции из C

удовлетворяют условию Липшица (α = 1) с универсальной константой, то γn(C) = Õp

(
n−1/4

)
.

Из теоремы 1.1 и замечания 1.2 получаем
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Следствие 1.2. Пусть выполнено условие (M1) при k = 1 и P = [0, 1], условия (E1),

(K1), (D1), а модуль непрерывности случайной регрессионной функции f допускает оценку

ωf (h) ≤ ζd(h) п.н., где ζ > 0 – собственная случайная величина и d(h) положительная

непрерывная неслучайная функция с условием d(h) → 0 при h→ 0. Тогда

sup
t∈[0,1]

|f ∗
n,ĥ(n)

(t)− f(t)| p→ 0,

где величина ĥn определена в (26) при замене ωf (h) на функцию d(h).

З а м е ч а н и е 1.4. Обсудим подробнее условие (D1). Понятно, что неслучайные (это есть

случай неодинаково распределенных {zi}, зависящих от n) и в том или ином смысле регуляр-

ные регрессоры удовлетворяет условию (D1) . Хорошо известно, что в случае независимых

и одинаково распределенных {zi} и существования отделенной от нуля на [0, 1] плотности

распределения z1, с вероятностью 1 выполнено δn = O
(
logn
n

)
(см. детали в подразделе 1.1.5,

лемма 1.5).

Вообще в случае одинаково распределенных {zi} для выполнения (D1) можно требовать,

чтобы при всех δ ∈ (0, 1)

pn(δ) ≡ sup
|∆|=δ

P

(⋂
i≤n

{zi /∈ ∆}

)
→ 0, (27)

где супремум берется по всем интервалам ∆ ⊂ [0, 1] длины δ. В самом деле, для любого

натурального N > 1 разобьем отрезок [0, 1] на N интервалов ∆k, k = 1, . . . , N , длины 1/N .

Имеем

P
(

max
1≤i≤n+1

∆zni >
2

N

)
≤

N∑
k=1

P

(⋂
i≤n

{zi /∈ ∆k}

)
≤ N max

k
P

(⋂
i≤n

{zi /∈ ∆k}

)
≤ Npn(1/N),

поскольку событие
{

max
1≤i≤n+1

∆zni > 2/N
}

влечет существование интервала ∆k длины 1/N ,

не содержащего точек {zi}. Тем самым из условия (27) следует предельное соотношение

max
i≤n+1

∆zni
p→ 0. В частности, если {zi} независимы, то pn(δ) = e−c(δ)n и c(δ) > 0, т.е. {zi} с

ростом n образуют измельчающееся разбиение отрезка [0, 1].

Если {zi; i ≥ 1} — стационарная последовательность с условием α-перемешивания и мар-

гинальным распределением с носителем [0, 1], то условие (D1) также выполнено. Действи-

тельно, соотношение вида (27) следует из аналогичного соотношения для любой подпосле-

довательности случайных величин {zjr}, в частности, для «разреженного» набора индексов

{jr} с условиями (jr+1 − jr) = m → ∞ при j1 = 1 и m = o(n). Так что при условии α-

перемешивания исходной последовательности {zi} соотношение (27) также будет выполнено,
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поскольку

P

(
ñ⋂
r=1

{zjr /∈ ∆k}

)
≤ P

(
zj1 /∈ ∆k

)
P

(
ñ⋂
r=2

{zjr /∈ ∆k}

)
+ α(m) ≤ . . .

. . . ≤ Pñ
(
z1 /∈ ∆k

)
+ α(m)

(
1 + P

(
z1 /∈ ∆k

)
+ P2

(
z1 /∈ ∆k

)
+ . . .+ Pñ−1

(
z1 /∈ ∆k

))
,

в силу чего

N sup
∆: |∆|=1/N

P

(
ñ⋂
r=1

{zjr /∈ ∆}

)
≤ Npñ + α(m)

N

1− p
.

Здесь p = sup
∆: |∆|=1/N

P(z1 /∈ ∆) < 1, α(m) → 0 при m → ∞ и число ñ есть максимальное

натуральное такое, что 1 + (ñ− 1)m ≤ n.

Если регрессоры {zi} не зависят от n, то сходимость по вероятности в условии (D1) эк-

вивалентна сходимости с вероятностью 1. □

Отметим, что все известные автору типы зависимости регрессоров влекут за собой усло-

вие (D1) и выполнение подобного условия в ситуации случайных регрессоров в работах пред-

шественников достигается, как правило, за счет тех или иных форм слабой зависимости слу-

чайных величин. Заметим, что зависимость случайных величин {zi} в условии (D1) может

быть более сильной. Этот факт мы продемонстрируем в нижеследующих примерах 1.1 и 1.2.

П р и м е р 1.1. Рассмотрим последовательность равномерно распределенных на [0, 1] случай-

ных величин, каждую из которых можно представить в виде равновесной смеси случайных

величин U l
i и U r

i , равномерно распределенных на отрезках [0, 1/2] и [1/2, 1] соответствен-

но, т. е.

zi = νiU
l
i + (1− νi)U

r
i ,

где νi – бернуллиевская случайная величина с вероятностью успеха 1/2, при этом νi, U l
i и U r

i

независимы. Предположим, что компоненты смеси {U l
i , U

r
i ; i = 1, . . . , n} независимы в сово-

купности, а не зависящие от указанной последовательности бернуллиевские переключатели

этих смесей для любого i ≥ 1 связаны следующими соотношениями: ν2i−1 = ν1 ν2i = 1−ν1. То

есть мы разыгрываем, на какой из отрезков бросаем наудачу первую точку, и далее череду-

ем по одному бросанию на каждый из двух указанных отрезков. Нетрудно видеть, что {zi}

образуют стационарную последовательность равномерно распределенных на отрезке [0, 1]

случайных величин. Кроме того, при всех натуральных m и n

P(z2m ≤ 1/2, z2n−1 ≤ 1/2) = 0,

Cov(z2m, z2n−1) = −1/16, Cov(z2m, z2n) = Cov(z2m−1, z2n−1) = 1/16, n ̸= m.
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Таким образом, наиболее популярные условия слабой зависимости случайных величин (пере-

мешивания, асимптотическая некоррелируемость) в данном примере не выполнены. В част-

ности, в случае существования ковариационной функции подобные условия предполагают

выполнение предельного соотношения lim
|n−m|→∞

Cov(zn, zm) = 0. Более того, нетрудно видеть,

что цепь Маркова {zi; i = 1, . . . , n} не эргодична. Тем не менее, стационарная последователь-

ность {zi; i = 1, . . . , n} удовлетворяет условию (D1). □

П р и м е р 1.2. По схеме примера 1.1 можно конструировать различные последовательно-

сти зависимых равномерно распределенных на [0, 1] случайных величин {zi} исходя из вы-

бора различных последовательностей бернуллиевских переключателей с условиями νjk = 1 и

νlk = 0 для неограниченного числа индексов {jk} и {lk} соответственно. В этом случае условие

(D1) также будет выполнено. Но соответствующая последовательность {zi} (не обязательно

стационарная) может не удовлетворять, например, усиленному закону больших чисел. На-

пример, подобная ситуация имеет место в случае, когда νj = 1−ν1 при j = 22k−1, . . . , 22k−1 и

νj = ν1 при j = 22k, . . . , 22k+1−1, где k = 1, 2, . . .. Иными словами, на первом шаге стохастиче-

ского эксперимента мы разыгрываем с равными шансами ту или иную половинку единичного

отрезка, на которую наудачу бросаем первую точку. Затем мы бросаем наудачу две точки на

другую половинку отрезка [0, 1] и вновь возвращаемся на исходную половинку, куда теперь

бросаем наудачу четыре точки. Процесс чередования половинок единичного отрезка продол-

жается, и на k-м шаге процедуры мы бросаем наудачу на очередную половинку единичного

отрезка 2k−1 точек. Положим теперь nk = 22k − 1, ñk = 22k+1 − 1, Sm =
∑m

i=1 zi и заметим,

что для почти всех элементарных исходов, составляющих событие {ν1 = 1}, выполнено

Snk

nk
=

1

nk

∑
i∈A1,k

U l
i +

1

nk

∑
i∈A2,k

U r
i , (28)

где A1,k и A2,k — наборы индексов, для которых наблюдения {zi, i ≤ nk} расположены в

отрезке [0, 1/2] или [1/2, 1] соответственно. Нетрудно видеть, что #(A2,k) = 2#(A1,k). Сле-

довательно, Snk
/nk → 7/12 п.н. при k → ∞ ввиду усиленного закона больших чисел для

последовательностей {U l
i} и {U r

i }. С другой стороны, для почти всех элементарных исходов,

принадлежащих событию {ν1 = 1}, с вероятностью 1 выполнено Sñk
/ñk → 5/12 при k → ∞

(здесь для аналога (28) мы использовали соотношение #(Ã1,k) = 2#(Ã2,k)+ 1, где Ã1,k и Ã2,k

— наборы индексов, для которых наблюдения {zi, i ≤ ñk} расположены в отрезке [0, 1/2] или

[1/2, 1] соответственно). Схожие выводы справедливы и для почти всех элементарных исхо-

дов, составляющих событие {ν1 = 0}. Таким образом, построенная нестационарная последо-

вательность равномерно распределенных на [0, 1] случайных величин {zi} не удовлетворяет

усиленному закону больших чисел. Нетрудно видеть, что Sn/n сходится почти наверное к
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двухточечной случайной величине, так что закон больших чисел не выполнен и в смысле

сходимости по вероятности. □

1.1.2 Доказательство теоремы 1.1

Всюду в этом подразделе считаем выполненными условия теоремы 1.1. Погрешности из

регрессионного уравнения (23), ассоциированные с порядковой статистикой zn:i, обозначим

через εni. Нетрудно видеть, что случайные величины {εni; i = 1, . . . , n} также удовлетворяют

условию (E1), а регрессионное уравнение (23) можно переписать следующим образом:

Xni = f(zn:i) + εni, i = 1, . . . , n.

Принимая во внимание это соотношение, получаем тождество

f ∗
n,h(t) = In,h(f, t) + νn,h(t), (29)

где

In,h(f, t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

f(zn:i)Kh (t− zn:i)∆zni,

Jn,h(t) =
n∑
i=1

Kh(t− zn:i)∆zni,

νn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

Kh (t− zn:i)∆zniεni.

Заметим теперь, что ввиду свойств ядра K, область суммирования в трех вышеуказанных

суммах есть множество {i : |t − zn:i| ≤ h}. Этот факт является принципиальным для даль-

нейших рассуждений.

Для вывода теоремы 1.1 нам потребуется три вспомогательных леммы.

Лемма 1.1. Имеет место следующая оценка:

sup
t∈[0,1]

|In,h(f, t)− f(t)| ≤ ωf (h).

Д о к а з а т е л ь с т в о немедленно следует из тождества

In,h(f, t) = f(t) + J−1
n,h(t)

∑
i: |t−zn:i|≤h

(f(zn:i)− f(t))Kh (t− zn:i)∆zni.

Лемма доказана. □
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Введем обозначение

Jh(t) =

1∫
0

Kh(t− z)dz ≡ EI[0,1](t− λh), (30)

где через λh обозначена случайная величина с плотностью Kh(t).

Лемма 1.2. Для любого h < 1/2 имеют место соотношения

Jh(t) = 1 при всех t ∈ [h, 1− h],

inf
t∈[0,1]

Jh(t) = 1/2, sup
t∈[0,1]

|Jn,h(t)− Jh(t)| ≤ 2Lδn/h.

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом (30) нетрудно видеть, что для любого h < 1/2

справедливо равенство

Jh(t) =


1 если t ∈ [h, 1− h];

P(λh < t) если t ∈ [0, h];

P(λh > t− 1) если t ∈ [1− h, 1],

при этом распределение λh симметрично. Очевидно, что функция Jh(t) достигает мини-

мального значения в точках 0 и 1. Для вывода третьего утверждения леммы положим

∆i = [zn:i−1, zn:i]. Имеем

|Jn,h(t)− Jh(t)| ≤
∑
i

∆zniLh
−2Λ1

(
∆i ∩ [t− h, t+ h]

)
.

Это соотношение завершает вывод леммы. □

Лемма 1.3. Для любых y > 0 и h ∈ (0, 1/2) на подмножестве элементарных исходов,

определяемых соотношением δn < h/(8L), имеет место следующая оценка:

PFn

(
(σ L)−1δ−1/2

n h sup
t∈[0,1]

|νn,h(t)| > y

)
≤ 1028(

1− 4Lδn/h
)2y−2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 1.2 нетрудно получить оценку

|νn,h(t)| ≤
2

1− 4Lδn/h
|µn,h(t)| при µn,h(t) =

n∑
i=1

Kh (t− zn:i)∆zniεni. (31)

Хвост распределения величины sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| оценим с помощью метода диадических цепо-

чек для оценки хвоста распределения супремальной нормы стохастического процесса с по-
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чти наверное непрерывными траекториями (см. [43]). Заметим, что интервал [0, 1] под зна-

ком вышеупомянутого супремума может быть заменен на следующее множество двоично-

рациональных точек:

R = {j/2k; j = 1, . . . , 2k − 1; k ≥ 1}.

Таким образом, при некотором натуральном m

sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| = sup
t∈R

|µn,h(t)| ≤

≤ max
j=1,...,2m−1

|µn,h(j2−m)|+
∞∑

k=m+1

max
j=1,...,2k−2

∣∣µn,h((j + 1)2−k)− µn,h(j2
−k)
∣∣.

Следовательно,

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| > y
)
≤ PFn

(
max

j=1,...,2m−1
|µn,h(j2−m)| > amy

)
+

+
∞∑

k=m+1

PFn

(
max

j=1,...,2k−2

∣∣µn,h((j + 1)2−k)− µn,h(j2
−k)
∣∣ > aky

)
≤

≤
2m−1∑
j=1

PFn(|µn,h(j2−m)| > amy)+

+
∞∑

k=m+1

2k−2∑
j=1

PFn

(∣∣µn,h((j + 1)2−k)− µn,h(j2
−k)
∣∣ > aky

)
, (32)

где am, am+1, ...— последовательность положительных чисел, удовлетворяющих условию am+

am+1 + ... = 1.

Далее, с помощью неравенства Маркова со вторым моментом получаем

PFn(|µn,h(j2−m)| > amy) ≤ (amy)
−2

∑
i: |j2−m−zn:i|≤h

K2
h(j2

−m − zn:i)(∆zni)
2σ2 ≤

≤ σ2L2(amy)
−2δn(2h+ δn)h

−2. (33)

Кроме того,

PFn

(∣∣µn,h((j + 1)2−k)− µn,h(j2
−k)
∣∣ > aky

)
≤

≤ (aky)
−2

n∑
i=1

EF

((
Kh((j + 1)2−k − zn:i)−Kh(j2

−k − zn:i)
)
∆zniεni

)2
≤

≤ (aky)
−2 · 2−2kσ2L2δn2(2h+ δn)h

−4 (34)
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ввиду оценки

|Kh(u− zn:i)−Kh(v − zn:i)| ≤ Lh−2|u− v|

и того факта, что область суммирования в первом неравенстве (34) совпадает с множеством{
i : |(j + 1)2−k − zn:i| ≤ h

}
∪
{
i : |j2−k − zn:i| ≤ h

}
.

Теперь из (32)–(34) получаем

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| > y

)
≤ y−2σ2L2δn(2h+ δn)h

−2

(
2ma−2

m + h−2

∞∑
k=m+1

2−k+1a−2
k

)
.

Оптимальная последовательность ak, минимизирующая правую часть этого неравенства,

есть am = c2m/3 и ak = ch−2/32(−k+1)/3 при k = m + 1,m + 2, ..., где c определяется соот-

ношением am + am+1 + ... = 1. Для указанной последовательности заключаем, что

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| > y

)
≤ y−2σ2L2δn(2h+ δn)h

−2
(
2m/3 + h−2/32−m/3

(
2 + 21/3 + 22/3

))3
.

Положим m = ⌈| log2 h|+ b⌉, где b > 0. Имеем

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| > y

)
≤

≤ y−2σ2L2δn(2h+ δn)h
−3
(
2(b+1)/3 + 2−b/3

(
2 + 21/3 + 22/3

))3 ≤ 257y−2σ2L2δnh
−2,

где b выбирается так, чтобы 2b/3 = 2−1/6
√
2 + 21/3 + 22/3. Заметим еще, что в силу условий

леммы и ограничения L ≥ 1 выполнено 2h+ δn < 17h/8. Утверждение леммы следует теперь

из (31). □

Завершим доказательство теоремы 1.1. Положим ζn(h) = sup
t∈[0,1]

|νn,h(t)|. Нам остается вос-

пользоваться тождеством (29), утверждениями лемм 1.1, 1.3 и учесть соотношение

P
(
ζn(h) > y, δn ≤ h/(8L)

)
= EI

(
δn ≤ h/(8L)

)
PFn

(
ζn(h) > y

)
.

Теорема 1.1 доказана. □

1.1.3 Асимптотическая нормальность

В этом разделе приведем достаточные условия для асимптотической нормальности оце-

нок f ∗
n,h(t). Результаты такого типа могут быть использованы при построении доверительных

интервалов для значений регрессионной функции f при любом t.

Теорема 1.2. Пусть в модели (M1) при k = 1 и P = [0, 1] погрешности {εi} независи-
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мы и одинаково распределены, имеют нулевое среднее, дисперсию σ2 и конечный третий

момент, при этом {εi} не зависят от регрессоров {zi} и случайного процесса f(·). Кроме

того, выполнены условия (K1), (D1) и при некотором t ∈ [0, 1] и h ≡ hn

max
k≤n

K2
h (t− zn:k) (∆znk)

2∑n

j=1
K2
h (t− zn:j) (∆znj)

2

p→ 0. (35)

Тогда

ηn,h(t) = B−1
n,h(t)

(
f ∗
n,h(t)− f(t)− rn,h(t)

) d−→ N1(0, σ
2), (36)

где

B2
n,h(t) = J−2

n,h(t)
n∑
i=1

K2
h (t− zn:i) (∆zni)

2,

Jn,h(t) =
n∑
i=1

Kh(t− zn:i)∆zni,

rn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

(f(zn:i)− f(t))Kh (t− zn:i)∆zni.

Кроме того, для любых t1 < . . . < tm таких, что при всех достаточно больших n вы-

полнено mink |tk−tk−1| > 2hn, величины ηn,h(t1), . . . , ηn,h(tm) асимптотически независимы. В

частности, если условие (35) выполнено при всех t ∈ [0, 1], то конечномерные распределения

случайного процесса ηn,h(t) слабо сходятся к конечномерным распределениям стационарного

центрированного гауссовского процесса с независимыми значениями.

З а м е ч а н и е 1.5. Из определения величины rn,h(t) и лемм 1.1, 1.2 можно извлечь оценки

sup
0≤t≤1

|rn,h(t)| ≤ ωf (h),

sup
0≤t≤1

B2
n,h(t) ≤ 2δnh

−1

∫
K2(x)dx+Op(L

2δ2nh
−2).

(37)

Говорят, что случайная регрессионная функция f(t) принадлежит пространству Гельдера с

показателем α ∈ (0, 1], если ωf (h) ≤ ζhα п.н. для всех достаточно малых h > 0 и некоторой

собственной случайной величины ζ. В условиях теоремы 1.2 и с учетом (36) и (37) для та-

ких случайных регрессионных функций f(t) можно строить асимптотические доверительные

интервалы уровня 1− β с границами

f ∗
n,h(t)± (xβσ̂nBn,h(t) + hα

′
) (38)
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для любого положительного α′ < α, где

σ̂2
n =

1

2(n− 1)

n−1∑
i=1

(Xni+1 −Xni)
2,

а величина xβ определяется уравнением

∫ −xβ

−∞

1√
2π
e−y

2/2dy = β/2.

В частности, если f(t) — винеровский процесс, то в (38) можно рассматривать произвольное

α′ < 1/2. В (38) предполагается, что h→ 0 и δnh−1 → 0 c вероятностью 1.

Отметим, что оценка σ̂2
n аналогична хорошо известным оценкам в случае фиксированных

регрессоров (см., например, [26]). Состоятельность оценки σ̂2
n в условии (D1) может быть

доказана аналогично случаю детерминированных регрессоров. □

З а м е ч а н и е 1.6. Если дополнительно к ограничениям на ядерную функцию K(s),

введенным в (K1), предполагать, что inf
s: |s|≤1/N

K(s) > 0 при некотором N > 1, то для проверки

(35) достаточно установить, что

δ2n

( ∑
|t−zn:j |≤h/N

(∆znj)
2
)−1 p→ 0. (39)

Условие (35) не требует выполнение предельного соотношения hn → 0. В (35) и (39) мож-

но рассматривать h фиксированным. Тем не менее, можно выбирать последовательность

hn → 0, удовлетворяющую соотношениям (35) или (39). Например, если в (39) при некото-

ром неслучайном c > 0 имеется оценка снизу inf
j: |t−zn:j |≤h/N

∆znj ≥ cδn, то соотношение (39)

справедливо для любой последовательности hn → 0 с условием δn/hn
p→ 0. Отметим также,

что в случае независимых одинаково распределенных регрессоров некоторые достаточные

условия для выполнения (35) будут предложены в разделе 1.1.5 (см. замечание 1.7). □

1.1.4 Доказательство теоремы 1.2

Как и в начале доказательства теоремы 1.1, воспользуемся равенством

f ∗
n,h(t)− f(t)− rn,h(t) = νn,h(t),

где

νn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑
k=1

Kh (t− zn:k) εk∆znk ≡
n∑
k=1

bnk(t)εk,
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rn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

(f(zn:i)− f(t))Kh (t− zn:i)∆zni.

Заметим, что B2
n,h(t) =

n∑
k=1

b2nk(t), а соотношение (35) можно переписать в виде

B−1
n,h(t)max

k≤n
bnk(t)

p→ 0.

Рассмотрим теперь следующее представление характеристической функции случайной

величины ηn,h(t):

Eeisηn,h(t) = EEFn exp

{
isB−1

n,h(t)
n∑
k=1

bnk(t)εk

}
=

= E
n∏
k=1

{
1− 2−1s2σ2B−2

n,h(t)b
2
nk(t)

[
1 + σ−2γs

(
B−1
n,h(t)bnk(t)

)]}
, (40)

где

γs(x) = 2E
(
ε21

∫ 1

0

(1− u)(eisxuε1 − 1)du

)
.

Далее, по теореме Лебега о мажорируемой сходимости γs(x) → 0 при x→ 0 и всех фиксиро-

ванных действительных s. С учетом элементарных оценок

B−1
n,h(t)bnk(t) ≤ 1, |γs(x)| ≤ |sx|E|ε1|3/3

и асимптотического представления

n∏
i=1

(1 + βi) = exp
{ n∑

i=1

βi +O
( n∑
i=1

β2
i

)}
,

в (40) можно воспользоваться вышеупомянутой теоремой Лебега для внесения предела по n

под знак математического ожидания. Отсюда получаем окончательное предельное соотно-

шение Eeisηn,h → e−σ
2s2/2, которое и требовалось доказать.

Для вывода последнего утверждения теоремы нужно исследовать предельное поведение

произвольной линейной комбинации вида
∑
k≤m

ckηn,h(tk). Для этого прежде всего заметим, что

Kh (ti − zn:k)Kh (tj − zn:k) = 0,

если только |ti − tj| > 2h. Так что в условиях теоремы Eηn,h(ti)ηn,h(tj) = 0 при всех ti ̸= tj

и достаточно большом n. Повторяя эти аргументы в (40) нетрудно получить, что предель-

ная характеристическая функция вышеуказанной линейной комбинации представима в виде
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характеристической функции аналогичной линейной комбинации m независимых одинаково

распределенных гауссовских случайных величин с параметрами 0 и σ2. □

1.1.5 Сравнение с оценками Надарая–Ватсона

Интересно сравнить новые универсальные локально–постоянные оценки с классическим

представителем локально–постоянных оценок — оценками Надарая–Ватсона. В этом разделе

считаем, что в модели (M1) при k = 1 регрессионная функция f неслучайна, случайные вели-

чины {zi} независимы и одинаково распределены, погрешности {εi} независимы, одинаково

распределены, центрированы, не зависят от регрессоров {zi} и 0 < Eε21 = σ2 <∞. Оценки мы

сравним поточечно в среднеквадратичном смысле. Напомним, что оценки Надарая–Ватсона

определяются равенством

f̂NW (t) =

∑n

k=1
XkKh(t− zk)∑n

k=1
Kh(t− zk)

.

Как и при выводе теоремы 1.2, имеем

f̂NW (t) = f(t) + r̂n,h(t) + ν̂n,h(t),

где

r̂n,h(t) =

∑n

k=1
(f(zk)− f(t))Kh (t− zk)∑n

k=1
Kh (t− zk)

, ν̂n,h(t) =

∑n

k=1
Kh (t− zk) εk∑n

k=1
Kh (t− zk)

.

Нетрудно видеть, что справедливы равенства

Ef̂NW (t)− f(t) = Er̂n,h(t), Ef̂ ∗
n,h(t)− f(t) = Er̂n,h(t),

Df̂NW (t) = Dν̂n,h(t) + Dr̂n,h(t), Df ∗
n,h(t) = Dνn,h(t) + Drn,h(t)

(41)

(напомним, что величины rn,h(t) и νn,h(t) введены в подразделе 1.1.4). Сравним смещения

Er̂n,h(t) и Ern,h(t) оценок f̂NW (t) и f ∗
n,h(t), а также дисперсии этих оценок. Здесь и далее в

подразделе считаем, что функция распределения F (t) случайной величины z1 имеет непре-

рывно дифференцируемую положительную на (0, 1) плотность p(t). Далее для любой огра-

ниченной на [0, 1] функции положим ḡ = sup
0≤t≤1

|g(t)| и g = inf
0≤t≤1

|g(t)|. Нам также потребуются

обозначения

κ2 =

1∫
−1

u2K(u)du, ∥K∥2 =
1∫

−1

K2(u)du.

Напомним, прежде всего, хорошо известные результаты (см., например, [244], [189], [190]

и [191]), связанные с асимптотикой величин Er̂n,h(t) и Df̂NW (t).
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Предложение 1.1. Пусть функция f(t) дважды непрерывно дифференцируема на [0, 1].

Если n→ ∞ и h→ 0 так, что h3n→ ∞, то для любого t ∈ (0, 1) выполнено

Ef̂NW (t)− f(t) =
h2κ2
2p(t)

(f ′′(t)p(t) + 2f ′(t)p′(t)) + o(h2), Df̂NW (t) ∼ σ2

hnp(t)
∥K∥2.

Исследуем теперь асимптотику соответствующих величин для оценки f ∗
n,h(t). Обозначим

через ζj ≡ ζj(n, h, {zi}), j = 0, 1, . . ., некоторые случайные величины, удовлетворяющие с ве-

роятностью 1 условию |ζj| ≤ 1. В следующем утверждении не требуется никакой детализации

характера распределения регрессоров.

Лемма 1.4. Пусть функция f(t) дважды непрерывно дифференцируема на [0, 1]. Если h→ 0,

то при любом t ∈ (0, 1) имеет место следующее асимптотическое представление:

rn,h(t) =
h2κ2
2

f ′′(t) + 2ζ0|f̄ ′|L(3δn + h−1δ2n) + o(h2),

где o(h2) неслучайно и не зависит от n. Кроме того, если h−2Eδn → 0 и h−3Eδ2n → 0, то

Ern,h(t) =
h2κ2
2

f ′′(t) + o(h2), Drn,h(t) = O(Eδ2n + h−2Eδ4n).

Лемма 1.5. Пусть p > 0. Если (log n)−1h
√
n→ ∞, то

Dνn,h(t) ∼
2σ2

hnp(t)
∥K∥2. (42)

Более того, с вероятностью 1 выполнено

lim sup
n

np

3 log n
δn < 1

и при всех достаточно больших n

log n

2np̄
≤ Eδn ≤ 2 log n

np
. (43)

Лемма 1.6. Пусть выполнены условия леммы 1.4 (за исключением дополнительных огра-

ничений) и условия леммы 1.5. Тогда

Drn,h(t) = o(Dνn,h(t)) и Df ∗
n,h(t) ∼

2σ2

hnp(t)
∥K∥2.

З а м е ч а н и е 1.7. В условиях леммы 1.5 справедливо предположение (35), посколь-

ку, как нетрудно получить, частное в (35) с вероятностью 1 имеет порядок O(1/(nh)) (см.

приводимые далее формулы (54) и (55)).
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Из лемм 1.4, 1.6 и соотношений (41) получаем следующее утверждение.

Предложение 1.2. Пусть p > 0, n → ∞ и h → 0 так, что h
√
n/ log n → ∞, h−2Eδn → 0

и h−3Eδ2n → 0. Тогда при любом t ∈ (0, 1)

Ef ∗
n,h(t)− f(t) =

h2κ2
2

f ′′(t) + o(h2), Df ∗
n,h(t) ∼

2σ2

hnp(t)
∥K∥2.

З а м е ч а н и е 1.8. Приведенный выше асимптотический анализ (в частности, предло-

жения 1.1 и 1.2) показывает, что в случае гладкой регрессионной функции и независимых

одинаково распределенных регрессоров дисперсия оценки Надарая–Ватсона f̂NW (t) асимп-

тотически меньше дисперсии универсальной локально–постоянной оценки f ∗
n,h(t). Но выбор

одной из этих оценок определяется не только дисперсией, но и смещением, задаваемым вели-

чинами f ′′(t)p(t) + 2f ′(t)p′(t) и f ′′(t)p(t) соответственно. Другими словами, если стандартное

отклонение погрешностей σ не сильно велико и справедливо неравенство

|f ′′(t)p(t) + 2f ′(t)p′(t)| > |f ′′(t)p(t)| (44)

то оценка f ∗
n,h(t) может быть лучше, чем f̂NW (t) в среднеквадратичном смысле. В противном

случае предпочтительнее оценка Надарая–Ватсона f̂NW (t). Отметим еще, что для выбора

оптимального размера окна h можно приравнять порядки малости смещения и стандартно-

го отклонения оценки. Таким образом, нужно решить уравнение h2 ≈ (nh)−1/2, т.е. взять

стандартный оптимальный размер окна h ≈ n−1/5 (с точностью до константы).

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

0.00 0.01 0.02 0.03

(a) p(t) = 0.5 + t

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

0.00 0.01 0.02 0.03

(b) p(t) = 1.5− t

Рис. 2: Графики эмпирических функций распределения для |f∗n,h(0.5) − f(0.5)| (сплошная линия) и
|f̂n,h(0.5)− f(0.5)| (пунктирная линия), построенные по 10000 реализаций при n = 1000.
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Рисунок 2 иллюстрирует влияние (44) на точность аппроксимации. Графики изобра-

жают эмпирические функции распределения для |f ∗
n,h(0.5) − f(0.5)| (сплошная линия) и

|f̂NW (0.5) − f(0.5)| (пунктирная линия), построенные по 10000 реализаций, где f(t) = t2,

h = 0.15, погрешности нормально распределены со средним 0 и σ = 0.1, размер выборки

n = 1000, K(t) — ядро Епанечникова, плотность p(t) определяется одним из двух соотноше-

ний: p(t) = 0.5+t или p(t) = 1.5−t. Для плотности p(t) = 0.5+t неравенство (44) выполнено и

оценка f ∗
n,h(t) оказывается лучше, нежели f̂NW (t). Если p(t) = 1.5− t, то ситуация обратная.

1.1.6 Доказательства утверждений раздела 1.1.5

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1.4. Прежде всего, условие (D1) позволяет нам восполь-

зоваться хорошо известной аппроксимацией сумм Римана соответствующим интегралом со

стандартной оценкой погрешности:

∑
i: |t−zn:i|≤h

(f(zn:i)− f(t))Kh (t− zn:i)∆zni =

=

1∫
0

(f(x)− f(t))Kh(t− x)dx+ 2ζ1h
−1|f̄ ′|L

∑
i: |t−zn:i|≤h

(∆zni)
2. (45)

Остается заметить, что ∑
i: |t−zn:i|≤h

(∆zni)
2 ≤ δn(2h+ δn),

1∫
0

(f(x)− f(t))Kh(t− x)dx =

1∫
−1

(f(t+ hu)− f(t))K(u)du = h2κ2
1

2
f ′′(t) + o(h2).

Окончательно, с учетом леммы 1.2, при всех фиксированных t ∈ (0, 1) и достаточно малых

h > 0 получаем

Jn,h(t) = 1 + ζ2Lδnh
−1. (46)

Таким образом, c учетом первой оценки в (37) (см. замечание 1.5), выполнено

|Jn,h(t)rn,h(t)− rn,h(t)| ≤ 2|f̄ ′|Lδn.

Вышеприведенные оценки и представления доказывают первое утверждение леммы. Осталь-

ные утверждения очевидным образом извлекаются из первого. □

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1.5. Без ограничения общности можно считать,

что zn:i = F−1(Un:i), где F−1(x) при x ∈ [0, 1] есть обратная функция для F (t) и через

67



Un:1 ≤ . . . ≤ Un:n обозначен вариационный ряд, построенный по выборке {Ui; i = 1, . . . , n}

равномерно распределенных на [0, 1] случайных величин. Нам понадобится следующее из-

вестное представление вариационного ряда по выборке объема n из равномерного распреде-

ления (см., например, [325]):

Un:k
d
= Sk/Sn+1,

где Sk =
∑k

i=1 τi и независимые случайные величины {τi} имеют показательное распределе-

ние с параметром 1. В дальнейшем считаем, что Un:k = Sk/Sn+1. Заметим, что по неравен-

ству Бернштейна для хвостов распределения максимума n частичных сумм центрированных

случайных величин с конечными экспоненциальными моментами (см., например, [225]) вы-

полнено

P
(
max
k≤n

|Sk − ESk| ≥ αnn

)
≤ e−coαn

√
n (47)

при всех n ≥ n0 и произвольной последовательности положительных чисел αn → 0 с услови-

ем αn
√
n→ ∞, где co > 0 — некоторая абсолютная константа. Положим αn = 2 log n/(co

√
n).

По лемме Бореля–Кантелли отсюда заключаем, что с вероятностью 1 при всех достаточно

больших n супремальная норма между векторами {Sk/n; k = 1, . . . , n} и {k/n; k = 1, . . . , n}

меньше, чем αn. Используя приведенное выше представление для Un:k и усиленный за-

кон больших чисел для {τi}, получаем аналогичное утверждение для случайных векторов

{Un:k; k = 1, . . . , n} и {k/n; k = 1, . . . , n}.

Далее, по формуле конечных приращений получаем следующее соотношение:

∆znk = F−1(Un:k)− F−1(Un:k−1) =
τk

(n+ 1)p(F−1(θnk))
(1 + γn), (48)

где γn = ((n+ 1)/Sn+1 − 1) и Un:k−1 ≤ θnk ≤ Un:k. А поскольку Sn+1 имеет гамма-распреде-

ление с параметрами 1 и n+ 1, то после несложных вычислений получаем

Eγ2n = O(n−1), Eγ4n = O(n−2). (49)

Более того, из вышеприведенных аргументов, (48) и (47) следует, что с вероятностью 1

выполнено γn = O(αn) и равномерно по k ≤ n с вероятностью 1 имеет место асимптотическое

представление

∆znk =
1

n

τk
p(F−1(k/n))

+ o(1/n). (50)

Положим δn(t, h) = max
k: |t−zn:k|≤h

∆znk в случае, когда существует хотя бы одна точка zn:k

в h-окрестности точки t. В противном случае полагаем δn(t, h) = 0. По формуле конечных
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приращений при всех достаточно больших n с вероятностью 1 выполнено

max
k≤n

|F−1(Un:k)− F−1(k/n)| ≤ αnp.

Следовательно, виду (50) получаем

δn(t, h) ≤
1

n
max

k: |t−F−1(k/n)|≤h+αn/p

τk
p(F−1(k/n))

+ o(1/n) ≤ 3 log n

n inf |s|≤h+αn/p p(t+ s)
+ o(1/n),

δn ≤ 3 log n

np
+ o(1/n),

(51)

Здесь мы учли, что sup
t
δn(t, h) = δn при δn ≤ h и тот факт, что по лемме Бореля–Кантелли

с вероятностью 1 имеет место неравенство max
k≤n

τk ≤ 3 log n при всех достаточно больших n.

Символ o(1/n) есть стандартный символ «o-малое» почти наверное.

При изучении асимптотики моментов мы будем использовать следующее двойное момент-

ное неравенство, справедливое для произвольной ограниченной случайной величины η:

Eη∗ − 2boP(Ān) ≤ Eη ≤ Eη∗∗ + 2boP(Ān), (52)

где An есть некоторое событие, η∗ и η∗∗ являются соответственно нижней и верхней оценками

для η на множестве An, при этом max{|η|, |η∗|, |η∗∗|} ≤ bo с вероятностью 1. Отметим еще,

что в случае η∗ ≥ 0 п.н. множитель 2 в обеих частях (52) можно опустить.

Сначала изучим математическое ожидание δn. В соотношении (52) положим

An =
{

max
k≤n+1

|Sk − k| ≤ αnn
}
.

Хорошо известно, что n-ая порядковая статистика max
k≤n

τk совпадает по распределению с

суммой
∑n

k=1 k
−1τk. Следовательно, Emax

k≤n
τk ≤ log n при всех n ≥ 2 и, более того, Emax

k≤n
τk ∼

log n при n→ ∞. Тем самым, из (47), (48) и (52) получаем, что при всех n > n0

log n

2n sup
|s|≤h+αn/p

p(t+ s)
≤ Eδn(t, h) ≤

2 log n

n inf
|s|≤h+αn/p

p(t+ s)
,

log n

2np̄
≤ Eδn ≤ 2 log n

np
,

что доказывает (43). Для вывода (42) заметим, прежде всего, что

Dνn,h(t) = E

∑
k≤n

K2
h (t− zn:k) (∆znk)

2(∑
j≤n

Kh (t− zn:j)∆znj

)2 ≡ E
D2
n,h(t)

J2
n,h(t)

(53)
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и дробь под знаком математического ожидания ограничена единицей. Тем самым, можно вос-

пользоваться вышеприведенными аргументами, которые были использованы для оценивания

подобных математических ожиданий с применением (52), событий An и неравенства (47) для

получения соответствующих верхних и нижних оценок для числителя и знаменателя дроби

в (53). С этой целью прежде всего точно определим o-символ в (51). Итак, ввиду (48) для

всех элементарных событий из множества An получаем

∆znk =
τk

(n+ 1)p(F−1(k/n))

(
1 + ζ32p̄′p

−3αn
)
(1 + γn), (54)

D2
n,h(t) =

∑
k: |t−F−1(k/n)|≤h

K2
h

(
t− F−1(k/n)

)
(∆znk)

2 +
∑

k: |t−F−1(k/n)|≤h

2ζ4αnL
2h−3(∆znk)

2 =

=
∑

k: |t−F−1(k/n)|≤h

K2
h

(
t− F−1(k/n)

) τ 2k
n2p2(F−1(k/n))

(1 + 4ζ5p̄′p
−3(τ 2kα

2
n + τ 2kγ

2
n))+

+
∑

k: |t−F−1(k/n)|≤h

2ζ4αnL
2h−3 τ 2k

n2p2(F−1(k/n))
(1 + 4ζ5p̄′p

−3(τ 2kα
2
n + τ 2kγ

2
n)). (55)

Для завершения асимптотического анализа математического ожидания дроби в правой части

в (53) заметим, что ввиду (46), (47) и (54) соответствующую дробь можно изучать только на

множестве элементарных исходов

A∗
n = An ∩

{
max
i≤n

τi ≤ 3 log n

}
(в соотношении (52) нужно заменить An на A∗

n). Но для указанных элементарных исходов в
условиях леммы Jn,h(t) = 1+o(n−1/2) п.н. и |o(n−1/2)| допускает универсальную неслучайную

оценку такого же порядка малости. Таким образом, оценка правой части (53) сводится к

оценке математического ожидания ED2
n,h(t). Далее, с учетом оценки sup

x
(F−1(x))′ ≤ 1/p,

число слагаемых в двух последних суммах в (55) имеет порядок O(nh). Следовательно, из

(49) и (55) получаем следующее соотношение, завершающее доказательство леммы:

ED2
n,h(t) =

∑
k: |t−F−1(k/n)|≤h

K2
h

(
t− F−1(k/n)

) 2

n2p2(F−1(k/n))
+O(α2

n/(nh
2)) =

=
2

n

1∫
0

K2
h (t− F−1(x))

p2(F−1(x))
dx+O(α2

n/(nh
2)) =

2

n

1∫
0

K2
h (t− y)

p(y)
dy +O(α2

n/(nh
2)) =

=
2

nh

1∫
−1

K2
h (u)

p(t+ uh)
du+O(α2

n/(nh
2)) =

2

nhp(t)
∥K∥2 +O(log2 n/(n2h2)).

Лемма доказана. □
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Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1.6. Повторяя с очевидными изменениями доказательство

леммы 1.5 (см. формулу (52) при η = δrn(t, h)), нетрудно получить, что Eδn = O
(
n−1 log n

)
при r > 0. Это соотношение позволяет проверить дополнительные условия, участвующую в

лемме 1.4. Утверждение леммы следует из лемм 1.4 и 1.5. □

1.1.7 Примеры компьютерного моделирования

В этом разделе мы приведем два небольших примера. Более обстоятельное компьютерное

моделирование, включающее сравнение новых оценок и некоторых известных ранее подхо-

дов, будет приведено далее, в разделе 1.2.3, после изучения второго класса новых оценок

(универсальных локально–линейных ядерных оценок).

Рассмотрим модель из условия (M1) при k = 1 со стандартным винеровским процессом

w(t) в качестве регрессионной функции f(t). Хорошо известно, что для некоторой собствен-

ной случайной величины ζ с вероятностью 1 выполнено ωw(h) ≤ ζ(h| log h|)1/2. Таким обра-

зом, можно воспользоваться утверждением следствия 1.2. Считаем, что погрешности {εi} не

зависят от винеровского процесса w(·) и имеют соответствующие нормальные распределения

со средним 0 и стандартными уклонениями σi = 0.2(3 − 4|zi − 0.5|). Далее рассмотрим два

примера случайных регрессоров {zi; i = 1, . . . , n} и проиллюстрируем точность аппроксима-

ции траектории винеровского процесса. В определении универсальной локально–постоянной

оценки f ∗
n,h(t) используется ядро Епанечникова.
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(a) n = 200, A = 0.005, h = 0.1
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Рис. 3: Иллюстрация к примеру 1.3. Изображены графики траектории винеровского процесса (тонкая ли-
ния) и функции f∗n,h(t) (жирная линия). Выборка двумерных наблюдений (zi, Xi) отмечена серыми точками.
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Рис. 4: Иллюстрация к примеру 1.3. Изображены графики эмпирических функции распределения для
supt∈[0,1] |f∗n,h(t)− f(t)|, построенные по 10000 реализаций.

П р и м е р 1.3. В качестве регрессоров рассматривается последовательность зависимых

величин вида zi = s(Ai), i = 1, ..., n, где число A > 0 таково, что A/π иррационально,

s(t) =
∣∣∣ 100∑
k=1

ηk cos(tk)
∣∣∣ при ηk = k−1ψk

(
100∑
j=1

j−1ψj

)−1

,

{ψj} независимые и равномерно распределенные на отрезке [0, 1] случайные величины, не

зависящие от w(·) и погрешностей {εi}.

В этом примере случайная последовательность s(Ai) с вероятностью 1 плотно заполняет

отрезок [0, 1]. В самом деле, при изменении t от 0 до 2π все значения непрерывной перио-

дической функции s(t) с периодом 2π с вероятностью 1 заполняют отрезок [0, 1]. Этот факт

следует из того, что s(0) = 1 и ввиду соотношения
∫ 2π

0

100∑
k=1

ηk cos(tk)dt = 0 с вероятностью

1 существует такое t0 ∈ (0, 2π), что s(t0) = 0. Далее, s(Ai) = s({Ai/(2π)}2π), где {a} обо-

значает дробную часть a. Тот факт, что последовательность {Ai/(2π)}, i = 1, 2, . . ., образует

разбиение отрезка [0, 1], хорошо известен.

На рисунке 3 изображена типичная конфигурация выборки двумерных наблюдений (zi, Xi)

(серые точки) и график оценивающей функции f ∗
n,h(t) (жирная линия) для траектории ви-

неровского процесса (тонкая линия). На рисунке 4 изображены эмпирические функции рас-

пределения для случайной величины sup
t∈[0,1]

|f ∗
n,h(t) − f(t)|, построенные по 10000 реализаций

(прогонок). □

П р и м е р 1.4. Регрессоры задаются формулой zi = {ηi}2, i = 1, ..., n, где случайная

величина η равномерна распределена на [0, 1] и не зависит от винеровского процесса w(·) и
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Рис. 5: Иллюстрация к примеру 1.4. Изображены графики траектории винеровского процесса (тонкая ли-
ния) и функции f∗n,h(t) (жирная линия). Выборка двумерных наблюдений (zi, Xi) отмечена серыми точками.
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Рис. 6: Иллюстрация к примеру 1.4. Изображены эмпирические функции распределения для
supt∈[0,1] |f∗n,h(t)− f(t)|, построенные по 10000 реализаций.

погрешностей {εi}.

На рисунке 5 показаны выборка двумерных наблюдений (серые точки) и график оце-

нивающей функции f ∗
n,h(t) (жирная линия) для той же траектории винеровского процес-

са (тонкая линия). На рисунке 6 изображены эмпирические функции распределения для

sup
t∈[0,1]

|f ∗
n,h(t)− f(t)|, построенные по 10000 реализаций. □
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1.2 Универсальные локально–линейные оценки

1.2.1 Основные результаты

Всюду в этом разделе, как и в разделе 1.1.1, предполагаем выполненным условие (M1)

при k = 1 и P = [0, 1]. Нам потребуются предположения (E1) и (K1) на погрешности и ядро

сглаживания, которые мы использовали ранее в разделе 1.1, посвященном универсальным

локально–постоянным оценкам.

Как и ранее, через zn:1 ≤ . . . ≤ zn:n обозначим элементы вариационного ряда, постро-

енного по выборке {zi; i = 1, . . . , n}. Положим zn:0 = 0, zn:n+1 = 1 и ∆zni = zn:i − zn:i−1,

i = 1, . . . , n + 1. Отклики из уравнения (23), ассоциированные с порядковой статистикой

zn:i, обозначим через Xni. Наконец, единственное условие на регрессоры {zi}, как и прежде,

состоит в следующем.

(D1) Имеет место предельное соотношение δn = max
1≤i≤n+1

∆zni
p→ 0.

В дальнейшем в этом подразделе символом κj, j = 0, 1, 2, 3, будем обозначать j-й абсо-

лютный момент распределения с плотностью K(t):

κj =

∫ 1

−1

|u|jK(u)du. (56)

Кроме того, нам потребуются обозначения

wnj(t) =
n∑
i=1

(t− zn:i)
jKh(t− zn:i)∆zni, j = 0, 1, 2, 3.

Для любого h ∈ (0, 1) введем в рассмотрение следующий класс оценок для регрессионной

функции f :

f̃ ∗
n,h(t) = I(δn ≤ c∗h)

n∑
i=1

wn2(t)− (t− zn:i)wn1(t)

wn0(t)wn2(t)− w2
n1(t)

XniKh(t− zn:i)∆zni, (57)

где I(·) — индикаторная функция,

c∗ ≡ c∗(K) =
κ2 − κ21

96L(6L+ κ2 + κ1/2)
<

1

864L
. (58)

З а м е ч а н и е 1.9. Легко видеть, что разность κ2 − κ21 представляет собой дисперсию

невырожденного распределения, тем самым она строго положительна.

З а м е ч а н и е 1.10. Нетрудно проверить, что без индикаторного множителя ядерная

оценка (57) является первой координатой двумерной оценки взвешенного метода наименьших
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квадратов, т.е. двумерной точки, на которой достигается минимум

min
(a,b)

n∑
i=1

(Xni − a− b(t− zn:i))
2Kh(t− zn:i)∆zni. (59)

Таким образом, предлагаемый класс оценок в известном смысле близок к классическим

локально–линейным оценкам, но во взвешенном методе наименьших квадратов используют-

ся несколько иные веса, определяемые порядковыми статистиками, построенными по набору

регрессоров, а вместо исходных наблюдений Xi участвуют наблюдения Xni, ассоциированные

с соответствующими порядковыми статистиками.

З а м е ч а н и е 1.11. В случае, когда в наборе {zi; i = 1, . . . , n} имеются кратные точки,

некоторые спейсинги ∆zni обращаются в ноль, и мы теряем часть выборочной информации

в оценке f̃ ∗
n,h(t), определенной в (57). В этом случае предлагается прежде, чем использовать

оценку (57), несколько сократить выборку, заменив наблюдения Xi с одинаковыми точками

zi их средним арифметическим и оставляя в новой выборке лишь одну точку из кратных.

При этом усредненные наблюдения будут иметь меньшее зашумление, так что, несмотря на

меньший объем новой выборки, мы не теряем информацию, содержащуюся в исходной вы-

борке. Данное замечание в полной мере относится и к универсальным локально–постоянным

оценкам, введенным в разделе 1.1.

Условимся далее в разделе обозначать через Cj, j ≥ 1, абсолютные положительные по-

стоянные, а через C∗
j — положительные константы, зависящие только от ядра K. Основной

результат этого раздела состоит в следующем.

Теорема 1.3. Пусть выполнено условие (M1) при k = 1 и P = [0, 1], а также выполне-

ны условия (E1) и (K1). Тогда для любого фиксированного h ∈ (0, 1/2) с вероятностью 1

справедлива оценка

sup
t∈[0,1]

∣∣f̃ ∗
n,h(t)− f(t)

∣∣ ≤ C∗
1ωf (h) + ζ̃n(h),

где случайная величина ζ̃n(h) такова, что

P
(
ζ̃n(h) > y, δn ≤ c∗h

)
≤ C∗

2σ
2h−2y−2Eδn,

постоянная c∗ определена в (58).

З а м е ч а н и е 1.12. Как следует из доказательства теоремы 1.3, константы C∗
1 и C∗

2 имеют

следующую структуру:

C∗
1 = C1

L2

κ2 − κ21
, C∗

2 = C2
L4

(κ2 − κ21)
2
.
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Сравнивая утверждения теорем 1.3 и 1.1, нетрудно видеть, что для оценок f̃ ∗
n,t(t) име-

ют имеют место аналоги следствий 1.1 и 1.2. Кроме того, справедливы замечания 1.4, 1.2

и 1.3 из раздела 1.1. Качественное же отличие универсальных локально–постоянных оценок

f ∗
n,h(t) и универсальных локально–линейных оценок f̃ ∗

n,h(t), как мы уже отмечали во введе-

нии, наблюдается, например, в окрестностях граничных точек 0 и 1: для оценки f ∗
n,h(t) в

h-окрестностях указанных точек порядок малости смещения h, а для f̃ ∗
n,h(t) этот порядок h2

(см. подробности в следующем разделе).

1.2.2 Сравнение с некоторыми другими ядерными оценками

В разделе 1.1 исследовались универсальные локально–постоянные оценки

f ∗
n,h(t) =

∑n
i=1XniKh(t− zn:i)∆zni∑n
i=1Kh(t− zn:i)∆zni

≡
∑n

i=1XniKh(t− zn:i)∆zni
wn0(t)

, (60)

определяемые также соотношением

f ∗
n,h(t) ≡ argmin

a

n∑
i=1

(Xni − a)2Kh(t− zn:i)∆zni. (61)

Интересно сравнить универсальные локально–линейные оценки f̃ ∗
n,h(t) с универсальными

локально–постоянными оценками f ∗
n,h(t), а также другими оценками (например, оценками

Надарая–Ватсона f̂NW (t) и классическими локально–линейными оценками f̂LL(t)). Всюду в

этом подразделе считаем, что в условии (M1) при k = 1 регрессионная функция f неслу-

чайна и справедливо предположение (K1) относительно ядра сглаживания. Кроме того, нам

потребуется следующее ограничение.

(IID) Регрессионная функция f дважды непрерывно дифференцируема, погрешности {εi}

независимы, одинаково распределены, центрированы и не зависят от регрессоров {zi}, ко-

торые, в свою очередь, независимы и одинаково распределены. Кроме того, функция рас-

пределения случайной величины z1 имеет непрерывно дифференцируемую на (0, 1) строго

положительную плотность p(t).

Столь жесткие ограничения на параметры регрессионной модели объясняются как про-

блемами в вычислении асимптотического представления для дисперсий оценок f̃ ∗
n,h(t) и f ∗

n,h(t),

так и известными свойствами оценок Надарая–Ватсона.

Для любой статистической оценки f̃n(t) регрессионной функции f(t) будем использовать

обозначение Biasf̃n(t) для ее смещения:

Biasf̃n(t) = Ef̃n(t)− f(t).
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Положим f = supt∈[0,1] |f(t)| и при j = 0, 1, 2, 3 введем обозначение

wj(t) =

1∫
0

(t− z)jKh(t− z)dz =

∫
z∈[0,1]:|t−z|≤h

(t− z)jKh(t− z)dz, t ∈ [0, 1]. (62)

Нам также потребуются обозначения

∥K∥2 =
∫ 1

−1

K2(u)du, κj(α) =

∫ α

−1

tjK(t)dt, α ∈ [0, 1], j = 0, 1, 2, 3.

Асимптотическое представление для смещения и дисперсии оценки f ∗
n,h(t) установлено в

разделе 1.1:

Предложение 1.3. Пусть выполнено условие (IID) и inft∈[0,1] p(t) > 0. Если n→ ∞ и h→ 0

так, что выполнено (log n)−1h
√
n → ∞, h−2Eδn → 0 и h−3Eδ2n → 0, то при любом t ∈ (0, 1)

справедливы соотношения

Biasf ∗
n,h(t) =

h2κ2
2

f ′′(t) + o(h2), Df ∗
n,h(t) ∼

2σ2

hnp(t)
∥K∥2.

Отметим, что первое утверждение касательно асимптотики смещения в предложении 1.3

на самом деле было доказано для произвольно зависимых регрессоров при выполнении усло-

вия (D1). Два нижеследующих предложения и следствия также получены без каких-либо

предположений касательно корреляции регрессоров, используется лишь условное центриро-

вание и условная ортогональность погрешностей из условия (E1).

Предложение 1.4. Пусть h < 1/2. Тогда для любого фиксированного t ∈ [h, 1− h]

Biasf̃ ∗
n,h(t) = Biasf ∗

n,h(t) + γn,h(t), Df̃ ∗
n,h(t) = Df ∗

n,h(t) + ρn,h(t),

где

|γn,h(t)| ≤ C∗
3fh

−1Eδn, |ρn,h(t)| ≤ C∗
4

(
σ2 + f

2)
h−1Eδn.

Предложение 1.5. Пусть регрессионная функция f дважды непрерывно дифференцируема.

Тогда для любого фиксированного t ∈ (0, 1)

Biasf̃ ∗
n,h(t) =

f ′′(t)

2
B0(t) +O(Eδn/h) + o(h2), (63)

где

B0(t) =
w2

2(t)− w3(t)w1(t)

w0(t)w2(t)− w2
1(t)

. (64)
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Кроме того,

Biasf ∗
n,h(t) = −f ′(t)

w1(t)

w0(t)
+
f ′′(t)

2

w2(t)

w0(t)
+O(Eδn) + o(h2), (65)

при этом погрешности o(·) и O(·) в (63) и (65) равномерны по t.

Следствие 1.3. Пусть регрессионная функция f дважды непрерывно дифференцируема,

h → 0 и h−3Eδn → 0. Тогда при любом фиксированном t ∈ (0, 1), для которого f ′′(t) ̸= 0,

имеет место цепочка асимптотических соотношений

Biasf̃ ∗
n,h(t) ∼ Biasf ∗

n,h(t) ∼
f ′′(t)

2
κ2h

2.

Следствие 1.4. Пусть в условиях следствия 1.3 функция f имеет в окрестности нуля

ненулевые первую и вторую производные. Тогда для любого фиксированного положитель-

ного α < 1 такого, что κ1(α) < 0, имеют место асимптотические соотношения

Biasf̃ ∗
n,h(αh) ∼

1

2
h2D(α)f ′′(0+), Biasf ∗

n,h(αh) ∼ −hκ1(α)
κ0(α)

f ′(0+),

где

D(α) =
κ22(α)− κ3(α)κ1(α)

κ0(α)κ2(α)− κ21(α)
.

Отметим, что в силу неравенства Коши–Буняковского и свойств плотности K(·) имеет

место строгое неравенство κ0(α)κ2(α)− κ21(α) > 0 для любого α ∈ [0, 1].

З а м е ч а н и е 1.13. Аналогичные соотношения имеют место и в окрестности правой гра-

ницы отрезка [0, 1], когда t = 1 − αh при любом α ≤ 1. В этом случае в вышеприведенных

асимптотиках нужно просто заменить правосторонние производные в нуле на аналогичные

(ненулевые) левосторонние производные в точке 1, а вместо величин κj(α) надо подставить

κ̃j(α) =
∫ 1

−α v
iK(v)dv = (−1)jκj(α). При этом коэффициент D(α) не изменится, а соответ-

ствующий коэффициент в правой части второй асимптотики изменит лишь знак.

Таким образом, в сделанных предположениях качественное отличие новых универсаль-

ных оценок f ∗
n,h(t) и f̃ ∗

n,h(t) наблюдается только в окрестностях граничных точек 0 и 1: для

оценки f ∗
n,h(t) в h-окрестностях указанных точек порядок малости смещения h, а для f̃ ∗

n,h(t)

этот порядок h2. Такая связь между оценками f ∗
n,h(t) и f̃ ∗

n,h(t), определенными соответственно

в (57) и (60), представляется весьма естественной ввиду соотношений (59) и (61) и известной

взаимосвязи в граничных точках между классическими оценками Надарая–Ватсона f̂NW (t)

и локально–линейными оценками f̂LL(t).

З а м е ч а н и е 1.14. Если выполнено условие (IID), то для смещения и дисперсии класси-

ческих локально–постоянных и локально–линейных оценок f̂NW (t) и f̂LL(t) хорошо известны
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(см., например, [77] и предложение 1.1) следующие асимптотические представления, спра-

ведливые в широких условиях для любого t ∈ (0, 1):

Biasf̂NW (t) =
h2κ2
2p(t)

(f ′′(t)p(t) + 2f ′(t)p′(t)) + o(h2), Df̂NW (t) ∼ σ2

hnp(t)
∥K∥2,

Biasf̂LL(t) =
h2κ2
2

f ′′(t) + o(h2), Df̂LL(t) ∼
σ2

hnp(t)
∥K∥2.

Приведенные асимптотические представления показывают, что при выполнении пред-

положения (IID) дисперсия оценки Надарая–Ватсона f̂NW (t) и локально-линейной оценки

f̂LL(t) в широких условиях асимптотически в два раза меньше дисперсии оценок f ∗
n,h(t) и

f̃ ∗
n,h(t). Но среднеквадратичная погрешность любой оценки равна сумме дисперсии и квад-

рата смещения, так что если стандартное отклонение погрешностей σ не сильно велико и

справедливо неравенство

|f ′′(t)p(t) + 2f ′(t)p′(t)| > |f ′′(t)p(t)| ,

то оценка f ∗
n,h(t) или f̃ ∗

n,h(t) может быть точнее, чем f̂NW (t) с среднеквадратичном смысле.

Указанный эффект для оценки f ∗
n,h(t) подтверждают результаты компьютерного моделиро-

вания, приведенные в разделе 1.1. □

З а м е ч а н и е 1.15. Универсальные локально–линейные и локально–постоянные оцен-

ки f̃ ∗
n,h(t) и f ∗

n,h(t), заданные в (57) и (60), можно определить несколько иначе, в зависимости

от выбора того или иного разбиения с выделенными точками {zi; i = 1, . . . , n} области опре-

деления регрессионной функции, лежащего в основе этих оценок. Например, используя раз-

биение Вороного отрезка [0, 1], универсальную локально–постоянную оценку можно задать

равенством

f ∗
n,h(t) =

∑n

i=1
XniKh(t− zn:i)∆̃zni∑n

i=1
Kh(t− zn:i)∆̃zni

, (66)

где ∆̃zn1 = ∆zn2, ∆̃znn = ∆znn, ∆̃zni = (∆zni +∆zni+1)/2 при i = 2, . . . , n− 1. Просматривая

доказательства утверждений раздела 1.1, нетрудно видеть, что в этом случае все свойства

оценки f ∗
n,h(t) сохраняются, за исключением асимптотического представления для дисперсии.

Повторяя с очевидными изменениями вывод предложений 1.5 и 1.6, имеем

Df ∗
n,h(t) ∼

1.5σ2

hnp(t)
∥K∥2.

Таким образом, асимптотическая дисперсия оценки может быть несколько уменьшена за

счет выбора того или иного разбиения (по-крайней мере, в случае независимых и одинаково
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распределенных регрессоров).

Аналогично, в определении (57) оценки f̃ ∗
n,h(t) величины {∆zni} можно заменить разбие-

нием Вороного {∆̃zni}. Стоит также отметить, что индикаторный множитель, участвующий

в определении (57) оценки f̃ ∗
n,h(t), не влияет на асимптотические свойства оценки, приведен-

ные в теореме 1.3, и потребовался нам лишь для вычисления точной асимптотики смещения

оценки. Так что с практической точки зрения универсальные локально–линейные оценки

можно задавать равенством

f̃ ∗
n,h(t) = (1, 0) argmin

a,b

n∑
i=1

(Xni − a− b(t− zn:i))
2Kh(t− zn:i)∆̃zni, (67)

где величины ∆̃zni определены после формулы (66). □

1.2.3 Примеры компьютерного моделирования и обработки реальных данных

В данном разделе рассматривается несколько примеров регрессионных моделей. С по-

мощью компьютерного моделирования сравниваются новые универсальные локально–посто-

янные (ULC), новые универсальные локально–линейные оценки (ULL) и два популярных

представителя известных ранее ядерных оценок: оценки Надарая–Ватсона (NW) и класси-

ческие локально–линейные оценки (LOESS). Моделирование также включает тестирование

следующих основных алгоритмов статистического обучения: линейная регрессия (LR), обоб-

щенная аддитивная модель (GAM) и случайный лес (RF) (см., например, [119]). В скобках

указана аббревиатура, которую мы будем использовать на соответствующих графических

иллюстрациях.

При моделировании универсальные локально–постоянные оценки f ∗
n,h(t) и универсаль-

ные локально–линейные оценки f̃ ∗
n,h(t) вычислялись по формулам (66) и (67). Для вычис-

ления классических локально–линейных оценок использовалась стандартная функция R-

библиотеки loess(). Во всех оценках ядерного типа, к которым относятся два класса новых

оценок, оценки Надарая-Ватсона и классические локально–линейные оценки, использовалось

трикубическое ядро

K(t) =
70

81
max{0, (1− |t|3)3}.

Выбор трикубического ядра объясняется тем, что это ядро используется в функции R loess(),

которая применялась при расчетах. Обучение обобщенной аддитивной модели и случайного

леса проводилось с использованием R-библиотек mgcv и randomForest.

Точность рассматриваемых оценок регрессионной функции сравнивалась в смысле мак-

симальной и среднеквадратичной ошибок. Вычисление максимальной ошибки проводилось

80



на равномерной сетке из 1001 точки на отрезке [0, 10] по формуле

max
j=1,...,1001

|f̌(tj)− f(tj)|,

где tj — точки равномерной сетки из отрезка [0, 10], t1 = 0, t1001 = 10, f̌(tj) — значения

той или иной оценки в точках сетки разбиения, f(tj) — истинные значения оцениваемой

функции. Точность приближения в среднеквадратичном смысле рассчитывалась для одного

случайного разбиения исходной выборки на обучающую и проверочную в пропорции 60% к

40%, по формуле
1

m

∑
j∈Nm

(
f̌(zj)−Xj)

)2
,

гдеm— размер проверочной выборки,Nm — множество индексов наблюдений, составляющих

проверочную выборку объема m, zj — регрессоры проверочной выборки, Xj — зашумленные

наблюдения значений регрессионной функции в точках проверочной выборки, f̌ — оценка,

построенная по обучающей выборке. Разбиение на обучающую и проверочную выборки было

одно и то же для всех рассматриваемых оценок регрессионной функции.

Для каждой из ядерных оценок размер окна h определялся при помощи перекрестной

проверки (кросс-валидации). При вычислении среднеквадратичной ошибки кросс-валидация

проводилась по обучающей выборке, а при вычислении максимальной ошибки — по всей вы-

борке. Для новых универсальных оценок и оценок Надарая-Ватсона параметр h выбирался

из 20 значений, расположенных на логарифмической сетке от max{0.0001, 1.1maxi∆zni} до

0.9. Для классических локально–линейных оценок параметр span выбирался таким же обра-

зом из 20 значений, расположенных на логарифмической сетке от 0.0001 до 0.9.

В каждом примере было выполнено по 1000 реализаций (прогонок), в каждой из ре-

ализаций моделировалось по n = 5000 наблюдений. По каждой реализации вычислялись

максимальная и среднеквадратичная ошибки для каждой из оценок. Результаты вычисле-

ний представлены ниже на графиках «ящик с усами», где «ящик» отображает медиану и

25% и 75% процентили (0, 25 и 0, 75 квантили) эмпирического распределения. На графиках

не приводятся результаты для линейной регрессии, потому что в этих примерах они оказы-

вались значительно хуже, чем результаты для всех остальных вариантов оценок функции.

Среднеквадратичные и максимальные ошибки тех или иных оценок сравнивались также при

помощи парного теста Вилкоксона.

Во всех приводимых далее примерах погрешности {εi} гауссовские со стандартным откло-

нением σ = 2. Примеры этого раздела были выбраны таким образом, чтобы распределение

регрессоров оказалось «сильно неравномерным». Потенциально это могло продемонстриро-

вать преимущество новых оценок перед известными ранее.

81



П р и м е р 1.5. Зададим регрессионную функцию

f(z) = (z − 5)2 + 10, 0 ≤ z ≤ 10. (68)

На отрезке z ∈ [0, 5] расположено 4500 точек, независимых равномерно распределенных на

этом отрезке; а на отрезке z ∈ [5, 10] — 500 точек, также независимых и равномерно распреде-

ленных на этом отрезке. График регрессионной функции и одна из реализаций наблюдений

представлены на рисунке 7.

Рис. 7: Пример 1.5. Регрессионная функция, реализация наблюдений и локально–линейные оценки (уни-
версальная ULL и классическая LOESS), построенные по этой реализации.

Результаты расчетов приведены на рисунке 8. В этом примере при сравнении максималь-

ных ошибок заметно преимущество локально–линейных оценок (универсальных и классиче-

ских) перед локально–постоянными ядерными оценками (оценками Надарая-Ватсона и уни-

версальными), при этом новая универсальная локально–линейная оценка оказалась точнее

всех рассматриваемых оценок. В частности, универсальная локально–линейная оценка точ-

нее классической локально–линейной оценки (0.6357 (0.4993, 0.8224) против 0.6582 (0.5205,

0.8508), p=0.019). При сравнении оценок в среднеквадратичном смысле все оценки, кроме

случайного леса и линейной регрессии, имеют близкие результаты. Универсальная локально–

линейная оценка оказалась несколько точнее остальных, хотя ее отличие от классической

локально–линейной статистически незначимо (4.017 (3.896, 4.139) против 4.030 (3.906, 4.154),

p=0.11).
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Рис. 8: Максимальная (слева) и среднеквадратичная (справа) ошибки примера 1.5. Для среднеквадратичной
ошибки модель случайного леса показала худшие результаты (10.97 (10.55, 11.39)), поэтому характеристики
модели случайного леса не удалось представить на графике.

Рис. 9: Пример 1.6. Регрессионная функция, реализация наблюдений и локально–линейные оценки (ULL и
LOESS), построенные по этой реализации.
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П р и м е р 1.6. Кусочно-линейная регрессионная функция изображена на рисунке 9. Ре-

грессоры в этом примере независимы и одинаково распределены с плотностью, пропорцио-

нальной (z − 5)2 + 2, 0 ≤ z ≤ 10.

Рис. 10: Максимальная (слева) и среднеквадратичная (справа) ошибки примера 1.6. Для среднеквадра-
тичной ошибки модель случайного леса показала худшие результаты (6.699 (6.412, 7.046)) по сравнению с
моделью GAM и ядерными оценками, поэтому результаты модели случайного леса не удалось представить
на графике.

Результаты расчетов приведены на рисунке 10. В этом примере наилучшей оказалась

оценка Надарая-Ватсона как при сравнении максимальных ошибок, так и среднеквадратич-

ном смысле. В обоих случаях универсальная локально–линейная оценка точнее классической

локально–линейной оценки (p<0.0001 для максимальной ошибки и p=0.0030 для среднеквад-

ратичной ошибки).

П р и м е р 1.7. Рассматривается следующая регрессионная функция

f(z) = 0.2
(
((z − 5)2 + 25) cos((z − 5)2/2) + 60

)
, z ∈ [0, 10],

график которой представлен на рисунке 11. В этом примере регрессоры определены сле-

дующим образом: zi = 10 · s(Ai), i = 1, ..., n, где положительное число A таково, что A/π

иррационально (мы выбрали A = 0.0002),

s(t) =
∣∣∣ 100∑
k=1

ηk cos(tk)
∣∣∣ при ηk = k−1ψk

(
100∑
j=1

j−1ψj

)−1

,
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Рис. 11: Пример 1.7. Регрессионная функция и реализация наблюдений

Рис. 12: Максимальная (слева) и среднеквадратичная (справа) ошибка примера 1.7. Как и ранее, для
среднеквадратичной ошибки результаты модели случайного леса (13.95 (11.69, 16.18)) не показаны полностью
на графике. Кроме того, на этом графике «обрезаны» выбросы для оценок GAM, NV, ULC, ULL.

{ψj} независимые и равномерно распределенные на отрезке [0, 1] случайные величины, не

зависящие от погрешностей {εi}. Отметим, что случайная последовательность s(Ai) с веро-

ятностью 1 плотно заполняет отрезок [0, 1] (см. подробности в примере 1.3).

Результаты расчетов приведены на рисунке 12. Сравнивая в этом примере оценки в смыс-

ле максимальной ошибки, отметим, что универсальная локально–линейная оценка точнее

других рассматриваемых оценок. В частности, эта оценка лучше классической локально–
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Рис. 13: Максимальная (слева) и среднеквадратичная (справа) ошибка примера 1.8. Как и ранее, для
среднеквадратичной ошибки результаты модели случайного леса не показаны полностью на графике. Кроме
того, на этом графике «обрезаны» выбросы для оценок NV, ULC, ULL.

линейной оценки (1.757 (1.491, 2.053) против 2.538 (2.216, 2.886), p<0.0001). Медиана сред-

неквадратичной ошибки новой универсальной локально–линейной оценки также оказыва-

ется наименьшей из рассмотренных. В частности, в этом смысле универсальная локально–

линейная оценка точнее классической локально–линейной оценки, но это различие незначимо

(4.166 (4.025, 4.751) против 4.219 (4.096, 4.338), p=0.92).

П р и м е р 1.8. Регрессионная функция в этом примере та же, что и в примере 1.7. Далее,

по алгоритму примера 1.7 генерировалось 50000 точек {zi}, из которых выбиралось 5000

точек. Подобный алгоритм позволил сделать заполнение регрессорами области задания f

более равномерным, чем в предыдущем примере, при этом сохраняя «кластеры».

Результаты расчетов приведены на рисунке 13. При сравнении максимальных ошибок

новая универсальная локально–линейная оценка оказалась точнее других оценок. В част-

ности, универсальная локально–линейная оценка точнее классической локально–линейной

оценки (2.872 (2.369, 3.488) против 9.435 (5.719, 10.9), p<0.0001). При сравнении оценок в

среднеквадратичном смысле самой точной оказалась классическая локально–линейная оцен-

ка. Универсальная локально–линейная оценка проигрывает здесь классической (5.108 (4.535,

6.597) против 4.378 (4.229, 4.541), p<0.0001), но оказывается точнее остальных рассматрива-

емых оценок.
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Полезно отметить, что во всех приведенных примерах оценки ядерного типа (как новые,

так и классические) оказались точнее остальных рассмотренных оценок, при этом нередко

новые оценки (универсальные локально–постоянные или универсальные локально–линейные)

оказались наиболее точными из ядерных.

Рис. 14: Пример 1.9. Среднеквадратичная ошибка предсказания зависимости АД от ЧСС

В следующем примере сравнение оценок проводилось на реальных данных.

П р и м е р 1.9. В данном примере использовались данные исследования «Эпидемиоло-

гия сердечно-сосудистых заболеваний в регионах Российской Федерации (ЭССЕ-РФ)». Это

исследование, в котором были собраны те или иных характеристики неорганизованного муж-

ского и женского населения в возрасте от 25 до 64 лет из 13 регионов РФ, подробно пред-

ставлено в [257].

Мы выбрали в качестве отклика (предсказываемой переменной) уровень систолическо-

го артериального давления (АД), а в качестве регрессора — частоту сердечных сокраще-

ний (ЧСС). Взаимосвязь между этими переменными ранее оценивалась как нелинейная

(см. [258]). В анализе используются данные 6597 участников исследования из четырех ре-

гионов РФ. Уровни АД и ЧСС в выбранных регионах попарно статистически значимо раз-

личались. Тем самым, нарушалась гипотеза о независимости набора регрессоров.

Поскольку точный вид регрессионной функции, участвующий в определении максималь-

ной ошибки, нам неизвестен, то оценки в этом примере сравнивались только в среднеквад-

ратичном смысле. Среднеквадратичная ошибка вычислялась для 1000 случайных разбиений
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всей совокупности наблюдений на обучающую (60%) и проверочную (40%) выборки.

В данном примере оценки GAM и ядерные оценки показали близкие результаты, которые

оказались лучше результатов моделей линейной регрессии и случайного леса.

Лучшей по точности оценкой оказалась новая универсальная локально–постоянная оцен-

ка (66), хотя ее отличие от оценки Надарая-Ватсона было статистически незначимо (220.2

(215.4, 225.9) против 220.4 (215.4, 225.8), p=0.91). Различие между универсальной локально–

линейной оценкой (67) и классической локально–линейной оценкой также было статистиче-

ски незначимым (220.4 (215.4, 225.9) против 220.6 (215.6, 226.1), p=0.52).

Таким образом, в данном примере статистической обработки реальных данных точность

новых ядерных оценок сравнима с точностью двух наиболее популярных представителей

классических ядерных оценок.

1.2.4 Доказательства утверждений разделов 1.2.1 и 1.2.2

Для доказательства теоремы 1.3 нам потребуется ряд вспомогательных утверждений. В

приводимых далее в этом подразделе леммах считаем, что выполнены условия теоремы 1.3.

Обозначим

βn,i(t) =
wn2(t)− (t− zn:i)wn1(t)

wn0(t)wn2(t)− w2
n1(t)

. (69)

Сохраним обозначение εni для погрешностей, ассоциированных с порядковой статистикой zn:i.

Принимая во внимание соотношение Xni = f(zn:i) + εni, i = 1, . . . , n, и тождество

n∑
i=1

βn,i(t)Kh(t− zn:i)∆zni ≡ 1, (70)

получаем представление

f̃ ∗
n,h(t) = f(t) + f(t)I(δn > c∗h) + r̃n,h(f, t) + ν̃n,h(t), (71)

где

r̃n,h(f, t) = I(δn ≤ c∗h)
n∑
i=1

βn,i(t)(f(zn:i)− f(t))Kh(t− zn:i)∆zni,

ν̃n,h(t) = I(δn ≤ c∗h)
n∑
i=1

βn,i(t)Kh(t− zn:i)∆zniεni.

Подчеркнем, что ввиду свойств плотности Kh(·) область суммирования в двух последних

суммах, а также во всех суммах, определяющих величины wnj(t) из (58), совпадает с мно-

жеством An,h(t) = {i : |t− zn:i| ≤ h, 1 ≤ i ≤ n}, что является принципиальным моментом для

дальнейшего анализа.

88



Лемма 1.7. При h < 1/2 имеют место равенства

inf
t∈[0,1]

(w0(t)w2(t)− w2
1(t)) =

1

4
(κ2 − κ21)h

2, inf
t∈[0,1]

w0(t) = 1/2, (72)

sup
t∈[0,1]

|wj(t)| =
(
1

2

)j−2[j/2]

κjh
j, j = 0, 1, 2, 3, (73)

где κj и wj(t) введены в (56) и (62). Кроме того, на подмножестве элементарных исходов,

определяемых соотношением δn ≤ c∗h, справедливы неравенства

sup
t∈[0,1]

|wnj(t)| ≤ 3Lhj, sup
t∈[0,1]

|wnj(t)− wj(t)| ≤ 12Lδnh
j−1, j = 0, 1, 2, 3, (74)

inf
t∈[0,1]

(wn0(t)wn2(t)− w2
n1(t)) ≥

1

8
(κ2 − κ21)h

2, inf
t∈[0,1]

wn0(t) ≥ 1/4, (75)

∀t1, t2 ∈ [0, 1] |wnj(t2)− wnj(t1)| ≤ 18Lhj−1|t2 − t1|, j = 0, 1, 2. (76)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем (72) и (73). Прежде всего отметим, что в силу нера-

венства Коши–Буняковского–Шварца w0(t)w2(t) − w2
1(t) ≥ 0 при всех t ∈ [0, 1], и указанная

разность непрерывна по t. Сначала рассмотрим простейший случай, когда h ≤ t ≤ 1−h. Для

таких t после замены переменной интегрирования в определении (62) величин wj(t) имеем

wj(t) =

t+h∫
t−h

(t− z)jKh(t− z)dz = hj
1∫

−1

vjK(v)dv, (77)

т.е. w0(t) ≡ 1, w1(t) ≡ 0 и w2(t) ≡ h2κ2. Иначе говоря, на отрезке [h, 1 − h] имеет место

тождество

w0(t)w2(t)− w2
1(t) ≡ h2κ2. (78)

Теперь рассмотрим случай t = αh для любых α ∈ [0, 1]. Имеем

wj(αh) =

(1+α)h∫
0

(αh− z)jKh(αh− z)dz = hjκj(α). (79)

Далее, с помощью (79) получаем

d

dα
h−2(w0(αh)w2(αh)− w2

1(αh)) =
d

dα
(κ0(α)κ2(α)− κ21(α)) =

= K(α)

α2

α∫
−1

K(v)dv +

α∫
−1

v2K(v)dv − 2α

α∫
−1

vK(v)dv

 ≥ 0,

поскольку
∫ α
−1
vK(v)dv ≤ 0 в силу четности функции K(v). Аналогично рассматривается
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симметричный случай t = 1 − αh для всех α ∈ [0, 1]. Отсюда и из (78) следует первое

соотношение из (72):

inf
t∈[0,1]

{w0(t)w2(t)− w2
1(t)} = w0(0)w2(0)− w2

1(0) =
1

4
h2(κ2 − κ21).

Второе соотношение из (72) очевидным образом следует из (79). Кроме того, вышеприведен-

ные рассуждения и представления (77), (79) влекут (73).

Первая оценка в (74) очевидна в силу вышеприведенного замечания об области суммиро-

вания в определении функций wnj(t) и соотношений

sup
s∈[0,1]

K(s) ≤ L,
∑

i∈An,h(t)

∆zni ≤ 2h+ δn ≤ 3h. (80)

Вторая оценка в (74) сразу следует из известной оценки погрешности аппроксимации инте-

гральными суммами Римана соответствующих интегралов от гладких функций на отрезке:∣∣∣∣∣∣∣
∑

i∈An,h(t)

gt,j(zn:i)∆zni −
∫

z∈[0,1]:|t−z|≤h

gt,j(z)dz

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (2h+ δn)δnLgt,j , (81)

где функции gt,j(z) = (t − z)jKh(t − z), j = 0, 1, 2, 3, заданы при значениях аргумента z ∈

[0 ∨ t − h, 1 ∧ t + h], а Lgt,j — константа Липшица функции gt,j(z). Нетрудно показать, что

supt∈[0,1] Lgt,j ≤ 4Lhj−2 для всех h ∈ (0, 1/2) и j = 0, 1, 2, 3, так что на множестве элементарных

исходов {δn ≤ c∗h} (напомним, что c∗ < 1) правую часть в (81) можно заменить на 12Lδnh
j−1.

Далее, с учетом (73) и (74) получаем, что

|wn0(t)wn2(t)− w0(t)w2(t)| ≤

≤ wn0(t)|wn2(t)− w2(t)|+ w2(t)|wn0(t)− w0(t)| ≤ 9Lδn(3L+ κ2)h,

|w2
n1(t)− w2

1(t)| ≤ |wn1(t)− w1(t)|(|wn1(t)|+ |w1(t)|) ≤ 9Lδn(3L+ κ1/2)h.

Тем самым,

|wn0(t)wn2(t)− w2
n1(t)− w0(t)w2(t) + w2

1(t)| ≤ 9Lδn(6L+ κ2 + κ1/2)h. (82)

Неравенства в (75) следуют теперь из (72), (82) и определения константы c∗.

Для доказательства (76) заметим, что

|(t2 − zn:i)
j − (t1 − zn:i)

j| ≤ 2hj−1|t2 − t1| при j = 0, 1, 2,
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|tk − zn:i| ≤ h при k = 1, 2. Нам остается учесть, что

wnj(t2)− wnj(t1) =
n∑
i=1

{
(t2 − zn:i)

jKh(t2 − zn:i)− (t1 − zn:i)
jKh(t1 − zn:i)

}
∆zni =

=
∑

i∈An,h(t1)∪An,h(t2)

{
(t2 − zn:i)

jKh(t2 − zn:i)− (t1 − zn:i)
jKh(t1 − zn:i)

}
∆zni

и воспользуемся неравенствами

|Kh(t2 − zn:i)−Kh(t1 − zn:i)| ≤ Lh−2|t2 − t1|

и ∑
i∈An,h(t1)∪An,h(t2)

∆zni ≤ 4h+ 2δn ≤ 6h. (83)

Таким образом, лемма 1.7 доказана. □

Лемма 1.8. Для любого положительного h < 1/2 имеет место оценка

sup
t∈[0,1]

|r̃n,h(f, t)| ≤ C∗
1ωf (h) при C∗

1 = C1
L2

κ2 − κ21
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности требуемую оценку можно выводить

на множестве элементарных исходов, определяемых условием δn ≤ c∗h. Тогда утверждение

леммы следует из соотношения

|r̃n,h(f, t)| ≤
ωf (h)wn2(t)

wn0(t)wn2(t)− w2
n1(t)

∑
i∈An,h(t)

Kh(t− zn:i)∆zni+

+
ωf (h)|wn1(t)|

wn0(t)wn2(t)− w2
n1(t)

∑
i∈An,h(t)

|t− zn:i|Kh(t− zn:i)∆zni, (84)

оценок из (80) и утверждений леммы 1.7. □

Лемма 1.9. Для любых y > 0 и h < 1/2 на подмножестве элементарных исходов, опреде-

ляемых соотношением δn ≤ c∗h, имеет место следующая оценка:

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|ν̃n,h(t)| > y

)
≤ C∗

2σ
2 δn
h2y2

при C∗
2 = C2

L4

(κ2 − κ21)
2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

µn,h(t) =
∑

i∈Nn,h(t)

h−2αn,i(t)Kh (t− zn:i)∆zniεni, (85)
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где αn,i(t) = wn2(t)− (t−zn:i)wn1(t). Заметим, что из леммы 1.7 и условий леммы 1.9 следуют

два факта. Во-первых, h−2|αn,i(t)| ≤ 6L, если только i ∈ An,h(t). Во-вторых,

|ν̃n,h(t)| ≤ 8(κ2 − κ21)
−1|µn,h(t)|. (86)

Хвост распределения величины sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| оценим с помощью метода диадических це-

почек [43]. Введем множество двоично-рациональных точек

R = {j/2k; j = 1, . . . , 2k − 1; k ≥ 1}.

Имеем

sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| = sup
t∈R

|µn,h(t)| ≤

≤ max
j=1,...,2m−1

|µn,h(j2−m)|+
∞∑

k=m+1

max
j=1,...,2k−2

∣∣µn,h((j + 1)2−k)− µn,h(j2
−k)
∣∣,

где натуральное m зададим равенством m = ⌈| log2 h|⌉. Имеем

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| > y
)
≤ PFn

(
max

j=1,...,2m−1
|µn,h(j2−m)| > amy

)
+

+
∞∑

k=m+1

PFn

(
max

j=1,...,2k−2

∣∣µn,h((j + 1)2−k)− µn,h(j2
−k)
∣∣ > aky

)
≤

≤
2m−1∑
j=1

PFn(|µn,h(j2−m)| > amy)+

+
∞∑

k=m+1

2k−2∑
j=1

PFn

(∣∣µn,h((j + 1)2−k)− µn,h(j2
−k)
∣∣ > aky

)
, (87)

где am, am+1, ...— последовательность положительных чисел, удовлетворяющих условию am+

am+1 + ... = 1.

Оценим теперь каждое из слагаемых в правой части (87). C помощью неравенства Мар-

кова со вторым моментом и оценок (80), получаем

PFn(|µn,h(j2−m)| > amy) ≤
(6L)2

(amy)2

∑
i∈An,h(j2−m)

K2
h(j2

−m − zn:i)(∆zni)
2σ2 ≤

≤ (6L)2σ2(amy)
−2δn(2h+ δn)h

−2 ≤ C3L
2σ2(amy)

−2δnh
−1. (88)
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Далее,

PFn

(∣∣µn,h((j + 1)2−k)− µn,h(j2
−k)
∣∣ > aky

)
≤ (aky)

−2h−4×

×
n∑
i=1

EF

((
αn,i((j + 1)2−k)Kh((j + 1)2−k − zn:i)− αn,i(j2

−k)Kh(j2
−k − zn:i)

)
∆zniεni

)2
≤

≤ σ2(aky)
−2h−4×

×
n∑
i=1

(
αn,i((j + 1)2−k)Kh((j + 1)2−k − zn:i)− αn,i(j2

−k)Kh(j2
−k − zn:i)

)2
(∆zni)

2 ≤

≤ C4σ
2L4(aky)

−22−2kδn(4h+ 2δn)h
−4 ≤ C5σ

2L4(aky)
−22−2kδnh

−3. (89)

Здесь мы учли, что область суммирования в (89) совпадает с множеством

{
i : i ∈ An,h((j + 1)2−k) ∪ An,h(j2−k)

}
,

а потому в силу соотношения |(j+1)/2k− j/2k| = 2−k ≤ h при k > m имеет место оценка (83)

при t1 = j2−k и t2 = (j + 1)2−k. Кроме того, мы использовали оценки

sup
t
Kh(t) ≤ Lh−1, |Kh(u)−Kh(v)| ≤ Lh−2|u− v|

и учли следующие неравенства в вышеуказанной области изменения параметров, вытекаю-

щие из леммы 1.7:

|αn,i((j + 1)2−k)− αn,i(j2
−k)| ≤ C6Lh2

−k, |αn,i(j2−k)| ≤ C7Lh
2,

|αn,i((j + 1)2−k)Kh((j + 1)2−k − zn:i)− αn,i(j2
−k)Kh(j2

−k − zn:i)| ≤ C8L2
−k.

Теперь из (87)–(89) получаем

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| > y

)
≤ C9y

−2σ2L4δnh
−1

(
2ma−2

m + h−2

∞∑
k=m+1

2−k+1a−2
k

)
.

Оптимальная последовательность ak, минимизирующая правую часть этого неравенства,

есть am = c2m/3 и ak = ch−2/32(−k+1)/3 при k = m + 1,m + 2, ..., где c определяется соот-

ношением am + am+1 + ... = 1. Для указанной последовательности заключаем, что

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| > y

)
≤

≤ C10y
−2σ2L4δnh

−1
(
2m/3 + h−2/32−m/3

(
2 + 21/3 + 22/3

))3 ≤ C11y
−2σ2L4δnh

−2.
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Утверждение леммы следует теперь из (86). □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.3. Это утверждение следует из лемм 1.8 и 1.9, если

только мы положим

ζ̃n(h) = sup
t∈[0,1]

|ν̃n,h(t)|+ sup
t∈[0,1]

|f(t)|I(δn > c∗h)

и учтем соотношение

P
(
ζ̃n(h) > y, δn ≤ c∗h

)
= EI

(
δn ≤ c∗h

)
PFn

(
ζ̃n(h) > y

)
.

Теорема доказана. □

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 1.4. Для оценки f ∗
n,h(t), определенной в (60), нам

потребуется следующее представление:

f ∗
n,h(t) = f(t) + r∗n,h(f, t) + ν∗n,h(t), (90)

где

r∗n,h(f, t) = w−1
n0 (t)

n∑
i=1

(f(zn:i)− f(t))Kh(t− zn:i)∆zni,

ν∗n,h(t) = w−1
n0 (t)

n∑
i=1

Kh(t− zn:i)∆zniεni.

В силу представлений (71) и (90) получаем, что

Biasf̃ ∗
n,h(t) = Er̃n,h(f, t) + f(t)P(δn > c∗h) =

=
n∑
i=1

E{I(δn ≤ c∗h)βn,i(t)(f(zn:i)− f(t))Kh(t− zn:i)∆zni}+ f(t)P(δn > c∗h), (91)

Biasf ∗
n,h(t) = Er∗n,h(f, t) =

n∑
i=1

E{I(δn ≤ c∗h)w
−1
n0 (t)(f(zn:i)− f(t))Kh(t− zn:i)∆zni}+ τn, (92)

где |τn| ≤ ωf (h)P(δn > c∗h). Далее, из леммы 1.7 следует, что для любой точки t ∈ [h, 1 − h]

при условии δn ≤ c∗h справедлива оценка

sup
i∈An,h(t)

|βn,i(t)− w−1
n0 (t)| ≤ C∗

5δnh
−1. (93)

При выводе соотношения (93) мы также учли, что w0(t) = 1 и w1(t) = 0 при всех t ∈ [h, 1−h]

(см. доказательство леммы 1.7). Теперь с учетом (80), (91), (92), (93) и леммы 1.7 нетрудно
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вывести первое утверждение леммы, поскольку

|Biasf̃ ∗
n,h(t)− Biasf ∗

n,h(t)| ≤ C∗
5h

−1ωf (h)E

{
δnI(δn ≤ c∗h)

n∑
i=1

Kh(t− zn:i)∆zni

}
+

+ (|f(t)|+ ωf (h))P(δn > c∗h) ≤ C∗
6ωf (h)h

−1Eδn + (|f(t)|+ ωf (h))P(δn > c∗h). (94)

Для доказательства второго утверждения прежде всего отметим, что

Df̃ ∗
n,h(t) = Dν̃n,h(t) + D (r̃n,h(f, t) + f(t)I(δn > c∗h)) =

= Dν̃n,h(t) + Dr̃n,h(f, t) + f 2(t)P(δn > c∗h)P(δn ≤ c∗h),

Df ∗
n,h(t) = Dν∗n,h(t) + Dr∗n,h(f, t).

Таким образом, нам нужно сравнить две дисперсии в правой части первого равенства с

соответствующими дисперсиями второго. С помощью (80) и (93) получаем

|Dν̃n,h(t)− Dν∗n,h(t)| ≤ σ2

∣∣∣∣∣E
n∑
i=1

I(δn ≤ c∗h)(β
2
n,i(t)− w−2

n0 (t))K
2
h(t− zn:i)(∆zni)

2

∣∣∣∣∣+
+ σ2P(δn > c∗h) ≤ C∗

7σ
2h−1E

{
δnI(δn ≤ c∗h)

n∑
i=1

hK2
h(t− zn:i)∆zni

}
+

+ σ2P(δn > c∗h) ≤ C∗
8σ

2h−1Eδn.

При выводе последней оценки мы учли, что
∑n

i=1w
−2
n0 (t))K

2
h(t− zn:i)(∆zni)

2 ≤ 1.

Чтобы получить оценку для разности |Dr̃n,h(t) − Dr∗n,h(t)| отметим, что верхняя оценка

C∗
9f

2
h−1Eδn для модуля разности квадратов смещений случайных величин r̃n,h(f, t) и r∗n,h(f, t)

по существу содержится в (84) и (94). Оценивание разности вторых моментов указанных

случайных величин проводится аналогично с помощью (80), (93) и (94):

|Er̃2n,h(f, t)− Er∗2n,h(f, t)| ≤ E|r̃n,h(f, t)− r∗n,h(f, t)||r̃n,h(f, t) + r∗n,h(f, t)| ≤ C∗
10f

2
h−1Eδn,

что завершает доказательство предложения. □

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 1.5. Из определения величины βn,i(t) в (69) следует,

что при любом t ∈ [0, 1]

n∑
i=1

βn,i(t)(zn:i − t)Kh(t− zn:i)∆zni = 0,

n∑
i=1

βn,i(t)(zn:i − t)2Kh(t− zn:i)∆zni = D−1
n (t)(w2

n2(t)− wn3(t)wn1(t)) ≡ Bn(t),
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где Dn(t) = wn0(t)wn2(t)− w2
n1(t). Раскладывая функцию f(·) по формуле Тейлора в окрест-

ности точки t (до второй производной), из вышеприведенных тождеств получаем с помощью

(69), (91) и леммы 1.7, что для любой точки t выполнено

Biasf̃ ∗
n,h(t) = EI(δn ≤ c∗h)

n∑
i=1

{βn,i(t)(f(zn:i)− f(t))Kh(t− zn:i)∆zni}+

+ f(t)P(δn > c∗h) =
f ′′(t)

2
EI(δn ≤ c∗h)Bn(t) + f(t)P(δn > c∗h) + o(h2) =

=
f ′′(t)

2
B0(t) +O(Eδn/h) + o(h2), (95)

при этом O- и o-символы в правой части (95) равномерны по t. Отметим, что при любом t

имеет место соотношение B0(t) = O(h2).

Далее, так как для j = 1, 2 и при всех натуральных n выполнено

|wj(t)|w−1
0 (t) ≤ hj, |wnj(t)|w−1

n0 (t) ≤ hj,

то справедливо асимптотическое представление

Biasf ∗
n,h(t) =

n∑
i=1

Ew−1
n0 (t)(f(zn:i)− f(t))Kh(t− zn:i)∆zni =

= −f ′(t)E
wn1(t)

wn0(t)
I(δn ≤ c∗h) +

f ′′(t)

2
E
wn2(t)

wn0(t)
I(δn ≤ c∗h) +O(hP(δn > c∗h)) + o(h2)

= −f ′(t)
w1(t)

w0(t)
+
f ′′(t)

2

w2(t)

w0(t)
+O(Eδn) + o(h2). □

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1.3. Без ограничения общности можно считать, что

t ∈ [h, 1 − h]. Тогда, как уже было отмечено при выводе леммы 1.7, для указанных t будет

выполнено w0(t) = 1, w1(t) = 0 и w2(t) = κ2h
2, т.е. B0(t) = κ2h

2. □

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1.4. Это утверждение непосредственно вытекает из

предложения 1.5 и формулы (79). □

1.3 Универсальные оценки для случайных полей

1.3.1 Универсальные локально-постоянные оценки

В этом разделе считаем выполненным предположение (M1) о регрессионной модели и

условие (E2), касающееся погрешностей. Нам дополнительно потребуются следующие пред-

положения на ядро и регрессоры.
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(K2) Выполнено условие (K), ядерная функция K(s) удовлетворяет условию Липши-

ца с константой L ≥ 1, т.е. |K(x) − K(y)| ≤ L (|x1 − y1|+ · · ·+ |xk − yk|) при всех x =

(x1, . . . , xk) и y = (y1, . . . , yk). Кроме того, существуют константы ρ > 0 и h0 ∈ (0, 1]

такие, что Jh(t) ≥ ρ при всех t ∈ P и 0 < h ≤ h0, где Jh(t) =
∫
P
Kh(t− x) Λk(dx) и t ∈ P.

В ядерных оценках мы будем использовать конструкцию кратных интегральных сумм

Римана, поэтому нам потребуется следующее условие плотного заполнения регрессорами

{zi; i = 1, . . . , n} области P определения регрессионной функции f .

(D2) Для каждого n существует такое разбиение множества P на n измеримых по

Жордану подмножеств {Pi, i = 1, . . . , n}, что каждый элемент этого разбиения содержит

ровно по одной точке из набора {zi; i = 1, . . . , n} (нумерация элементов разбиения такова,

что zi ∈ Pi), при этом δn = maxi≤n d(Pi)
p→ 0, где d(A) = supx,y∈A ∥x − y∥ – диаметр

множества, ∥ · ∥ — супремальная норма в Rk.

З а м е ч а н и е 1.16. Традиционно семейство непустых множеств P1, . . . ,Pn образует раз-

биение множества P , если элементы семейства {Pi} попарно не пересекаются и
n⋃
i=1

Pi = P .

Условимся, что в (D2) допускается, чтобы элементы набора {Pi} пересекались по множе-

ствам нулевой меры Лебега (например, по границам). Подобная оговорка позволяет нам не

исключать ситуацию кратных точек в наборе регрессоров. В случае попарно различных ре-

грессоров подобная оговорка не требуется. Отметим еще, что без вышеуказанного соглашения

условие (D2) можно сформулировать следующим образом: для каждого n существует раз-

биение множества P на n измеримых по Жордану подмножеств {Pi; i = 1, . . . , n} таких,

что δn = max
i≤n

d(Pi ∪ zi)
p→ 0.

З а м е ч а н и е 1.17. Условие (D2) означает, что для любого n регрессоры {zi; i = 1, . . . , n}

образуют ε-сеть компактного множества P при ε = δn с условием δn
p→ 0. Отметим, что

неслучайные регрессоры с условиями регулярного плотного заполнения области задания ре-

грессионной функции в широких условиях удовлетворяют условию (D2). Напомним, что в

регулярном случае неслучайные точки zi задаются, например, формулой zi = g(vin) для

некоторой k-мерной функции g ограниченной вариации и k-мерных точек решетки вида

vin = (j1/n
1/k, . . . , jk/n

1/k) ∈ [0, 1]k (если P = [0, 1]k и g есть тождественная функция, то

получаем эквидистантный план). Другой вариант задания регулярных неслучайных регрес-

соров — условие вида max
i≤n

d(Pi) = O(1/n). В случае независимых одинаково распределенных

регрессоров с плотностью распределения случайной величины z1, отделенной от нуля на

[0, 1]k, с вероятностью 1 выполнено δn = O
(
logn
n1/k

)
. Если {zi; i ≥ 1} есть стационарная по-

следовательность с условием α-перемешивания и множество P = [0, 1]k является носителем

распределения z1, то условие (D2) также выполнено (см. замечание 1.4). Отметим, что зави-

симость случайных величин {zi} в условии (D2) может быть более сильной (см. примеры 1.1,
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1.2 и приводимые далее примеры 1.16, 1.18). □

З а м е ч а н и е 1.18. Без ограничения общности считаем, что P ⊆ [0, 1]k. Заметим еще, что

при сделанных предположениях supsK(s) ≤ L. Если P = [0, 1]k и K(t) =
∏k

j=1Ko(tj) при

t = (t1, . . . , tk)
⊤, где Ko(·) есть симметричная плотность распределения с носителем [−1, 1],

то ρ ≥ 2−k.

Введем в рассмотрение следующий класс ядерных оценок для функции f :

f ∗
n,h(t) =

∑n

i=1
XiKh(t− zi)Λk(Pi)∑n

i=1
Kh(t− zi)Λk(Pi)

. (96)

Отметим, что

f ∗
n,h(t) = argmin

a∈R

n∑
i=1

(Xi − a)2Kh(t− zi)Λk(Pi),

т.е. оценки (96) принадлежат классу оценок взвешенного метода наименьших квадратов и

являются локально–постоянными оценками. Сравнивая f ∗
n,h(t) с классическими локально–

линейными оценками f̂NW (t) (т.е. оценками Надарая–Ватсона, см. формулу (163) далее), от-

метим, что для новых оценок в методе наименьших квадратов используются иные веса, зада-

ваемые мерой Лебега элементов конечного случайного разбиения выборочного пространства

регрессоров, введенного в условии (D2). Подобные веса позволяют нам получить конструк-

цию интегральных сумм Римана в структуре предлагаемых ядерных оценок. Данное обсто-

ятельство существенно для наших целей, поскольку при асимптотическом анализе оценок

открывается возможность вместо тех или иных предельных теорем использовать сближение

интегральных сумм и соответствующих кратных интегралов Римана.

Основной результат подраздела содержится в следующем утверждении.

Теорема 1.4. Пусть выполнены условия (M1), (E2), (K2) и (D2). 2 Тогда для любого фик-

сированного h ∈ (0, h0) с вероятностью 1 справедливо соотношение

sup
t∈P

|f ∗
n,h(t)− f(t)| ≤ ωf (h) + ζn(h), (97)

где случайная величина ζn(h) > 0 такова, что

P (ζn(h) > y) ≤ G(k, p) ρ−pMp L
p y−p h−k(p/2+1) E(δkp/2n ) + P(δn > hmin{1, ρ(k2k+1L)−1}) (98)

при 0 < G(k, p) < (p− 1)p/22p(k+(3/2))
(
1 + k

2(p−k)/(p+1)−1

)p+1

.

2Утверждение теоремы имеет место из без выполнения второй части условия (D2). Но поскольку оцен-
ки, полученные в теореме, становятся содержательными лишь при выполнении предельного соотношения
из (D2), то нам удобнее включить это условие в формулировку теоремы целиком. Аналогичная ситуация
имеет место и в приводимой далее теореме 1.6.
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З а м е ч а н и е 1.19. Пусть, например, f – неслучайная функция. Положим в (98) y =(
h−k(p/2+1) E(δkp/2n )

)1/p
. Применяя степенное неравенство Маркова с показателем kp/2 для

второго слагаемого в (98), нетрудно видеть, что в условиях теоремы 1.4

ζn(h) = Õp

((
h−k(p/2+1) E(δkp/2n )

)1/p)
и существует решение h ≡ hn уравнения

E(δkp/2n ) = hk(p/2+1)ωpf (h). (99)

Нетрудно видеть, что это решение будет стремиться к нулю с ростом n. Фактически вели-

чина hn минимизирует по h порядок малости правой части соотношения (97). Отметим, что

ввиду (99) имеют место соотношения
(
hn
)−k(p/2+1) E(δkp/2n ) → 0 и δn/hn

p→ 0.

Принимая во внимание замечание 1.19, из теоремы 1.4 получаем следующие два утвер-

ждения.

Следствие 1.5. Пусть выполнены условия (M1), (E2), (K2) и (D2), а C — множество

неслучайных равностепенно непрерывных функций из пространства C
(
[0, 1]k

)
Тогда

γn(C) = sup
f∈C

sup
t∈[0,1]k

|f ∗
n,h̃n

(t)− f(t)| p→ 0,

где h̃n есть решение уравнения (99), в котором модуль непрерывности ωf (h) заменен уни-

версальным модулем ωC
f (h) = sup

f∈C
ωf (h). Кроме того, имеет место соотношение γn(C) =

Õp(ω
C
f (h̃n)).

Следствие 1.6. Если выполнены условия (M1), (E2), (K2) и (D2), а модуль непрерывности

случайной регрессионной функции f(t), t ∈ [0, 1]k с вероятностью 1 удовлетворяет условию

ωf (h) ≤ ζφ(h) для некоторой собственной случайной величины ζ > 0 и положительной

неслучайной функции φ(h) с условием φ(h) → 0 при h→ 0, то справедливо соотношение

sup
t∈[0,1]k

|f ∗
n,ĥn

(t)− f(t)| p→ 0, (100)

где ĥn — решение уравнения (99), в котором модуль непрерывности ωf (h) заменен на φ(h).

П р и м е р 1.10. Пусть P = [0, 1]k, δn ≤ νn−1/k при Eνkp/2 < ∞ и ωf (h) ≤ ζhα, где α ∈ (0, 1]

и ζ — некоторая собственная случайная величина. Тогда

hn = O
(
n− 1

2k(1/p+1/2)+2α

)
и sup

t∈[0,1]k
|f ∗
n,h(t)− f(t)| = Õp

(
n− α

2k(1/p+1/2)+2α

)
.
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В частности, если в одномерном случае f(·) = W (·) есть Винеровский процесс на [0, 1],

а независимые одинаково распределенные случайные величины {εi} имеют нормальное рас-

пределение с нулевым средним, то для любого достаточно малого ν0 > 0 выполнено

sup
t∈[0,1]

|f ∗
n,h(t)− f(t)| = Õp(n

−1/3+ν0).

Здесь k = 1, α = 1/2− ν1 и 1/p < ν2 для произвольных достаточно малых ν1 и ν2. □

Пусть F0 — тривиальная σ-алгебра. Для любого i = 1, . . . , n символом Fn,i обозначим σ-

алгебру, порожденную наборами {ε1, . . . , εi}, {z1, . . . , zn} и случайным полем f . В следующем

утверждении приведены достаточные условия асимптотической нормальности оценок f ∗
n,h(t).

Теорема 1.5. Пусть регрессоры {zi} не зависят от n, выполнены условия (M1), (E2), (K2),

(D2) и для некоторого t ∈ P и последовательности h ≡ hn справедливы следующие соотно-

шения:

τn =
max
i≤n

(
Kh (t− zi) Λk(Pi)

)2∑n

i=1

(
Kh (t− zi) Λk(Pi)

)2 p→ 0,

E(ε2i | Fn,i−1) = σ2 п.н. при всех i ≤ n,

max
i≤n

E
(
ε2i I(ε

2
i > a/τn) | Fn,i−1

) p→ 0 при всех a > 0.

Тогда

B−1
n,h(t)

(
f ∗
n,h(t)− f(t)− rn,h(t)

) d−→ N1(0, σ
2),

где

B2
n,h(t) = J−2

n,h(t)
n∑
i=1

(
Kh(t− zi)Λk(Pi)

)2
, Jn,h(t) =

n∑
i=1

Kh(t− zi)Λk(Pi),

rn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

(f(zi)− f(t))Kh (t− zi) Λk(Pi).
(101)

1.3.2 Доказательство результатов раздела 1.3.1

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.4. Принимая во внимание соотношение (23), получаем

тождество

f ∗
n,h(t) = Rn,h(f, t) + νn,h(t),

где

Rn,h(f, t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

f(zi)Kh (t− zi) Λk(Pi),

νn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

Kh (t− zi) εiΛk(Pi),
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а величина Jn,h(t) определена в (101). Важно подчеркнуть, в силу условия (K) областью

суммирования в трех указанных суммах является множество {i : ∥t− zi∥ ≤ h}.

Утверждение теоремы 1.4 нетрудно извлечь из указанного тождества и приводимых да-

лее лемм 1.10 и 1.12. Отметим также, что утверждение леммы 1.11 нам потребуется при

доказательстве леммы 1.12.

Лемма 1.10. Имеет место оценка

sup
t∈P

|Rn,h(f, t)− f(t)| ≤ ωf (h). (102)

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения следует из равенства

Rn,h(f, t) = f(t) + J−1
n,h(t)

∑
i: ∥t−zi∥≤h

(f(zi)− f(t))Kh (t− zi) Λk(Pi).

Лемма доказана. □

Лемма 1.11. Если δn ≤ h ≤ h0, то для любого t ∈ P справедливо соотношение

Jn,h(t) ≥ ρ− k2kLδnh
−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

Jn,h(t) =

∫
g(y)dy,

где g(y) =
n∑
i=1

Kh(t− zi) I(y ∈ Pi) и I(·) есть индикатор события. Далее, поскольку

|Kh (t− x)−Kh (t− y) | ≤ kLh−k−1δn при ∥x− y∥ ≤ δn, (103)

то g(y) ≥ Kh(t− y)− kLh−k−1δn для всех y ∈ P . Следовательно, с учетом условия (K2),

Jn,h(t) ≥
∫

y∈P: ∥t−y∥≤h

(
Kh(t− y)− kLh−k−1δn

)
dy ≥ ρ− k2kLδnh

−1

и лемма доказана. □

Лемма 1.12. При всех y > 0 и h ∈ (0, h0) на множестве элементарных исходов, определя-

емых соотношением δn/h ≤ min{1, ρ(k2k+1L)−1}, имеет место оценка

PFn

((
δk/2n h−k((1/2)+(1/p))

)−1

sup
t∈P

|νn,h(t)| > y

)
≤ G(k, p) ρ−pMp L

p/2y−p, (104)
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где

G(k, p) < (p− 1)p/22p(k+(3/2))

(
1 +

k

2(p−k)/(p+1) − 1

)p+1

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия δn/h ≤ ρ(k2k+1L)−1 и леммы 1.11 получаем

неравенство

|νn,h(t)| ≤ 2ρ−1|µn,h(t)|, где µn,h(t) =
n∑
i=1

Kh(t− zi)Λk(Pi)εi.

Далее с помощью метода диадических цепочек оценим хвост распределения sup
t∈P

|µn,h(t)|.

Заметим, прежде всего, что множество P под знаком супремума можно заменить множе-

ством двоично-рациональных точек R = ∪l≥1Rl, где

Rl = {(j1/2l, . . . , jk/2l) : j1 = 1, . . . , 2l − 1; . . . ; jk = 1, . . . , 2l − 1}.

Таким образом,

sup
t∈P

|µn,h(t)| ≤ sup
t∈R

|µn,h(t)| ≤ max
t∈Rm

|µn,h(t)|+
∞∑

l=m+1

k∑
r=1

max
t∈Rl

∣∣µn,h(t+ 2−ler)− µn,h(t)
∣∣,

где натуральное m будет выбрано далее, er есть k-мерный вектор с единичной r-ой компо-

нентой и нулями в качестве остальных компонент. Следовательно,

PFn

(
sup
t∈P

|µn,h(t)| > y

)
≤ PFn

(
max
t∈Rm

|µn,h(t)| > amy

)
+

+
∞∑

l=m+1

k∑
r=1

PFn

(
max
t∈Rl

∣∣µn,h(t+ 2−ler)− µn,h(t)
∣∣ > aly/k

)
≤

≤
∑
t∈Rm

PFn(|µn,h(t)| > amy) +
∞∑

l=m+1

k∑
r=1

∑
t∈Rl

PFn

(∣∣µn,h(t+ 2−ler)− µn,h(t)
∣∣ > aly/k

)
, (105)

где am, am+1, . . . — последовательность положительных чисел с условием am+am+1+ · · · = 1.

Чтобы оценить вероятность PFn(|µn,h(t)| > amy), воспользуемся следующим мартингаль-

ным неравенством (см. [241], теорема 2.1):

E
∣∣∣ n∑
i=1

ηi

∣∣∣p ≤ ((p− 1)
n∑
i=1

(
E|ηi|p

)2/p)p/2

, (106)

где {ηi} — последовательность мартингал-разностей с конечными моментами порядка p ≥ 2.

Положим

ηi = Kh(t− zi)Λk(Pi)εi.
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Из (106) и элементарных оценок

Kh(t− zi)Λk(Pi) ≤ Lh−kδkn,
n∑
i=1

Kh(t− zi)Λk(Pi) ≤ Lh−k(2h+ 2δn)
k

получаем, что с вероятностью 1 выполнено

n∑
i=1

(
EFn|ηi|p

)2/p ≤M2/p
p 2kL2 (1 + δn/h)

k (δn/h)
k.

Далее, последнее неравенство и (106), с учетом оценки δn ≤ h ≤ 1, влекут соотношение

PFn(|µn,h(t)| > amy) ≤
EFn(|µn,h(t)|p)

(amy)p
≤ G1

(δn/h)
kp/2

(amy)p
п.н., (107)

где G1 = (p− 1)p/2 2kpLpMp.

Чтобы оценить PFn

(∣∣µn,h(t+2−ler)−µn,h(t)
∣∣ > aly/k

)
, воспользуемся неравенством (106)

при

ηi =
(
Kh(t− zi + 2−ler)−Kh(t− zi)

)
Λk(Pi)εi.

Имеем ∣∣∣Kh(t− zi + 2−ler)−Kh(t− zi)
∣∣∣Λk(Pi) ≤ Lh−k−1 2−l δkn,

n∑
i=1

∣∣∣Kh(t− zi + 2−ler)−Kh(t− zi)
∣∣∣Λk(Pi) ≤ Lh−k−1 2−l+1 (2h+ 2δn)

k.

Таким образом,

n∑
i=1

(
EFn|ηi|p

)2/p ≤M2/p
p 2kL2 2−2l+1 (1 + δn/h)

k (δn/h)
k.

Кроме того, с учетом соотношения δn ≤ h ≤ 1, из последнего неравенства и (106) следует,

что

PFn

(∣∣µn,h(t+ 2−ler)− µn,h(t)
∣∣ > aly/k

)
≤ G2

k

(δn/h)
kp/2 h−p 2−lp

(aly)p
, (108)

где G2 = 2p/2 kp+1 (p− 1)p/2 2kpLpMp = 2p/2 kp+1G1.

Используя теперь (105), (107) и (108) заключаем, что

PFn

(
sup
t∈P

|µn,h(t)| > y

)
< y−p(δn/h)

kp/2

(
G12

kma−pm +G2 h
−p

∞∑
l=m+1

2−(p−k)l a−pl

)
.

Оптимальная последовательность al, минимизирующая правую часть этого неравенства, есть
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am = c(G12
km)1/(p+1), al = c

(
G2 h

−p 2−(p−k)l)1/(p+1) при l = m + 1,m + 2, . . . , где коэффициент

c определяется соотношением am + am+1 + · · · = 1. Для указанной последовательности

PFn

(
sup
t∈P

|µn,h(t)| > y

)
≤ y−p(δn/h)

kp/2

(
(G12

km)1/(p+1) +
∞∑

l=m+1

(
G2 h

−p2−(p−k)l
)1/(p+1)

)p+1

.

Положим m = ⌈− log2 h⌉. В этом случае

PFn

(
sup
t∈P

|µn,h(t)| > y

)
≤

≤ y−p δkp/2n h−k(1+(p/2))

(
(2G1)

1/(p+1) +
(
G22

−(p−k))1/(p+1)
∞∑
l=0

2−(p−k)l/(p+1)

)p+1

≤

≤ y−p δkp/2n h−k(1+(p/2))2p/2G1

(
1 +

k

2(p−k)/(p+1) − 1

)p+1

.

Это соотношение завершает вывод леммы 1.12 при

G(k, p) = 2p 2p/2
G1

LpMp

(
1 +

k

2(p−k)/(p+1) − 1

)p+1

,

а вместе с тем и доказательство теоремы 1.4. □

Теорема 1.5 по существу вытекает из следующего утверждения, доказанного в [111, след-

ствие 3.1].

Лемма 1.13. Пусть {Sni, F̃n,i, 1 ≤ i ≤ kn, n ≥ 1} — квадратично интегрируемый мар-

тингал с нулевым средним и мартингал-разностью Yni и η — некоторая почти наверное

конечная случайная величина. Предположим, что σ-алгебры {F̃n,i} образуют возрастаю-

щий поток по аргументу n, т.е. F̃n,i ⊆ F̃n+1,i для всех 1 ≤ i ≤ kn, n ≥ 1, и, кроме того,

kn∑
i=1

E[Y 2
niI(Yni > ε)|F̃n,i−1]

p→ 0 ∀ε > 0,
kn∑
i=1

E(Y 2
ni|F̃n,i−1)

p→ η2.

Тогда Snkn =
∑kn

i=1 Yni
d→ Z, где характеристическая функция случайной величины Z опре-

деляется соотношением E exp{−η2t2/2}.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.5. Имеем

B−1
n,h(t)

(
f ∗
n,h(t)− f(t)− rn,h(t)

)
= B−1

n,h(t)νn,h(t) =

∑n

i=1
Kh (t− zi) εiΛk(Pi)(∑n

i=1

(
Kh(t− zi)Λk(Pi)

)2)1/2 . (109)
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Теперь в формулировке леммы 1.13 положим kn = n, F̃n,i = Fn,i и

Yni =
Kh (t− zi) εiΛk(Pi)(∑n

i=1

(
Kh(t− zi)Λk(Pi)

)2)1/2 .
Заметим, что в силу условий теоремы

n∑
i=1

E(Y 2
ni|F̃n,i−1) =

n∑
i=1

K2
h (t− zi) Λ

2
k(Pi)E(ε2i | Fn,i−1)∑n

i=1

(
Kh(t− zi)Λk(Pi)

)2 ≡ σ2

почти наверное. Кроме того, с вероятностью 1 имеет место оценка

n∑
i=1

E[Y 2
niI(Yni > ε)|F̃n,i−1] ≤

n∑
i=1

K2
h (t− zi) Λ

2
k(Pi)E(ε2i I(ε2i > a/τn)|Fn,i−1)∑n

i=1

(
Kh(t− zi)Λk(Pi)

)2 ≤

≤ max
i≤n

E
(
ε2i I(ε

2
i > a/τn)|Fn,i−1

)
.

Иными словами, в условиях леммы 1.13 случайная величина η2 ≡ σ2 вырождена, т.е. имеет

место центральная предельная теорема. □

1.3.3 Примеры компьютерного моделирования и обработки реальных данных

В этом разделе с помощью компьютерного моделирования проведено некоторое сравне-

ние новых универсальных локально–постоянных оценок f ∗
n,h(t), введенных в (96), и оценок

Надарая–Ватсона. Кроме того, оценки сравниваются и на примере обработки реальных дан-

ных. Всюду в этом разделе считаем, что k = 2.

Рассматриваются следующие два алгоритма вычисления разбиения {Pi} множества P ,

которое участвует в определении оценки f ∗
n,h(t).

Первый алгоритм — это мозаика Вороного. Напомним, что мозаика (диаграмма) Вороного

некоторого конечного множества точек на плоскости представляет собой такое разбиение

плоскости, при котором каждый элемент этого разбиения содержит ровно по одной точке из

указанного набора и образует множество всех точек, для которых указанная точка из набора

является ближайшей. Таким образом, для каждого i множество Pi — это ячейка Вороного,

соответствующая zi, т. е. множество всех точек P , расположенных ближе к zi, чем к любой

другой точке. Для расчета площадей ячеек использовался пакет deldir R-библиотеки. Пример

разбиения множества P с помощью мозаики Вороного приведен на рисунках 15b) и 17a).

Второй — алгоритм последовательных покоординатно-медианных сечений. Прежде всего,

разделим P на два прямоугольника прямой t1 = median{z11, . . . , z1n}, равной середине интер-

вала
(
zn:1⌊n/2⌋, zn:1⌊n/2⌋+1

)
, где точки zn:11, . . . , zn:1n есть вариационный ряд, построенный по

проекциям регрессоров на ось абсцисс. Далее каждый из двух прямоугольников делится ре-
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куррентным образом следующим образом: если на некотором шаге прямоугольник содержит

две или более точек из набора регрессоров и ширина прямоугольника больше его высоты, то

прямоугольник разбивается на два прямой t1 = median{z1j : j ∈ B}, где B есть множество

индексов регресоров, попадающих в прямоугольник. В противном случае прямоугольник

разбивается прямой t2 = median{z2j : j ∈ B}. Как только в прямоугольнике оказывается

одна точка zi из набора регрессоров, он полагается равным Pi. Пример такого разбиения

приведен на рисунках 15c) и 17b).

П р и м е р 1.11. В этом примере аппроксимируется неслучайная регрессионная функция

f(x, y) = max {0, sin(4y − 2)}+0.5, изображенная на рисунке 15а). Регрессоры {zi} независи-

мы и имеют равномерное распределение в единичном квадрате P = [0, 1]×[0, 1], погрешности

{εi} независимы и имеют нормальное распределение со стандартным отклонением σ = 0.1.
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Рис. 15: Иллюстрация к примеру 1.11 (график функции f и разбиения множества P).

В супремальной норме сравниваются три варианта оценок: новая универсальная локаль-

но–постоянная оценка f ∗
n,h(t) c использование разбиения Вороного, новая универсальная

локально–постоянная оценка f ∗
n,h(t) c использование разбиения методом последовательных

покоординатно-медианных сечений, классическая локально–постоянная оценка f̂NW (t) (оцен-

ка Надарая–Ватсона). Рассматриваются два случая в зависимости от объема выборки: n =

100 и n = 1000. Результаты компьютерного моделирования представлены на рисунке 16,

содержащем графики эмпирических функций распределения для следующих трех величин:

1) maxt∈P |f ∗
n,h(t)− f(t)| для оценки с разбиением Вороного (сплошная линия),

2) maxt∈P |f ∗
n,h(t) − f(t)| для оценки с разбиением медианными сечениями (пунктирная

линия),

3) max
t∈P

|f̂NW (t)− f(t)| (точечная линия).

Всюду максимум вычислен по сетке 1000×1000. Каждый из графиков эмпирических функций

распределения построен по 10000 реализациям (прогонкам).

В этом примере новая локально–постоянная оценка f ∗
n,h(t) оказалась точнее в случае
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Рис. 16: Иллюстрация к примеру 1.11. На рисунках изображены графики эмпирических функций распре-
деления, построенных по 10000 прогонкам, для следующих величин: maxt∈P |f∗n,h(t) − f(t)| с разбиением
Вороного (сплошная линия), maxt∈P |f∗n,h(t)−f(t)| с разбиением методом последовательных покоординатно-
медианных сечений (пунктирная линий), maxt∈P |f̂NW (t)− f(t)| (точечная линия).

использования алгоритма Вороного для разбиения P , нежели алгоритма последовательных

покоординатно-медианных сечений. В обоих случаях оценка f ∗
n,h(t) с разбиением Вороного

оказалась точнее двух других оценок (оценки f ∗
n,h(t) со вторым алгоритмом разбиения и

оценки Надарая–Ватсона).

(a) (b)
Рис. 17: Разбиение методом Вороного (слева) и методом покоординатно–медианных сечений (справа) мно-
жества P = [−1, 1]× [−1, 1] для одного и того же набора точек.

Как и ранее в примере 1.11, далее сравниваются три варианта ядерных оценок: оцен-

ка Надарая–Ватсона (NW), универсальная локально–постоянная оценка с разбиением Во-
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роного (ULCV), универсальная локально–постоянная оценка с разбиением покоординатно–

медианными сечениями (ULCV) (в скобках указана аббревиатура, которая используется да-

лее в графических иллюстрациях). Но во всех приводимых далее примерах алгоритм моде-

лирования усложняется следующим образом. В каждом примере было выполнено по 1000

реализаций (прогонок), при этом в каждой из реализаций моделировалось n = 5000 расчет-

ных точек (регрессоров) {zi; i = 1, . . . 5000}. Для расчетных точек zi наблюдения Xi модели-

ровались с помощью независимых гауссовских погрешностей со стандартным отклонением

σ = 0.5. Выборка {(zi, Xi), i = 1, . . . , 5000} случайным образом делились на обучающую

(80%) и проверочную (20%). Для каждой из рассматриваемых ядерных оценок по обучаю-

щей выборке методом перекрестной проверки (кросс–валидации) вычислялся оптимальный

размер окна h. Случайное разбиение для перекрестной проверки было одинаковым для всех

оценок. Далее оптимальный параметр сглаживания h использовался при вычислении двух

вариантов погрешностей оценивания, но уже по наблюдениям проверочной выборки: сред-

неквадратичной ошибки (MSE) и максимальной абсолютной ошибки (MaxE). Указанные

характеристики для каждой из ядерных оценок определялись следующим образом:

MSE =
1

m

∑
j

(f̃h(zj)−Xj)
2, MaxE = max

j
|f̃h(γj)− f(γj)|, (110)

где суммирование ведется по индексам j, соответствующим элементам проверочной выборки,

максимум вычисляется по элементам γj равномерной сетки 100× 100 на множестве P , m —

размер проверочной выборки, f̃h — оценка для f . Результаты моделирования и вычислений

представлены далее графически в виде диаграмм «ящик с усами», где «ящик» отобража-

ет медиану, 0, 25 и 0, 75 квантили (первый и третий квартили). Кроме того, производится

сравнение некоторых оценок с помощью парного теста Вилкоксона.

В приведенных ниже примерах 1.12–1.14 мы намеренно выбрали конфигурацию расчет-

ных точек (регрессоров) с высокой неравномерностью, чтобы продемонстрировать возмож-

ные преимущества новой оценки. В указанных примерах моделирования P = [−1, 1]× [−1, 1].

Во всех приведенных далее примерах использовалось трикубическое ядро

K(x, y) =
440

162π
max

{
0,
(
1−

√
x2 + y2

3
)3}

.

П р и м е р 1.12. Регрессионная функция задается соотношением

f(x, y) =
5

1 + e−20x
− 2y3.

Равномерно распределенные в квадрате P = [−1, 1]× [−1, 1] случайные величины {zi} зада-

ются по алгоритму примера 1.2: вначале мы разыгрываем в какой из двух прямоугольников
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([−1, 0) × [−1, 1] или [0, 1] × [−1, 1]) бросаем наудачу первую точку, а далее чередуем коли-

чество бросаний в каждый из двух указанных прямоугольников следующим образом: 10,

102, 103 и т.д. На рисунке 19а) показана одна реализация набора {zi; i = 1, . . . , 5000}. Ре-

грессионная функция f(x, y), а также вычисленная по одной из реализаций универсальная

локально-постоянная оценка с разбиением Вороного (ULCV) для этой функции, приведены

на рисунке 18.

(a) функция f(x, y) (b) ULCV-оценка для f
Рис. 18: Иллюстрация к примеру 1.12. На рисунке представлены регрессионная функция f и универсальная
локально–постоянная оценка с разбиением Вороного (ULCV) для этой функции (справа).

(a) регрессоры {zi} (b) MSE (c) MaxE
Рис. 19: Иллюстрация к примеру 1.12. На рисунке представлены набор регрессоров {zi} (слева), средне-
квадратичная ошибка оценок (в центре) и максимальная абсолютная ошибка оценок (справа).

Результаты расчетов представлены на рисунке 19. Универсальная локально–постоянная

оценка с разбиением Вороного (ULCV) оказалась точнее двух других оценок как с точ-
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ки зрения среднеквадратичной ошибки (MSE), так и максимальной (MaxE). В частности,

универсальная локально–постоянная оценка с разбиением Вороного (ULCV) была лучше

оценки Надарая–Ватсона (NW): MSE 0,2661 (0,2584, 0,2742) против 0,2734 (0,2650, 0,2819),

p < 0, 0001; MaxE 0,7878 (0,7013, 0,9230) против 1,1998 (1,0911, 1,3250), p < 0, 0001. В этом

примере и универсальная локально–постоянная оценка с разбиением медианными сечениями

(ULCM) оказалась точнее оценки Надарая–Ватсона.

П р и м е р 1.13. Рассматривается следующая регрессионная функция

f(x, y) = sin
(
10
√
x2 + y2

)
/
√
x2 + y2. (111)

Регрессоры {zi} моделировались полярными координатами (ρ, φ), где случайные величины

ρ и φ независимы, при этом плотность ρ пропорциональна r2(2 − r)1/10, 0 ≤ r ≤ 2, а φ рав-

номерно распределена на [0, 2π). Регрессоры, не попавшие в множество P , исключались из

рассмотрения, при этом генерировались дополнительные величины, чтобы общее количество

«подходящих» разыгранных точек оставалось равным n = 5000. Одна из реализаций набо-

ра {zi} расчетных точек показана на рисунке 21. График регрессионной функции f(x, y)

этого примера, а также универсальная локально–постоянная оценка с разбиением Вороного

(ULCV), построенная по одной из реализаций, показаны на рисунке 20.

(a) функция f(x, y) (b) ULCV-оценка для f
Рис. 20: Иллюстрация к примеру 1.13. На рисунке представлены регрессионная функция f и универсальная
локально–постоянная оценка с разбиением Вороного (ULCV) для этой функции (справа).

Результаты вычислений представлены на рисунке 21. Универсальная локально–постоян-

ная оценка с разбиением Вороного (ULCV) оказалась точнее двух других оценок как с

точки зрения среднеквадратичной ошибки (MSE), так и максимальной (MaxE). В част-

ности, универсальная локально–постоянная оценка с разбиением Вороного (ULCV) лучше

оценки Надарая–Ватсона (NW): MSE 0.2803 (0.2718, 0.2898) против 0.2870 (0.2774, 0.2974),
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(a) регрессоры {zi} (b) MSE (c) MaxE
Рис. 21: Иллюстрация к примеру 1.13. На рисунке представлены набор регрессоров {zi} (слева), средне-
квадратичная ошибка оценок (в центре) и максимальная абсолютная ошибка оценок (справа).

p < 0.0001; MaxE 2.505 (2.072, 3.140) против 2.695 (2.303, 3.361), p < 0.0001. В этом примере

универсальная локально–постоянная оценка с разбиением медианными сечениями (ULCM)

оказалась точнее оценки Надарая–Ватсона (NW) в среднеквадратичном смысле, и хуже оцен-

ки Надарая–Ватсона при сравнении максимальных ошибок (MaxE).

П р и м е р 1.14. В этом примере рассматривается та же неслучайная функция регрес-

сии (см. формулу (111)), как и в примере 1.13. Единственное отличие этого примера от

предыдущего состоит в том, что координаты точек {zi} моделировались как независимые

гауссовские случайные величины со средним значением 0 и стандартным отклонением 0.5.

Как и в предыдущем примере, использовались только регрессоры, попавшие в множество P .

Одна из реализаций набора {zi; i = 1, . . . , 5000} показана на рисунке 22а).

Результаты вычислений представлены на рисунке 22. Универсальная локально–посто-

янная оценка с разбиением Вороного (ULCV) оказалась точнее двух других оценок при

сравнении среднеквадратичных ошибок (MSE). В частности, в указанном смысле эта новая

оценка оказалась точнее оценки Надарая–Ватсона (NW): MSE 0.2834 (0.2750, 0.2922) против

0.2895 (0.2808, 0.2977), p < 0.0001. При сравнении максимальных абсолютных ошибок (MaxE)

универсальная локально–постоянная оценка с разбиением Вороного (ULCV) оказалась хуже

оценки Надарая–Ватсона (NW): 1.507 (1.364, 1.653) против 1.488 (1.357, 1.643), p < 0.0001.

В этом примере универсальная локально–постоянная оценка с разбиением медианными се-

чениями (ULCM) оказалась наименее точной в обоих смыслах. Нельзя не отметить, что при

сравнении максимальных абсолютных ошибок все три оценки показали близкую точность.
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(a) регрессоры {zi} (b) MSE (c) MaxE
Рис. 22: Иллюстрация к примеру 1.14. На рисунке представлены набор регрессоров {zi} (слева), средне-
квадратичная ошибка оценок (в центре) и максимальная абсолютная ошибка оценок (справа).

(a) NW (b) ULCV
Рис. 23: Иллюстрация к примеру 1.15. Оценка Надарая–Ватсона (слева) и универсальная локально–
постоянная оценка с разбиением Вороного (справа) средней магнитуды землетрясений.

П р и м е р 1.15. В этом примере мы сравнили три рассматриваемые ядерные оценки (ULCV,

ULCM, NW), используя данные о землетрясениях в Японии, произошедших в 2012-2021

гг. (данные взяты из открытого каталога землетрясений ANSS Comprehensive Earthquake

Catalog, 2022 г.). В этом каталоге каждое из 10184 зафиксированных землетрясений пред-

ставлено своими координатами (долгота и широта) и магнитудой (в диапазоне от 2,7 до 7,8).

Данные наблюдений приведены на рисунке 24. С помощью трех вышеуказанных ядерных

оценок мы аппроксимировали среднюю магнитуду землетрясений в зависимости от коорди-

нат. Как и в приведенных выше примерах моделирования, было выбрано (случайным об-
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(a) данные о землетрясениях (b) MSE (c) MaxE
Рис. 24: Иллюстрация к примеру 1.15. Данные о землетрясениях в Японии в 2012-2021 гг. (слева), средне-
квадратичные ошибки оценок (в центре), максимальные абсолютные ошибки оценок (справа).

разом) 1000 реализаций, в каждой из которых данные были случайным образом разделены

на обучающую (80%) и проверочную (20%) выборки. Для каждой из ядерных оценок на

обучающей выборке был рассчитан оптимальный размер окна h методом кросс-валидации.

Случайное разбиение для кросс-валидации было одинаковым для всех ядерных оценок. От-

личие этого примера от примеров 1.12–1.14 состоит в том, что функция f при обработке

реальных данных неизвестна. Поэтому максимальная ошибка (MaxE) оценивалась не на ис-

тинных значениях оцениваемой функции в точках γj некоторой решетки (см. формулу (110)),

а на проверочной выборке каждой из реализаций по формуле MaxE = max
j

|f̃h(zj)−Xj|, где

максимум берется по индексам j, соответствующим элементам проверочной выборки. На

рисунке 23 изображены универсальная локально–постоянная оценка с разбиением Вороного

(ULCV) и оценка Надарая–Ватсона.

Результаты вычислений представлены на рисунке 24. Универсальная локально–посто-

янная оценка с разбиением Вороного (ULCV) оказалась точнее двух других оценок как с

точки зрения среднеквадратичных ошибок, так и максимальных. В частности, универсаль-

ная локально–постоянная оценка с разбиением Вороного (ULCV) точнее оценки Надарая–

Ватсона (NW): MSE 0.1296 (0.1245, 0.1348) против 0.1297 (0.1239, 0.1364), p < 0.0001; MaxE

2.573 (2.464, 2.785) против 2.736 (2.442, 3.346), p = 0.0005. В этом примере универсальная

локально–постоянная оценка с медианными разбиениями (ULCM) оказалась точнее оценки

Надарая–Ватсона (NW) при сравнении максимальных ошибок (MaxE), и проигрывает оценке

Надарая–Ватсона с точки зрения среднеквадратичных ошибок (MSE). Отметим, что все три

оценки показали практически одинаковую медиану в смысле среднеквадратичной ошибки.
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1.3.4 Универсальные локально–линейные оценки

Всюду в разделе считаем выполненными условия (M1) и (E2). Без ограничения общности

будем считать, что P = [0, 1]k. Нам также потребуется следующее условие на ядро.

(K3) Выполнено условие (K) и ядро K(t) представимо в виде K(t) =
∏k

j=1Ko(tj) при t =

(t1, . . . , tk)
⊤, где Ko(·) есть симметричная плотность распределения с носителем [−1, 1],

т.е. Ko(t) ≥ 0, Ko(t) = Ko(−t) при всех t ∈ [−1, 1] и
∫ 1

−1
Ko(t)dt = 1. Считаем, что функция

Ko(t) удовлетворяет условию Липшица с константой 1 ≤ L <∞ и Ko(±1) = 0.

Напомним условие (D2) относительно набора регрессоров, которое мы будем использо-

вать. Условимся также, что верно соглашение, приведенное в замечании 1.16.

(D2) Для каждого n существует такое разбиение множества P на n измеримых по

Жордану подмножеств {Pi, i = 1, . . . , n}, что каждый элемент этого разбиения содержит

ровно по одной точке из набора {zi; i = 1, . . . , n} (нумерация элементов разбиения такова,

что zi ∈ Pi), при этом δn = maxi≤n d(Pi)
p→ 0, где d(A) = supx,y∈A ∥x − y∥ – диаметр

множества, ∥ · ∥ — супремальная норма в Rk.

Введем ряд соглашений. Для любого вектора x = (x1, . . . , xk)
⊤ символ ∥x∥ означает су-

премальную норму в Rk, т.е. ∥x∥ = maxj=1,...k |xj|. Для произвольной матрицы X в качестве

матричной нормы рассматривается норма, подчиненную супремальной векторной норме, т.е.

∥X∥ = maxl≤k
∑

m≤k |Xlm|, где символ Xlm здесь и далее обозначает элемент матрицы X на

пересечении l-ой строки и m-го столбца. Поскольку любой k-мерный вектор-столбец x можно

рассматривать как матрицу размерности k × 1, при этом супремальная норма ∥x∥ совпада-

ет с введенной выше матричной нормой, то мы будем использовать один символ ∥ · ∥ для

векторной и матричной норм.

Сохраним обозначение Kh(t) = h−kK(h−1t) и положим

x = (X1, . . . , Xn)
⊤, Wt = diag{Kh(t− z1)Λk(P1), . . . , Kh(t− zn)Λk(Pn)},

Zt =


1 (t− z1)

⊤

...
...

1 (t− zn)
⊤

 . (112)

Введем в рассмотрение следующий класс оценок для регрессионной функции f :

f̃ ∗
n,h(t) = e⊤1 (Z

⊤
t WtZt)

−1Z⊤
t Wtx, (113)

где e1 = (1, 0, . . . , 0)⊤ — вектор размерности k + 1, первая координата которого единица, а

остальные координаты — нули.
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З а м е ч а н и е 1.20. Нетрудно проверить, что ядерная оценка (113) является первой

координатой (k + 1)-мерной оценки следующего варианта взвешенного метода наименьших

квадратов:

min
a,b

n∑
i=1

(
Xi −

(
a+ b⊤(t− zi)

))2
Kh(t− zi)Λk(Pi).

Таким образом, предлагаемый класс оценок в известном смысле близок к классическим

многомерным локально–линейным ядерным оценкам, но во взвешенном методе наименьших

квадратов, как и ранее, мы используем несколько иные веса.

Сформулируем теперь основное утверждение раздела.

Теорема 1.6. Пусть выполнены условия (M1), (E2), (K3) и (D2). Тогда для любого фикси-

рованного h ∈ (0, 1/2) с вероятностью 1 справедливо соотношение

sup
t∈[0,1]k

|f̃ ∗
n,h(t)− f(t)| ≤ C∗

1ωf (h) + ζ̃n(h),

где случайная величина ζ̃n(h) > 0 такова, что

P
(
ζ̃n(h) > y

)
≤ C∗

2y
−p h−k(p/2+1) E(δkp/2n ) + P(δn > c∗h),

где константы c∗ < 1, C∗
1 и C∗

2 , определенные далее в (128) и леммах 1.19 и 1.21, зависят

от размерности k и ядра K, а константа C∗
2 дополнительно зависит еще и от p и Mp.

Сравнивая теоремы 1.4 и 1.6, нетрудно видеть, что с очевидными изменениями сохраня-

ются все утверждения, приведенные после теоремы 1.4 (см. замечание 1.19, следствия 1.5, 1.6

и пример 1.10).

1.3.5 Доказательство теоремы 1.6

Всюду в этом разделе считаем, что выполнены условия теоремы 1.6. Для доказательства

теоремы нам потребуется ряд вспомогательных утверждений. Положим

κj =

∫ 1

−1

|u|jKo(u)du, j = 1, 2, λi(t) = Kh(t− zi)Λk(Pi), wn0(t) =
n∑
i=1

λi(t),

wnuv(t) =
n∑
i=1

(tu − zui)(tv − zvi)λi(t), wnu(t) =
n∑
i=1

(tu − zui)λi(t), u, v = 1, . . . , k,

w0(t) =

∫
Kh(t− z)dz, wu(t) =

∫
(tu − zu)Kh(t− z)dz, u = 1, . . . , k,

wuv(t) =

∫
(tu − zu)(tv − zv)Kh(t− z)dz, u, v = 1, . . . , k,

(114)
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где t = (t1, . . . , tk)
⊤, zi = (zi1, . . . , zik)

⊤, z = (z1, . . . , zk)
⊤.

З а м е ч а н и е 1.21. Подчеркнем, что ввиду свойств плотности Kh(·) область суммирования

во всех суммах в (114), а также во всех суммах в приводимых далее формулах (133), (135)

и (143) совпадает с множеством

Nn,h(t) = {i : ∥t− zi∥ ≤ h, 1 ≤ i ≤ n}, (115)

а область интегрирования в (114) соответственно совпадает с множеством

Ah(t) = {z ∈ [0, 1]k : ∥t− z∥ ≤ h}.

Указанные факты являются принципиальными для дальнейшего анализа.

Лемма 1.14. При h < 1/2 имеют место соотношения

inf
t∈[0,1]k

(
w0(t)wuu(t)− w2

u(t)
)
≥ 2−k−1

(
κ2 − κ21

)
h2, u = 1, . . . , k,

∀t ∈ [0, 1]k w0(t)wuv(t)− wu(t)wv(t) = 0, u ̸= v, u, v = 1, . . . , k,

inf
t∈[0,1]k

w0(t) = 2−k, sup
t∈[0,1]k

w0(t) = 1,

sup
t∈[0,1]k

wu(t) = 2−1κ1h, sup
t∈[0,1]k

wuv(t) = 2−2κ21h
2, u, v = 1, . . . , k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Второе утверждение леммы очевидным образом следует

из определений в (114) и представления K(t) =
∏k

j=1Ko(tj), введенного в условии (K3).

Остальные утверждения следуют из леммы 1.7 и указанного представления для ядра. □

Лемма 1.15. При h < 1/2 на подмножестве элементарных исходов, определяемых соот-

ношением δn ≤ h, при любых u, v = 1, . . . , k справедливы неравенства

sup
t∈[0,1]k

wn0(t) ≤ 22kLk, sup
t∈[0,1]k

|wn0(t)− w0(t)| ≤ k22kLkh−1δn, (116)

sup
t∈[0,1]k

|wnu(t)| ≤ 22kLkh, sup
t∈[0,1]k

|wnu(t)− wu(t)| ≤ (k + 1)22kLkδn, (117)

sup
t∈[0,1]k

|wnuv(t)| ≤ 22kLkh2, sup
t∈[0,1]k

|wnuv(t)− wuv(t)| ≤ (k + 2)22kLkhδn. (118)

А на подмножестве элементарных исходов δn ≤ (k23k+1Lk)−1h выполнено

inf
t∈[0,1]k

wn0(t) ≥ 2−k−1, (119)

sup
t∈[0,1]k

∣∣∣wnuv(t)− wnu(t)wnv(t)
wn0(t)

− wuv(t) +
wu(t)wv(t)
w0(t)

∣∣∣ ≤ (k + 2)26k+3Lk+k∧2hδn. (120)

116



Д о к а з а т е л ь с т в о. Для вывода первых оценок в (116)–(118) нужно учесть заме-

чание 1.21 об области суммирования соответствующих функций и следующие соотношения

sup
s∈[−1,1]k

K(s) ≤ Lk,
n∑
i=1

Kh(t− zi)Λk(Pi) ≤ h−kLk(2h+ 2δn)
k ≤ 22kLk. (121)

Вторые оценки в (116)–(118) следуют из известной оценки погрешности аппроксимации

интегральными суммами Римана соответствующих интегралов от функций, удовлетворяю-

щих условию Липшица:

∣∣∣ ∑
i∈Nn,h(t)

gu,vt,α,β(zi)Λk(Pi)−
∫

z∈Ah(t)

gu,vt,α,β(z)dz
∣∣∣ ≤ δnLgu,vt,α,β

n∑
i=1

Λk(Pi), (122)

где функции gu,vt,α,β(z) = (tu − zu)
α(tv − zv)

βKh(t − z), α, β = 0, 1, заданы при значениях
аргумента zj ∈ [0 ∨ tj − h, 1 ∧ tj + h], j = 1, . . . , k, а Lgu,vt,α,β

— константа Липшица функции

gu,vt,α,β(z). Нетрудно проверить, что в условиях леммы

sup
t∈[0,1]k

Lgu,vt,0,0
≤ kLkh−k−1, sup

t∈[0,1]k
Lgu,vt,1,0

≤ (k + 1)Lkh−k, sup
t∈[0,1]k

Lgu,vt,1,1
≤ (k + 2)Lkh−k+1.

Для завершения вывода (116)–(118) нам остается вместе с определениями (114) учесть оценки

(121) и (122).

Наконец, (119) следует из леммы 1.14 и второго соотношения в (116). При выводе (120)

мы использовали утверждения лемм 1.14 и 1.15. □

В дальнейшем нам также потребуется свойство липшицивости функций wn0(t), wnu(t) и

wnuv(t). Справедлива

Лемма 1.16. При h < 1/2 на множестве элементарных исходов, определяемых соотноше-

нием δn ≤ h, для любых t, t′ ∈ [0, 1]k справедливы неравенства

|wn0(t′)− wn0(t)| ≤ k22k+1Lkh−1∥t′ − t∥, (123)

|wnu(t′)− wnu(t)| ≤ (k + 1)22k+1Lk∥t′ − t∥, u = 1, . . . , k, (124)

|wnuv(t′)− wnuv(t)| ≤ (k + 2)22k+1Lkh∥t′ − t∥, u, v = 1, . . . , k. (125)

На множестве элементарных исходов с условием δn ≤ (k23k+1Lk)−1h выполнено∣∣∣∣wnuv(t′)− wnu(t
′)wnv(t

′)

wn0(t′)
− wnuv(t) +

wnu(t)wnv(t)

wn0(t)

∣∣∣∣ ≤ 5(k + 1)28k+2L3kh∥t′ − t∥. (126)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего отметим, что нормированное ядроKh удовлетворяет

условию Липшица с константой k22k+1Lkh−k−1, и для множествNn,h(t), определенных в (115),
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в условиях леммы справедлива оценка

∑
i∈Nn,h(t)

Λk(Pi) ≤ 2k(h+ δn)
k ≤ 22khk.

Отсюда легко выводим (123):

|wn0(t′)− wn0(t)| ≤
∑

i∈Nn,h(t′)∪Nn,h(t)

|λi(t′)− λi(t)| ≤

≤ kLkh−k−1∥t′ − t∥
( ∑
i∈Nn,h(t′)

Λk(Pi) +
∑

i∈Nn,h(t)

Λk(Pi)
)
≤ k22k+1Lkh−1∥t′ − t∥.

Немногим от только что продемонстрированного отличается вывод оценки (124):

|wnu(t′)− wnu(t)| ≤
∑

i∈Nn,h(t′)∪Nn,h(t)

λi(t)|t′u − tu|+
∑

i∈Nn,h(t′)∪Nn,h(t)

|λi(t′)− λi(t)||tu − zui| ≤

≤ 22k+1Lk∥t′ − t∥+ k22k+1Lk∥t′ − t∥.

Точно так же выводится оценка (125) после разбивки исходной суммы на три. Неравенство

(125) непосредственно следует из верхних оценок (116) и (117) для рассматриваемых величин,

а также из (123)–(124). Приведем лишь основную оценку:

|wnu(t′)wnv(t′)wn0(t)− wnu(t)wnv(t)wn0(t
′)| ≤ |wnu(t′)− wnu(t)||wnv(t′)|wn0(t)+

+ |wnv(t′)− wnv(t)||wnu(t)|wn0(t) + |wn0(t′)− wn0(t)||wnu(t)||wnv(t)| ≤

≤ (5k + 4)26kL3kh∥t′ − t∥.

Для доказательства (126) нам осталось использовать оценку (125), а также равномерную

нижнюю оценку inf
t∈[0,1]k

wn0(t) ≥ 2−k−1 на множестве элементарных исходов, задаваемых нера-

венством δn ≤ (k23k+1Lk)−1h (см. (119)). После этого надо просто сложить полученные оценки

и провести элементарные выкладки, которые мы опускаем. □

Определим элементы квадратной матрицы H размерности k × k следующим образом:

Huv = wnuv(t)− w−1
n0 (t)wnu(t)wnv(t), u, v = 1, . . . , k. (127)

Отметим, что в силу неравенства Коши-Буняковского (H)uv ≥ 0 для всех u, v. Нам также

потребуется обозначение

c∗ =

(
κ2 − κ21

)k
(k + 2)!26k2+4k+2L2k2−k+k∧2 . (128)

Легко видеть, что разность κ2 − κ21 представляет собой дисперсию невырожденного распре-
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деления, тем самым она строго положительна. Кроме того, c∗ < 1. Справедлива

Лемма 1.17. При h < 1/2 на подмножестве элементарных исходов, определяемых соот-

ношением δn ≤ c∗h, выполнено

sup
t∈[0,1]k

∥H−1∥ ≤ k!26k
2−2k−1L2k(k−1)(κ2 − κ21)

−kh−2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим матрицу H0 размерности k × k:

H0
uv = wuv(t)− w−1

0 (t)wu(t)wv(t), u, v = 1, . . . , k.

В силу леммы 1.14

H0 = diag
{
w11(t)− w0(t)w

2
1(t), . . . , wkk(t)− w0(t)w

2
k(t)

}
и имеет место следующая оценка для детерминанта этой диагональной матрицы c положи-

тельными элементами:

inf
t∈[0,1]k

det
(
H0
)
≥ 2−k(k+1)

(
κ2 − κ21

)k
h2k. (129)

Далее,

sup
t∈[0,1]k

∣∣det(H)− det(H0)
∣∣ ≤ k!k(k + 2)26k+3Lk+k∧2

(
L2k25k+2

)k−1
δnhh

2(k−1) ≤

≤ (k + 2)!25k
2+3k+1L2k2−k+k∧2δnh

2k−1. (130)

При выводе (130) мы использовали определение детерминанта матрицы, оценку (120) леммы

1.15 и учли, что в силу лемм 1.14 и 1.15 при всех u, v

sup
t∈[0,1]k

Huv ≤ 25k+2L2kh2, sup
t∈[0,1]k

H0
uv ≤ 2k−1L2h2.

Следовательно, на множестве элементарных исходов δn ≤ c∗h выполнено

inf
t∈[0,1]k

det(H) ≥ 2−k(k+1)−1
(
κ2 − κ21

)k
h2k. (131)

Утверждение леммы нетрудно извлечь теперь непосредственно из определения обратной мат-

рицы и соотношения (131). □
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Нам потребуются следующие n-мерные векторы:

1 = (1, . . . , 1)⊤, ϵ = (ε1, . . . , εn)
⊤, δf =

(
f(z1)− f(t), . . . , f(zn)− f(t)

)⊤
.

В этом случае x = f(t)1 + δf + ϵ и для оценки f̃ ∗
n,h(t), определенной в (113), справедливо

представление

f̃ ∗
n,h(t) = f(t)e⊤1 (Z

⊤
t WtZt)

−1Z⊤
t Wt1+ e⊤1 (Z

⊤
t WtZt)

−1Z⊤
t Wtδf + e⊤1 (Z

⊤
t WtZt)

−1Z⊤
t Wtϵ. (132)

Используя определения (112) и обозначение из (114), квадратную матрицу Z⊤
t WtZt размера

(k+1)× (k+1) и k+1-мерные векторы Z⊤
t Wt1, Z⊤

t Wtδf и Z⊤
t Wtϵ можно переписать в виде

Z⊤
t WtZt =


n∑
i=1

λi(t)
n∑
i=1

(t− zi)
⊤λi(t)

n∑
i=1

(t− zi)λi(t)
n∑
i=1

(t− zi)(t− zi)
⊤λi(t)

 , Z⊤
t Wt1 =


n∑
i=1

λi(t)

n∑
i=1

(t− zi)λi(t)

 ,

Z⊤
t Wtδf =


n∑
i=1

λi(t)
(
f(zi)− f(t)

)
n∑
i=1

(t− zi)λi(t)
(
f(zi)− f(t)

)
 , Z⊤

t Wtϵ =


n∑
i=1

λi(t)εi
n∑
i=1

(t− zi)λi(t)εi

 .
(133)

Лемма 1.18. Имеет место соотношение

e⊤1 (Z
⊤
t WtZt)

−1Z⊤
t Wt1 = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся формулой Фробениуса для обращения невырож-

денной блочной матрацы:

A B

C D

−1

=

A−1 +A−1BH−1CA−1 −A−1BH−1

−H−1CA−1 H−1

 при H = D− CA−1B,

где A — невырожденная квадратная матрица размера m1 ×m1 и D — квадратная матрица

размера m2 ×m2. В этой формуле положим m1 = 1, m2 = k,

A =
n∑
i=1

λi(t) ≡ wn0(t), B =
n∑
i=1

(t− zi)
⊤λi(t),

C =
n∑
i=1

(t− zi)λi(t), D =
n∑
i=1

(t− zi)(t− zi)
⊤λi(t).

(134)

Тогда ввиду (133) и формулы Фробениуса первая координата интересующего нас вектора

выражается соотношением
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(
A−1 +A−1BH−1CA−1

)
A− A−1BH−1C ≡ 1,

что доказывает лемму. □

Лемма 1.19. При h < 1/2 на подмножестве элементарных исходов, определяемых соот-

ношением δn ≤ c∗h, выполнено

sup
t∈[0,1]k

∣∣e⊤1 (Z⊤
t WtZt)

−1Z⊤
t Wtδf | ≤ C∗

1ωf (h) при C∗
1 = 1 + k · k!26k2L2k2−k(κ2 − κ21)

−k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сохраним определения (134), введенные в лемме 1.18. Используя

формулу Фробениуса (см. доказательство леммы 1.18), получаем тождество

e⊤1 (Z
⊤
t WtZt)

−1Z⊤
t Wtδf = A−1Af +A−1BH−1CA−1Af − A−1BH−1Cf , (135)

где

Af =
n∑
i=1

λi(t)
(
f(zi)− f(t)

)
, Cf =

n∑
i=1

(t− zi)λi(t)
(
f(zi)− f(t)

)
.

Рассмотрим каждое из слагаемых в правой части соотношения (135). Отметим, что для ска-

лярного произведения (x,y) в Rk и рассматриваемой супремальной нормы ∥ · ∥ справедлива

оценка |(x,y)| ≤ k∥x∥∥y∥. Следовательно,

|A−1BH−1CA−1Af | ≤ kA−1|A−1Af |∥B⊤∥∥H−1∥∥C∥,

|A−1BH−1Cf | ≤ kA−1∥B⊤∥∥H−1∥∥Cf∥.

Далее, c учетом замечания 1.21 и леммы 1.15 выполнено

|A−1Af | ≤ ωf (h)|, ∥Cf∥ ≤ ωf (h)Ah, ∥C∥ ≤ Ah, sup
t∈[0,1]k

∥B⊤∥ ≤ 22kLkh. (136)

Приведенные соотношения вместе с леммой 1.17 завершают доказательство. □

Лемма 1.20. Для любых h < 1/2, t ∈ [0, 1]k и m ∈ Nn,h(t) на множестве элементарных

исходов, определяемых соотношением δn ≤ c∗h, имеют место следующие оценки:

|αn,m(t)| ≤ 1 + (k + 1)!26k
2−1L2k2−k(κ2 − κ21)

−k ≡ α,∣∣αn,m(t+ 2−ler)− αn,m(t)
∣∣ ≤ α2−lh−1 при 2−l ≤ h и

α = 30(k!)2k3−2kL10k−228k
2+21k+5

(
κ2 − κ21

)−2k
,

где αn,m(t) = (1 + BH−1CA−1 − BH−1(t− zm)), а er есть k-мерный вектор с единичной r-ой

компонентой и нулями в качестве остальных компонент.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку ∥t−zm∥ ≤ h при m ∈ Nn,h(t), то первое утверждение

леммы нетрудно извлечь из леммы 1.17, соотношений (136) и следующей оценки:

|αn,m(t)| ≤ 1 + kA−1∥B⊤∥∥H−1∥∥C∥+ ∥B⊤∥∥H−1∥∥t− zm∥.

Докажем второе утверждение. Прежде всего отметим, что

H−1 =
adj H

det(H)
,

где элементами присоединенной матрицы adj H являются с точностью до ±1 дополнительные

миноры исходной матрицы H. Как известно, детерминант любой матрицы M размера k × k

с элементами Mij, i, j = 1, . . . , k, представим в виде полилинейной формы

det(M) =
∑

α1,...,αk

(−1)I(ᾱ)M1α1 . . .Mkαk
, (137)

где суммирование проводится по всем перестановкам ᾱ ≡ (α1 . . . αk) натуральных чисел

1, . . . , k, а I(ᾱ) — число инверсий в конкретной перестановке ᾱ. Формула (137) нам необ-

ходима для представления детерминанта det(H) и дополнительных миноров матрицы H в

конструкции обратной матрицы H−1 соответственно в виде k- и k − 1-линейных форм ви-

да (137), построенных по матричным элементам (127).

Доказательство липшицивости слагаемого BH−1CA−1 и локальной липшицивости слага-

емого BH−1(t− zm) в определении функций αn,m(t) проводится по существу так же, как и в

лемме 1.16 (см. вывод (126)). Сначала отметим, что имеет место представление

BH−1CA−1 =
(
A det(H)

)−1
k∑

i,j=1

wni(t)wnj(t)(−1)i+j det
(
H(ij)

)
, (138)

где det(H(ij)) – дополнительный минор к элементу

Hij = wnij(t) +
wni(t)wnj(t)

wn0(t)

матрицы H. Заметим, что в силу обозначения (134) соотношение (119) леммы 1.15 можно

переписать в виде

inf
t∈[0,1]k

A ≥ 2−k−1. (139)

Далее, для вычисления константы Липшица нам понадобятся нижние оценки (139) и (131)

для знаменателя дроби в правой части (138), которые справедливы на множестве элементар-

ных исходов δn ≤ c∗h и вторая из которых имеет порядок малости h2k. Кроме того, леммы 1.15

и 1.16 вместе с представлением (137) позволяют утверждать, что и верхняя оценка для det(H)

122



имеет такой же порядок малости по h, а константа Липшица для det(H) оценивается сверху

как C∗
3h

2k−1. В то же самое время дополнительные миноры det
(
H(ij)

)
оцениваются сверху

как C∗
4h

2k−2 с константой Липшица порядка h2k−3 равномерно по всем i, j = 1, . . . , k. Нам

осталось по сути только повторить выкладки при выводе оценки (126) для вычисления кон-

станты Липшица дроби в правой части (138), откуда и следует, что упомянутая константа

имеет вид C∗
5h

−1, где в качестве константы C∗
5 можно взять величину

C∗
5 = 15(k!)2k3−2kL10k−228k

2+21k+5
(
κ2 − κ21

)−2k
. (140)

Для слагаемого BH−1(t − zm)) мы установим, что в h-окрестности точки t оно обладает

свойством локальной липшицивости с константой вида C∗
6h

−1. По аналогии с (138) предста-

вим указанное слагаемое как

BH−1(t− zm) =
(
det(H)

)−1
k∑

i,j=1

wni(t)(tj − zmj)(−1)i+j det
(
H(ij)

)
. (141)

Повторяя почти дословно предыдущие рассуждения этой леммы, мы приходим к заклю-

чению, что в h-окрестности любой точки t ∈ [0, 1]k (при условии ∥t − zm∥ ≤ h) функция

BH−1(t− zm) удовлетворяет условию Липшица с константой C∗
6 , существенно меньшей, чем

в (140). Так что итоговую постоянную в лемме можно положить равной 2C∗
5 . □

Лемма 1.21. Для любых y > 0 и h < 1/2 на подмножестве элементарных исходов, опре-

деляемых соотношением δn ≤ c∗h, имеет место следующая оценка:

PFn

(
sup

t∈[0,1]k

∣∣e⊤1 (Z⊤
t WtZt)

−1Z⊤
t Wtϵ

∣∣ > y

)
≤ C∗

2y
−p δkp/2n h−k(1+(p/2)),

где константа C∗
2 определена в (153).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сохраним обозначения (134). Тогда с учетом (133) и формулы

Фробениуса получаем следующее тождество:

ν̃n,h(t) ≡ e⊤1 (Z
⊤
t WtZt)

−1Z⊤
t Wtϵ =

(
A−1 +A−1BH−1CA−1

)
Aε − A−1BH−1Cε, (142)

где

Aε =
n∑
i=1

λi(t)εi, Cε =
n∑
i=1

(t− zi)λi(t)εi. (143)

Положим

µn,h(t) =
∑

i∈Nn,h(t)

αn,i(t)λi(t)εi.
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В силу оценки (119) леммы 1.15 и замечания 1.21, имеем

∣∣ν̃n,h(t)∣∣ ≤ 2k+1|µn,h(t)|. (144)

Хвост распределения sup
t∈[0,1]k

|µn,h(t)| оценим с помощью метода диадических цепочек. Заме-

тим, прежде всего, что множество [0, 1]k под знаком супремума можно заменить множеством

двоично-рациональных точек R = ∪l≥1Rl, где

Rl = {(j1/2l, . . . , jk/2l) : j1 = 1, . . . , 2l − 1; . . . ; jk = 1, . . . , 2l − 1}.

Таким образом,

sup
t∈[0,1]k

|µn,h(t)| = sup
t∈R

|µn,h(t)| ≤ max
t∈Rm

|µn,h(t)|+
∞∑

l=m+1

k∑
r=1

max
t∈Rl

∣∣µn,h(t+ 2−ler)− µn,h(t)
∣∣,

где m = ⌈− log2 h⌉. Следовательно,

PFn

(
sup

t∈[0,1]k
|µn,h(t)| > y

)
≤ PFn

(
max
t∈Rm

|µn,h(t)| > amy
)
+

+
∞∑

l=m+1

k∑
r=1

PFn

(
max
t∈Rl

∣∣µn,h(t+ 2−ler)− µn,h(t)
∣∣ > aly/k

)
≤

≤
∑
t∈Rm

PFn(|µn,h(t)| > amy) +
∞∑

l=m+1

k∑
r=1

∑
t∈Rl

PFn

(∣∣µn,h(t+ 2−ler)− µn,h(t)
∣∣ > aly/k

)
, (145)

где am, am+1, . . . — последовательность положительных чисел с условием am+am+1+ · · · = 1.

Чтобы оценить вероятности в правой части (145), нам потребуется мартингальное нера-

венство (см. [241], теорема 2.1)

E
∣∣∣ n∑
i=1

ηi

∣∣∣p ≤ ((p− 1)
n∑
i=1

(
E|ηi|p

)2/p)p/2

, (146)

где {ηi} — последовательность мартингал-разностей с конечными моментами порядка p ≥ 2.

Для получения оценки для PFn(|µn,h(t)| > amy), воспользуемся (146) при

ηi = αn,i(t)Kh(t− zi)Λk(Pi)εi.

Из (121), леммы 1.20 и элементарной оценки Kh(t − zi)Λk(Pi) ≤ Lk(δn/h)
k получаем, что с

вероятностью 1 выполнено
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n∑
i=1

(
EFn|ηi|p

)2/p ≤M2/p
p α222kL2k (δn/h)

k.

Далее, последнее неравенство и (146), с учетом оценки δn ≤ h ≤ 1, влекут соотношение

PFn(|µn,h(t)| > amy) ≤
EFn(|µn,h(t)|p)

(amy)p
≤ G1

(δn/h)
kp/2

(amy)p
п.н., (147)

где
G1 = (p− 1)p/2 αp2kpLkpMp. (148)

Чтобы оценить PFn

(∣∣µn,h(t+2−ler)−µn,h(t)
∣∣ > aly/k

)
, воспользуемся неравенством (106)

при
ηi =

(
αn,i(t+ 2−ler)Kh(t− zi + 2−ler)− αn,i(t)Kh(t− zi)

)
Λk(Pi)εi.

Нам потребуются следующие соотношения:

∣∣∣αn,i(t+ 2−ler)Kh(t− zi + 2−ler)− αn,i(t)Kh(t− zi)
∣∣∣Λk(Pi) ≤

≤
∣∣αn,i(t+ 2−ler)

∣∣∣∣∣Kh(t− zi + 2−ler)−Kh(t− zi)
∣∣∣Λk(Pi)+

+Kh(t− zi)
∣∣∣αn,i(t+ 2−ler)− αn,i(t)

∣∣∣Λk(Pi) ≤
≤ αLkh−k−1 2−l δkn + αh−12−lLkh−kδkn = (α + α)Lkh−k−1 2−l δkn, (149)

n∑
i=1

∣∣∣αn,i(t+ 2−ler)Kh(t− zi + 2−ler)− αn,i(t)Kh(t− zi)
∣∣∣Λk(Pi) ≤

≤ (α + α)Lkh−k−1 2−l+1 (2h+ 2δn)
k ≤ (α + α)Lkh−12−l+122k. (150)

Отметим, что |t− zi+2−ler− t+ zi| = 2−l ≤ h при l > m. Кроме того, область суммирования

в (150) совпадает с множеством

Nn,h(t+ 2−ler) ∪Nn,h(t) при t ∈ Rl.

Эти факты вместе с леммой 1.20 и соотношением δn ≤ h ≤ 1 мы учли при выводе (150). Для

доказательства (149) мы использовали второе утверждение леммы 1.20. Таким образом,

n∑
i=1

(
EFn|ηi|p

)2/p ≤M2/p
p (α + α)222kL2k2−2l+1 h−2 (δn/h)

k,

и в силу неравенства (146) получаем
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PFn

(∣∣µn,h(t+ 2−ler)− µn,h(t)
∣∣ > aly/k

)
≤ G2

k

(δn/h)
kp/2 h−p 2−lp

(aly)p
, (151)

где

G2 = 2p/2(α + α)p kp+1 (p− 1)p/2 2kpLkpMp = 2p/2 kp+1 α−p(α + α)pG1. (152)

Используя теперь (145), (147) и (151) заключаем, что

PFn

(
sup
t∈P

|µn,h(t)| > y

)
< y−p(δn/h)

kp/2

(
G12

kma−pm +G2 h
−p

∞∑
l=m+1

2−(p−k)l a−pl

)
.

Оптимальная последовательность al, минимизирующая правую часть этого неравенства, есть

am = c(G12
km)1/(p+1), al = c

(
G2 h

−p 2−(p−k)l)1/(p+1) при l = m+1,m+2, . . . , где коэффициент c

определяется соотношением am+am+1+· · · = 1. Для указанной последовательности получаем

PFn

(
sup
t∈P

|µn,h(t)| > y

)
≤

≤ y−p(δn/h)
kp/2

(
(G12

km)1/(p+1) +
∞∑

l=m+1

(
G2 h

−p2−(p−k)l
)1/(p+1)

)p+1

≤

≤ y−p δkp/2n h−k(1+(p/2))

(
(2G1)

1/(p+1) +
(
G22

−(p−k))1/(p+1)
∞∑
l=0

2−(p−k)l/(p+1)

)p+1

≤

≤ y−p δkp/2n h−k(1+(p/2))
(
(2G1)

1/(p+1) +
(
G22

−(p−k))1/(p+1)(
1− 2−(p−k)/(p+1)

)−1
)p+1

.

Это соотношение вместе с оценкой (144) завершает вывод леммы 1.21 при

C∗
2 = 2p(k+1)

(
(2G1)

1/(p+1) +
(
G22

−(p−k))1/(p+1)(
1− 2−(p−k)/(p+1)

)−1
)p+1

, (153)

где константы G1 и G2 определены соответственно в (148) и (152). □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.6. Положим ζ̃n(h) = supt∈[0,1]k
∣∣ν̃n,h(t)∣∣, где величина

ν̃n,h(t) определена в (142), и вместе с леммой 1.21 учтем соотношение

P
(
ζ̃n(h) > y, δn ≤ c∗h

)
= EI

(
δn ≤ c∗h

)
PFn

(
ζ̃n(h) > y

)
.

Тождество (132) вместе с утверждениями лемм 1.18 и 1.19 завершают доказательство. □

1.3.6 Оценивание функции среднего случайного регрессионного поля

В этом подразделе в качестве приложения теоремы 1.6 мы рассмотрим один из вариантов

задачи оценивания функции среднего почти наверное непрерывного случайного процесса.

Другие постановки этой задачи мы рассмотрим далее в разделе 1.5.
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Перейдем к постановке задачи. Пусть имеется N независимых копий модели (23) из усло-

вия (M1):

Xi,j = fj(zi,j) + εi,j, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , N, (154)

где f1(t), . . . , fN(t), t ∈ [0, 1]k, есть независимые неизвестные с вероятностью 1 непрерывные

случайные процессы, наборы {εi,j; i = 1, . . . , n} и {zi,j; i = 1, . . . , n} при любом j удовле-

творяет условиям (E2) и (D2). Здесь и далее в подразделе индекс j означает номер копии

модели (23). В предположении, что количество наблюдений в каждой серии растет с ростом

числа серий, определим оценку для функции среднего Ef1(t) равенством

f ∗
N,n,h(t) =

1

N

N∑
j=1

f̃ ∗
n,h,j(t),

где оценки f̃ ∗
n,h,j(t) задаются по формуле (113) при замене величин из (23) соответствующими

характеристиками из (154).

В ситуации растущего количества наблюдений в каждой серии, естественно предваритель-

но оценить случайную регрессионную функцию в каждой серии, а затем провести усредне-

ние по всем сериям. Именно так мы и поступаем, выбирая в качестве оценки для функции

среднего статистику f ∗
N,n,h(t). В приводимой далее теореме 1.7 доказана равномерная со-

стоятельность этой оценки для функции среднего Ef1(t), при этом от регрессоров требуется

лишь выполнение условия (D2) в каждой из независимых серий. Отметим, что предлагаемое

условие на регрессоры является более слабым, чем известные ранее ограничения (см. подроб-

ности и библиографические ссылки во введении), и является универсальным относительно

стохастической природы регрессоров.

Следствием теоремы 1.6 является следующее утверждение.

Теорема 1.7. Пусть для модели (154) выполнены условия (M1), (K2), (D2) и

E sup
t∈[0,1]k

|f1(t)| <∞. (155)

Кроме того, последовательность h ≡ hn → 0 и последовательность натуральных чисел

N ≡ Nn → ∞ удовлетворяют условиям

h−k(p/2+1) E(δkp/2n ) → 0 и NP(δn > c∗h}) → 0. (156)

Тогда
sup

t∈[0,1]k
|f ∗

N,n,h(t)− Ef1(t)|
p→ 0.

З а м е ч а н и е 1.22. Если условие (155) заменить чуть более сильным ограничением
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E supt∈[0,1]k f
2
1 (t) < ∞, то при выполнении (156) можно показать равномерную состоятель-

ность оценки

M∗
N,n,h(t1, t2) =

1

N

N∑
j=1

f̃ ∗
n,h,j(t1)f̃

∗
n,h,j(t2), t1, t2 ∈ [0, 1]k,

для смешанного второго момента Ef1(t1)f1(t2), где h ≡ hn и N ≡ Nn определены в (156). До-

казательство этого факта аналогично выводу теоремы 1.7, поэтому подробные рассуждения

мы опускаем. Другими словами, при выполнении вышеуказанных условий оценка

Cov∗N,n,h(t1, t2) =M∗
N,n,h(t1, t2)− f ∗

N,n,h(t1)f
∗
N,n,h(t2)

является равномерно состоятельной для ковариационной функции случайного регрессион-

ного поля f1(t). □

1.3.7 Доказательство теоремы 1.7

Заметим, что условие (155) и теорема Лебега о мажорируемой сходимости влекут соот-

ношение
lim
ν→0

Eωf (ν) = 0. (157)

Покажем, что сходимость (157) гарантирует выполнение следующего равномерного закона

больших чисел:

sup
t∈[0,1]k

|fN(t)− Ef1(t)|
p→ 0 при N → ∞, где fN(t) = N−1

∑N

j=1
fj(t). (158)

Положим

ωfN (ε) = sup
t,s:∥t−s∥≤ε

∣∣fN(t)− fN(s)
∣∣, ωEf1(ε) = sup

t,s:∥t−s∥≤ε

∣∣Ef1(t)− Ef1(s)
∣∣.

Пусть для простоты k = 2. При произвольном фиксированном r > 0 и u, v = 0, . . . , r, имеют

место соотношения

sup
t∈[0,1]2

∣∣fN(t)− Ef1(t)
∣∣ ≤ max

0≤u,v≤r

∣∣fN(u/r, v/r)− Ef1
(
u/r, v/r

)∣∣+
+ max

1≤u,v≤r
sup

u−1
r

≤t1≤u
r
, v−1

r
≤t2≤ v

r

∣∣fN(t)− fN
(
u/r, v/r

)∣∣+
max

1≤u,v≤r
sup

u−1
r

≤t1≤u
r
, v−1

r
≤t2≤ v

r

∣∣Ef1(t)− Ef1
(
u/r, v/r

)∣∣ ≤
≤ max

0≤u,v≤r

∣∣fN(u/r, v/r)− Ef1
(
u/r, v/r

)∣∣+ ωfN (1/r) + ωEf1 (1/r) . (159)
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Заметим теперь, что ωEf1(ε) ≤ Eωf1(ε) и

fN
(
u/r, v/r

) p→ Ef1
(
u/r, v/r

)
, ωfN (ε) ≤

1

N

N∑
i=1

ωfi(ε)
p→ Eωf1(ε).

Следовательно, правая часть в (159) не превосходит 2Eωf1 (1/r)+op(1) и в силу произвольно-

сти r и (157) соотношение (158) при k = 2 доказано. При произвольном k вывод аналогичен.

Введем теперь обозначение

∆n,h,j = sup
t∈[0,1]k

∣∣f̃ ∗
n,h,j(t)− fj(t)

∣∣ (160)

и установим следующую версию закона больших чисел для величин {∆n,h,j}:

1

N

N∑
j=1

∆n,h,j
p→ 0 при N → ∞, (161)

где последовательности h = hn и N = Nn заданы в (156). Введем в рассмотрение события

An,h,j = {δn,j ≤ c∗h}, j = 1, . . . , N , и заметим, что для любого положительного ν выполнено

P
{ 1

N

N∑
j=1

∆n,h,j > ν
}
≤ P

{ 1

N

N∑
j=1

∆n,h,jI(An,h,j) > ν
}
+NP(An,h,1). (162)

Далее, из теоремы 1.6 следует, что

E∆n,h,jI(An,h,j) ≤ C∗
1Eωf (h) +

∞∫
0

P (ζn(h) > y, δn ≤ c∗h) dy ≤

≤ C∗
1Eωf (h) + γn +

∞∫
γn

P (ζn(h) > y, δn ≤ c∗h) dy ≤ C∗
1Eωf (h) + (1 + C∗

2)γn,

где γn =
(
h−k(p/2+1) Eδkp/2n

)1/p
. Для завершения доказательства (161) остается с помощью

неравенство Маркова оценить первое слагаемое в правой части (162), учесть предельные

соотношения из (156) и последнюю оценку.

Утверждение теоремы 1.7 следует из очевидной оценки

sup
t∈[0,1]k

∣∣∣∣∣N−1

N∑
j=1

f ∗
n,h,j(t)− Ef1(t)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
t∈[0,1]k

∣∣fN(t)− Ef1(t)
∣∣+N−1

N∑
j=1

∆n,h,j.

и предельных соотношений (158) и (161). Теорема 1.7 доказана. □
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1.4 Оценки Надарая–Ватсона и классические локально–линейные

оценки

В этом разделе доказана состоятельность двух классических вариантов ядерных оценок:

Надарая–Ватсона и локально–линейных. Получены новые ограничения на регрессоры (бо-

лее слабые, чем были известны ранее), гарантирующие как поточечную, так и равномерную

состоятельность этих оценок. В отличие от известных ранее результатов, новые условия уни-

версальны относительно стохастической природы регрессоров и сформулированы в терминах

плотных данных, а именно — асимптотического поведения числа регрессоров, попавших в ту

или иную окрестность точек из области задания регрессионной функции. В новых услови-

ях, гарантирующих равномерную состоятельность оценок Надарая–Ватсона или локально–

линейных оценок, требуется, по сути, более равномерное плотное заполнение регрессорами

области определения регрессионной функции, чем в условиях (D1) или (D2), гарантирующих

равномерную состоятельность новых классов оценок, предложенных в разделах 1.1–1.3.

1.4.1 Оценки Надарая–Ватсона

Всюду в этом разделе, не оговаривая это особо, считаем, что в регрессионной модели,

определяемой условием (M1), функция f неслучайна. Условимся, что в качестве векторной

нормы ∥ · ∥ рассматривается супремальная норма в Rk. Нам потребуется следующее ограни-

чение на ядро сглаживания.

(K4) Выполнено условие (K), ядерная функция K(t) удовлетворяет соотношению

sup
t∈[0,1]k

K(t) ≤ L <∞

и существует положительное δ ≤ 1 такое, что

inf
∥t∥≤δ

K(t) ≥ l > 0.

Введем в рассмотрение оценку Надарая–Ватсона

f̂NW (t) =

∑n

i=1
XiKh(t− zi)∑n

i=1
Kh(t− zi)

(163)

и для любых z1, . . . , zn, h ∈ (0, 1) и t ∈ [0, 1]k положим

Nn,h(t) = {i : ∥t− zi∥ ≤ h, 1 ≤ i ≤ n}. (164)

Символом #(·) обозначим стандартную считающую меру.
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Рассмотрим прежде всего вопрос о поточечной состоятельности оценок f̂NW (t).

Теорема 1.8. Пусть выполнено условие (M1) при P = [0, 1]k и условия (E1) и (K4). Тогда

для любого h ∈ (0, 1) и любого t ∈ [0, 1]k c вероятностью 1 выполнено

EFn(f̂NW (t)− f(t))2 ≤ ω2
f (h) +

σ2L

l#(Nn,δh(t))
.

Следствие 1.7. В условиях теоремы 1.8 имеет место соотношение

f̂NW (t)− f(t) = Op

(
ωf (h) +

σ
√
L√

l#(Nn,δh(t))

)
. (165)

Введем еще одно предположение.

(D3) При всех фиксированных t ∈ [0, 1]k и h ∈ (0, 1) имеет место предельное соотноше-

ние #(Nn,h(t))
p→ ∞.

Следствие 1.8. Пусть выполнены условия (M1) при P = [0, 1]k, (E1), (K4) и (D3). Тогда

существует последовательность h = hn → 0, для которой при всех t ∈ [0, 1]k имеет место

предельное соотношение

f̂NW (t)
p→ f(t).

Таким образом, условие (D3) — это единственное условие на регрессоры {zi}, обеспечи-

вающее поточечную состоятельность оценок Надарая–Ватсона. Понятно, что условие (D3)

выполнено для неслучайных регулярных регрессоров. Если {zi} независимы и одинаково рас-

пределены и множество [0, 1]k является носителем распределения z1, то условие (D3) также

выполнено. Например, если в случае независимых и одинаково распределенных {zi} распре-

деление z1 имеет отделенную от нуля и ограниченную на [0, 1]k плотность, то по теореме

Гливенко–Кантелли #(Nn,h(t)) ∼ nhk почти наверное равномерно по t.3 Следовательно, ес-

ли функция f удовлетворяет условию Липшица, то можно положить h = n−1/(2+k). В этом

случае оценка поточечной сходимости из следствия 1.7 будет иметь порядок Õp(n
−1/(2+k)).

Отметим, что таким образом выбранный размер окна h фактически уравнивает порядок

малости по h обоих слагаемых в правой части соотношения (165). Если {zi; i ≥ 1} — стаци-

онарная последовательность с условием α-перемешивания и маргинальным распределением

с носителем [0, 1]k, то условие (D3) также выполнено. Отметим, что зависимость случайных

величин {zi}, удовлетворяющих условию (D3), может быть более сильной, чем классические

условия слабой зависимости (см. пример 1.16, а также замечание 1.23).

3Данная запись означает, что с вероятностью 1 выполнено c1hk ≤ lim supt∈[0,1]k #(Nn,h(t))/n ≤ c2h
k, где

константы c1 и c2 не зависят от t и h.
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З а м е ч а н и е 1.23. Нетрудно видеть, что условие (D3) эквивалентно предположению (D2),

а при k = 1 эквивалентно условию (D1). Тем самым, справедливы все замечания, сделанные

ранее относительно указанных условий плотного заполнения регрессорами области опреде-

ления регрессионной функции. Подчеркнем, что условия (D1) или (D2) гарантируют су-

ществование равномерно состоятельных оценок (в новых классах универсальных локально–

постоянных или локально линейных оценок), а условие (D3) для оценок Надарая–Ватсона

гарантирует лишь поточечную состоятельность. Кроме того, новые ядерные оценки могут

быть в известном смысле точнее оценок Надарая–Ватсона даже в классической ситуации

независимых и одинаково распределенных регрессоров (см. раздел 1.1.5, а также результаты

компьютерного моделирования в разделах 1.2.3 и 1.3.3).

П р и м е р 1.16. Рассмотрим следующее обобщение примеров 1.1 и 1.2 на случай равномер-

но распределенных в единичном квадрате [0, 1]2 случайных величин. Последовательность

двумерных случайных величин {zi; i ≥ 1} определяется соотношением

zi = νiu
l
i + (1− νi)u

r
i , (166)

где {uli} и {uri} независимы и равномерно распределены на [0, 1/2] × [0, 1] и [1/2, 1] × [0, 1]

соответственно, последовательность {νi} не зависит от {uli}, {uri} и состоит из бернуллиев-

ских случайных величин с вероятностью успеха 1/2, т.е. распределение случайных величин zi

представляет собой равновесную смесь двух равномерных распределений в соответствующих

прямоугольниках. Зависимость между случайными величинами νi для любого натурально-

го i определим равенствами ν2i−1 = ν1, ν2i = 1 − ν1. В этом случае случайные величины

{zi; i ≥ 1} из (166) образуют стационарную последовательность случайных величин, равно-

мерно распределенных на [0, 1]2, но, скажем, все известные условия перемешивания здесь не

выполнены, поскольку при всех натуральных m и n

P
(
z2m ∈ [0, 1/2]× [0, 1], z2n−1 ∈ [0, 1/2]× [0, 1]

)
= 0

(см. также подробности в примере 1.1 в случае одномерных случайных величин). С дру-

гой стороны, нетрудно проверить, что стационарная последовательность {zi} удовлетворяет

теореме Гливенко–Кантелли. Это означает, что для любого фиксированного h > 0 выпол-

нено соотношение #(Nn,h(t)) ∼ 4h2n почти наверное равномерно по t. Другими словами,

последовательность {zi} удовлетворяет условию (D3).

В общем случае, как мы уже отмечали в примере 1.2, по схеме этого примера можно

конструировать различные последовательности зависимых равномерно распределенных на

[0, 1]2 случайных величин исходя из выбора различных последовательностей бернуллиевских
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переключателей с условиями νjk = 1 и νlk = 0 для неограниченного числа индексов {jk} и

{lk} соответственно. В этом случае условие (D3) также будет выполнено. Но соответствую-

щая последовательность {zi} (не обязательно стационарная) может не удовлетворять даже

усиленному закону больших чисел. Например, подобная ситуация имеет место в случае, ко-

гда νj = 1 − ν1 при j = 22k−1, . . . , 22k − 1 и νj = ν1 при j = 22k, . . . , 22k+1 − 1, где k = 1, 2, . . .

(т.е. мы разыгрываем, в какой из прямоугольников бросаем наудачу первую точку, и далее

чередуем количество бросаний на каждый из двух указанных прямоугольников следующим

образом: 2, 4, 8, 16 и т.д.). В самом деле, введем обозначения nk = 22k − 1, ñk = 22k+1 − 1,

Sm =
∑m

i=1 z1i при zi = (z1i, z2i) и заметим, что для всех элементарных исходов, составляющих

событие {ν1 = 1}, выполнено

Snk

nk
=

1

nk

∑
i∈A1,k

ul1i +
1

nk

∑
i∈A2,k

ur1i, (167)

где uli = (ul1i, u
l
2i), uri = (ur1i, u

r
2i), а A1,k и A2,k — наборы индексов, для которых наблюдения

{zi; i ≤ nk} расположены в прямоугольнике [0, 1/2]× [0, 1] или [1/2, 1]× [0, 1] соответственно.

Нетрудно видеть, что #(A1,k) = nk/3, #(A2,k) = 2#(A1,k). Следовательно, Snk
/nk → 7/12

почти наверное при k → ∞ ввиду усиленного закона больших чисел для последовательностей

{ul1i} и {ur1i}. С другой стороны, для всех элементарных исходов, принадлежащих событию

{ν1 = 1}, при k → ∞ с вероятностью 1 выполнено

Sñk

ñk
=

1

ñk

∑
i∈Ã1,k

ul1i +
1

ñk

∑
i∈Ã2,k

ur1i →
5

12
, (168)

где Ã1,k и Ã2,k — наборы индексов, для которых наблюдения {zi; i ≤ ñk} расположены в

прямоугольнике [0, 1/2]× [0, 1] или [1/2, 1]× [0, 1] соответственно. При получении сходимости

в (168) мы учли, что #(Ã1,k) = (22k+2 − 1)/3, #(Ã2,k) = 2nk/3, т.е. #(Ã1,k) = 2#(Ã2,k) + 1.

Схожие выводы справедливы и для всех элементарных исходов, составляющих событие

{ν1 = 0}. □

Рассмотрим теперь вопрос о равномерной состоятельности оценок Надарая–Ватсона. Нам

потребуются дополнительные предположения на ядро и регрессоры.

(K5) Выполнено условие (K4), ядерная функция K(t) представима в виде K(t) =
k∏
j=1

Ko(tj),

где Ko(·) — плотность некоторого симметричного распределения с носителем [−1, 1], при

этом функция Ko(t) непрерывно дифференцируема на открытом интервале (0, 1) и

sup
t∈[0,1]

(Ko(t) + |K ′
o(t)|) ≤ L1/k <∞.
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(D4) Для любых h ∈ (0, 1) имеет место предельное соотношение

∆n,h = sup
t∈[0,1]k

sup∥s∥≤h#
3(Nn,h(t+ s))

#4(Nn,δh(t))

p→ 0.

З а м е ч а н и е 1.24. В условии (D4) по умолчанию считаем, что под внутренним знаком

супремума область изменения переменной s при каждом фиксированном t ∈ [0, 1]k опреде-

ляется соотношениями s ∈ [0, 1]k и s + t ∈ [0, 1]k. Отметим, что условие (K5) не требует

гладкости в нуле, так что плотности типа треугольных удовлетворяют этому условию.

Приведем теперь основной результат подраздела.

Теорема 1.9. Пусть выполнены условия (M1) при P = [0, 1]k, (E2) и (K5). Тогда для любого

фиксированного h ∈ (0, 1) с вероятностью 1 справедлива оценка

sup
t∈[0,1]k

|f̂NW (t)− f(t)| ≤ ωf (h) + ζn(h),

где последовательность случайных величин ζn(h) > 0 удовлетворяет соотношению

ζn(h) = Op

(
G
√
∆n,h/h2k/p

)

при 0 < G = G(Mp, K, k, p) ≤ C1/p(k, p)M
1/p
p (p− 1)1/2(L/l)2 и

C(k, p) =

(
2k/(p+1) +

k2(p+2k)/2(p+1)

1− 2−(p−k)/(p+1)

)p+1

.

Следствие 1.9. Пусть выполнены условия (M1) при P = [0, 1]k, (E2), (K5) и (D4). То-

гда существует последовательность h = hn → 0, для которой имеет место предельное

соотношение

sup
t∈[0,1]k

|f̂NW (t)− f(t)| p→ 0.

З а м е ч а н и е 1.25. Нетрудно видеть, что выполнение условия (D4) гарантирует следующее

чуть более сильное ограничение:

∆′
n,h =

supt∈[0,1]k #
3(Nn,h(t))

inft∈[0,1]k #4(Nn,δh(t))

p→ 0.

Как отмечалось выше, в случае независимых и одинаково распределенных регрессоров с

распределением z1, имеющим отделенную от нуля и ограниченную на [0, 1]k плотность, по

теореме Гливенко–Кантелли #(Nn,h(t)) ∼ nhk почти наверное равномерно по t. Аналогичная

оценка справедлива и в случае, когда {zi} удовлетворяют условию φ-перемешивания (при
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широких условиях на коэффициенты перемешивания), а также в случае сильно зависимых

{zi} из примера 1.16. Тем самым, для таких наблюдений {zi} c вероятностью 1 выполнено

∆′
n,h ∼ (nhk)−1. Понятно, что указанная оценка для ∆′

n,h в широких условиях справедлива

также для различных вариантов неслучайных регрессоров регулярного типа (например, вида

zi = g(ji1/n
1/k, . . . , jik/n

1/k) с гладкой функцией g : Rk → Rk).

П р и м е р 1.17. Для функции f , удовлетворяющей условию Липшица, в случае, когда c веро-

ятностью 1 справедливо соотношение ∆′
n,h = O

(
(nhk)−1

)
, можно положить h = n−p/(2p+kp+2k).

В этом случае

sup
t∈[0,1]k

|f̂NW (t)− f(t)| = Õp(n
−p/(2p+kp+2k)).

В частности, при k = 1 и p = 2 получаем, что h = n−1/4, а вышеуказанный супремум есть

Õp(n
−1/4).

В следующем примере построена последовательность сильно зависимых регрессоров, для

которой предположение (D3) (как и эквивалентное условие (D2) из раздела 1.3, гарантирую-

щее равномерную состоятельность новых универсальных локально–постоянных и локально–

линейных оценок) выполнено, а предположение (D4) — нет.

П р и м е р 1.18. Пусть для последовательности {zi} из примера 1.16, определенной в (166),

зависимость между случайными величинами νi для любого натурального i задается равен-

ствами ν[ek] = ν1 при k ≥ 1 и νi = 1 − ν1 при всех i ̸= [ek], k ≥ 1 (т.е. мы разыгрываем

в какой из прямоугольников бросаем наудачу первую точку, а далее чередуем количество

бросаний таким образом, чтобы с вероятностями 1/2 в один из прямоугольников попадало

log n точек, а в другой — остальные). В этом случае нестационарная последовательность {zi}

не удовлетворяет усиленному закону больших чисел, так как нормированная сумма первой

координаты элементов {zi} почти наверное сходится к некоторой случайной величине, имею-

щей двухточечное распределение (1/4 и 3/4 с равными вероятностями). Но условие (D3) для

этой последовательности выполнено. Покажем, что для рассматриваемой последовательно-

сти сильно зависимых случайных величин не выполнено условие (D4). Действительно, при

положительном фиксированном достаточно малом h на почти всех элементарных исходах

из множества {ν1 = 1} мы имеем #(Nn,h(1/2, 0)) ∼ 2h2n, #(Nn,δh(1/2 − h, 0)) ∼ 4h2δ2 log n.

Таким образом, на множестве указанных элементарных исходов, имеющем вероятность 1/2,

выполнено

∆n,h ≥
#3(Nn,h(1/2, 0))

#4(Nn,δh(1/2− h, 0))
∼ n3

25δ8h2 log4 n
→ ∞.

□

Сравнивая условия (D3) и (D4) отметим, что несколько более громоздкое условие (D4) по

сути предполагает более равномерное плотное заполнение регрессорами области определения
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регрессионной функции, нежели требуется в условии (D3) (а также (D1) и (D2)).

Отметим, что в случае одномерных регрессоров утверждения теоремы 1.9 и следствия 1.9

можно получить при замене условия (E2) на (E1). Справедлива

Теорема 1.10. Пусть k = 1 и выполнены условия (M1) при P = [0, 1], (E1) и (K5). Тогда

для любого фиксированного h ∈ (0, 1) с вероятностью 1 выполнено

sup
t∈[0,1]

|f̂NW (t)− f(t)| ≤ ωf (h) + ζn(h),

где ζn(h) есть последовательность положительных случайных величин, удовлетворяющих

соотношению ζn(h) = Op

(
σ(L/l)2

√
∆n,hh−1

)
.

Следствие 1.10. Если в условиях теоремы 1.10 выполнено условие (D4), то существует

последовательность h = hn → 0, для которой имеет место предельное соотношение

sup
t∈[0,1]k

|f̂NW (t)− f(t)| p→ 0.

1.4.2 Доказательства утверждений раздела 1.4.1

Всюду в этом подразделе считаем выполненными условия (M1) и (K4). Учитывая соот-

ношения (23) и (163), получаем тождество

f̂NW (t) = In,h(f, t) + νn,h(t), (169)

где

In,h(f, t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

f(zi)Kh (t− zi) ,

Jn,h(t) =
n∑
i=1

Kh(t− zi),

νn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

Kh (t− zi) εi.

Подчеркнем, что ввиду свойств плотности Kh(·) область суммирования в этих трех суммах

совпадает с множеством Nn,h(t) = {i : ∥t− zi∥ ≤ h, 1 ≤ i ≤ n}. Этот факт мы неоднократно

будем использовать далее.

Лемма 1.22. Имеет место оценка

sup
t∈[0,1]k

|In,h(f, t)− f(t)| ≤ ωf (h).
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Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы непосредственно вытекает из равенства

In,h(f, t) = f(t) + J−1
n,h(t)

∑
i∈Nn,h(t)

(f(zi)− f(t))Kh (t− zi) .

Лемма доказана. □

Лемма 1.23. Если выполнено условие (E1), то для любого t ∈ [0, 1]k c вероятностью 1

EFnν
2
n,h(t) ≤

σ2L

l#(Nn,δh(t))
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Это утверждение влечет следующая цепочка оценок, справед-

ливых с вероятностью 1:

EFnν
2
n,h(t) ≤ σ2J−2

n,h(t)
n∑
i=1

K2
h (t− zi) ≤ σ2h−kLJ−1

n,h(t) ≤
σ2L

l#(Nn,δh(t))
.

Лемма доказана. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.8. Нетрудно видеть, что с учетом (E1) с вероятностью 1

имеет место равенство

EFn(f̂NW (t)− f(t))2 = (In,h(f, t)− f(t))2 + EFnν
2
n,h(t). (170)

Для завершения доказательства теоремы остается оценить каждое из слагаемых в правой

части этого соотношения, используя леммы 1.22 и 1.23. □

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1.7. Положим

ζn = f̂NW (t)− f(t), ηn = ωf (h) + σ
√
L/
√
l#(Nn,δh(t)).

Поскольку по теореме 1.8 выполнено EFnζ
2
n ≤ η2n, то

P
(
|ζn|/ηn > M

)
= EPFn

(
|ζn|/ηn > M

)
≤ E

EFnζ
2
n

M2η2n
≤ 1

M2
,

что доказывает утверждение. □

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1.8. Нетрудно видеть, что при выполнении усло-

вия (D3) для любого t существует последовательность h(t) ≡ hn(t) → 0, удовлетворяющая

предельному соотношению условия (D3). Диагональным методом можно выбрать универ-

сальную последовательность hn → 0, удовлетворяющую предельному соотношению условия

(D3) для всех рациональных точек t ∈ [0, 1]k. Поскольку и оценка f̂NW (t) и регрессионная

функция f(t) непрерывны, то ввиду следствия 1.7 эта последовательность hn обеспечивает

поточечную состоятельность оценок (163) при всех t ∈ [0, 1]k. □
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Для вывода теоремы 1.9 нам потребуется еще одно вспомогательное утверждение.

Лемма 1.24. В условиях теоремы 1.9 для любых y > 0 и h ∈ (0, 1) справедлива оценка

PFn

(
sup

t∈[0,1]k
|νn,h(t)| > y

)
≤ C(k, p)Mph

−k

yp

(
(p− 1)L4∆n,h

l4

)p/2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Хвост распределения величины sup
t∈[0,1]k

|νn,h(t)| оценим с помощью

метода диадических цепочек (см. [43]), который мы неоднократно использовали выше. Как и

ранее, прежде всего заменим множество [0, 1]k под знаком супремума множеством двоично-

рациональных точек R = ∪l≥1Rs, где

Rs = {(j1/2s, . . . , jk/2s) : j1 = 1, . . . , 2s − 1; . . . ; jk = 1, . . . , 2s − 1}.

Таким образом,

sup
t∈[0,1]k

|νn,h(t)| = sup
t∈R

|νn,h(t)| ≤ max
t∈Rm

|νn,h(t)|+
∞∑

s=m+1

k∑
r=1

max
t∈Rs

∣∣νn,h(t+ 2−ser)− νn,h(t)
∣∣,

где натуральное m будет выбрано далее, er есть k-мерный вектор с единичной r-ой компо-

нентой и нулями в качестве остальных компонент. Следовательно,

PFn( sup
t∈[0,1]k

|νn,h(t)| > y) ≤ PFn(max
t∈Rm

|νn,h(t)| > amy)+

+
∞∑

s=m+1

k∑
r=1

PFn

(
max
t∈Rs

∣∣νn,h(t+ 2−ser)− νn,h(t)
∣∣ > asy/k

)
≤

≤
∑
t∈Rm

PFn(|νn,h(t)| > amy) +
∞∑

s=m+1

k∑
r=1

∑
t∈Rs

PFn

(∣∣νn,h(t+ 2−ser)− νn,h(t)
∣∣ > asy/k

)
, (171)

где am, am+1, . . . есть последовательность положительных чисел, удовлетворяющих условию

am + am+1 + · · · = 1.

Чтобы оценить вероятности в правой части соотношения (171), воспользуемся следующим

мартингальным неравенством (см. [241]):

E
∣∣∣ n∑
i=1

ηi

∣∣∣p ≤ ((p− 1)
n∑
i=1

(
E|ηi|p

)2/p)p/2

, (172)

где {ηi} — последовательность мартингал-разностей с конечными моментами порядка p ≥ 2.
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Используя неравенство (172) при ηi = J−1
n,hKh(t− zi)εi, с вероятностью 1 имеем

PFn (|νn,h(t)| > amy) ≤
EFn|νn,h(t)|p

(amy)p
≤ Mp

(amy)p

(
(p− 1)

∑n
i=1K

2
h(t− zi)

J−2
n,h

)p/2

≤

≤ Mp

(amy)p

(
(p− 1)Lh−1

J−1
n,h

)p/2

≤ Mp

(amy)p

(
(p− 1)L

l#(Nn,δh(t))

)p/2
≤

≤ Mp

(amy)p

(
(p− 1)L∆n,h

l

)p/2
. (173)

Положим m = ⌈| log2 h|⌉ и оценим вторую вероятность в правой части соотношения (171).

Отметим, что под знаком вероятности t ∈ Rs и s ≥ m+ 1, так что

t = (t1, . . . , tk) = (j1/2
s, . . . , jk/2

s), где 1 ≤ jr ≤ 2s − 1 при r = 1, . . . , k.

Введем обозначение ξi,r = J−1
n,h(t + 2−ser)Kh(t + 2−ser − zi) − J−1

n,h(t)Kh(t − zi). Используя

неравенство (172) при ηi = ξi,rεi, с вероятностью 1 имеем

PFn

(∣∣νn,h(t+ 2−ser)− νn,h(t)
∣∣ > asy/k

)
≤ EFn |

∑n
i=1 ηi|

p

(asy/k)p
≤
Mp

(
(p− 1)

∑n
i=1 ξ

2
i,r

)p/2
(asy/k)p

. (174)

Заметим теперь, что
|ξi,r| ≤ Ψn,r2

−sh−1,

где

Ψn,r ≤ max
i≤n

sup
jr
2l

≤yr≤ jr+1

2l


∣∣∣K̃ ′

i(yr)
∣∣∣∑

K̃j(yr)
+
K̃i(yr)

∑∣∣∣K̃ ′
j(yr)

∣∣∣(∑
K̃j(yr)

)2
 ≤

≤ 2

(
L

l

)2

sup
jr
2s

≤yr≤ jr+1
2s

#
(
Nn,h(t+ er(yr − tr))

)
#2
(
Nn,δh(t+ er(yr − tr))

) ,

K̃i(y) = K

(
t+ er(y − tr)− zi

h

)
,

K̃ ′
i(y) = K ′

(
t+ er(y − tr)− zi

h

)
при K ′(s) =

∂K(s)

∂sr
,

а суммирование в вышеприведенной оценке для Ψn,r производится по множеству индексов

j ∈ Nn,h(t + er(yr − tr)). Отметим еще, что |(jr + 1)/2s − jr/2
s| = 2−s ≤ h при s > m. Кроме

того, порядок суммирования в (174) совпадает при t ∈ Rs с множеством

Nn,h(t+ 2−ser) ∪Nn,h(t).
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Таким образом,

PFn

(∣∣νn,h(t+ 2−ser)− νn,h(t)
∣∣ > asy/k

)
≤
Mp

(
(p− 1)23−2s

(
L/l
)4
h−2∆n,h

)p/2
(asy/k)p

. (175)

При выводе (175) мы учли, что

(
sup

jr
2s

≤yr≤ jr+1
2s

#
(
Nn,h(t+ er(yr − tr))

)
#2
(
Nn,δh(t+ er(yr − tr))

))2

#
(
Nn,h(t+ 2−ser) ∪Nn,h(t)

)
≤

≤ 2 sup
jr
2s

≤yr≤ jr+1
2s

sup
|sr|≤h

#3
(
Nn,h(t+ er(yr + sr − tr))

)
#4
(
Nn,δh(t+ er(yr − tr))

) ≤

≤ 2 sup
j1
2s

≤y1≤ j1+1
2s

,...,
jk
2s

≤yk≤
jk+1

2s

sup
∥s∥≤h

#3
(
Nn,h(y + s)

)
#4
(
Nn,δh(y)

) ≤ 2∆n,h.

Теперь из (171), (173) и (175) получаем, что

PFn

(
sup

t∈[0,1]k
|νn,h(t)| > y

)
≤ Mp

yp

(
(p− 1)L4∆n,h

l4

)p/2(
2mk

apm
+ Coh

−p
∞∑

s=m+1

2−(p−k)s

aps

)

при Co = k1+p23p/2. Оптимальная последовательность as, минимизирующая правую часть

неравенства, есть am = c(2km)1/(p+1) и as = c
(
Co h

−p2−(p−k)s)1/(p+1) при s = m + 1,m + 2, . . . ,

где коэффициент c определяется соотношением am + am+1 + · · · = 1. Следовательно,

c−1 = (2km)1/(p+1) +
∞∑

s=m+1

(
Coh

−p2−(p−k)s)1/(p+1)

и для указанной последовательности получаем, что

2mk

apm
+ Coh

−p
∞∑

s=m+1

2−(p−k)s

aps
=

(
(2km)1/(p+1) +

∞∑
s=m+1

(
Coh

−p2−(p−k)s)1/(p+1)

)p+1

≤

≤ h−k

(
2k/(p+1) +

C
1/(p+1)
o 2−(p−k)/(p+1)

1− 2−(p−k)/(p+1)

)p+1

≡ h−kC(k, p).

При выводе этой оценки мы учли, что m = ⌈| log2 h|⌉, а также использовали двойное нера-

венство | log2 h| ≤ ⌈| log2 h|⌉ ≤ | log2 h|+ 1. Лемма доказана. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.9. Положим

ζn = sup
t∈[0,1]k

|νn,h(t)|, ηn = G∆
1/2
n,hh

−k/p
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и заметим, что в силу леммы 1.24 выполнено ζn = Op(ηn), поскольку

P
(
ζn/ηn > M

)
= EPFn

(
ζn/ηn > M

)
≤M−p.

Утверждение теоремы следует теперь из представления (169) и леммы 1.22. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.10 повторяет вывод теоремы 1.9, в котором вместо

леммы 1.24 нужно использовать следующее утверждение.

Лемма 1.25. В условиях теоремы 1.10 для любых y > 0 и h ∈ (0, 1) выполнено

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|νn,h(t)| > y

)
≤ 24

(
1− 2−1/3

)−3
y−2σ2(L/l)4h−1∆n,h.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и ранее, воспользуемся методом диадических цепочек.

Введем множество двоично-рациональных точек R = {j/2k; j = 1, . . . , 2k − 1; k ≥ 1}. Имеем

sup
t∈[0,1]

|νn,h(t)| = sup
t∈R

|νn,h(t)| ≤

≤ max
j=1,...,2m−1

|νn,h(j2−m)|+
∞∑

k=m+1

max
j=1,...,2k−2

∣∣νn,h((j + 1)2−k)− νn,h(j2
−k)
∣∣.

Следовательно,

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|νn,h(t)| > y

)
≤

2m−1∑
j=1

PFn

(
|νn,h(j2−m)| > amy

)
+

+
∞∑

k=m+1

2k−2∑
j=1

PFn

(∣∣νn,h((j + 1)2−k)− νn,h(j2
−k)
∣∣ > aky

)
, (176)

где am + am+1 + ... = 1.

С помощью неравенства Чебышева и леммы 1.23 получаем оценку

PFn(|νn,h(j2−m)| > amy) ≤ (amy)
−2 σ2L

l#(Nn,δh(j2−m))
п.н. (177)

Положим m = ⌈| log2 h|⌉. Тогда

PFn

(∣∣νn,h((j + 1)2−k)− νn,h(j2
−k)
∣∣ > aky

)
≤ σ2(aky)

−2G
(n)
j,k,h (178)

при

G
(n)
j,k,h =

n∑
i=1

(
J−1
n,h((j + 1)2−k)

(
Kh((j + 1)2−k − zi)− J−1

n,h(j2
−k)Kh(j2

−k − zi)
))2

.
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Далее, для любых u, v ∈ [0, 1] выполнено

|J−1
n,h(u)Kh(u− zi)− J−1

n,h(v)Kh(v − zi)| ≤ Ψn(K, u, v)h
−1|u− v|,

где

Ψn(K, u, v) = max
i≤n

sup
u≤t≤v


∣∣K ′ ( t−zi

h

)∣∣∑
K
(
t−zj
h

) +
K
(
t−zi
h

)∑ ∣∣∣K ′
(
t−zj
h

)∣∣∣(∑
K
(
t−zj
h

))2
 ≤

≤ 2

(
L

l

)2

sup
u≤t≤v

#(Nn,h(t))

#2(Nn,δh(t))

и суммирование производится по j ∈ Nn,h(t). Отметим теперь, что |u − v| ≤ h при u =

(j+1)2−k, v = j2−k и k > m. Кроме того, порядок суммирования в первом неравенстве соот-

ношения (178) совпадает с множеством Nn,h((j + 1)2−k)
⋃
Nn,h(j2

−k). С учетом этих фактов

заключаем, что

G
(n)
j,k,h ≤ 23−2k(L/l)4∆n,hh

−2. (179)

Теперь из (176)–(179) получаем

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|νn,h(t)| > y
)
≤ 23y−2σ2(L/l)4∆n,h

(
2ma−2

m + h−2

∞∑
k=m+1

2−k+1a−2
k

)
. (180)

Оптимальная последовательность ak, минимизирующая правую часть этого неравенства,

есть am = c2m/3 и ak = ch−2/32(−k+1)/3 при k = m+ 1,m+ 2, ..., где

c−1 = 2m/3 + h−2/3
∑
k>m

2(−k+1)/3 = 2m/3 + h−2/3 2−m/3

1− 2−1/3
.

Для указанной последовательности получаем, что

2ma−2
m + h−2

∞∑
k=m+1

2−k+1a−2
k =

(
2m/3 + h−2/3 2−m/3

1− 2−1/3

)3

. (181)

Соотношения m = ⌈| log2 h|⌉, | log2 h| ≤ ⌈| log2 h|⌉ ≤ | log2 h|+ 1, а также (180) и (181), влекут

за собой оценку

PFn

(
sup
t∈[0,1]

|νn,h(t)| > y
)
≤ 24

(
1− 2−1/3

)−3
y−2σ2(L/l)4∆n,hh

−1.

Таким образом, лемма 1.25, а вместе с ней и теорема 1.10, доказаны. □
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1.4.3 Классические локально–линейные оценки

Классические локально–линейные оценки мы рассмотрим в случае скалярного аргумен-

та регрессионной функции. Напомним (см., например, [77]), что классическая локально–

линейная ядерная оценка f̂LL(t) определяется в этом случае как первая координата двумер-

ной точки, на которой достигается следующий минимум:

min
a,b

n∑
i=1

(
Xi −

(
a+ b(t− zi)

))2
Kh(t− zi).

Нетрудно видеть, что имеет место представление

f̂LL(t) =
n∑
i=1

Sn,2(t)− (t− zi)Sn,1(t)

Sn,0(t)Sn,2(t)− S2
n,1(t)

XiKh(t− zi), (182)

где

Sn,j(t) =
n∑
i=1

(t− zi)
jKh(t− zi), j = 0, 1, 2. (183)

Далее считаем, что при k = 1 и P = [0, 1] выполнены условия (M1) и (K4), при этом

регрессионная функция f неслучайна. Для любых z1, . . . , zn, h ∈ (0, 1) и t ∈ [0, 1] сохраним

следующее обозначение, введенное ранее в (164):

Nn,h(t) = {i : |t− zi| ≤ h, 1 ≤ i ≤ n}.

Рассмотрим прежде всего вопрос о поточечной состоятельности оценок (182). Нам потре-

буется еще одно предположение, являющееся единственным условием на регрессоры, гаран-

тирующим поточечную состоятельность классических локально–линейных оценок f̂LL(t).

(D5) При всех фиксированных t ∈ [0, 1] и h ∈ (0, 1) имеет место предельное соотношение

Λn,h(t) =
#3(Nn,h(t))

#2(Nn,δh(t))Ñ2
n,h,δ(t)

p→ 0,

где величина Ñn,h,δ(t) определяется равенством

Ñn,h,δ(t) = min
{
#(Nn, δh

2
(t)), #(Nn, δh

4
(t− 3δh/4), #(Nn, δh

4
(t+ 3δh/4)

}
.

Теорема 1.11. Пусть выполнены условия (M1) и (K4) при k = 1 и условие (E1). Тогда для

любого h ∈ (0, 1) и любого t ∈ [0, 1] c вероятностью 1 выполнено

EFn

(
f̂LL(t)− f(t)

)2 ≤ ω2
f (h) + 64σ2L4(lδ)−4 Λn,h(t).
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Следствие 1.11. В условиях теоремы 1.11 имеет место соотношение

f̂LL(t)− f(t) = Op

(
ωf (h) + 8σL2(lδ)−2Λ

1/2
n,h(t)

)
.

Следствие 1.12. Пусть выполнены условия (M1) и (K4) при k = 1, а также условия (E1)

и (D5). Тогда существует последовательность h = hn → 0, для которой при всех t ∈ [0, 1]

имеет место предельное соотношение

f̂LL(t)
p→ f(t).

З а м е ч а н и е 1.26. Легко видеть, что в условиях теоремы 1.11 для любого h ∈ (0, 1) и

любого t ∈ [0, 1] справедливо неравенство

E
(
f̂LL(t)− f(t)

)2 ≤ ω2
f (h) + 64σ2L4(lδ)−4 EΛn,h(t).

Однако условие (D5) без уточнения характера корреляции регрессоров еще не гарантирует

выполнение предельного соотношения EΛn,h(t) → 0 при всех фиксированных t и h. Но если

это соотношение справедливо, то существует последовательность hn, для которой поточеч-

ный риск оценки f̂LL(t) сходится к нулю:

E
(
f̂LL(t)− f(t)

)2 → 0 при всех t ∈ [0, 1].

Аналогичное замечание справедливо и для оценок Надарая–Ватсона (см. теорему 1.8).

З а м е ч а н и е 1.27. Обсудим подробнее (D5). В широких условиях для всех известных нам

неслучайных регулярных регрессоров выполнено #(Nn,h(t)) ∼ nh равномерно по t, что га-

рантирует выполнение (D5). Если {zi} независимы и одинаково распределены и отрезок [0, 1]

является носителем распределения z1 (функция распределения z1 является строго монотон-

ной на [0, 1]), то условие (D5) также выполнено, поскольку по теореме Гливенко–Кантелли

#(Nn,h(t)) ∼ nh равномерно по t почти наверное4. Если {zi} — стационарная последователь-

ность с условием α-перемешивания и маргинальным распределением с носителем [0, 1], то в

широких условиях #(Nn,h(t)) ∼ nh по вероятности5 для любой точки t и условие (D5) также

выполнено. Подчеркнем, что выполнение условия (D5) вполне возможно и для других типов

зависимости случайных величин {zi} (см. пример 1.19).

Отметим еще, что во всех указанных в данном замечании случаях величина Λn,h(t) имеет

порядок (nh)−1. Если дополнительно функция f удовлетворяет условию Липшица, то мож-
4Данная запись означает, что с вероятностью 1 выполнено c1h ≤ lim supt∈[0,1] #(Nn,h(t))/n ≤ c2h, где

константы c1 и c2 не зависят от t и h.
5Данная запись означает, что P

(
#(Nn,h(t))/(nh) ∈ [c1, c2]

)
→ 1, где c1 > 0 и c2 > 0.
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но положить h = n−1/3. Выбранный таким образом размер окна h фактически уравнивает

порядок малости по h обоих слагаемых в правой части утверждения следствия 1.11, а соот-

ветствующее поточечное расстояние из следствия 1.11 имеет порядок Op(n
−1/3).

П р и м е р 1.19. Вернемся к примерам 1.1 и 1.2 раздела 1.1.1: последовательность равномерно

распределенных на отрезке [0, 1] случайных величин {zi; i ≥ 1} определяется соотношением

zi = νiU
l
i + (1− νi)U

r
i , (184)

где {U l
i} и {U r

i } независимы и равномерно распределены на [0, 1/2] и [1/2, 1] соответственно,

последовательность {νi} не зависит от {U l
i}, {U r

i } и состоит из бернуллиевских случайных

величин с вероятностью успеха 1/2.

Пусть зависимость между случайными величинами νi для любого натурального i опре-

деляется равенствами ν2i−1 = ν1 и ν2i = 1 − ν1. В этом случае, как мы уже отмечали выше,

для стационарной последовательности случайных величин {zi} наиболее популярные условия

слабой зависимости не выполнены. В частности, не выполнены те или иные условия пере-

мешивания, так как при всех натуральных m и n P(z2m ≤ 1/2, z2n−1 ≤ 1/2) = 0. С другой

стороны, нетрудно показать, что для эмпирической функции распределения, построенной по

выборке растущего объема из стационарной последовательности {zi; i ≥ 1}, справедлива

теорема Гливенко–Кантелли. Это означает, что для любого фиксированного h > 0 выполнено

Nn,h(t) ∼ nh почти наверное равномерно по t, что влечет выполнение условия (D5).

Предположим теперь, что зависимость между случайными величинами νj определяет-

ся следующими соотношениями: νj = 1 − ν1 при j = 22k−1, . . . , 22k − 1 и νj = ν1 при

j = 22k, . . . , 22k+1−1, где k = 1, 2, . . .. Иными словами, на первом шаге стохастического экспе-

римента мы разыгрываем с равными шансами ту или иную половинку единичного отрезка,

на которую наудачу бросаем первую точку. Затем мы бросаем наудачу две точки на другую

половинку отрезка [0, 1] и вновь возвращаемся на исходную половинку, куда теперь бросаем

наудачу четыре точки. Процесс чередования половинок единичного отрезка продолжается,

и на k-м шаге процедуры мы бросаем наудачу на очередную половинку единичного отрезка

2k−1 точек. Как мы показали выше (см. пример 1.2), данная нестационарная последователь-

ность равномерно распределенных на [0, 1] случайных величин {zi} не удовлетворяет усилен-

ному закону больших чисел. Кроме того, эта последовательность не удовлетворяет и теореме

Гливенко–Кантелли, но используя эту теорему отдельно для каждой из последовательностей

{U l
i} и {U r

i }, нетрудно получить следующие две оценки, справедливые с вероятностью 1:

lim sup
1

n
sup
t∈[0,1]

#(Nn,h(t)) ≤ 6h, lim inf
1

n
inf
t∈[0,1]

#(Nn,h(t)) ≥ 2h/3,
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где h произвольное фиксированное число из интервала (0, 1). Таким образом, для рассмат-

риваемой последовательности сильно зависимых случайных величин условие (D5) выполне-

но. □

Рассмотрим теперь вопрос о равномерной состоятельности классических локально–линей-

ных оценок. Нам потребуется еще одно предположение.

(D6) Для любых t ∈ [0, 1] и h ∈ (0, 1) имеет место предельное соотношение

∆̃n,h = sup
t∈[0,1]

sup|s|≤h#
7(Nn,h(t+ s))

#4(Nn,δh(t))Ñ4
n,h,δ(t)

p→ 0.

По умолчанию в (D6) под внутренним знаком супремума область изменения переменной s

при каждом фиксированном t ∈ [0, 1] определяется соотношениями s ∈ [0, 1] и s+ t ∈ [0, 1].

Теорема 1.12. Пусть при k = 1 выполнены условия (M1), (E1) и (K5). Тогда для любого

фиксированного h ∈ (0, 1) с вероятностью 1

sup
t∈[0,1]

∣∣f̂LL(t)− f(t)
∣∣ ≤ ωf (h) + ζ̃n(h),

где ζ̃n(h) есть последовательность положительных случайных величин, удовлетворяющих

соотношению

ζ̃n(h) = Op

(
σL4(lδ)−4

√
∆̃n,hh−1

)
.

Следствие 1.13. Пусть выполнены условия теоремы 1.12 и условие (D6). Тогда существу-

ет последовательность h = hn → 0, для которой

sup
t∈[0,1]

∣∣f̂LL(t)− f(t)
∣∣ p→ 0.

З а м е ч а н и е 1.28. Нетрудно видеть, что условие (D6) выполнено, если для всех достаточно

малых h > 0

∆̃′
n,h =

supt∈[0,1] #
7(Nn,h(t))

inft∈[0,1]#4(Nn,δh(t))Ñ4
n,δ,h(t)

p→ 0.

Скажем, пусть #(Nn,h(t)) ∼ nh c вероятностью 1 равномерно по t (см. замечание 1.27 и

пример 1.19 сильно зависимых {zi}). Тогда с вероятностью 1

∆̃′
n,h = O((hn)−1).

Если ∆̃′
n,h ∼ (nh)−1 и функция f удовлетворяет условию Липшица, то можно положить

h = n−1/4. В этом случае supt∈[0,1]
∣∣f̂LL(t)− f(t)

∣∣ = Õp(n
−1/4). □
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З а м е ч а н и е 1.29. В силу теоремы 1.12 имеем

E sup
t∈[0,1]

∣∣f̂LL(t)− f(t)
∣∣2 ≤ 2ωf (h) + 4

∞∫
0

yP
(
ζ̃n(h) > y

)
dy. (185)

В условиях теоремы 1.12 (см. доказательство теоремы и, в частности, утверждение лем-

мы 1.28) величина P
(
ζ̃n(h) > y

)
имеет порядок y−2. Если в условии (E1) считать {εi} условно

относительно Fn независимыми и центрированными случайными величинами с более силь-

ным моментным ограничением supi≤n EFn|εi|2+γ ≤ µ < ∞ при некотором γ > 0 и неслучай-

ном µ > 0, то в доказательстве теоремы 1.12 можно использовать моментное (порядка 2+ γ)

неравенство Розенталя. Как следствие, для величины P
(
ζ̃n(h) > y

)
можно получить оценку

порядка y−(2+γ), которая ввиду соотношения (185) позволит получить и оценку для равно-

мерного риска E sup
t∈[0,1]

∣∣f̂LL(t)− f(t)
∣∣2. Аналогичные рассуждения справедливы и для оценок

Надарая–Ватсона (см. теорему 1.9).

З а м е ч а н и е 1.30. Условие (D6), гарантирующее равномерную состоятельность ло-

кально–линейных оценок (182), влечет за собой выполнение условия (D5) для поточечной

состоятельности этих оценок, что является весьма ожидаемым и c учетом приводимого далее

замечания 1.31 следует из очевидного соотношения

∆̃n,h = sup
t∈[0,1]

sup|s|≤h#
7(Nn,h(t+ s))

#4(Nn,δh(t))Ñ4
n,h,δ(t)

≥ #(Nn,h(t))Λ
2
n,h(t),

справедливого для любого t.

З а м е ч а н и е 1.31. Отметим, что требование #(Nn,h(t)) ̸= 0 при всех фиксированных

t ∈ [0, 1] и h ∈ (0, 1) (начиная с некоторого n), которое влекут условия (D5) и (D6) (см.

соглашения в начале работы), в силу аддитивности меры #(·) может быть переписано в

эквивалентной форме следующим образом: при всех фиксированных t ∈ [0, 1] и h ∈ (0, 1)

имеет место предельное соотношение #(Nn,h(t))
p→ ∞. Другими словами, выполнено условие

(D3) (или эквивалентное ему условие (D1)).

Напомним, что в начале главы предложены новые классы оценок ядерного типа для

регрессионной функции f , являющиеся равномерно состоятельными лишь при выполнении

условия (D1) относительно регрессоров, означающего, что регрессоры {zi} с высокой вероят-

ностью образуют измельчающееся разбиение отрезка [0, 1] — области определения регресси-

онной функции f . Сравнивая условия (D1) или (D3) и предположения (D5), (D6), отметим,

что условия (D5) и (D6) по сути требуют более равномерное плотное заполнение регрессорами

области определения регрессионной функции, нежели в условиях (D3) или (D1). Приведем

соответствующий пример.
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П р и м е р 1.20. Как и в примере 1.19 считаем, что последовательность случайных вели-

чин {zi; i ≥ 1} определяется соотношением (184), где {U l
i} и {U r

i } независимы и равномерно

распределены на [0, 1/2] и [1/2, 1] соответственно, последовательность {νi} не зависит от

{U l
i}, {U r

i } и состоит из бернуллиевских случайных величин с вероятностью успеха 1/2, а

зависимость между случайными величинами νi для любого натурального i зададим теперь

равенствами ν[ek] = ν1 при k ≥ 1 и νi = 1 − ν1 при всех i ̸= [ek], k ≥ 1. Иначе говоря, сна-

чала мы разыгрываем, на какой из двух отрезков бросаем наудачу первую точку, и далее

чередуем количество бросаний таким образом, что с вероятностями 1/2 на один из отрезков

попадает log n точек, а на другой — остальные (т.е. порядка n). В этом случае нестационар-

ная последовательность {zi} не удовлетворяет усиленному закону больших чисел, так как

нормированная сумма элементов {zi} почти наверное сходится к некоторой случайной вели-

чине, имеющей двухточечное распределение (1/4 и 3/4 с равными вероятностями). Понятно,

что условие (D3) (или эквивалентное ему условие (D1)) в данном примере выполнено.

Покажем, что для рассматриваемой последовательности сильно зависимых случайных

величин не выполнено условие (D5). Действительно, на почти всех элементарных исходах

из множества {ν1 = 1} мы имеем #(Nn,h(1/2 − δh)) ∼ hn, #(Nn,δh(1/2 − δh)) ∼ h log n,

Ñ4
n,h,δ(1/2 − δh) ∼ h log n. Таким образом, на множестве указанных элементарных исходов,

имеющем вероятность 1/2,

Λn,h(1/2− δh) =
#3(Nn,h(1/2− δh))

#2(Nn,δh(1/2− δh))Ñ2
n,h,δ(1/2− δh)

∼ n3

h log4 n
→ ∞,

так что при t = 1/2− δh предельное соотношение (D5) не выполнено. □

1.4.4 Доказательства утверждений раздела 1.4.3

Для оценки f̂LL(t), определенной в (182), мы будем использовать следующее представле-

ние:

f̂LL(t) =
(∑n

i=1
wi(t)

)−1∑n

i=1
wi(t)Xi, (186)

где

wi(t) = Kh(t− zi)
(
Sn,2(t)− (t− zi)Sn,1(t)

)
. (187)

Учитывая соотношения (186) и (23), получаем тождество
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f̂LL(t) = f(t) + η̃n,h(t) + ν̃n,h(t), (188)

η̃n,h(t) =

∑n

i=1

(
f(zi)− f(t)

)
wi(t)∑n

i=1
wi(t)

, ν̃n,h(t) =

∑n

i=1
wi(t)εi∑n

i=1
wi(t)

. (189)

З а м е ч а н и е 1.32. Подчеркнем, что ввиду свойств плотности Kh(·) область суммиро-

вания во всех суммах в (183) и (189), а также во всех приводимых далее формулах, когда

при суммировании функция Kh(·) участвует в качестве множителя, совпадает с множеством

Nn,h(t). Указанный факт является принципиальным для дальнейшего анализа.

Лемма 1.26. Имеет место следующая оценка:

sup
t∈[0,1]

|η̃n,h(t)| ≤ ωf (h).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение леммы следует из (189) и замечания 1.32. □

Лемма 1.27. Для любого t ∈ [0, 1] c вероятностью 1 имеет место неравенство

EFn ν̃
2
n,h(t) ≤ 64σ2L4(lδ)−4 Λn,h(t),

где величина Λn,h(t) определена в условии (D5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. С вероятностью 1 имеет место соотношение

EFn ν̃
2
n,h(t) ≤

σ2
∑

i∈Nn,h(t)
w2
i (t)

w2(t)
, где w(t) =

∑
i∈Nn,h(t)

wi(t). (190)

C учетом определений (187), (183) и замечания 1.32, для любого t ∈ [0, 1] выполнено

max
i∈Nn,h(t)

|wi(t)| ≤ 2L2 #(Nn,h(t)),
∑

i∈Nn,h(t)

w2
i (t) ≤ 4L4 #3(Nn,h(t)). (191)

Нам остается оценить снизу величину w(t). Из определений (187) и (183) имеем

w(t) = S2
n,0(t)

(
Sn,2(t)

Sn,0(t)
−
S2
n,1(t)

S2
n,0(t)

)
=

= Sn,0(t)h
2
∑

i∈Nn,h(t)

(
zi − t

h
− Sn,1(t)

hSn,0(t)

)2

Kh(zi − t) ≥

≥ Sn,0(t)h
2
∑

i∈Nn,δh(t)

(
zi − t

h
− Sn,1(t)

hSn,0(t)

)2

Kh(zi − t) ≥

≥ 4−1l2δ2#(Nn,δh(t))min
{
#(Nn, δh

2
(t)), #(Nn, δh

4
(t− 3δh/4), #(Nn, δh

4
(t+ 3δh/4)

}
. (192)
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При выводе этого соотношения мы учли, что для любого t ∈ [0, 1] и всех i ∈ Nn,δh(t) выпол-

нено Kh(zi − t) ≥ h−1l, а потому

Sn,0(t) ≥
∑

i∈Nn,δh(t)

Kh(zi − t) ≥ h−1l #(Nn,δh(t)).

Кроме того, мы учли, что при всех t ∈ [0, 1] справедливы соотношения

S(t) =
Sn,1(t)

hSn,0(t)
∈ [−1, 1],

zi − t

h
∈ [−δ, δ] при i ∈ Nn,δh(t).

Следовательно, если |S(t)| ≥ δ, то

S̃ =
∑

i∈Nn,δh(t)

(
zi − t

h
− Sn,1(t)

hSn,0(t)

)2

≥
∑

i∈N
n, δh2

(t)

(
zi − t

h
− Sn,1(t)

hSn,0(t)

)2

≥ δ2

4
#(Nn, δh

2
(t)).

Если же 0 ≤ S(t) < δ, то

S̃ ≥
∑

i∈N
n, δh4

(t−3δh/4)

(
zi − t

h
− Sn,1(t)

hSn,0(t)

)2

≥ δ2

4
#(Nn, δh

4
(t− 3δh/4)).

Аналогично, если −δ ≤ S(t) < 0, то

S̃ ≥
∑

i∈N
n, δh4

(t+3δh/4)

(
zi − t

h
− Sn,1(t)

hSn,0(t)

)2

≥ δ2

4
#(Nn, δh

4
(t+ 3δh/4)).

Приведенные соотношения доказывают (192). Утверждение леммы следует теперь из оце-
нок (190), (191), (192) и обозначений в условии (D5). □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.11. Это утверждение следует из равенства

EFn

(
f̂LL(t)− f(t)

)2
= η̃2n,h(t) + EFn ν̃

2
n,h(t) п.н.,

при выводе которого мы учли тождество (188) и утверждения лемм 1.26 и 1.27. □

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1.11. Положим

ζn = f̂LL(t)− f(t), ηn = ωf (h) + 8σL2(lδ)−2 Λ
1/2
n,h(t)

и заметим, что в силу теоремы 1.11 имеет место оценка EFnζ
2
n ≤ η2n. Следовательно, справед-

лива цепочка соотношений

P
(
|ζn|/ηn > M

)
= EPFn

(
|ζn|/ηn > M

)
≤ E

EFnζ
2
n

M2η2n
≤ 1

M2
,

которая и доказывает утверждение следствия. □
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Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1.12 с очевидными изменениями повторяет вывод

следствия 1.8, поэтому подробности мы опускаем. □

Для вывода теоремы 1.12 нам потребуется следующее ключевое утверждение.

Лемма 1.28. В условиях теоремы 1.12 для любых y > 0 и h ∈ (0, 1) выполнено

PFn

(
sup
t∈[0,1]

∣∣ν̃n,h(t)∣∣ > y
)
≤ 29 · 23

(
1− 2−1/3

)−3
y−2σ2L8(lδ)−8∆̃n,hh

−1,

где величина ∆̃n,h определена в условии (D6).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя метод диадических цепочек для оценивания хво-

ста распределения величины supt∈[0,1] |νn,h(t)|, заменим интервал [0, 1] множеством двоично-

рациональных точек R = {j/2k; j = 1, . . . , 2k − 1; k ≥ 1}. Таким образом, при некотором

натуральном m справедливо соотношение

sup
t∈[0,1]

∣∣ν̃n,h(t)∣∣ = sup
t∈R

∣∣ν̃n,h(t)∣∣ ≤
≤ max

j=1,...,2m−1

∣∣ν̃n,h(j2−m)∣∣+ ∞∑
k=m+1

max
j=1,...,2k−2

∣∣ν̃n,h((j + 1)2−k)− ν̃n,h(j2
−k)
∣∣.

Следовательно,

PFn

(
sup
t∈[0,1]

∣∣ν̃n,h(t)∣∣ > y
)
≤ PFn

(
max

j=1,...,2m−1

∣∣ν̃n,h(j2−m)∣∣ > amy
)
+

+
∞∑

k=m+1

PFn

(
max

j=1,...,2k−2

∣∣ν̃n,h((j + 1)2−k)− ν̃n,h(j2
−k)
∣∣ > aky

)
≤

≤
2m−1∑
j=1

PFn

(∣∣ν̃n,h(j2−m)∣∣ > amy
)
+

+
∞∑

k=m+1

2k−2∑
j=1

PFn

(∣∣ν̃n,h((j + 1)2−k)− ν̃n,h(j2
−k)
∣∣ > aky

)
, (193)

где последовательность am, am+1, ... положительных чисел такова, что
∑

i≥m ai = 1.

С помощью неравенства Маркова со вторым моментом и леммы 1.27, получаем

PFn

(∣∣ν̃n,h(j2−m)∣∣ > amy
)
≤ 64σ2L4

(
l2δ2amy

)−2
Λn,h(j2

−m) п.н. (194)

Положим m = ⌈| log2 h|⌉. В этом случае

PFn

(∣∣ν̃n,h((j + 1)2−k)− ν̃n,h(j2
−k)
∣∣ > aky

)
≤ σ2(aky)

−2G
(n)
j,k,h, (195)
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где

G
(n)
j,k,h =

n∑
i=1

(
wi((j + 1)2−k)

w((j + 1)2−k)
− wi(j2

−k)

w(j2−k)

)2

, (196)

а величина w(t) определена в (190). Оценим величину G(n)
j,k,h. Для любых u, v ∈ [0, 1] c усло-

вием |u− v| ≤ h и всех i ∈ Nn,h(u) ∪Nn,h(v) выполнено

|w−1(u)wi(u)− w−1(v)wi(v)| ≤ Ψn(K, u, v)h
−1|u− v|,

где

Ψn(K, u, v) = max
i∈Nn,h(u)∪Nn,h(v)

sup
u≤t≤v

{
|w′

i(t)|w(t) + |wi(t)|
∑

j∈Nn,h(t)

∣∣w′
j(t)
∣∣

w2(t)

}
≤

≤ 184L4

l4δ4h
sup
u≤t≤v

#3(Nn,h(t))

#2(Nn,δh(t))Ñ2
n,h,δ(t)

.

При выводе последней оценки мы использовали (191), (192) и соотношения

|w′
j(t)| ≤ 8L2h−1#(Nn,h(t)) при j ∈ Nn,h(t),

Kh(t− zi) ≤ h−1L, |t− zi| ≤ 2h, |wi(t)| ≤ 3L2#(Nn,h(t)), |w′
i(t)| ≤ 11L2h−1#(Nn,h(t))

при i ∈ Nn,h(u) ∪ Nn,h(v), |u − v| ≤ h и u ≤ t ≤ v. Принимая во внимание, во-первых, что

|u − v| ≤ h при u = (j + 1)2−k, v = j2−k и k > m, и во-вторых, что множество индексов

суммирования в первом неравенстве соотношения (196) совпадает с множеством

Nn,h((j + 1)2−k)
⋃

Nn,h(j2
−k),

заключаем, что

G
(n)
j,k,h ≤ 2 · 18422−2kL8(lδ)−8∆̃n,hh

−2. (197)

Теперь из (193)–(197) нетрудно получить, что

PFn

(
sup
t∈[0,1]

∣∣ν̃n,h(t)∣∣ > y
)
≤ 28 · 23 y−2σ2L8(lδ)−8∆̃n,h

(
2ma−2

m + h−2

∞∑
k=m+1

2−k+1a−2
k

)
.

Оптимальная последовательность ak, минимизирующая правую часть этого неравенства,

есть am = c2m/3 и ak = ch−2/32(−k+1)/3 при k = m+ 1,m+ 2, ..., где

c−1 = 2m/3 + h−2/3
∑
k>m

2(−k+1)/3 = 2m/3 + h−2/3 2−m/3

1− 2−1/3
.
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Для указанной последовательности получаем, что

2ma−2
m + h−2

∞∑
k=m+1

2−k+1a−2
k =

(
2m/3 + h−2/3 2−m/3

1− 2−1/3

)3

. (198)

Учтем, что m = ⌈| log2 h|⌉. Соотношение (198) и неравенство | log2 h| ≤ ⌈| log2 h|⌉ ≤ | log2 h|+1

влекут за собой оценку

PFn

(
sup
t∈[0,1]

∣∣ν̃n,h(t)∣∣ > y
)
≤ 29 · 23

(
1− 2−1/3

)−3
y−2σ2L8(lδ)−8∆̃n,hh

−1.

Таким образом, лемма доказана. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.12. Положим

ζn(h) = sup
t∈[0,1]

∣∣ν̃n,h(t)∣∣, ηn = σL4(lδ)−4

√
∆̃n,hh−1

и заметим, что в силу леммы 1.28 выполнено ζn(h) = Op(ηn), поскольку

P
(
ζn(h)/ηn > M

)
= EPFn

(
ζn(h)/ηn > M

)
≤ 29 · 23

(
1− 2−1/3

)−3
M−2.

Утверждение теоремы следует теперь из представления (188) и леммы 1.26. □

1.5 Универсальные оценки для функций среднего и ковариации слу-

чайного процесса

В этом разделе мы рассматриваем следующую регрессионную модель.

(M2) Даны пары наблюдений {(Zij, Xij), i = 1, . . . n, j = 1, . . . ,mi}, представимые в виде

Xij = fi(Zij) + εij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mi, (199)

где f1(·), . . ., fn(·) — неизвестные независимые одинаково распределенные с вероятностью 1

непрерывные случайные процессы, заданные на [0, 1], {εij, i = 1, . . . n, j = 1, . . . ,mi} — нена-

блюдаемые случайные погрешности. Для каждого фиксированного i = 1, . . . , n регрессоры

{Zij; j = 1, . . . ,mi} представляют собой набор наблюдаемых случайных величин со значе-

ниями в [0, 1], имеющих, вообще говоря, неизвестные распределения, не обязательно неза-

висимых или одинаково распределенных. Случайные величины {Zij; j = 1, . . . ,mi} могут

зависеть от mi (если mi неслучайно) и n.
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Введем обозначения

µ(t) = Ef1(t), φ(t, s) = E{f1(t)f1(s)}, ψ(t, s) = φ(t, s)− µ(t)µ(s). (200)

Задача этого раздела состоит в оценивании функций среднего µ(t) и ковариации ψ(t, s) слу-

чайного процесса (в предположении их существования) в рамках условия (M2), т.е. когда

мы наблюдаем зашумленные значения каждой из n независимых копий f1 . . . , fn некоторого

почти наверное непрерывного случайного процесса в некотором наборе точек (вообще гово-

ря, своем для каждой реализации), состоящем из mi элементов для i-ой случайной функ-

ции fi. Отметим, что предположение (M2) включает в себя ситуацию как случайных, так

и детерминированных регрессоров {Zij}. Отрезок [0, 1] в качестве области определения мы

рассматриваем исключительно с целью простоты изложения подхода.

В разделе 1.5.1 мы рассмотрим случай разреженных данных (количество наблюдений

для каждой серии в том или ином смысле «мало»), а в разделе 1.5.3 — плотных (объем

наблюдений в каждой из n серий растет с ростом числа серий).

1.5.1 Случай разреженных данных

В этом разделе относительно ядра сглаживания считаем выполненным условие (K1), вве-

денное в начале главы (см. раздел 1.1). Нам потребуется ряд дополнительных предположе-

ний, так что приведем прежде всего условия на параметры модели (M2), которые мы будем

использовать в тех или иных сочетаниях.

(E3) Ненаблюдаемые случайные погрешности {εij; i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mi} при всех

i, j, а также (i1, j1) ̸= (i2, j2), с вероятностью 1 удовлетворяют следующим условиям:

EFεij = 0, max
i,j

EFε
2
ij ≤ σ2

ε , EFεi1j1εi2j2 = 0,

где константа (возможно, неизвестная) σ2
ε > 0 не зависит от n, символ EF обозначает

условное математическое ожидание при фиксации σ-алгебры F , порожденной случайными

величинами {Zij; i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mi} и {mi, i = 1, . . . , n}.

(B1) Случайные функции {fi(t)} не зависят от регрессоров {Zij}, при этом

sup
t∈[0,1]

Df1(t) ≤ σ2
f <∞.

(C1) Положительные целочисленные случайные величины {mi} (не обязательно незави-

симые или одинаково распределенные) не зависят от {fi(t)} и {Zij}, а также не зависят

от n.
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(C2) Выполнено условие (C1) и при некотором α > 3 справедливо соотношение

max
i≤n

Emα
i ≤ λα <∞,

где константа λα может быть неизвестна и не зависит от n.

(C′
2) Выполнено условие (C1), случайные величины {mi} являются независимыми ко-

пиями некоторой целочисленной случайной величины и при некотором α > 3 справедливо

соотношение Emα
1 <∞.

(C3) Выполнено условие (C1), справедливо равенство m1 = . . . = mn и при некотором

α > 0 имеет место ограничение Emα
1 <∞.

(C4) Величины {mi} неслучайны и равномерно ограничены: maxi≤nmi ≤ c < ∞, где

константа c не зависит от n.

З а м е ч а н и е 1.33. В случае, когда в исходной выборке в той или иной серии наблю-

дений i имеются кратные регрессоры, предлагается несколько сократить выборку, заменив

наблюдения Xij с одинаковыми точками Zij их средним арифметическим и оставляя в новой

выборке лишь один регрессор из кратных.

Перейдем к построению оценки для функции µ(t). Пусть выполнено условие (C1). Поло-

жим N = m1+ . . .+mn и по выборке {Zij; i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mi} образуем вариационный

ряд, элементы которого обозначим через ZN :1 ≤ . . . ≤ ZN :N . Положим ZN :0 = 0, ZN :N+1 = 1.

Пусть N = lr+ s, где l, r и s — целые, r неслучайно, а случайные величины l и s таковы, что

1 ≤ s < r почти наверное (т.е. s — это остаток от деления N на l). Считаем, что r = r(n) → ∞

и r = o(n). Определим следующие величины:

∆ZNl = ZN :N+1 − ZN :r(l−1), ∆ZNk = ZN :rk − ZN :r(k−1), k = 1, . . . , l − 1. (201)

Таким образом, отрезок [0, 1] мы разбили на l попарно несовместных отрезков c длинами

∆ZN1, . . . ,∆ZNl, каждый из которых (за исключением последнего отрезка) содержит по r

точек, а последний отрезок длины ∆ZNl содержит r + s < 2r точек. Отметим, что в вве-

денных условиях количество (возможно, случайное) отрезков l = l(n) ≥ n/r − 1 должно

неограниченно возрастать с ростом n.

Нам также потребуются следующие обозначения:

H1 = {(i, j) : Zij ∈ [ZN :0, ZN :r]},

Hk = {(i, j) : Zij ∈ (ZN :r(k−1), ZN :rk]}, k = 2, . . . , l,

X l = (r + s)−1
∑

(i,j)∈Hl

Xij, Xk = r−1
∑

(i,j)∈Hk

Xij, k = 1, . . . , l.
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Отметим, что множества Hk, k = 1, . . . , l−1, содержат ровно по r пар индексов, а множество

Hl содержит r + s < 2r пар индексов.

Оценку для µ(t) определим равенством

µ̂1(t) =

∑l

k=1
XkKhµ(t− ZN :rk)∆ZNk∑l

k=1
Khµ(t− ZN :rk)∆ZNk

. (202)

З а м е ч а н и е 1.34. Поясним идею выбора статистики µ̂1(t) из (202) в качестве оценки

для функции среднего µ(t). Введем обозначения

fk = r−1
∑

(i,j)∈Hk

fi(Zij), εk = r−1
∑

(i,j)∈Hk

εij, k = 1, . . . , l − 1,

f l = (r + s)−1
∑

(i,j)∈Hl

fi(Zij), εl = (r + s)−1
∑

(i,j)∈Hl

εij.
(203)

Из уравнения (199) имеем Xk = fk+ εk, k = 1, . . . , l. Но в силу условий (M2), (B1), определе-

ния множеств Hk, закона больших чисел, а также условия (C1) или (C4), можно ожидать, что

fk ≈ µ(t), где t ∈ (ZN :r(k−1), ZN :rk] (например, можно положить t = ZN :rk). Иными словами,

Xk ≈ µ
(
ZN :rk

)
+ εk, k = 1, . . . , l.

Мы предлагаем оценить функцию µ(t) в такой модели непараметрической регрессии с помо-

щью метода ядерного сглаживания из раздела 1.1. Это и приводит нас к оценке (202). □

Основное условие на регрессоры, гарантирующее в случае разреженных данных суще-

ствование равномерно состоятельной оценки для функции среднего, состоит в следующем.

(D7) С ростом n имеет место предельное соотношение

δl = max
1≤k≤l

∆ZNk
p→ 0.

З а м е ч а н и е 1.35. Другими словами, условие (D7) означает, что набор точек {Zij} с высо-

кой вероятностью образует измельчающееся разбиение отрезка [0, 1]. Если {Zij} независимы и

одинаково распределены, а отрезок [0, 1] является носителем распределения, то условие (D7)

выполнено. В частности, в случае существования отделенной от нуля на [0, 1] плотности рас-

пределения Z11 и неслучайном l, с вероятностью 1 справедливо соотношение δl = O (log l/l).

Если последовательность бесконечномерных векторов {mi, Zi1, Zi2, . . .}, i = 1, 2, . . ., удовле-

творяет условию α-перемешивания, причем для любого фиксированного i все конечномерные

распределения последовательности {Zij; j ≥ 1} имеют строго положительные плотности, а

сама эта последовательность не зависит от mi, то условие (D7) также будет выполнено. Но
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выполнение условия (D7) вполне возможно и для других типов зависимости, которая может

быть более сильной, нежели те или иные условия слабой зависимости. Соответствующие

примеры и обсуждения такого рода условий содержатся в вышеприведенных разделах дис-

сертации (например, см. раздел 1.1, примеры 1.1, 1.2). □

Теорема 1.13. Пусть выполнены условия (M2), (E3), (B1), (C1) и (K1). Тогда для любого

фиксированного hµ ∈ (0, 1/2) с вероятностью 1

sup
t∈[0,1]

|µ̂1(t)− µ(t)| ≤ ωµ(hµ) + ωµ(δl) + ζl,r,hµ + ηl,r (204)

и случайные величины ζl,r,hµ и ηl,r таковы, что

P
(
ζl,r,hµ > y, δl ≤ hµ/(8L)

)
≤ Cσ2

εL
2y−2hµ

−2r−1Eδl,

P(ηl,r > y) ≤ 2σ2
fM

3nr−2y−2 + P
(
max
i≤n

mi > M
)
,

где C — абсолютная положительная постоянная, а M — произвольное положительное

число. Если дополнительно при некотором α > 0 и всех i ≤ n выполнено Emα
i <∞, то

P(ηl,r > y) ≤ 2(2σ2
f )

α
3+αλ

3
3+α
α,n n

α
3+α (ry)−

2α
3+α , где λα,n = E

(
max
i≤n

mα
i

)
.

З а м е ч а н и е 1.36. Условие (C1) теоремы 1.13 универсально относительно стохастической

природы количества наблюдений в сериях, а также их корреляции, и включает в себя оба

предположения, используемых в литературе в случае разреженных данных: либо {mi} слу-

чайны и являются независимыми копиями целочисленной случайной величины, либо неслу-

чайны и равномерно ограничены (т.е. выполнено (C4)). Отметим, что во всех известных нам

работах, связанных с разреженными данными, рассматривается только какой-либо один из

указанных вариантов. Приводимые далее элементарные следствия теоремы 1.13, содержащие

простые достаточные условия равномерной состоятельности оценки для среднего, включают

в себя указанные предположения.

З а м е ч а н и е 1.37. Отметим, что δl ≤ 1, а потому при выполнении условия (D7) имеет

место предельное соотношение Eδl → 0. Кроме того, справедливо соотношение

ζl,r,hµ = Õp

(
h−1
µ

(
r−1Eδl)

)1/2)
+O

(
h−1
µ Eδl

)
. (205)

Далее, если выполнено (C2), то в силу очевидной оценки maxi≤nm
α
i ≤

∑n
i=1m

α
i получаем,

что λα,n ≤ nλα, а потому

P(ηl,r > y) ≤ 2(2σ2
f )

α
3+αλ

3
3+α
α n(ry)−

2α
3+α .
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Если выполнено (C3) или (C4), то соответственно

P(ηl,r > y) ≤ 2(2σ2
f )

α
3+α

(
Emα

1

) 3
3+αn

α
3+α (ry)−

2α
3+α , P(ηl,r > y) ≤ 2σ2

fc
3nr−2y−2.

Таким образом, если выполнено (C2), то ηl,r = Õp

(
n(3+α)/(2α)r−1

)
, а если справедливо условие

(C3) или (C4), то ηl,r = Õp (
√
n/r).

Из теоремы 1.13 и замечания 1.37 получаем следующие утверждения.

Следствие 1.14. Пусть выполнены условия (M2), (E3), (B1), (C2), (D7), (K1) и

hµ → 0, h−2
µ r−1Eδl → 0, P(δl > hµ/(8L)) → 0, n(3+α)/(2α)r−1 → 0. (206)

Тогда

sup
t∈[0,1]

|µ̂1(t)− µ(t)| p→ 0. (207)

Следствие 1.15. Пусть выполнены условия (M2), (E3), (B1), (C ′
2), (D7), (K1) и соотноше-

ния (206). Тогда имеет место сходимость (207).

Следствие 1.16. Пусть выполнены условия (M2), (E3), (B1), (C3), (D7), (K1), а также

справедливы первые три соотношения в (206) и
√
n/r → 0. Тогда имеет место сходи-

мость (207).

Следствие 1.17. Пусть выполнены условия (M2), (E3), (B1), (C4), (D7), (K1), справедливы

первые три соотношения в (206) и
√
n/r → 0. Тогда имеет место сходимость (207).

З а м е ч а н и е 1.38. В условиях следствия 1.14 количество точек r = r(n) → ∞ нужно

выбирать таким образом, чтобы (среди прочих) выполнялось соотношение n(3+α)/(2α)r−1 → 0.

Отметим, что в рамках следствия 1.14 мы имеем (3 + α)/(2α) < 1 при α > 3. В условиях

одного из следствий 1.16 или 1.17 количество точек r = r(n) → ∞ нужно выбирать так,

чтобы
√
n/r → 0. Понятно, что c учетом условия r = o(n) количество отрезков l = l(n) ≥

N/r − 1 ≥ n/r − 1 также должно неограниченно возрастать с ростом n.

П р и м е р 1.21. Пусть r = n1/2+ε при некотором ε > 0 и Eδl = O(r/n). Последнее усло-

вие выполнено, например, если вся совокупность временных точек образует равномерную

решетку на [0, 1], или если набор {Zij} состоит из независимых и одинаково распределенных

случайных величин с отделенной от нуля плотностью на [0, 1]. Предположим, что функция

µ(t) удовлетворяет условию Гельдера, т.е. ωµ(h) ≤ Chγ при всех h > 0 и некоторых фикси-

рованных γ ∈ (0, 1] и C > 0. В этом случае величина hµ = n− 1
2(γ+1) уравнивает по hµ порядок

малости слагаемого ωµ(hµ) и первой компоненты слагаемого ζl,r,hµ (см. формулу (205)) в пра-

вой части соотношения (204), зависящих от размера окна hµ. В сделанных предположениях
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Eδl/hµ = O
(
n

γ−2ε(1+γ)
2(γ+1)

)
, так что третье условие в (206) выполнено при 0 < ε < γ/(2 + 2γ).

При этом для выполнения четвертого условия в (206) нужно, чтобы α > 3/(2ε).

Перейдем теперь к оцениванию функции φ(t, s). Для простоты и определенности будем

считать, что выполнено (C4), при этом mi ≥ 2 при всех i. Нам потребуются ряд дополни-

тельных ограничений. Положим Ñ = Ñ(n) = m1(m1−1)+ . . .+mn(mn−1). Без ограничения

общности считаем, что Ñ = l̃ × r̃, где l̃ и r̃ — целые, при этом l̃ = l̃(n) → ∞ r̃ = r̃(n) → ∞

при n → ∞. Для произвольного ограниченного множества A ⊂ R2 определим его диаметр

следующим равенством: d(A) = supx,y∈A ∥x− y∥, где ∥ · ∥ — супремальная норма в R2.

Помимо (C4), предполагаются выполненными следующие три условия.

(D8) Все двумерные точки из набора {(Zij1 , Zij2), 1 ≤ j1 ̸= j2 ≤ mi, i = 1, . . . , n} попарно

различны и для каждого Ñ существует случайное разбиение множества [0, 1]2 на l̃ измери-

мых по Жордану подмножеств {Pk; k = 1, . . . , l̃} таких, что каждое подмножество Pk со-

держит ровно по r̃ двумерных точек из указанного набора, при этом δ̃l̃ = maxk≤l̃ d(Pk)
p→ 0.

(E4) Погрешности {εij; i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mi} — независимые одинаково распреде-

ленные случайные величины, удовлетворяющие моментным ограничениям

Eε11 = 0, λp = E|ε11|p <∞ при некотором p > 2,

где константа λp может быть неизвестна и не зависит от n. Погрешности {εij} не

зависят от {Zij} и {fi(·)}.

(B2) Выполнено условие (B1) и для p из условия (E4)

γp = E sup
t∈[0,1]

|f1(t)|p <∞, σ̃2
f = sup

t∈[0,1]
Df 2

1 (t),

где константы (возможно, неизвестные) γp > 0 и σ̃2
f > 0 не зависят от n.

Введем обозначения

H̃k =
{(

(i, j1), (i, j2)
)
:
(
Zij1 , Zij2

)
∈ Pk

}
,

X̃k = r̃−1
∑

((i,j1),(i,j2))∈H̃k

Xij1Xij2 , k = 1, . . . , l̃.

Отметим, что множества H̃k, k = 1, . . . , l̃, содержат ровно по r̃ элементов. Выберем некоторую

точку, принадлежащую множеству Pk, и обозначим ее через
(
Zikj1k , Zikj2k

)
. Оценку для φ(t, s)

определим равенством

φ̂1(t, s) =

∑l̃

k=1
X̃kKhφ(t− Zikj1k)Khφ(s− Zikj2k)Λ2(Pk)∑l̃

k=1
Khφ(t− Zikj1k)Khφ(s− Zikj2k)Λ2(Pk)

. (208)
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З а м е ч а н и е 1.39. Поясним идею построения оценки φ̂1(t, s) из (208). Положим

f̃k = r̃−1
∑

((i,j1),(i,j2))∈H̃k

fi(Zij1)fi(Zij2),

ε̃k = r̃−1
∑

((i,j1),(i,j2))∈H̃k

(fi(Zij1)εij2 + fi(Zij2)εij1 + εij1εij2) , k = 1, . . . , l̃.
(209)

Из уравнения (199) имеем

X̃k = f̃k + ε̃k, k = 1, . . . , l̃.

Но в силу условий (M2) и (B2), а также определения множества H̃k и закона больших чи-

сел можно ожидать, что f̃k ≈ φ(t, s), где (t, s) ∈ Pk (например, можно положить (t, s) =

(Zikj1k , Zikj2k)). Таким образом, мы получаем модель непараметрической регрессии

X̃k ≈ φ
(
Zikj1k , Zikj2k

)
+ ε̃k, k = 1, . . . , l̃.

Оценка (208) — это универсальная локально–постоянная оценка (см. раздел 1.3) для полу-

ченной двухфакторной регрессионной модели. □

З а м е ч а н и е 1.40. Нетрудно видеть, что условие (D8) влечет предположение о том, что

совокупность временных точек по всем сериям с высокой вероятностью образует измельчаю-

щееся разбиение области определения исходного случайного процесса. Обратное неверно, и

соответствующий пример несложно построить. Например, пусть mi = 2 при всех i и парные

точки, участвующие в условии (D8), сосредоточены на некоторой кривой таким образом,

что проекции этих точек на ось абсцисс, собственно и представляющие собор совокупность

временных точек из всех серий, образуют измельчающееся разбиение.

Теорема 1.14. Пусть выполнены условия (M2), (D8), (E4), (C4), (B2) и (K1), при этом

mi ≥ 2 при всех i. Тогда для любого фиксированного hφ ∈ (0, 1/2) с вероятностью 1

sup
(t,s)∈[0,1]2

|φ̂1(t, s)− φ(t, s)| ≤ ωφ(hφ) + ωφ(δ̃l̃) + ζ̃l̃,r̃,hφ + η̃l̃,r̃, (210)

где случайные величины η̃l̃,r̃ и ζ̃l̃,r̃,hφ таковы, что

P(η̃l̃,r̃ > y) ≤ σ̃2
f (2c

4 + 1)l̃r̃−1y−2,

P
(
ζ̃l̃,r̃,hφ > y

)
≤ C̃L2p

ρpypr̃p/2
·
Eδ̃p

l̃

hp+2
φ

+ P
(
δ̃l̃ > hφ/(8L)

2
)

(211)

и C̃ – положительная константа, зависящая от p, λp, γp и σ̃2
ε = Eε211.
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З а м е ч а н и е 1.41. Положим в (211) y =
(
h
−(p+2)
φ E(δ̃p

l̃
)
)1/p

. Применяя степенное нера-

венство Маркова с показателем p для второго слагаемого в (211), нетрудно видеть, что при

выполнении условий теоремы 1.14

ζ̃l̃,r̃,hφ = Õp

((
r̃−p/2h−(p+2)

φ Eδ̃p
l̃

)1/p)
+O

(
h−1
φ Eδ̃l̃

)
, η̃l̃,r̃ = Õp((l̃/r̃)

1/2).

Следствие 1.18. Пусть выполнены условия (M2), (D8), (E4), (B2), (K1) и

hφ → 0, r̃−p/2h−(p+2)
φ Eδ̃p

l̃
→ 0, l̃/r̃ → 0, P

(
δ̃l̃ > hφ/(8L)

2
)
→ 0.

Тогда имеет место предельное соотношение

sup
(t,s)∈[0,1]2

|φ̂1(t, s)− φ(t, s)| p→ 0.

Оценку для функции ковариации можно определить теперь равенством

ψ̂1(t, s) = φ̂1(t, s)− µ̂1(t)µ̂1(s).

Условия равномерной состоятельности этой оценки можно получить из вышеприведенных

утверждений. Подробности мы опускаем.

1.5.2 Доказательство результатов раздела 1.5.1

Для вывода теоремы 1.13 нам потребуются следующие обозначения:

Jl,hµ(t) =
l∑

k=1

Khµ(t− ZN :rk)∆ZNk,

νl,r,hµ(t) = J−1
l,hµ

(t)
l∑

k=1

Khµ(t− ZN :rk)∆ZNkεk,

χl,hµ(t) = J−1
l,hµ

(t)
l∑

k=1

(
µ(ZN :rk)− µ(t)

)
Khµ(t− ZN :rk)∆ZNk,

τl,hµ(t) = J−1
l,hµ

(t)
l∑

k=1

(
fk − µ(ZN :rk)

)
Khµ(t− ZN :rk)∆ZNk.

(212)

Подчеркнем, что ввиду свойств плотности Kh(·) область суммирования во введенных вели-

чинах совпадает с множеством {k : |t − ZN :rk| ≤ hµ, 1 ≤ k ≤ l}. Данное обстоятельство мы

неоднократно будем использовать в дальнейших рассуждениях. Имеем

µ̂1(t) = µ(t) + χl,hµ(t) + τl,hµ(t) + νl,r,hµ(t). (213)
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Лемма 1.29. В условиях теоремы 1.13 имеют место оценки

sup
t∈[0,1]

∣∣χl,hµ(t)∣∣ ≤ ωµ(hµ), sup
t∈[0,1]

∣∣τl,h(t)∣∣ ≤ ωµ(δl) + ηl,r,

где P(ηl,r > y) ≤ 2σ2
fnM

3r−2y−2 + P
(

max
i=1,...,n

mi > M
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение леммы очевидно. Для вывода второго

соотношения заметим прежде всего, что ввиду (212) выполнено

sup
t∈[0,1]

|τl,h(t)| ≤ max
1≤k≤l

|fk − µ(ZN :rk)|.

Пусть символы DF , CovF и PF обозначают соответственно условную дисперсию, условную

ковариацию и условную вероятность при фиксации σ-алгебры F , порожденной случайными

величинами из наборов {Zij; i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mi} и {mi; i = 1, . . . , n}. В силу опреде-

лений (203) и равенства EFf1(Zij) = µ(Zij) имеем

fk − µ(ZN :rk) = ρ1k + ρ2k, k = 1, . . . , l,

где

ρ1k = r−1
∑

(i,j)∈Hk

(
fi(Zij)− EFf1(Zij)

)
, ρ2k = r−1

∑
(i,j)∈Hk

µ(Zij)− µ(ZN :rk), k ≤ l − 1,

ρ1l = (r + s)−1
∑

(i,j)∈Hl

(
fi(Zij)− EFf1(Zij)

)
, ρ2l = (r + s)−1

∑
(i,j)∈Hl

µ(Zij)− µ(ZN :rl).

С учетом определения множеств Hk, k = 1, . . . , l, и условия (D7) получаем, что

max
1≤k≤l

|ρ2k| ≤ max
1≤k≤l

ωµ
(
∆ZNk

)
≤ ωµ(δl), k = 1, . . . , l.

Введем событие An =
⋂n
i=1{mi < M} при некотором M > 0. Имеем

P
(
An
)
= P

(
n⋃
i=1

{mi ≥M}

)
= P

(
max
i=1,...,n

mi ≥M

)
.

Далее, поскольку
∑n

i=1mi = rl + s, то на множестве An выполнено l < nM/r

P
(
max
1≤k≤l

|ρ1k| > y, An

)
≤ P

(
max

1≤k<nM/r
|ρ1k| > y, An

)
≤

≤ nMr−1 max
1≤k<nM/r

EPF
(∣∣ρ1k∣∣ > y

)
≤ nMy−2r−1 max

1≤k<nM/r
EDFρ1k,
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где ρ1k = ρ1kI(An) и I(·) — индикатор события.

Далее, справедливо представление

r2DFρ1k = I(An)
∑

(i,j)∈Hk

DFf1(Zij) + I(An)
∑

(i,j)̸=(i1,j1)∈Hk

CovF {fi(Zij), fi1(Zi1j1)} . (214)

C учетом условия (B1) для любых j, j1 ≤ mi имеем

DFf1(Zij) ≤ σ2
f , CovF {fi(Zij), fi1(Zi1j1)} ≤ σ2

f .

Кроме того, если i ̸= i1 во второй сумме в (214), то соответствующие ковариации равны

нулю. Если же i = i1, то количество пар индексов (i, j) и (i, j1) в двойной сумме в (214) при

выполнении события An будет меньше, чем m2
i ≤ M2. Если же произойдет дополнительное

событие An, то все члены в (214) обратятся в ноль. Следовательно, с вероятностью 1

r2DFρ1k ≤ rσ2
f + rM2σ2

f , DFρ1k ≤ 2r−1M2σ2
f .

Аналогично, для k = l ≤ [nM/r] при выполнении события An имеем

(r + s)2DFρ1l =
∑

(i,j)∈Hl

DFf1(Zij) +
∑

(i,j)̸=(i1,j1)∈Hl

CovF {fi(Zij), fi1(Zi1j1)} ,

(r + s)2DFρ1k ≤ 2(r + s)σ2
f + (r + s)M2σ2

f , DFρ1k ≤ 2r−1M2σ2
f .

Таким образом,

P
(
max
1≤k≤l

|ρ1k| > y, An

)
≤ 2σ2

fnM
3r−2y−2,

а потому

P
(
max
1≤k≤l

|ρ1k| > y

)
≤ 2σ2

fnM
3r−2y−2 + P

(
max
i=1,...,n

mi > M
)
.

Для завершения доказательства леммы остается положить ηl,r = max
1≤k≤l

|ρ1k|. □

Лемма 1.30. Для любых y > 0 и hµ ∈ (0, 1/2) на подмножестве элементарных исходов,

определяемых соотношением δl ≤ hµ/(8L), имеет место следующая оценка:

PF

(
sup
t∈[0,1]

|νl,r,hµ(t)| > y

)
≤ Cσ2

εL
2r−1δlh

−2
µ y−2,

где C — абсолютная положительная константа, а символ PF обозначает условную веро-

ятность при фиксации σ-алгебры F , определенной в условии (E3).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых k ≤ l и u, v ≤ l, u ̸= v, имеем

EFεk = 0, sup
k≤l

EFε
2
k ≤ r−1σ2

ε , EFεuεv = 0.

Здесь мы учли, что 1/(r + s) ≤ 1/r. Таким образом, доказательство этого утверждения с

очевидными изменениями повторяет вывод леммы 1.3 из раздела 1.1. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.13. Положим ζl,r,hµ = supt∈[0,1] |νl,r,hµ(t)| и заметим, что

P
(
ζl,r,hµ > y, δl ≤ hµ/(8L)

)
= EI

(
δl ≤ hµ/(8L)

)
PF
(
ζl,r,hµ > y

)
.

Первое утверждение теоремы следует теперь из тождества (213) и лемм 1.29, 1.30.

В силу оценки mα
1 ≤ maxi≤nm

α
i ≤

∑n
i m

α
i предположение о том, что при некотором α

и всех i ≤ n выполнено Emα
i < ∞, эквивалентно соотношению λα,n ≡ E

(
maxi≤n

)
mα
i < ∞.

Поэтому с учетом неравенства Маркова

P (ηl,r > y) ≤ 2σ2
fnM

3r−2y−2 + λα,n M
−α.

Приравнивая теперь оба слагаемых в правой части этого соотношения, находим оптимальный

уровень «срезки», равный M =
(
r2y2λα,n/(2σ

2
fn)
)1/(3+α). В итоге

P (ηl,r > y) ≤ 2(2σ2
f )

α
3+αλ

3
3+α
α,n n

α
3+α (ry)−

2α
3+α .

Теорема доказана. □

Для доказательства теоремы 1.14 нам понадобятся дополнительные определения и ряд

вспомогательных утверждений. Положим

u = (t, s), zk = (Zikj1k , Zikj2k), K̃hφ(u− zk) = Khφ(t− Zikj1k)Khφ(s− Zikj2k)

J̃l̃,hφ(u) =
l̃∑

k=1

K̃hφ(u− zk)Λ2(Pk),

ν̃l̃,r̃,hφ(u) = J̃−1

l̃,hφ
(u)

l̃∑
k=1

K̃hφ(u− zk)Λ2(Pk)ε̃k,

χ̃l̃,hφ(u) = J̃−1

l̃,hφ
(u)

l̃∑
k=1

(
φ(zk)− φ(u)

)
K̃hφ(u− zk)Λ2(Pk),

τ̃l̃,hφ(u) = J̃−1

l̃,hφ
(u)

l̃∑
k=1

(
f̃k − φ(zk)

)
K̃hφ(u− zk)Λ2(Pk).

(215)
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Заметим, что в силу свойств ядра K область суммирования в четырех вышеуказанных сум-

мах есть {k : ∥u − zk∥ ≤ hφ}. С учетом введенных обозначений имеет место следующее

представление, являющееся ключевым при выводе теоремы 1.14:

φ̂1(u) = φ(u) + χ̃l̃,hφ(u) + τ̃l̃,hφ(u) + ν̃l̃,r̃,hφ(u). (216)

Лемма 1.31. В условиях теоремы 1.14 имеют место оценки

sup
u∈[0,1]2

∣∣χ̃l̃,hφ(u)∣∣ ≤ ωφ(hφ), sup
u∈[0,1]2

∣∣τ̃l̃,hφ(u)∣∣ ≤ ωφ(δ̃l̃) + η̃l̃,r̃,

где P(η̃l̃,r̃ > y) ≤ σ̃2
f (2c

4 + 1)l̃r̃−1y−2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение леммы вытекает из определения (215) и

вышеприведенного замечания. Аналогично выводу леммы 1.29, имеем

sup
u∈[0,1]2

∣∣τ̃l̃,hφ(u)∣∣ ≤ max
1≤k≤l̃

|f̃k − φ(zk)|.

В силу (209) и равенства EFf1(Zij1)f1(Zij2) = φ(Zij1,Zij2
) справедливо представление

f̃k − φ(zk) = ρ̃1k + ρ̃2k,

ρ̃1k = r̃−1
∑

((i,j1),(i,j2))∈H̃k

(
fi(Zij1)fi(Zij2)− EFf1(Zij1)f1(Zij2)

)
,

ρ̃2k = r̃−1
∑

((i,j1),(i,j2))∈H̃k

φ(Zij1 , Zij2)− φ(zk).

Далее, с учетом определения множества H̃k и условия (D8) получаем, что

max
1≤k≤l̃

|ρ̃2k| ≤ max
1≤k≤l̃

ωφ
(
d(Pk)

)
≤ ωφ

(
δ̃l̃
)
.

Кроме того,

P
(
max
1≤k≤l̃

|ρ̃1k| > y

)
≤ l̃ max

1≤k≤l̃
EPF(|ρ̃1k| > y) ≤ l̃y−2 max

1≤k≤l̃
EDF ρ̃1k,

при этом

r̃2DF ρ̃1k =
∑

((i,j1),(i,j2))∈H̃k

DFf1(Zij1)f1(Zij2)+

+
∑

((i,j1),(i,j2)) ̸=((̃i,j̃1),(̃i,j̃2))∈H̃k

CovF
{
fi(Zij1)fi(Zij2), fĩ(Zĩj̃1)fĩ(Zĩj̃2)

}
, (217)
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DFf1(Zij1)f1(Zij2) ≤ σ̃2
f , CovF

{
fi(Zij1)fi(Zij2), fĩ(Zĩj̃1)fĩ(Zĩj̃2)

}
≤ σ̃2

f .

Учтем теперь, что если i ̸= ĩ во второй сумме в (217), то соответствующие ковариации равны

нулю. Если же i = ĩ, то количество пар двойных индексов ((i, j1), (i, j2)) и ((i, j̃1), (i, j̃2)) в

двойной сумме в (217) будет меньше, чем 2m4
i . Таким образом, для завершения доказатель-

ства остается учесть, что

r̃2DF τ̃1k ≤ r̃σ̃2
f + 2r̃c4σ̃2

f , η̃l̃,r̃ = max
1≤k≤l̃

|τ̃1k|.

Лемма доказана. □

Лемма 1.32. Если δ̃l̃ ≤ hφ ≤ 1/2, то для любого u ∈ [0, 1]2 справедливо соотношение

J̃l̃,hφ(u) ≥ 1/4− 8L2δ̃l̃h
−1
φ .

Доказательство. Заметим прежде всего, что при всех u = (t, s) ∈ [0, 1]2 и hφ ≤ 1/2

справедлива оценка снизу

Jhφ(u) =

∫
[0,1]2

Khφ(t− x)Khφ(s− y) dxdy ≥ 1/4. (218)

Действительно, если hφ ≤ t ≤ 1− hφ, то в силу свойств ядра K

1∫
0

Khφ(t− x)dx =

t+hφ∫
t−hφ

Khφ(t− x)dx =

1∫
−1

K(v)dv ≡ 1.

Если же t = αh для любых α ∈ [0, 1], то

1∫
0

Khφ(t− x)dx =

(1+α)hφ∫
0

Kh(αhφ − x)dx =

α∫
−1

K(t)dt ≥ 1/2.

Симметричный случай t = 1− αh при α ∈ [0, 1] рассматривается аналогично и приведенные

соотношения доказывают (218). Далее, имеет место соотношение J̃l̃,hφ(u) =
∫
g(v)dv, где

g(v) =
l̃∑

k=1

K̃hφ(u− zk) I(v ∈ Pk), а через I(·) обозначен индикатор события. Поскольку

|K̃hφ (u− x)− K̃hφ (u− y) | ≤ 2L2h−3δ̃l̃ при ∥x− y∥ ≤ δ̃l̃, (219)

то g(v) ≥ K̃hφ(u−v)− 2L2h−3
φ δ̃l̃ для всех v ∈ [0, 1]2. Следовательно, с учетом (218) получаем
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J̃l̃,hφ(u) ≥
∫

v∈[0,1]2: ∥u−v∥≤hφ

(
K̃hφ(u− v)− 2L2h−3

φ δ̃l̃
)
dv ≥ 1/4− 8L2δ̃l̃h

−1
φ .

Тем самым, лемма доказана. □

Лемма 1.33. При всех y > 0 и h ∈ (0, 1/2) на множестве элементарных исходов, опреде-

ляемых соотношением δ̃l̃/hφ ≤ (64L2)−1, имеет место оценка

PF̃

(
sup

u∈[0,1]2
|ν̃l̃,r̃,hφ(u)| > y

)
≤ C̃pL

2p
(
M

p/2
2 +Mp

)
δ̃p
l̃
h−p−2
φ y−p, (220)

где символ PF̃ означает условную вероятность при фиксации σ-алгебры F̃ , порожденной

набором {Zij} и случайными функциями {fi(·)}, положительная константа C̃p зависит

только от p,

Mp = r̃1−p
(
λp(Ap +Bp) + λ2p

)
+ r̃−p/2

(
σ̃2
ε

(
A
p/2
2 +B

p/2
2

)
+ σ̃4

ε

)
,

M2 = σ̃2
ε r̃

−1
(
σ̃2
ε + A2 +B2

)
,

Ap = r̃−1
∑

((i,j1),(i,j2))∈H̃k

|fi(Zij1)|p,

Bp = r̃−1
∑

((i,j1),(i,j2))∈H̃k

|fi(Zij2)|p.

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения идейно близко к выводу леммы 1.12. Из

условия δ̃l̃/hφ ≤ (64L2)−1 и леммы 1.32 получаем неравенство

∣∣ν̃l̃,r̃,hφ(u)∣∣ ≤ 8|η(u)|, где η(u) =
l̃∑

k=1

K̃hφ(u− zk)Λ2(Pk)ε̃k. (221)

Хвост распределения supu∈[0,1]2 |η(u)| оценим с помощью метода диадических цепочек. Заме-

тим, прежде всего, что множество [0, 1]2 под знаком супремума можно заменить множеством

двоично-рациональных точек R = ∪l≥1Rl, где

Rl = {(j1/2l, j2/2l) : j1 = 1, . . . , 2l − 1; j2 = 1, . . . , 2l − 1}.

Таким образом,

sup
u∈[0,1]2

|η(u)| = sup
u∈R

|η(u)| ≤ max
u∈Rm

|η(u)|+
∞∑

l=m+1

2∑
r=1

max
u∈Rl

∣∣η(u+ 2−ler)− η(u)
∣∣,

где натуральное m будет выбрано далее, er есть двумерный вектор с единичной r-ой компо-
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нентой и другой компоненты — нулем.

Следовательно,

PF̃

(
sup

u∈[0,1]2
|η(u)| > y

)
≤ PF̃

(
max

u∈[0,1]2
|η(u)| > amy

)
+

+
∞∑

l=m+1

2∑
r=1

PF̃

(
max
u∈Rl

∣∣η(u+ 2−ler)− η(u)
∣∣ > aly/2

)
+

≤
∑

u∈Rm

PF̃(|η(u)| > amy) +
∞∑

l=m+1

2∑
r=1

∑
u∈Rl

PF̃

(∣∣η(u+ 2−ler)− η(u)
∣∣ > aly/2

)
, (222)

где {aj, j ≥ m} — последовательность положительных чисел с условием
∑

j≥m aj = 1.

В дальнейшем нам потребуется классическое неравенство Розенталя

E
∣∣∣ l∑
k=1

ξk

∣∣∣p ≤ Cp

 l∑
k=1

E|ξk|p +

(
l∑

k=1

Eξ2k

)p/2
 , (223)

где {ξk} — последовательность независимых центрированных случайных величин с конечны-

ми моментами порядка p ≥ 2, а Cp — некоторая константа, зависящая от p. Чтобы оценить

вероятность PF̃(|η(u)| > amy), воспользуемся неравенством (223) при

ξk = K̃hφ(u− zk)Λ2(Pk)ε̃k.

В силу элементарного соотношения |x+y+z|p ≤ 3p−1(|x|p+ |y|p+ |z|p) и неравенства (223),

имеем

EF̃ |ε̃k|
p ≤ 3p−1CpMp ≡ M̃p, EF̃ |ε̃k|

2 ≤ 3M2 ≡ M̃2, (224)

где символ EF̃ означает условное математическое ожидание при фиксации σ-алгебры F̃ . Из

элементарных оценок

K̃hφ(u− zk)Λ2(Pk) ≤ L2h−2
φ δ̃2

l̃
,

l̃∑
k=1

K̃hφ(u− zk)Λ2(Pk) ≤ L2h−2
φ (2hφ + 2δ̃l̃)

2

и соотношения δ̃l̃ ≤ hφ ≤ 1 получаем, что с вероятностью 1

PF̃(|η(u)| > amy) ≤
EF̃(|η(u)|p)

(amy)p
≤ G1

M̃
p/2
2 (δ̃l̃/hφ)

p + M̃p(δ̃l̃/hφ)
2(p−1)

(amy)p
≤

≤ G1
(M̃

p/2
2 + M̃p)(δ̃l̃/hφ)

p

(amy)p
, (225)
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где G1 = Cp2
2pL2p. В последнем неравенстве в (225) мы также учли, что 2(p − 1) > p при

p > 2.

Чтобы оценить PF̃

(∣∣η(u+ 2−ler)− η(u)
∣∣ > aly/2

)
, воспользуемся неравенством (223) при

ξk =
(
K̃hφ(u− zk + 2−ler)− K̃hφ(u− zk)

)
Λ2(Pk)ε̃k.

Имеем

∣∣∣K̃hφ(u− zk + 2−ler)− K̃hφ(u− zk)
∣∣∣Λ2(Pk) ≤ L2h−3

φ 2−lδ̃2
l̃
,

l̃∑
k=1

∣∣∣K̃hφ(u− zk + 2−ler)− K̃hφ(u− zk)
∣∣∣Λ2(Pk) ≤ L2h−3

φ 2−l+1(2hφ + 2δ̃l̃)
2.

Таким образом, с учетом аргументов, используемых при выводе (225), получаем, что с веро-

ятностью 1

PF̃
(∣∣η(u+ 2−ler)− η(u)

∣∣ > aly/2
)
≤ G2

(
M̃

p/2
2 + M̃p

)
(δ̃l̃/hφ)

ph−pφ 2−lp−1(aly)
−p, (226)

где G2 = 23p/2+1G1.

Используя теперь (222), (225) и (226), заключаем следующее:

PF̃

(
sup

u∈[0,1]2
|η(u)| > y

)
≤ y−p

(
δ̃l̃
hφ

)p (
M̃

p/2
2 + M̃p

)(
G12

2ma−pm +G2h
−p
φ

∞∑
l=m+1

2−(p−2)la−pl

)
.

Оптимальная последовательность al, минимизирующая правую часть этого неравенства, есть

am = c(G12
2m)1/(p+1), al = c

(
G2h

−p
φ 2−(p−2)l

)1/(p+1) при l = m+ 1,m+ 2, . . . , где коэффициент c

определяется соотношением am+am+1+· · · = 1. Для указанной последовательности получаем

G12
2ma−pm +G2h

−p
φ

∞∑
l=m+1

2−(p−2)la−pl ≤

≤

(
(G12

2m)1/(p+1) +
∞∑

l=m+1

(
G2h

−p
φ 2−(p−2)l

)1/(p+1)
)p+1

=: G.

Положим m = ⌈− log2 h⌉. В этом случае

G ≤ h−2
φ

(
(2G1)

1/(p+1) +
(
G22

−(p−2)
)1/(p+1)

∞∑
l=0

2−(p−2)l/(p+1)

)p+1

≤

≤ h−2
φ 2p/2G1

(
1 +

2

2(p−2)/(p+1) − 1

)p+1

.
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Таким образом,

PF̃

(
sup

u∈[0,1]2
|η(u)| > y

)
≤ 23p

(
1 +

2

2(p−2)/(p+1) − 1

)p+1

CpL
2p
(
M̃

p/2
2 + M̃p

)
δ̃p
l̃
h−p−2
φ y−p.

Это соотношение вместе с (221) и (224) завершает доказательство леммы. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.14. Положим ζ̃l̃,r̃,hφ = supt∈[0,1]2 |ν̃l̃,r̃,hφ(t)| и через

EF обозначим условное математическое ожидание при фиксации σ-алгебры F , порожденной

случайными величинами {Zij : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mi}. Утверждение теоремы следует

теперь из тождества (216), лемм 1.31, 1.33 и соотношения

P
(
ζ̃l̃,r̃,hφ > y, δ̃l̃ ≤ hφ(64L

2)−1
)
=

= EEFI
(
δ̃l̃ ≤ hφ(64L

2)−1
)
PF̃
(
ζ̃l̃,r̃,hφ > y

)
≤ EEFPF̃

(
ζ̃l̃,r̃,hφ > y

)
.

При этом в последнем соотношении мы также учли, что

EFA
p/2
2 ≤

(
r̃−1

∑
((i,j1),(i,j2))∈H̃k

sup
t∈[0,1]

|fi(t)|2
)p/2

≤

≤ EF r̃
−1

∑
((i,j1),(i,j2))∈H̃k

sup
t∈[0,1]

|fi(t)|p ≡ γp, EFAp ≤ γp.

Аналогичные оценки справедливы для величин EFB
p/2
2 и EFBp. Теорема 1.14 доказана. □

1.5.3 Случай плотных данных

Введем прежде всего ряд дополнительных условий и обозначений, которые потребуются

в этом разделе.

(E5) Для любого i = 1, . . . , n и всех mi ≥ 2 ненаблюдаемые случайные погрешности

{εij; j = 1, . . . ,mi} с вероятностью 1 при всех j, j1, j2 ≤ mi, j1 ̸= j2, удовлетворяют следу-

ющим условиям:

EFi
εij = 0, max

j≤mi

EFi
ε2ij ≤ σ2, EFi

εij1εij2 = 0,

где константа σ2 > 0 не зависит от mi и n и может быть неизвестной, символ EFi

обозначает условное математическое ожидание при фиксации σ-алгебры Fi, порожденной

случайными величинами {Zij; j = 1, . . . ,mi}.

Для любого i обозначим через Zi,mi:1 ≤ . . . ≤ Zi,mi:mi
элементы вариационного ряда,

построенного по выборке i-ой серии {Zij; j = 1, . . . ,mi}. Положим

Zi,mi:0 = 0, Zi,mi:mi+1 = 1, ∆Zi,mi,j = Zi,mi:j − Zi,mi:j−1, j = 1, . . . ,mi + 1.
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Для любого i отклики и погрешности из (199), ассоциированные с порядковой статистикой

Zi,mi:j, обозначим соответственно через Xi,mi,j и εi,mi,j. Нетрудно видеть, что погрешности

{εi,mi,j; j = 1, . . . ,mi} также удовлетворяют условию (E5). Мы предполагаем, что величины

mi зависят от n и mi = mi(n) → ∞ при n→ ∞.

Центральное условие на регрессоры состоит в следующем.

(D9) При любом i = 1, . . . , n имеет место предельное соотношение

δmi
= max

1≤j≤mi+1
∆Zi,mi,j

p→ 0 при mi = mi(n) → ∞.

З а м е ч а н и е 1.42. Условие (D9) означает, что для любой серии i набор регрессоров

{Zij, j = 1, . . . ,mi} c высокой вероятностью образуют измельчающееся разбиение отрезка

[0, 1]. Понятно, что детерминированные регрессоры регулярного типа удовлетворяет усло-

вию (D9). В случае независимых и одинаково распределенных регрессоров и существова-

ния отделенной от нуля на [0, 1] плотности распределения Zi1, с вероятностью 1 выполнено

δmi = O (logmi/mi) (см. детали в разделе 1.1). Если {Zij; j ≥ 1} — стационарная последова-

тельность с условием α-перемешивания и маргинальным распределением с носителем [0, 1],

то условие (D9) также выполнено. Как мы уже отмечали, зависимость случайных величин

в условии (D9) может быть более сильной (см. примеры 1.1 и 1.2 в разделе 1.1). □

Наконец, для любых h1, . . . , hn ∈ (0, 1) введем в рассмотрение следующие классы оценок:

f̂i(t) =

∑mi

j=1
Xi,mi,jKhi(t− Zi,mi:j)∆Zi,mi,j∑mi

j=1
Khi(t− Zi,mi:j)∆Zi,mi,j

, i = 1, . . . , n, (227)

µ̂2(t) =
1

n

n∑
i=1

f̂i(t), φ̂2(t, s) =
1

n

n∑
i=1

f̂i(t)f̂i(s), ψ̂2(t, s) = φ̂2(t, s)− µ̂2(t)µ̂2(s). (228)

З а м е ч а н и е 1.43. Как мы уже отмечали во введении, в ситуации плотных данных пред-

ставляется естественным предварительно оценить случайные функции fi по наблюдениям

i-ой серии, а затем для оценивания функции среднего провести усреднение по всем сериям

(аналогичным образом можно можно оценить и функцию ковариации). Именно так мы и по-

ступаем в (228), следуя этому общепринятому подходу. Отметим, что при n = 1 статистики

вида (227) были введены и исследованы в разделе 1.1. В частности, там доказано, что усло-

вие δm1

p→ 0 при m1 → ∞, содержащееся в предположении (D9), гарантирует существование

в классе оценок (227) равномерно состоятельной оценки для случайного процесса f1(t).

З а м е ч а н и е 1.44. В случае, когда имеются кратные точки в той или иной серии наблю-

дений i, некоторые спейсинги ∆Zi,mi,j обращаются в ноль, и мы теряем часть выборочной
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информации в оценках (227) (и, как следствие, оценках (228)). В этом случае предлагает-

ся прежде, чем использовать оценку (227), несколько сократить выборку в каждой серии

i, содержащей кратные регрессоры, заменив наблюдения Xij с одинаковыми точками Zij их

средним арифметическим и оставляя в новой выборке лишь одну точку из кратных. При этом

усредненные наблюдения будут иметь меньшее зашумление. Так что, несмотря на меньший

объем новой выборки, мы не теряем информацию, содержащуюся в исходной выборке. □

З а м е ч а н и е 1.45. В случае независимых одинаково распределенных регрессоров {Zij}

естественно рассматривать один и тот же размер окна при оценивании каждой из функций

{fi(t)} (см., например, [311]). В указанной ситуации подобная стратегия оправдана, посколь-

ку уменьшает вычислительные сложности по определению оптимального размера окна и

упрощает асимптотический анализ оценки среднего. При выполнении условия (D9), когда

допускается, что в каждой серии регрессоры могут вести себя различным образом, может

быть полезным рассматривать различный размер окна при сглаживании в каждой серии

наблюдений. □

Теорема 1.15. Пусть выполнены условия (M2), (E5), (K1), (D9) и

E sup
t∈[0,1]

|f1(t)| <∞. (229)

Пусть последовательности hi = hi(mi, n) удовлетворяют условиям

max
1≤i≤n

hi → 0,
1

n

n∑
i=1

(
Eδmi

)1/2
hi

→ 0,
n∑
i=1

P(δmi
> hi/(8L)) → 0. (230)

Тогда

sup
t∈[0,1]

|µ̂2(t)− µ(t)| p→ 0.

Теорема 1.16. Пусть выполнены условия (M2), (E5), (K1), (D9) и

E sup
t∈[0,1]

|f1(t)|2 <∞. (231)

Пусть последовательности hi = hi(mi, n) удовлетворяют (230) и при некотором τ ∈ (0, 1)

n−τ
n∑
i=1

Eω2τ
f1
(hi) → 0, n−τ

n∑
i=1

(
Eδmi

)τ
h2τi

→ 0. (232)

Тогда

sup
t,s∈[0,1]

|φ̂2(t, s)− φ(t, s)| p→ 0, sup
t,s∈[0,1]

∣∣∣ψ̂2(t, s)− ψ(t, s)
∣∣∣ p→ 0.

172



Приведем два следствия, в которых предполагается, что mj = m и hj = h при всех j ≤ n.

Нам потребуются следующие дополнительные условия.

(M′
2) Выполнено условие (M2) при m1 = . . . = mn = m и для каждого i = 2, . . . , n набор

{Zij; j = 1, . . . ,m} является независимой копией {Z1j; j = 1, . . . ,m}.

(D′
9) Имеет место предельное соотношение

δm = max
1≤j≤m+1

∆Z1,m,j
p→ 0 при m = m(n) → ∞.

Следствие 1.19. Пусть выполнены условия (M ′
2), (E5), (K1), (D′

9), (229), а последователь-

ность h = h(m,n) удовлетворяет условиям

h−2Eδm → 0, nP(δm > h/(8L)) → 0. (233)

Тогда имеет место утверждение теоремы 1.15.

Если вместо (229) и первого условия в (233) выполнено условие (231) и дополнительно

при некотором τ ∈ (0, 1)

n1−τEω2τ
f1
(h) → 0, n(1−τ)/τh−2Eδm → 0, (234)

то справедливо утверждение теоремы 1.16.

П р и м е р 1.22. Пусть в условиях следствия 1.19 выполнено Eδm1 = O(1/m). Тогда условия

mh2 → ∞ и n/(mh) → 0 влекут (233). Если ωf1(h) ≤ ζhγ c вероятностью 1 при некото-

ром неслучайном γ ∈ (0, 1] и Eζ < ∞, то соотношения n1−τh2τγ → 0 и n(1−τ)/τ/(mh2) → 0

гарантируют выполнение условий из (234).

Рассмотрим другой частный случай — общий набор регрессоров для всех серий.

(M′′
2)Выполнено условие (M2) при m1 = . . . = mn = m и для любого j = 1, . . . ,m выполнено

Z1j = Z2j = ...Znj = Zj.

Обозначим через Zm:1 ≤ . . . ≤ Zm:m элементы вариационного ряда, построенного по вы-

борке {Zj; j = 1, . . . ,m}. Положим

Zm:0 = 0, Zm:m+1 = 1, ∆Zmj = Zm:j − Zm:j−1, j = 1, . . . ,mi + 1.

(D′′
9) Имеет место предельное соотношение

δm = max
1≤j≤m+1

∆Zmj
p→ 0 при m = m(n) → ∞.

Для любого i отклики из (199), ассоциированные с порядковой статистикой Zm:j, обозна-
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чим через Xi,m,j. В этом случае оценка f̂i(t) из (227) примет вид

f̂i(t) =

∑m

j=1
Xi,m,jKh(t− Zm:j)∆Zmj∑m

j=1
Kh(t− Zm:j)∆Zmj

, i = 1, . . . , n.

Следствие 1.20. Пусть выполнены условия (M ′′
2 ), (E5), (K1), (D′′

9), (229), а последователь-

ность h = h(m,n) удовлетворяет условиям

h−2Eδm → 0, nP(δm > h/(8L)) → 0. (235)

Тогда имеет место утверждение теоремы 1.15.

Если вместо (229) и первого условия в (235) справедливо условие (231) и при некотором

τ ∈ (0, 1)

n1−τEω2τ
f1
(h) → 0, n(1−τ)/τh−2Eδm → 0, (236)

то справедливо утверждение теоремы 1.16.

1.5.4 Доказательство результатов раздела 1.5.3

Для доказательства теорем 1.15 и 1.16 нам также потребуется несколько вспомогательных

утверждений.

Лемма 1.34. Пусть выполнены условия (M2), (E5) и (K1). Тогда для любого i = 1, . . . , n и

любого фиксированного hi ∈ (0, 1) с вероятностью 1

∆1i = sup
t∈[0,1]

|f̂i(t)− fi(t)| ≤ ωfi(hi) + ζmi
(hi),

где случайная величина ζmi
(hi) такова, что для любых y > 0

P
(
ζmi

(hi) > y, Bi

)
≤ Cσ2L2y−2h−2

i Eδmi
, Bi = {δmi

< hi/(8L)} (237)

и C – абсолютная положительная константа. В частности, на подмножестве элемен-

тарных исходов Bi

PFi
(ζmi

(hi) > y) ≤ Cσ2L2y−2h−2
i δmi

,

а символ PFi
обозначает условную вероятность при фиксации σ-алгебры Fi, введенной в

условии (E5).

Это утверждение следует из теоремы 1.1, приведенной в разделе 1.1.
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Лемма 1.35. Если выполнено условие (229), то limε→0 Eωf1(ε) = 0 и для независимых копий

f1(t), . . . , fn(t) почти наверное непрерывного случайного процесса имеет место следующий

равномерный закон больших чисел:

sup
t∈[0,1]

∣∣fn(t)− µ(t)
∣∣ p→ 0, где fn(t) = n−1

n∑
i=1

fi(t). (238)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение леммы следует из (229) и теоремы Лебега

о мажорируемой сходимости. Положим

ωfn(ε) = sup
t,s:|t−s|≤ε

∣∣fn(t)− fn(s)
∣∣.

При произвольном фиксированном k > 0 и u = 0, . . . , k, имеют место соотношения

sup
t∈[0,1]

∣∣fn(t)− µ(t)
∣∣ ≤ max

0≤u≤k

∣∣fn(u/k)− µ
(
u/k

)∣∣+
+ max

1≤u≤k
sup

(u−1)/k≤t≤u/k

∣∣fn(t)− fn
(
u/k

)∣∣+ max
1≤u≤k

sup
(u−1)/k≤t≤u/k

∣∣µ(t)− µ
(
u/k

)∣∣ ≤
≤ max

0≤u≤k

∣∣fn(u/k)− µ
(
u/k

)∣∣+ ωfn (1/k) + ωµ (1/k) . (239)

Заметим теперь, что ωµ(ε) ≤ Eωf1(ε) и

fn
(
u/k

) p→ µ
(
u/k

)
, ωfn(ε) ≤

1

n

n∑
i=1

ωfi(ε)
p→ Eωf1(ε).

Следовательно, правая часть в (239) не превосходит 2Eωf1 (1/k) + op(1) и в силу произволь-

ности k и первого утверждения леммы соотношение (238) доказано. □

Лемма 1.36. В условиях теоремы 1.15 имеет место предельное соотношение

1

n

n∑
i=1

∆1i
p→ 0, где ∆1i = sup

t∈[0,1]
|f̂i(t)− fi(t)|. (240)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого положительного ε и событий Bi, i = 1, . . . , n,

определенных в лемме 1.34, имеем

P

{
1

n

n∑
i=1

∆1i > ε

}
≤ P

{
1

n

n∑
j=1

∆1i > ε,

n⋂
i=1

Bi

}
+ P

(
n⋃
i=1

Bi

)
≤

≤ P

{
1

n

n∑
i=1

∆1iI(Bi) > ε

}
+

n∑
i=1

P(Bi), (241)

при этом второе слагаемое в правой части (241) сходится к нулю ввиду третьего условия
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в (230). Покажем, что к нулю сходится и первое слагаемое. Действительно, из леммы 1.34

получаем

E
{
∆1iI(Bi)

}
≤ Eωf1(hi) +

∞∫
0

P (ζmi
(hi) > y, Bi) dy ≤

≤ Eωf1(hi) + h−1
i (Eδmi

)1/2 +

∞∫
hi

−1(Eδmi )
1/2

P (ζmi
(hi) > y, Bi) dy ≤

≤ Eωf1(hi) + (1 + Cσ2L2)h−1
i (Eδmi

)1/2. (242)

Для завершения доказательства леммы остается для первой вероятности в правой части (241)

применить неравенство Маркова, использовать оценку (242), предельные соотношения (230)

и первое утверждение леммы 1.35. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.15 следует из лемм 1.35 и 1.36 и очевидной оценки

sup
t∈[0,1]

∣∣µ̂2(t)− µ(t)
∣∣ ≤ sup

t∈[0,1]

∣∣fn(t)− Ef1(t)
∣∣+ 1

n

n∑
i=1

∆1i,

при выводе которой мы учли определения (200), (228), (238) и (240). □

Лемма 1.37. Если выполнено условие (231), то limε→0 Eω2
f1
(ε) = 0 и для независимых копий

f1(t), . . . , fn(t) почти наверное непрерывного случайного процесса имеет место следующий

равномерный закон больших чисел:

sup
t,s∈[0,1]

∣∣fn(t, s)− φ(t, s)
}∣∣ p→ 0, где fn(t, s) = n−1

n∑
i=1

fi(t)fi(s). (243)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение леммы следует из (231) и теоремы Ле-

бега о мажорируемой сходимости. Далее, аналогично выводу леммы 1.35, при произвольном

фиксированном k > 0 и u, v = 0, . . . , k, имеют место соотношения

sup
t,s∈[0,1]

∣∣fn(t, s)− φ(t, s)
∣∣ ≤ max

0≤u,v≤k

∣∣fn(u/k, v/k)− φ
(
u/k, v/k

)∣∣+
+ max

1≤u,v≤k
sup

u−1
k

≤t≤u
k
, v−1

k
≤s≤ v

k

∣∣fn(t, s)− fn
(
u/k, v/k

)∣∣+
+ max

1≤u,v≤k
sup

u−1
k

≤t≤u
k
, v−1

k
≤s≤ v

k

∣∣φ(t, s)− φ
(
u/k, v/k

)∣∣ ≤
≤ max

0≤u,v≤k

∣∣fn(u/k, v/k)− φ
(
u/k, v/k

)∣∣+
+

1

n

n∑
i=1

sup
t∈[0,1]

|fi(t)|ωfi(1/k) + E

{
sup
t∈[0,1]

|f1(t)|ωf1 (1/k)

}
. (244)
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Учтем теперь, что fn
(
u/k, v/k

) p→ φ
(
u/k, v/k

)
,

1

n

n∑
i=1

sup
t∈[0,1]

fi(t)ωfi(ε)
p→ E

{
sup
t∈[0,1]

|f1(t)|ωf1(ε)

}
≤

(
E sup
t∈[0,1]

|f1(t)|2
)1/2 (

Eω2
f1
(ε)
)1/2

.

Таким образом, ввиду (231), правая часть в (244) не превосходит C
(
Eω2

f1
(1/k)

)1/2
+ op(1)

и в силу произвольности k и первого утверждения леммы предельное соотношение (243)

доказано. □

Лемма 1.38. В условиях теоремы 1.16 имеет место предельное соотношение

1

n

n∑
i=1

∆2i
p→ 0 при ∆2i = sup

t,s∈[0,1]
|f̂i(t)f̂i(s)− fi(t)fi(s)|. (245)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим прежде всего, что с учетом (240) и (245), выполнено

∆2i ≤
(
∆1i

)2
+ 2 sup

t∈[0,1]
|fi(t)|∆1i. (246)

Отметим, что аналогично (241), для любого фиксированного ε > 0 выполнено

P

(
n∑
i=1

∆2
1i > nε

)
≤ P

(
n∑
i=1

∆2
1iI(Bi) > nε

)
+

n∑
i=1

P(Bi)
p→ 0 (247)

в силу условий (232). При доказательстве сходимости в (247) для первой вероятности в пра-

вой части мы использовали также неравенство

P

(
n∑
i=1

∆2
1iI(Bi) > nε

)
≤ (nε)−τE

(
n∑
i=1

∆2
1iI(Bi)

)τ

≤ (nε)−τ
n∑
i=1

E∆2τ
1i I(Bi)

при τ ∈ (0, 1) и следующую цепочку соотношений, справедливую в силу леммы 1.34:

E∆2τ
1i I(Bi) ≤ 2Eω2τ

f1
(hi) + 4τ

∞∫
0

y2τ−1P (ζmi
(hi) > y, Bi) dy ≤

≤ 2Eω2τ
f1
(hi) + 4τ

h−1
i (Eδmi )

1/2∫
0

y2τ−1dy + 4τ

∞∫
hi

−1(Eδmi )
1/2

y2τ−1P (ζmi
(hi) > y, Bi) dy ≤

≤ 2Eω2τ
f1
(hi) + 2(1 + τ(τ − 1)−1σ2L2)h−2τ

i (Eδmi
)τ .
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Далее, для любого ε > 0 с учетом леммы 1.34 имеем

P

(
1

n

n∑
i=1

sup
t∈[0,1]

|fi(t)|∆1i > ε

)
≤ P

(
1

n

n∑
i=1

sup
t∈[0,1]

|fi(t)|∆1i > ε,

n⋂
i=1

Bi

)
+

n∑
i=1

P(Bi) ≤

≤ 1

nε

n∑
i=1

E sup
t∈[0,1]

|fi(t)|∆1iI(Bi) +
n∑
i=1

P(Bi) ≤
1

nε

n∑
i=1

E sup
t∈[0,1]

|fi(t)|ωfi(hi)+

+
1

nε

n∑
i=1

E sup
t∈[0,1]

|fi(t)|EFi
ζmi

(hi)I(Bi) +
n∑
i=1

P(Bi)
p→ 0. (248)

Действительно, первое слагаемое в правой части соотношения (248) сходится к нулю вви-

ду первого утверждения леммы 1.37, условия (231), первого условия в (230) и неравенства

Коши–Буняковского

1

n

n∑
i=1

E sup
t∈[0,1]

|fi(t)|ωfi(hi) ≤
(
E sup
t∈[0,1]

f 2
1 (t)

)1/2 (
Eω2

f1

(
max
i
hi
))1/2

.

Для второго слагаемого в правой части (248) учтем, что в силу леммы 1.34

EFi
ζmi

(hi)I(Bi) =

∞∫
0

PFi
(ζmi

(hi) > y, Bi) dy ≤

≤

h−1
i δ

1/2
mi∫

0

dy +

∞∫
h−1
i δ

1/2
mi

P (ζmi
(hi) > y, Bi) dy ≤ (1 + Cσ2L2)h−1

i δ1/2mi
,

а потому из (230) и (231) получаем, что

1

n

n∑
i=1

E sup
t∈[0,1]

|fi(t)|EFi
ζmi

(hi)I(Bi) ≤ (1 + Cσ2L2)

(
E sup
t∈[0,1]

f 2
1 (t)

)1/2
1

n

n∑
i=1

(
Eδmi

)1/2
hi

→ 0

и соотношение (248) доказано. Утверждение леммы следует из (246)–(248). □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.16. Нетрудно видеть (см. (200), (228), (243) и (245)),

что имеет место оценка

sup
t,s∈[0,1]

∣∣φ̂2(t, s)− φ(t, s)
∣∣ ≤ sup

t,s∈[0,1]

∣∣fn(t, s)− φ
(
t, s
)∣∣+ 1

n

n∑
i=1

∆2i,

которая вместе с леммами 1.37 и 1.38 влечет выполнение первого утверждения теоремы.

Второе утверждение следует из первого и теоремы 1.15. □
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2 Построение явных оценок в нелинейной регрессии

Постановка задачи следующая: наблюдения X1, . . . , Xn представимы в виде

Xi = f(θ, zi) + εi, i = 1, . . . , n, (249)

где f — некоторая известная функция, значения набора k-мерных регрессоров {zi} (детер-

минированных или случайных) известны, погрешности {εi} представляют собой последо-

вательность центрированных ненаблюдаемых случайных величин с неизвестными распре-

делениями, при этом наблюдения, регрессоры и погрешности могут зависеть от n. Задача

состоит в построении в известном смысле явных оценок m-мерного параметра θ ∈ Θ (Θ —

открытое подмножество Rm) по выборке (k + 1)-мерных наблюдений {(zi, Xi); i = 1, . . . , n}.

Наличие таких оценок решает проблему поиска предварительных (начальных) оценок для

ньютоновских одношаговых процедур оценивания параметров рассматриваемых моделей.

Структура главы следующая. В разделе 2.1 обсуждается один из подклассов задач нели-

нейной регрессии — внутренне линейные модели. В разделе 2.2 предложен способ оцени-

вания параметра, основанный на использовании непараметрических оценок регрессионной

функции. Раздел 2.3 посвящен описанию другого метода построения оценок, основанного на

использовании сумм определенным образом взвешенных откликов и конструкций интегра-

ла Римана. Оба новых подхода к оцениванию предполагают условие плотного заполнения

регрессорами некоторой области.

Отметим, что в разделе 2.3.1 модели с детерминированными и случайными регрессо-

рами рассматриваются отдельно. Дело в том, что условия состоятельности предлагаемых

новых оценок легко сформулировать, как и в предыдущей главе, единообразно как для де-

терминированных, так и для случайных регрессоров. Но для доказательства асимптотиче-

ской нормальности оценок в ситуации случайных регрессоров с неизбежностью приходится

накладывать более жесткие ограничения на параметры модели. Поэтому нам иногда удобнее

модели со случайными и детерминированными регрессорами рассматривать отдельно.

Результаты главы опубликованы в работах [363], [367], [362], [356], [361] и [364].

2.1 О внутренне линейных моделях

1. Традиционно в качестве внутренне линейных (intrinsically linear) или внешне нелиней-

ных (nonintrinsically nonlinear) моделей рассматривают модели регрессии с мультипликатив-

ными погрешностями. Более того, существует точка зрения, что внутренне линейными могут

быть только модели с мультипликативными погрешностями (см., например, [236, стр. 487]).

Поэтому нам потребуется некоторое обобщение модели (7). А именно, считаем, что отклики
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{Xi} имеют структуру

Xi = f(θ, zi, εi), i = 1, . . . , n, (250)

где функция f известна, значения набора k-мерных регрессоров {zi} также известны, по-

грешности {εi} — ненаблюдаемые случайные величины. Общепринято, что регрессионная

модель (250) является внутренне линейной, если отклики и параметр могут быть преобра-

зованы в некоторую новую модель вида (250) с некоторой другой функцией f , являющейся

линейной относительно нового параметра (см., например, [60], [236], [93], [223]). Отметим

еще, что в известных нам работах размерность нового и исходного параметров предполага-

ется одинаковой, а соответствующее преобразование между исходным и новым параметром

— взаимно-однозначным (см., например, [223]). Таким образом, для внутренне линейных

моделей явные оценки исходных параметров могут быть найдены, как правило, методами

линейного регрессионного анализа.

Рассмотрим, например, следующую модель c мультипликативным шумом, приведенную

в [236]:

Xi = θ1e
θ2ziεi, i = 1, . . . , n,

где {εi} одинаково распределены и E log ε1 = 0. Заменой переменных X̃i = logXi, θ̃1 = log θ1,

ε̃i = log εi регрессионное уравнение преобразуется к виду

X̃i = θ̃1 + θ2zi + ε̃i, i = 1, . . . , n

с условием Eε̃i = 0 при всех i. Таким образом, вышеприведенная модель является внутренне

линейной. Далее, методом наименьших квадратов получаем оценки θ̃∗n1 и θ∗n2 для параметров

θ̃1 и θ2, а с помощью обратного преобразования — оценки для исходных параметров θ1 и θ2.

Таким образом, θ∗n1 = exp{θ̃∗n1}.

Аналогичным образом, при тех или иных ограничениях внутренне линейными являются,

например, регрессионные модели

Xi = θ1z
θ2
i εi, Xi = eθ1+θ2zi+εi ,

Xi = 1/
(
1 + θ1e

−θ2ziεi
)
, Xi = θ1z

θ2θ3
1i z

θ2(1−θ3)
2i z

θ2θ3(1−θ3)
3i g(εi),

приведенные в [60], [236] и [223].

2. Определение внутренней линейности моделей мы предлагаем уточнить следующим

образом. Будем говорить, что модель регрессии (250) внутренне линейна, если n-мерный

вектор (X1, . . . , Xn) может быть преобразован в N -мерный вектор (X̃1, . . . , X̃N) вида (250) с,

возможно, бо́льшим числом параметров, включающих исходные, при этом новая преобразо-
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ванная регрессионная модель с точностью до взаимно-однозначного соответствия своих

параметров является линейной. Последнее уточнение связано, в частности, с методикой по-

лучения оценок наименьших квадратов в моделях нелинейной регрессии: глобальный экстре-

мум той или иной функции инвариантен относительно взаимно-однозначного преобразования

ее переменных.

Подчеркнем, что в отличие от известных ранее работ предлагается преобразовывать весь

вектор наблюдений, а не координаты этого вектора отдельно (см. приводимый далее при-

мер 2.1). Кроме того, после преобразования вектора наблюдений допускается появление

дополнительных неизвестных параметров, не являющихся функциями от основных исход-

ных параметров (см. приводимые далее примеры 2.2 и 2.3). Отметим еще, что в уточненной

трактовке внутренне-линейными оказываются и модели с аддитивными погрешностями (см.

примеры 2.1–2.3).

П р и м е р 2.1. 6 Пусть

Xi = ziθ + rif(θ) + εi, i = 1, . . . , n,

где zi и ri – известные числа, функция f может быть неизвестной. Положим

X̃i =
X2i

r2i
− X2i−1

r2i−1

, z̃i =
z2i
r2i

− z2i−1

r2i−1

, ε̃i =
ε2i
r2i

− ε2i−1

r2i−1

, i = 1, . . . , [n/2];

(без ограничения общности можно считать, что rj ̸= 0 и z̃i ̸= 0 при всех j). Получаем простую

неоднородную модель линейной регрессии

X̃i = z̃iθ + ε̃i, i = 1, . . . , [n/2].

Стандартная оценка взвешенного метода наименьших квадратов в этом случае имеет вид

θ∗n =

[n/2]∑
i=1

wiX̃iz̃i

[n/2]∑
i=1

wiz̃
2
i

−1

,

где wi – произвольные положительные веса. □

В примерах 2.2 и 2.3 считаем, что θ > 0, zi ≥ 0, центрированные погрешности {εi}

независимы и одинаково распределены.

6Задача построения явных оценок для пяти моделей из примеров 2.1–2.4 рассматривалась в [250], см.
также подробности в [331], [333], [341], [346]. Нетрудно показать, что построенные здесь оценки совпадают
с оценками из указанных работ c точностью до переобозначений, но в [250] использовались несколько иные
рассуждения, не связанные с внутренней линейностью этих моделей и со стандартными оценками метода
наименьших квадратов в линейной регрессии.
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П р и м е р 2.2. Пусть

Xi = (1 + θzi)
r + εi, i = 1, . . . , n; r = 1/2.

Возведем это регрессионное уравнение в квадрат: X2
i = 1 + θzi + ε2i + 2

√
1 + θziεi. Легко

видеть, что это есть неоднородная двумерная (по параметру) модель линейной регрессии

X̃i = θ0 + θzi + ε̃i, i = 1, . . . , n (251)

с условием Eε̃i = 0 при всех i, если определить новый параметр θ0 = Eε21 + 1 и положить

ε̃i = 2εi
√
1 + θzi + ε2i − Eε21, X̃i = X2

i . Используя хорошо известные (см., например, [254])

оценки взвешенного метода наименьших квадратов с некоторыми известными весами {wi},∑n
i=1wi = 1, получаем следующую оценку для интересующего нас параметра θ:

θ∗n = S−2
w (z)

n∑
i=1

wiX̃i(zi − zw), (252)

где

zw =
n∑
i=1

ziwi, S2
w(z) =

n∑
i=1

wizi(zi − zw) =
n∑
i=1

wiz
2
i − (zw)

2 =
n∑
i=1

wi(zi − zw)
2.

Подчеркнем, что условие r = 1/2 здесь существенно: если r ̸= 1/2 и r не является поло-

жительным целым, то модель не является внутренне линейной. При r = 1/2 модель является

внутренне линейной и в случае, когда {εi} неодинаково распределены с условием Eε2i = σ2/woi

при всех i и некоторых известных {woi}. □

П р и м е р 2.3. 1) Пусть

Xi = log(1 + θzi) + εi, i = 1, . . . , n.

Преобразуем уравнение следующим образом: eXi = (1 + θzi)
(
eεi − Eeε1

)
+ (1 + θzi)Eeε1 . По-

ложим ε̃i = (1 + θzi)
(
eεi − Eeε1

)
, X̃i = eXi и введем новый параметр θ0 = Eeε1 . Получаем

регрессионную модель

X̃i = θ0 + θθ0zi + ε̃i, i = 1, . . . , n

c условием Eε̃i = 0 при всех i. Обозначим θ1 ≡ θ1(θ, θ0) = θθ0 и заметим, что двумерная функ-

ция G(θ0, θ) ≡ (θ0, θ1(θ0, θ)) является взаимно-однозначным отображением положительного

квадранта {(θ0, θ) : θ0 > 0, θ > 0} на себя. Далее, используя взвешенный метод наимень-

ших квадратов с некоторыми известными весами {wi},
∑n

i=1wi = 1, найдем оценки (θ∗n0, θ
∗
n1)

двумерного параметра (θ0, θ1) линейной неоднородной модели регрессии X̃i = θ0 + θ1zi + ε̃i,
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i = 1, . . . , n. Далее, обратным преобразованием G−1(θ0, θ1) находим оценку для θ:

θ∗n = θ∗n1/θ
∗
n0 ==

∑n

i=1
wie

Xi(zi − zw)

S2
w(z)

∑n

i=1
wie

Xi − zw
∑n

i=1
wie

Xi(zi − zw)
.

Для внутренней линейности модели 1) существенно, чтобы величины {Eeεi} не зависели от i.

2) Пусть Xi = (1 + θzi)
rg(εi), i = 1, . . . , n, при r ̸= 0. Эта модель с мультипликатив-

ным шумом также является внутренне линейной, поскольку ввиду следующего тождества

r−1 logXi = log(1+θzi)+r
−1 log g(εi) она эквивалентна модели из 1). Для внутренней линейно-

сти здесь принципиально предположение о мультипликативной структуре погрешностей. □

В модели (250), как и предлагаемом выше определении внутренней линейности, мы не

конкретизировали стохастическую природу регрессоров {zi} (хотя во всех вышеприведен-

ных примерах предполагалось, что регрессоры детерминированы). Вообще говоря, регрес-

соры в модели (250) могут быть как детерминированными, так и случайными. Но если в

определении внутренней линейности допустить, что стохастическая природа регрессоров по-

сле преобразования может измениться (например, регрессоры исходной модели детермини-

рованы, а преобразованной — случайны), то внутренне-линейными оказываются и модели

дробно–линейной регрессии (см. приводимые далее пример 2.4 и замечание 2.1).

П р и м е р 2.4. Пусть
Xi =

ri
1 + θzi

+ εi, i = 1, . . . , n,

где θ > 0, регрессоры ri ≥ 0 и zi ≥ 0 неслучайны, а погрешности εi центрированы. Домножая

правую и левую часть этого уравнения на знаменатель (1 + θzi), получаем регрессионную

модель ri−Xi = Xiziθ+(1+ θzi)εi. Положим X̃i = ri−Xi, z̃i = Xizi и ε̃i = (1+ θzi)εi. В итоге

исходное уравнение преобразуется к линейной неоднородной регрессионной модели

X̃i = θz̃i + ε̃i, i = 1, . . . , n

со случайными регрессорами {z̃i} и условием Eε̃i = 0 при всех i. Используя взвешенный

метод наименьших квадратов с некоторыми известными весами {wi}, получаем следующую

оценку для интересующего нас параметра:

θ∗n =
n∑
i=1

wiX̃iz̃i

(
n∑
i=1

wiz̃
2
i

)−1

, (253)

где {wi} – произвольные величины (возможно, случайные и не обязательно положительные).

Отметим, что данная модель регрессии исследовалась в [341]. Если в представлении (253)

положить wi = ci/z̃i (здесь ci — некоторые константы), то получаем оценку из [341].
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З а м е ч а н и е 2.1. Нетрудно видеть, что в широких условиях внутренне линейными (в

смысле предлагаемой в диссертации новой трактовки этого понятия) являются и следующие

обобщения примеров 2.1–2.4 на случай многомерного основного параметра:

Xi =
√

1 + θ1z1i + . . .+ θmzmi + εi,

Xi = log(1 + θ1z1i + . . .+ θmzmi) + εi,

Xi = θ1z1i + . . .+ θmzmi + r1if1(θ1) + . . .+ rmifm(θm) + εi,

Xi =
θzi
θ + zi

+ εi,

Xi =
r0i + θ1r1i + . . .+ θmrmi
θ1z1i + . . .+ θmzmi

+ εi,

где значения векторов (z1i, . . . , zmi) и (r0i, r1i, . . . , rmi), i = 1, . . . , n, известны, а функции

f1 . . . , fm могут быть неизвестны.

Задача построения явных оценок для логарифмической модели из этого замечания рас-

сматривалась в [160], а для дробно–линейных моделей — в [339] и [340]. Кроме того, все

примеры этого замечания упомянуты и в [250]. Но в указанных работах использовались

несколько иные рассуждения, не связанные со стандартными оценками взвешенного метода

наименьших квадратов в линейной регрессии. Хотя сам феномен преобразования дробно–

линейной модели к линейной был отмечен в [339] и, по-сути, эта взаимосвязь двух моделей

и использовалась при построении оценки. Нетрудно показать, что оценки, построенные бла-

годаря внутренней линейности данных моделей, совпадают с оценками из указанных работ

c точностью до переобозначений. □

З а м е ч а н и е 2.2. В примерах 2.1–2.3 полученные в результате преобразования новые

шумы {ε̃i} линейных уравнений являются разнораспределенными, но независимы и центри-

рованы, что при широких условиях обеспечивает состоятельность или асимптотическую нор-

мальность оценок θ∗n. Например, рассмотрим оценки θ∗n из примера 2.2.7 Учитывая (251), (252)

и очевидное соотношение
n∑
i=1

wi(zi − zw) = 0, имеем

θ∗n − θ =

∑n

i=1
wiε̃i(zi − zw)

S2
w(z)

=

=

∑n

i=1
wi2εi

√
1 + θzi(zi − zw)

S2
w(z)

+

∑n

i=1
wi(ε

2
i − Eε21)(zi − zw)

S2
w(z)

. (254)

Далее, из (254) получаем оценку

E
( n∑
i=1

ε̃iwi(zi − zw)
)2

≤ 8w∗
nS

2
w(z)

(
σ2 + θσ2zw + D(ε21)

)
+ 8θσ2w∗

nµ
3
w(z),

7Отметим, что эти оценки подробно исследовались в [346].
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где w∗
n = max

i≤n
wi, µ3

w(z) =
n∑
i=1

wi|zi − zw|3, σ2 = Eε21 и D(ε21) = Eε41 − σ4. Следовательно,

D2
n ≡ E(θ∗n − θ)2 ≤ 2w∗

nS
−2
w (z) (4σ2 + θzw + D(ε21)) + 2w∗

nθµ
3
w(z)S

−4
w (z). Другими словами, если

β2
n ≡ w∗

nS
−2
w (z)

(
1 + zw + µ3

w(z)S
−2
w (z)

)
→ 0, то оценка θ∗n состоятельна и β−1

n (θ∗n − θ) = Op(1).

В частности, если wi = 1/n при всех i, то zw можно считать выборочным первым моментом,

а S2
w(z) и µ3

w(z) — выборочными абсолютными центральными моментами второго и третьего

порядка соответственно, построенными по выборке z1, . . . , zn. Таким образом, если величины

zw и µ3
w(z) ограничены, а S2

w(z) отделена от нуля равномерно по n, то β2
n = O(1/n), т.е. оценка

θ∗n является
√
n-ограниченной.

Рассмотрим также вопрос об асимптотической нормальности θ∗n. Покажем, что при ши-

роких ограничениях D−1
n (θ∗n − θ)

d−→ N1(0, 1). Для этого достаточно установить, что имеет

место следующее условие Ляпунова третьего порядка:

L3,n ≡

∑n

i=1
w3
iE|ε̃i|3|zi − zw|3(∑n

i=1
w2
iEε̃2i |zi − zw|2

)3/2 → 0.

Для простоты предположим, что Eε31 ≥ 0 и Eε61 <∞. Тогда Eε̃2i ≥ 4σ2 при всех i и

L3,n ≤ C0(1 + Eε61)
(w∗

n)
2

(won)
3/2

·
µ3
w(z) +

∑n

i=1
wi(θzi)

3/2|zi − zw|3

σ3S3
w(z)

, (255)

где won = min
i≤n

wi и C0 некоторая абсолютная константа. Таким образом, если правая часть в

(255) стремится к нулю, то оценка θ∗n асимптотически нормальна. Например, если wi = 1/n

при всех i, величина S2
w(x) ограничена от нуля равномерно по n и supn n

−1
n∑
i=1

|zi|9/2 <∞, то

L3,n = O(1/
√
n). □

3. Иногда внутренне-линейными или трансформирующимися к линейным называют мо-

дели нелинейной регрессии вида (249) в случае, когда регрессионную функцию f(θ, z) можно

преобразовать к линейной относительно некоторых параметров (см., например, монографии

[10, стр. 34], [38, стр. 153], а также [310], [93] и [281]). Отмечается, что указанное свойство

трансформации регрессионной функции позволяет методами линейного регрессионного ана-

лиза оценивать параметры исходной регрессионной модели (или хотя бы находить стартовые

точки-приближения параметров исходной модели [10, стр. 72]). Так, к внутренне-линейным

в указанном смысле (см., например, [10]) часто относят модель Михаэлиса–Ментен

Xi = θ1zi/(θ2 + zi) + εi, i = 1, . . . , n, (256)

поскольку
1

f(θ, z)
=

1

θ1
+
θ2
θ1

1

z
≡ β1 + β2u
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при β1 = 1/θ1, β2 = θ2/θ1, u = 1/z. Далее предлагается найти оценки β∗
n1 и β∗

n2, минимизиру-

ющие следующую сумму квадратов

min
β1,β2

n∑
i=1

(1/Xi − β1 + β2ui)
2, (257)

и, окончательно, положить θ∗n1 = 1/β∗
n1, θ∗n2 = β∗

n2/β
∗
n1.

Отметим, что указанный подход построения оценок (стартовых точек) не гарантирует

даже свойство состоятельности получающихся таким способом оценок. Проиллюстрируем

этот факт простейшим примером.

Рассмотрим модель (256) при θ1 = 1 и предположим, что θ2 ≡ θ ∈ (0, 1/2), а zi ≥ 1 при

всех i. Пусть погрешности {εi} независимы и, для простоты, имеют равномерное распреде-

ление на отрезке [−1/2, 1/2]. Реализуя указанный выше алгоритм из [10], имеем

θ∗n =
1

Bn

n∑
i=1

(1/(Xizi)− 1/zi) при Bn =
n∑
i=1

z−2
i . (258)

Предложение 2.1. В условиях, введенных выше, оценка θ∗n из (258) несостоятельна. Более

того, существуют регрессоры {zi} и последовательность δn → ∞ такие, что

lim inf P(θ∗n ≥ δn) > 0. (259)

Таким образом, обсуждаемый подход построения оценок не корректен. Отметим еще, что

состоятельные и асимптотически нормальные оценки для модели Михаэлиса–Ментен были

предложены выше, а также в [340].

З а м е ч а н и е 2.3. Настороженность по-поводу предлагаемой в п.3 трансформации модели

к линейной и последующего применения метода наименьших квадратов высказывается мно-

гими авторами (см, например, монографии [35] и [253], а также библиографические ссылки в

[253]). Так, например, в [23] приведен численный пример, показывающий, что полученные об-

суждаемым методом оценки оказываются противоречащими физическому смыслу парамет-

ров. Причина искажений кроется в существенной неоднородности погрешностей трансфор-

мированной модели и применение к этой модели обычного метода наименьших квадратов.

Тот факт, что обсуждаемая трансформация регрессионной функции к линейной может не га-

рантировать построение подходящих оценок, упоминается также и в монографии [10]. В [345]

доказана несостоятельность оценки Иохансена–Ламри для одного из параметров уравнения

Михаэлиса–Ментен. Если обратиться к первоисточникам (см., например, [335]), то нетрудно

видеть, что при построении указанных оценок используется конструкция (257) c дополни-

тельными весовыми множителями под знаком суммы.
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Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 2.1. Заметим, прежде всего, что имеет место

следующее тождество:

θ∗n − θ = − 1

Bn

n∑
i=1

1

zi

c2i εi
1 + ciεi

, (260)

где ci = (θ + zi)/zi. Далее, вычислим среднее каждого слагаемого, составляющего вышепри-

веденную сумму. Имеем

E
(

c2i εi
1 + ciεi

)
=

1/2∫
−1/2

c2i z

1 + ciz
dz = ci + log

1− ci/2

1 + ci/2
. (261)

В условиях предложения
1

2
<
ci
2
=
θ + zi
2zi

<
3

4
. (262)

Используя теперь элементарную оценку log(1− t)/(1 + t) ≤ −2t − 2t3/3 при всех t ∈ (0, 1),

где t = ci/2 = (θ + zi)/(2zi), из (261) и (262) получаем оценку сверху

E
(

c2i εi
1 + ciεi

)
< − c3i

12
< − 1

12
.

Следовательно, при всех n имеем

E(θ∗n − θ) = − 1

Bn

n∑
i=1

1

zi
E
(

c2i εi
1 + ciεi

)
>

An
12Bn

, где An =
n∑
i=1

1/zi. (263)

С другой стороны, в силу (260) и (262), с вероятностью 1

|θ∗n − θ| ≤ 9An/(2Bn). (264)

Далее, из (263) легко получить, что

E(θ∗n − θ)I (θ∗n − θ > An/(24Bn)) > An/(24Bn), (265)

где I(A) есть индикатор события A. Соотношения (264) и (265) влекут неравенство

P (|θ∗n − θ| > An/(24Bn)) > 1/108. (266)

Нетрудно видеть, что Bn ≤ An при zi ≥ 1. Следовательно, из (266) заключаем, что

P (|θ∗n − θ| > 1/24) > 1/108,

т.е. в условиях предложения оценка θ∗n всегда несостоятельна. С другой стороны, еслиAn → ∞,

но limBn <∞ (например, при zi = i), то из (266) получаем соотношение (259). □
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Стоит отметить, что обсуждаемое в этом разделе свойство внутренней линейности задей-

ствует очень небольшое число моделей. Внутренняя линейность той или иной модели нели-

нейной регрессии (с аддитивными погрешностями) является скорее редким исключением,

нежели правилом. Поэтому и возникает необходимость разработки подходов к построению

явных оценок для собственно нелинейных моделей, к рассмотрению которых мы и переходим.

2.2 Построение оценок с использованием непараметрических мето-

дов

2.2.1 Методика построения оценок

В данном разделе рассматривается задача построения состоятельных оценок конечно-

мерных параметров нелинейной регрессии с использованием различных ядерных оценок в

моделях непараметрической регрессии. Рассматривается регрессионная модель (249), кото-

рую в этом разделе нам удобнее записать в виде

Xi = fθ(zi) + εi, i = 1, . . . , n, (267)

где {fθ(t); θ = (θ1, . . . , θm)
⊤ ∈ Θ} — параметрическое семейство вещественнозначных непре-

рывных функций k переменных, Θ – открытое подмножество Rm, t = (t1, . . . , tk)
⊤ ∈ P , где P

– измеримое по Жордану компактное множество. Набор регрессоров {zi; i = 1, . . . , n} состоит

из наблюдаемых случайных k-мерных векторов с возможно неизвестными распределениями

и со значениями в P , при этом не обязательно независимых или одинаково распределенных.

Регрессоры мы рассматриваем в схеме серий, т.е. случайные векторы {zi; i = 1, . . . , n} могут

зависеть от n. В частности, данная схема включает в себя модели с фиксированными регрес-

сорами (например, схему эквидистантного плана эксперимента). Относительно случайных

погрешностей {εi; i = 1, . . . , n} предполагаем выполненным условие (E2), введенное в гла-

ве 1, т.е. {εi; i = 1, . . . , n} образуют последовательность мартингал-разностей с условием

Mp = supi≤n E|εi|p <∞ при некотором p > k и p ≥ 2, где Mp не зависит от n. Предполагается

также, что случайные величины {εi} не зависят от {zi}, но могут зависеть от n. Задача состо-

ит в оценивании параметра θ по выборке (m+1)-мерных наблюдений {(Xi, zi); i = 1, . . . , n}.

Далее в этом разделе мы предполагаем, что с вероятностью 1 каждая точка zi в выборке

имеет кратность 1. Отметим, что если в наборе {zi; i = 1, . . . , n} имелись кратные точки,

то можно рассматривать среднее арифметическое откликов Xi с одинаковыми регрессорами

и сводить задачу к исходной. Для каждого n обозначим через δn минимально возможный

размер ε-сети, образованной набором регрессоров {z1, . . . , zn} в компактном множестве P .

Итак, единственным ограничением на регрессоры является следующее условие.
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(D) Имеет место предельное соотношение δn
p→ 0.

З а м е ч а н и е 2.4. Если все zi не зависят от n, то сходимость по вероятности в приве-

денном условии будет эквивалентна сходимости почти наверное в силу монотонности после-

довательности {δn}. Если {zi; i = 1, 2, . . .} – последовательность одинаково распределенных

случайных векторов (не обязательно стационарная) с условием сильного перемешивания и

куб [0, 1]k ≡ P представляет собой носитель маргинального распределения, то условие (D)

будет выполнено. Примеры более сильной корреляции регрессоров, когда не выполняются

все известные условия слабой зависимости, но имеет место условие (D), приведены в главе 1,

в которой мы уже использовали подобные ограничения (см. условия (D2) и (D3), эквивалент-

ные (D) и введенные в разделах 1.3 и 1.4). □

Перейдем к методологии получения оценок. Для простоты изложения далее считаем, что

P = [0, 1]k. Обозначим через C[0, 1]k пространство непрерывных функций на [0, 1]k. Пред-

положим, что в пространстве C[0, 1]k задана некоторая норма ∥ · ∥ и далее мы будем рас-

сматривать линейное нормированное пространство (C[0, 1]k, ∥ · ∥). Нас будут интересовать,

главным образом, два случая, когда

∥f∥ ≡ ∥f∥sup = sup
t∈[0,1]k

|f(t)|, ∥f∥ ≡ ∥f∥pw =
∞∑
i=1

|f(ti)|
2i

,

где суммирование берется по всем точкам ti ∈ [0, 1]k с рациональными координатами, зану-

мерованным произвольным образом. Отметим, что сходимость в норме ∥ · ∥pw эквивалентна

поточечной сходимости функций из C[0, 1]k.

В основе предлагаемого подхода лежат следующие два предположения.

(I) существует непрерывное отображение G : (C[0, 1]k, ∥ · ∥) → Rm, для которого век-

торная функция g(θ) ≡ G(fθ) является гомеоморфизмом открытого множества Θ на

некоторую область пространства Rm;

(II) существует ∥ · ∥-состоятельная (или сильно ∥ · ∥-состоятельная) непараметриче-

ская оценка f̂n(t) ∈ C[0, 1]k для регрессионной функции fθ0(t), где θ0 — истинное значение

параметра в модели (267).

Определим оценку для параметра θ соотношением

θ∗n = g−1
(
G
(
f̂n
))
,

где g−1 — обратное преобразование для g. Условимся, что мы по определению полагаем

g−1
(
G
(
f̂n
))

= 0, если G
(
f̂n
)
/∈ {g(θ); θ ∈ Θ}.

Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 2.1. При выполнении предположений (I) и (II) оценка θ∗n является состоятельной

(или сильно состоятельной в соответствии с условием в (II)).

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения достаточно прозрачное. В самом деле, скажем,

∥ · ∥-состоятельность непараметрической оценки f̂n(t) означает, что

∥∥f̂n − fθ0
∥∥ p→ 0.

Иными словами, с вероятностью, стремящейся к 1, в силу непрерывности преобразования G

в норме ∥·∥ пространства C[0, 1]k, выполнено G
(
f̂n
)
∈ Sg(θ0)(ε) для любого наперед заданного

ε > 0, где Sg(θ0)(ε) — открытый шар радиуса ε с центром в точке g(θ0) пространства Rm. По-

скольку образ открытого множества при гомеоморфном преобразовании будет открытым, то

для достаточно малого ε > 0 имеет место вложение Sg(θ0)(ε) ⊆ {g(θ); θ ∈ Θ}. Остается вос-

пользоваться непрерывностью обратного преобразования g−1, откуда и следует, что θ∗n
p→ θ0.

Аналогичные рассуждения используются и для доказательства ∥ · ∥-сильной состоятельно-

сти. □

З а м е ч а н и е 2.5. Предложенная в теореме 2.1 методика построения оценок конечно-

мерных параметров в задачах нелинейной регрессии близка к методологии метода моментов.

Теорема 2.1 по сути предлагает приравнять значения регрессионной функции в тех или иных

точках из области ее определения к соответствующим значениям ее состоятельной непара-

метрической оценки. При этом число таких уравнений (или что то же — указанных точек)

должно совпадать с размерностью параметра регрессионной функции. Именно это происхо-

дит в методе моментов, когда для построения оценок параметров приравнивают истинные

моменты (как функции от рассматриваемого параметра) к соответствующим выборочным

моментам, которые, в свою очередь, будут состоятельными оценками для истинных момен-

тов. Так что подход, предложенный в теореме 2.1, по аналогии с методом моментов может

быть изложен следующим образом: в качестве оценки параметра θ предлагается выбрать

решение системы уравнений

fθ(tj) = f̂n(tj), j = 1, . . . , dim θ, (268)

где набор точек {tj} подбирается так, чтобы эта система была разрешима единственным

образом и обратное отображение было бы непрерывным. Здесь мы не планируем обсуждение

вопроса оптимального выбора точек {tj}. □

Отметим, что в качестве ∥ ·∥-состоятельной оценки f̂n(t) в предположении (II) (а также в

теореме 2.1 и приводимых далее примерах 2.5, 2.6 и 2.7) можно рассмотреть либо одну из но-

вых универсальных ядерных оценок (локально– постоянную f ∗
n,h(t) или локально–линейную
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f̃ ∗
n,h(t), определенные соответственно в (96) и (113)), либо оценку Надарая–Ватсона f ∗

NW (t),

определенную в (163), если рассматривать сходимость в норме ∥·∥pw. Как уже было доказано,

при выполнении лишь условия (D) эти три оценки являются состоятельными по вероятности

в норме ∥ · ∥pw, а новые оценки — и в норме ∥ · ∥sup.

В качестве иллюстрации подхода рассмотрим несколько примеров широко известных в

приложениях регрессионных моделей.

П р и м е р 2.5. Рассмотрим модель Михаэлиса–Ментен. В этом случае регрессионная функ-

ция в (267) задается равенством fθ(t) = θ1t/(θ2 + t), где t ∈ R+ и θ = (θ1, θ2) ∈ R2
+. Введем в

рассмотрение следующее непрерывное отображение из (C[0, 1], ∥ · ∥pw) в R2
+:

G(f) = (f(1), f(1/2)).

Теперь покажем, что суперпозиция g(θ) ≡ G(fθ) — это гомеоморфизм открытого положи-

тельного квадранта R2
+ в открытый конус C2

+ = {(r1, r2); r2 > 0, r2 < r1 < 2r2}. Нам доста-

точно доказать, что g(θ) — биекция. В самом деле, рассмотрим систему уравнений

θ1
1 + θ2

= r1,
2−1θ1

2−1 + θ2
= r2

при любом векторе (r1, r2) ∈ C2
+. Эта система очевидным образом сводится к следующей

системе двух линейных уравнений с двумя неизвестными θ1 и θ2:

θ1 − r1θ2 = r1, θ1 − 2r2θ2 = r2,

матрица которой невырождена всюду в вышеуказанном открытом конусе. В результате по-

лучаем

θ∗n1 = r1

(
1 +

r1 − r2
2r2 − r1

)
, θ∗n2 =

r1 − r2
2r2 − r1

. (269)

Очевидно, что построенное взаимно-однозначное отображение двусторонне непрерывно, т.е.

является гомеоморфизмом указанных выше областей.

Теперь можно рассмотреть в качестве f̂n(t) одну из ядерных оценок, состоятельных в

норме ∥ · ∥pw при выполнении условия (D). Так что, например, можно положить в (269)

r1 = f̂n(1), r2 = f̂n(1/2).

В этом случае двумерная оценка θ∗n = (θ∗n1, θ
∗
n2) в (269) будет корректно определена на мно-

жестве элементарных исходов асимптотически полной меры с ростом n и, более того, будет

состоятельной в силу теоремы 2.1. □
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П р и м е р 2.6. Рассмотрим модель (267) с регрессионной функцией fθ(t) = θ1t
θ2
1 t

θ3
2 , где

t = (t1, t2) ∈ R2
+ и θ = (θ1, θ2, θ3) ∈ R3

+ — векторы с положительными координатами. Это

так называемая модель Кобба–Дугласа, достаточно популярная в эконометрике. Рассмотрим

отображение из (C[0, 1]2, ∥ · ∥pw) в R3
+

G(f) = (f(2−1, 2−1), f(2−1, 3−1), f(3−1, 3−1)),

которое, очевидно, будет непрерывным. Теперь покажем, что суперпозиция g(θ) ≡ G(fθ)

осуществляет гомеоморфизм R3
+ в коническую область

C3
+ = {(r1, r2, r3) ∈ R3

+ : 0 < r3 < r2 < r1}.

Нам достаточно доказать, что g(θ) — биекция, так как непрерывность отображения очевид-

на. В самом деле, рассмотрим систему уравнений
fθ(2

−1, 2−1) ≡ θ12
−θ22−θ3 = r1,

fθ(2
−1, 3−1) ≡ θ12

−θ23−θ3 = r2,

fθ(3
−1, 3−1) ≡ θ13

−θ23−θ3 = r3,

где (r1, r2, r3) – произвольная точка в C3
+. Логарифмируя эту систему уравнений, приводим

ее к эквивалентной форме 
θ̃1 − θ2 log 2− θ3 log 2 = s1,

θ̃1 − θ2 log 2− θ3 log 3 = s2,

θ̃1 − θ2 log 3− θ3 log 3 = s3,

где θ̃1 = log θ1, sj = log rj, j = 1, 2, 3. Легко проверить, что матрица A этой системы линейных

уравнений невырождена. Единственное ее решение легко находится методом последователь-

ного исключения переменных:

θ̃∗n1 =
s1 log 3− s3 log 2

log(3/2)
, θ∗n2 =

s1 − s2
log(3/2)

, θ∗n3 =
s2 − s3
log(3/2)

.

Положим

s1 = log f̂n(2
−1, 2−1), s2 = log f̂n(2

−1, 3−1), s3 = log f̂n(3
−1, 3−1).

В силу сказанного на множестве элементарных исходов асимптотически полной меры для

всех достаточно больших n выполнено двойное неравенство s1 > s2 > s3, т.е. трехмерная
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оценка (θ̃∗n1, θ
∗
n2, θ

∗
n3) корректно задана, и на основании теоремы 2.1 она будет состоятельной

для трехмерного параметра (log θ1, θ2, θ3). Тем самым, оценка θ∗n =
(
exp{θ̃∗n1}, θ∗n2, θ∗n3

)
будет

состоятельной для интересующего нас исходного параметра θ = (θ1, θ2, θ3). □

П р и м е р 2.7. Рассмотрим регрессионную функцию

fθ(t) =
(
1 + e−(t,θ)

)−1

,

где dim t = dimθ = m, а (·, ·) – стандартное евклидово скалярное произведение в Rm.

Для произвольного набора точек {tj; j = 1, . . . ,m} система уравнений (268) очевидным

образом приводится к системе линейных уравнений вида
(t1,θ) = r1,

. . . . . . . . . . . .

(tm,θ) = rm.

(270)

Единственное ограничение на векторы {tj} — их линейная независимость, т.е. невырожден-

ность матрицы T приведенной системы. Теперь положим

rj = log
f̂n(tj)

1− f̂n(tj)
,

где f̂n(t) — любая из ядерных оценок, определенных в (96), (113) или (163). Отметим, что

в силу ∥ · ∥pw-состоятельности указанных оценок при выполнении условия (D) имеет место

неравенство f̂n(tj) < 1 с вероятностью, стремящейся к 1 с ростом n для любого фиксиро-

ванного tj. Если указанное неравенство нарушено, полагаем rj = 0. Окончательно получаем

следующую конструкцию состоятельной оценки для этой модели:

θ∗n = T−1 · (r1, . . . , rm)⊤, (271)

где матрица T определяется системой уравнений линейных уравнений (270). □

З а м е ч а н и е 2.6. Возможно, модели Михаэлиса–Ментен и Кобба–Дугласа не самые

удачные для наших целей, поскольку нередко они относятся, по-видимому, к моделям, кон-

тролируемым экспериментатором. В частности, вопросы оптимального планирования для

этих важных для приложений моделей исследовались в целом ряде работ (см., например,

[14], [54], [56], [57], [106], [207], [270], [344]). Стоит отметить, что в оптимальных планах ко-

личество опорных точек нередко совпадает с размерностью параметра, но при этом в нели-

нейных моделях велика зависимость оптимального планирования от неизвестного параметра
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(см. ссылки во введении). Мы же используем иное предположение: набор регрессоров плотно

заполняет некоторую область. Возможно, те или иные подходы к построению предваритель-

ных оценок могут быть полезны и с точки зрения оптимального планирования эксперимента

в ситуации, когда нет никакой информации о неизвестном параметре и имеется возможность

провести некоторое количество экспериментов для построения предварительной оценки (по-

добную рекомендацию можно найти, например, в [343]). Отметим еще, что при наличии

растущей (с ростом n) кратности тех или иных точек из набора регрессоров задача постро-

ения предварительной оценки иногда может быть сведена к классической статистической

постановке метода моментов (при определенных ограничениях на регресионную функцию).

Стоит отметить, что явные оценки для параметров модели Михаэлиса–Ментен были из-

вестны и ранее (см. [340]). В частности, оценки в работе [340] построены, по сути, за счет

внутренней линейности этой модели и выполнение условия типа (D) в [340] не требуется.

Однако принципиальным отличием этой работы от результатов предлагаемого исследования

состоит в том, что в [340] регрессоры {zi} неслучайны, а случайные погрешности {εi} незави-

симы. Другие явные оценки для моделей типа Кобба–Дугласа и модели Михаэлиса–Ментен

будут предложены далее, в разделе 2.3.6 (см. примеры 2.16 и 2.17). □

2.2.2 αn-состоятельность оценок

Состоятельные оценки θ∗n могут рассматриваться в качестве стартовых точек в итера-

ционных процедурах и позволяют решать проблему множества корней. Но для того, чтобы

использовать ту или иную оценку θ∗n в качестве предварительной в одношаговых процедурах

оценивания, не достаточно лишь свойства состоятельности (требуется свойство состоятель-

ности с некоторой скоростью). Обсудим вопрос об уточнении результатов теоремы 2.1. На-

помним, что оценка θ∗n параметра θ ∈ Rm называется αn-состоятельной, если αn(θ∗n−θ)
p→ 0

и αn → ∞. Это определение без труда переносится на случай бесконечномерных параметров.

Определение. Пусть (C, d) – сепарабельное метрическое пространство. Последователь-

ность случайных элементов g∗n ∈ C называется αn-состоятельной оценкой случайного элемен-

та g ∈ C, если αnd(g∗n, g)
p→ 0 и αn → ∞.

В качестве следствия теоремы 2.1. приведем следующее утверждение.

Теорема 2.2. Пусть в условиях теоремы 2.1 отображения G и g−1 удовлетворяют усло-

вию Липшица в своих пространствах и существует непараметрическая αn-состоятельная

(в норме пространства (C[0, 1]k, ∥·∥)) оценка f̂n для неизвестной регрессионной функции fθo.

Тогда оценка θ∗n будет αn-состоятельной.

Доказательство этого утверждения следует из представления θ∗n = g−1
(
G
(
f̂n
))

и выше-

приведенного определения αn-состоятельной непараметрической оценки f̂n.
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Как нетрудно видеть, основное условие в теореме 2.2 — существование αn-состоятельной

непараметрической оценки f̂n. Следующее утверждение дает пример такой непараметриче-

ской оценки.

В следующем утверждении нам вместо условия (D) удобно использовать эквивалентное

ограничение (D2), введенное в главе 1.

Теорема 2.3. Пусть в модели (267) для каждого θ ∈ Θ регрессионная функция fθ(t) удо-

влетворяет условию Липшица и не является постоянной функцией. Тогда при выполнении

ограничений (D2), (E2) и (K2) универсальная локально-постоянная ядерная оценка f ∗
n,h(t),

определенная в (96), будет αn-состоятельной при условии

αn = o(h−1
n ), где hn =

(
E(δkp/2n )

) 1
p(k/2+1)+k . (272)

В качестве следствия теорем 2.2 и 2.3 получаем следующее утверждение.

Следствие 2.1. Пусть в модели (267) для погрешностей и регрессоров выполнены усло-

вия (E2) и (D2), для каждого θ ∈ Θ регрессионная функция fθ(t) удовлетворяет усло-

вию Липшица и не является постоянной функцией. Пусть имеется непрерывное отобра-

жение G банахова пространства (C[0, 1]k, ∥ · ∥sup) в Rm, для которого векторная функ-

ция g(θ) ≡ G
(
fθ
)

является гомеоморфизмом открытого множества Θ на некоторую

область пространства Rm, отображение G и обратное отображение g−1 удовлетворя-

ют условию Липшица в своих пространствах. Тогда при выполнении условия (K2) оценка

θ∗n = g−1
(
G
(
f ∗
n,h

))
определена с вероятностью, стремящейся к 1, и является αn-состо-

ятельной, когда αn = o(h−1
n ) и hn =

(
E(δkp/2n )

) 1
p(k/2+1)+k .

Таким образом, во всех вышеприведенных примерах при подстановке в полученные фор-

мулы непараметрической универсальной локально–постоянной ядерной оценки f ∗
n,hn

мы с

помощью следствия 2.1 получим αn-состоятельные оценки для многомерных параметров рас-

сматриваемых моделей нелинейной регрессии при αn = o(h−1
n ). Например, для оценки (271)

это утверждение следует из того факта, что функция ϕ(z) = log z
1−z в окрестности каж-

дой точки открытого интервала (0, 1) удовлетворяет условию Липшица, и, кроме того, в

силу (271) на множестве элементарных исходов асимптотически полной меры при всех до-

статочно больших n имеет место неравенство

∥θ∗n − θ0∥ ≤ Cmax
j≤m

|f ∗
n(tj)− fθ0(tj)|, (273)

где неслучайная постоянная C зависит от набора {tj} и m.

З а м е ч а н и е 2.7. Если радиус δn-сети в условии (D) допускает детерминированную
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оценку сверху δn ≤ δ̂n, то формула (272) для размера окна может быть преобразована как

hn ≤ ĥn = δ̂
k

k+2+2/p
n ,

при этом при достаточно большом p (например, когда шум гауссов) порядок малости разме-

ра окна можно сделать сколь угодно близким к величине δ̂
k

k+2
n . В качестве примера можно

рассмотреть одномерный (k = 1) эквидистантный план эксперимента, когда в универсаль-

ной локально–постоянной оценке (24) нужно положить zn:i = i/n и ∆zni = 1/n, при этом

ĥn = δ̂
1/3
n = n−1/3. Стоит также отметить, что в случае независимых одинаково распреде-

ленных регрессоров {zi; i = 1, . . . , n} нетрудно установить факт асимптотической нормаль-

ности рассмотренных выше оценок, используя известные результаты об асимптотической

нормальности соответствующих ядерных оценок. Например, при k = 1 нормировка невязки

|f ∗
n(tj)− fθ0(tj)| в широких условиях будет иметь порядок

√
nhn для некоторой стремящейся

к нулю со степенной скоростью по n последовательности hn, что является верхней границей

(недостижимой) для нормирующего множителя αn в определении αn-состоятельности. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.3. В разделе 1.3 главы 1 показано, что если в на-

ших условиях в качестве такой оценки взять универсальную локально–постоянную ядерную

оценку (96), то с вероятностью 1

∥∥f̂n,h − fθ0
∥∥
sup

≤ ωfθ0 (h) + ζn(h), (274)

где ωfθ0 (h) — модуль непрерывности регрессионной функции, а случайная величина ζn(h)

имеет порядок

ζn(h) = Õp

((
h−k(p/2+1) E(δkp/2n )

)1/p)
.

Величина h ≡ hn, выравнивающая порядки обоих слагаемых в правой части (274), находится

как решение h ≡ hn уравнения E(δkp/2n ) = hk(p/2+1)ωpfθ0
(h). Для липшицевой регрессионной

функции в этом случае получаем представление для оптимального (по порядку малости)

размера окна (272), что и требовалось показать. □

2.3 Построение оценок с помощью сумм взвешенных откликов

В данном разделе мы рассмотрим другой подход к оцениванию неизвестных параметров

в нелинейной регрессии, который, как правило, позволяет получать оценки с более высо-

кой скоростью сходимости (по сравнению с методом предыдущего раздела). Приведем ряд

вспомогательных утверждений, которые нам потребуются.
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2.3.1 Вспомогательные утверждения. Одномерный параметр

В дальнейшем нам будет удобно рассматривать регрессионную модель (249) в схеме серий

с объемом наблюдений n в качестве параметра этой схемы. Так что в случае одномерного

параметра мы будем предполагать следующее.

(R) При каждом n ≥ 1 наблюдения Xn1, . . . , Xnn представимы в виде

Xni = fni(θ) + εni, i = 1, . . . , n,

где {εni} — ненаблюдаемые случайные погрешности, известные неслучайные функции {fni(θ)}

заданы на Θ = (a, b), при этом границы a и b (одна или обе) могут быть бесконечными с

соответствующими знаками.

Сформулируем ключевое утверждение для построения оценок в модели (R).

Теорема 2.4. Пусть для модели (R) существуют числовая последовательность An, массив

чисел {hni; i = 1, . . . , n} и функции Tn(θ) такие, что

n∑
i=1

hnifni(θ)− An − Tn(θ) → 0,
n∑
i=1

hniεni
p→ 0, (275)

при этом начиная с некоторого n функции Tn(θ) строго монотонны и непрерывны, а об-

ратные функции T−1
n (t) равностепенно непрерывны. Тогда оценка

θ∗n = T−1
n

(
n∑
i=1

hniXni − An

)
(276)

определена с вероятностью, стремящейся к 1, и состоятельна.

Если же функции T−1
n (t) удовлетворяют условию Гельдера с показателем p ∈ (0, 1] и

равномерно ограниченными по n константами, и для некоторой последовательности чисел

αn → ∞ выполнено

α1/p
n

(
n∑
i=1

hnifni(θ)− An − Tn(θ)

)
→ 0 и α1/p

n

n∑
i=1

hniεni
p→ 0, (277)

то оценка θ∗n является αn-состоятельной.

Оценки вида (276) мы будем называть явными, если строго монотонные непрерывные

функции Tn(θ) заданы явно. При этом нам не столь важно явное представления обратной

функции T−1
n (t), поскольку значения этой функции могут быть легко вычислены с любой

наперед заданной точностью.
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З а м е ч а н и е 2.8. Утверждения теоремы 2.4 сохранятся, если функции {fni(θ)}, Tn(θ),

последовательность An и массив {hni} случайны, при этом предельные соотношения в (275)

или в (277) имеют место по вероятности, а дополнительные условия на функции Tn(θ) спра-

ведливы с вероятностью 1.

Теорема 2.5. Пусть для модели (R) погрешности {εni} независимы и центрированы, вы-

полнено условие 0 < Eε2ni < ∞ при всех i ≤ n и существуют числовая последователь-

ность An, массив чисел {hni} и последовательность функций Tn(θ) такие, что начиная с

некоторого n функции Tn(θ) строго монотонны, непрерывно дифференцируемы и

D2
n =

n∑
i=1

h2niEε2ni → 0, D−1
n

n∑
i=1

hniεni
d−→ N1(0, 1), (278)

D−1
n

(
n∑
i=1

hnifni(θ)− An − Tn(θ)

)
→ 0, Tn(θ) → T (θ), T ′(θ) ̸= 0. (279)

Тогда оценка θ∗n, определенная в (276), асимптотически нормальна:

D−1
n (θ∗n − θ)

d−→ N1

(
0, (T ′(θ))−2

)
. (280)

З а м е ч а н и е 2.9. Утверждение теоремы 2.5 сохранится, если функции {fni(θ)}, Tn(θ),

последовательность An и массив {hni} случайны и не зависят от {εni}, при этом функция

T (θ) неслучайна, вместо первого условия в (278) выполнено ED2
n → 0, первая сходимость в

(279) имеет место по вероятности, а дополнительные условия на функции Tn(θ) справедли-

вы с вероятностью 1. Условие независимости погрешностей {εni} в теореме 2.5 может быть

ослаблено с соответствующим очевидным изменением условий в (278).

2.3.2 Вспомогательные утверждения. Многомерный параметр

Рассмотрим обобщение вышеприведенных результатов на случай m-мерного параметра

θ = (θ1, . . . , θm) в рамках следующей модели.8

(R̄) Пусть при каждом n ≥ 1 наблюдения Xn1, . . . , Xnn представимы в виде

Xni = fni(θ) + εni, i = 1, . . . , n, (281)

где {εni} — ненаблюдаемые случайные погрешности, {fni(θ)} — известные неслучайные

функции, заданные на открытом множестве Θ =
m∏
j=1

(aj, bj) ⊆ Rm, при этом для любого j

границы aj и bj (одна или обе) могут быть бесконечными с соответствующими знаками.

8Условимся, что всюду далее в этой главе векторы — это вектор-строки, а символ ∥ · ∥k обозначает евкли-
дову векторную норму в Rk.

198



Аналогами теорем 2.4 и 2.5 являются следующие два утверждения.

Теорема 2.6. Пусть в условиях модели (R̄) существуют массивы чисел {Anj; j = 1, . . . ,m}

и {hni; i = 1, . . . , n}, а также функции {Tnj(θ); j = 1, . . . ,m} и такое разбиение на группы

[nj−1 + 1, nj] = [nj−1(n) + 1, nj(n)], j = 1, . . . ,m, номеров наблюдений i = 1, . . . , n (считаем,

что n0 = 0 и nm = n), что при любом j = 1, . . . ,m

nj∑
i=nj−1+1

hnifni(θ)− Anj − Tnj(θ) → 0 и
nj∑

i=nj−1+1

hniεni
p→ 0, (282)

при этом отображение Tn(θ) = (Tn1(θ), . . . , Tnm(θ)) взаимно однозначно при всех доста-

точно больших n, а обратные отображения T−1
n (θ) равностепенно непрерывны. Тогда оцен-

ка

θ∗n = T−1
n

 n1∑
i=1

hniXni − An1, . . . ,

n∑
i=nm−1+1

hniXni − Anm

 (283)

определена с вероятностью, стремящейся к 1, и θ∗n
p→ θ.

Если дополнительно функции T−1
n (t) удовлетворяют условию Гельдера с показателем

p ∈ (0, 1] и равномерно ограниченными по n константами, и для некоторой последователь-

ности чисел αn → ∞ при любом j = 1, . . . ,m

α1/p
n

 nj∑
i=nj−1+1

hnifni(θ)− Anj − Tnj(θ)

→ 0 и α1/p
n

nj∑
i=nj−1+1

hniεni
p→ 0, (284)

то θ∗n является αn-состоятельной.

Теорема 2.7. Пусть в условиях теоремы 2.6 погрешности {εni} независимы и центриро-

ваны, 0 < Eε2ni <∞ при всех i ≤ n, функции Tnj(θ) непрерывно дифференцируемы и вместо

предельных соотношений (284) для любого j = 1, . . . ,m

D2
nj =

nj∑
i=nj−1+1

h2niEε2ni → 0, D−1
nj

nj∑
i=nj−1+1

hniεni
d−→ N1(0, 1),

D−1
nj

 nj∑
i=nj−1+1

hnifni(θ)− Anj − Tnj(θ)

→ 0, Tnj(θ) → Tj(θ),

(285)

при этом якобиан отображения T(θ) = (T1(θ), . . . , Tm(θ)) всюду отличен от нуля. Тогда

оценка θ∗n, определенная в (283), асимптотически нормальна:

(θ∗n − θ)[T′(θ)]⊤D−1
n

d−→ Nm

(
0, I
)
, (286)

где Dn = diag{Dn1, . . . , Dnm} и T′(θ) — матрица Якоби векторного отображения T(θ).
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З а м е ч а н и е 2.10. Если якобиан отображения отличен от нуля в окрестности некоторой

точки, то отображение взаимно-однозначно в окрестности этой точки. Но данное условие,

выполненное для каждое точки области, не влечет существование глобального обратного

отображения. Автору не известны общие условия, гарантирующие при m > 1 существование

глобального обращения произвольного многомерного отображения. Обратимость того или

иного отображения T(θ) устанавливается непосредственно (см. пример 2.16).

З а м е ч а н и е 2.11. Утверждения, приведенные в замечаниях 2.8 и 2.9, с очевидными

изменениями обобщаются на случай многомерного параметра.

З а м е ч а н и е 2.12. В теореме 2.6 вместо разбиения множества индексов {1, . . . , n} на

непересекающиеся подмножества можно рассматривать и более общую ситуацию. А именно,

пусть имеются m подмножеств N1, . . . , Nm множества {1, . . . , n} (возможно, пересекающи-

еся), при этом в условиях (282) и (284) суммирование производится по индексам i ∈ Nj,

j = 1, . . . ,m, а оценка θ∗n определяется соотношением

θ∗n = T−1
n

(∑
i∈N1

hniXni − An1, . . . ,
∑
i∈Nm

hniXni − Anm

)
.

Все остальные условия и утверждения в теореме 2.6 остаются в этом случае без изменений.

Нетрудно видеть, что можно получать и обобщения теоремы 2.7 на случай пересекаю-

щихся подмножеств N1, . . . , Nm (а также зависимых погрешностей {εni}), но нормирующая

матрица Dn будет иметь уже более сложную структуру. □

Далее в разделах 2.3.4, 2.3.6, 2.3.7 и 2.3.9 мы покажем, каким образом для тех или иных

классов регрессионных функций можно задавать величины, участвующие в построении оцен-

ки θ∗n из (276) и ее многомерного аналога θ∗n, определенного в (283), и приведем ряд следствий,

вытекающих из теорем 2.4-2.7. Но прежде всего докажем вышеприведенные утверждения.

2.3.3 Доказательство утверждений разделов 2.3.1 и 2.3.2

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.4. Состоятельность θ∗n следует из условий (275)

и равностепенной непрерывности последовательности функций T−1
n (t). В силу открытости

множества Θ = (a, b) и равностепенной непрерывности рассматриваемых отображений оцен-

ка θ∗n определена с вероятностью, стремящейся к 1. Следующая цепочка неравенств

|θ∗n − θ| =

∣∣∣∣∣T−1
n

(
n∑
i=1

hniXni − An

)
− T−1

n

(
Tn(θ)

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ K

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

hniXni − An − Tn(θ)

∣∣∣∣∣
p

≤ K

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

hnifni(θ)− An − Tn(θ)

∣∣∣∣∣
p

+K

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

hniεni

∣∣∣∣∣
p

,

и оба условия в (277) влекут за собой αn-состоятельность оценки θ∗n. □
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.5. В силу (278) и неравенства Чебышева имеет место

соотношение
n∑
i=1

hniεni
p→ 0. Далее, с помощью формулы конечных приращений

θ∗n − θ = T−1
n

(
n∑
i=1

hniXni − An

)
− T−1

n

(
Tn(θ)

)
=

=
(
T−1
n (T̃n)

)′( n∑
i=1

hnifni(θ)− An − Tn(θ) +
n∑
i=1

hniεni

)
, (287)

где T̃n лежит между
n∑
i=1

hniXni−An и Tn(θ), а потому T̃n
p→ T (θ). Таким образом,

(
T−1
n (T̃n)

)′
=(

T ′
n

(
T−1
n (T̃n)

))−1 p→
(
T ′(θ)

)−1. Асимптотическая нормальность следует теперь из представле-

ния (287) и условий (278) и (279). □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.6. Аналогично одномерному случаю, состоятельность θ∗n
непосредственно следует из условий (282) и равностепенной непрерывности обратного отоб-

ражения T−1
n (t). Следующая цепочка неравенств

∥θ∗n − θ∥m =

∥∥∥∥∥∥T−1
n

 n1∑
i=1

hniXni − An1, . . . ,
n∑

i=nm−1+1

hniXni − Anm

−T−1
n

(
Tn(θ)

)∥∥∥∥∥∥
m

≤

≤ K

∥∥∥∥∥∥
 n1∑

i=1

hniXni − An1 − Tn1(θ), . . . ,
n∑

i=nm−1+1

hniXni − Anm − Tnm(θ)

∥∥∥∥∥∥
p

m

≤

≤ K

∥∥∥∥∥∥
 n1∑

i=1

hnifni(θ)− An1 − Tn1(θ), . . . ,
n∑

i=nm−1+1

hnifni(θ)− Anm − Tnm(θ)

∥∥∥∥∥∥
p

m

+

+K

∥∥∥∥∥∥
 n1∑

i=1

hniεni, . . . ,

n∑
i=nm−1+1

hniεni

∥∥∥∥∥∥
p

m

,

и условия из (284) влекут за собой αn-состоятельность оценки θ∗n. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.7. В силу соотношений (285) и неравенства Чебышева

имеем
n∑
i=1

hniεni
p→ 0. C помощью формулы Тейлора для векторных отображений получаем

θ∗n − θ = T−1
n

( n1∑
i=1

hniXni − An1, . . . ,
n∑

i=nm−1+1

hniXni − Anm

)
−T−1

n

(
Tn(θ)

)
=

=
( n1∑
i=1

hnifni(θ)− An1 − Tn1(θ) +

n1∑
i=1

hniεni, . . . ,

n∑
i=nm−1+1

hnifni(θ)− Anm−

− Tnm(θ) +
n∑

i=nm−1+1

hniεni

) 1∫
0

[
T(−1)
n

′(Tn(θ) + v(tn −Tn(θ)
)]⊤

dv,
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где tn =
( n1∑
i=1

hniXni −An1, . . . ,
n∑

i=nm−1+1

hniXni −Anm

)
, T(−1)

n
′(t) — матрица Якоби обратного

векторного отображения T−1
n (t). Для завершения доказательства остается учесть, что

∫ 1

0

T(−1)
n

′(Tn(θ) + v(tn −Tn(θ))
)
dv

p→
[
T′(θ)

]−1
.

Теорема доказана. □

2.3.4 Оценивание одномерного параметра

1. Рассмотрим следующий одномерный вариант регрессионной модели (249).

(R1) Наблюдения {Xi} имеют структуру

Xi = f(θ, zi) + εi, i = 1, . . . , n, (288)

где функция f(·, ·) и числовая последовательность {zi} известны, {εi} — ненаблюдаемые

случайные погрешности и θ ∈ Θ = (a, b).

В первую очередь нам нужно привести модель к виду (R) при выполнении условий (275).

Для этого при каждом фиксированном n ≥ 1 упорядочим z1, . . . , zn по возрастанию: zn:1 ≤

. . . ≤ zn:n. В этом случае соответствующим образом перенумеруем отклики и погрешности

(с сохранением условия независимости в случае независимости погрешностей). Обозначим

отклики и погрешности, ассоциированные с i-ой порядковой статистикой zn:i, через Xni и εni
соответственно. Таким образом, модель (R1) примет вид (R), где fni(θ) = f(θ, zn:i).

Нам потребуется следующее центральное условие.

(C1) Имеет место соотношение max
1≤i≤n+1

∆zni → 0, где

∆zni = zn:i − zn:i−1, zn:0 = c, zn:n+1 =

d, если d <∞

zn:n, если d = ∞.
(289)

Отметим, что в случае d < ∞ предположение (C1) означает, что набор {zn:i} образует

измельчающееся разбиение отрезка [c, d]. Если d = ∞, то по умолчанию предполагается, что

zn:n → ∞. Для простоты изложения мы не рассматриваем симметричный случай c = −∞.

Построение оценки основано на том, что при выполнении (C1) и минимальных дополни-

тельных ограничениях справедливы соотношения

n∑
i=1

f(θ, zn:i)∆zni →
d∫
c

f(θ, z)dz ≡ T (θ) и
n∑
i=1

∆zniεni
p→ 0; (290)

при этом интеграл Римана T (θ), понимаемый как несобственный при d = ∞, должен быть
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строго монотонной и непрерывной функцией на Θ. Тогда по теореме 2.4 при

hni = ∆zni, fni(θ) = f(θ, zn:i), An = 0 и Tn(θ) = T (θ)

оценка

θ∗n = T−1

(
n∑
i=1

∆zniXni

)
(291)

будет состоятельной. Приведем утверждение касательно αn-состоятельности и асимптотиче-

ской нормальности оценок θ∗n.

Следствие 2.2. Пусть в условиях модели (R1) функция f(θ, z) интегрируема по Риману по

переменной z на [c, d), а функция T (θ) из (290) строго монотонна и непрерывна. Кроме того,

функция T−1(t) удовлетворяет условию Гельдера с показателем p ∈ (0, 1] и для некоторой

последовательности αn → ∞

α1/p
n

n∑
i=1

∆zniεni
p→ 0, α1/p

n

n∑
i=1

ωf (∆zni)∆zni → 0, α1/p
n

d∫
zn:n

f(θ, z)dz → 0, (292)

где ωf (∆) = supt1,t2:|t1−t2|≤∆ |f(θ, t1)− f(θ, t2)|. Тогда оценка θ∗n из (291) определена с вероят-

ностью, стремящейся к 1, и является αn-состоятельной.

Следствие 2.3. Пусть в условиях следствия 2.2 функция T (θ) непрерывно дифференциру-

ема с ненулевой производной, центрированные погрешности {εi} независимы, 0 < Eε2i <∞

при всех i, вместо первого условия в (292) выполнено

D2
n =

n∑
i=1

(
∆zni

)2Eε2ni → 0 и D−1
n

n∑
i=1

∆zniεni
d−→ N1(0, 1), (293)

а остальные условия в (292) справедливы при замене α1/p
n на D−1

n , то θ∗n асимптотически

нормальна с параметрами, определенными в (280).

З а м е ч а н и е 2.13. Предположим, что элементы {zn:i} разбиваются на кластеры {zn:i ∈

[c1, d1]; i ∈ N1}, . . . , {zn:i ∈ [ck, dk]; i ∈ Nk}, где {Nj = N
(n)
j } — последовательные отрезки

(разбиение) конечного отрезка натурального ряда 1, . . . , n, а [c1, d1],. . . , [ck, dk] — попарно

несовместные отрезки прямой, при этом dj < cj+1 для всех j < k и допускается, что dk = ∞.

Тогда можно положить

T (θ) =
k∑
j=1

dj∫
cj

f(θ, z)dz +
k−1∑
j=1

(cj+1 − dj)f(θ, dj).
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Приведем примеры известных регрессионных функций и соответствующих им T (θ), участ-

вующих в построении θ∗n из (291) и обладающих отмеченными выше свойствами монотонно-

сти и гладкости.

В примерах 2.8–2.14 считаем, что θ > 0, z ∈ [c, d], c ≥ 0. По умолчанию считаем также,

что d <∞.

П р и м е р 2.8. Пусть f(θ, z) = (1 + θz)r, r ̸= 0,−1. В этом случае

T (θ) =

d∫
c

(1 + θz)rdz =
(1 + dθ)r+1 − (1 + cθ)r+1

θ(r + 1)
.

В частности, при c = 0 и d = 1 имеем T (θ) = θ−1(r + 1)−1
(
(1 + θ)r+1 − 1

)
. Отметим также,

что если r < −1, то можно рассматривать также случай c = 0 и d = ∞, для которого

T (θ) = θ−1|r + 1|−1, T−1(t) = t−1|r + 1|−1.

П р и м е р 2.9. Пусть f(θ, z) = 1/(1 + θz). В этом случае

T (θ) =

d∫
c

dz

1 + θz
=

1

θ
log

1 + dθ

1 + cθ
.

При c = 0 и d = 1 имеем T (θ) = θ−1 log(1+ θ). Очевидно, к рассмотренному случаю сводится

модель, когда f(θ, z) = θz/(1 + θz).

П р и м е р 2.10. Пусть f(θ, z) = 1/(θ + z). В этом случае очевидным переобозначением

параметра из предыдущего пункта получаем

T (θ) =

d∫
c

dz

θ + z
= log

θ + d

θ + c
, T−1(t) =

d− cet

et − 1
.

П р и м е р 2.11. Пусть f(θ, z) = 1/(1 + e−θz). В этом случае

T (θ) =

d∫
c

dz

1 + e−θz
= (d− c)− 1

θ
log

1 + e−θc

1 + e−θd
.

При c = 0 и d = 1 имеем T (θ) = 1 + θ−1 log(1 + e−θ). К этой модели преобразуется пример,

когда f(θ, z) = zθ/(1 + zθ). В этом случае нужно перейти к новой переменной z̃ = log z

с соответствующим разбиением отрезка [log c, log d] и рассмотреть интегральные суммы по

приращениям ∆z̃ni.

П р и м е р 2.12. Пусть f(θ, z) = e−θz. В этом случае

T (θ) =

d∫
c

e−θzdz = θ−1
(
e−θc − e−θd

)
.

204



При c = 0 и d = ∞ имеем T (θ) = 1/θ и T−1(t) = 1/t. Аналогичные рассуждения справедливы

для модели f(θ, z) = θz ≡ ez log θ, 0 < θ < 1, z ≥ 0.

П р и м е р 2.13. Пусть f(θ, z) = zθ и c ≤ 1 и d ≤ 1. В этом случае

T (θ) =

d∫
c

zθdz = (θ + 1)−1
(
dθ+1 − cθ+1

)
.

При c = 0 и d = 1 имеем T (θ) = 1/(θ + 1), T−1(t) = 1/t− 1.

П р и м е р 2.14. Пусть f(θ, z) = log(1 + θz). В этом случае

T (θ) =

d∫
c

log(1 + θz)dz = θ−1
(
(1 + dθ) log(1 + θd)− (1 + cθ) log(1 + θc)

)
− (d− c).

При c = 0 и d = 1 имеем T (θ) = θ−1(1 + θ) log(1 + θ)− 1.

Интеграл Римана T (θ) во всех приведенных выше примерах вычисляется в элементарных

функциях, но в общем случае этого не требуется и значения T (θ) из (290), как и T−1(·), легко

могут быть вычислены приближенно с любой наперед заданной точностью.

З а м е ч а н и е 2.14. В следствиях 2.2 и 2.3 функция f(θ, z) предполагается непрерывной

по второму аргументу на [c, d). Подобное предположение позволяет использовать достаточно

простые оценки близости интегральной суммы и соответствующего интеграла (см. первое

соотношение в (290) и второе условие в (292)). Вместо указанного условия непрерывности

можно предполагать, что функция f(θ, z) имеет конечное число разрывов. Но в этом в этом

случае потребуется чуть более кропотливое доказательство и более громоздкие ограничения,

хотя принципиальных проблем здесь нет.

З а м е ч а н и е 2.15. В некоторых случаях при построении оценки разумно несколько сокра-

тить выборку и убрать из рассмотрения часть регрессоров и соответствующих им откликов,

чтобы обеспечить выполнение тех или иных условий. Например, если регрессоры образуют

измельчающееся разбиение лишь части области своего задания (обозначим эту область плот-

ного заполнения регрессорами через A ⊂ R), то при построении оценки рекомендуется не

использовать «лишние» регрессоры (все регрессоры вне области A) и соответствующие им

наблюдения. Или, например, если функция T (t) =
∫
A
f(t, z)dz не является строго монотонной

и непрерывной, но существует подмножество Ao ⊂ A такое, что функция To(t) =
∫
Ao
f(t, z)dz

строго монотонна и непрерывна, то разумно при построении оценки использовать лишь ре-

грессоры, принадлежащие множеству Ao, и соответствующие им наблюдения. Множество A

может быть не обязательно односвязным, набор регрессоров может разбиваться на кластеры

с условием измельчения в каждом (см. замечание 2.13).
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З а м е ч а н и е 2.16. Вернемся к требованиям (290) и рассмотрим некоторую более общую

конструкцию. Предположим, что можно указать функцию g : [c, d) → R такую, что

n∑
i=1

f(θ, zn:i)g(zn:i)∆zni →
d∫
c

f(θ, z)g(z)dz ≡ T (θ),
n∑
i=1

g(zn:i)∆zniεni
p→ 0, (294)

при этом интеграл Римана T (θ) обладает нужными нам свойствами (является строго мо-

нотонной и непрерывной функцией на Θ). Тогда в силу теоремы 2.4 при hni = g(zn:i)∆zni,

fni(θ) = f(θ, zn:i), An = 0 и Tn(θ) = T (θ), оценку для параметра θ можно определить равен-

ством

θ∗n = T−1

(
n∑
i=1

g(zn:i)∆zniXni

)
(295)

Использование дополнительной функции g может обеспечить выполнение тех или иных усло-

вий. Например, если интеграл
d∫
c

f(θ, z)dz из (290) как функция от θ не обладает нужными

свойствами, в то время как функция T (θ), определенная в (294), является строго монотонной

и непрерывной. Кроме того, данное обобщение (вместе с замечанием 2.14) в известной степе-

ни формализует идею «отбрасывания» тех или иных наблюдений, упомянутую в замечании

2.15, если в качестве g рассматривать индикаторную функцию g(z) = I(Ao). □

2. В условиях модели (R1) предлагаемый выше прием построения оценок параметра θ

для некоторых регрессионных функций можно распространить на случай, когда zn:n → ∞,

при этом функция f(θ, z) может быть неинтегрируемой по z на луче [0,∞) и может быть

не выполнено условие max
1≤i≤n

∆zni → 0. Вместо (C1) в этом разделе, по сути, используется

следующее условие.

(C∞
1 ) Имеют место соотношения zn:n → ∞ и max

1≤i≤n
∆zni/zn:n → 0, где величины ∆zni

определены в (289).

Это условие означает, что последовательность {zn:i} возрастает медленнее показательной

функции.

Во всех утверждениях раздела считаем, что θ > 0, zi ≥ 0, при этом zn:n → ∞. В следствиях

2.5 и 2.7 параметр θ отделен от нуля, т.е. θ > ε и ε > 0 известно.

Следствие 2.4. Пусть f(θ, z) = (1 + θz)r при r > 0, выполнено (C∞
1 ) при c = 0 и имеет

место предельное соотношение z−(r+1)
n:n

n∑
i=1

∆zniεni
p→ 0. Тогда

θ∗n =

(
(r + 1)z−(r+1)

n:n

n∑
i=1

∆zniXni

)1/r

p→ θ.
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Следствие 2.5. Пусть f(θ, z) = (1 + θz)r при r > 0 и при αn → ∞ выполнено

αnz
−2
n:n

n∑
i=i0

(
∆zni

)2 → 0, αnz
−(r+1)
n:n

n∑
i=i0

∆zniεni
p→ 0, (296)

где i0 = min{i : 1 + εzn:i ≥ δzn:n} при некотором 0 < δ < ε. Тогда оценка

θ∗n = T−1
n

(
z−(r+1)
n:n

n∑
i=i0

∆zniXni

)
при Tn(θ) =

(θ + z−1
n:n)

r+1 − δr+1

θ(r + 1)
(297)

является αn-состоятельной.

Если центрированные погрешности {εi} независимы и вместо (296) имеют место со-

отношения

∀i 0 < Eε2i <∞, D2
n = z−2(r+1)

n:n

n∑
i=i0

(
∆zni

)2Eε2ni → 0,

D−1
n z−2

n:n

n∑
i=i0

(
∆zni

)2 → 0, D−1
n z−(r+1)

n:n

n∑
i=i0

∆zniεni
d−→ N1(0, 1), (298)

то D−1
n (θ∗n − θ)

d−→ N1

(
0, (r + 1)2(rθr−1 + θ−2δr+1)−2

)
.

П р и м е р 2.15. 9 Пусть в условиях следствия 2.4 или 2.5 погрешности {εi} (а стало быть,

и {εni}) независимы и одинаково распределены и zn:i = iγ при γ > 0. Тогда

∆zni ∼ iγ−1, i0 ∼ αn при α = (δ/ε)1/r ∈ (0, 1),
n∑

i=i0

(∆zni)
2 ∼ n2γ−1,

D2
n ∼ 1/n1+2rγ, D−1

n z−2
n:n

n∑
i=i0

(
∆zni

)2 ∼ 1/n1/2−rγ.

Кроме того,

max
i0≤i≤n

(∆zni)
2

(
n∑

i=i0

(∆zni)
2

)−1

∼ n−1,

что гарантирует (см., например, [326]) сходимость к нормальному закону в (298). Таким

образом, оценка θ∗n из (297) является асимптотически нормальной при γ < (2r)−1, а также

D
−1/2
n -состоятельной при γ < 3(2r)−1. Более простая оценка θ∗n из следствия 2.4 состоятельна

при любом γ > 0. □

Следствие 2.6. Пусть f(θ, z) = θzr+g1(θ)z
r1+. . .+gm(θ)z

rm при любых r > r1 > . . . > rm > 0

и функциях g1, . . . , gm, выполнено (C∞
1 ) при c = 0 и имеет место предельное соотношение

9В примере 2.15 запись вида ai ∼ bi понимается как limi→∞ ai/bi = c > 0.
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z
−(r+1)
n:n

n∑
i=1

∆zniεni
p→ 0. Тогда

θ∗n =

(
(r + 1)z−(r+1)

n:n

n∑
i=1

∆zniXni

)1/r

p→ θ.

Для модели из следствия 2.6 можно строить и асимптотически нормальные оценки, по

аналогии со следствием 2.5.

Рассмотри теперь логарифмическую регрессию.

Следствие 2.7. Пусть f(θ, z) = log(1+θz), центрированные погрешности {εi} независимы,

0 < Eε2i <∞ при всех i, и

D2
n = z−2

n:n

n∑
i=i0

(
∆zni

)2Eε2ni → 0, D−1
n z−2

n:n

n∑
i=i0

(
∆zni

)2 → 0,

D−1
n z−1

n:n

n∑
i=i0

∆zniεni
d−→ N1(0, 1),

где i0 = min{i : 1 + εzn:i ≥ δzn:n} и δ ∈ (0, 1) таково, что δ(1 + | log δ|) = ε. Тогда оценка

θ∗n = T−1
n

(
z−1
n:n

n∑
i=i0

∆zni(Xni − log zn:n)

)

при Tn(θ) = (1 + θ−1z−1
n:n)
(
log(θ + zn:n) − 1

)
− θ−1(δ log δ − δ) является асимптотически

нормальной:

D−1
n (θ∗n − θ)

d−→ N1

(
0, θ4(θ − ε)−2

)
.

Состоятельная оценка (не обязательно асимптотически нормальная) для параметра ло-

гарифмической регрессии может быть найдена в следующей более простой форме.

Следствие 2.8. Пусть f(θ, z) = log(1+ θz) и вместе с условием (C∞
1 ) при c = 0 выполнено

z−1
n:n

n∑
i=i∗

∆zniεni
p→ 0,

где i∗ = min{i : zn:i ≥
√
zn:nmaxj≤n∆znj}. Тогда имеет место соотношение

θ∗n = exp

(
1 + z−1

n:n

n∑
i=i∗

∆zni(Xni − log zn:n)

)
p→ θ.

З а м е ч а н и е 2.17. В следствии 2.5 при построении оценки θ∗n не использовались наблюде-

ния Xni при i < i0 по двум причинам: чтобы увеличить гладкость подынтегральной функции
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и чтобы расширить область выполнения условия Линдеберга. В следствиях 2.7 и 2.8 удале-

ние наблюдений Xni при i < i0 или i < i∗ обусловлено особенностью функции log z в точке

z = 0. Более того, возможна ситуация, когда условие (C∞
1 ) будет выполнено, если предва-

рительно убрать из рассмотрения элементы zn:i при близких к n значениях i (т.е. удалить

элементы zn:n−j, j = 0, . . . , kn при kn = o(n)) и изъять из рассмотрения соответствующие

отклики Xnn−j.

Аналогично и в других утверждениях можно убирать из рассмотрения некоторое количе-

ство регрессоров и соответствующих им наблюдений, чтобы обеспечить выполнение тех или

иных условий (см. замечание 2.15, а также замечание 2.23). □

З а м е ч а н и е 2.18. Подчеркнем, что модель логарифмической регрессии является

внутренне–линейной только в случае, когда погрешности {εi} независимы и одинаково рас-

пределены. Модель степенной регрессии является внутренне линейной лишь в случае, когда

либо r = 1/2, либо r — положительное целое, при этом требуются дополнительные ограни-

чения на погрешности {εi} (см. подраздел 2.1).

З а м е ч а н и е 2.19. Отметим, что оценки, построенные предлагаемыми здесь приема-

ми, отличаются от оценок метода наименьших квадратов в классической постановке задачи

линейной регрессии. В самом деле, пусть Xi = θzi + εi, погрешности {εi} независимы и

одинаково распределены, Eεi = 0 и Eε2i = σ2.

Если выполнено условие (C1) и d < ∞, то из теоремы 2.4 при hni = ∆zni и An = 0

получаем, что

θ∗n = 2(d2 − c2)−1

n∑
i=1

∆zniXni
p→ θ.

Если же выполнено условие (C∞
1 ), то полагая hni = ∆zni/z

2
n:n и An = 0, из теоремы 2.4

следует, что

θ∗n = 2z−2
n:n

n∑
i=1

∆zniXni
p→ θ.

Оценка метода наименьших квадратов для рассматриваемой линейной модели имеет дру-

гую структуру:

θ∗n,MHK =
n∑
i=1

Xizi

(∑n

i=1
z2i

)−1

≡
n∑
i=1

Xnizn:i

(
n∑
i=1

z2n:i

)−1

. □

2.3.5 Доказательство утверждений раздела 2.3.4

Д о к а з а т е л ь с т в о следствий 2.2 и 2.3. Отметим, что если ωf (ε) > 0 при всех

ε > 0, то условие (C1) следует из (292). Воспользуемся утверждениями теорем 2.4 и 2.5 при

hni = ∆zni, fni(θ) = f(θ, zn:i), An = 0 и Tn(θ) = T (θ). В силу известной оценки погрешности
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приближения интеграла Римана интегральными суммами, имеем

n∑
i=1

∆znif(θ, zn:i)−
d∫
c

f(θ, z)dz = δn −
d∫

zn:n

f(θ, z)dz, (299)

где |δn| ≤
n∑
i=1

ωf (∆zni)∆zni. Следовательно, с учетом (292), выполнено

α1/p
n

(
n∑
i=1

hnifni(θ)− An − T (θ)

)
= α1/p

n

 n∑
i=1

∆znif(θ, zn:i)−
d∫
c

f(θ, z)dz

→ 0,

т. е. справедливо первое условие в (277). Остальные условия теорем 2.4 и 2.5 проверяются

очевидным образом. □

Д о к а з а т е л ь с т в о следствий 2.4 и 2.6. Первое утверждение является частным

случаем теоремы 2.4 при hni = ∆zni/z
r+1
n:n , fni(θ) = f(θ, zn:i), Tn(θ) = θ−1

θ∫
0

zrdz = θr(r + 1)−1

и An ≡ 0. Действительно, Tn(θ) ≡ T (θ) — строго монотонная и непрерывная функция, при

этом T−1(t) ≡ (r + 1)1/rt1/r при t > 0. Далее, условия следствия гарантируют выполнение

соотношений (275), если мы учтем равенство

n∑
i=1

hni(θ)f(θ, zn:i)− T (θ) =
1

θ

n∑
i=1

θ∆zni
zn:n

(
1 + θzn:i
zn:n

)r
− 1

θ

θ∫
0

zrdz =

=
1

θ

 n∑
i=1

θ∆zni
zn:n

(
1 + θzn:i
zn:n

)r
−

θ+z−1
n:n∫

z−1
n:n

zrdz −
z−1
n:n∫
0

zrdz +

θ+z−1
n:n∫

θ

zrdz


и используем следующую оценку z−(min{r,1}+1)

n:n

n∑
i=1

(
∆zni

)min{r,1}+1 → 0 погрешности приближе-

ния интеграла Римана интегральными суммами для степенной функции, удовлетворяющей

при r ∈ (0, 1) условию Гёльдера и условию Липшица при r ≥ 1.

Для доказательства утверждения следствия 2.6 используем те же hni = ∆zni/z
r+1
n:n и T (θ),

что и при доказательстве следствия 2.4. Теперь заметим, что

n∑
i=1

hni(θ)f(θ, zn:i) =
1

θ

n∑
i=1

θ∆zni
zn:n

((
θ
zn:i
zn:n

)r
+

m∑
k=1

1

zr−rkn:n

gk(θ)

(
zn:i
zn:n

)rk)
.

Из вышеприведенных рассуждений следует, что

1

θ

n∑
i=1

θ∆zni
zn:n

(
θ
zn:i
zn:n

)r
→ T (θ).
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Из этих же соображений ясно, что оставшаяся сумма имеет порядок малости O
(

1

z
r−r1
n:n

)
, что

и требовалось показать. □

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 2.5. Воспользуемся утверждением теоремы 2.5,

полагая An = 0, hni = 0 при i < i0 и hni = ∆zni/z
r+1
n:n при i ≥ i0. С учетом известной оценки

погрешности приближения интеграла Римана интегральными суммами, имеем

Tn(θ) =
1

θ

θ+z−1
n:n∫

δ

zrdz,
1

Dn

(
1

θ

n∑
i=i0

θ∆zni
zn:n

(
1 + θzn:i
zn:n

)r
− Tn(θ)

)
→ 0.

Нетрудно видеть, что Tn(θ) → T (θ), T ′(θ) = (r+1)−1(rθr−1+ θ−2δr+1) ̸= 0, при этом T ′
n(θ) > 0

начиная с некоторых n, что гарантирует строгую монотонность Tn(θ). Остальные условия

теоремы 2.5 выполнены очевидным образом, что доказывает асимптотическую нормальность

θ∗n. Первое утверждение следствия аналогичным образом извлекается из теоремы 2.4. □

Д о к а з а т е л ь с т в о следствий 2.7 и 2.8 аналогично выводу следствий 2.4 и 2.5. Так

для доказательства следствия 2.7 в теореме 2.5 нужно положить

hni = 0 при i < i0, hni = ∆zni/zn:n при i ≥ i0,

An = log zn:n

n∑
i=i0

∆zni/zn:n, Tn(θ) = θ−1

θ+z−1
n:n∫

δ

log zdz,

T (θ) = θ−1

θ∫
δ

log zdz ≡ log θ − θ−1(δ log δ − δ)− 1.

Поскольку

T ′(θ) = θ−1
(
1− θ−1δ(1 + | log δ|)

)
≡ θ−1

(
1− ε/θ

)
> 0,

то функция T (θ) является строго монотонной, а функция Tn(θ) является строго монотонной,

начиная с некоторых n. Далее, с нормировкой D−1
n оценивается погрешность

θ−1

n∑
i=i0

θ∆zni
zn:n

log

(
1 + θzn:i
zn:n

)
− Tn(θ).

Для доказательства следствия 2.8 воспользуемся утверждением теоремы 2.4 при

hni = 0 при i < i∗, hni = ∆zni/zn:n при i ≥ i∗,

An = log zn:n

n∑
i=i∗

∆zni/zn:n, T (θ) = θ−1

θ∫
0

log xdx = log θ − 1.
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Полагая δ ≡ δn =
√
z−1
n:nmaxj≤n∆znj, нам нужно только заметить, что погрешность замены

интеграла
c∫
δ

log xdx при δ < c римановой суммой вида
∑

i:xi≥δ
(xi−xi−1) log xi оценивается вели-

чиной δ−1maxi(xi − xi−1), где {xi} – произвольное разбиение отрезка [0, c]. В нашем случае

xi = z−1
n:n(1 + θzn:i), xi − xi−1 ≤ θδ2 и c = θ + z−1

n:n. Поэтому при выполнении условия (C∞
1 )

имеем

n∑
i=1

hni(θ)f(θ, zn:i)− An − T (θ) = z−1
n:n

n∑
i=i∗

∆zni log
(1 + θzn:i

zn:n

)
− T (θ) =

= θ−1

n∑
i=i∗

θ∆zni
zn:n

log

(
1 + θzn:i
zn:n

)
− θ−1

θ+z−1
n:n∫

δ

log xdx−

− θ−1

δ∫
0

log xdx+ θ−1

θ+z−1
n:n∫

θ

log xdx→ 0,

что завершает доказательство следствия 2.8. □

2.3.6 Оценивание многомерного параметра

1. Основные идеи раздела 2.3.4 можно перенести на случай m-мерного параметра θ =

(θ1, . . . , θm). Нам потребуется следующее обобщение модели (R1).

(R̄m) Наблюдения {Xi} имеют структуру

Xi = f(θ, zi) + εi, i = 1, . . . , n, (300)

где функция f(θ, z) и числовая последовательность {zi} известны, {εi} — ненаблюдаемые

случайные погрешности, Θ =
m∏
j=1

(aj, bj) ⊆ Rm и при любом j границы aj и bj (одна или обе)

могут быть бесконечными.

Аналогично случаю m = 1, при каждом фиксированном n ≥ 1 упорядочим z1, . . . , zn по

возрастанию: zn:1 ≤ . . . ≤ zn:n. Далее соответствующим образом перенумеруем Xi и εi. В этом

случае модель (R̄m) примет вид (R̄) при fni(θ) = f(θ, zn:i).

В предположении, что выполнено условие (C1), разобьем {zn:i} на m групп следующим

образом: zn:i ∈ [cj−1, cj] при i = nj−1 + 1, . . . , nj, j = 1, . . . ,m (считаем, что c0 = c, cm = d,

n0 = 0, nm = n; здесь nj = nj(n)). Положим

Tj(θ) =

cj∫
cj−1

f(θ, z)dz, j = 1, . . . ,m, (301)

и будем использовать обозначение ωf (∆) = sup
|t1−t2|≤∆

|f(θ, t1)− f(θ, t2)|.
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Из теорем 2.6 и 2.7 нетрудно извлечь

Следствие 2.9. Пусть в модели (R̄m) функция f(θ, z) интегрируема по Риману по перемен-

ной z на [c, d], функция T(θ) = (T1(θ), . . . , Tm(θ)) гомеоморфно отображает Θ на открытую

область в Rm, при этом обратная функция T−1(t) удовлетворяет условию Гельдера с пока-

зателем p ∈ (0, 1]. Кроме того, пусть для некоторой последовательности αn → ∞ и любом

j = 1, . . . ,m выполнено

α
1/p
n

nj∑
i=nj−1+1

∆zniεni
p→ 0, (302)

α
1/p
n

nj∑
i=nj−1+1

ωf (∆zni)∆zni → 0, α
1/p
n

cj∫
zn:nj

f(θ, z)dz → 0. (303)

Тогда оценка

θ∗n = T−1

 n1∑
i=1

∆zniXni, . . . ,
n∑

i=nm−1+1

∆zniXni


определена с вероятностью, стремящейся к 1, и является αn-состоятельной.

Если дополнительно погрешности {εi} независимы и центрированы, при всех i выпол-

нено 0 < Eε2i < ∞, функции Tj(θ) непрерывно дифференцируемы по каждому аргументу,

вместо (302) имеют место соотношения

D2
nj =

nj∑
i=nj−1+1

(
∆zni

)2Eε2ni → 0 и D−1
nj

nj∑
i=nj−1+1

∆zniεni
d→ N1(0, 1),

а условия (303) выполнены при замене α1/p
n на D−1

nj , то θ∗n асимптотически нормальна с

параметрами, определенными в (286).

З а м е ч а н и е 2.20. Отметим, что отображение T(θ) (тем самым, и оценка θ∗n) задается

не однозначно — все зависит от разбиения отрезка [c, d] на m интервалов. В частности, это

разбиение можно выбирать таким образом, чтобы обеспечить желаемые свойства для T(θ).

2. В качестве иллюстрации подхода рассмотрим два примера — модель Михаэлиса–Ментен

и частный случай модели Кобба–Дугласа.

Далее в двух примерах полагаем, что θ = (θ1, θ2), θ1, θ2 > 0. Для определенности считаем,

что c = 0, c1 = 1 и d = 2.

П р и м е р 2.16. (Модель Михаэлиса–Ментен). Пусть f(θ, z) = θ1z/(θ2+ z). Тогда вышеупо-

мянутые в примере 2.17 интегралы имеют вид

T1(θ) = θ1

(
1− θ2 log

θ2 + 1

θ2

)
, T2(θ) = θ1

(
1− θ2 log

θ2 + 2

θ2 + 1

)
.
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Покажем, что двумерная функция T(θ) = (T1(θ), T2(θ)) взаимно-однозначно отображает

открытый положительный квадрант Q+ = {(θ1, θ2) : θ1 > 0, θ2 > 0} на открытый конус

C+ = {(t1, t2) ∈ Q+ : t2/3 < t1 < t2}. Иными словами, мы должны установить, что для любой

точки (t1, t2) ∈ C+ система уравнений

T1(θ) = t1, T2(θ) = t2 (304)

имеет единственное решение. Отметим, что якобиан J(θ) отображения T(θ) есть

J(θ) =
θ1

θ2 + 1

(
3θ2 + 2

θ2 + 2
log

θ2 + 1

θ2
− 2

θ2 + 2
− log

θ2 + 2

θ2 + 1

)
.

Положим g(θ2) = θ−1
1 (θ2 + 1)J(θ). Нетрудно проверить, что limx→∞ g(x) = 0 и g′(x) < 0 при

всех x > 0, откуда заключаем, что g(x) > 0, а значит и J(θ) > 0 при всех θ ∈ Q+. Введем в

рассмотрение функцию

ψ(x) =
1− x log(x+1

x
)

1− x log(x+2
x+1

)
, x > 0.

Легко видеть, что имеет место представление ψ′(θ2) = −C(θ)J(θ), где C(θ) > 0 при всех θ ∈

Q+. Иначе говоря, ψ(x) – гладкая монотонно убывающая функция, при этом lim
x→0+

ψ(x) = 1,

lim
x→∞

ψ(x) = 1/3. Из (304) получаем, что

T1(θ)

T2(θ)
= ψ(θ2) =

t1
t2
.

Отсюда в силу вышеупомянутых свойств ψ(x) следует существование единственного корня

θ∗2 этого уравнения. Далее, из любого уравнения в (304) немедленно получаем и соответству-

ющий единственный корень θ∗1, что и требовалось показать.

Мы показали, что двумерное отображение T(θ) является диффеоморфизмом между дву-

мерными областями Q+ и C+, так что мы можем воспользоваться следствием 2.9. □

П р и м е р 2.17. (Частный случай модели Кобба–Дугласа). Пусть f(θ, z) = θ1z
θ2 . В этом

случае

T1(θ) =

1∫
0

f(θ, z)dz =
θ1

θ2 + 1
, T2(θ) =

2∫
1

f(θ, z)dz =
θ1

θ2 + 1
(2θ2+1 − 1)

и T(θ) = (T1(θ), T2(θ)) гомеоморфно отображает открытый положительный квадрант на

открытый конус {(t1, t2) : 0 < t1 < t2}. Обратное преобразование имеет вид

T−1(t1, t2) =
( t1
log 2

log(1 + t2/t1),
1

log 2
log(1 + t2/t1)− 1

)
.
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2.3.7 Случайные регрессоры

1. Рассмотрим следующую рандомизированную постановку.

(R′
1) В условиях модели (R1) набор регрессоров {zi, i = 1, . . . , n} представляет собой

совокупность, вообще говоря, зависимых и не обязательно одинаково распределенных слу-

чайных величин, при этом регрессоры могут рассматриваться в схеме серий.

Результаты раздела 2.3.4 в широких условиях переносятся на модель (R′
1). Аналогом

условия (C1) является следующее предположение.

(C′
1) max

1≤i≤n+1
∆zni

p→ 0, где величины ∆zni определены в (289).

Имеет место следующее обобщение следствия 2.2 с почти дословным переносом соответ-

ствующего доказательства, если учесть еще замечание 2.8. Отметим, что предложение (R′
1),

допускающее зависимость регрессоров от n, включает в себя и случай детерминированных

регрессоров.

Следствие 2.10. Пусть в условиях модели (R′
1) выполнены предположения следствия 2.2,

при этом предельные соотношения в (292) имеют место в смысле сходимости по вероят-

ности. Тогда оценка θ∗n из (291) определена с вероятностью, стремящейся к 1, и является

αn-состоятельной для параметра θ.

З а м е ч а н и е 2.21. Нетрудно проверить, что если набор регрессоров {zi} не зависит от

семейства {εi}, при этом исходные погрешности {εi} независимы и одинаково распределены,

то после случайной перестановки, ассоциированной с соответствующей перестановкой по воз-

растанию набора регрессоров, величины {εni} будут также независимыми. В этом случае (в

предположении Eε21 <∞) достаточным условием для выполнения первой сходимости в (292)

является, например, соотношение α2/p
n ED2

n → 0, где случайная величина D2
n здесь и далее в

этом разделе определена в (293).

З а м е ч а н и е 2.22. Предлагаемый метод позволяет строить оценки, не зависящие от

распределений регрессоров. При этом зависимость элементов последовательности {zi} мо-

жет быть довольно сильной (см. обсуждение и примеры в разделе 1.1.1). Нетрудно привести

примеры последовательности одинаково распределенных ограниченных случайных величин

{zi}, которые не удовлетворяют усиленному закону больших чисел, но соответствующий ва-

риационный ряд {zn:i} при n → ∞ с вероятностью 1 будет образовывать измельчающееся

разбиение общего носителя распределения (см. примеры 1.1 и 1.2).

З а м е ч а н и е 2.23. Напомним, что если {zi} одинаково распределены и носитель рас-

пределения z1 представляет собой конечный отрезок [c, d], то для выполнения (C ′
1) можно

215



требовать, чтобы при всех δ ∈ (0, |d− c|)

pn(δ) ≡ sup
|∆|=δ

P

(⋂
i≤n

{zi /∈ ∆}

)
→ 0, (305)

где супремум берется по всем интервалам ∆ ⊂ [c, d] длины δ (см. замечание 1.4). Если эле-

менты последовательности {zi} одинаково распределены и носитель распределения z1 пред-

ставляет из себя луч [c,∞), то условие (305) нужно требовать для отрезков ∆ ⊂ [c,N ] при

всех положительных N . В этом случае диагональным методом можно выбрать последова-

тельность N = N(n) → ∞, для которой по-прежнему будет справедливо соотношение (305).

В частности, для независимых или слабо зависимых {zi} из вышесказанного следует, что

эти случайные точки будут измельчать с вероятностью 1 компакты [c,N(n)] для некоторой

достаточно медленно стремящейся к бесконечности последовательности N(n). Иными слова-

ми, в этом случае можно удалить kn = o(n) крайних элементов zn:n−j, j = 0, . . . , kn−1 (т. е. в

регрессионной модели изъять из рассмотрения соответствующие отклики Xnn−j) так, чтобы

оставшиеся члены вариационного ряда {zn:i} образовывали бы измельчающееся разбиение

расширяющихся компактов [c,N(n)] с вероятностью 1.

Асимптотическую нормальность оценки θ∗n из (291) в условиях модели (R′
1) мы установим

при некоторых упрощающих предположениях.

Следствие 2.11. Пусть в условиях модели (R′
1) погрешности {εi} независимы, одинако-

во распределены, центрированы и не зависят от набора регрессоров {zi}, функция f(θ, z)

удовлетворяет условию Липшица по z, функция T (θ) строго монотонна и непрерывно диф-

ференцируема, и справедливы соотношения

E|ε1|3 <∞, ED2
n → 0, D−1

n max
i≤n

∆zni
p→ 0, D−1

n

d∫
zn:n

f(θ, z)dz
p→ 0. (306)

Тогда имеет место сходимость (280).

Следствие 2.12. Если в условиях следствия 2.11 набор регрессоров {zi} состоит из незави-

симых одинаково распределенных на конечном отрезке [c, d] случайных величин с функцией

распределения F (t), которая непрерывно дифференцируема с отделенной от нуля на [c, d]

производной (плотностью распределения), то

nD2
n

p→ 2σ2

d∫
c

(F ′(x))−1dx. (307)
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В частности,

√
n(θ∗n − θ)

d−→ N1

(
0, B2

)
при B2 = 2σ2

(
T ′(θ)

)−2

d∫
c

(F ′(x))−1dx.

З а м е ч а н и е 2.24. Рассмотрим следующий частный случай. Предположим, что функция

f(θ, t) непрерывна и ограничена, а также монотонно возрастает (или убывает) по θ при всех

t. Обозначим F ∗
n(t) = n−1

n∑
i=1

I(zi < t) и предположим, что с ростом n имеет место поточечная

сходимость F ∗
n(t) к некоторой функции F (t) во всех точках непрерывности последней. На-

пример, это будет выполнено, если набор регрессоров {zi} представляет собой совокупность

независимых (или слабо зависимых) одинаково распределенных случайных величин. Тогда

свойством состоятельности обладает оценка

θ∗n = T−1
n0

(
n−1

n∑
i=1

Xi

)
,

где Tn0(θ) =
∞∫

−∞
f(θ, t)dF ∗

n(t) строго монотонна и непрерывна. Кроме того, если функция F

известна, то можно дополнительно рассматривать еще и оценку

θ∗n = T−1
0

(
n−1

n∑
i=1

Xi

)
при T0(θ) =

∞∫
−∞

f(θ, t)dF (t).

2. Нам потребуется следующий многомерный по параметру аналог рандомизированной

модели (R′
1).

(R̄′
m) В условиях модели (R̄m) набор регрессоров {zi} представляет собой совокупность,

вообще говоря, зависимых и не обязательно одинаково распределенных случайных величин.

В широких условиях результаты раздела 2.3.6 переносятся на модель (R̄′
m) и, в частности,

имеют место аналоги следствий 2.10-2.12. Приведем самое простое из таких утверждений.

Следствие 2.13. Пусть в условиях модели (R̄′
m) выполнены предположения первой части

следствия 2.9, а предельные соотношения в (303) имеют место в смысле сходимости по

вероятности. Тогда оценка θ∗n из следствия 2.9 определена с вероятностью, стремящейся

к 1, и является αn-состоятельной для параметра θ.

2.3.8 Доказательство утверждений раздела 2.3.7

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 2.11. В силу замечания 2.9, воспользуемся утверждением

теоремы 2.5 при hni = ∆zni и An = 0. Проводя рассуждения, аналогичные выводу следствия
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2.9, нам достаточно установить справедливость второго соотношения в (293). Положим

ηn = D−1
n

n∑
i=1

∆zniεi, γt(x) = 2E

ε21 1∫
0

(1− u)(eitxuε1 − 1)du


и рассмотрим характеристическую функцию случайной величины ηn. Используя формулу

Тейлора с остаточным членом в интегральной форме, имеем

Eeitηn = EE{εi} exp

{
itD−1

n

n∑
i=1

∆zniεi

}
=

= E
n∏
i=1

{
1− σ22−1t2D−2

n (∆zni)
2
(
1 + σ−2γt

(
D−1
n ∆zni

))}
, (308)

где σ2 = Eε21, E{εi} — оператор усреднения по набору случайных величин {εi} при фиксации

совокупности {zi}. Далее, в силу оценки |γt(x)| ≤ |tx|E|ε1|3/3 и теоремы Лебега о мажо-

рируемой сходимости γt(x) → 0 при x → 0 для всех фиксированных t. С учетом оценки

max
i≤n

|D−1
n ∆zni| ≤ σ−1 и представления для произведения

n∏
i=1

(1 + βi) = exp

{
n∑
i=1

βi +O

(
n∑
i=1

β2
i

)}
при max

i≤n
|βi| → 0

мы вправе вновь применить в (308) упомянутую теорему Лебега для внесения предела по n

под знак E. Таким образом, Eeitηn → e−t
2/2. □

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 2.12. Воспользуемся рассуждениями, приведенными в

доказательстве леммы 1.5 главы 1. Без ограничения общности полагаем, что zn:i = F−1(Un:i),

где F−1(x) при x ∈ [0, 1] есть обратная функция к функции распределения F (t), Un:1 ≤ . . . ≤

Un:n – вариационный ряд, построенный по выборке {Ui} равномерно распределенных вели-

чин. Нам понадобится следующее известное представление вариационного ряда по выборке

объема n из равномерного распределения (см., например, [325]):

Un:k
d
= SkS

−1
n+1,

где Sk =
k∑
i=1

τi, {τi} — независимые случайные величины, экспоненциально распределенные с

параметром 1. В силу неравенства Бернштейна для хвоста распределения максимума частич-

ных сумм центрированных случайных величин с конечными экспоненциальными моментами

(см., например, [225]), имеем

P
(
max
k≤n

|Sk − ESk| ≥ εnn

)
≤ e−cεn

√
n
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для всех n ≥ n0 и любой последовательности εn → 0 с условием εn
√
n → ∞, где c > 0

— абсолютная постоянная. Отсюда с помощью леммы Бореля–Кантелли заключаем, что

векторы

{Sk/n; k = 1, . . . , n} и {k/n; k = 1, . . . , n}

с вероятностью 1 будут сближаться в равномерной норме. В силу представления для Un:k и

закона больших чисел для {τi} случайные векторы {Un:k; k = 1, . . . , n} и {k/n; k = 1, . . . , n}

также будут сближаться по вероятности в равномерной норме. C помощью формулы конеч-

ных приращений и закона больших чисел получаем, что имеет место следующая эквивалент-

ность по вероятности:

σ−2D2
n =

n∑
i=1

(F−1(Un:i)− F−1(Un:i−1))
2 ∼ 1

n2

n∑
i=1

τ 2i
(F ′(F−1(Un:i)))2

∼

∼ 1

n2

n∑
i=1

τ 2i
(F ′(F−1(i/n)))2

=
1

n2

n∑
i=1

2

(F ′(F−1(i/n)))2
+

1

n
δn, (309)

где δn = n−1
n∑
i=1

(τ 2i − 2)(F ′(F−1(i/n)))−2. При выводе (309) мы также учли, что в наших

условиях функция (F ′(F−1(x)))2 будет равномерно непрерывной на [0, 1], совокупность то-

чек {Un:i; i = 1, . . . , n} образует измельчающееся разбиение отрезка [0, 1] с вероятностью 1.

Нетрудно видеть, что в силу неравенства Чебышева δn
p→ 0. Так что величина nD2

n эк-

вивалентна по вероятности интегральной сумме Римана, сходящейся к соответствующему

интегралу в (307). □

2.3.9 Многомерные регрессоры

Рассмотрим более общую по сравнению с предложенной выше схему построения явных

оценок для неизвестных параметров регрессионных моделей вида (R1) или (R̄m) в случае

многомерных регрессоров {zi}. В условиях модели (R̄m) считаем, что наблюдения {Xi} име-

ют структуру

Xi = f(θ, zi) + εi, zi ∈ P ⊂ Rk, i = 1, . . . , n, (310)

где множество P измеримо по Жордану.

Как и в главе 1, в основе построения оценок лежит конструкция кратного интеграла

Римана и соответствующих интегральных сумм Римана. Далее полагаем, что векторы {zi}

попарно различны. Аналогом свойства (C1) «плотного» заполнения регрессорами некоторой

области предлагается следующее условие, уже фигурировавшее в главе 1.

(Ck) Для каждого n существует такое разбиение множества P на n измеримых по

Жордану подмножеств {Pi, i = 1, . . . , n}, что каждый элемент этого разбиения содержит
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ровно по одной точке из набора {zi} (нумерация элементов разбиения такова, что zi ∈ Pi),

при этом max
i≤n

d(Pi) → 0, где d(A) = sup
x,y∈A

∥x− y∥k – диаметр множества.

Опишем вкратце схему построения оценок. В случае скалярного параметра θ нас интере-

сует предельное поведение сумм в правой части тождества

n∑
i=1

XiΛk(Pi) =
n∑
i=1

f(θ, zi)Λk(Pi) +
n∑
i=1

εiΛk(Pi),

где, напомним, Λk(·) есть мера Лебега в Rk. Если при всех θ ∈ Θ функция f(θ, z) как функция

k-мерного аргумента z интегрируема по Риману на множестве P (скажем, она непрерывна

и ограничена по z), то c учетом (Ck) справедливо предельное соотношение

n∑
i=1

f(θ, zi)Λk(Pi) →
∫
P

f(θ, z)dz = T (θ),

где величина T (θ) представляет собой кратный интеграл Римана. Далее, поскольку в силу

(Ck) выполнено
n∑
i=1

Λ2
k(Pi) ≤ Λk(P)

(
max
i≤n

d(Pi)
)k

→ 0,

то в случае центрированных погрешностей {εi} условие supnmaxi≤n Eε2i < ∞ гарантиру-

ет сходимость
∑n

i=1 εiΛk(Pi)
p→ 0. Если функция T (θ) строго монотонна и непрерывна, то

состоятельную оценку можно задать формулой

θ∗n = T−1

(
n∑
i=1

XiΛk(Pi)

)
. (311)

В широких условиях оценка θ∗n будет αn-состоятельной или асимптотически нормальной.

Точные условия извлекаются из теорем 2.4 или 2.5 при hni = Λk(Pi) и An ≡ 0 и аналогичны

вышеприведенным в подразделе 2.3.4, поэтому мы их опускаем.

З а м е ч а н и е 2.25. Алгоритмически найти указанное в (Ck) разбиение с отмеченными

точками можно, например, методом последовательных покоординатно-медианных сечений

(в случае, если P — параллелепипед) или с использованием диаграммы Вороного (см. подроб-

ности в разделе 1.3.3). Так, диаграмма Вороного (мозаика Вороного, разбиение Вороного)

некоторого конечного множества точек в k-мерном пространстве представляет собой такое

разбиение пространства Rk или его подмножества, содержащего указанный набор точек-

узлов, при котором каждый элемент этого разбиения содержит одну узловую точку и все

точки рассматриваемого подмножества, для которых данная узловая точка является бли-

жайшей. □
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З а м е ч а н и е 2.26. Понятно, что оценка θ∗n зависит от выбора того или иного разби-

ения множества P . Например, если одномерные регрессоры лежат в отрезке [c, d] ≡ P , то

с использованием разбиения Вороного указанного отрезка, оценку параметра можно задать

равенством θ∗n = T−1

(
n∑
i=1

∆̃zniXni

)
, где ∆̃zn1 = ∆zn1 + ∆zn2/2, ∆̃znn = ∆znn/2 + ∆znn+1,

∆̃zni = (∆zni +∆zni+1)/2 при i = 2, . . . , n − 1, а величины Xni и ∆zni введены в подраз-

деле 2.3.4 (см. формулу (289)). В некоторых случаях определенная здесь оценка θ∗ может

быть несколько точнее оценки, задаваемой формулой (291) (аналогичный эффект мы отме-

чали ранее в главе 1, см. замечание 1.15). В частности, соответствующие величины вида D2
n

(см. (293)), отвечающие за асимптотический разброс оценок, могут быть несколько меньше.

Но эти преимущества оказываются незначительными, особенно с точки зрения одношагово-

го оценивания, поэтому задача выбора в том или ином смысле оптимального разбиения для

наших целей не принципиальна. □

П р и м е р 2.18. Пусть f(θ, z) = θz1 + θ2z2 при z = (z1, z2), θ > 0, z1 ≥ 0, z2 ≥ 0. Пусть

P = [c1, d1]× [c2, d2]. В этом случае

T (θ) =

∫
P

f(θ, z)dz = 2−1θ(d21 − c21)(d2 − c2) + 2−1θ2(d1 − c1)(d
2
2 − c22).

В частности, при c1 = c2 = 0 и d1 = d2 = 1 имеем T (θ) = 2−1(θ + θ2). □

Наконец, для оценивания многомерного параметра θ в случае многомерных регрессоров

нужно воспользоваться указанными в этом разделе построениями и схемой, изложенной в

разделе 2.3.6 для скалярных регрессоров. Именно, рассмотрим конечное жорданово разби-

ение P(1), . . . ,P(m) исходного множества P . Для каждого подмножества P(l) повторим вы-

шеуказанные в этом разделе построения. В результате получим многомерное отображение

T(θ), определяемое соотношением

T(θ) = (T1(θ), . . . , Tm(θ)), где Tl(θ) =

∫
P(l)

f(θ, z)dz.

Если оно оказалось гомеоморфизмом, то оценку параметра θ определим равенством

θ∗n = T−1
( ∑
i:P(1)

i ∈P(1)

XiΛk(P(1)
i ), . . . ,

∑
i:P(m)

i ∈P(m)

XiΛk(P(m)
i )

)
. (312)

Здесь мы считаем, что нумерация элементов разбиения такова, что zi ∈ P(l)
i при некото-

ром l. Нетрудно видеть, что мы можем перенумеровать наблюдения {Xi} таким образом,

чтобы оценка (312) имела структуру (283). Следовательно, условия αn-состоятельности или

асимптотической нормальности оценки θ∗n легко извлечь из теорем 2.6 и 2.7.
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П р и м е р 2.19. Рассмотрим в качестве примера известную в приложениях регрессионную

функцию и покажем, что соответствующее отображение T(θ) обладает требуемыми свой-

ствами. Пусть f(θ, z) = zθ11 z
θ2
2 , где z = (z1, z2) ∈ P = [0, 1] × [0, 2], θ = (θ1, θ2), θ1, θ2 > 0.

Положим P(1) = [0, 1]× [0, 1], P(2) = [0, 1]× [1, 2]. В этом случае

T1(θ) =

∫
P(1)

f(θ, z)dz = (θ1 + 1)−1(θ2 + 1)−1,

T2(θ) =

∫
P(2)

f(θ, z)dz = (θ1 + 1)−1(θ2 + 1)−1(2θ2+1 − 1),

при этом якобиан двумерного преобразования T(θ) всюду положителен, и система T1(θ) = t1,

T2(θ) = t2 при любых t1, t2 > 0 однозначно разрешима в явном виде:

θ = T−1(t1, t2) =
(
t−1
1 log−1

2 (1 + t2/t1), log2(1 + t2/t1)
)
,

T(θ) является диффеоморфизмом открытого положительного квадранта на себя. □

Рандомизация многомерных регрессоров проводится в точности так же, как и в разде-

ле 2.3.7.
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3 Асимптотический анализ одношаговых оценок

Пусть X1, . . ., Xn — не обязательно независимые и одинаково распределенные наблю-

дения произвольной природы, распределения которых зависят от неизвестного параметра

θ ∈ Θ ⊂ Rm, подлежащего оцениванию. Определим M -оценки как статистики θ̃n, которые

на множестве асимптотически полной меры являются решениями уравнения

n∑
i=1

ψi(t, Xi) = 0, (313)

где {ψi(t, x)} — известные вектор-функции с условием Eψi(θ, Xi) = 0 при всех i.

Глава посвящена асимптотическому анализу нескольких типов одношаговых оценок, име-

ющих асимптотически ту же точность, что и асимптотически нормальные M -оценки θ̃n.

Устройство главы следующее. В разделе 3.1 содержится асимптотический анализ двух

типов одношаговых M -оценок. В частности, в подразделах 3.1.1 и 3.1.3 получены условия

асимптотической нормальности оценок. В подразделе 3.1.5 исследуется вопрос о точности

предварительной оценки, в подразделе 3.1.6 рассматривается поведение ближайшего к пара-

метру корня уравнения (313). Комментарии о k-шаговом оценивании приведены в подразде-

ле 3.1.8. Одношаговые приближения для взвешенных M -оценок исследуются в разделе 3.2.

Раздел 3.3 посвящен уточнению одношаговых оценок Фишера в случае медленно сходящих-

ся предварительных оценок. Результаты компьютерного моделирования, связанного с од-

ношаговым приближением оценок квазиправдоподобия и метода наименьших квадратов в

моделях нелинейной регрессии, приведены в разделе 3.4.

Результаты главы опубликованы в работах [361], [364], [365], [368] и [369].

3.1 Асимптотические свойства одношаговых M-оценок

3.1.1 Об условиях асимптотической нормальности

Нам потребуются следующие предположения.

(A1) Пусть нам даны наблюдения X1, . . . , Xn со значениями в произвольном измеримом

пространстве X и распределениями L1,θ, . . . ,Ln,θ, зависящими от основного неизвестного

параметра θ ∈ Θ ⊂ Rm, где Θ — открытое множество. Кроме того, эти распределения

могут зависеть от n и от некоторого второстепенного (мешающего) параметра σ ∈ Ξ

произвольной природы (зависимость от σ мы указывать не будем).

(A2) При любом i на множестве Θ × X заданы (зависящие, вообще говоря, от n) из-

меримые m-мерные векторы10 ψi(t, x) и m × m-мерные матрицы Di(t, x) такие, что для
10Условимся, что всюду в этой главе векторы — это вектор-столбцы.
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каждого интервала (t1, t2) ⊂ Θ при любом x ∈ X имеет место равенство

ψi(t2, x)−ψi(t1, x) =

1∫
0

Di(t1 + v(t2 − t1), x)dv · (t2 − t1),

конечны математические ожидания каждой компоненты матрицы Di(θ,Xi) и справедливы

соотношения Eψi(θ, Xi) = 0, E∥ψi(θ, Xi)∥2 <∞.

З а м е ч а н и е 3.1. Второстепенный параметр σ естественным образом возникает в моделях

регрессии. Например, этим параметром может быть дисперсия наблюдений, не связанная с

основным параметром. Математическое ожидание в (A2) и далее вычисляется по отношению

к распределению Li,θ (таким образом, оно может зависеть от σ). Условимся, что мы будем

писать E и P вместо Eθ,σ и Pθ,σ, соответственно. Заметим также, что для почти всех t ∈ Θ

матрица Di(t, Xi) с вероятностью 1 совпадает с матрицей Якоби вектора ψi(t, Xi). □

Через cond(A) обозначим число обусловленности произвольной квадратной матрицы A:

cond(A) ≡ ∥A−1∥∥A∥. Положим

Jn,θ =
n∑
i=1

EDi(θ, Xi), In,θ = E

(
n∑
i=1

ψi(θ, Xi)

)(
n∑
i=1

ψi(θ, Xi)

)⊤

.

(A3) Для всех достаточно больших n матрица Jn,θ невырождена, матрица In,θ поло-

жительно определена. Кроме того, ∥I−1/2
n,θ ∥∥Jn,θ∥ → ∞, supn cond(I

1/2
n,θ ) <∞ и

n∑
i=1

Di(θ, Xi)J
−1
n,θ

p→ I, I
−1/2
n,θ

n∑
i=1

ψi(θ, Xi)
d−→ Nm(0, I). (314)

Положим En,θ(∥δ∥) =
∑n

i=1
Eωi,θ(∥δ∥, Xi), где

ωi,θ(∥δ∥, Xi) =


sup

t: ∥t−θ∥≤∥δ∥

∥∥(Di(t, Xi)−Di(θ, Xi)
)
J−1
n,θ

∥∥, если [θ − δ,θ + δ] ⊂ Θ,

∞, иначе.

(A4) Имеет место соотношение lim sup En,θ(∥δ∥) → 0 при δ → 0.

(A5) Имеется оценка θ∗n такая, что

∥I−1/2
n,θ ∥∥Jn,θ∥∥θ∗n − θ∥En,θ

(
∥θ∗n − θ∥

) p→ 0.

Группу условий, состоящую из предположений (A1), . . . , (A5), обозначим символом (A).

При выполнении условий (A) в качестве оценки параметра θ рассмотрим статистику θ∗∗n ,
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определяемую соотношением

θ∗∗n = θ∗n −

(
n∑
i=1

Di(θ
∗
n, Xi)

)−1 n∑
i=1

ψi(θ
∗
n, Xi) (315)

во всех случаях, когда определены все величины в правой части равенства в (315). Как будет

установлено далее, при выполнении условий (A) справедливы соотношения

P(θ∗n ∈ Θ) → 1 и P

(
det
( n∑
i=1

Di(θ
∗
n, Xi)

)
̸= 0

)
→ 1.

Таким образом, при выполнении условий (A) статистика θ∗∗n определена с вероятностью,

стремящейся к 1. Справедлива

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (A). Тогда оценка θ∗∗n определена с вероятностью,

стремящейся к 1 и

δn,θ = I
−1/2
n,θ Jn,θ

(
θ∗∗n − θ

)
+ I

−1/2
n,θ

n∑
i=1

ψi(θ, Xi)
p→ 0. (316)

В частности,

I
−1/2
n,θ Jn,θ

(
θ∗∗n − θ

) d−→ Nm(0, I). (317)

З а м е ч а н и е 3.2. Соотношения (314) в условии (A3) — это соответственно варианты закона

больших чисел и центральной предельной теоремы в схеме серий. Достаточные условия для

выполнения таких предельных соотношений для тех или иных типов зависимостей хорошо

известны. В частности, если наблюдения независимы и m = 1, то для выполнения указанных

соотношений достаточно потребовать (см., например, [325]), чтобы

n∑
i=1

Emin
{∣∣ψ′

i(θ,Xi)− Eψ′
i(θ,Xi)

∣∣/|Jn,θ|, ∣∣ψ′
i(θ,Xi)− Eψ′

i(θ,Xi)
∣∣2/J2

n,θ

}
→ 0,

n∑
i=1

Emin
{∣∣ψ2

i (θ,Xi)
∣∣/In,θ, ∣∣ψi(θ,Xi)

∣∣s/Is/2n,θ

}
→ 0

при некотором s > 2. □

З а м е ч а н и е 3.3. Центральное условие группы предположений (A) — это условие (A5). Это

условие является некоторым универсальным ограничением, связывающем гладкость функ-

ций ψi(·, Xi), определяющих одношаговую M -оценку θ∗∗n , и скорость сближения предвари-

тельной оценки θ∗n и параметра θ, которые нужны для асимптотической нормальности од-
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ношаговых M -оценок. При этом точность предварительной оценки θ∗n и гладкость функций

ψi(·, Xi) в известном смысле обратно пропорциональны друг другу: чем меньше точность,

тем больше должна быть гладкость. Действительно, для выполнения (A5) достаточно, что-

бы величина En,θ(|δ|) и оценка θ∗n одновременно (для некоторого α из указанной области)

удовлетворяли одному из следующих двух условий:

lim sup En,θ(∥δ∥) = o(∥δ∥α) при δ → 0 и(
∥I−1/2
n,θ ∥∥Jn,θ∥

)1/(1+α)
∥θ∗n − θ∥ = Op(1), 0 ≤ α < 1;

(318)

или
lim sup En,θ(∥δ∥) = O(∥δ∥α) при δ → 0 и(

∥I−1/2
n,θ ∥∥Jn,θ∥

)1/(1+α)
∥θ∗n − θ∥

p→ 0, 0 < α ≤ 1.
(319)

В частности, в двух крайних случаях α = 0 и α = 1 получаем, что для справедливости (A5)

достаточно, чтобы

lim sup En,θ(∥δ∥) = o(1) при δ → 0 и ∥I−1/2
n,θ ∥∥Jn,θ∥∥θ∗n − θ∥ = Op(1)

или

lim sup En,θ(∥δ∥) = O(∥δ∥) при δ → 0 и ∥I−1/2
n,θ ∥∥Jn,θ∥∥θ∗n − θ∥2

p→ 0.

Таким образом, условие (A5) включает в себя широкий спектр ограничений на точность пред-

варительной оценки θ∗n. Отметим еще, что если ∥I−1/2
n,θ ∥∥Jn,θ∥ имеет порядок

√
n (в частно-

сти, в случае независимых одинаково распределенных наблюдений), то условия на точность

оценки θ∗n в указанных двух крайних случаях — это, соответственно, либо предположение о
√
n-ограниченности, либо об n1/4-состоятельности этой оценки. □

З а м е ч а н и е 3.4. Помимо различных «регулярных» вариантов поведения двух рассматри-

ваемых в замечании 3.3 характеристик, допускается и, в известной степени, «вырожденный»

случай, когда c вероятностью 1 элементы матрицы Di(t, Xi) постоянны в некоторой окрест-

ности {t : ∥t − θ∥ ≤ δo(θ)} параметра θ, т.е. ωi,θ(∥δ∥, Xi) = En,θ(∥δ∥) ≡ 0 при ∥δ∥ ≤ δo(θ). В

этом случае статистика θ∗n может быть произвольной и даже не сходиться к θ, лишь бы θ∗n

попадала в указанную окрестность θ с вероятностью, стремящейся к 1. Отметим, что подоб-

ная ситуация реализуется для оценки максимального правдоподобия одномерного параметра

сноса θ для однородной выборки из нормального распределения. □

Рассмотрим также некоторую модификацию оценки θ∗∗n из (315). Положим

θ̂
∗∗
n = θ∗n − J∗−1

n

n∑
i=1

ψi(θ
∗
n, Xi), (320)
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где матрица J∗n является статистикой, в некотором смысле приближающей Jn,θ. Подобная

оценка представляется весьма естественной, если сравнить определения (315) и (320) и учесть

первое условие в (314). Выбор оценки J∗n может быть достаточно очевиден, если Jn,θ = Jn,θ,σ ≡

Jn(θ). Здесь проще всего положить J∗n = Jn(θ
∗
n). Подобная ситуация реализуется, например, в

случае построения одношаговых приближений для оценки максимального правдоподобия (в

этом случае −Jn,θ = −Jn(θ) есть сумма информационных матриц Фишера, построенных по

элементам разнораспределенной выборки). Другие примеры приведены в разделе 3.4.1. Кро-

ме того, возможны ситуации, когда можно построить множество различных приближений

J∗n для Jn,θ (см. пример 3.4 в разделе 3.4.1). Поскольку выбор той или иной оценки J∗n может

быть осуществлен только в рамках конкретной статистической модели, то условия асимпто-

тической нормальности одношаговой оценки θ̂
∗∗
n приведем в предположении, что существует

статистика J∗n такая, что J∗nJ
−1
n,θ

p→ I. Положим Dn(θ) =
n∑
i=1

Di(θ, Xi)J
−1
n,θ − I.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия (A) и

∥I−1/2
n,θ ∥∥Jn,θ∥∥θ∗n − θ∥

(
∥J∗nJ−1

n,θ − I∥+
∥∥Dn(θ)

∥∥) p→ 0, J∗nJ
−1
n,θ

p→ I, (321)

Тогда оценка θ̂
∗∗
n определена с вероятностью, стремящейся к 1 и

I
−1/2
n,θ Jn,θ

(
θ̂
∗∗
n − θ

) d−→ Nm(0, I). (322)

Таким образом, при наличии некоторых приближений J∗n для Jn,θ, мы располагаем одно-

шаговыми оценками θ∗∗n и θ̂
∗∗
n , эквивалентными в смысле асимптотической точности. Понят-

но, что среди этих оценок можно выбирать в том или ином смысле более предпочтительную

оценку для параметра θ. Например, та или иная оценка может быть проще (см. раздел 3.4.1).

З а м е ч а н и е 3.5. Пусть Jn,θ = Jn(θ). Положим J∗
n = Jn(θ

∗
n) и предположим, что вы-

полнены условия (A1)–(A4). В этом случае для выполнения (A5) и условия (321) достаточно,

чтобы величины En,θ(∥δ∥), Jn(t) и оценка θ∗n одновременно удовлетворяли одному из следу-

ющих двух блоков условий:

(i) выполнено условие (318) и lim sup
∥∥Jn(t)J−1

n (θ)− I
∥∥ = o(∥t− θ∥α) при t → θ,

(
∥I−1/2
n,θ ∥∥Jn(θ)∥

)α/(1+α)∥∥Dn(θ)
∥∥ p→ 0;

(ii) выполнено (319) и lim sup
∥∥Jn(t)J−1

n (θ)− I
∥∥ = O(∥t− θ∥α) при t → θ,

(
∥I−1/2
n,θ ∥∥Jn(θ)∥

)α/(1+α)∥∥Dn(θ)
∥∥ = Op(1).
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□

З а м е ч а н и е 3.6. Интересно сравнить одношаговое оценивание и метод максимального

правдоподобия. Оказывается, известны примеры, когда оценка максимального правдоподо-

бия, удовлетворяющая M -уравнению, может не быть состоятельной, в то время как имеется

другой состоятельный корень этого уравнения. Более того, возможна ситуация, когда оцен-

ка максимального правдоподобия не существует, а соответствующая одношаговая оценка

является состоятельной с нужной скоростью сходимости (см., например, [162], [169]). Про-

иллюстрируем указанное преимущество одношагового оценивания одним простым примером

(см., например, [168]). Пусть {Xi} — независимые и одинаково распределенные случайные

величины, имеющие плотность распределения

fθ(x) = (2σ)−1φ
(
(x− α)/σ

)
+ 2−1φ(x),

где φ(x) = e−x
2/2/

√
2π и θ = (α, σ2)⊤, Θ = {α ∈ R, σ > 0}. С одной стороны, оценка

максимального правдоподобия параметра θ здесь не существует, поскольку функция прав-

доподобия неограничена в окрестностях n точек (Xi, 0), лежащих на границе множества Θ.

С другой стороны, соответствующие одношаговые оценки θ∗∗n или θ̂
∗∗
n , где θ∗n оценка метода

моментов, являются асимптотически эффективными в смысле сходимости (317) или (322). □

3.1.2 Доказательство утверждений раздела 3.1.1

В доказательствах для краткости всюду положим

In = In,θ, Jn = Jn,θ, δn = δn,θ, En(·) = En,θ(·), ωi(·, Xi) = ωi,θ(·, Xi). (323)

Введем обозначения

u∗
n = θ∗n − θ, Rn(u) =

n∑
i=1

(
Di(θ + u, Xi)−Di(θ, Xi)

)
J−1
n ,

ρn(u) = I−1/2
n

n∑
i=1

(
Di(θ + u, Xi)−Di(θ, Xi)

)
u,

ρn(u) = I−1/2
n

n∑
i=1

(
ψi(θ + u, Xi)−ψi(θ, Xi)−Di(θ + u, Xi)u

)
.

(324)

Нам потребуется два вспомогательных утверждения.

Лемма 3.1. Пусть αn(·) : [0,∞) → [0,∞), n = 1, 2, . . . , — последовательность случай-

ных процессов с монотонно неубывающими траекториями и конечными средними bn(t) =

Eαn(t). Пусть bn(ηn)
p→ 0 для некоторой последовательности случайных величин ηn ≥ 0.

Тогда αn(ηn)
p→ 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения приведено, например, в [338].

Лемма 3.2. Если выполнены условия (A), то

Rn(u
∗
n)

p→ 0, ρn(u
∗
n)

p→ 0, ρn(u
∗
n)

p→ 0 (325)

и оценка θ∗∗n определена с вероятностью, стремящейся к 1. Если дополнительно справед-

ливы соотношения (321), то оценка θ̂
∗∗
n определена с вероятностью, стремящейся к 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В условиях леммы имеют место следующие предельные

соотношения:

En(∥u∗
n∥)

p→ 0 и ∥I−1/2
n ∥∥Jn∥∥u∗

n∥En(∥u∗
n∥)

p→ 0. (326)

Действительно, вторая сходимость в (326) совпадает с условием (A5). Кроме того, с учетом

этого соотношения для любого ε > 0

P
(
En(∥u∗

n∥) > ε
)
= P

(
En(∥u∗

n∥) > ε, ∥I−1/2
n ∥∥Jn∥∥u∗

n∥ ≥ 1
)
+

+ P
(
En(∥u∗

n∥) > ε, ∥I−1/2
n ∥∥Jn∥∥u∗

n∥ < 1
)
≤ P

(
∥I−1/2
n ∥∥Jn∥∥u∗

n∥En(∥u∗
n∥) > ε

)
+

+ P
(
En(∥u∗

n∥) > ε, ∥u∗
n∥ < (∥I−1/2

n ∥∥Jn∥)−1
)
→ 0. (327)

При выводе сходимости в (327) мы использовали то, что начиная с некоторых n в правой

части (327) под знаком вероятности стоит невозможное событие. Этот факт следует из мо-

нотонности функций En(·) и условий (A3) и (A4).

Далее, ввиду (A2),

ψi(θ + u, Xi)−ψi(θ, Xi)−Di(θ, Xi)u =

1∫
0

(
Di(θ + vu)−Di(θ, Xi)

)
dvu. (328)

Следовательно, с учетом (324) и (328) получаем, что

∥Rn(u)∥ ≤
n∑
i=1

ωi(∥u∥, Xi),

∥ρn(u)∥ ≤ ∥I−1/2
n ∥Jn∥∥u∥

n∑
i=1

ωi(∥u∥, Xi),

∥ρn(u)∥ ≤ ∥I−1/2
n ∥Jn∥∥u∥

n∑
i=1

ωi(∥u∥, Xi).

(329)

Функции в правой части соотношений (329), рассматриваемые как функции αn(∥u∥), удовле-

творяют условиям леммы 3.1. C учетом равенства En(∥u∥) =
n∑
i=1

Eωi(∥u∥, Xi) все предельные

соотношения в (325) следуют теперь из леммы 3.1 при ηn = ∥u∗
n∥.

229



Докажем два последних утверждения леммы. Поскольку c вероятностью, стремящейся

к 1, величина En(∥θ∗n− θ∥) конечна в силу (326), то P(θ∗n ∈ Θ) → 1. Следовательно, согласно

условию (A2), с вероятностью, стремящейся к 1, определены величины
∑n

i=1ψi(θ
∗
n, Xi) и∑n

i=1Di(θ
∗
n, Xi). А поскольку еще

n∑
i=1

Di(θ
∗
n, Xi)J

−1
n =

n∑
i=1

Di(θ, Xi)J
−1
n +Rn(u

∗
n),

то из условия (A3) и первого соотношения в (325) заключаем, что

P
(
det
( n∑
i=1

Di(θ
∗
n, Xi)

)
̸= 0
)
→ 1.

Таким образом, с учетом определения (315), статистика θ∗∗n определена с вероятностью, стре-

мящейся к 1. Вместе с определением (320) и условием (321) получаем, что статистика θ̂
∗∗
n

также определена с вероятностью, стремящейся к 1. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.1. Из условия (A3) и определения (315) следует, что

Rn =
n∑
i=1

Di(θ, Xi)J
−1
n − I

p→ 0, ρn0 = I−1/2
n

n∑
i=1

ψi(θ, Xi)
d−→ Nm(0, I),

n∑
i=1

Di(θ
∗
n, Xi)(θ

∗∗
n − θ) =

n∑
i=1

Di(θ
∗
n, Xi)(θ

∗
n − θ)−

n∑
i=1

ψi(θ
∗
n, Xi).

(330)

Далее, учитывая определения (316) и (324), получаем

δn ≡ I−1/2
n Jn(θ

∗∗
n − θ) + ρn0 =

(
Hn + I

)−1(
Hnρn0 + ρn(u

∗
n)− ρn(u∗

n)
)
, (331)

где Hn = I
−1/2
n

(
Rn(u

∗
n) + Rn

)
I
1/2
n . Из (330), леммы 3.2 и условия (A3) заключаем, что

∥Hn∥ ≤
(
∥Rn(u

∗
n)∥+ ∥Rn∥

)
sup
n

∥I−1/2
n ∥∥I1/2n ∥ p→ 0.

Таким образом, Hn
p→ 0. Утверждения (316) и (317) теоремы следуют теперь из соотно-

шения (331), леммы 3.2 и второго предельного соотношения в (330). Первое утверждение

теоремы доказано в лемме 3.2. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.2. Тот факт, что оценка θ̂
∗∗
n определена с вероятностью,

стремящейся к 1, установлен в лемме 3.2. Далее, с учетом (321), имеем

ρn1 = I−1/2
n (J∗n − Jn)u

∗
n

p→ 0,

ρn2 = I−1/2
n

( n∑
i=1

Di(θ, Xi)− Jn

)
u∗
n

p→ 0,

Rn1 = I−1/2
n

(
J∗nJ

−1
n − I

)
I1/2n

p→ 0.

(332)
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Первые два предельных соотношения очевидны. Третья сходимость в (332) является след-

ствием следующих соотношений:

∥Rn1∥ ≤ ∥I−1/2
n ∥∥

(
J∗nJ

−1
n − I

)
∥∥I1/2n ∥ ≤ ∥

(
J∗nJ

−1
n − I

)
∥ sup

n
∥I−1/2
n ∥∥I1/2n ∥ p→ 0.

Из определения (320) и обозначений из (324) и (332) получаем тождество

I−1/2
n Jn(θ̂

∗∗
n − θ) =

(
Rn1 + I

)−1(
ρn1 − ρn2 − ρn(u∗

n)− ρn0
)
.

Сходимость (322) следует теперь из леммы 3.2 и соотношений (330) и (332). □

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждений из замечания 3.3. Пусть выполнены ограничения

из (318). В этом случае для всех достаточно больших n

∥I−1/2
n ∥∥Jn∥∥u∗

n∥En(∥u∗
n∥) ≤ ∥I−1/2

n ∥∥Jn∥∥u∗
n∥1+αop(1) =

=
((

∥I−1/2
n ∥∥Jn∥

)1/(1+α) ∥u∗
n∥
)1+α

op(1) = (Op(1))
1+α op(1)

p→ 0. (333)

Если же выполнены условия из (319), то нужно в этих рассуждениях поменять местами

символы op(1) и Op(1). □

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждений из замечания 3.5. Пусть выполнены ограничения из

(i). В этом случае имеет место (333), т.е. справедливо условие (A5). Кроме того, поскольку

∥I−1/2
n ∥∥Jn∥ → ∞, то в силу второго условия из (318) выполнено u∗

n

p→ 0. Следовательно,

для всех достаточно больших n

∥Jn(θ∗)Jn − I∥ = ∥u∗
n∥αop(1)

p→ 0,

∥I−1/2
n ∥∥Jn∥∥u∗

n∥
∥∥Jn(θ∗)J−1

n − I
∥∥ = ∥I−1/2

n ∥∥Jn∥∥u∗
n∥1+αop(1) =

=
((

∥I−1/2
n ∥∥Jn∥

)1/(1+α) ∥u∗
n∥
)1+α

op(1) = (Op(1))
1+α op(1),

(
∥I−1/2
n ∥∥Jn∥

)
∥u∗

n∥
∥∥Dn(θ)

∥∥ =
(
∥I−1/2
n ∥∥Jn∥

)1/(1+α) ∥u∗
n∥×

×
∥∥Dn(θ)

∥∥ (∥I−1/2
n ∥∥Jn∥

)α/(1+α)
= Op(1) · op(1)

p→ 0,

т.е. выполнены все условия в (321).

Чтобы извлечь (321) в случае, когда выполнены условия (ii), нужно повторить вышепри-

веденные рассуждения, поменяв местами символы op(1) и Op(1). □
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3.1.3 Некоторые дополнения

Далее для упрощения изложения считаем, что основной параметр θ одномерный (m = 1).

В этом разделе мы приведем два утверждения. Первое касается оценивания коэффициента

Qn,θ = I
−1/2
n,θ Jn,θ, нормирующего разность θ∗∗n − θ в теореме 3.1 об асимптотической нормаль-

ности оценки θ∗∗n . Второе содержит равномерный по параметрам аналог теоремы 3.1.

Положим

Q∗
n =

(
n∑
i=1

ψ2
i (θ

∗∗
n , Xi)

)−1/2 n∑
i=1

Di(θ
∗
n, Xi) (334)

во всех случаях, когда определена правая часть этого равенства. Следующее утверждение

может быть полезным при построении доверительных интервалов и проверке гипотез, по-

скольку множитель Q∗
n, нормирующий разность θ∗∗n − θ, является статистикой (заданной на

множестве выборок асимптотически полной меры).

Теорема 3.3. Если выполнены условия (A) и

I−1
n,θ

n∑
i=1

ψ2
i (θ,Xi)

p→ 1, J−2
n,θ

n∑
i=1

D2
i (θ,Xi)

p→ 0, (335)

то величина Q∗
n определена с вероятностью, стремящейся к 1, и

Q∗
n

(
θ∗∗n − θ

) d−→ N1(0, 1).

З а м е ч а н и е 3.7. Первое условие в (335) является вариантом закона больших чисел и

достаточные условия для его выполнения хорошо известны (см., например, [325], а также

замечание 3.2). Заметим еще, что в случае разнораспределенных наблюдений соответству-

ющего условия из (A3) не достаточно, чтобы было выполнено второе соотношение в (335)

(требуемый пример нетрудно построить).

Имеет место следующий равномерный по параметрам аналог последнего утверждения

теоремы 3.1.

Теорема 3.4. Пусть в условиях (A) предельные соотношения из (314), (A4) и (A5) заменены

следующими:

sup
θ∈Θ,σ∈Ξ,x∈R

∣∣∣∣∣P
(
I
−1/2
n,θ

n∑
i=1

ψi(θ,Xi) < x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣→ 0

и для любого ε > 0 sup
θ∈Θ,σ∈Ξ

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Di(θ,Xi)J
−1
n,θ − 1

∣∣∣∣∣ > ε

)
→ 0,

sup
θ∈Θ,σ∈Ξ

(
P
(
I
−1/2
n,θ |Jn,θ||θ∗n − θ|En,θ(|θ∗n − θ|) > ε

)
+ P (En,θ(|θ∗n − θ|) > ε)

)
→ 0,
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где Φ(x) — функция распределения стандартного нормального закона. Тогда

sup
θ∈Θ,σ∈Ξ,x∈R

∣∣∣P(I−1/2
n,θ Jn,θ(θ

∗∗
n − θ) < x

)
− Φ(x)

∣∣∣→ 0.

3.1.4 Доказательство утверждений раздела 3.1.3

Для вывода теоремы 3.3 нам потребуется

Лемма 3.3. Пусть выполнены условия (A) и (335). Тогда

ρn3 = I−1/2
n

(
ψn,2(θ

∗∗
n )− ψn,2(θ)

) p→ 0 при ψ2
n,2(t) =

n∑
i=1

ψ2
i (t,Xi) (336)

и статистика Q∗
n определена с вероятностью, стремящейся к 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим u∗∗n = θ∗∗n − θ. Имеют место следующие соотношения:

I−1/2
n Jnu

∗∗
n = Op(1),

n∑
i=1

wi(|u∗∗n |, Xi)
p→ 0. (337)

Первое из этих соотношений следует из сходимости I
−1/2
n Jnu

∗∗
n

d−→ N1(0, 1), доказанной в

теореме 3.1. Второе – из леммы 3.1 при ηn = |u∗∗n | и αn(·) =
∑n

i=1wi(·, Xi), если только

еще учесть равенство En(·) =
∑n

i=1 Ewi(·, Xi) и тот факт, что En(|u∗∗n |) p→ 0 в силу первого

соотношения в (337), сходимости I−1/2
n |Jn| → ∞ из (A3) и условия (A4).

Заметим теперь, что в силу определения (336) и условия (A2), справедливы соотношения

In
1/2|ρn3| ≤

(
n∑
i=1

(ψi(θ
∗∗
n , Xi)− ψi(θ,Xi))

2

)1/2

=

 n∑
i=1

 θ∗∗n∫
θ

Di(t,Xi)dt

2


1/2

≤

≤
√
2

 n∑
i=1

 θ∗∗n∫
θ

(Di(t,Xi)−Di(θ,Xi)) dt

2


1/2

+
√
2

 n∑
i=1

 θ∗∗n∫
θ

Di(θ,Xi)dt

2


1/2

≤

≤
√
2|u∗∗n |

 n∑
i=1

(
sup

t:|t−θ|≤|u∗∗n |
|Di(t,Xi)−Di(θ,Xi)|

)2
1/2

+
√
2|u∗∗n |

(
n∑
i=1

D2
i (θ,Xi)

)1/2

≤

≤
√
2|Jn||u∗∗n |

n∑
i=1

ωi(|u∗∗n |, Xi) +
√
2|u∗∗n |

(
n∑
i=1

D2
i (θ,Xi)

)1/2

.

Следовательно, используя соотношения (335) и (337), получаем

|ρn3| ≤
√
2I−1/2
n |Jn||u∗∗n |

n∑
i=1

ωi(|u∗∗n |, Xi) +
√
2I−1/2
n |Jn||u∗∗n |

(
J−2
n

n∑
i=1

D2
i (θ,Xi)

)1/2

p→ 0
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и первое утверждение леммы доказано.

По теореме 3.1 оценка θ∗∗n является асимптотически нормальной, поэтому справедливо

соотношение P(θ∗∗n ∈ Θ) → 1. А поскольку еще P(θ∗n ∈ Θ) → 1 (см. доказательство леммы 3.2),

то с вероятностью, стремящейся к 1 определены величины
∑n

i=1Di(θ
∗
n, Xi) и ψn,2(θ∗∗n ). Кроме

того, I−1/2
n ψn,2(θ

∗∗
n ) = ρn3 + I

−1/2
n ψn,2(θ), то из первого условия в (335) и сходимости (336)

заключаем, что P
(
ψn,2(θ

∗∗
n ) = 0

)
→ 0. Таким образом, с учетом определения (334), статистика

Q∗
n определена с вероятностью, стремящейся к 1. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.3. Используя тождество в (330), а также обозначения,

введенные в (324) и (336), получаем следующее представление:

Q∗
n(θ

∗∗
n − θ) = −

I−1/2
n

∑n

i=1
ψi(θ,Xi) + ρn(u

∗
n)− ρn(u

∗
n)

I
−1/2
n ψn,2(θ) + ρn3

. (338)

Но I−1/2
n ψn,2(θ)

p→ 1 в силу первого условия в (335). Утверждения теоремы вытекают теперь

из тождества (338), лемм 3.2, 3.3 и предельного соотношения (314) из условия (A3). □

Нам также потребуются следующие равномерные по параметру утверждения.

Лемма 3.4. Пусть случайные последовательности ζn1,ϑ, ζn2,ϑ, ζn3,ϑ и ζn4,ϑ, зависящие от

параметра ϑ ∈ Q таковы, что

sup
ϑ∈Q,x∈R

|P(ζn1,ϑ < x)− Φ(x)| → 0

и для любого ε > 0

sup
ϑ∈Q

P(|ζn2,ϑ − 1| > ε) → 0, sup
ϑ∈Q

P(|ζn3,ϑ| > ε) → 0, sup
ϑ∈Q

P(|ζn4,ϑ| > ε) → 0.

Тогда

sup
ϑ∈Q,x∈R

|P(ζn,ϑ < x)− Φ(x)| → 0 при ζn,ϑ = (ζn1,ϑ + ζn3,ϑ)/(ζn2,ϑ + ζn4,ϑ).

Лемма 3.5. Пусть αn,ϑ(·) : [0,∞) → [0,∞) – последовательность случайных процессов с

монотонно неубывающими траекториями, зависящих дополнительно от некоторого пара-

метра ϑ ∈ Q и имеющих конечные средние bn,ϑ(·) = Eαn,ϑ(·). Кроме того, при всех ε > 0

supϑ∈Q P(bn,ϑ(ηn) > ε) → 0 для некоторой последовательности случайных величин ηn ≥ 0.

Тогда для любого ε > 0 имеет место равномерная сходимость supϑ∈Q P(αn,ϑ(ηn) > ε) → 0.

Для доказательства леммы 3.5 нужно в новых условиях повторить вывод утверждения

леммы 3.1. Доказательство леммы 3.4 элементарно, поэтому мы его опускаем.
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.4. Используя представление из (330) и обозначения,

введенные в (324), нетрудно извлечь тождество

I−1/2
n Jn(θ

∗∗
n − θ) = −

I−1/2
n

∑n

i=1
ψi(θ,Xi) + ρn(u

∗
n)− ρn(u

∗
n)∑n

i=1
Di(θ,Xi)J

−1
n +Rn(u

∗
n)

. (339)

Остается воспользоваться леммой 3.4 при ϑ = (θ, σ) и

ζn = I−1/2
n Jn(θ

∗∗
n − θ), ζn1 = I−1/2

n

n∑
i=1

ψi(θ,Xi), ζn2 =
n∑
i=1

Di(θ,Xi)J
−1
n ,

ζn3 = ρn(u
∗
n)− ρn(u

∗
n), ζn4 = Rn(u

∗
n),

при этом оценивание погрешностей ζn3 и ζn4 аналогично выводу леммы 3.2, если в этом

доказательстве вместо леммы 3.1 использовать утверждение леммы 3.5. □

3.1.5 О точности предварительной оценки

Обсудим подробнее условия на точность предварительной оценки θ∗n, используемые в тео-

реме 3.1 об асимптотической нормальности одношаговой M -оценки θ∗∗n . Оказывается, при

некоторых достаточно широких ограничениях условие(
I−1
n,θJ

2
n,θ

)1/4|θ∗n − θ| p→ 0 (340)

является необходимым для справедливости следующего соотношения, введенного в (316):

δn,θ ≡ I
−1/2
n,θ Jn,θ

(
θ∗∗n − θ

)
+ I

−1/2
n,θ

n∑
i=1

ψi(θ,Xi)
p→ 0.

Таким образом, с учетом (A3), условие (340) можно считать в некотором смысле минималь-

ным достаточным ограничением для доказательства асимптотической нормальности (317)

одношаговой оценки θ∗∗n . Напомним, что в случае независимых и одинаково распределенных

наблюдений ограничение (340) есть условие n1/4-состоятельности оценки θ∗n.

Чтобы сформулировать точное утверждение, нам потребуется дополнительное условие.

(A6)При всех i функции ψi(t,Xi) c вероятностью 1 дважды дифференцируемы по t и для

любого ε > 0

P (δ) = lim supP
( n∑
i=1

sup
t:|t−θ|≤δ

|ψ′′
i (t,Xi)− ψ′′

i (θ,Xi)|/|Jn,θ| > ε
)
→ 0 при δ → 0.

Кроме того, ψ′′
n(θ) =

∑n

i=1

(
ψ′′
i (θ,Xi)− Eψ′′

i (θ,Xi)
)
/Jn,θ

p→ 0.
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Теорема 3.5. Пусть выполнены условия (A), (A6) и предварительная оценка θ∗n состоя-

тельна. Тогда справедливо соотношение

δn,θ = I
−1/2
n,θ Jn,θ(θ

∗
n − θ)2

(
n∑
i=1

Eψ′′
i (θ,Xi)/(2Jn,θ) + op(1)

)
+ op(1). (341)

Если дополнительно lim inf
∣∣ n∑
i=1

Eψ′′
i (θ,Xi)

∣∣/|Jn,θ| ≥ δ при некотором δ > 0, то соотноше-

ние (316) имеет место тогда и только тогда, когда выполнено (340).

Таким образом, с учетом замечания 3.3, асимптотическая нормальность одношаговых

M -оценок установлена в широком спектре ограничений на точность предварительной оцен-

ки θ∗n. В завершении раздела приведем простой пример, касающийся различных скоростей

сближения оценки θ∗n и параметра θ.

П р и м е р 3.1. Пусть {Xi} — последовательность независимых одинаково распределенных

случайных величин, имеющих плотность распределения

fθ(x) =
h+ 1

θ(1 + x/θ)2+h
при x ≥ 0,

где h ∈ (0, 1] фиксировано. Поскольку EX1 = θ/h, то оценка метода моментов для параметра

θ есть θ∗n = h
∑n

i=1Xi/n. Эта оценка может быть использована в качестве предваритель-

ной для аппроксимации оценки максимального правдоподобия. Заметим, что распределения

nα(θ∗n − θ) при α = h/(h + 1) ∈ (0, 1/2) слабо сходятся к устойчивому (см. раздел 3.3.2,

замечание 3.16). Таким образом, значение h определяет скорость сближения θ∗n и θ. Этот

пример нетрудно модифицировать на случай разнораспределенных наблюдений. Например,

положим Xi = Yi+δi, где {Yi} независимы и одинаково распределены с вышеуказанной плот-

ностью и
∑n

i=1 δi
/
n1−α → 0 при α = h/(h + 1). В этом случае распределения nα(θ∗n − θ) при

θ∗n = h
∑n

i=1Xi/n слабо сходятся к устойчивому. Примеры предварительных оценок в задачах

нелинейной регрессии, имеющих различные скорости сходимости, приведены в главе 2.

3.1.6 О ближайшем к параметру корне уравнения

Обозначим через θ̃n(t) ближайшее к t решение уравнения

ψn(t) = 0, где ψn(t) =
n∑
i=1

ψi(t,Xi). (342)

Нам также потребуется вариант закона больших чисел

n∑
i=1

sup
t:|t−θ|≤δ

Di(t,Xi)

(
n∑
i=1

E sup
t:|t−θ|≤δ

Di(t,Xi)

)−1

p→ 1 (343)
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при некотором δ > 0. Следующее утверждение описывает поведение θ̃n(θ).

Теорема 3.6. Пусть выполнены условия (A1)–(A3) и lim sup Jn,θ < 0. Кроме того, при неко-

тором 0 < δθ ≤ ∞ справедливо неравенство

lim sup En,θ(δθ) < 1 (344)

и соотношение (343) имеет место при δ = δθ. Тогда с вероятностью, стремящейся к 1, на

интервале (θ−δθ, θ+δθ) функция ψn(t), определенная в (342), строго убывает и меняет знак,

т.e. с вероятностью, стремящейся к 1, на этом интервале существует единственное

решение θ̃n(θ) уравнения (342).

Если дополнительно выполнено условие (A4) и сходимость (343) имеет место при всех

δ = δθ таких, что выполнено (344), то

I
−1/2
n,θ Jn,θ

(
θ̃n(θ)− θ

) d−→ N1

(
0, 1
)
. (345)

З а м е ч а н и е 3.8. Если lim inf Jn,θ > 0 и в условиях теоремы 3.6 вместо предельного

соотношения (343) выполнено

n∑
i=1

inf
t:|t−θ|≤δ

Di(t,Xi)

(
n∑
i=1

E inf
t:|t−θ|≤δ

Di(t,Xi)

)−1

p→ 1, (346)

то все утверждения теоремы 3.6 сохранятся (но функция ψn(t) будет строго возрастающей).

Заметим также (см., например, [324]), что в случае независимых наблюдений условие (343)

выполнено, если имеет место сходимость
n∑
i=1

Emin
{
|ξi,n|, |ξi,n|2

}
→ 0 при

ξi,n =

(
sup

t:|t−θ|≤δ
Di(t,Xi)− E sup

t:|t−θ|≤δ
Di(t,Xi)

)(
n∑
i=1

E sup
t:|t−θ|≤δ

Di(t,Xi)

)−1

.

Аналогично, заменой супремума на инфимум в вышеприведенной формуле, получим доста-

точное условие для выполнения (346). □

Таким образом, согласно теореме 3.6, при весьма слабых ограничениях в окрестности па-

раметра θ существует единственный корень θ̃n(θ) уравнения (342), удовлетворяющий (345).

Этот корень уравнения и приближают одношаговые M -оценки. Стоит отметить, что θ̃n(θ)

не является статистикой, поскольку эта величина зависит не только от выборки, но и от

неизвестного параметра θ. Однако в случае, когда известна некоторая предварительная со-

стоятельная оценка θ∗n, суперпозиция θ̃n(θ∗n), являющаяся M -оценкой (статистикой), облада-

ет свойством: P(θ̃n(θ) = θ̃n(θ
∗
n)) → 1. Иными словам, алгоритм построения оценки состоит в
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следующем: мы выбираем корень уравнения (342), ближайший к состоятельной оценке θ∗n.

Отметим еще, что если θ̃n — произвольная состоятельная M -оценка, то в условиях тео-

ремы 3.6 выполнено P
(
θ̃n = θ̃n(θ)

)
→ 1. Тем самым, из теоремы 3.6 и замечания 3.8 можно

извлечь следующее утверждение об асимптотическом поведении собственно M -оценок.

Следствие 3.1. Пусть выполнены условия (A1)–(A4) и M-оценка θ̃n состоятельна. Кроме

того, либо lim sup Jn,θ < 0 и условие (343) выполнено при всех δ = δθ таких, что верно (344),

либо lim inf Jn,θ > 0 и условие (346) выполнено при всех δ = δθ таких, что верно (344). Тогда

I
−1/2
n,θ Jn,θ

(
θ̃n − θ

) d−→ N1

(
0, 1
)
. (347)

З а м е ч а н и е 3.9. Несколько иные достаточные условия для выполнения соотноше-

ния (347) можно извлечь из теоремы 3.1. Действительно, в качестве предварительной оценки

использовать M -оценку, то одношаговая M -оценка совпадает с M -оценкой. Другими слова-

ми, если θ∗n ≡ θ̃n, то θ∗∗n ≡ θ̃n (подобный эффект использовался, например, в [309]). Тем

самым, из теоремы 3.1 получаем следующее утверждение:

Если выполнены условия (A1)–(A4) и I
−1/2
n,θ Jn,θ(θ̃n − θ) = Op(1), то справедливо (347). □

Далее приведем пример, когда имеются две M -оценки, они не состоятельны, в то время

как ближайшее к θ решение θ̃n(θ) соответствующего уравнения почти наверное сходится к θ.

П р и м е р 3.2. Пусть X1, . . . , Xn независимые одинаково распределенные наблюдения из

параметрического семейства Lθ(·) = θL(1)(·)+θ2L(2)(·)+(1−θ−θ2)L(3)(·), где L(k) есть некото-

рые распределения (в общем случае, не известные) с известными средними ak =
∫
tL(k)(dt),

k = 1, 2, 3. Предположим, для простоты, что a3−a1 = a2−a3 = δ > 0. Определим множество

Θ = {θ > 0 : θ2 + θ < 1, θ ̸= 1/2} ≡ {θ : 0 < θ < (
√
5− 1)/2, θ ̸= 1/2}

и положим ψ(θ,Xi) = Xi − θa1 − θ2a2 − (1 − θ − θ2)a3. Заметим, что при сделанных выше

предположениях Eψ′(θ,Xi) ̸= 0 при всех θ ∈ Θ. Для оценивания параметра θ используем

следующее уравнение:

0 =
n∑
i=1

ψ(θ,Xi) = nX − n
(
θa1 + θ2a2 + (1− θ − θ2)a3

)
, где X =

n∑
i=1

Xi/n.

Таким образом, нас интересует квадратное уравнение θ2δ − θδ + a3 − X = 0. Поскольку

a3 − X → (θ − θ2)δ почти наверное, то асимптотически дискриминант этого квадратного

уравнения есть (1 − 2θ)2 и положителен при всех t ∈ Θ, тем самым корни вещественны с
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вероятностью, стремящейся к 1. Имеем

θ̃n1,2 = Re
(
1±

√
1− 4(a3 −X)/δ

)
/2

p→ (1± |1− 2θ|)/2.

То есть с вероятностью, стремящейся к 1, статистики θ̃n1 < θ̃n2 являются корнями выше-

указанного квадратного уравнения. Согласно вышеприведенному определению, они являют-

ся M -оценками. Однако они не состоятельны. В самом деле, θ̃n1 → θ почти наверное при

0 < θ < 1/2 и θ̃n2 → θ почти наверное при 1/2 < θ ≤ (
√
5 − 1)/2. Ближайший к θ корень

θ̃n(θ) рассматриваемого уравнения при достаточно больших n определяется следующим со-

отношением:

θ̃n(θ) =

θ̃n1, если 0 < θ < 1/2,

θ̃n2, если 1/2 < θ ≤ (
√
5− 1)/2,

при этом θ̃n(θ) → θ почти наверное. □

3.1.7 Доказательство утверждений разделов 3.1.5 и 3.1.6

Для доказательства теоремы 3.5 нам потребуется вспомогательное утверждение.

Лемма 3.6. Пусть выполнены условия теоремы 3.5. Тогда

ρn4 =

∣∣∣∣∣ρn(u∗n)− ρn(u
∗
n)− (u∗n)

2I−1/2
n

n∑
i=1

Eψ′′
i (θ,Xi)/2

∣∣∣∣∣ = I−1/2
n Jn(u

∗
n)

2op(1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что Di(·, Xi) ≡ ψ′
i(·, Xi) при всех i. Положим

µi(u,Xi) =


(
ψ′
i(θ + u,Xi)− ψ′

i(θ,Xi)
)
/u− ψ′′

i (θ,Xi), если u ̸= 0,

0, если u = 0,
(348)

µn(δ) = |Jn|−1

n∑
i=1

sup
u:|u|≤δ,θ+u∈Θ

|µi(u,Xi)|. (349)

Покажем прежде всего, что

µn(u
∗
n)

p→ 0. (350)

В самом деле, поскольку µi(u,Xi) =

1∫
0

ψ′′
i (θ + uv,Xi)dv − ψ′′

i (θ,Xi), то

µn(δ) ≤ |Jn|−1

n∑
i=1

sup
t∈Θ:|t−θ|≤δ

|ψ′′
i (t,Xi)− ψ′′

i (θ,Xi)|.
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Таким образом, при всех неслучайных ε > 0 и α > 0 и подходящего δ = δ(α) > 0 выполнено

P
(
µn(u

∗
n) > ε

)
≤ P

(
|u∗n| > δ

)
+ P

(
µn(δ) > ε

)
,

lim supP
(
µn(u

∗
n) > ε

)
≤ lim supP

(
µn(δ) > ε

)
≤ P (δ) < α. (351)

Здесь мы еще учли, что P (δ) → 0 при δ → 0 в силу (A6). Предельное соотношение (350)

установлено.

Завершим доказательство леммы. Сравнивая определения (324), (348) и обозначение ψ′′
n(θ)

из (A6), получаем

I1/2n ρn(vu
∗
n)/v − v(u∗n)

2

n∑
i=1

Eψ′′
i (θ,Xi) = v(u∗n)

2Jnψ′′
n(θ) + v(u∗n)

2

n∑
i=1

µi(vu
∗
n, Xi).

Вместе с (349) отсюда следует, что

sup
v∈[0,1]

∣∣ρn(vu∗n)/v − v(u∗n)
2I−1/2
n

n∑
i=1

Eψ′′
i (θ,Xi)

∣∣ ≤ I−1/2
n |Jn||u∗n|2

(
|ψ′′
n(θ)|+ µn(u

∗
n)
)
. (352)

Далее, с учетом (324), (328) и (348), имеем

ρn4 =
∣∣∣ρn(u∗n)− (u∗n)

2I−1/2
n

n∑
i=1

Eψ′′
i (θ,X1)

)
−
∫ 1

0

(
ρn(vu

∗
n)/v − v(u∗n)

2I−1/2
n

n∑
i=1

Eψ′′
i (θ,X1)

)
dv
∣∣∣.

Принимая во внимание (352), (A6), и (350), получаем

ρn4 ≤ 2 sup
v∈[0,1]

∣∣∣ρn(vu∗n)/v − v(u∗n)
2I−1/2
n

n∑
i=1

Eψ′′
i (θ,Xi)

∣∣∣ = I−1/2
n |Jn|(u∗n)2op(1),

и это соотношение завершает доказательство леммы. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.5. Используя (330), (331), а также сходимость Hn
p→ 0,

доказанную при выводе теоремы 3.1, получаем следующее соотношение:

δn =
(
op(1) + ρn(u

∗
n)− ρn(u

∗
n)
)(
1 + op(1)

)−1
.

Утверждение (341) теоремы следует теперь из этого соотношения и леммы 3.6. Второе утвер-

ждение теоремы очевидно. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.6. Положим Dn(t) =
n∑
i=1

Di(t,Xi). Пусть δ = δθ таково,

что выполнены соотношения (343) и (344). Имеем

sup
t:|t−θ|≤δθ

Dn(t)/|Jn| ≤
n∑
i=1

sup
t:|t−θ|≤δθ

Di(t,Xi)/|Jn| = ζn

n∑
i=1

E sup
t:|t−θ|≤δθ

Di(t,Xi)/|Jn|,
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где через ζn обозначено выражение в левой части условия (343), ввиду которого ζn
p→ 1.

При этом, поскольку lim sup En(δθ) < 1, то существует ε > 0 такое, что при всех достаточно

больших n выполнено En(δθ) < 1− ε и

n∑
i=1

E sup
t:|t−θ|≤δθ

Di(t,Xi)/|Jn| ≤
n∑
i=1

EDi(θ,Xi)/|Jn|+ En(δθ) ≤ −ε < 0.

Наконец, с учетом второй сходимости в (330) и условия I1/2n |Jn|−1 → 0

|Jn|−1ψn(t) = |Jn|−1ψn(θ) + |Jn|−1

∫ t

θ

Dn(z)dz = op(1) + |Jn|−1

∫ t

θ

Dn(z)dz.

Поскольку функция Dn(t) отделена от нуля, то ψn(θ − δθ) > 0 и ψn(θ + δθ) < 0. Следо-

вательно, с вероятностью, стремящейся к 1, строго убывающая на интервале (θ − δθ, θ + δθ)

функция ψn(t) меняет знак на концах интервала. Тем самым, на этом интервале существует

единственный нуль θ̃n(θ) этой функции.

Из равенства

0 = ψn
(
θ̃n(θ)

)
= ψn(θ) +

(
θ̃n(θ)− θ

) 1∫
0

Dn

(
θ + v(θ̃n(θ)− θ)

)
dv,

имеем

I−1/2
n Jn

(
θ̃n(θ)− θ

)
= −I−1/2

n ψn(θ)

J−1
n Dn(θ) +

1∫
0

Rn

(
v(θ̃n(θ)− θ)

)
dv

−1

. (353)

Далее, lim sup En(δ) → 0 при δ → 0 и условие (343) выполнено при всех δ таких, что справед-

ливо (344). Следовательно, в силу доказанного при всех сколь угодно малых δ на интервале

(θ − δ, θ + δ) с вероятностью, стремящейся к 1, существует единственный локальный нуль

θ̃n(θ). Таким образом, θ̃n(θ)
p→ θ. Нетрудно видеть, что En

(
|θ̃n(θ)−θ|

) p→ 0. А поскольку еще

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

Rn

(
v(θ̃n(θ)− θ)

)
dv

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

ωi,θ
(
|θ̃n(θ)− θ|, Xi

)
и

n∑
i=1

Eωi,θ(|u|, Xi) = En(|u|),

то в силу леммы 3.1
1∫

0

Rn

(
v(θ̃n(θ)− θ)

)
dv

p→ 0.

Эта сходимость вместе с представлением (353) и предельными соотношениями из (330) вле-

кут (345). □
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3.1.8 К вопросу о k-шаговом оценивании

Рассмотрим некоторые аспекты k-шагового оценивания, связанные с тематикой нашего

исследования. Обозначим через θ∗∗n,(k) результат k-ой итерации метода Ньютона со стартовой

точкой θ∗n. Таким образом, для оценки θ∗∗n , определенной в (315), имеем θ∗∗n ≡ θ∗∗n,(1). Как уже

отмечалось выше, k-шаговые оценки θ∗∗n,(k) можно использовать, во-первых, для приближения

параметра θ. Во-вторых, k-шаговыми оценками θ∗∗n,(k) можно аппроксимировать M -оценки θ̃n
(точнее, приближать ближайший к θ корень уравнения (342), который с вероятностью, стре-

мящейся к 1, совпадает с состоятельной M -оценкой θ̃n в случае существования последней).

Рассмотрим обе указанные ситуации более детально. Первая есть классическая статисти-

ческая задача оценивания параметра. Нетрудно видеть, что при некоторых ограничениях

для одношаговой M -оценки θ∗∗n = θ∗∗n,(1) из (315) справедливы следующие асимптотические

представления:

θ∗∗n,(1) − θ =
(θ∗n − θ)ψ′

n(θ
∗
n)− ψn(θ

∗
n)

ψ′
n(θ

∗
n)

∼ ζn
Qn,θ

+ (θ∗n − θ)2µn, (354)

где функция ψn(t) определена в (342), символ «∼» означает эквивалентность по вероятно-

сти и

Qn,θ = I
−1/2
n,θ Jn,θ, |Qn,θ| → ∞,

ζn = −I−1/2
n,θ ψn(θ)

d−→ N1(0, 1),

µn = 2−1ψ′′
n(θ)/ψ

′
n(θ), P(a ≤ |µn| ≤ b) → 1

(355)

для некоторых неслучайных 0 < a < b < ∞. Отметим, что в случае независимых одинаково

распределенных наблюдений Qn,θ = O(
√
n).

Из (354) и (355) следует, что близость по вероятности одношаговой оценки θ∗∗n,1 и парамет-

ра θ не может быть лучше чем Op(|Qn,θ|−1) и этот порядок достигается только для |Qn,θ|1/2-

ограниченных предварительных оценок θ∗n, т.е. в случае, когда величина |Qn,θ|1/2
(
θ∗n − θ

)
ограничена по вероятности равномерно по n. Более того, если оценка θ∗n является |Qn,θ|1/2-

состоятельной, т.е. |Qn,θ|1/2
(
θ∗n − θ

) p→ 0, то

Qn,θ(θ
∗∗
n,(1) − θ) ∼ ζn

d−→ N1(0, 1).

Другими словами, если предварительная оценка θ∗n является |Qn,θ|1/2-состоятельной, то нет

необходимости в использовании многошаговой итерационной процедуры. При широких огра-

ничениях достаточно использовать лишь один шаг метода Ньютона, чтобы построить оценку

с искомыми свойствами.

Таким образом, имеет смысл использовать k-шаговые процедуры только в случае, ко-
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гда предварительная оценка сближается с параметром медленнее, чем в условии |Qn,θ|1/2-

состоятельности. Например, пусть для некоторого ε < 1/2 оценка θ∗n является |Qn,θ|ε-состоя-

тельной. С учетом (354) и (355), оценка θ∗∗n,(1) является |Qn,θ|2ε-состоятельной. Далее, под-

ставим оценку θ∗∗n,(1) вместо θ∗n в (354). Тогда новая оценка θ∗∗n,(2) будет |Qn,θ|4ε-состоятельной,

если 4ε < 1. Нетрудно видеть, что минимальное число k итераций (354), необходимое для по-

строения k-шаговой оценки θ∗∗n,(k), удовлетворяющей соотношению Qn,θ(θ
∗∗
n,(k)−θ)

d−→ N1(0, 1),

есть k = [− log ε/ log 2] + 1.

Рассмотрим теперь вторую постановку, связанную с приближением ближайшего к пара-

метру θ корня θ̃n(θ) уравнения (342). Нетрудно получить, что при некоторых ограничениях

θ∗∗n,(1) − θ̃n(θ) ∼
(
θ∗n − θ̃n(θ)

)2
µn, Qn,θ

(
θ̃n(θ)− θ

) d−→ N1(0, 1), (356)

где величина µn определена в (355). Первое рекуррентное соотношение в (356) фактически

иллюстрирует хорошо известную теорему Канторовича, касающуюся квадратичной скорости

сходимости итерационного метода Ньютона. Принципиальная разница между этим асимпто-

тическим соотношением (356) и соответствующим соотношением в (354) состоит в наличии

первого слагаемого в правой части (354), которое отсутствует в (356). Именно это слагаемое

определяет порядок близости k-шаговой оценки и параметра. Таким образом, в отличие от

оценивания истинного значения параметра в (354), аппроксимировать корень θ̃n(θ) можно с

любой точностью (при наличии состоятельной оценки θ∗n с известной скоростью сходимости).

Например, если θ∗n является |Qn,θ|ε-состоятельной при некотором положительном ε < 1, тогда

θ∗∗n,(k) − θ̃n(θ) = op
(
|Qn,θ|−2kε

)
. Но для классической статистической постановки оценивания

истинного значения параметра подобная точность не играет роли, поскольку порядок близо-

сти этого корня к истинному значению, определяемый вторым соотношением в (356), задает

необходимый порядок близости соответствующих итераций в первом соотношении в (356).

Некоторые версии k-шаговых оценок рассматривались, например, в [138], [148], [280] и др.

3.2 Взвешенные M-оценки и их одношаговые приближения

В этом разделе будут получены условия асимптотической нормальности одношаговых

взвешенных M -оценок. Эти оценки являются приближениями для состоятельных взвешен-

ных M -оценок. Напомним, что взвешенные M -оценки определяются уравнением

n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψ̃i(t,Xi) = 0,

где θ∗n — некоторая предварительная оценка параметра θ. В дальнейшем символ «тильда» у

функций ψ̃i(t,Xi) мы для удобства опускаем.
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3.2.1 Асимптотические свойства оценок

Нам потребуются следующие модификации (Ah1), . . . , (A
h
5) условий (A1), . . . , (A5), введен-

ных в разделе 3.1.

(Ah
1). Наблюдается выборка объема n, состоящая из независимых элементов X1, X2,

. . ., Xn со значениями в произвольном измеримом пространстве X и распределениями L1,θ,

L2,θ, . . . ,Ln,θ, зависящими от интересующего нас основного неизвестного параметра θ ∈

Θ ⊂ R, где Θ — открытое множество. Кроме того, эти распределения могут зависеть

от n и некоторого дополнительного параметра σ произвольной природы.

(Ah
2). На множестве Θ×X при любом i заданы зависящие, вообще говоря, от n измери-

мые функции ψi(t, x) и ψ′
i(t, x); при этом для каждого интервала (t1, t2), целиком лежащего

в Θ, при любом x ∈ X имеет место равенство

ψi(t2, x)− ψi(t1, x) =

t2∫
t1

ψ′
i(t, x)dt (357)

и справедливы соотношения

Eψi(θ,Xi) = 0, Eψ2
i (θ,Xi) <∞, E|ψ′

i(θ,Xi)| <∞. (358)

Кроме того, на множестве Θ при любом i заданы зависящие от n функции hi(t), удовле-

творяющие условию Гельдера с показателем p ∈ (0, 1]:

|hi(t1)− hi(t2)| ≤ Hi|t1 − t2|p ∀t1, t2 ∈ Θ.

З а м е ч а н и е 3.10. Здесь и в дальнейшем символ θ обозначает истинное значение ос-

новного параметра распределений и математическое ожидание в (358) и далее берется по

распределению Li,θ. Отметим еще, что для почти всех t ∈ Θ функции ψ′
i(t,Xi) с вероятно-

стью 1 совпадают с частной производной функции ψi(t,Xi) по первому аргументу. Зависи-

мость от σ, как и зависимость от n, далее указываться не будет. В операторах усреднения E

и вероятностях P указываться не будет и зависимость от θ.

(Ah
3). Для всех достаточно больших n

In,θ,h =
n∑
i=1

h2i (θ)Eψ2
i (θ,Xi) > 0, Jn,θ,h =

n∑
i=1

hi(θ)Eψ′
i(θ,Xi) ̸= 0; (359)

кроме того, имеют место предельные соотношения: I−1/2
n,θ,h |Jn,θ,h| → ∞,

J−1
n,θ,h

n∑
i=1

hi(θ)ψ
′
i(θ,Xi)

p→ 1, I
−1/2
n,θ,h

n∑
i=1

hi(θ)ψi(θ,Xi)
d−→ N1(0, 1). (360)
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(Ah
4). Справедливо предельное соотношение lim sup En,θ,h(δ) → 0 при δ → 0, где

En,θ,h(δ) =
n∑
i=1

(
|hi(θ)|+ δpHi

)
Eωi,θ(δ,Xi)

и величины ωi,θ(δ, x) определены следующим образом:

ωi,θ(δ, x) =


sup

t: |t−θ|≤δ

∣∣ψ′
i(t, x)− ψ′

i(θ, x)
∣∣/|Jn,θ,h|, если [θ − δ, θ + δ] ⊂ Θ,

∞, иначе.
(361)

(Ah
5). Предварительная оценка θ∗n удовлетворяет условиям

I
−1/2
n,θ,hJn,θ,h|θ

∗
n − θ|En,θ,h(|θ∗n − θ|) p→ 0,

J−1
n,θ,h|θ

∗
n − θ|p

n∑
i=1

HiE|ψ′
i(θ,Xi)|

p→ 0.

Обозначим через (Ah) группу условий, которая включает в себя предположения (Ah1), . . .,

(Ah5). Одношаговую взвешенную M -оценку θ∗∗n,h зададим равенством

θ∗∗n,h = θ∗n −

(
n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψ

′
i(θ

∗
n, Xi)

)−1 n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψi(θ

∗
n, Xi) (362)

во всех случаях, когда определена правая часть в (362). Имеет место

Теорема 3.7. Пусть выполнены предположения (Ah) и условие

ρn = I
−1/2
n,θ,h

n∑
i=1

(
hi(θ

∗
n)− hi(θ)

)
ψi(θ,Xi)

p→ 0. (363)

Тогда θ∗∗n,h определена с вероятностью, стремящейся к 1, и

I
−1/2
n,θ,hJn,θ,h

(
θ∗∗n,h − θ

) d−→ N1(0, 1). (364)

Положим

Q∗
n,h =

(
n∑
i=1

h2i (θ
∗∗
n,h)ψ

2
i (θ

∗∗
n,h, Xi)

)−1/2 n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψ

′
i(θ

∗
n, Xi) (365)

во всех случаях, когда определена правая часть этого равенства.
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Теорема 3.8. Если выполнены условия теоремы 3.7 и

I−1
n,θ,h

n∑
i=1

h2i (θ)ψ
2
i (θ,Xi)

p→ 1, J−2
n,θ,h

n∑
i=1

(
H2
i + h2i (θ)

)(
ψ′
i(θ,Xi)

)2 p→ 0,

J−2p
n,θ,hI

p−1
n,θ,h

n∑
i=1

H2
i ψ

2
i (θ,Xi)

p→ 0,

(366)

то величина Q∗
n,h определена с вероятностью, стремящейся к 1 и

Q∗
n,h

(
θ∗∗n,h − θ

) d−→ N1(0, 1). (367)

З а м е ч а н и е 3.11. Обсудим условия, участвующие в двух вышеприведенных теоремах. Все

утверждения из замечании 3.3 с очевидными изменениями сохраняются в условиях данного

раздела, и соотношения вида (318) и (319) выполнены при замене In,θ, Jn,θ и En,θ(δ) на In,θ,h,

Jn,θ,h и En,θ,h(δ), соответственно. В частности, для справедливости (Ah4) и (Ah5) достаточно,

чтобы имели место следующие простые условия:

|ψ′
i(t,Xi)− ψ′

i(θ,Xi)| ≤ µi|t− θ|q при q ∈ (0, 1], n
1

2(1+q) (θ∗n − θ)
p→ 0,

1/In,θ,h + 1/|Jn,θ,h| = O
(
1/n
)
, sup

n,i
{|hi(θ)|, Hi, Eµi, E|ψ′

i(θ,Xi)|} <∞, p > 0. (368)

Дополнительные условия в теореме 3.8 не являются ограничительными, поскольку первая

сходимость в (366) — это вариант закона больших чисел, а для справедливости двух других

сходимостей из (366) достаточно, чтобы вместе с первым соотношением в (368) выполнялось

условие

sup
n,i

{|hi(θ)|, Hi, E|ψ′
i(θ,Xi)|, Eψ2

i (θ,Xi)} < ∞.

Что касается технического условия (363), то в случае достаточно гладких функций hi(t)

с помощью формулы Тейлора нетрудно получить простые достаточные условия для (363).

Например, если функции hi(t) непрерывно дифференцируемы, при этом |h′i(t) − h′i(θ)| ≤

hi|t− θ|r при всех i и некотором r ∈ (0, 1], то достаточно требовать, чтобы

(θ∗n − θ)I
−1/2
n,h

n∑
i=1

h′i(θ)ψi(θ,Xi)
p→ 0, (θ∗n − θ)1+rI

−1/2
n,h

n∑
i=1

hiE|ψi(θ,Xi)|
p→ 0.

Если же функции hi(t) удовлетворяют лишь условию Гельдера, то для проверки (363) можно

использовать предложения 3.1 и 3.2 из раздела 3.2.3. □

З а м е ч а н и е 3.12. Если при выполнении условий (Ah) у нас имеется оценка J∗
n,h для ве-

личины Jn,θ,h такая, что J∗
n,h/Jn,θ,h

p→ 1, то одну из разновидностей одношаговых взвешенных

246



M -оценок можно определить соотношением

θ̂∗∗n,h = θ∗n −
n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψi(θ

∗
n, Xi)

/
J∗
n,h.

При некоторых дополнительных ограничениях имеют место следующие аналоги утвержде-

ний двух вышеприведенных теорем:

I
−1/2
n,θ,hJn,θ,h

(
θ̂∗∗n,h − θ

) d−→ N1(0, 1),

Q̂∗
n,h

(
θ̂∗∗n,h − θ

) d−→ N1(0, 1) при Q̂∗
n,h = J∗

n,h

(
n∑
i=1

h2i (θ̂
∗∗
n,h)ψ

2
i (θ̂

∗∗
n,h, Xi)

)−1/2

.

Точные условия мы опускаем. □

3.2.2 Доказательства результатов раздела 3.2.1

Сохраним обозначение u∗n = θ∗n − θ и положим In,h = In,θ,h, Jn,h = Jn,θ,h, En,h = En,θ,h,

ρn5(u) =
n∑
i=1

hi(θ + u)
(
ψ′
i(θ + u,Xi)− ψ′

i(θ,Xi)
)
,

ρn6(u) =
n∑
i=1

hi(θ + u)
(
ψi(θ + u,Xi)− ψi(θ,Xi)− uψ′

i(θ,Xi)
)
, (369)

ρn7(u) =
n∑
i=1

(
hi(θ + u)− hi(θ)

)
ψ′
i(θ,Xi).

Лемма 3.7. Если выполнены условия (Ah), то

J−1
n,hρn5(u

∗
n)

p→ 0, I
−1/2
n,h u∗nρn5(u

∗
n)

p→ 0, I
−1/2
n,h ρn6(u

∗
n)

p→ 0, J−1
n,hρn7(u

∗
n)

p→ 0.

Доказательство. Заметим прежде всего, что при выполнении (Ah)

I
−1/2
n,h Jn,h|u∗n|En,h(|u∗n|)

p→ 0, En,h(|u∗n|)
p→ 0. (370)

Действительно, первая сходимость в (370) совпадает с первым условием в (Ah5). Следова-

тельно, для любого ε > 0

P (En,h(|u∗n|) > ε) = P
(
En,h(|u∗n|) > ε, I

−1/2
n,h |Jn,h||u∗n| ≥ 1

)
+

P
(
En,h(|u∗n|) > ε, I

−1/2
n,h |Jn,h||u∗n| < 1

)
≤ P

(
I
−1/2
n,h Jn,h|u∗n|En,h(|u∗n|) > ε

)
+

P
(
En,h(|u∗n|) > ε, |u∗n| < I

1/2
n,h /|Jn,h|

)
→ 0. (371)
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При выводе сходимости в (371) мы учли также, что в силу условий (Ah3), (Ah4) и монотон-

ности функции En,h(·), во втором слагаемом в правой части (371) под знаком вероятности

стоит, начиная с некоторых n, невозможное событие. Тем самым, вторая сходимость в (370)

доказана.

Далее, в силу (Ah2), |hi(θ + u)| ≤ |hi(θ)|+ |u|pHi и

ψi(θ + u,Xi)− ψi(θ,Xi)− uψ′
i(θ,Xi) = u

1∫
0

(
ψ′
i(θ + vu,Xi)− ψ′

i(θ,Xi)
)
dv,

а потому
|ρn5(u)| ≤ |Jn,h|γn(|u|), |ρn6(u)| ≤ |Jn,h||u|γn(|u|), (372)

где

γn(|u|) =
n∑
i=1

(
|hi(θ)|+ |u|pHi

)
ωi,θ(|u|, Xi) и Eγn(|u|) = En,h(|u|), (373)

а обозначение ωi,θ(·, Xi) введено в (361).

Первые три утверждения леммы следуют теперь из леммы 3.1 при ηn = |u∗n|, если поло-

жить αn(|u|) = γn(|u|) или αn(|u|) = I
−1/2
n,h |Jn,h||u|γn(|u|) и учесть оценки (372), соотношение

из (373) и (370). Еще раз используя условие (Ah2), имеем

|ρn7(u)| ≤ |u|p
n∑
i=1

Hi|ψ′
i(θ,Xi)|. (374)

Последнее утверждение леммы следует из леммы 3.1 при ηn = |u∗n|, если в качестве αn(|u|)

рассматривать правую часть в (374) и учесть второе условие в (Ah5). □.

Лемма 3.8. Пусть выполнены условия теоремы 3.8. Тогда

ρn8 = I
−1/2
n,h

( n∑
i=1

h2i (θ
∗∗
n,h)ψ

2
i (θ

∗∗
n,h, Xi)

)1/2

−

(
n∑
i=1

h2i (θ)ψ
2
i (θ,Xi)

)1/2
 p→ 0.

Доказательство. Положим u∗∗n,h = θ∗∗n,h − θ. Нам потребуются соотношения

I
−1/2
n,h Jn,hu

∗∗
n,h = Op(1), u∗∗n,h

p→ 0, γn(|u∗∗n,h|)
p→ 0. (375)

Первое из этих соотношений следует из теоремы 3.7, второе — из условия (Ah3) и первого

соотношения, а третье — из леммы 3.1 при ηn = |u∗∗n,h| и αn(·) = γn(·), если только еще учесть

(373) и условие (Ah4). Далее, справедлива оценка

|ρn8| ≤ I
−1/2
n,h

(
n∑
i=1

(
hi(θ

∗∗
n,h)ψi(θ

∗∗
n,h, Xi)− hi(θ)ψi(θ,Xi)

)2)1/2

≤
√
2
(
ρ
(1)
n8 + ρ

(2)
n8

)
, (376)
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где

ρ
(1)
n8 = I

−1/2
n,h

(∑
h2i (θ

∗∗
n,h)

(
ψi(θ

∗∗
n,h, Xi)− ψi(θ,Xi)

)2)1/2
,

ρ
(2)
n8 = I

−1/2
n,h

(∑(
hi(θ

∗∗
n,h)− hi(θ)

)2
ψ2
i (θ,Xi)

)1/2
.

Оценим ρ
(1)
n8 . C учетом предположения (Ah2) и обозначений из (373) и (361), получаем

I
1/2
n,h · ρ(1)n8 =

∑h2i (θ
∗∗
n,h)


θ∗∗n,h∫
θ

ψ′
i(t)dt


2

1/2

≤

√
2

 n∑
i=1

h2i (θ
∗∗
n,h)


θ∗∗n,h∫
θ

(ψ′
i(t,Xi)− ψ′

i(θ,Xi)) dt


2

1/2

+

+
√
2

 n∑
i=1

h2i (θ
∗∗
n,h)


θ∗∗n,h∫
θ

ψ′
i(θ,Xi)dt


2

1/2

≤

≤
√
2|u∗∗n,h|

 n∑
i=1

h2i (θ
∗∗
n,h)

(
sup

t:|t−θ|≤|u∗∗n,h|

∣∣ψ′
i(t,Xi)− ψ′

i(θ,Xi)
∣∣)2
1/2

+

+
√
2|u∗∗n,h|

(
n∑
i=1

h2i (θ
∗∗
n,h) (ψ

′
i(θ,Xi))

2

)1/2

≤
√
2|Jn,h||u∗∗n,h|γn(|u∗∗n,h|)+

+ 2|u∗∗n,h|

(
n∑
i=1

h2i (θ) (ψ
′
i(θ,Xi))

2

)1/2

+ 2|u∗∗n,h|1+p
(

n∑
i=1

H2
i (ψ

′
i(θ,Xi))

2

)1/2

.

Используя теперь соотношения (375) и условия из (366) заключаем, что

ρ
(1)
n8 ≤

√
2I

−1/2
n,h |Jn,h||u∗∗n,h| · γn(|u∗∗n,h|)+

+ 2I
−1/2
n,h |Jn,h||u∗∗n,h|

(
J−2
n,h

n∑
i=1

h2i (θ) (ψ
′
i(θ,Xi))

2

)1/2

+

+ 2I
−1/2
n,h |Jn,h||u∗∗n,h|1+p

(
J−2
n,h

n∑
i=1

H2
i (ψ

′
i(θ,Xi))

2

)1/2

p→ 0.

Из предположения (Ah2), соотношения в (375) и условия из (366) следует, что

ρ
(2)
n8 ≤

(
I
−1/2
n,h |Jn,h||u∗∗n,h|

)p(
J−2p
n,h I

p−1
n,h

n∑
i=1

H2
i ψ

2
i (θ,Xi)

)1/2

p→ 0.

Полученные соотношения, вместе с оценкой (376), завершают доказательство. □
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.7. Покажем, что статистика θ∗∗n,h из (362) определе-

на с вероятностью, стремящейся к 1. В самом деле, P(θ∗n ∈ Θ) → 1, поскольку в условиях

(Ah) с вероятностью, стремящейся к 1 величина En,h(|θ∗n − θ|) конечна (см. (370)). Следо-

вательно, согласно условию (Ah2), с вероятностью, стремящейся к 1, определены функции

{hi(θ∗n)}, {ψi(θ∗n, Xi)} и {ψ′
i(θ

∗
n, Xi)}, участвующие в представлении (362) оценки θ∗∗n,h. В силу

обозначений (369), справедливо равенство

n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψ

′
i(θ

∗
n, Xi) =

n∑
i=1

hi(θ)ψ
′
i(θ,Xi) + ρn5(u

∗
n) + ρn7(u

∗
n),

а потому, с учетом леммы 3.7 и условия (Ah3), выполнено

P

(
n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψ

′
i(θ

∗
n, Xi) ̸= 0

)
→ 1,

что завершает доказательство первого утверждения теоремы.

Далее, из определения (362) следует равенство

θ∗∗n,h − θ = −
hi(θ

∗
n)ψi(θ

∗
n, Xi)− (θ∗n − θ)

∑n

i=1
hi(θ

∗
n)ψ

′
i(θ

∗
n, Xi)∑n

i=1
hi(θ

∗
n)ψ

′
i(θ

∗
n, Xi)

. (377)

Используя представление (377) и обозначения, введенные в (363) и (369), получаем

I
−1/2
n,h Jn,h(θ

∗∗
n,h − θ) = −

I
−1/2
n,h

(∑n

i=1
hi(θ)ψi(θ,Xi)− u∗nρn5(u

∗
n) + ρn6(u

∗
n)
)
+ ρn

J−1
n,h

∑n

i=1
hi(θ)ψ

′
i(θ,Xi) + J−1

n,h

(
ρn5(u

∗
n) + ρn7(u

∗
n)
) . (378)

Чтобы теперь из (378) извлечь асимптотическую нормальность (364) оценки θ∗∗n,h, остается

воспользоваться утверждениями леммы 3.7 и условиями (360), (363). □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.8. Поскольку P(θ∗n ∈ Θ) → 1 (см. доказательство

теоремы 3.7) и P(θ∗∗n,h ∈ Θ) → 1 в силу (375), то с вероятностью, стремящейся к 1, определены

все величины в правой части равенства в (365). Кроме того, ввиду леммы 3.8 и условия (366)

I
−1/2
n,h

(
n∑
i=1

h2i (θ
∗∗
n,h)ψ

2
i (θ

∗∗
n,h, Xi)

)1/2

≡ I
−1/2
n,h

(
n∑
i=1

h2i (θ)ψ
2
i (θ,Xi)

)1/2

+ ρn8
p→ 1, (379)

а потому знаменатель в правой части равенства в (365) обращается в нуль с вероятностью,

стремящейся к нулю. Таким образом, с учетом определения (365), статистикаQ∗
n,h определена

с вероятностью, стремящейся к 1.
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Учитывая представления (377), (378) и обозначение (365), имеем

Q∗
n,h(θ

∗∗
n,h − θ) = −

I
−1/2
n,h

(∑n

i=1
hi(θ)ψi(θ,Xi)− u∗nρn5(u

∗
n) + ρn6(u

∗
n)
)
+ ρn

I
−1/2
n,h

(∑n

i=1
h2i (θ)ψ

2
i (θ,Xi)

)1/2
+ ρn8

.

Тот факт, что числитель в правой части этого представления по распределению сходится к

стандартному нормальному закону, установлен при выводе теоремы 3.7. Вместе с (379) это

доказывает (367). □

3.2.3 Некоторые дополнения

Приведем вначале два утверждения, содержащие достаточные условия для выполнения

условия (363). В предложениях 3.1 и 3.2 считаем, что выполнено условие (A1), первые два со-

отношения в (358) и первое условие в (359). Без ограничения общности будем также считать,

что функции hi(t) продолжены на R с выполнением условия Гельдера (Ah2) на всей числовой

прямой.

Предложение 3.1. Пусть оценка θ∗n имеет структуру

θ∗n − θ =

(
1 +

n∑
i=1

vni(θ,Xi)

)−1 n∑
i=1

uni(θ,Xi), (380)

при этом Euni(θ,Xi) = Evni(θ,Xi) = 0, Eu2ni(θ,Xi) <∞, Ev2ni(θ,Xi) <∞ и

dnu +
n∑
i=1

Ev2ni(θ,Xi) → 0 при d2nu =
n∑
i=1

Eu2ni(θ,Xi),

I−1
n,θ,hd

2p
nu

(
n∑
i=1

(
H2
i Eψ2

i (θ,Xi)
)1/(2−p))2−p

→ 0. (381)

Тогда имеет место (363).

Отметим, что условию (380) удовлетворяют, например, оценки θ∗n из раздела 2.1 и при-

водимого далее замечания 3.13. Для выполнения центрального условия (381) достаточно,

чтобы

n(1/p−1)/2dnu → 0, I−1
n,θ,h = O

(
1/n
)
, sup

n,i
{Hi, Eψ2

i (θ,Xi)} <∞. (382)

В частности, первое условие в (382) выполнено в следующих трех случаях:

√
ndnu = O(1) и p > 1/2, n1/4dnu → 0 и p ≥ 2/3, dnu → 0 и p = 1.
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В случае, когда θ∗n имеет дробно-линейную структуру, достаточные условия для (363) мож-

но получать и в терминах сближения θ∗n и θ по вероятности (т.е. в терминах предельного

соотношения n(1/p−1)/2(θ∗n − θ)
p→ 0; см. подробности в [336]).

Предложение 3.2. Пусть E|θ∗n|2 <∞ и

I−1
n,θ,h

(
E|θ∗n − θ|2

)p n∑
i=1

H2
i Eψ2

i (θ,Xi) → 0, (383)

I
−1/2
n,θ,h

n∑
i=1

Hi

(
E|θ∗n − E̸=iθ

∗
n|2
)p/2 (Eψ2

i (θ,Xi)
)1/2 → 0, (384)

где E̸=i есть условное математическое ожидание, взятое при условии, что при всех j ̸= i

фиксированы значения Xj, j = 1, . . . , n. Тогда имеет место (363).

К вопросу о проверке технического условия (384) стоит отметить, что в простейших ре-

гулярных случаях E|θ∗n − E̸=iθ
∗
n|2 есть величина порядка 1/n2.

В следующем утверждении приведено некоторое свойство устойчивости оценок с асимп-

тотической дисперсией In,θ,hJ
−2
n,θ,h как функционалов, зависящих от набора функций {hi(·)}:

чем лучше hi(·) приближают некоторые оптимальные функции hoi (·), тем меньше асимпто-

тическая дисперсия In,θ,hJ
−2
n,θ,h отличается от оптимальной (аналог этого утверждения для

асимптотических дисперсий специального вида приведен, например, в [342]).

Справедливо

Предложение 3.3. Пусть Jn,θ,h ≡
n∑
i=1

hi(θ)Eψ′
i(θ,Xi) ̸= 0 для всех достаточно больших n.

В этом случае определена величина In,θ,hJ−2
n,θ,h и

In,θ,h
J2
n,θ,h

≥ In,θ,ho

J2
n,θ,ho

≡

(
n∑
i=1

(
Eψ′

i(θ,Xi)
)2

Eψ2
i (θ,Xi)

)−1

при hoi (θ) =
Eψ′

i(θ,Xi)

Eψ2
i (θ,Xi)

. (385)

Если дополнительно signhi(θ) = signhoi (θ), то справедливо неравенство:

1 ≤
In,θ,hJ

−2
n,θ,h

In,θ,hoJ
−2
n,θ,ho

≤ 1 +
(
√
H/h− 1)2

2
√
H/h

≤
√
H

h
, где (386)

h = min
{i: Eψ′

i(θ,Xi )̸=0}
hi(θ)

/
hoi (θ) > 0, H = max

{i: Eψ′
i(θ,Xi )̸=0}

hi(θ)
/
hoi (θ) <∞. (387)

Таким образом, если оптимальные функции hoi (·) известны (см., например, раздел 3.4), то

в качестве hi(·) разумно выбрать оптимальные hoi (·). Но если, скажем, оптимальные функ-

ции hoi (·) не удовлетворяют условиям теоремы 3.7, то можно использовать функции h̃oi (·),

полученные в результате некоторого сглаживания функций hoi (·). Кроме того, оптимальные

функции hoi (·) могут быть неизвестны. Например, если в модели (463) Eε2i = σ2
i при всех i
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и значения {σi} неизвестны, то при ψi(θ,Xi) = Xi − fi(θ) оптимальные функции hoi (·) с точ-

ностью до константы определяются равенством hoi (·) = f ′
i(·)/σ2

i . В подобных случаях можно

использовать некоторые функции h̃oi (·), которые должны, по-возможности, «не очень сильно

отличаться» от hoi (·). При этом соотношение (386) гарантирует, что асимптотическая дис-

персия In,θ,h̃oJ
−2

n,θ,h̃o
будет «не очень сильно отличаться» от оптимальной асимптотической

дисперсии In,θ,hoJ
−2
n,θ,ho . Приведенные здесь соображения по выбору функций hi(·) в полной

мере относятся к выбору этих функций при построенииM -оценок в случае (19) и взвешенных

M -оценок.

З а м е ч а н и е 3.13. При широких ограничениях взвешенные M -оценки, определяемые

двумя уравнениями

n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψi(t,Xi) = 0 и

n∑
i=1

hi(θ
∗
n)g

−1
i (θ∗n)gi(t)ψi(t,Xi) = 0, (388)

асимптотически имеют одну и ту же точность, но при удачном выборе функций gi(t) второе

уравнение в (388) может быть предпочтительнее, нежели первое. Более того, одношаговые

взвешенные M -оценки можно строить исходя и из второго уравнения в (388), а потому за

счет выбора функций gi(t) возникает множество различных явных оценок, эквивалентных в

смысле асимптотической точности.

Например, в [341] для модели Xi = 1/(1 + ziθ) + εi с условием Eε2i = σ2/wi(θ) построена

в некотором смысле оптимальная оценка θ̃∗∗n = θ̃∗∗n (θ∗n). В [341] при построении этой оценки

использовались эвристические соображения, существенно использующие дробно-линейную

структуру регрессионной функции и не связанные с одношаговым оцениванием. Как согла-

суется статистика θ̃∗∗n из [341] с предлагаемой здесь методологией? Оказывается, эта оценка

есть частный случай предлагаемых здесь конструкций: θ̃∗∗n является явным решением вто-

рого уравнения в (388) при gi(t) = 1 + zit и hi(t) = wi(t)f
′
i(t) и ψi(t,Xi) = Xi − fi(t) при

fi(t) = 1/(1 + ziθ), т.е. является взвешенной M -оценкой, имеющей асимптотически точность

оценки квазиправдоподобия. Кроме того, θ̃∗∗n из [341] совпадает с одношаговой взвешенной

M -оценкой, построенной по указанному уравнению. □

3.2.4 Вспомогательная теорема

В этом разделе мы приведем и докажем некоторое вспомогательное утверждение, которое

может иметь и самостоятельный интерес. Нам же это утверждение понадобится для вывода

предложения 3.1. Исключительно в этом разделе для произвольной случайной величины ξ

будем полагать ∥ξ∥ ≡
(
Eξ2
)1/2, а для произвольной последовательности {ani} использовать

обозначение
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Sm(an•) =

(
n∑
i=1

amni

)1/m

при m > 0. (389)

Перечислим теперь условия, которые нам потребуются в этом разделе.

(H1). Пусть In = [θ−κn, θ+κn] — некоторый интервал, где κn > 0 и θ ∈ (−∞,∞) — дей-

ствительные числа. При некотором фиксированном n и всех i = 1, . . . , n заданы случайные

функции ϕni(·) и случайные величины ϕni такие, что ∥ϕni∥ < ∞ и при некотором q ∈ (0, 1]

выполнено
|ϕni(t2)− ϕni(t1)| ≤ ϕni|t2 − t1|q при всех t1, t2 ∈ In. (390)

(H2). При всех i = 1, . . . , n заданы случайные величины uni и vni с нулевыми средни-

ми такие, что случайные векторы Wni =
(
uni, vni, ϕni, ϕni(·)

)
, i = 1, . . . , n, независимы в

совокупности и справедливо представление

θ∗n − θ =
(
1 +

n∑
i=1

vni

)−1
n∑
i=1

uni. (391)

Положим

d2nu = D
n∑
i=1

u2ni, d2nv = D
n∑
i=1

v2ni, (392)

Cn =
n∑
i=1

∥ϕni∥
(
∥uni∥q + dqnu∥vni∥q

)
+ dqnuS2

(
∥ϕn•∥

)
, (393)

ϕ̆ni(t) = (ϕni(t)− ϕni(θ))− E(ϕni(t)− ϕni(θ)), t ∈ In. (394)

Последнее определение корректно, поскольку ∥ϕni∥ < ∞, а потому ввиду (390) у случайной

величины ϕni(t)− ϕni(θ) при t ∈ In существует математическое ожидание.

Наряду с условиями (H1)-(H2), нам также потребуется более простое ограничение.

(H0). При некотором n случайные векторы (uni, vni), i = 1, . . . , n, независимы в совокуп-

ности, имеют нулевые средние и при некотором действительном θ ∈ (−∞,∞) справедливо

представление (391).

Сформулируем теперь основное утверждение настоящего подраздела.

Теорема 3.9. Пусть выполнено условие (H0). В этом случае существует такая случайная

величина θ̃n, что одновременно верны следующие неравенства:

P(θ̃n ̸= θ∗n) ≤ 4d2nu/κ
2
n + 4d2nv, |θ̃n − θ| ≤ κn, E|θ̃n − θ|2q ≤ 4d2qnu (395)

при некотором κn > 0. А если, дополнительно, справедливы условия (H1)− (H2), то

E
∣∣∣ n∑
i=1

ϕ̆ni(θ̃n)
∣∣∣ ≤ 3 · 22qCn ≤ 3 · 22q+1dqnu(1 + dqnv)S2/(2−q)

(
∥ϕn•∥

)
. (396)
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З а м е ч а н и е 3.14. В конце раздела будет приведен пример функций {ϕni(·)}, удовлетво-

ряющих всем условиям теоремы 3.9 и таких, что

0 < E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ϕ̆ni(θ̃n)

∣∣∣∣∣ ≤ 3 · 22q+1(1 + dqnv)d
q
nuS2/(2−q)(∥ϕn•∥) ≤ 3 · 24E

n∑
i=1

ϕ̆ni(θ̃n) <∞. (397)

Таким образом, неравенство (396) неулучшаемо с точностью до константы. □

Остальная часть параграфа посвящена доказательству теоремы 3.9 и утверждения из

замечания 3.14. Условимся далее в этом разделе опускать у всех используемых величин

дополнительный индекс n. Отметим, что если дисперсии каких-то величин ui и vi не конечны,

то нужно лишь доказать центральное неравенство в (396), поэтому всюду далее предполагаем

конечность вторых моментов величин ui и vi, i = 1, . . . , n.

Нам потребуется несколько вспомогательных лемм. Обозначим

fu(x) =

 x, если |x| ≤ κ/2,

(κ/2)signx, если |x| ≥ κ/2,
fv(x) =

1/2, если x ≤ −1/2,

1 + x, если x ≥ −1/2.
(398)

Поскольку, ввиду (391),

θ∗ = θ + u/(1 + v) при u =
n∑
i=1

ui, v =
n∑
i=1

vi, (399)

то «срезки» θ̃ величины θ∗ введем, полагая

θ̃ = θ + fu(u)/fv(v), θ̃(i) = θ + fu(u
(i))/fv(v − vi),

θ̃(ij) = θ̃(ji) = θ + fu(u
(ij))/fv(v − vi − vj)

(400)

при u(i) = u− ui и u(ij) = u(ji) = u− ui − uj.

Лемма 3.9. Справедливы первые два неравенства в (395) и при всех i и j ̸= i

|θ̃ − θ̃(i)| ≤ τi = 2|ui|+ 4|u(i)||vi|, |θ̃(j) − θ̃(ji)| ≤ τji = 2|ui|+ 4|u(ji)||vi|. (401)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду условия (H0) и обозначений из (392) и (399)

Eu = Ev = 0, Eu2 = d2u, Ev2 = d2v. (402)

А потому, с учетом определений (399), (400) и неравенства Чебышева

P(θ̃ ̸= θ∗) ≤ P(|u| ≥ κ/2) + P(v ≤ −1/2) ≤ 4Eu2/κ2 + 4Ev2.
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Тем самым, мы доказали первое неравенство из (395). Из определения (398) получаем, что

|fu(u)| ≤ κ/2 и |fv(v)| ≥ 1/2. Следовательно, с учетом (400), имеем |θ̃−θ| = |fu(u)|/|fv(v)| ≤ κ,

то есть выполнено второе неравенство из (395). Используя определение (400), получаем

θ̃ − θ̃(i) =
fu(u)

fv(v)
− fu(u

(i))

fv(v − vi)
=
fu(u)− fu(u

(i))

fv(v)
−
fu(u

(i))
(
fv(v − vi)− fv(v)

)
fv(v)fv(v − vi)

. (403)

Ясно, что |fu(u)− fu(u
(i))| ≤ |ui|, |fv(v)− fv(v − vi)| ≤ |vi|,

|fv(x)| ≥ 1/2, |fu(x)| ≤ |x|, (404)

Подставляя эти соотношения в (403), получаем первую оценку из (401). Для доказательства

второго неравенства в (401) нужно еще раз повторить эти рассуждения при uj = vj = 0. □

Лемма 3.10. При всех i и j ̸= i справедливы следующие соотношения

E|θ̃(i) − θ|2q ≤ 4qd2qu , Eτ 2qi ≤ ν2i =
(
2q∥ui∥q + 4qdqu∥vi∥q

)2
, Eτ 2qji ≤ ν2i . (405)

Кроме того, верно последнее неравенство в (395).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (400) и (404), имеем

|θ̃ − θ| =
∣∣∣∣fu(u)fv(v)

∣∣∣∣ ≤ 2|u|, |θ̃(i) − θ| = |fu(u(i))|
|fv(v − vi)|

≤ 2|u(i)|.

Следовательно, с учетом (402), E|θ̃−θ|2 ≤ 4E|u|2 = 4d2u и E|θ̃(i)−θ|2 ≤ 4E
∣∣u(i)∣∣2 ≤ 4E|u|2 = 4d2u,

т. е. выполнены последнее неравенство в (395) и первое соотношение в (405) при q = 1. Кроме

того, в силу независимости u(i) и vi, а также очевидной оценки ∥u(i)∥ ≤ ∥u∥ = du, получаем

∥τi∥ =
∥∥2|ui|+ 4|u(i)||vi|

∥∥ ≤ 2∥ui∥+ 4du∥vi∥ (406)

Это соотношение доказывает второе неравенство в (405) при q = 1. Чтобы получить третье

неравенство в (405) при q = 1, достаточно в (406) положить uj = vj = 0. Тем самым,

доказаны все утверждения леммы при q = 1. Из неравенства Eξ2q ≤ (Eξ2)q следует теперь

справедливость всех утверждений леммы и при 0 < q ≤ 1. □

Далее, не ограничивая общности, считаем, что ϕi(θ) = 0. Действительно, пусть ϕoi(t) =

ϕi(t)− ϕi(θ). Тогда ϕ̆oi(t) = ϕ̆i(t), при этом ϕoi(θ) = 0. Положим

δi = ϕi(θ̃)− ϕi(θ̃
(i)), δij = ϕi(θ̃

(i))− ϕi(θ̃
(ij)). (407)
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Лемма 3.11. При всех i и j ̸= i верны следующие неравенства

E
(
ϕi(θ̃

(i))
)2 ≤ 4qd2qu ∥ϕi∥2, Eδ2ji ≤ ν2i ∥ϕj∥, E|δi| ≤ ∥ϕi∥νi.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя определения из (407) и условие (H1), имеем

∣∣ϕi(θ̃(i))∣∣ = ∣∣ϕi(θ̃(i))− ϕi(θ)
∣∣ ≤ ϕi|θ̃(i) − θ|q, |δji| ≤ ϕiτ

q
ji, |δi| ≤ ϕi|θ̃ − θ̃(i)|q. (408)

При выводе первого соотношения нужно учесть, что ϕi(θ) = 0, а при выводе второго неравен-

ства в (408) воспользоваться еще второй оценкой в (401). Учитывая независимость величин

θ̃(i) и ϕi, из первой оценки в (408) находим

E
(
ϕi(θ̃

(i))
)2 ≤ E

(
ϕ
2

i |θ̃(i) − θ|2q
)
= E|θ̃(i) − θ|2qEϕ2

i ≤ 4qd2qu ∥ϕi∥2. (409)

Выше при выводе заключительного неравенства в (409) использовалось первое утверждение

леммы 3.10. Из (409) вытекает первое утверждение леммы 3.11. Второе неравенство в (408),

независимость величин τji и ϕj и третья оценка в (405) влекут цепочку соотношений Eδ2ji ≤

E(ϕ2

jτ
2q
ji ) = Eϕ2

j · Eτ
2q
ji ≤ ∥ϕi∥2 · ν2i . Из третьей оценки в (408), первого утверждения в (401) и

второго утверждения леммы 3.10 получаем, что

E|δi| ≤ E
(
ϕi|θ̃ − θ̃(i)|q

)
≤ ∥ϕi∥E

(
|θ̃ − θ̃(i)|2q

)1/2
≤ ∥ϕi∥

(
Eτ 2qi

)1/2 ≤ ∥ϕi∥νi. □

Лемма 3.12. При всех i имеет место оценка E|δ̃i| ≤ 2νi∥ϕi∥ при δ̃i = ϕ̆i(θ̃)− ϕ̆i(θ̃
(i)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определения (394) (407) влекут равенство δ̃i = δi−Eδi. Значит,

E|δ̃i| ≤ E|δi| + |Eδi| ≤ 2E|δi|. Используя теперь последнюю оценку из леммы 3.11, получаем

утверждение леммы. □

Введем следующие обозначения

∆1 =
n∑
i=1

(
ϕ̆i(θ̃)− ϕ̆i(θ̃

(i))
)
≡

n∑
i=1

δ̃i,

∆2 =
n∑
i=1

ϕ̆2
i (θ̃

(i)), ∆3 =
n∑
i=1

∑
j ̸=i

ϕ̆i(θ̃
(i))ϕ̆j(θ̃

(j)).

(410)

Из определений (394) и (410) имеем

n∑
i=1

ϕ̆i(θ̃) = ∆1 +
n∑
i=1

ϕ̆i(θ̃
(i)) и

(
n∑
i=1

ϕ̆i(θ̃
(i))

)2

= ∆2 +∆3.

А потому E
∣∣∣∣ n∑
i=1

ϕ̆i(θ̃)

∣∣∣∣ ≤ E|∆1|+ E(∆2 +∆3)
1/2 ≤ E|∆1|+ (E∆2 + E∆3)

1/2. Значит,
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E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ϕ̆i(θ̃)

∣∣∣∣∣ ≤ E
∣∣∆1

∣∣+ (E∆2

)1/2
+
∣∣E∆3

∣∣1/2. (411)

Таким образом, доказательство соотношения (396) свелось к оцениванию трех слагаемых

в правой части неравенства (411). Для оценивания |E∆3| нам потребуется

Лемма 3.13. Для любых i и j ̸= i

Eϕ̆i(θ̃(i))ϕ̆j(θ̃(j)) = Eδ̃ij δ̃ji при δ̃ij = ϕ̆i(θ̃
(i))− ϕ̆i(θ̃

(ij)). (412)

Кроме того,

Eϕ̆2
i (θ̃

(i)) ≤ Eϕ2
i (θ̃

(i)), Eδ̃2ij ≤ Eδ2ij, E|δ̃ij δ̃ji| ≤
(
Eδ2ijEδ2ji

)1/2
. (413)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Условимся через EiZ обозначать условное математическое

ожидание, взятое при условии, что при всех j ̸= i фиксированы значения независимых слу-

чайных векторов Wj, j = 1, . . . , n, определенных в условии (B2). Нетрудно заметить, что в

этом случае из определения (394) вытекает равенство

ϕ̆i(Z) = ϕi(Z)− Eiϕi(Z) при Z = θ̃(i) и Z = θ̃(ij), (414)

поскольку во всех перечисленных в (414) вариантах случайная величина Z не зависит от слу-

чайного вектора Wi, что существенно для справедливости (414). Таким образом, из опреде-

лений (407) и равенств (414) получаем, что 0 = Eiϕ̆i(θ̃(i)) = Eiϕ̆i(θ̃(ij)) = Eiδ̃ij и 0 = Ejϕ̆j(θ̃(j))

при всех i и j ̸= i. Следовательно,

Eϕ̆i(θ̃(ij))ϕ̆j(θ̃(j)) = EEjϕ̆i(θ̃(ij))ϕ̆j(θ̃(j)) = Eϕ̆i(θ̃(ij))Ejϕ̆j(θ̃(j)) = 0,

Eδ̃ijϕ̆j(θ̃(ji)) = EEiϕ̆j(θ̃(ji))δ̃ij = Eϕ̆j(θ̃(ji))Eiδ̃ij = 0.
(415)

Далее, из определения (412) величины δ̃ij находим

δ̃ij δ̃ji = δ̃ijϕ̆j(θ̃
(j))− δ̃ijϕ̆j(θ̃

(ji)) = ϕ̆i(θ̃
(i))ϕ̆j(θ̃

(j))− ϕ̆i(θ̃
(ij))ϕ̆j(θ̃

(j))− δ̃ijϕ̆j(θ̃
(ji)).

Если теперь мы возьмем математические ожидания от обеих частей этого тождества и вос-

пользуемся равенствами (415), то мы получим (412).

Докажем неравенства (413). Используя определения (394), (407) и (412) получаем, что

Eϕ̆2
i (θ̃

(i)) = EEi
(
ϕi(θ̃

(i))− Eiϕi(θ̃(i))
)2 ≤ EEiϕ2

i (θ̃
(i)) = Eϕ2

i (θ̃
(i)),

Eδ̃2ij = EEi(δij − Eiδij)2 ≤ EEiδ2ij = Eδ2ij.
(416)
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При выводе (416) учтено, что дисперсия любой случайной величины не больше ее второго

момента. С учетом (416), имеем E
∣∣δ̃ij δ̃ji∣∣ ≤ (Eδ̃2ij)1/2(Eδ̃2ji)1/2 ≤

(
Eδ2ijEδ2ji

)1/2
. Тем самым мы

вывели и третье утверждение в (413). □

Оценим величины, определенные в (410). Из лемм 3.11, 3.12 и 3.13 получаем, что

E
∣∣∆1

∣∣ ≤ n∑
i=1

Eδ̃i ≤ 2
∑

νi∥ϕi∥, E∆2 ≤
n∑
i=1

Eϕ2
i (θ̃

(i)) ≤ 22qd2qu

n∑
i=1

∥ϕi∥2, (417)

∣∣E∆3

∣∣ ≤ n∑
i=1

∑
j ̸=i

∣∣Eϕ̆i(θ̃(i))ϕ̆j(θ̃(j))∣∣ ≤ n∑
i=1

∑
j ̸=i

(
∥ϕi∥νi∥ϕj∥νj

)
≤
( n∑
i=1

∥ϕi∥νi
)2
.

При выводе последнего неравенства учтено, что из (412), (413) и леммы 3.11 следуют соотно-

шения
∣∣Eϕ̆i(θ̃(i))ϕ̆j(θ̃(j))∣∣ = ∣∣Eδ̃ij δ̃ji∣∣ ≤ E

∣∣δ̃ij δ̃ji∣∣ ≤ (Eδ2ijEδ2ji)1/2 ≤ ∥ϕi∥νi∥ϕj∥νj. Теперь из (411)

и (417), с учетом определений (405) и (393), находим, что

E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ϕ̆i(θ̃)

∣∣∣∣∣ ≤ 3
n∑
i=1

∥ϕi∥νi + 2qdquS2

(
∥ϕ•∥

)
≤ 3 · 22qC. (418)

Тем самым мы вывели первое неравенство в (396). А чтобы получить теперь вторую оценку

в (396), воспользуемся неравенством Гельдера:

n∑
i=1

∥ϕi∥ · ∥ui∥q ≤

(
n∑
i=1

∥ϕi∥2/(2−q)
)(2−q)/2( n∑

i=1

∥ui∥2
)q/2

= dquS2/(2−q)
(
∥ϕ•∥

)
,

n∑
i=1

∥ϕi∥ · ∥vi∥q ≤

(
n∑
i=1

∥ϕi∥2/(2−q)
)(2−q)/2( n∑

i=1

∥vi∥2
)q/2

= dqvS2/(2−q)
(
∥ϕ•∥

)
.

Из этих оценок и определений (389), (393) следует, что C ≤ dqu(1+d
q
v)S2/(2−q)

(
∥ϕ•∥

)
+dquS2

(
∥ϕ•∥

)
.

Для завершения вывода (396) учтем еще, что S2

(
∥ϕ•∥

)
≤ S2/(2−q)

(
∥ϕ•∥

)
ввиду монотонности

по m норм Sm(·). Неравенства из (395) установлены в леммах 3.9 и 3.10, тем самым доказа-

тельство теоремы 3.9 завершено.

П р и м е р 3.3. Пусть P(ξ = 1) = P(ξ = −1) = 1/2, σ = κ/2, 0 < κ < 1, K > 0, u1 = σξ,

v1 = σξ/2, γ1(t) = K|t−1|qsign(t−1), ϕ1(t) = u1γ1(t). Кроме того, ui = vi = 0 = ϕi(·) при i ≥ 2.

Покажем, что в этом случае при θ = 1 имеет место (397), т.е. утверждение (396) теоремы

3.9 неулучшаемо с точностью до константы. Действительно, из определений (399) и (392)

получаем, что

2v = σξ = u, θ∗ − θ ≡ θ∗ − 1 = σξ/(1 + σξ/2), |ξ| = 1, 2dv = σ = du. (419)

В частности, |v| ≤ |u| ≤ σ = κ/2 < 1/2 при 0 < κ < 1. Но в силу (400) это означает,
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что θ̃ = θ∗. Значит, при θ = 1 из определения (394) и равенств (419) находим, что ϕ̆1(θ̃) =

ϕ̆1(θ
∗) = ϕ1(θ

∗) = σξ ·K|σξ|qsign(ξ)
/
|1 + σξ/2|q = Kσ1+q

/
|1 + σξ/2|q. Из этого соотношения и

неравенства Иенсена заключаем, что

E
n∑
i=1

ϕ̆i(θ̃) = Eϕ̆1(θ̃) = E
Kσ1+q

|1 + σξ/2|q
≥ Kσ1+q

|1 + σEξ/2|q
= Kσ1+q. (420)

Пусть теперь t2 − t1 = 2h > 0. Нетрудно понять, что в этом случае

γ1(t2)− γ1(t1) =

t2∫
t1

γ′1(t)dt = K

t1+2h∫
t1

q|t|q−1dt ≤ K

h∫
−h

q|t|q−1dt = 2Khq = 21−qK|t2 − t1|q.

Но отсюда находим, что |ϕ1(t2) − ϕ1(t1)| ≤ |u1| · 21−qK|t2 − t1|q = σ|ξ| · 21−qK|t2 − t1|q =

21−qKσ|t2 − t1|q. Таким образом, при i = 1 условие (390) выполнено при ϕ1 = 21−qKσ. А

поскольку ϕi = ϕi(·) = 0 при i ≥ 2 по предположению, то из определений (389) и (393)

получаем, что Sm
(
∥ϕ•∥

)
= ∥ϕ1∥ = 21−qKσ при всех m > 0. Следовательно, с учетом (419) и

условия σ < 1/2, имеем

3 · 22q+1(1 + dqv)d
q
uS2/(2−q)

(
∥ϕ•∥

)
= 3 · 22q+1

(
1 + (σ/2)q

)
σq21−qKσ < 3 · 24Kσ1+q, (421)

Из (421), (420) и (396) вытекают все неравенства, требуемые в (397). □

3.2.5 Доказательства результатов раздела 3.2.3

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 3.1 следует из теоремы 3.9 (см. раздел 3.2.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 3.2. Положим θ∗ni = E̸=iθ
∗
n, θ∗nij = E̸=iE̸=jθ

∗
n,

i, j = 1, . . . , n, j ̸= i. Подчеркнем, что величина θ∗ni не зависят от наблюдения Xi, а величина

θ∗nij не зависят еще и от Xj. Заметим прежде всего, что при всех i и j ̸= i справедливы оценки

E
∣∣θ∗ni − θ

∣∣2 ≤ 4E
∣∣θ∗n − θ

∣∣2 E
∣∣θ∗ni − θ∗nij

∣∣2 ≤ E
∣∣θ∗n − θ∗nj

∣∣2. (422)

Действительно, E
∣∣θ∗ni − θ

∣∣2 ≤ 2E
∣∣θ∗n − θ

∣∣2 + 2E
∣∣θ∗n − θ∗ni

∣∣2. Кроме того, с учетом формулы

полной вероятности, E
∣∣θ∗n − θ∗ni

∣∣2 = EE̸=i

∣∣θ∗n − E̸=iθ
∗
n

∣∣2 ≤ EE̸=i

∣∣θ∗n − h̸=i
∣∣2, где величина h̸=i

не зависит от Xi. В частности, полагая h̸=i = θ, получаем первое утверждение в (422). Еще

раз используя формулу полной вероятности, получаем цепочку соотношений E
∣∣θ∗ni− θ∗nij

∣∣2 =
E
∣∣E ̸=iθ

∗
n − E̸=iE̸=jθ

∗
n

∣∣2 ≤ EE̸=i

∣∣θ∗n − E̸=jθ
∗
n

∣∣2 = E
∣∣θ∗n − θ∗nj

∣∣2.
Обозначим через ρ(1)n и ρ(2)n слагаемые в правой части следующего тождества:

ρn ≡ I
−1/2
n,h

n∑
i=1

(
hi(θ

∗
n)− hi(θ

∗
ni)
)
ψi(θ,Xi) + I

−1/2
n,h

n∑
i=1

(
hi(θ

∗
ni)− hi(θ)

)
ψi(θ,Xi), (423)
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где, напомним, величина ρn определена в (363). В условиях предложения

I
1/2
n,hE|ρ

(1)
n | ≤

n∑
i=1

HiE
(
|θ∗n − θ∗ni|p|ψi(θ,Xi)|

)
≤

n∑
i=1

Hi

(
E|θ∗n − θ∗ni|2

)p/2(E|ψi(θ,Xi)|2
)1/2

.

Следовательно, с учетом условия (384), E
∣∣ρ(1)n ∣∣→ 0, а потому ρ(1)n

p→ 0.

Покажем, что ρ(2)n
p→ 0. Нам потребуются следующие оценки:

E
(
(hi(θ

∗
ni)− hi(θ))

2ψ2
i (θ,Xi)

)
= E

(
hi(θ

∗
ni)− hi(θ)

)2Eψ2
i (θ,Xi) ≤

≤ H2
i E
(
|θ∗ni − θ|2

)pEψ2
i (θ,Xi) ≤ 4pE

(
|θ∗n − θ|2

)p
H2
i Eψ2

i (θ,Xi),

E
[(
hi(θ

∗
ni)− hi(θ)

)(
hj(θ

∗
nj)− hj(θ)

)
ψi(θ,Xi)ψj(θ,Xj)

]
=

= E
[(
hi(θ

∗
ni)− hi(θ

∗
nij) + hi(θ

∗
nij)− hi(θ)

)(
hj(θ

∗
nj)− hj(θ

∗
nji) + hj(θ

∗
nji)− hj(θ)

)
×

× ψi(θ,Xi)ψj(θ,Xj)
]
= E

[(
hi(θ

∗
ni)− hi(θ

∗
nij)
)(
hj(θ

∗
nj)− hj(θ

∗
nji)
)
ψi(θ,Xi)ψj(θ,Xj)

]
+

+ E
[(
hi(θ

∗
ni)− hi(θ

∗
nij)
)(
hj(θ

∗
nji)− hj(θ)

)
ψi(θ,Xi)ψj(θ,Xj)

]
+

+ E
[(
hi(θ

∗
nij)− hi(θ)

)(
hj(θ

∗
nj)− hj(θ

∗
nji)
)
ψi(θ,Xi)ψj(θ,Xj)

]
+

+ E
[(
hi(θ

∗
nij)− hi(θ)

)(
hj(θ

∗
nji)− hj(θ)

)
ψi(θ,Xi)ψj(θ,Xj)

]
=

= E
[(
hi(θ

∗
ni)− hi(θ

∗
nij)
)(
hj(θ

∗
nj)− hj(θ

∗
nji)
)
ψi(θ,Xi)ψj(θ,Xj)

]
≤

≤
(
E
(
hi(θ

∗
ni)− hi(θ

∗
nij)
)2Eψ2

i (θ,Xi)
)1/2 (

E
(
hj(θ

∗
nj)− hj(θ

∗
nji)
)2Eψ2

j (θ,Xj)
)1/2

≤

≤ HiHj

(
E|θ∗n − θ∗ni|2

)p/2(E|θ∗n − θ∗nj|2
)p/2(Eψ2

i (θ,Xi)
)1/2(Eψ2

j (θ,Xj)
)1/2

.

При выводе этих соотношений были учтены еще неравенства из (422). Следовательно, с

учетом условий (383) и (384)

E
∣∣ρ(2)n ∣∣2 = I−1

n,h

n∑
i=1

E
(
(hi(θ

∗
ni)− hi(θ))

2ψ2
i (θ,Xi)

)
+

+ I−1
n,h

n∑
i,j=1,i ̸=j

E
[(
hi(θ

∗
ni)− hi(θ)

)(
hj(θ

∗
nj)− hj(θ)

)
ψi(θ,Xi)ψj(θ,Xj)

]
≤

≤ 4pI−1
n,hE

(
|θ∗n − θ|2

)p n∑
i=1

H2
i Eψ2

i (θ,Xi)+

+

(
I
−1/2
n,h

n∑
i=1

Hi

(
E|θ∗n − θ∗ni|2

)p/2(Eψ2
i (θ,Xi)

)1/2)2

→ 0,

что завершает доказательство предложения. □
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Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 3.3. Подставляя значения hi(θ) = hoi (θ) из (385) в

определение величины In,θ,hJ
−2
n,θ,h утверждение (385) можно переписать в следующем виде:(

n∑
i=1

hi(θ)Eψ′
i(θ,Xi)

)2

≤
n∑
i=1

h2i (θ)Eψ2
i (θ,Xi) ·

n∑
i=1

(
Eψ′

i(θ,Xi)
)2

Eψ2
i (θ,Xi)

.

Справедливость (385) теперь немедленно следует из неравенства Коши-Буняковского.

Положим Kn =
n∑
i=1

(
hoi (θ)

)2. Поскольку по условиям теоремы при каждом i величины

hi(θ) и hoi (θ) имеют одинаковый знак, то справедливы неравенства (387). В частности, при

каждом i значение hi(θ) лежит между hhoi (θ) и Hhoi (θ). Значит, для величин di = (hi(θ) −

hhoi (θ))(hi(θ)−Hhoi (θ)), i = 1, . . . , n, выполнено di ≤ 0. Из этого факта с учетом обозначений

из (Rh
3) получаем, что

In,h − (H + h)Jn,h + hHKn =
n∑
i=1

diEψ2
i (θ,Xi) ≤ 0.

А поскольку функция f(x) = x−1 − Hh(H + h)−1Knx
−2 достигает своего максимального

значения при x = 2Hh(H + h)−1Kn, то

In,hJ
−2
n,h ≤ (H + h)J−1

n,h −HhKnJ
−2
n,h = (H + h)f(Jn,h) ≤

≤ (H + h)f

(
2HhKn

H + h

)
=

(H + h)2

4HhKn

=
In,ho

J2
n,ho

(H + h)2

4Hh
.

Значит,
In,hJ

−2
n,h

In,hoJ
−2
n,ho

≤ H + h

2
√
Hh

=
H/h+ 1

2
√
H/h

= 1 +
(
√
H/h− 1)2

2
√
H/h

≤
√
H

h

и доказательство предложения завершено. □

3.3 Уточнение одношаговых оценок Фишера

Рассматривается задача оценивания числового параметра θ ∈ Θ ⊂ R по выборке объе-

ма n из последовательности X1, X2, . . . независимых одинаково распределенных случайных

величин произвольной природы, распределение которых имеет плотность fθ(·) относительно

некоторой меры. Приводится алгоритм построения асимптотически эффективных одноша-

говых оценок неизвестного параметра в случае, когда имеется предварительная nβ-состоя-

тельная оценка при β < 1/4. Известные ранее одношаговые оценки, предложенные Фишером

как приближения для состоятельных оценок максимального правдоподобия, позволяют за

один шаг находить асимптотически эффективные оценки лишь в случае, когда β ≥ 1/4.
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3.3.1 Алгоритм построения оценок и основные результаты

1. В этом разделе считаем выполненным следующее предположение.

(B). Наблюдаются первые n элементов из последовательности независимых одинаково

распределенных случайных величин X1, X2, . . . со значениями в произвольном измеримом

пространстве (X ,A) c плотностью fθ(x) относительно некоторой меры µ на A, где неиз-

вестный параметр θ может принимать значения из некоторого открытого множества

Θ ⊂ R. Кроме того, логарифмическая плотность l(t, x) = ln ft(x) для почти всех (по ме-

ре µ) значений x ∈ X дважды непрерывно дифференцируема по t при всех t ∈ Θ, и имеют

место соотношения

El′(θ,X1) = 0, 0 < I(θ) = E
(
l′(θ,X1)

)2
= −El′′(θ,X1) <∞. (424)

Математическое ожидание в (424) и далее вычисляется по отношению к распределению

с плотностью f(θ, x). Условимся, что мы будем писать E и P вместо Eθ и Pθ, соответственно.

При некотором фиксированном k ≥ 1 нам также потребуется условие

(Ck). Имеется некоторая n1/2(k+2)-состоятельная оценка θ∗n,k = θ∗n,k(X1, . . . , Xn) пара-

метра θ, т.е. оценка такая, что n1/2(k+2)(θ∗n,k − θ)
p→ 0.

Пусть выполнены предположения (B) и (Ck). Задача состоит в том, чтобы построить

оценку θ∗∗n,k = θ∗∗n,k(θ
∗
n,k) такую, для которой имеет место сходимость

√
n
(
θ∗∗n,k − θ

) d−→ N1(0, I
−1(θ)), (425)

т.е. за один шаг улучшить предварительную оценку θ∗n,k параметра θ до асимптотически

эффективной оценки θ∗∗n,k.

Одношаговую оценку θ∗∗n,k предлагается искать в виде

θ∗∗n,k = θ∗n,k + L′
n(θ

∗
n,k)

(
n∑
i=1

λk(θ
∗
n,k, Xi)

)−1

, (426)

где функция λk(t, x) определяется скоростью сближения предварительной оценки θ∗n,k и па-

раметра θ, заданной в условии (Ck), Ln(t) =
∑n

i=1 l(t,Xi). Забегая вперед, отметим, что

функция λk(t, x) из (426) будет иметь следующую структуру:

λk(θ, x) = I(θ) + ck1,θ
f ′
θ(x)

fθ(x)
+ ck2,θ

f ′′
θ (x)

fθ(x)
+ . . .+ ckk,θ

f
(k)
θ (x)

fθ(x)
,

где ck1,θ, ..., ckk,θ — решения некоторой системы линейных уравнений (см. приводимую далее

формулу (438)), дифференцирование производится по переменной θ и через f (k)
t (x) обозначе-
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на k-я производная плотности ft(x) по t. Таким образом, предлагаемые одношаговые оценки

θ∗∗n,k отличаются от оценки Фишера θ∗∗n2, определенной в (22), наличием некоторых дополни-

тельных слагаемых в знаменателе соответствующей дроби, при этом количество этих сла-

гаемых определяется скоростью сходимости θ∗n,k (т.е. задается значением k). Кроме того, от

значения k зависят и коэффициенты ck1,θ, ..., ckk,θ, задающие эти аддитивные добавки. Тем

самым, с ростом k не только добавляется соответствующее количество слагаемых, но при

каждом новом k заново пересчитываются и коэффициенты ck1,θ, ..., ckk,θ.

Вернемся к построению одношаговой оценки θ∗∗n,k. Как будет показано далее, для наших

целей нужно, чтобы функция λk(t, x) удовлетворяла соотношениям

E
(
mλ

(m−1)
k (θ,X1) + l(m+1)(θ,X1)

)
= 0 при всех 1 ≤ m ≤ k + 1. (427)

Такие функции λk(t, x) будут найдены в приводимой ниже теореме 3.11. Здесь же поясним

идею построения одношаговых оценок θ∗∗n,k, приводящую к выбору в качестве функции λk(t, x)

решение системы интегро-дифференциальных уравнений (427). Воспользуемся следующим

тождеством, которое нетрудно извлечь из (426):

√
n
(
θ∗∗n,k − θ

)
=
n−1/2

∑n
i=1 gk(θ

∗
n,k, Xi)

n−1
∑n

i=1 λk(θ
∗
n,k, Xi)

, где gk(t, x) = (t− θ)λk(t, x) + l′(t, x). (428)

Поскольку при широких ограничениях

n−1

n∑
i=1

λk(θ
∗
n,k, Xi)

p→ Eλk(θ,X1), (429)

то асимптотическое поведение разности
√
n
(
θ∗∗n,k − θ

)
определяется поведением числителя в

правой части первого равенства в (428). При соответствующей гладкости функции gk(t, x)

по первому аргументу имеем

n−1/2

n∑
i=1

gk(θ
∗
n,k, Xi) = n−1/2

n∑
i=1

gk(θ,Xi)+

+
k+1∑
m=1

(θ∗n,k − θ)m

m!
n−1/2

n∑
i=1

g
(m)
k (θ,Xi) +

√
n(θ∗n,k − θ)k+2Gn,k, (430)

где g(m)
k (t, x) — m-я производная функции gk(t, x) по t, Gn,k — остаточный член формулы

Тейлора, который будет определен в лемме 3.15. Кроме того, при некоторых естественных

ограничениях

n−1/2

n∑
i=1

gk(θ,Xi) ≡ n−1/2

n∑
i=1

l′(θ,Xi)
d−→ N1(0, I(θ)) и Gn,k = Op(1). (431)
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Второе соотношение в (431) и условие (Ck) позволяют заключить, что последнее слагаемое

в правой части (430) сходится по вероятности к нулю. Допустим еще, что функция λk(θ,X1)

такова, что выполнено следующее ключевое соотношение:

Eg(m)
k (θ,X1) = 0 при 1 ≤ m ≤ k + 1. (432)

В этом случае при соответствующих моментных ограничениях распределения сумм

n−1/2

n∑
i=1

g
(m)
k (θ,Xi)

сходятся к нормальному распределению и из первого соотношения в (431) и разложения (430)

следует, что n−1/2
∑n

i=1 gk(θ
∗
n,k, Xi)

d−→ N1(0, I(θ)). Тем самым, выполнено (425), если еще

учесть (428), (429) и считать, что справедливо равенство Eλk(θ,X1) = I(θ).

Нам остается заметить, что в силу представления (428) для любого натурального m имеет

место равенство

g
(m)
k (t, x) = mλ

(m−1)
k (t, x) + l(m+1)(t, x) + (t− θ)λ

(m)
k (t, x), (433)

а потому соотношение (432) эквивалентно (427).

Приведем теперь точное утверждения об асимптотических свойствах оценок θ∗∗n,k. Нам

потребуется следующее предположение.

(Dk) 1) функция λk(t, x) для почти всех значений x (по мере µ) k+1 раз дифференцируема

по t при всех t ∈ Θ и

Eλk(θ,X1) = I(θ), E|λ(m)
k (θ,X1)|2 <∞ при m = 0, . . . , k,

E sup
t∈Θ:|t−θ|≤δ1

|λ(k+1)
k (t,X1)| <∞ при некотором δ1 > 0;

(434)

2) функция l(t, x) для почти всех значений x (по мере µ) k+2 раза дифференцируема по

t при всех t ∈ Θ, E|l(m+2)(θ,X1)|2 <∞ при 0 ≤ m ≤ k и

E sup
t∈Θ:|t−θ|<δ2,t̸=θ

|l(k+2)(t,X1)− l(k+2)(θ,X1)|
|t− θ|

<∞ при некотором δ2 > 0. (435)

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 3.10. Пусть выполнено предположение (B) и при некотором k ≥ 1 справедливы

предположения (Ck) и (Dk). Кроме того, функция λk(θ, x) удовлетворяет системе уравне-

ний (427). Тогда одношаговая оценка θ∗∗n,k, определенная в (426), асимптотически эффектив-

на.
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2. В этом разделе найдем функции λk(t, x), удовлетворяющие (427) для любого целого

k ≥ 1. В пространстве L2 = {g(·) : Eg2(X1) < ∞} функций c конечным вторым моментом

определим скалярное произведение ⟨α(·), β(·)⟩ соотношением

⟨α(·), β(·)⟩ = Eα(X1)β(X1), α(·), β(·) ∈ L2. (436)

Положим
em,θ(·) =

f
(m)
θ (·)
fθ(·)

, am,θ =
1

m+ 1
⟨e1,θ(·), em+1,θ(·)⟩, (437)

где m ≥ 0. При любом фиксированном k ≥ 1 обозначим через ck1,θ, . . ., ckk,θ решения следу-

ющей системы k линейных уравнений с k неизвестными:

ck1,θ⟨e1,θ(·), ej,θ(·)⟩+ . . .+ ckk,θ⟨ek,θ(·), ej,θ(·)⟩ = aj,θ, j = 1, . . . , k. (438)

Отметим, что матрица, определяющая систему (438) (матрица Грама, построенная по эле-

ментам {em,θ(·); m ≤ k}), является положительно определенной в случае линейной незави-

симости функций {em,θ(·); m ≤ k} и, тем самым, система (438) однозначно задает элементы

ck1,θ, . . ., ckk,θ. Определим функцию λk(θ, x) равенством

λk(θ, x) = I(θ) + ck1,θe1,θ(x) + ck2,θe2,θ(x) + . . .+ ckk,θek,θ(x). (439)

Почему функция λk(θ, x) из (439) удовлетворяет системе (427)? Оказывается, при доста-

точно общих условиях имеет место следующее ключевое утверждение (см. лемму 3.17): если

функция λk(θ, x) является решением системы уравнений

⟨λk(θ, ·), em−1,θ(·)⟩ = am−1,θ, m = 1, . . . , k + 1, (440)

то функция λk(θ, x) удовлетворяет системе (427). Тем самым, поиск подходящей функции

λk(θ, x) сводится к отысканию решения системы (440). В предположении линейной неза-

висимости e0,θ(x), . . ., e1,θ(x) система (440) задает проекции a0,θ, . . . , ak,θ искомой функции

λk(θ, x) на элементы базиса e0,θ(x), . . ., e1,θ(x). Известно, что в этом случае линейная ком-

бинация базисных элементов
∑k

j=0 ckj,θej,θ(x) является решением (440), где коэффициенты

{ckj,θ} определяются системой линейных уравнений с матрицей Грама, построенной по эле-

ментам базиса {ej,θ(x)} (см. доказательство леммы 3.18). Если же функции fθ(·), f ′
θ(·), . . . ,

f
(k)
θ (·) линейно зависимы (т.е. линейно зависимы функции {em,θ(·); m ≤ k}), то, как хорошо

известно, либо не существует решений системы линейных уравнений (438), либо их будет

бесконечно много. Иными словами, в этих условиях либо невозможно представить искомую

функцию λk(θ, x) в виде (439), либо таких функций бесконечно много, и алгоритм их поиска

сводится к известной процедуре линейной алгебры.
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Чтобы сформулировать основное утверждение раздела, нам потребуется следующее пред-

положение.

(Ek) Выполнено условие (Dk) без ограничений (434) и (435), функции fθ(·), f ′
θ(·), . . . ,

f
(k)
θ (·) линейно независимы и e2,θ(·), . . . , ek+1,θ(·) ∈ L2. Кроме того,

∫
f (j)(θ, x)µ(dx) = 0,

j = 3, . . . , k + 1, и можно менять порядок дифференцирования по переменной θ и интегри-

рования по переменой x в следующих случаях:

(∫
λk(θ, x)f

(m−1)
θ (x)µ(dx)

)(j)

=

∫ (
λk(θ, x)f

(m−1)
θ (x)

)(j)
µ(dx),(∫

l′(θ, x)f
(k+1)
θ (x)µ(dx)

)(j)

=

∫ (
l′(θ, x)f

(k+1)
θ (x)

)(j)
µ(dx)

при m = 1, . . . , k + 1 и j = 1, . . . , k + 1−m.

Имеет место

Теорема 3.11. Пусть выполнено предположение (B) и условие (Ek) при некотором фикси-

рованном k ≥ 1. Тогда функция λk(t, x), определенная в (439), является решением системы

уравнений (427).

3. Из теорем 3.10 и 3.11 вытекает следующее утверждение.

Следствие 3.2. Пусть выполнено предположение (B), а при некотором фиксированном

k ≥ 1 — предположения (Ck), (Dk) и (Ek). Тогда одношаговая оценка θ∗∗n,k, определенная

в (426) и (439), является асимптотически эффективной.

Выделим в отдельное утверждение следствие из теорем 3.10 и 3.11 для случая k = 1, то

есть для случая, когда выполнено условие n1/6-состоятельности предварительной оценки. Из

определений (437), (438) и (439) нетрудно извлечь следующее представление для одношаго-

вой статистики θ∗∗n,1 :

θ∗∗n,1 = θ∗n,1 +
L′
n(θ

∗
n,1)

nI(θ∗n,1) + L′
n(θ

∗
n,1)c(θ

∗
n,1)

, где c(θ) =
1

2I(θ)

∫
f ′
θ(x)f

′′
θ (x)

fθ(x)
µ(dx). (441)

Следствие 3.3. Пусть выполнены условия (B), (C1) и следующие предположения:

1) функция l(t, x) для почти всех значений x (по мере µ) трижды дифференцируема по

t, функции I(t) и a1,t — дважды дифференцируемы при всех t ∈ Θ, а при дифференцирова-

нии интегралов
∫
l′(t, x)f ′

t(x)µ(dx) и
∫
l′(t, x)f ′′

t (x)µ(dx) по t при всех t ∈ Θ можно менять

порядок дифференцирования и интегрирования;

2) выполнено (435) при k = 1 и E|l′′(θ,X1)|2 <∞, E|l′′′(θ,X1)|2 <∞;

3) функции fθ(·) и f ′
θ(·) линейно независимы.

Тогда оценка θ∗∗n,1, определенная в (441), асимптотически эффективна.
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3.3.2 Дополнительные комментарии

З а м е ч а н и е 3.15. Из теоремы 3.5 раздела 3.1.5 можно извлечь, что при достаточ-

но слабых ограничениях условие n1/4-состоятельности оценки θ∗n является необходимым для

сходимости
√
n
(
θ∗∗n1−θ

)
−n−1/2L′

n(θ)I
−1(θ)

p→ 0. Таким образом, условие n1/4-состоятельности

предварительной оценки в широких условиях оказывается оказывается минимальным доста-

точным ограничением для асимптотической эффективности одношаговых оценок Фишера.

Непосредственно для оценок Фишера этот факт был ранее установлен в [337].

Схематично покажем, что указанное условие на точность предварительной оценки θ∗n

является необходимым ограничением для асимптотической эквивалентности одношаговых

оценок Фишера θ∗∗n1 и θ∗∗n2 и оценки максимального правдоподобия θ̃n. Действительно, для

производной логарифмической функции правдоподобия имеет место равенство 0 = L′
n(θ̃n) =

L′
n(θ

∗
n)+(θ̃n−θ∗n)L′′

n(θ
∗
n)+(θ̃n−θ∗n)2L′′′

n (θ̃
∗
n), где θ̃∗n — промежуточная точка между θ∗n и оценкой

максимального правдоподобия θ̃n. Используя это равенство и определение (22), получаем

следующее тождество:

√
n
(
θ∗∗n1 − θ̃n

)
=

√
n(θ∗n − θ̃n)−

√
n
L′
n(θ

∗
n)− L′

n(θ̃n)

L′′
n(θ

∗
n)

=
1

2

(
n1/4(θ∗n − θ̃n)

)2 L′′′
n (θ̃

∗
n)

L′′
n(θ

∗
n)
,

где в широких условиях L′′′
n (θ̃

∗
n)/L

′′
n(θ

∗
n)

p→ −El′′′(θ,X1)/I(θ). А потому, если
√
n
(
θ∗∗n1−θ̃n

) p→ 0 и

El′′′(θ,X1) ̸= 0, то с необходимостью n1/4(θ∗n−θ)
p→ 0. Аналогичные рассуждения справедливы

и для второй оценки θ∗∗n2 из (22). □

З а м е ч а н и е 3.16. Пусть распределение сосредоточено на положительной полуоси и

плотность fθ(x) при x ≥ 0 задается соотношением

fθ(x) =
(h+ 1)

θ(1 + x/θ)2+h
, h ∈

(
0, 1
)
. (442)

Нетрудно проверить, что EX1 = θ/h. А потому θ∗n = h
n∑
i=1

Xi/n есть оценка по методу момен-

тов для параметра θ. Имеет место следующее утверждение: если выполнено условие (442),

то распределение nγ(θ∗n−θ) при γ = h/(h+1) ∈ (0, 1/2) сходится к некоторому устойчивому

распределению.

Действительно, EX1 < ∞ при h > 0 и EX2
1 = ∞ при h < 1. Согласно [349, стр. 643] для

сходимости соответствующих распределений к устойчивому закону нужно, чтобы выполня-

лось соотношение

nµ(an)

a2n
→ const, где µ(x) =

x∫
−x

y2fθ(y)dy и an = n1−γ.
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Учитывая (442), имеем

µ(x) = (h+ 1)

x∫
0

y2/θ

(1 + y/θ)h+2
dy = C0

x+1∫
1

(y − 1)2

yh+2
dy ∼ C1x

−h+1.

Следовательно, nµ(an)
a2n

∼ n(1−γ)(1−h)+1−2(1−γ) ∼ const, если −(1− γ)(1+h)+1 = 0. Из послед-

него соотношения находим, что γ = h/(h+ 1).

Пусть h ∈
(
0, 1

3

]
. В этом случае γ = h/(h + 1) ∈

(
0, 1

4

]
и nγ(θ∗n − θ) = Op(1) при

γ ≤ 1/4. Следовательно, оценка θ∗n является nβ-состоятельной при β < γ ≤ 1/4. Кроме

того, El′′′(θ,X1) ̸= 0. В такой ситуации для одношагового поиска явной асимптотически

эффективной оценки не годятся оценки Фишера (22) (см. замечание 3.15), но можно исполь-

зовать построенные выше одношаговые оценки θ∗∗n,k. Понятно, что индекс k при этом нужно

выбирать в зависимости от скорости сближения θ∗n к θ, определяемой значением h. Так, на-

пример, если h ∈ (1
5
, 1
3
], то выполнено условие n1/6-состоятельности для θ∗n,1 = θ∗n (т.е. k = 1),

и в качестве явной одношаговой асимптотически эффективной оценки можно использовать

статистику θ∗∗n,1, определенную в (441).

Пусть h ∈ (1
3
, 1]. В этом случае nγ(θ∗n − θ) = Op(1) при γ ∈ (1

4
, 1
2
]. И этот диапазон h —

область применения классических одношаговых оценок Фишера (22). □

З а м е ч а н и е 3.17. Чем медленнее предварительная оценка θ∗n,k сближается с параметром θ

(т.е. чем больше значение k), тем более гладкой должна быть плотность распределения, что-

бы иметь возможность за один шаг, с помощью θ∗∗n,k, находить асимптотически эффективную

оценку. Этот факт наглядно демонстрируют условия (Ck), (Dk) и определения (439), (437).

Аналогичная взаимосвязь между точностью предварительной оценки и гладкостью функ-

ций, определяющих одношаговые оценки, отмечена в замечании 3.3 раздела 3.1.1.

З а м е ч а н и е 3.18. Если имеется n1/2(k+2)-состоятельная предварительная оценка, то

для отыскания асимптотически эффективной оценки можно, с одной стороны, использо-

вать одношаговую статистику θ∗∗n,k. C другой стороны, нельзя не отметить и альтернатив-

ную процедуру, связанную с многошаговым улучшением медленно сходящейся к параметру

оценки (см., например, [30], [242]). Напомним, что многошаговые процедуры обсуждались

выше, в разделе 3.1.8). Итак, применяя последовательно определенное количество раз пре-

образование Фишера, можно найти асимптотически эффективную оценку за число шагов

ln(k + 2)/ ln 2 = log2(k + 2). Действительно, при некоторых дополнительных ограничениях

для оценки Фишера θ∗∗n1 справедливо представление

θ∗∗n1 − θ =
(θ∗n − θ)L′′

n(θ
∗
n)− L′

n(θ
∗
n)

L′′
n(θ

∗
n)

∼ ζn√
n
+ (θ∗n − θ)2 · Cn,
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где ζn
d−→ N1(0, I

−1(θ)) и Cn
p→ −El′′′(θ,X1)

2I(θ)
. Таким образом, если мы располагаем nε-

состоятельной оценкой θ∗n параметра θ и E|l′′′(θ,X1)| < ∞, то θ∗∗n1 = θ∗∗n1(θ
∗
n) будет n2ε-

состоятельной оценкой (если 2ε < 1/2). Далее, используя θ∗∗n1 в качестве предварительной

оценки, мы получим n4ε-состоятельную оценку (если 4ε < 1/2) и т.д. Нетрудно видеть,

что продолжая этот процесс некоторое число раз, мы достигнем нужной точности (т.е.
√
n-

ограниченности), при этом количество итераций будет равно [− ln 2ε/ ln 2] + 1. □

3.3.3 Доказательства

В этом разделе предполагаем фиксированным некоторое значение k ≥ 1 и считаем вы-

полненным предположение (B), особо это не оговаривая. Для доказательства теоремы 3.10

нам потребуется три вспомогательных утверждения.

Лемма 3.14. Пусть выполнено предположение (Dk). Тогда

τλ(δ) = E sup
t∈Θ:|t−θ|≤δ

|λk(t,X1)− λk(θ,X1)| → 0 при δ → 0,

τg(δ) = E sup
t∈Θ:|t−θ|≤δ,t̸=θ

|g(k+1)
k (t,X1)− g

(k+1)
k (θ,X1)|

|t− θ|
<∞, δ = min{δ1, δ2},

где функция gk(t, x) определена в (428).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся разложением

λk(t, x) =
k∑

m=0

(t− θ)m

m!
λ
(m)
k (θ, x) +

(t− θ)k+1

(k + 1)!
λ
(k+1)
k (t̃, x),

где t̃ — некоторое промежуточное значение между t и θ. При δ < δ1, имеем

τλ(δ) ≤
k∑

m=1

δm

m!
E|λ(m)

k (θ,X1)|+
δk+1

(k + 1)!
E sup
t:|t−θ|≤δ

|λ(k+1)
k (t̃, x)|. (443)

Эта оценка доказывает первое утверждение леммы, если еще учесть конечность матема-

тических ожиданий в правой части (443) ввиду условия (Dk). Второе утверждение леммы

нетрудно извлечь из представления (433), если еще учесть оценки

E sup
t∈Θ:|t−θ|≤δ

|λ(k+1)
k (t,X1)− λ

(k+1)
k (θ,X1)| ≤

≤ E sup
t∈Θ:|t−θ|≤δ1

|λ(k+1)
k (t,X1)|+ E|λ(k+1)

k (θ,X1)| <∞,

E sup
t∈Θ:|t−θ|≤δ,t̸=θ

|λ(k)k (t,X1)− λ
(k)
k (θ,X1)|

|t− θ|
≤ E sup

t∈Θ:|t−θ|≤δ1
|λ(k+1)
k (t,X1)| <∞. □
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Лемма 3.15. Пусть выполнены предположения (Ck) и (Dk). Тогда

Gn,k =
n∑
i=1

(
g
(k+1)
k (θ̃∗n,k, Xi)− g

(k+1)
k (θ,Xi)

)
n(θ∗n,k − θ)

= Op(1),

где θ̃∗n,k — некоторая промежуточная точка между θ и θ∗n,k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого K > 0 и δ = min{δ1, δ2}, имеем

P
(
|Gn,k| > K

)
≤ P

(
|Gn,k| > K, |θ∗n,k − θ| ≤ δ

)
+ P(|θ∗n,k − θ| > δ) ≤

≤ P

(
sup

t:|t−θ|≤δ,t̸=θ

n∑
i=1

∣∣g(k+1)
k (t,Xi)− g

(k+1)
k (θ,Xi)

∣∣
n|t− θ|

> K, |θ∗n,k − θ| ≤ δ

)
+

+ P(|θ∗n,k − θ| > δ) ≤ τg(δ)/K + P(|θ∗n,k − θ| > δ). (444)

При выводе (444) мы использовали формулу полной вероятности и неравенство Чебышева

с первым моментом. Следовательно, в силу леммы 3.14 и состоятельности оценки θ∗n,k, вы-

полнено соотношение lim supP
(
|Gn,k| > K

)
≤ τg(δ)/K → 0 при K → ∞, что доказывает

утверждение леммы. □

Лемма 3.16. Пусть выполнены предположения (Ck) и (Dk). Тогда

Λn,k = n−1

n∑
i=1

λk(θ,Xi)
p→ I(θ), Λn,k = n−1

n∑
i=1

(
λk(θ

∗
n,k, Xi)− λk(θ,Xi)

) p→ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение леммы следует из закона больших чисел,

поскольку функция λk(θ, x) такова, что Eλk(θ,X1) = I(θ).

Аналогично выводу (444), для любого ε > 0 и δ > 0, имеем

P
(
|Λn,k| > ε

)
≤ P

(
|Λn,k| > ε, |θ∗n,k − θ| ≤ δ

)
+ P(|θ∗n,k − θ| > δ) ≤

≤ P

(
sup

t:|t−θ|≤δ

n∑
i=1

∣∣λk(t,Xi)− λk(θ,Xi)
∣∣/n > ε, |θ∗n,k − θ| ≤ δ

)
+

+ P(|θ∗n,k − θ| > δ) ≤ τλ(δ)/ε+ P(|θ∗n,k − θ| > δ).

Таким образом, lim supP
(
|Λn,k| > ε

)
≤ τλ(δ)/ε. А поскольку по лемме 3.14 τλ(δ) → 0 при

δ → 0, то в силу произвольности ε и δ второе утверждение леммы доказано. □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.10. Заметим, что в условиях теоремы

Gnk =
n∑
i=1

(
gk(θ

∗
n,k, Xi)− gk(θ,Xi)

)/√
n

p→ 0. (445)
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Действительно, с учетом обозначения из леммы 3.15, имеем

Gnk ≡
k+1∑
m=1

(θ∗n,k − θ)m

m!

n∑
i=1

g
(m)
k (θ,Xi)/

√
n+

√
n(θ∗n,k − θ)k+2Gn,k. (446)

Последнее слагаемое в правой части (446) сходится по вероятности к нулю в силу лем-

мы 3.15 и условия (Ck). Далее, по построению (см. формулу (432)) имеем Eg(m)
k (θ,Xi) = 0 при

m = 1, . . . , k+1, а в в силу (433) и условия (Dk) выполнено E|g(m)
k (θ,Xi)|2 <∞. Следователь-

но, в силу центральной предельной теоремы распределения
∑n

i=1 g
(m)
k (θ,Xi)/

√
n сходятся к

нормальному, а потому все слагаемые по m в правой части (446) сходится по вероятности к

нулю в силу состоятельности θ∗n,k.

Из (428) и (431) получаем, что

√
n
(
θ∗∗n,k − θ

)
=

∑n

i=1
gk(θ

∗
n,k, Xi)/

√
n∑n

i=1
λk(θ

∗
n,k, Xi)/n

=

∑n

i=1
l′(θ,Xi)/

√
n+Gnk

Λn,k + Λn,k
. (447)

Сходимость
√
n
(
θ∗∗n,k − θ

) d−→ N1(0, I
−1(θ)) следует теперь из представления (447), леммы

3.16, первой сходимости в (431), а также (445). □

Вывод теоремы 3.11 проведем в два этапа. Нам потребуются

Лемма 3.17. Если выполнено предположение (Ek) и функция λk(t, x) является решением

системы (440), то эта функция удовлетворяет и (427).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнения (427) и (440) соответственно нам удобно переписать

в следующем интегральном виде:∫
λ
(m−1)
k f = − 1

m

∫
l(m+1)f, m = 1, . . . , k + 1, (448)

∫
λkf

(m−1) =
1

m

∫
l′f (m), m = 1, . . . , k + 1 (449)

(условимся опускать аргументы у функций, а также переменную дифференцирования θ и

переменную интегрирования x). Доказательство проведем методом индукции по m. Пусть

при m = 1 функция λk удовлетворяет (449), т.е.∫
λkf =

∫
l′f ′. (450)

Дифференцируя тождество
∫
l′f = 0 по θ, имеем: 0 =

∫
l′′f +

∫
l′f ′. Следовательно, с

учетом (450),
∫
λkf = −

∫
l′′f , т.е. выполнено (448) при m = 1.
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Предположим теперь, что если λk удовлетворяет (449) при m = 1, . . . , h−1 для некоторого

фиксированного 3 ≤ h ≤ k + 1, то λk удовлетворяет (448) при этих m. Покажем, что если,

дополнительно, λk удовлетворяет (449) при m = h, то справедливо и (448) при m = h, т.е.∫
λ
(h−1)
k f = −1

h

∫
l(h+1)f. (451)

Дифференцируем h − 1 раз равенство (449) при m = 1, h − 2 раза — при m = 2 и т.д. (при

всех m = 1, . . . , h равенство (449) дифференцируем h − m раз). В итоге, полагая C0
0 = 1,

получаем
h−j∑
i=1

Ci
h−j

∫
λ
(i)
k f

(h−1−i) =
1

j

h−j∑
i=0

Ci
h−j

∫
l(i+1)f (h−i), j = 1, . . . , h. (452)

При выводе (452) мы учли, что в силу (Ek) можно менять порядок дифференцирования и

интегрирования в соответствующих интегралах, а также использовали следующее представ-

ление для n-ой производной произведения двух функций:

(uv)(n) =
n∑
i=0

Ci
nu

(i)v(n−i) при Ci
n =

n!

i!(n− i)!
. (453)

Положим

xi =

∫
λ
(i)
k f

(h−1−i), νi =

∫
l(i+1)f (h−i), bh−j =

1

j

h−j∑
i=0

Ci
h−jνi (454)

при i = 0, . . . , h− 1 и j = 1, . . . , h. В этом случае (452) примет следующий вид:

xh−j + Ch−j−1
h−j xh−j−1 + . . .+ C2

h−jx2 + C1
h−jx1 + x0 = bh−j, j = 1, . . . , h, (455)

а равенство (451), которое нужно установить, можно переписать в виде

xh−1 = −νh/h. (456)

Нетрудно видеть, что соотношения (455) — это система линейных уравнений (c верхне-

треугольной матрицей) относительно x0, . . . , xh−1. Используя обратный ход метода Гаусса и

последовательно выражая x0 = b0, x1 = b1 − b0, x2 = b2 − 2b1 + b0 и т.д., из (455) находим

представление для xh−1 :

xh−1 = bh−1 − Ch−2
h−1bh−2 + Ch−3

h−1bh−3 − . . . C1
h−1b1 ± b0. (457)

Чтобы теперь из (457) извлечь (456) и завершить доказательство леммы, нам потребуется
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несколько комбинаторных соотношений. Во-первых, при любом i = 1, . . . , h− 1

C1
hC

i
h−1 − C2

hC
i
h−2 + C3

hC
i
h−3 − . . .± Ch−i

h Ci
i = C0

hC
i
h (458)

(см., например, в [348], стр.81). Во-вторых, имеют место равенства

h−1∑
i=0

Ci
hνi = −νh,

1

j
Ch−j
h−1 =

1

h
Cj
h. (459)

Второе равенство в (459) нетрудно извлечь непосредственно из определения в (453), а чтобы

получить первое равенство в (459), нужно h раз продифференцировать тождество
∫
l′f = 0

по θ, учесть, что в силу предположения (Ek) можно менять порядок дифференцирования

и интегрирования, а также использовать соотношение (453) и обозначения (454). Наконец,

подставляя значения bh−j в соотношение (457) и используя тождества (458) и (459), имеем

xh−1 = Ch−1
h−1

h−1∑
i=0

Ci
h−1νi −

1

2
Ch−2
h−1

h−2∑
i=0

Ci
h−2νi +

1

3
Ch−3
h−1

h−3∑
i=0

Ci
h−3νi − . . .± 1

h
ν0 =

=
1

h

(
C1
h

h−1∑
i=0

Ci
h−1νi − C2

h

h−2∑
i=0

Ci
h−2νi + C3

h

h−3∑
i=0

Ci
h−3νi − . . .± ν0

)
=

=
1

h

h−1∑
i=0

( h−i∑
j=1

(−1)j+1Cj
hC

i
h−j
)
νi =

1

h

h−1∑
i=0

C0
hC

i
hνi = −1

h
νh.

Таким образом, выполнено (456) и доказательство леммы завершено. □

Лемма 3.18. Если выполнено предположение (Ek), то функция λk(θ, x), определенная ра-

венством (439), является решением системы (440).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условий леммы и определения (437), нам заданы ли-

нейно независимые функции e0,θ(·), . . . , ek,θ(·), которые будем называть базисом, и известны

проекции искомой функции λk(θ, ·) на элементы этого базиса, определяемые соотношениями

(440):

⟨λk(θ, ·), em−1,θ(·)⟩ =
1

m
⟨e1,θ(·), em,θ(·)⟩ ≡ am−1,θ, m = 1, . . . , k + 1. (460)

Хорошо известно, что в этом случае функция

λk(θ, x) = ck0,θe0,θ(x) + ck1,θe1,θ(x) + . . .+ ckk,θek,θ(x), (461)

являющаяся линейной комбинацией элементов базиса со специально подобранными коэффи-

циентами ckj,θ, j = 0, . . . , k, удовлетворяет системе (460). Чтобы определить эти коэффици-

енты, домножим скалярно равенство (461) на элементы базиса e0,θ(·), . . . , ek,θ(·). Учитывая
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еще соотношения (460), получаем следующую линейную систему (k + 1)-го уравнения отно-

сительно (k + 1)-ой неизвестной ckj,θ, j = 0, . . . , k:

ck0,θ⟨e0,θ(·), ej,θ(·)⟩+ . . .+ ckk,θ⟨ek,θ(·), ej,θ(·)⟩ = aj,θ, j = 0, . . . , k. (462)

При этом матрица c элементами ⟨ei,θ(·), ej,θ(·)⟩, i, j = 0, . . . , k, определяющая эту систему ли-

нейных уравнений (матрица Грама, построенная по элементам базиса) положительно опре-

делена ввиду линейной независимости этих элементов.

В силу равенств l′(θ, x) = f ′
θ(x)/fθ(x), l′′(θ, x) = f ′′

θ (x)/fθ(x)−
(
f ′
θ(x)/fθ(x)

)2 и условия (B)

получаем, что
∫
f ′
θ(x)µ(dx) = 0 и

∫
f ′′
θ (x)µ(dx) = 0. А потому, с учетом (436) и (437),

⟨e1,θ(·), e1,θ(·)⟩ ≡ a0,θ = I(θ), ⟨e0,θ(·), e0,θ(·)⟩ ≡
∫
fθ(x)µ(dx) = 1,

⟨ej,θ(·), e0,θ(·)⟩ = ⟨e0,θ(·), ej,θ(·)⟩ =
∫
f
(j)
θ (x)µ(dx) = 0 при j ̸= 0.

Следовательно, у матрицы Грама, определяющей систему уравнений (462), все элементы

первой строки и первого столбца, за исключением диагонального — нулевые. А потому

ck0,θ = I(θ) для любых k, а функция λk(θ, x), определенная в (438) и (439), является ре-

шением (440). □

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.11. Это утверждение немедленно следует из лемм

3.17 и 3.18. □

3.4 Результаты компьютерного моделирования

3.4.1 Предварительные сведения

Рассмотрим некоторые приложения полученных в главах 2 и 3 результатов, связанные

с одношаговыми оценками в задачах нелинейной регрессии. В этом разделе считаем, что

наблюдения Xi представимы в виде

Xi = fi(θ) + εi при fi(θ) = f(θ, zi), Eεi = 0, 0 < Eε2i <∞, i = 1, . . . , n, (463)

где f — известная функция, набор {zi} (скаляров или векторов) известен, погрешности {εi}

независимы, параметр θ одномерный и подлежит оцениванию. Для определенности и про-

стоты будем рассматривать классический вариант модели (463), когда регрессоры детерми-

нированы. Все приводимые далее рассуждения можно перенести и на модели со случайными

регрессорами. Например, оценки метода наименьших квадратов в ситуации случайных ре-

грессоров исследовались в [165], [130], [230], [232], [265], [283].
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1. Пусть при всех i выполнено Eε2i = σ2w−1
i , где числа {wi} известны, а параметр σ2 мо-

жет быть неизвестным. В этих условиях оценка взвешенного метода наименьших квадратов

определяется соотношением

θ̃n = argmin
t

n∑
i=1

wi
(
Xi − fi(t)

)2
и нас интересует тот регулярный случай, когда она удовлетворяет уравнению

n∑
i=1

ψi(t,Xi) = 0 при ψi(t,Xi) = wif
′
i(t)(Xi − fi(t)). (464)

В случае wi = 1 при всех i получаем классический метод наименьших квадратов.

Если регрессионная функция f из (463) линейна по первому аргументу, то оценка взве-

шенного метода наименьших квадратов имеет явное представление и в известном смысле

оптимальна. В частности, является наилучшей линейной несмещенной оценкой, а в случае

нормально распределенных ошибок — наилучшей и в классе всех несмещенных оценок (см.,

например, [60], [68], [74], [252], [295]). Эти свойства оценок не переносятся автоматически

на случай нелинейной регрессионной функции f : в общем случае оценки могут не суще-

ствовать, могут иметь смещение, оценка может быть не единственной и т.д. Тем не менее,

при выполнении некоторых условий регулярности оценки взвешенного метода наименьших

квадратов в случае нелинейной f все же обладают нужными свойствами по-крайней мере

в асимптотике (см. подробности и библиографические ссылки, например, в [10], [60], [140],

[236], [253], [295], [310], [328]). В частности, в случае нормально распределенных наблюдений

оценки взвешенного метода наименьших квадратов и метода максимального правдоподобия

совпадают и асимптотическая дисперсия In,θJ
−2
n,θ оценок обратно пропорциональна суммар-

ной информации Фишера, соответствующей {Xi} :

In,θJ
−2
n,θ = σ2

(
n∑
i=1

wi
(
f ′
i(θ)

)2)−1

≡

(
n∑
i=1

Ii(θ)

)−1

, (465)

где Ii(θ) — информация Фишера, соответствующая наблюдению Xi. Таким образом, в си-

лу обобщения неравенства Рао-Крамера на случай неоднородных наблюдений (см., напри-

мер, [325]), можно сделать вывод о соответствующей точности оценки взвешенного метода

наименьших квадратов в случае нормально распределенных наблюдений.

Подчеркнем еще, что в случае нелинейной регрессионной функции f оценка взвешен-

ного метода наименьших квадратов, как правило, не может быть найдена в явном виде. В

частности, уравнение (464) обычно не разрешается аналитически ([10], [60], [236], [253], [295],

[310]). Существует ряд приближенных численных методов решения уравнения вида (464)
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и поиска минимума соответствующей функции. Выбор того или иного метода зависит от

многих факторов, в том числе от вида регрессионной функции f . Напомним, что для задач

нелинейной регрессии весьма типична ситуация наличия локальных экстремумов, а потому

при неудачном выборе начального приближения параметра итерационный процесс обнару-

живает лишь локальный минимум, ближайший к этой стартовой точке и при приближенном

поиске оценки взвешенного метода наименьших квадратов возникает большинство проблем

численного анализа: проблема поиска стартовой точки (особенно в случае большого числа

локальных минимумов у изучаемой функции), проблема сходимости того или иного мето-

да, проблема выбора момента прекращения итерационного процесса в связи с достижением

требуемой точности и др. Подчеркнем, что задача поиска глобального экстремума функции

в общем случае до настоящего времени не решена, сложность этой задачи общепризнана и

решению подобных задач в тех или иных условиях посвящена обширная литература. В связи

с вышесказанным отметим, например, работы [60], [68], [105], [248], [236], [253], [266], [267],

[268], [272], [277], [327], [329]). Таким образом, в случае нелинейной регрессионной функции

имеется некоторая проблема, касающаяся вычислительной стороны: как отыскать θ̃n, удо-

влетворяющую (464).

Одношаговые процедуры позволяют избежать указанных выше вычислительных сложно-

стей. В частности, при выполнении условий соответствующих утверждений (см. теоремы 3.1

и 3.2 из раздела 3.1.1) одношаговые M -оценки

θ∗∗n = θ∗n +
n∑
i=1

wi(Xi − fi(θ
∗
n))f

′
i(θ

∗
n)

(
n∑
i=1

wi
[
(f ′
i(θ

∗
n))

2 − (Xi − fi(θ
∗
n))f

′′
i (θ

∗
n)
])−1

, (466)

θ̂∗∗n = θ∗n +
n∑
i=1

wi(Xi − fi(θ
∗
n))f

′
i(θ

∗
n)

(
n∑
i=1

wi(f
′
i(θ

∗
n))

2

)−1

(467)

асимптотически нормальны с асимптотической дисперсией

In,θJ
−2
n,θ ≡

n∑
i=1

Eψ2
i (θ,Xi)

(
n∑
i=1

Eψ′
i(θ,Xi)

)−2

= σ2

(
n∑
i=1

wi
(
f ′
i(θ)

)2)−2

, (468)

т.е. асимптотически имеют точность оценки взвешенного метода наименьших квадратов (см.

(465) и (468)). Здесь в определениях (315) и (320) одношаговых оценок мы использовали ψi

из (464) и выбрали J∗
n = −

n∑
i=1

wi
(
f ′
i(θ

∗
n)
)2 в качестве оценки для Jn,θ.

При выполнении условий теоремы 3.7 (см. раздел 3.2.1) асимптотически ту же точность

имеет и следующая одношаговая взвешенная M -оценка

θ∗∗n,h = θ∗n +
n∑
i=1

wi(Xi − fi(θ
∗
n))f

′
i(θ

∗
n)

(
n∑
i=1

wi(f
′
i(θ

∗
n))

2

)−1

, (469)
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совпадающая с оценкой θ̂∗∗n из (467). Здесь в определении (362) мы положили hi(t) = f ′
i(t) и

ψi(t,Xi) = wi(Xi − fi(t)).

В завершение обсуждения приведем пример неоднозначного определения одношаговой

оценки θ̂∗∗n : все зависит от выбора оценки J∗
n для Jn,θ ≡

n∑
i=1

Eψ′
i(θ,Xi), участвующей в постро-

ении θ̂∗∗n .

П р и м е р 3.4. Пусть для любого i = 1, . . . , n регрессионная модель (463) задается со-

отношениями fi(θ) =
√
1 + ziθ и Eε2i = σ2 при всех i, где θ > 0 и числа {zi > 0} извест-

ны. Нас интересуют одношаговые M -оценки θ̂∗∗n , асимптотически имеющие точность оценки

метода наименьших квадратов. Отметим, что эта модель с точки зрения трудности вычис-

ления оценки метода наименьших квадратов упомянута в монографии [329]. Для функций

ψi(θ,Xi) = f ′
i(θ)(Xi − fi(θ)) имеем ψ′

i(θ,Xi) = f ′′
i (θ)εi − (f ′

i(θ))
2 = f ′′

i (θ)Xi −
(
f ′
i(θ)fi(θ)

)′
θ
, а

потому
Eψ′

i(θ,Xi) = −(f ′
i(θ))

2 = f ′′
i (θ)fi(θ)−

(
f ′
i(θ)fi(θ)

)′
θ
.

Но для данной модели f ′
i(θ)fi(θ) не зависит от θ. Следовательно в определении (320) од-

ношаговой M -оценки θ̂∗∗n можно один из следующих вариантов: J∗
n = −

∑n
i=1(f

′
i(θ

∗
n))

2, J∗
n =∑n

i=1 f
′′
i (θ

∗
n)
(
rfi(θ

∗
n)− (r − 1)Xi

)
или J∗

n =
∑n

i=1 f
′′
i (θ

∗
n)
(
rXi − (r − 1)fi(θ

∗
n)
)

при любом r ∈ R.

В первом случае мы получаем оценку θ̂∗∗n из (467) при wi = 1 для всех i. Отметим еще, что

в качестве θ∗n можно выбрать оценку из примера 2.2 в разделе 2.1. □

2. Важную роль для приложений играют неоднородные регрессионные модели, в которых

дисперсии наблюдений зависят не только от номера наблюдения, но и от основного неизвест-

ного параметра (см., например, [3], [34], [122], [128], [143], [270], [281]). Таким образом, в

дополнение к (463) в этом подпункте считаем, что

Eε2i = σ2/wi(θ), i = 1, . . . , n, (470)

где {wi(·)} — известные функции, а параметр σ2 может быть неизвестным.

Хорошо известно, что взвешенный метод наименьших квадратов не обеспечивает здесь

нужной точности. Дело в том, что оптимальные веса этого метода должны в данной си-

туации зависеть от основного параметра, но если веса, определяющие оценку взвешенного

метода наименьших квадратов, зависят от θ, то в общем случае оценка оказывается не со-

стоятельной (см., например, [122], [347]). Один из подходов оценивания в данной ситуации —

метод квазиправдоподобия (см. [38], [122], [292]). Для модели (463) с условием (470) оценки

квазиправдоподобия есть M -оценки, определяемые уравнением

n∑
i=1

ψi(t,Xi) = 0 при ψi(t,Xi) = wi(t)f
′
i(t)(Xi − fi(t)). (471)
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Эти оценки являются наилучшими в классе M -оценок, являющихся решениями по t урав-

нений вида
n∑
i=1

hi(t)(Xi − fi(t)) = 0 (см., например, [122], а также предложение 3.3 в разде-

ле 3.2.3). Обсуждения, подробную библиографию и исследование асимптотических свойств

оценок такого типа можно найти, например, в [8], [122], [301]. В частности, при широких

ограничениях оценки θ̃n асимптотически нормальны с асимптотической дисперсией

σ2

(
n∑
i=1

wi(θ)
(
f ′
i(θ)

)2)−2

.

Отметим, что термин «квазиправдоподобие» отчасти связан с тем, что для функций

ψi(θ,Xi) ≡ wi(θ)f
′
i(θ)(Xi − fi(θ))/σ

2

имеют место свойства, аналогичные свойствам производной логарифмической плотности:

Eψi(θ,Xi) = 0, Eψ2
i (θ,Xi) = wi(θ)

(
f ′
i(θ)

)2
/σ2, −E∂ψi(θ,Xi)/∂θ = wi(θ)

(
f ′
i(θ)

)2
/σ2.

Уместно отметить, что M -оценка θ̃n, определяемая уравнением (471), не является оценкой

метода наименьших квадратов.

Другой подход к оцениванию, все же основанный на взвешенном методе наименьших

квадратов, состоит в том, чтобы вначале оценить неизвестные оптимальные веса {wi(θ)}, за-

висящие от θ, а затем использовать взвешенный метод наименьших квадратов с известными

весами. Другими словами, оценку θ̃n для параметра θ предлагается искать в виде

θ̃n = argmin
θ

n∑
i=1

wi(θ
∗
n)
(
Xi − fi(θ)

)2
, (472)

где θ∗n — некоторая предварительная оценка для θ (например, оценка взвешенного метода

наименьших квадратов c некоторыми известными весами). Подобная процедура оценивания

обсуждается, например, в [34], [128]. Тем самым, в интересующем нас регулярном случае

оценка θ̃n из (472) связана со взвешенной M -оценкой, определяемой уравнением

n∑
i=1

hi(θ
∗
n)ψi(t,Xi) = 0 при hi(t) = wi(t) и ψi(t,Xi) = f ′

i(t)
(
Xi − fi(t)

)
.

Понятно, что оба указанных подхода задают оценки, имеющие одну и ту же асимптоти-

ческую точность, при этом оба подхода связаны с вычислительными проблемами, которые

затрагивались выше. Проблема поиска оценок квазиправдоподобия, особенно в случае суще-

ствования нескольких корней уравнения (471), упоминается, например, в [122] и [266].
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Одношаговые процедуры решают указанную проблему. В частности, мы можем исполь-

зовать следующую одношаговую M -оценку

θ̂∗∗n = θ∗n +
n∑
i=1

wi(θ
∗
n)f

′
i(θ

∗
n)(Xi − fi(θ

∗
n))

(
n∑
i=1

wi(θ
∗
n)
(
f ′
i(θ

∗
n)
)2)−1

, (473)

при широких ограничениях асимптотически эквивалентную оценке квазиправдоподобия. На-

ряду с θ̂∗∗n мы можем использовать одношаговую M -оценку θ∗∗n и одношаговые взвешенные

M -оценки θ∗∗n,h, но уже при несколько иных ограничениях.

В качестве примера приведем простое следствие из теоремы 3.2 об асимптотической нор-

мальности одношаговой M -оценки θ̂∗∗n из (473).

Следствие 3.4. Пусть выполнено (463), (470) и εi = σξi/
√
wi(θ) при всех i, где {ξi} неза-

висимы и одинаково распределены. Предположим, что при всех i функции wi(t) дважды

непрерывно дифференцируемы, а функции fi(t) трижды непрерывно дифференцируемы. Кро-

ме того, оценка θ∗n является
√
n-ограниченной и

infimin{wi(θ), |f ′
i(θ)|} > 0, supimax{wi(θ), |w′

i(θ)|, |fi(θ)|, |f ′
i(θ)|, |f ′′

i (θ)|} <∞,

supi sup|t−θ|≤δmax{|w′′
i (t)|, |f ′′′

i (t)|} <∞

при всех достаточно малых δ. Тогда для одношаговой M-оценки θ̂∗∗n , определенной в (473),

справедливо соотношение σ−1

(
n∑
i=1

wi(θ)(f
′
i(θ))

2

)1/2

(θ̂∗∗n − θ)
d−→ N1(0, 1).

З а м е ч а н и е 3.19. Нетрудно показать, что в условиях следствия выполнены предполо-

жения (A) и (321) при ψi(t,Xi) = wi(t)f
′
i(t)(Xi − fi(t)). При этом для того, чтобы проверить

условие Линдеберга, можно воспользоваться результатом Гаека-Шидака (см., например, [326,

гл. V, § 1.2] или [151]). Таким образом, приведенное следствие является частным случаем тео-

ремы 3.2. □

3.4.2 Приближение оценок квазиправдоподобия

Генерируются выборки {Xi; i ≤ n} объема n = 100 нормально распределенных случай-

ных величин со структурой (463) и условием Eε2i = σ2/wi(θ) при всех i. Параметры ре-

грессионных моделей и результаты вычислений для трех различных выборок {Xi; i ≤ 100}

приведены в таблице 1. Для каждой из моделей, приведенной в таблице 1, оценки θ∗n и θ̂∗∗n

из (473) вычисляются для 1000 различных выборок {Xi; i ≤ 100}. Предварительные оценки

θ∗n вычисляются с использованием результатов главы 1 (см. формулу (291) из раздела 2.3.4,

а также раздел 2.1).
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Регрессионные модели, приведенные в таблице 1, снабжены поясняющими иллюстраци-

ями (см. рисунки 25–30). На этих рисунках графики соответствующих функций построены

в некоторой окрестности истинного значения θ, обозначенного вертикальной линией. На ри-

сунках 25 и 26 для моделей 1-8 из таблицы 1 приведены графики функции ψn(t) из (342) при

ψi(t,Xi) = wi(t)f
′
i(t)(Xi − fi(t)) для трех независимых реализаций выборки {Xi; i ≤ 100}.

На рисунках 27-29 приведены графики эмпирических функций распределения для θ∗n и θ̂∗∗n ,

построенные по 1000 независимым выборкам. Рисунок 30 иллюстрирует поведение функций

ψn(x) =
∑n

i=1
wi(x)f

′
i(x)(Xi − fi(x)) и ψ∗

n(·) =
∑n

i=1
wi(θ

∗
n)f

′
i(θ

∗
n)(Xi − fi(x))

для одной реализации выборки в модели 6.

Таблица 1: Метод квазиправдоподобия. Результаты компьютерного моделирования при использовании од-
ношаговых процедур для приближения оценок квазиправдоподобия.

fi(t) σ2/wi(θ) ≡ Eε2i zi, ri θ θ∗n θ̂∗∗n
1.895 2.067

1. zit+ ri log(t) (1 + θzi + ri log(θ))
−2 zi = 0.5 + i

n 2 2.381 1.966
ri = 1.5− i

n 1.746 2.182
1.539 1.922

2. zit+ ri sin(2t) 0.2
(
θzi + ri sin(θ)

)−2
zi =

i
n 2 2.216 1.915

ri = 1.7− i
n 1.749 1.958

1.509 1.138
3. zit+ ri sin(2t) 0.2

(
θzi + ri sin(θ)

)−2
zi =

i
n 1 1.860 0.973

ri = 1.7− i
n 0.829 1.056

8.164 5.009
4. zit+ ri exp(−t) 0.1(ziθ + ri exp(−θ))2 zi =

i
n 5 3.743 4.657

ri = 2− i
n 6.297 4.946

0.259 0.305
5. zti 0.1(1 + zθi )

−1(1.05 + zi cos(ziθ))
2 zi =

i
n 0.3 0.367 0.302

0.404 0.315
1.804 3.204

6. zit+ rit
−1/5 1/(ziθ + riθ

−1/5) zi =
i
n 3 3.941 2.928

ri = 2− i
n 2.074 3.017

2.834 2.955
7.

(
1 + exp{−zit}

)−1
0.1
(
exp{−ziθ}(1 + exp{−ziθ})

)2
zi = i/n 3 3.299 3.036

2.667 2.959
0.662 1.065

8. zit+ ri cos(t) 0.4(1 + θzi + ri cos(θ))
−2 zi = i/n 1 0.726 1.030

ri = 2− i/n 1.589 0.973
0.608 1.010

9.
(
1 + exp{−zit}

)−1
0.2(exp{−zit})2 zi =

i
n 1 1.233 0.935

1.507 1.197
0.730 0.581

10. (1 + zit)
0.7 0.4(1 + ziθ)

−1.4 zi =
i
n 0.5 0.553 0.495

0.395 0.452
7.541 5.304

11. log(1 + zit) 0.3
(
log(1 + ziθ)

)−2
zi =

i
n 5 3.586 4.992

7.167 4.919
3.726 2.953

12. zit+ rit
−1/2 1/(ziθ + riθ

−1/2) zi =
i
n 3 2.583 3.054

ri = 2− i
n 2.709 3.011
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Рис. 25: Метод квазиправдоподобия. Для моделей 1-4 из таб. 1 иллюстрируется поведение функции
ψn(x) =

∑n
i=1 wi(x)f

′
i(x)(Xi − fi(x)) из (342) в окрестности истинного значения параметра при трех раз-

личных реализациях выборки.
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Рис. 26: Метод квазиправдоподобия. Для моделей 5-8 из таб. 1 иллюстрируется поведение функции
ψn(x) =

∑n
i=1 wi(x)f

′
i(x)(Xi − fi(x)) из (342) в окрестности истинного значения параметра при трех раз-

личных реализациях выборки.
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Рис. 27: Одношаговая аппроксимация оценок квазиправдоподобия. Для моделей 1-4 из таблицы таб. 1
представлены эмпирические функции распределения для θ∗n (пунктирная линия) и θ̂∗∗n (сплошная линия),
построенные по 1000 независимых выборок.
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Рис. 28: Одношаговая аппроксимация оценок квазиправдоподобия. Для моделей 5-8 из таблицы таб. 1
представлены эмпирические функции распределения для θ∗n (пунктирная линия) и θ̂∗∗n (сплошная линия),
построенные по 1000 независимых выборок.
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Рис. 29: Одношаговая аппроксимация оценок квазиправдоподобия. Для моделей 9-11 из таблицы таб. 1
представлены эмпирические функции распределения для θ∗n (пунктирная линия) и θ̂∗∗n (сплошная линия),
построенные по 1000 независимых выборок.
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Рис. 30: Метод квазиправдоподобия. Иллюстрируется поведение функций ψn(x) =
∑n

i=1 wi(x)f
′
i(x)(Xi −

fi(x)) (сплошная линия) и ψ∗
n(·) =

∑n
i=1 wi(θ

∗
n)f

′
i(θ

∗
n)(Xi−fi(x)) (пунктирная линия) в окрестности истинного

значения параметра θ = 3.

3.4.3 Приближение оценок метода наименьших квадратов

Генерируются выборки {Xi; i ≤ n} объема n = 100 нормально распределенных случай-

ных величин со структурой (463) и условием Eεi = σ2 при всех i. Параметры регрессионных

моделей и результаты вычислений для трех различных выборок {Xi; i ≤ 100} приведены в

таблице 2. Предварительные оценки θ∗n вычисляются с использованием результатов главы 1

(см. формулу (291) из раздела 2.3.4, а также раздел 2.1). В таблице 2 приведены значения

двух типов одношаговых оценок: одношаговой M -оценки θ∗∗n , определенной в (466), и одно-

шаговой взвешенной M -оценки θ∗∗n,h, определенной в (469) (всюду wi ≡ 1). На рисунке 31 для

модели 13 из таблицы 2 для одной реализации выборки приведены графики функций

Sn(·) =
n∑
i=1

(Xi − fi(x))
2 и ψn(·) =

n∑
i=1

f ′
i(x)(Xi − fi(x)).

Графики указанных функций приведены в окрестности истинного значения параметра θ,

обозначенного вертикальной линией.
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Таблица 2: Метод наименьших квадратов. Результаты компьютерного моделирования при использовании
одношаговых процедур для приближения оценок метода наименьших квадратов.

fi(t) σ2 ≡ Eε2i zi, ri θ θ∗n θ∗∗n,h θ∗∗n
4.862 5.001 5.117

13. zit+ ri cos(8t) 0.4 zi ∈ (0, 1] 5 5.327 5.205 5.176
ri ∈ (1, 2] 4.915 4.992 4.990

3.240 2.990 3.006
14. zit+ rit

2 1 zi ∈ [0, 1] 3 3.459 3.014 3.061
ri ∈ [0, 1] 2.405 3.047 3.242

4.646 5.087 5.098
15. zit+ ri log(t) 0.5 zi ∈ [0.5, 1.5] 5 4.777 5.089 5.095

ri ∈ [0.5, 1.5] 4.482 5.178 5.210
1.005 0.916 0.896

16. (zi + t)−1 0.8 zi ∈ (0, 1] 0.9 0.922 0.909 0.908
0.784 0.874 0.858
0.479 0.515 0.517

17. tzi 1 zi ∈ [0, 0.5] 0.5 0.401 0.469 0.464
0.551 0.526 0.525
0.799 1.094 1.007

18. (1 + zit)
−1 0.6 zi ∈ [1, 2] 1 0.891 1.021 1.052

0.911 1.061 1.041
1.022 0.932 0.929

19.
(
1 + zit

)0.7
1 zi ∈ [0.5, 2.5] 0.9 0.975 0.933 0.932

0.806 0.866 0.865
0.481 0.511 0.510

20.
(
1 + e−zit

)−1
0.2 zi ∈ [0.5, 1.5] 0.5 0.624 0.584 0.582

0.540 0.487 0.488
1.644 1.576 1.570

21. zti 0.5 zi ∈ (0, 1] 1.5 1.344 1.535 1.551
1.260 1.504 1.474
1.104 1.034 1.028

22. e−zit 1 zi ∈ (0, 1] 1 0.890 0.965 1.962
1.095 1.017 1.010

0 1 2 3 4 5 6 7

0
2

0
0

0
0

4
0

0
0

0
6

0
0

0
0

8
0

0
0

0

x

S
_

n
(x

)

a) Sn(x) =
n∑

i=1

(Xi − fi(x))
2

0 1 2 3 4 5 6 7

−
2

0
0

0
−

1
0

0
0

0
1

0
0

0
2

0
0

0

x

M
_

n
(x

)

б) ψn(x) =
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Рис. 31: Метод наименьших квадратов. Для модели 13 из таб. 2 иллюстрируется поведение функций Sn(·)
и ψn(·) в окрестности истинного значения параметра θ = 5. Пунктирной линией на графике б) отмечена
функция ψ∗

n(x) =
∑n

i=1 f
′
i(θ

∗
n)(Xi − fi(x)).
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Заключение

Регрессионный анализ относится к интенсивно развивающему разделу математической

статистики. В диссертации установлен ряд взаимосвязанных результатов, относящихся к

непараметрической и нелинейной регрессии. Все поставленные цели достигнуты, а резуль-

таты, включенные в диссертацию, являются новыми и актуальными. В качестве наиболее

значимых результатов выделим следующее.

В диссертации предложены концепция плотных данных и классы универсальных отно-

сительно стохастической природы регрессоров состоятельных оценок в моделях непарамет-

рической и нелинейной регрессии. Эта концепция позволила в задачах непараметрической

регрессии значительно ослабить известные ограничения на регрессоры и выделить одно су-

щественное их свойство (условие плотного заполнения), а в задачах нелинейной — решить

открытую проблему поиска явных оценок конечномерных параметров. Кроме того, предла-

гаемая концепция позволила в едином подходе рассматривать ситуацию детерминированных

и случайных регрессоров.

Важно подчеркнуть, что полученные в непараметрической регрессии результаты позво-

ляют строить равномерно состоятельные оценки ядерного типа при отсутствии какой-либо

информации о характере зависимости регрессоров, лишь бы они плотно заполняли нужную

область. Условия на регрессоры в терминах плотных данных нечувствительны к типу ре-

грессоров, характеру их корреляции и включают в себя как ситуацию детерминированных

регрессоров без дополнительного требования регулярности, так и случайных, при этом не

обязательно удовлетворяющих условиям слабой зависимости.

Методы построения явных оценок для широкого класса задач нелинейной регрессии,

предложенные в диссертации, не имеют аналогов в научной литературе. Ранее явные оценки

были известны лишь для небольшого числа нелинейных регрессионных моделей, и проблема

их построения для достаточно широких классов моделей оставалась открытой. Отметим, что

явные оценки играют важную роль в одношаговых процедурах статистического оценивания,

позволяющих обойти вычислительные трудности поиска оценок, задаваемых уравнениями.

Рекомендации и перспективы дальнейшей разработки тематики исследований.

Идеи и методы диссертационной работы могут получить дальнейшее развитие в различных

статистических задачах.

1. Концепция универсальных относительно стохастической природы условий на регрес-

соры в терминах плотных данных может быть реализована, на наш взгляд, в различных

постановках задач непараметрической регрессии. Например, когда вместе с регрессионной
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функцией оцениваются и ее производные. Здесь может идти речь как о получении новых

достаточных универсальных условий на регрессоры, обеспечивающих равномерную состо-

ятельность классических локально–полиномиальных оценок степени p ≥ 2, так и об ис-

следовании новых классов универсальных локально–полиномиальных оценок, аналогичных

рассмотренным в диссертации. Отметим, что при оценивании производных второго поряд-

ка и выше соответствующие локально–полиномиальные оценки будут неявными и в такой

непараметрической постановке разумно использовать одношаговые процедуры оценивания.

2. Результаты, полученные в непараметрической регрессии, допускают обобщение на слу-

чай оценивания разрывных функций (без разрывов второго рода), но сближение оценки и

функции в этом случае следует изучать в других метриках (например, интегральной). Так

что представляется возможным получить результаты и в этом направлении, используя идеи

исследования, представленного в диссертации.

3. В задаче оценивания функций среднего и ковариации случайного процесса существенно

используются новые универсальные локально–постоянные оценки, предложенные в диссер-

тационной работе. В этой задаче можно использовать и оценки локально–линейного типа.

Кроме того, результаты могут быть перенесены на случай оценивания функций среднего и

ковариции непрерывного случайного поля.

4. Идеи построения предварительных оценок в нелинейной регрессии могут получить

дальнейшее развитие. Например, в случае разрывных функций. Остается неисследованным

вопрос об условиях асимптотической нормальности явных оценок, построенных с использо-

ванием непараметрических методов ядерного сглаживания.

5. Методика оценивания в нелинейной регрессии, предложенная в диссертационной ра-

боте, может быть перенесена и адаптирована к различным специальным постановкам задач

нелинейной регрессии (например, в моделях с разладкой).

6. Результаты, связанные с асимптотическим анализом одношаговых оценок, могут быть

перенесены на другие классы одношаговых оценок, т.е. на классы оценок, порождаемых

уравнениями, отличными от рассмотренных в диссертационной работе.

7. Те или иные результаты, полученные в случае скалярных регрессоров или одномерного

параметра могут быть обобщены на случай векторных величин и, соответственно, функций

многих переменных.
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