
Îòçûâ îôèöèàëüíîãî îïïîíåíòà íà äèññåðòàöèþ Îðëîâîé Àíàñòàñèè
Ñåðãååâíû �Î ñõîäèìîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè æàäíûõ ïðèáëèæåíèé

â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ� íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè êàíäèäàòà
ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.1 � âåùåñòâåííûé,

êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì âîïðîñàì æàäíûõ
ïðèáëèæåíèé. Ñóòü æàäíûõ àëãîðèòìîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî ïîèñ-
êà ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äåëàåòñÿ ìíîãî �æàäíûõ�, òî åñòü
ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ øàãîâ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ ïî îð-
òîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå æàäíûé àëãî-
ðèòì âûáèðàåò íà êàæäîì øàãå ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ êîýôôèöè-
åíò Ôóðüå; ïîñëå n øàãîâ âìåñòî íà÷àëüíîãî îòðåçêà ðÿäà Ôóðüå ìû
ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ, ñîäåðæàùóþ n ñàìûõ áîëüøèõ ïî âåëè÷èíå
ýëåìåíòîâ ðÿäà Ôóðüå. Òàêèå àïïðîêñèìàöèè èçó÷àëèñü Ñ.Á. Ñòå÷êè-
íûì (1955) â êîíòåêñòå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ.
Îáùàÿ òåîðèÿ æàäíûõ àëãîðèòìîâ àïïðîêñèìàöèè áûëà ðàçâèòà â 1990-
õ ãîäàõ ðÿäîì àâòîðîâ. Óïîìÿíåì ëèøü êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû L.K.
Jones î ñõîäèìîñòè æàäíîãî àëãîðèòìà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è
îöåíêè R. DeVore è Â.Í. Òåìëÿêîâà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè òàêîãî àëãî-
ðèòìà. Æàäíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îñòà¼òñÿ àêòóàëüíîé òåìàòèêîé: èññëå-
äóþòñÿ íîâûå àëãîðèòìû, ðàñøèðÿåòñÿ îáëàñòü èõ ïðèìåíåíèÿ, äàþòñÿ
îòâåòû íà êëàññè÷åñêèå îòêðûòûå âîïðîñû. Îòìåòèì òàêæå âîñòðåáî-
âàííîñòü ðàçðåæåííîé àïïðîêñèìàöèè â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Ïîýòîìó
àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè íå âûçûâàåò ñîìíåíèé.

Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû èçâåñòíûå àëãîðèòìû (÷èñòî æàäíûå è
îðòîãîíàëüíûå æàäíûå) â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ è îáíàðóæåíû íîâûå èí-
òåðåñíûå ýôôåêòû. Òàêæå ðàññìîòðåí îòíîñèòåëüíî íîâûé è ìåíåå èçó-
÷åííûé àëãîðèòì ïðèáëèæåíèÿ ïî äâóì ñëîâàðÿì è ïðîâåäåíî ïîëíîå
ñðàâíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå ýòîãî àëãîðèòìà è åãî êëàññè÷åñêèõ âàðè-
àíòîâ.

Äèññåðòàöèÿ îáú¼ìîì 80 ñòðàíèö ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ,
çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Âî ââåäåíèè äà¼òñÿ êðàòêèé èñòîðè-
÷åñêèé îáçîð òåìàòèêè, ìîòèâèðîâêà ðåçóëüòàòîâ è èõ îïèñàíèå. Ïåðâàÿ
ãëàâà ñîäåðæèò ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ æàäíûõ àëãîðèòìîâ.

Âòîðàÿ è òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíû ñëàáûì æàäíûì àëãîðèòìàì â ñïå-
öèàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü äàí ñëîâàðü D â ãèëü-
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áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è âåêòîð x. Â ñëàáîì æàäíîì àëãîðèòìå ñ îñëàá-
ëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (tk)

∞
k=1 íà k-ì æàäíîì øàãå äëÿ îñòàòêà

rk−1 (èçíà÷àëüíî îñòàòîê r0 := x) âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò ñëîâàðÿ gk, óäî-
âëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó

|⟨gk, rk−1⟩| ⩾ tk sup
g∈D

|⟨g, rk−1⟩|.

Â ñëàáîì ÷èñòî æàäíîì àëãîðèòìå ìû ïîëàãàåì rk := rk−1 − gk⟨rk−1, gk⟩.
Â ñëàáîì îðòîãîíàëüíîì æàäíîì àëãîðèòìå èç rk−1 âû÷èòàåñÿ åãî ïðîåê-
öèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî span{g1, . . . , gk}. Èçâåñòíî (Â.Í. Òåìëÿêîâ), ÷òî
ïðè óñëîâèè

∞∑
k=1

t2k = ∞ (1)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâàðÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è äëÿ ëþáîãî
íà÷àëüíîãî âåêòîðà x ñëàáûé îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ
ê x (ò.å. îñòàòîê ñòðåìèòñÿ ê íóëþ). Â òåîðåìå 2.1 äèññåðòàöèè äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ñëîâàðü ýòî îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ, à x ëåæèò â A1(D) (â çàìûêàíèè âûïóêëîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ,
ïðîïîðöèîíàëüíûõ âåêòîðàì èç D), óñëîâèå (1) ìîæíî îñëàáèòü:

∞∑
k=1

tk = ∞. (2)

Òåîðåìà 2.2 äà¼ò îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

sup
x∈A1({ek})

|rn(x)| =
1

2
(

n∑
k=1

tk)
−1/2(1 + o(1)).

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé, ÷òî âñòðå÷àåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ðåäêî. Ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå 2 íåëüçÿ îñëàáèòü. Ïðè ýòîì,
åñëè â D äîáàâèòü ñïåöèàëüíûé âåêòîð, òî óñëîâèå (2) íå ãàðàíòèðóåò
ñõîäèìîñòè íà êëàññå A1(D). Ýòî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåì 3.2 è 3.4
(òóò íóæíî óæå îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ÷èñòî æàäíûé è îðòîãîíàëüíûé
æàäíûé àëãîðèòìû).

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ æàäíûå àëãîðèòìû ïî ïàðå ñëî-
âàðåé D1, D2. Ñóòü â òîì, ÷òî íà íå÷¼òíûõ øàãàõ î÷åðåäíîé gk âûáèðà-
åòñÿ èç ïåðâîãî ñëîâàðÿ D1, à íà ÷¼òíûõ øàãàõ gk ∈ D2. Â äèññåðòàöèè
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äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëåäóþùèå ñïîñîáû ïðîâîäèòü æàäíóþ àïïðîêñèìà-
öèþ ðàçëè÷íû: À) ïî ïàðå ñëîâàðåé D1, D2; Á) ïî îáúåäèí¼ííîìó ñëîâà-
ðþ D1 ∪ D2; Â) ïî ñëîâàðÿì D1 è D2 â îòäåëüíîñòè. Òàê, íàïðèìåð, â
òåîðåìå 4.2(I) ñòðîÿòñÿ ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x òàêèå, ÷òî ïî ïàðå
ñëîâàðåé ïîëó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ sn := |r2n+2(x)|,
îäíàêî ïî êàæäîìó ñëîâàðþ â îòäåëüíîñòè |r2n−1(x)| ⩾ sn. Â ïóíêòå
(II) ýòîé æå òåîðåìû ñòðîÿòñÿ ñëîâàðè, äëÿ êîòîðûõ ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ.
Äàííàÿ ãëàâà ñîäåðæèò äîâîëüíî ïîëíîå ñðàâíåíèå ïï.À),Á),Â) è â íåé
ïðèõîäèòñÿ ïðåîäîëåâàòü îñíîâíûå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè.

Çàìå÷àíèÿ.
Òåîðåìû 4.1(II) è 4.3(II), ïî ñóùåñòâó, äâóìåðíûå. Ñóòü â òîì, ÷òî åñ-

ëè âçÿòü â R2 ñëîâàðè D1 = {f1, f2} è D2 = {(f1 + f2)/
√
2, (f1 − f2)/

√
2},

òî ïðè ïðèáëèæåíèè ïî ëþáîìó èç íèõ äîñòàòî÷íî ñäåëàòü äâà øàãà,
à ïðè ïîïåðåìåííîì ïðèáëèæåíèè ÷èñëî øàãîâ áóäåò áåñêîíå÷íî. Ïðà-
âèëüíî áûëî áû ôîðìóëèðîâàòü ýòè òåîðåìû äëÿ R2, äîïîëíèòåëüíûå
ðàçìåðíîñòè íè÷åãî íå äàþò.

×àñòü ðàññóæäåíèé ìîæíî óïðîñòèòü; ìíîãî íàïèñàíî èçëèøíå ôîð-
ìàëüíî. Íà ñòð.21 âìåñòî ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèè f(α) =

√
α/(α+Tn) è å¼

ïðîèçâîäíîé äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòûì íåðàâåíñòâîì
√
a/(a+

b) ⩽ 1/(2
√
b). Íàïðèìåð, íà ñòð. 71 ïîëó÷àåòñÿ îñòàòîê r1, ïðîïîðöè-

îíàëüíûé ýëåìåíòó ñëîâàðÿ D2; óæå è òàê ÿñíî, ÷òî r2 = 0; íå íóæ-
íî ôîðìàëüíî ñ÷èòàòü ñóïðåìóì supx∈D2

⟨rOGA(D1,D2)
1 , d⟩ è âûïèñûâàòü

e
OGA(D1,D2)
2 (x). Èñïîëüçóþòñÿ ãðîìîçäêèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó âåçäå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, áûëî áû óäîáíåå ïèñàòü |x|
âìåñòî ∥x∥2 äëÿ íîðìû âåêòîðà. Ñëåäóåò òàêæå èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíûå
îáîçíà÷åíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2(II) çàíèìàåò 6 ñòðàíèö, è äå-

ñÿòêè ðàç èñïîëüçóþòñÿ ïîëíûå îáîçíà÷åíèÿ âèäà r
PGA(D1,D2)
2n (x), íåñìîò-

ðÿ íà òî, ÷òî è âåêòîð x è àëãîðèòì ôèêñèðîâàíû è ìîæíî áûëî áû
ïèñàòü ïðîñòî r2n èëè r(2n).

Òåðìèíîëîãèÿ �ìíîæåñòâî A1(D) ïðèáëèæàåìûõ ñëîâàð¼ì D âåêòî-
ðîâ� íåóäà÷íàÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ ñëî-
âàðÿ ïðèáëèæàþò âñå âåêòîðû.

Â òåîðåìå D (Ñèëüíè÷åíêî) ïîêàçàòåëü íå â òî÷íîñòè ðàâåí 0.182, à
ëèøü ïðèáëèæ¼ííî; íà ñàìîì äåëå ýòî êîðåíü îïðåäåë¼ííîãî óðàâíåíèÿ.
Ýòî âàæíî â ñâÿçè ñ òåîðåìîé Siegel�Klusowski î òîì, ÷òî ïîêàçàòåëü
Ñèëüíè÷åíêî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

Ïðèâåä¼ííûå çàìå÷àíèÿ íå âëèÿþò íà îáùóþ îöåíêó ðàáîòû. Â äèñ-
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