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Äèññåðòàöèÿ Ä. Ì. Áàëàøîâîé ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îäíîðîäíûõ ïî âðå-
ìåíè è ïðîñòðàíñòâó âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïî ìíîãîìåðíûì
ðåøåòêàì. Òåîðèÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ÿâëÿåòñÿ àêòèâíî
ðàçâèâàþùèìñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû íàïðàâëåíèåì òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû, êîòîðûå â íåé èñïîëüçóþòñÿ, ñëóæàò èí-
ñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ êàê â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, òàê è âî
ìíîãèõ ðàçäåëàõ äðóãèõ íàóê, âêëþ÷àÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ ôèçèêó, õèìè÷å-
ñêóþ êèíåòèêó, áèîëîãèþ è èììóíîëîãèþ.
Äèññåðòàöèÿ îáúåìîì 91 ñòðàíèöà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ââåäåíèå, òðè ãëà-

âû, çàêëþ÷åíèå è ñïèñîê ëèòåðàòóðû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû
â 18 ïóáëèêàöèÿõ. Â íàó÷íûõ æóðíàëàõ Web of Science, SCOPUS, RSCI
îïóáëèêîâàíû 6 ñòàòåé, äâå èç êîòîðûõ áåç ñîàâòîðîâ.
Âî Ââåäåíèè äàí ïîäðîáíûé îáçîð ïóáëèêàöèé î ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ âåò-

âÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, îáîñíîâûâàþùèé àêòóàëüíîñòü ðàáîòû.
Ïðè÷åì, íàñêîëüêî ÿ ïîíÿë èç ââåäåíèÿ ê äèññåðòàöèè, âîçìîæíîñòü ïðè-
ìåíåíèÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â èììóíîëîãèè, ïî-âèäèìîìó,
âïåðâûå ïðåäëîæåíà ñàìèì àâòîðîì äèññåðòàöèè â ìàòåðèàëàõ 63-ãî Âñå-
ìèðíîãî êîíãðåññà ïî ñòàòèñòèêå.
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âåòâÿùèìñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèÿì ñ êîíå÷-

íûì ÷èñëîì çíàêîïåðåìåííûõ èñòî÷íèêîâ ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè ÷àñòèö
(íàçûâàåìûõ èñòî÷íèêàìè èëè èñòî÷íèêàìè âåòâëåíèÿ), ðàñïîëîæåííûõ â
êîíå÷íîì ÷èñëå óçëîâ ðåøåòêè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç èñòî÷íè-
êîâ îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç òðåõ òèïîâ: â èñòî÷íèêàõ ïåðâîãî òèïà ïðîèñõî-
äèò ãèáåëü è ðàçìíîæåíèå ÷àñòèö áåç íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè áëóæäàíèÿ,
â èñòî÷íèêàõ âòîðîãî òèïà âåòâëåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ íàðóøåíèåì ñèì-
ìåòðèè áëóæäàíèÿ, â èñòî÷íèêàõ òðåòüåãî òèïà ïðèñóòñòâóåò íàðóøåíèå
ñèììåòðèè, íî íå ïðîèñõîäèò âåòâëåíèÿ ÷àñòèö. Â äàííîé êëàññèôèêàöèè
àâòîð ñëåäóåò ðàáîòàì ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ � ïðîôåññîðà Å.Á.
ßðîâîé. Ïîä èíòåíñèâíîñòüþ èñòî÷íèêà ïîíèìàåòñÿ çíà÷åíèå â åäèíèöå
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé èíôèíèòåçèìàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, îïèñû-
âàþùåé âîñïðîèçâîäñòâî ÷àñòèö â òî÷êå ðåøåòêè (èñòî÷íèêå). Àâòîðîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îäíèõ èñòî÷íèêàõ èíòåíñèâíîñòü ìîæåò áûòü ïîëî-
æèòåëüíîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìàðêîâñêèé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â
òî÷êå ÿâëÿåòñÿ íàäêðèòè÷åñêèì, ò.å. èíòåíñèâíîñòü ðîæäåíèÿ ïðåâûøàåò
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èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè, à â äðóãèõ � ðàâíîé íóëþ (èíòåíñèâíîñòè ðîæäåíèÿ
è ãèáåëè ðàâíû) èëè îòðèöàòåëüíîé, ò.å. âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ äîêðèòè÷å-
ñêèé (â òàêîì èñòî÷íèêå èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè ïðåâûøàåò èíòåíñèâíîñòü
ðîæäåíèÿ ÷àñòèö). Òàêèì îáðàçîì, â èññëåäóåìîì ïðîöåññå äîïóñêàåòñÿ
íàëè÷èå çíàêîïåðåìåííûõ èñòî÷íèêîâ ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè ÷àñòèö. Àâ-
òîðîì èçó÷åíû ôàçîâûå ïåðåõîäû äëÿ íàäêðèòè÷åñêîãî âåòâÿùåãîñÿ ñëó-
÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî ïðè íàëè÷èè äâóõ
èëè áîëåå èñòî÷íèêîâ âåòâëåíèÿ ÷àñòèö, ÷òî äîñòàòî÷íî íàãëÿäíî ïðîèë-
ëþñòðèðîâàíî íà Ðèñ.1.1 ïîñòðîåíèåì êðèòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â ñëó÷àå
ñèìïëèöèàëüíîé êîíôèãóðàöèè òðåõ èñòî÷íèêîâ ðàçëè÷íûõ èíòåíñèâíî-
ñòåé. Ñðåäè ðåçóëüòàòîâ ïåðâîé ãëàâû õîòåëîñü áû âûäåëèòü òåîðåìó 1.1. î
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà äëÿ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àé-
íûõ áëóæäàíèé ñî çíàêîïåðåìåííûìè èñòî÷íèêàìè âåòâëåíèÿ, íàõîäÿùè-
ìèñÿ â ñèìïëèöèàëüíîé êîíôèãóðàöèè. Äàëåå äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà
1.2 ïåðâîé ãëàâû îá ýêñïîíåíöèàëüíîì ðîñòå ÷èñëà ÷àñòèö áåç ïðåäïîëî-
æåíèÿ î êîíå÷íîñòè äèñïåðñèè ñêà÷êîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ äëÿ âåòâÿ-
ùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñî çíàêîïåðåìåííûìè èñòî÷íèêàìè è ïñåâäî-
èñòî÷íèêàìè âåòâëåíèÿ, íàõîäÿùèìèñÿ â ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè. Õî-
÷ó îòìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðàíåå îïóáëè-
êîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ È.È. Õðèñòîëþáîâà è Å.Á. ßðîâîé (ÒÂÏ, 2019), â
êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëîñü êîíå÷íîå ÷èñëî èñòî÷íèêîâ ïîëîæèòåëüíîé èí-
òåíñèâíîñòè áåç íàðóøåíèÿ â íèõ ñèììåòðèè áëóæäàíèÿ. Çäåñü Ä.Ì. Áà-
ëàøîâà ïðîäåìîíñòðèðîâàëà âëàäåíèå íå òîëüêî ìåòîäàìè òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé, íî è ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî èíàÿ ìîäåëü âåòâÿùåãîñÿ ñëó-

÷àéíîãî áëóæäàíèÿ óæå ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì íà÷àëüíûõ ÷àñòèö
(ïðè t = 0 â êàæäîé òî÷êå íàõîäèòñÿ ïî îäíîé ÷àñòèöå) è èñòî÷íèêàìè
âåòâëåíèÿ â êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè. Â ðàçäåëàõ 2.1 è 2.2 ïðèâîäèòñÿ ôîð-
ìàëüíîå îïèñàíèå ìîäåëè, îïðåäåëåíèå ñóáïîïóëÿöèè ÷àñòèö è âûâîäÿòñÿ
îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Â ðàçäåëå 2.3 ïðè íàëè÷èè êðèòè÷åñêîãî ìàðêîâñêîãî
âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà â êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå óñëîâíîãî ñîâìåñòíîãî âòîðîãî ôàêòîðèàëüíîãî ìîìåíòà ñóáïî-
ïóëÿöèé, êàê ñ ñóïåðýêñïîíåíöèàëüíî ëåãêèìè õâîñòàìè áëóæäàíèÿ, òàê
è ïðè óñëîâèè, ïðèâîäÿùåì ê áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèè ñêà÷êîâ ñëó÷àéíî-
ãî áëóæäàíèÿ. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå íåâîçâðàòíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäà-
íèÿ, ëåæàùåãî â îñíîâå ïðîöåññà, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-
ëÿ ÷àñòèö ê ïðåäåëüíîìó ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ (òåîðåìà 2.2). Â
ðàçäåëå 3 äëÿ íàäêðèòè÷åñêîãî çàêîíà âåòâëåíèÿ ÷àñòèö â òî÷êàõ ðåøåò-
êè èçó÷àþòñÿ çîíû íåðåãóëÿðíîãî ðîñòà ïåðâîãî è âòîðîãî ìîìåíòîâ ïðè
ñòðåìëåíèè ê áåñêîíå÷íîñòè êàê ïðîñòðàíñòâåííîé, òàê è âðåìåííîé ïåðå-
ìåííûõ. Óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå íåðåãóëÿðíîãî ðîñòà ìîìåíòîâ äëÿ çîíû
|x−y| = O(

√
t) (ðàçäåë 2.4). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èññëåäîâàíèå ðîñòà ìîìåíòîâ

â îñòàëüíûõ çîíàõ ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòîé è äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé.
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Îäíàêî ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïîëó÷åíû Ä.Ì. Áàëàøîâîé â ýòîì íàïðàâëå-
íèè ïðåäñòàâëÿþò íåñîìíåííûé íàó÷íûõ èíòåðåñ.
Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñèììåòðè÷íîãî âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àé-

íîãî áëóæäàíèÿ ïî ìíîãîìåðíîé ðåøåòêå c ÷àñòèöàìè íåñêîëüêèõ òèïîâ
è ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì âåòâëåíèÿ â êàæäîé òî÷êå ðåøåòêè. Ïî àíàëî-
ãèè ñ òåðìèíîëîãèåé âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ îíè íàçâàíû ìíîãîòèïíûìè
âåòâÿùèìèñÿ ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè. Õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî èç-çà
ñëîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ ìíîãîòèïíûõ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé
ïóáëèêàöèé îá èçó÷åíèè òàêèõ ïðîöåññîâ äîñòàòî÷íî ìàëî (â îòëè÷èå îò
ìíîãîòèïíûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, êîòîðûå äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû).
Ðàáîòû Ä.Ì. Áàëàøîâîé ñ ñîàâòîðñòâå ñ Þ.Ê. Ìàêàðîâîé, C.À. Ìîë÷àíî-
âûì è Å.Á. ßðîâîé (Mathematics, 2022) è áåç ñîàâòîðîâ (ÒÂÏ, 2022) ÿâëÿ-
þòñÿ îäíèìè èç ïåðâûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ âîçâðàòíîãî ñëó÷àéíî-
ãî áëóæäàíèÿ è êðèòè÷åñêîãî ïðîöåññà âåòâëåíèÿ â êàæäîé òî÷êå ðåøåò-
êè èçó÷åí ýôôåêò ïðîñòðàíñòâåííîé êëàñòåðèçàöèè ïîïóëÿöèè ÷àñòèö. Îí
îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïîòîìêè áîëüøèíñòâà ÷àñòèö-ïðàðîäèòåëüíèö, ñóùå-
ñòâîâàâøèõ ïðè t = 0, ïîãèáíóò, à âûæèâøèå ñóáïîïóëÿöèè îáðàçîâûâàþò
êëàñòåðû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëå ÷àñòèö ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t ñòàíîâèò-
ñÿ íåîäíîðîäíûì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû ÷èñëåííûì
ìîäåëèðîâàíèåì, c ïðèâëå÷åíèåì êîòîðîãî óäàëîñü âûÿâèòü îáðàçîâàíèå
êëàñòåðîâ óæå ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t.
Â Çàêëþ÷åíèè êðàòêî ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèþ ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû Ä. Ì. Áàëàøîâîé

ñàìîñòîÿòåëüíî è ñíàáæåíû ñòðîãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè.
Ñëåäóåò îòìåòèòü âûñîêèé íàó÷íûé óðîâåíü ðàáîòû. Ïîâòîðèì, ÷òî îñíîâ-
íîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî â 18 íàó÷íûõ ðàáîòàõ, âêëþ÷àÿ
6 ïóáëèêàöèÿõ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ äëÿ
çàùèòû â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå ÌÃÓ ïî ñïåöèàëüíîñòè. Âñå ïåðå÷èñëåí-
íûå ïóáëèêàöèè ñîîòâåòñòâóþò òåìå äèññåðòàöèè è ïîëíîñòüþ îòðàæàþò åå
ñîäåðæàíèå. Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèëàñü íà ìíîãî÷èñëåííûõ ñåìè-
íàðàõ, íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíãðåññàõ. Àâòîðåôåðàò
ïîëíîñòüþ îòðàæàåò ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Òåêñò äèññåðòàöèè íàïèñàí ÷åòêî è àêêóðàòíî, íî âñå æå åñòü íåáîëü-

øîå êîëè÷åñòâî çàìå÷àíèé. Â àâòîðåôåðàòå îòñóòñòâóåò ñïèñîê îðãàíèçà-
öèé, ãäå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû äèññåðòèöèè. Âî 2-ì àáçàöå
íà 9-é ñòð. àâòîðåôåðàòà è â ïåðâûõ òðåõ ñòðîêàõ íà ñòð.11 â äèññåðòà-
öèè ïîÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè bn(xi) è f áåç èõ îïðåäåëåíèÿ. Â òåîðåìå 1.2 íå
îïðåäåëåíà âåëè÷èíà µt è ìîæíî òîëüêî äîãàäûâàòüñÿ, ÷òî îçíà÷àåò âû-

ðàæåíèå ¾β
(r)
i = O(r!rr−1) ïðè âñåõ r ∈ N¿. Òàêæå íå ÿñíî, êàê ñëåäóåò

ïîíèìàòü çàïèñü ¾ a(z) = a0(ż)/|z|d+α, |z| → ∞¿ â ôîðìóëå (2) â àâòîðå-
ôåðàòå è â (2.42) â äèññåðòàöèè, ïðè ýòîì âåëè÷èíà a0(ż) íå îïðåäåëåíà. Íà
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ìîé âçãëÿä, áûëî áû óìåñòíî ïðèâåñòè â àâòîðåôåðàòå ðèñóíîê 3.1 èç äèñ-
ñåðòàöèè. Îí õîðîøî èëëþñòðèðóåò ðåçóëüòàò òåîðåìû 3.2. Âìåñòå ñ òåì
ñäåëàííûå çàìå÷àíèÿ íå âëèÿþò íà îáùóþ ïîëîæèòåëüíóþ îöåíêó ðàáîòû.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è íàéäóò ïðèìå-

íåíèÿ â èññëåäîâàíèÿõ, âåäóùèõñÿ â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåð-
ñèòåòå èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíè-
âåðñèòåòå, Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ïåòåðáóðã-
ñêîì îòäåëåíèè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Èí-
ñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ.
Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, óêàçàííûå çàìå÷àíèÿ íå óìàëÿþò çíà÷èìîñòè

äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ. Äèññåðòàöèÿ îòâå÷àåò òðåáîâàíèÿì, óñòà-
íîâëåííûì Ìîñêîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èìåíè Ì.Â.Ëîìî-
íîñîâà ê ðàáîòàì ïîäîáíîãî ðîäà. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâó-
åò ïàñïîðòó ñïåöèàëüíîñòè 1.1.4 � ¾òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ñòàòèñòèêà¿ (ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì íàóêàì), à òàêæå êðèòåðè-
ÿì, îïðåäåëåííûì ïï. 2.1-2.5 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé
â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, à
òàêæå îôîðìëåíà, ñîãëàñíî ïðèëîæåíèÿì � 5, 6 Ïîëîæåíèÿ î äèññåðòàöè-
îííîì ñîâåòå Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëî-
ìîíîñîâà. Òàêèì îáðàçîì, ñîèñêàòåëü Áàëàøîâà Äàðüÿ Ìèõàéëîâíà çàñëó-
æèâàåò ïðèñóæäåíèÿ ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.4 � ¾òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòà-
òèñòèêà¿.

Îôèöèàëüíûé îïïîíåíò:
Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëü-
íîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòíî-
ãî îáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ìîñêîâñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà¿
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