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íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ î äèññåðòàöèè À.Í. Êàëèíèíà
¾Ñâÿçü çàäà÷ Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à¿,

ïðåäñòàâëåííîé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà
ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.1 � âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé
è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà À.Í. Êàëèíèíà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåì â îáëàñòè òåî-
ðèè ìåðû è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Åå öåëü � èçó÷åíèå ñâÿçåé ìåæäó çàäà÷à-
ìè îïòèìàëüíîé òðàíñïîðòèðîâêè ìåð â ôîðìàõ Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à. Òåìàòèêà
äèññåðòàöèè îòíîñèòñÿ ê èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùåìóñÿ ñåé÷àñ íàïðàâëåíèþ ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà íà ñòûêå ñ òåîðèåé ìåðû, òåîðèåé ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è
ñòîõàñòè÷åñêèì àíàëèçîì.
Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé òðàíñïîðòèðîâêè ìåð â áåñêî-

íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îáóñëîâëåíà ðàñøèðÿþùèìñÿ ïðèìåíåíèåì ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ è òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ñ áîëü-
øèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ è ñòåïåíåé ñâîáîäû, ÷òî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ âåäåò ê öå-
ëåñîîáðàçíîñòè ðàññìîòðåíèÿ òàêèõ ñèñòåì êàê áåñêîíå÷íîìåðíûõ. Èññëåäîâàíèÿ
â áëèçêèõ ê äèññåðòàöèè íàïðàâëåíèÿõ ïðîâîäÿòñÿ â âåäóùèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ
ìèðà, ïî ýòîé òåìàòèêå ðåãóëÿðíî âûõîäÿò ïóáëèêàöèè â öåíòðàëüíûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ æóðíàëàõ.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 7 ïàðàãðàôîâ, çàêëþ-

÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû. Âî ââåäåíèè äàí îáçîð ïî òåìå ðàáîòû è
ñôîðìóëèðîâàíû åå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Çàäà÷è Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à èìåþò
îäíè è òå æå èñõîäíûå äàííûå, à èìåííî ðàäîíîâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µ è µ íà
âïîëíå ðåãóëÿðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî, à òàê-
æå îãðàíè÷åííóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ñòîèìîñòè h íà X × Y . Çàäà÷à Ìîíæà
ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà îò ôóíêöèè h(x, T (x)) ïî ìåðå µ íà êëàññå âñåõ
áîðåëåâñêèõ îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ µ â ν. Â çàäà÷å Êàíòîðîâè÷à ìèíèìèçè-
ðóåòñÿ èíòåãðàë îò ôóíêöèè h ïî ðàäîíîâñêèì âåðîÿòíîñòíûì ìåðàì σ íà X×Y ñ
ïðîåêöèÿìè µ è ν íà ñîìíîæèòåëè (òàêè ìåðû íàçûâàþòñÿ ïëàíàìè). Ýòà çàäà÷à
ëèíåéíà, ïðè÷åì â íåé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, â òî âðåìÿ êàê â çàäà÷å Ìîíæà ìèíè-
ìóìà ìîæåò íå áûòü, à åñòü ëèøü èíôèìóì. Âñÿêîå îòîáðàæåíèå T ìåðû µ â ìåðó
ν ïîðîæäàåò íåêîòîðûé ïëàí σ, à èìåííî îáðàç µ íà ãðàôèêå T . Ïîýòîìó ìèíèìóì
Êàíòîðîâè÷à íå ìåíüøå èíôèìóìà Ìîíæà. Êàê áûëî ïîêàçàíî À. Ïðàòåëëè äëÿ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è À.À. Ëèï÷þñîì äëÿ ñóñëèíñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â ñëó÷àå
áåçàòîìè÷åñêîé ìåðû µ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ìèíèìóìà Êàíòîðîâè÷à è èíôè-
ìóìà Ìîíæà. Åñòåñòâåííî âîçíèê âîïðîñ îá óñëîâèÿõ íà ïðîñòðàíñòâà è ìåðû,
ïðè êîòîðûõ äëÿ âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñòîèìîñòè âûïîëíåíî
òàêîå ðàâåíñòâî. Äèññåðòàöèÿ À.Í. Êàëèíèíà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû.
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ïðèìåðà áåçàòîìè÷åñêèõ ðàäîíîâñêèõ âå-

ðîÿòíîñòíûõ ìåð íà êîìïàêòàõ, ïåðâóþ èç êîòîðûõ ìîæíî îòîáðàçèòü íà âòîðóþ,
íî äëÿ íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñòîèìîñòè çíà÷åíèÿ â çàäà÷àõ Ìîíæà è
Êàíòîðîâè÷à ðàçëè÷íû.
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Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ðàâåíñòâà çíà-
÷åíèé â çàäà÷àõ Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñòîèìîñòè. Îñ-
íîâíîé åå ðåçóëüòàò äàåò â îïðåäåëåííîì ñìûñëå íåóëó÷øàåìîå óñëîâèå ðàâåíñòâà,
èç êîòîðîãî âûòåêàåò ïðîñòîå è ýôôåêòèâíîå äëÿ ïðèëîæåíèé äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå: îáå ìåðû ñåïàðàáåëüíû, ïðè÷åì ïåðâàÿ íå èìååò àòîìîâ. Ââèäó ïðèìåðà èç
ïåðâîé ãëàâû ýòî äàåò èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå ïðîáëåìû.
Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷àì òàê íàçûâàåìîé òåîðèè ëîêàëèçàöèè, êîòîðàÿ

òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷àìè Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à è èìååò ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé
â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè ìåðû. Áîëüøîé èíòåðåñ çäåñü ïðåäñòàâëÿþò ëî-
êàëèçàöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìåð è îïèñàíèå êðàéíèõ òî÷åê ñåìåéñòâ íåêîòîðûõ
êëàññîâ âîãíóòûõ ìåð. Â ýòîé ãëàâå äàíî îáîáùåíèå ëîêàëèçàöèîííîé òåîðèè è
óñèëåíû ðåçóëüòàòû èçâåñòíûõ ñïåöèàëèñòîâ, â òîì ÷èñëå Ñ. Ã. Áîáêîâà. Ïåðâûé
îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû � îïèñàíèå êðàéíèõ òî÷åê ñåìåéñòâà âîãíóòûõ ìåð,
äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàëû îò çàäàííîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó
ôóíêöèé ïîëîæèòåëüíû. Âòîðîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò êàñàåòñÿ ìåòîäà íàõîæäåíèÿ
ëîêàëèçóþùåé ìåðû. Ðàíåå èçâåñòíûé ìåòîä áèñåêöèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ëîêàëè-
çóþùåé ìåðû íà ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå ñ áîðåëåâñêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé è ïî-
ëîæèòåëüíûìè èíòåãðàëàìè îò äâóõ çàäàííûõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó ôóíêöèé
îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà çíà÷åíèé â çàäà÷àõ Ìîíæà è Êàí-
òîðîâè÷à íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ âïîëíå ðåãóëÿðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
ñ ðàäîíîâñêèìè âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñòîèìîñòè.
Â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìåðû áûëè ñåïàðàáåëüíûìè áåçàòîìè÷åñêèìè.
2. Ïîñòðîåí ïðèìåð êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ áåçàòîìè÷åñêèìè âåðîÿòíîñò-

íûìè ìåðàìè è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñòîèìîñòè, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ â çàäà÷àõ
Ìîíæà è Êàíòîðîâè÷à íå ñîâïàäàþò, ïðè÷åì â îáåèõ çàäà÷àõ äîñòèãàåòñÿ ìèíè-
ìóì.
3. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå êðàéíèõ òî÷åê ñåìåéñòâ ëîãàðèôìè÷åñêè âîãíóòûõ ìåð íà

áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé.
4. Ïîñòðîåíî îáîáùåíèå ìåòîäà ëîêàëèçàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìåð íà ïðîñòðàí-

ñòâàõ Ôðåøå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà îãðàíè÷èâàþùèõ ôóíê-
öèé.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî
è îáîñíîâàíû â âèäå ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ.
Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû 3 ñòàòüè â æóðíàëàõ èç áàç äàííûõ WoS è

Scopus.
Ñîäåðæàùèåñÿ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâà-

òåëüñêîì ñåìèíàðå ¾Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì
Â.È. Áîãà÷åâà, Í.À. Òîëìà÷åâà, Ñ.Â. Øàïîøíèêîâà (2017 � 2022 ã.), ìåæäóíàðîä-
íîì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå �In�nite-dimensional stochastic analysis� â
óíèâåðñèòåòå ã. Áèëåôåëüäà, Ãåðìàíèÿ (2018, 2019 ã.). Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2018,
2019, 2020 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �In�nite-dimensional analysis� (Êà-
çàëüìàäæîðå, Èòàëèÿ (2016 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �In�nite-dimensional
analysis and mathematical physics� (Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2019 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèÿ �Recent advances in mass transportation� (Ìîñêâà ÍÈÓ ÂØÝ, 2019 ã.),
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Òðåòüåé Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé çèìíåé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÏÎÌÈ ÐÀÍ, 2019 ã.) è
Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèè �New frontiers in high-dimensional probability and
applications to machine learning� (Ñî÷è, Ñèðèóñ, 2021 ã.).
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëü-

çîâàíû â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ òåîðèè ìåðû, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, íåëèíåé-
íîãî àíàëèçà è ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ðàáîòû À.Í. Êà-
ëèíèíà áóäóò âîñòðåáîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàð-
ñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì.
Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ïåòåðáóðãñêîì îòäåëåíèè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì.
Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, ÍÈÓ ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Èíñòèòóòå ïðîáëåì ïåðå-
äà÷è èíôîðìàöèè èì. À.À. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåí-
íîì óíèâåðñèòåòå, Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, Èíñòèòóòå äè-
íàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ ÐÀÍ.
Òàêèì îáðàçîì, â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå À.Í. Êàëèíèíà ¾Ñâÿçü çàäà÷ Ìîíæà

è Êàíòîðîâè÷à¿ ðåøåí ðÿä àêòóàëüíûõ è òðóäíûõ çàäà÷ òåîðèè ìåðû è ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ýòà ðàáîòà óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì ¾Ïîëîæåíèÿ î
ïîðÿäêå ïðèñóæäåíèÿ ó÷åíûõ ñòåïåíåé¿ è ðåêîìåíäóåòñÿ ê çàùèòå â äèññåðòàöè-
îííîì ñîâåòå ÌÃÓ.011.3.
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