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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Диссертация относится к одному

из важных направлений дифференциальных уравнений — теории управления

динамическими системами, представленными дифференциальными уравнения­

ми: вопросы управляемости, наблюдаемости, задачи стабилизации посредством

управления с обратной связью. В диссертации решается задача построения оп­

тимальных наблюдателей (фильтров) пониженного порядка для линейных ста­

ционарных объектов управления в условиях вероятностной неопределенности.

Актуальность рассматриваемой задачи обосновывается теоретической зна­

чимостью оптимальных наблюдателей (систем дифференциальных уравнений)

пониженного порядка в таких задачах теории автоматического управления, как

оптимальная стабилизация неустойчивых стохастических систем с помощью ди­

намической обратной связи по зашумленному выходу, диагностика неисправно­

стей при восстановлении полезной информации с датчиков динамической си­

стемы, ℋ2–оптимальное понижение порядка модели, управление на скользящих

режимах в стохастических системах. На практике фильтры (оптимальные на­

блюдатели) пониженного порядка находят широкое применение при решении

задач спутниковой навигации и оценки состояния быстродействующих техниче­

ских объектов, задач в области гидрологии, океанографии и медицины. Вместо

традиционно используемого фильтра Калмана, формирующего оценку полно­

го вектора состояния системы и имеющего порядок, совпадающий с порядком

системы, предполагается строить его аналог, оптимальный наблюдатель, имею­

щий пониженную размерность фазового вектора и формирующий несмещенную

оценку образа вектора состояния системы при линейном отображении. В этом

случае понизится как требовательность к ресурсам вычислительного устрой­

ства, на котором реализуется оптимальный наблюдатель, так и время вычисле­

ния искомой оценки. Кроме того, невысокий порядок оптимального наблюдате­

ля позволяет упростить анализ и синтез динамической системы.
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Степень разработанности темы исследования. Задача оптималь­

ной полноразмерной фильтрации впервые была решена Р.Л. Стратоновичем1,2

в 1959-60 годах для случая нелинейных динамических систем и Р. Калманом

и Р. Бьюси3,4 в 1960-61 годах для случая линейных динамических дискретных

и непрерывных систем. К предпосылкам создания фильтра Калмана часто от­

носят работы знаменитых математиков К. Гаусса5 и А. Лежандра6, связанные

с открытием метода наименьших квадратов и астрономическими исследовани­

ями в конце XVIII – начале XIX века, в которых движение планет и комет

изучалось посредством телескопических измерений. В XX веке исследование

метода наименьших квадратов применительно к случайным процессам было

проведено в 1941 году знаменитым математиком А.Н. Колмогоровым, в работе7

которого дано всестороннее рассмотрение и исчерпывающее решение проблемы

прогнозирования для стационарных случайных процессов в дискретном вре­

мени (стационарных случайных последовательностей), и в 1949 году основопо­

ложником кибернетики Н. Винером, в работе8 которого рассматривалась задача

прогнозирования стационарных процессов в установившемся режиме для непре­

рывного времени с использованием интегрального уравнения Винера–Хопфа и

факторизации спектральных плотностей. Кроме того, появлению фильтра Кал­

мана предшествовала работа9 В.С. Пугачева 1944 года, в которой исследова­
1Стратонович Р. Оптимальные нелинейные системы, осуществляющие выделение сигнала с постоянны­

ми параметрами из шума // Известия вузов СССР, серия «Радиофизика. 1959. т. 2. с. 862—901.
2Stratonovich R. L. Application of the Markov processes theory to optimal filtering // Radio Engineering and

Electronic Physics. 1960. Vol. 5. P. 1–19.
3Kalman R. E. A new approach to linear filtering and prediction problems. 1960.
4Kalman R. E., Bucy R. S. New results in linear filtering and prediction theory. 1961.
5Gauss C. F. Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium auctore Carolo

Friderico Gauss. sumtibus Frid. Perthes et IH Besser, 1809.
6Legendre A. M. Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des comètes; par AM Legendre... 1806.
7Колмогоров А. Н. Интерполирование и экстраполирование стационарных случайных последовательно­

стей // Известия Российской академии наук. Серия математическая. 1941. т. 5, № 1. с. 3—14.
8Extrapolation, interpolation, and smoothing of stationary time series: with engineering applications. Vol.

113 / N. Wiener [et al.]. MIT press Cambridge, MA, 1949.
9Пугачев В. С. Случайные функции, определяемые обыкновенными дифференциальными уравнения­

ми // Труды военно-воздушной академии им. Н.Е. Жуковского. 1944. № 118.
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лись векторные стохастические дифференциальные уравнения, порождаемые

произвольными процессами с независимыми приращениями, и впервые было

получено уравнение для одномерной характеристической функции случайного

процесса; таким образом, этой работой были заложены основы статистической

теории процессов управления (статистической динамики).

Существуют различные подходы к решению задачи синтеза фильтров по­

ниженного порядка для линейных стохастических систем, в том числе на основе

решения матричных уравнений Риккати и Ляпунова10,11,12,13, техники вычисле­

ния псевдообратных матриц12,14,15, решения линейных матричных неравенств16.

К ограничениям существующих методов10,12,13,14,15 можно отнести совпадение

порядка синтезируемого фильтра с размерностью оцениваемого функционала.

В работах17,18 приведены условия существования и алгоритмы синтеза функци­

ональных наблюдателей для линейных стационарных полностью определенных

систем. К недостаткам метода скалярных наблюдателей, предложенного в рабо­

тах17,18, можно отнести предположение о вещественности и различности спек­

тра и необходимость отдельного изучения случаев кратных и комплексно–сопря­

женных корней характеристического уравнения синтезируемого наблюдателя.
10Nagpal K. M., Helmick R. E., Sims C. S. Reduced-order estimation part 1. Filtering // International Journal

of Control. 1987. Vol. 45, no. 6. P. 1867–1888.
11Домбровский В. В. О синтезе и устойчивости непрерывных и дискретных линейных фильтров пони­

женного порядка // Автоматика и телемеханика. 1989. № 11. с. 91—99.
12Darouach M. On the optimal unbiased functional filtering // IEEE Transactions on Automatic Control. 2000.

Vol. 45, no. 7. P. 1374–1379.
13Darouach M., Zasadzinski M. Reduced order filtering for stochastic discrete-time systems with unknown

inputs // IFAC Proceedings Volumes. 2002. Vol. 35, no. 1. P. 133–138.
14Darouach M., Ali H. S. Optimal unbiased functional filtering in the frequency domain // Systems Science &

Control Engineering: An Open Access Journal. 2014. Vol. 2, no. 1. P. 308–315.
15Darouach M., Fernando T. H inf Functional filtering for linear systems with unknown inputs // IEEE

Transactions on Automatic Control. 2020.
16Geromel J. C., Levin G. Suboptimal reduced-order filtering through an LMI-based method // IEEE trans-

actions on signal processing. 2006. Vol. 54, no. 7. P. 2588–2595.
17Коровин С., Медведев И., Фомичев В. Функциональные наблюдатели минимального порядка // Нели­

нейная динамика и управление. Сборник статей. Выпуск 5. 2006.
18Коровин С. К., Фомичев В. В. Наблюдатели состояния для линейных систем с неопределенностью.

Москва : ФИЗМАТЛИТ, 2007.
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Цель и задачи диссертации. Целью диссертационной работы является

разработка методов построения оптимальных наблюдателей пониженного по­

рядка для изучаемых классов линейных стационарных динамических систем в

условиях стохастической неопределенности. В качестве критерия оптимально­

сти выбирается установившаяся среднеквадратическая ошибка наблюдения.

В диссертации автором решены следующие задачи:

1. Разработаны методы построения оптимальных наблюдателей (систем диф­

ференциальных уравнений) пониженного порядка для линейных стацио­

нарных динамических систем в каноническом базисе.

2. Решена совместная задача стабилизации посредством управления с обрат­

ной связью и оптимального наблюдения, задача диагностики неисправно­

стей для линейных стационарных динамических систем при аддитивных

белых шумах.

3. Сформулированы и доказаны необходимые и достаточные условия суще­

ствования и единственности оптимальных наблюдателей второго и третье­

го порядка в каноническом базисе.

4. Предложены аналитические выражения для передаточных функций си­

стемы в отклонениях и оптимальных наблюдателей различных динами­

ческих порядков как со скалярными, так и с векторными измеряемым

выходом и оцениваемым линейным функционалом от вектора состояния.

Научная новизна. Все результаты диссертационной работы автора яв­

ляются новыми и состоят в следующем.

1. Впервые решена совместная задача стабилизации посредством управле­

ния с обратной связью и оптимального наблюдения и задача диагностики

неисправностей для линейных стационарных динамических систем при ад­

дитивных белых шумах предложенными автором методами, основанными

на обобщении классического условия несмещенности и позволяющими рас­

ширить множество допустимых параметров с помощью дополнительной

информации о начальном состоянии.
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2. Предложен новый метод построения оптимальных наблюдателей (систем

дифференциальных уравнений) пониженного порядка на основе: анали­

тического представления передаточных функций системы в отклонениях

в каноническом базисе, интегральных квадратичных оценок качества19,

сведения задачи оптимального наблюдения к задаче нелинейной оптими­

зации на невыпуклом множестве допустимых параметров. Предложенный

метод позволяет снять условие равенства размерности оцениваемого ли­

нейного функционала от вектора состояния и порядка построенного опти­

мального наблюдателя10,12,13,14,15,20,21.

3. Впервые сформулированы и доказаны необходимые и достаточные усло­

вия существования и единственности оптимальных наблюдателей второго

и третьего порядка в каноническом базисе; предложены аналитические вы­

ражения для передаточных функций системы в отклонениях и оптималь­

ных наблюдателей различных динамических порядков как для непрерыв­

ных, так и для дискретных систем как со скалярными, так и с векторными

измеряемым выходом и оцениваемым образом вектора состояния.

Теоретическая и практическая значимость. Диссертационная рабо­

та автора имеет преимущественно теоретический характер. Представленные ре­

зультаты могут быть использованы для дальнейшего развития и совершенство­

вания математической теории автоматического управления, теории оптималь­

ной фильтрации. В частности, предложенные результаты могут быть использо­

ваны как для построения фильтров пониженного порядка как части системы

управления, так и как база для дальнейших исследований при решении задачи

фильтрации для многосвязных динамических систем.
19Красовский А. А. О степени устойчивости линейных систем // Труды военно-воздушной инженерной

академии им. Н.Е. Жуковского. 1946. № 281.
20Gessing R. State estimation for linear systems with observations partially corrupted by noise // Systems &

control letters. 1992. Vol. 18, no. 2. P. 139–145.
21Nakamizo T. Reduced-order functional estimator for linear stochastic systems // Statistical methods in

control and signal processing. 1997.
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Практическая значимость работы заключается в возможности примене­

ния оптимальных наблюдателей к решению прикладных задач. Например, оп­

тимальные наблюдатели пониженного порядка могут найти применение при

обработке сигналов спутниковых навигационных систем, при управлении по­

движными космическими аппаратами, в гидрологии и океанографии при анали­

зе водных ресурсов, в медицине при разделении тонов сердца и дыхания15,16,22.

Вместе с тем предложенные результаты можно рассматривать как расширение

класса исследуемых объектов управления в задаче оценки предельных точност­

ных характеристик терминальных бортовых систем управления23.

Методология и методы исследования. В диссертационной работе ав­

тором используются методы математической теории управления, теории сто­

хастических дифференциальных и разностных уравнений, теории случайных

процессов, вычислительной математики и решения задач оптимизации. При по­

строении наблюдателей использованы интегральные критерии качества, ана­

литические выражения передаточных функций, канонические представления

динамических систем.

Положения, выносимые на защиту:

1. Необходимые и достаточные условия существования несмещенных оценок,

формируемых при решении задачи, объединяющей две классические зада­

чи теории управления: стабилизации посредством управления с обратной

связью и оптимального наблюдения, и задачи диагностики неисправно­

стей для линейных стационарных динамических систем при аддитивных

белых шумах.

2. Необходимые и достаточные условия существования и единственности оп­

тимальных наблюдателей второго и третьего динамических порядков в

каноническом базисе.
22Simon D. Reduced Order Kalman Filtering without Model Reduction. // Control & Intelligent Systems.

2007. Vol. 35, no. 2.
23Бортовые терминальные системы управления / Б. Н. Петров [и др.]. Москва : Машиностроение, 1983.



7

3. Аналитические выражения для передаточных функций системы в откло­

нениях и оптимальных наблюдателей различных динамических порядков

как для непрерывных, так и для дискретных динамических систем как

со скалярными, так и с векторными измеряемым выходом и оцениваемым

линейным функционалом от вектора состояния.

4. Методы решения задачи построения оптимальных наблюдателей (систем

дифференциальных уравнений) пониженного порядка, основанные на све­

дении задач оптимального наблюдения к задачам нелинейной оптимиза­

ции на невыпуклом множестве допустимых параметров и аналитическом

вычислении передаточных функций динамических систем в отклонениях.

Степень достоверности. Достоверность результатов автора подтвержде­

на строгими математическими доказательствами.

Все результаты, выносимые автором на защиту, получены автором лично.

Результаты других авторов, используемые в диссертации, отмечены соот­

ветствующими ссылками.

Апробация результатов. Основные результаты работы докладывались

на следующих всероссийских и международных конференциях, а также науч­

ных семинарах:

• XXV Международная научная конференция студентов, аспирантов и мо­

лодых ученых «Ломоносов 2018», секция «Вычислительная математика и

кибернетика» (Москва, МГУ имени М.В.Ломоносова, 9–13 апреля 2018);

• XXVI Международная научная конференция студентов, аспирантов и мо­

лодых ученых «Ломоносов 2019», секция «Вычислительная математика и

кибернетика» (Москва, МГУ имени М.В.Ломоносова, 8–12 апреля 2019);

• XIII Всероссийское совещание по проблемам управления ВСПУ-2019

(Москва, ИПУ РАН, 17–20 июня 2019);

• научная конференция «Тихоновские чтения 2019»

(Москва, МГУ имени М.В.Ломоносова, 28 октября — 1 ноября 2019);
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• научная конференция «Тихоновские чтения 2020»

(Москва, МГУ имени М.В.Ломоносова, 26–31 октября 2020);

• научная конференция «Ломоносовские чтения 2021»

(Москва, МГУ имени М.В.Ломоносова, 20–29 апреля 2021);

• XXXVI International Seminar on Stability Problems for Stochastic Models

(Петрозаводск, 21–25 июня 2021);

• научная конференция «Ломоносовские чтения 2022»

(Москва, МГУ имени М.В.Ломоносова, 14–22 апреля 2022);

• международная конференция «Теория оптимального управления и прило­

жения» (OCTA 2022) (Екатеринбург, 27 июня — 1 июля 2022);

• всероссийский научно–исследовательский семинар «Нелинейная динами­

ка и управление» (Москва, МГУ имени М.В.Ломоносова, факультет ВМК,

26 сентября 2022).

Публикации. По теме исследования опубликовано 20 работ. Из них 1 ста­

тья [1] в журнале «Mathematics» (входит в базы данных Web of Science, Scopus),

4 статьи [2—5] с переводом в журналах «Вестник Московского университета.

Серия 15: Вычислительная математика и кибернетика» (входит в базу данных

RSCI), «Дифференциальные уравнения» (входит в базы данных Web of Science,

Scopus, RSCI), 3 аннотации докладов [6—8] в журнале «Дифференциальные

уравнения» (входит в базу данных RSCI), 2 статьи в сборниках трудов конфе­

ренции [9; 10], 6 тезисов докладов [11—16].

Личный вклад автора. Автором решены поставленные в работе задачи:

задача построения оптимальных наблюдателей пониженного порядка как для

непрерывных, так и для дискретных динамических систем, совместная задача

стабилизации и оптимального наблюдения и задача диагностики неисправно­

стей для линейных стационарных стохастических систем при аддитивных бе­

лых шумах. Доказаны необходимые и достаточные условия существования и

единственности оптимальных наблюдателей второго и третьего порядка в ка­
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ноническом базисе, предложены аналитические выражения для передаточных

функций системы в отклонениях и оптимальных наблюдателей различных ди­

намических порядков как со скалярными, так и с векторными измеряемым вы­

ходом и оцениваемым линейным функционалом от вектора состояния.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

обзора литературы, 4 глав, заключения и библиографии. Общий объем диссер­

тации 156 страниц, включая 19 рисунков. Библиография включает 100 наиме­

нований.

Соответствие диссертации паспорту научной специальности. Тема

диссертации соответствуют паспорту специальности 1.1.2 — «Дифференциаль­

ные уравнения и математическая физика» (физико-математические науки).

15. Теория управления дифференциальными уравнениями и системами: во­

просы управляемости, наблюдаемости, задачи стабилизации посредством управ­

ления с обратной связью.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор­

мулирована цель и аргументирована научная новизна исследований, показа­

на практическая значимость предложенных результатов, представлены выно­

симые на защиту научные положения.

Обзор литературы содержит реферативное описание имеющихся резуль­

татов по теме диссертации, приводятся ссылки на ключевые работы и моногра­

фии, позволяющие составить представление об истории развития и о текущем

состоянии исследуемой области.

В первой главе приведены постановки задач построения оптимальных

наблюдателей пониженного порядка для линейных стационарных динамиче­

ских систем.
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Задача 1. Для линейной стационарной динамической системы, заданной систе­

мой дифференциальных уравнений с выходом и аддитивными возмущениями⎧⎪⎨⎪⎩�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝑣(𝑡);
𝑡 > 0; (1)

где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 — неизвестный фазовый вектор; 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚 и 𝑦(𝑡) ∈ R𝑙 — из­

вестные вход и выход системы; 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚 и 𝐶 ∈ R𝑙×𝑛 — известные

постоянные матрицы; начальное состояние 𝑥(0) — случайный вектор размерно­

сти 𝑛; 𝑤(𝑡) и 𝑣(𝑡) — некоррелированные между собой и с начальным состоянием

белые шумы размерности 𝑛 и 𝑙 соответственно с априорно известными вероят­

ностными характеристиками;

построить оптимальный наблюдатель пониженного порядка 𝑘 < 𝑛 (систему

дифференциальных уравнений с выходом)⎧⎪⎨⎪⎩̃̇︀𝑞(𝑡) = 𝑁̃︀𝑞(𝑡) + 𝑇𝐵𝑢(𝑡) + 𝑀𝑦(𝑡), ̃︀𝑞(0) = 𝑇 �̄�0,

̃︀𝜎(𝑡) = 𝑃 ̃︀𝑞(𝑡);
𝑡 > 0; (2)

где ̃︀𝑞(𝑡) ∈ R𝑘 — известный фазовый вектор; 𝑁 ∈ R𝑘×𝑘, 𝑀 ∈ R𝑘×𝑙, 𝑇 ∈ R𝑘×𝑛,

𝑃 ∈ R𝑝×𝑘 — постоянные матрицы, подлежащие определению; �̄�0 = E[𝑥(0)] —

среднее значение начального состояния исходной системы (1); ̃︀𝜎(𝑡) ∈ R𝑝 — оп­

тимальная несмещенная (несмещенность означает E[𝜎(𝑡) − ̃︀𝜎(𝑡)] ≡ 0) линейная

оценка линейного функционала (традиционное в теории наблюдателей состоя­

ния название образа вектора состояния 𝑥(𝑡) при линейном отображении)

𝜎(𝑡) = 𝐹𝑥(𝑡), 𝐹 ∈ R𝑝×𝑛— известная матрица; (3)

в смысле установившейся среднеквадратической ошибки наблюдения

𝐽∞ = lim
𝑡→∞

E[(𝜎(𝑡) − ̃︀𝜎(𝑡))ᵀ(𝜎(𝑡) − ̃︀𝜎(𝑡))] → min . (4)

Аналогичная постановка задачи построения оптимальных наблюдателей

пониженного порядка приведена для линейных стационарных дискретных ди­

намических систем.
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В первой главе для специального типа наблюдателей (2), в которых 𝑘 = 𝑝,

𝑃 = 𝐼𝑝, 𝑇 = 𝐹, и вектор состояния ̃︀𝑞(𝑡) сам по себе является оценкой ̃︀𝜎(𝑡)

̃̇︀𝜎(𝑡) = 𝑁̃︀𝜎(𝑡) + 𝑀𝑦(𝑡) + 𝐹𝐵𝑢(𝑡), ̃︀𝜎(0) = 𝐹�̄�0; (5)

сформулировано и доказано условие несмещенности в задаче 1 при произволь­

ном управлении и предложено обобщение условия несмещенности: в задаче ди­

агностики, то есть в задаче 1 при управлении 𝑢(𝑡) ≡ 0, и в совместной задаче

стабилизации и оптимального наблюдения, то есть в задаче 1 при условии

𝑚 = 𝑝 и стабилизирующем исходную систему (1) управлении 𝑢(𝑡) = −̃︀𝜎(𝑡).

Теорема 1.1. В задаче 1 для формирования несмещенной оценки ̃︀𝜎(𝑡) опти­

мальным наблюдателем вида (5) необходимо и достаточно, чтобы выполня­

лось классическое условие

𝐹𝐴−𝑀𝐶 −𝑁𝐹 = 0. (6)

Если в задаче диагностики �̄�0 ̸= 0, и пара {𝐴, �̄�0} — управляема, то усло­

вие (6) также является необходимым и достаточным условием несмещенно­

сти оценки ̃︀𝜎(𝑡). При этом если пара {𝐴, �̄�0} не является управляемой, то

для несмещенности оценки ̃︀𝜎(𝑡) необходимо и достаточно, чтобы выполня­

лось условие

(𝐹𝐴−𝑀𝐶 −𝑁𝐹 )𝐾𝐴,�̄�0
= 0,

где 𝐾𝐴, �̄�0
— матрица управляемости Калмана для пары {𝐴, �̄�0}. Если в сов­

местной задаче стабилизации и оптимального наблюдения �̄�0 ̸= 0, и пара

{𝐴𝐹 , �̄�0} — управляема, то условие (6) также является необходимым и до­

статочным условием несмещенности оценки ̃︀𝜎(𝑡), где 𝐴𝐹 = 𝐴 − 𝐵𝐹 . При

этом если пара {𝐴𝐹 , �̄�0} не является управляемой, то для несмещенности

оценки ̃︀𝜎(𝑡) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

(𝐹𝐴−𝑀𝐶 −𝑁𝐹 )𝐾𝐴𝐹 ,�̄�0
= 0,
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где 𝐾𝐴𝐹 , �̄�0
— матрица управляемости Калмана для пары {𝐴𝐹 , �̄�0}. Если

�̄�0 = 0, то произвольный наблюдатель вида (5) формирует несмещенную оцен­

ку ̃︀𝜎(𝑡) в задаче диагностики или в совместной задаче стабилизации и опти­

мального наблюдения.

Доказанная теорема об условиях, обобщающих классическое условие несме­

щенности оценки, расширяет допустимое множество параметров оптимального

наблюдателя с помощью наличия дополнительной информации о начальном со­

стоянии и позволяет усовершенствовать существующие методы фильтрации и

оценки состояния24,25 по минимизации критерия оптимальности.

Кроме того, в главе 1 предложен метод построения оптимальных наблюда­

телей пониженного порядка, основанный на сведении указанных задач к зада­

чам нелинейной оптимизации при условии устойчивости характеристического

полинома искомого наблюдателя и передаточных функций систем в отклонени­

ях. В конце главы теоретические результаты проиллюстрированы на примерах.

Основные результаты первой главы диссертации опубликованы в работах

автора [2; 6; 7; 9; 11; 12].

Во второй главе решены задачи оптимального наблюдения: задача 1

для непрерывного времени и аналогичная задача для дискретного времени, в

которых исходные системы имеют скалярный выход, то есть размерность выхо­

да 𝑙 = 1, и заданы в канонической форме наблюдаемости

𝐴 =

(︃
0 0 . . . 0 −𝛼1
1 0 . . . 0 −𝛼2. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 −𝛼𝑛

)︃
, 𝐶 = (0 . . . 0 1) ,

где 𝛼𝑖 — вещественные коэффициенты характеристического полинома матри­

цы 𝐴, а оцениваемый скалярный (𝑝 = 1) линейный функционал от вектора

состояния имеет специальную структуру, позволяющую в каноническом бази­

се построить оптимальные наблюдатели различных динамических порядков,
24O’Reilly J. Observers for linear systems. London : Academic press, 1983.
25Aoki M., Huddle J. Estimation of the state vector of a linear stochastic system with a constrained estimator //

IEEE Transactions on Automatic Control. 1967. Vol. 12, no. 4. P. 432–433.
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начиная с наблюдателя первого порядка (𝑘 = 1) и продолжая до одного из

представителей повышенного порядка (𝑘 = 𝑛 + 1).

В главе 2 показано, что если существует скалярный (𝑘 = 1) оптималь­

ный наблюдатель (5), в котором 𝑁 = 𝜆, 𝑀 = 𝑔 — вещественные константы,

удовлетворяющие условиям несмещенности оценки и устойчивости:

𝑁 = 𝜆; 𝑀 = 𝑔; 𝐹 (𝜆𝐼𝑛 − 𝐴) = −𝑔𝐶, 𝐹 = (1 𝜆 . . . 𝜆𝑛−1) ; 𝜆 < 0; (7)

то существует оптимальный наблюдатель (2) порядка 𝑘 (2 6 𝑘 6 𝑛 + 1), в

котором матрицы 𝑁, 𝑃 заданы в 1–ой канонической форме наблюдаемости и

удовлетворяют условиям несмещенности оценки и устойчивости

𝐹 = 𝑃𝑇, 𝑇𝐴−𝑀𝐶 −𝑁𝑇 = 0, 𝑁 — гурвицева. (8)

Сформулирована и доказана теорема о передаточных функциях оптимальных

наблюдателей различных динамических порядков. При этом использовалось

вспомогательное

Определение 2.1. Разделенной разностью полинома 𝛾(𝑠) = 𝑠𝑛 +
𝑛−1∑︀
𝑗=0

𝛾𝑗+1𝑠
𝑗

называется выражение вида:

𝛿𝛾(𝑠, 𝜇) =
𝛾(𝑠) − 𝛾(𝜇)

𝑠− 𝜇
=

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝛿𝑗(𝜇)𝑠𝑛−1−𝑗,

в котором для коэффициентов 𝛿𝑗(𝜇) существуют рекуррентные соотношения:

𝛿0(𝜇) = 1; 𝛿𝑗(𝜇) = 𝜇𝛿𝑗−1(𝜇) + 𝛾𝑛−𝑗+1 (𝑗 = 1, 𝑛− 1).

Теорема 2.1. Если система (1) задана во второй канонической форме наблю­

даемости с характеристическим полиномом 𝛼(𝑠) = 𝑠𝑛 +
𝑛−1∑︀
𝑗=0

𝛼𝑗+1𝑠
𝑗; выполне­

ны условия (7) существования скалярного (𝑘 = 1) оптимального наблюдате­

ля (5), условия (8) существования оптимальных наблюдателей (2) порядка

𝑘 > 1 в первой канонической форме наблюдаемости с характеристическим

полиномом 𝛽(𝑠) = 𝑠𝑘 +
𝑘−1∑︀
𝑗=0

𝑙𝑗+1𝑠
𝑗; то
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1) передаточная функция наблюдателей порядка 𝑘 = 1, 𝑛− 1 имеет вид:

𝑊̃︀𝜎𝑦(𝑠) =
−𝛼(𝜆)𝛽𝑘−1(𝑠)

(𝑠− 𝜆)𝛽𝑘−1(𝑠)
=

−𝛼(𝜆)

𝑠− 𝜆
,

где 𝛽𝑘−1(𝑠) — устойчивый полином степени 𝑘 − 1.

2) передаточная функция наблюдателей порядка 𝑘 = 𝑛 имеет вид:

𝑊̃︀𝜎𝑦(𝑠) =
−𝛼(𝜆)𝛿𝛽(𝑠, 𝜆) + 𝛽(𝜆)𝛿𝛼(𝑠, 𝜆)

𝛽(𝑠)
;

3) передаточная функция наблюдателей порядка 𝑘 = 𝑛 + 1 имеет вид:

𝑊̃︀𝜎𝑦(𝑠) =
−𝛼(𝜆)𝛿𝛽(𝑠, 𝜆) + 𝛽(𝜆)𝛿𝛼(𝑠, 𝜆) + (𝜆𝑛 − 𝐶1)𝛼(𝑠)

𝛽(𝑠)
, 𝐶1 ∈ R.

Аналогичная теорема сформулирована и доказана для дискретных систем.

Кроме того, найдены передаточные функции для систем в отклонениях, позво­

ляющие вычислить среднеквадратичную ошибку наблюдения в установившемся

режиме.

На основе доказанных теорем о передаточных функциях сделан вывод о

постоянстве критерия оптимальности для построенных оптимальных наблюда­

телей пониженного порядка, начиная с первого порядка. При этом задача оп­

тимизации при построении наблюдателя пониженного порядка не возникает.

В конце главы 2 на примере систем четвертого порядка использованы най­

денные передаточные функции и проведено сравнение построенных наблюдате­

лей как по критерию оптимальности, так и по динамике среднеквадратичной

ошибки наблюдения.

Результаты второй главы опубликованы в работах автора [3; 13; 14].

В третьей главе решена задача построения оптимальных наблюдателей

второго и третьего порядков при условии, что наблюдателей первого порядка

не существует для стохастических объектов управления со скалярным выходом

как в непрерывном, так и в дискретном времени.

В каноническом базисе сформулированы и доказаны необходимые и до­

статочные условия существования и единственности наблюдателей второго и
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третьего порядков в предположении, что наблюдателей первого порядка не су­

ществует.

Теорема 3.1. Для системы дифференциальных уравнений (1) порядка выше

третьего (𝑛 > 3) с измеряемым выходом и аддитивными вероятностными

возмущениями, заданной во второй канонической форме наблюдаемости, и

наблюдателей (2) второго (𝑘 = 2) и третьего (𝑘 = 3) порядков, формирую­

щих несмещенную оценку линейного функционала (3) от вектора состояния

с матрицей 𝐹 = (𝑓1 . . . 𝑓𝑛) и искомых в первой канонической форме наблю­

даемости, верно, что

1) необходимые и достаточные условия существования единственного наблю­

дателя второго порядка и матрицы 𝑇 и 𝑀 имеют вид

𝑡2𝑛 = −𝑙1𝑓𝑛−1 − 𝑙2𝑓𝑛, 𝑓1𝑓3 − 𝑓 2
2 ̸= 0,

𝑙1 =
𝑓2𝑓4 − 𝑓 2

3

𝑓1𝑓3 − 𝑓 2
2

> 0, 𝑙2 =
𝑓2𝑓3 − 𝑓1𝑓4
𝑓1𝑓3 − 𝑓 2

2

> 0,

𝑓𝑖 = −𝑙1𝑓𝑖−2 − 𝑙2𝑓𝑖−1, 𝑖 = 5, . . . , 𝑛, для 𝑛 > 4,

𝑇 =
(︁
𝑓1 𝑓2 . . . 𝑓𝑛−1 𝑓𝑛
𝑓2 𝑓3 . . . 𝑓𝑛 𝑡2𝑛

)︁
, 𝑀 =

⎛⎜⎜⎝ −
𝑛∑︀

𝑖=1

𝛼𝑖𝑓𝑖 − 𝑡2𝑛

−
𝑛−1∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝑓𝑖+1 − (𝛼𝑛 − 𝑙2)𝑡2𝑛 + 𝑙1𝑓𝑛

⎞⎟⎟⎠ ,

где условие единственности 𝑓1𝑓3 − 𝑓 2
2 ̸= 0 означает, что не существует на­

блюдателя (5) первого порядка, формирующего несмещенную оценку линейного

функционала (3);
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2) необходимые и достаточные условия существования наблюдателя третье­

го порядка и матрицы 𝑇 и 𝑀 имеют вид

𝑡2𝑛 = −𝑙1𝑓𝑛−2 − 𝑙2𝑓𝑛−1 − 𝑙3𝑓𝑛, 𝑡3𝑛 = −𝑙1𝑓𝑛−1 − 𝑙2𝑓𝑛 − 𝑙3𝑡2𝑛,

𝑎 ̸= 𝑓3(𝑓
2
3 − 𝑓2𝑓4) + 𝑓4(𝑓1𝑓4 − 𝑓2𝑓3)

𝑓1𝑓3 − 𝑓 2
2

, (9)

𝑙1 =
𝑓4(𝑓

2
4 − 𝑓3𝑎) + 𝑎(𝑓2𝑎− 𝑓3𝑓4) + 𝑏(𝑓 2

3 − 𝑓2𝑓4)

𝑎(𝑓1𝑓3 − 𝑓 2
2 ) − 𝑓3(𝑓 2

3 − 𝑓2𝑓4) − 𝑓4(𝑓1𝑓4 − 𝑓2𝑓3)
> 0,

𝑙2 =
𝑓4(𝑓2𝑎− 𝑓3𝑓4) + 𝑎(𝑓 2

3 − 𝑓1𝑎) + 𝑏(𝑓1𝑓4 − 𝑓2𝑓3)

𝑎(𝑓1𝑓3 − 𝑓 2
2 ) − 𝑓3(𝑓 2

3 − 𝑓2𝑓4) − 𝑓4(𝑓1𝑓4 − 𝑓2𝑓3)
> 0,

𝑙3 =
𝑓4(𝑓

2
3 − 𝑓2𝑓4) + 𝑎(𝑓1𝑓4 − 𝑓2𝑓3) + 𝑏(𝑓 2

2 − 𝑓1𝑓3)

𝑎(𝑓1𝑓3 − 𝑓 2
2 ) − 𝑓3(𝑓 2

3 − 𝑓2𝑓4) − 𝑓4(𝑓1𝑓4 − 𝑓2𝑓3)
> 0,

𝑙2𝑙3 − 𝑙1 > 0,

𝑎 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓5, если 𝑛 > 4,

𝑡24, если 𝑛 = 4;
𝑏 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑓6, если 𝑛 > 5,

𝑡25, если 𝑛 = 5,

𝑡34, если 𝑛 = 4;

𝑓𝑖 = −𝑙1𝑓𝑖−3 − 𝑙2𝑓𝑖−2 − 𝑙3𝑓𝑖−1, 𝑖 = 7, . . . , 𝑛, для 𝑛 > 6,

𝑇 =

(︃
𝑓1 𝑓2 . . . 𝑓𝑛−2 𝑓𝑛−1 𝑓𝑛
𝑓2 𝑓3 . . . 𝑓𝑛−1 𝑓𝑛 𝑡2𝑛
𝑓3 𝑓4 . . . 𝑓𝑛 𝑡2𝑛 𝑡3𝑛

)︃
,

𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝑓𝑖 − 𝑡2𝑛

−
𝑛−1∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝑓𝑖+1 − 𝛼𝑛𝑡2𝑛 − 𝑡3𝑛

−
𝑛−2∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝑓𝑖+2 − (𝛼𝑛−1 − 𝑙2)𝑡2𝑛 − (𝛼𝑛 − 𝑙3)𝑡3𝑛 + 𝑙1𝑓𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где условие (9) для случая 𝑛 > 5 означает единственность наблюдателя тре­

тьего порядка, а для случая 𝑛 > 4 означает, что не существует наблюдателя

второго порядка, формирующего несмещенную оценку линейного функциона­

ла (3).
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Аналогичная теорема сформулирована и доказана для дискретных систем.

Кроме того, были предложены аналитические выражения передаточных

функций наблюдателей, которые позволяют вычислить квадратичный крите­

рий оптимальности как для непрерывных, так для дискретных систем.

Таким образом, доказанные теоремы позволили определить случаи, в кото­

рых при построении оптимальных наблюдателей второго и третьего порядков

возникает задача нелинейной оптимизации.

В конце главы 3 на примерах систем четвертого порядка проведено сравне­

ние построенных наблюдателей второго и третьего порядка по оптимизируемой

метрике.

Результаты третьей главы опубликованы в работах автора [1; 4; 15].

В четвертой главе решена задача 1 для случая многосвязных систем,

то есть систем дифференциальных уравнений с векторным измеряемым выхо­

дом (размерность выхода 𝑙 > 1) и векторным оцениваемым образом вектора

состояния (размерность линейного функционала 𝑝 > 1). Кроме того, решена

аналогичная задача в дискретном времени. В канонической форме Люенбер­

гера предложена структура оптимальных наблюдателей. Сформулированы и

доказаны теоремы о необходимых и достаточных условиях существования мно­

госвязных как непрерывных, так и дискретных наблюдателей пониженного по­

рядка.

Теорема 4.1. Пусть система (1) наблюдаема, rank𝐶 = 𝑙, и пара {𝐶, 𝐴}

находится в каноническом представлении Люенбергера (суммы индексов на­

блюдаемости 𝜃𝑗 =
𝑗∑︀

𝑖=1

𝜈𝑖). Векторный линейный функционал (3), в котором в

каноническом базисе матрица 𝐹 = (𝑓𝑖,𝑗) ∈ R𝑝×𝑛, может быть восстановлен

оптимальным наблюдателем (2) порядка 𝑘, искомым в канонической форме

Люенбергера (суммы индексов наблюдаемости κ𝑖 =
𝑖∑︀

𝑗=1

𝑘𝑗), тогда и только то­

гда, когда относительно неизвестных элементов матриц 𝑇 = (𝑡𝑖,𝑗) ∈ R𝑘×𝑛,
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𝑀 = (𝑚𝑖,𝑗) ∈ R𝑘×𝑙 выполняются следующие условия:

𝑡κ𝑖−1+1,𝜃𝑗−1+𝜂𝑗+1 = −𝑙κ𝑖−1+1𝑡κ𝑖,𝜃𝑗−1+𝜂𝑗 , для 𝜈𝑗 > 1;

𝑡κ𝑖−1+𝜇𝑖+1,𝜃𝑗−1+𝜂𝑗+1 = 𝑡κ𝑖−1+𝜇𝑖,𝜃𝑗−1+𝜂𝑗 − 𝑙κ𝑖−1+𝜇𝑖+1𝑡κ𝑖,𝜃𝑗−1+𝜂𝑗 , для 𝜈𝑗 > 1, 𝑘𝑖 > 1;

𝑚κ𝑖−1+𝜇𝑖+1,𝑗 = −
𝜈𝑗∑︁
𝜂=1

𝛼𝜃𝑗−1+𝜂𝑡κ𝑖−1+𝜇𝑖+1,𝜃𝑗−1+𝜂−𝑡κ𝑖−1+𝜇𝑖,𝜃𝑗 +𝑙κ𝑖−1+𝜇𝑖+1𝑡κ𝑖,𝜃𝑗 , для 𝑘𝑖 > 1;

𝑚κ𝑖−1+1,𝑗 = −
𝜈𝑗∑︁
𝜂=1

𝛼𝜃𝑗−1+𝜂𝑡κ𝑖−1+1,𝜃𝑗−1+𝜂 + 𝑙κ𝑖−1+1𝑡κ𝑖,𝜃𝑗 , 𝑡κ𝑖,𝑗 = 𝑓𝑖,𝑗,

𝜇𝑖 = 1, 𝑘𝑖 − 1, 𝜂𝑗 = 1, 𝜈𝑗 − 1, 𝑖 = 1, 𝑝, 𝑗 = 1, 𝑙;

𝛽(𝑠) = det(𝑠𝐼𝑘 −𝑁)— непрерывно устойчивый полином.

Аналогичная теорема сформулирована и доказана для дискретных систем.

Кроме того, на основе доказанных теорем было предложено левое матрич­

ное дробное описание передаточной функции как для системы дифференциаль­

ных уравнений, так и для системы разностных уравнений в отклонениях. Кроме

того, предложена формула для нахождения общего количества неизвестных па­

раметров наблюдателей в канонической форме Люенбергера.

На основе предложенного автором в главе 4 метода построения многосвяз­

ных наблюдателей удалось дать положительный ответ на вопрос о возможности

решения задачи 1 с помощью оптимального наблюдателя порядка меньшего,

чем ранее известный26 гарантированный порядок асимптотического наблюдате­

ля

𝑘* =

min{𝑝,𝑙}∑︁
𝑗=1

(𝜈𝑗 − 1),

где 𝜈𝑗 — упорядоченные по невозрастанию индексы наблюдаемости исходной

динамической системы.

Таким образом, предложенный автором диссертации метод синтеза опти­

мальных наблюдателей пониженного порядка с использованием канонической
26Ильин А. В., Коровин С. К., Фомичев В. В. Методы робастного обращения динамических систем.

Москва : ФИЗМАТЛИТ, 2009.
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формы Люенбергера позволил усовершенствовать существующие методы оцен­

ки состояния18,26 по минимизации динамического порядка наблюдателя.

С помощью предложенного в главе 4 метода решения задачи 1 повышается

оптимальность многосвязных наблюдателей по сравнению с наблюдателями на

основе скалярных наблюдателей путем снятия предположения о вещественно­

сти и различности спектра искомого наблюдателя. В конце главы теоретические

результаты проиллюстрированы на примерах.

Результаты четвертой главы опубликованы в работах автора [5; 10; 16].

В Заключении подводятся итоги выполненного исследования и приво­

дятся основные результаты. Также обозначаются возможные направления даль­

нейших исследований.

Заключение

Основные результаты работы автора заключаются в следующем.

1. Сформулированы и доказаны необходимые и достаточные условия суще­

ствования несмещенных оценок, формируемых при решении задачи, объ­

единяющей две классические задачи теории управления: стабилизации по­

средством управления с обратной связью и оптимального наблюдения, и

задачи диагностики неисправностей для линейных стационарных динами­

ческих систем при аддитивных белых шумах.

2. Представлены аналитические выражения для передаточных функций си­

стемы в отклонениях и оптимальных наблюдателей различных динамиче­

ских порядков как для непрерывных, так и для дискретных динамических

систем как со скалярными, так и с векторными измеряемым выходом и

оцениваемым линейным функционалом от вектора состояния.

3. Сформулированы и доказаны необходимые и достаточные условия суще­

ствования и единственности оптимальных наблюдателей второго и третье­

го динамических порядков в каноническом базисе.
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4. Разработаны методы решения задачи построения оптимальных наблюда­

телей (систем дифференциальных уравнений) пониженного порядка, ос­

нованные на сведении задач оптимального наблюдения к задачам нели­

нейной оптимизации на невыпуклом множестве допустимых параметров

и аналитическом вычислении передаточных функций динамических си­

стем в отклонениях.

Результаты диссертационной работы могут представлять интерес для спе­

циалистов, работающих в области теории управления динамическими система­

ми.

Дальнейшие исследования могут быть связаны с применением разработан­

ного подхода к задачам фильтрации для допускающих статистическую лине­

аризацию нелинейных систем при случайных воздействиях, в том числе цвет­

ных и мультипликативных шумах. Кроме того, в связи с наличием различных

канонических форм для описания объектов управления с векторным выходом,

возможно развитие подхода к построению оптимальных наблюдателей для мно­

госвязных динамических систем.
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