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Введение

Среди практических вопросов динамики жидкости значительную роль за­
нимает моделирование течений со свободной верхней поверхностью. Под сво­
бодной поверхностью понимается граница раздела между жидкостью и другой
средой, изменяющаяся под воздействием внешних и внутренних сил. Такие те­
чения встречаются в широком диапазоне масштабов – от лабораторных экспе­
риментов до глобальных океанических процессов.

Лабораторные эксперименты [1—3] позволяют изучать динамику плот­
ностных и инерционных гравитационных течений, включая расслоение потока
и взаимодействие с подстилающей поверхностью. Такие течения имеют важное
значение для геологии и экологии, особенно в контексте переноса и осаждения
осадочного материала [4; 5]. В природе они часто проявляются в виде редких
и разрушительных явлений — пирокластических потоков, снежных лавин [6; 7]
— что ограничивает возможности наблюдения. В этих условиях лабораторные
данные становятся ключевыми для численного моделирования и оценки рисков.

В средних масштабах течения со свободной поверхностью проявляются в
реках, водохранилищах и прибрежных зонах [8; 9]. Здесь важную роль играет
взаимодействие водных масс с донным рельефом, что влияет на устойчивость
береговых линий, процессы дельтообразования и распределение загрязняющих
веществ в водоемах [10; 11]. Численное моделирование таких процессов помогает
оценить последствия гидротехнического строительства и разработать меры по
защите экосистем.

В то же время изучение глобальных океанических процессов важно для
понимания климатических явлений [12—14], экологического мониторинга и мор­
ской инфраструктуры [15—17]. Исследования, такие как мониторинг Эль-Ниньо
и Ла-Нинья, позволяют прогнозировать засухи или наводнения в определенных
регионах. Моделирование движения разливов вредных химических веществ, му­
сорных островов с пластиковыми отходами помогает в локализации и ликвида­
ции последствий таких загрязнений. Например, в ситуации с аварией на АЭС
Фукусима-1 в 2011 году благодаря изучению и прогнозированию морских те­
чений, стало возможным отслеживать распространение радиоактивного загряз­
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нения, что позволило предпринимать своевременные меры для минимизации
рисков для морской экосистемы.

Разномасштабные явления течения жидкости со свободной поверхностью
описываются одними и теми же фундаментальными законами. Будь то лабора­
торные эксперименты, речные системы или океанические течения, математиче­
ские модели и численные методы, используемые для их анализа, остаются уни­
версальными. На практике эти уравнения решаются с различными упрощени­
ями, что естественно ограничивает область применимости каждой конкретной
методики. Тем не менее общая физическая база позволяет переносить проверен­
ные численные подходы между масштабами, адаптируя их к нужной степени
детализации и тем самым охватывая широкий спектр задач — от интерпретации
лабораторных опытов до прогноза динамики природных водоёмов.

Существует множество крупных вычислительных комплексов, поз­
воляющих моделировать процессы со свободной поверхностью на различных
масштабах. Например, такие системы, как INMOM [18; 19], NEMO [20; 21] или
MITgcm [22], охватывают широкий спектр геофизических задач — от моделиро­
вания течений в прибрежных зонах и устьях рек до прогнозирования глобаль­
ных океанических циркуляций. Данные комплексы учитывают влияние цело­
го ряда физических факторов: переменная температура и соленость, сложный
рельеф дна, сила Кориолиса и другие процессы, характерные для реальных
течений. При всём многообразии параметризаций и дополнительных модулей,
их вычислительное «ядро» сводится к решению систем уравнений движения
жидкости со свободной границей. Именно разработкам, связанным с вычисли­
тельным «ядром», посвящена данная работа. Рассматриваются модели дина­
мики жидкости со свободной поверхностью, предлагаются и анализируются ме­
тоды численного моделирования.

Одним из фундаментальных математических описаний движения жидко­
сти является система уравнений Навье–Стокса [23—25]. Эти уравнения форму­
лируют законы сохранения массы, импульса и энергии для вязкой ньютонов­
ской жидкости. Для моделирования течений со свободной поверхностью можно
использовать как прямое решение этой системы уравнений [26—28], так и при­
менение различных моделей [29—31], позволяющих, путем некоторых предполо­
жений, упростить получение решения. Настоящая работа относится ко второму
классу подходов и нацелена на разработку новых гидростатических алгоритмов.
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Оценка вычислительных затрат существенно зависит от выбранной чис­
ленной методики. В прямых методах решения системы уравнений Навье-Стокса
определение давления сводится к решению уравнения Пуассона. При современ­
ных реализациях [32], использующих обобщенный метод минимальных невязок
с предобуславливателем и адаптивные сетки, эта часть не является узким ме­
стом и хорошо масштабируется.

В гидростатическом подходе выигрыш достигается иным путём — за счёт
упрощения вертикальной динамики. Давление в каждый момент времени опре­
деляется из условия гидростатического равновесия, что снимает необходимость
решать полную нестационарную систему Навье–Стокса и снижает стоимость
расчёта [33; 34], особенно в геометрически сложных прибрежных областях и на
подробных трёхмерных сетках.

Использование гидростатического приближения не приводит к существен­
ным ошибкам, когда толщина слоя жидкости заметно меньше характерных го­
ризонтальных размеров [35; 36], что выполняется для многих реальных течений.
Вместе с тем у этого подхода есть ограничения: вертикальные скорости восста­
навливаются из уравнения неразрывности, что затрудняет описание вихревых
движений по вертикали. Кроме того, соответствующая система уравнений мо­
жет быть плохо обусловлена, что усложняет выбор численных методов [37; 38].

Современные методы вычислительной гидродинамики разрабатываются
с учетом требований к точности, устойчивости, вычислительной эффективно­
сти и выполнению фундаментальных физических законов. Одним из ключевых
подходов построения консервативных численных схем является метод конечных
объемов [39—41]. Различия между методами во многом определяются аппрокси­
мацией конвективных потоков. Так, в схемах высокой разрешающей способно­
сти (TVD[42], WENO[43], MUSCL[44] и другие) конвективные потоки находятся
из точного или приближенного решения задачи о распаде произвольного разры­
ва. Альтернативу этим методам составляют так называемые «балансно – харак­
теристические схемы» [45—47] (в частности, схема КАБАРЕ), разработанные в
последние годы в МГУ имени М.В. Ломоносова и ИБРАЭ РАН, и органично
сочетающие достоинства консервативных и характеристических методов. Прак­
тика их использования в задачах индустриальной математики показала, что они
обладают определенными преимуществами над схемами высокой разрешающей
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способности [48] при расчетах вихревых и турбулентных течений с неполным
разрешением спектра турбулентных пульсаций [49].

При численном моделировании течений жидкости со свободной поверх­
ностью в поле силы тяжести используются различные приближения, которые
накладывают свои ограничения на их применимость. Наиболее простой и ро­
бастной моделью является однослойное гидростатическое приближение, когда
скорость и плотность вдоль каждой вертикальной линии предполагаются посто­
янными. Это приводит к системе уравнений Сен-Венана (однослойной мелкой
воды), которая является безусловно гиперболической и для численного решения
которой можно использовать широкий набор устойчивых численных методов
[50—52].

К вычислительным алгоритмам решения однослойных уравнений мелкой
воды обычно предъявляют следующие требования: консервативность, заключа­
ющуюся в сохранении массы и импульса с учетом сил реакции рельефа дна,
сил Кориолиса и действия ветра на свободную поверхность, монотонность и
сбалансированность, что предполагает устойчивость состояния покоя однород­
но стратифицированной жидкости над произвольным рельефом дна.

Использование метода конечных объемов автоматически гарантирует кон­
сервативность алгоритма при соответствующей записи разностных соотноше­
ний. Существует множество вариантов расчета потоков, например, решением
задачи Римана [50], либо методом характеристик [51], либо схемами с централь­
ными разностями [53]. Следует отметить, что методы, основанные на задаче
Римана, в случае неплоского рельефа дна сталкиваются с дополнительными
трудностями. Однако они были успешно преодолены [54; 55].

Однослойное приближение мелкой воды не позволяет моделировать внут­
ренние волны. Следующим приближением в иерархии гидростатических моде­
лей является модель «двухслойной мелкой воды» [30; 56; 57], описывающая дви­
жение двух слоев жидкости, разделенных непроницаемой подвижной поверхно­
стью. Расчетными переменными двухслойной модели являются горизонтальные
скорости в двух слоях и их толщины. Плотности слоев различны и не меняются
со временем.

Удвоенное число степеней свободы делает эту модель более адекватной
физической реальности, однако, как показано в работе Л.В. Овсянникова [58],
система соответствующих уравнений перестает быть безусловно гиперболиче­
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ской. Начально-краевая задача становится некорректной и для ее численного
решения приходится использовать какую-либо процедуру регуляризации [59].
Обычно используются искусственная вязкость и диффузия, которые интерпре­
тируются как модели турбулентности.

Помимо потери гиперболичности двухслойные модели, использующие ме­
тоды конечных объемов, имеют проблему с выбором генераторов потока. Реше­
ние задачи Римана в этом случае сталкивается с серьезными математическими
трудностями [60—62], как и решение задачи о приведении соответствующей си­
стемы к характеристическому виду [63].

Все эти трудности только нарастают при использовании многослойных
гидростатических моделей [31; 64—66]. Плохая обусловленность задачи, при
недостатке искусственной диссипации, приводит к неустойчивости непроница­
емых поверхностей раздела между слоями с последующим их «перекрытием».
Это делает невозможным продолжение расчета. Естественный способ избежать
перекрытий — отказаться от непроницаемости поверхностей между слоями. По­
этому необходим переход к моделям, допускающим обмен массой и импульсом
между слоями [67; 68].

Для вывода систем уравнений, описывающих динамику стратифицирован­
ной жидкости со свободной поверхностью в многослойном гидростатическом
приближении с обменом массой и импульсом между слоями, используются раз­
ные подходы, которые, приводят к разным системам уравнений [69]. Хотя раз­
ница между ними невелика (отличия имеют величину порядка аппроксимации
относительно толщин слоев), их диссипативные и дисперсионные свойства мо­
гут существенно различаться.

Использование моделей с обменом массой и импульсом между слоями не
устраняет плохой обусловленности системы, возникающей из предположения о
гидростатике. При недостаточности процедур регуляризации происходит ката­
строфическая деформация свободной поверхности и неограниченный рост ско­
ростей. Благодаря удачному выбору значений коэффициентов искусственной
вязкости и диффузии, зависящих от численного решения, расчет при стандарт­
ных ограничениях на шаг по времени становится устойчивым. Однако эти зна­
чения неизвестны заранее. Их приходится подбирать эмпирически для каждой
задачи или для достаточно небольшого класса задач. Слишком высокие значе­
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ния приводят к дополнительной диссипации, которая может существенно де­
формировать решение.

Проблеме избыточности искусственной или схемной диссипации в суще­
ствующих многослойных гидростатических моделях с обменом массой и им­
пульсом между слоями ранее не уделялось должного внимания. Чрезмерная
диссипация может самым негативным образом сказаться на точности расчетов
с малыми числами Фруда, характерными для реальных течений.

Все вышеизложенное делает актуальной задачу разработки робастного
малодиссипативного численного алгоритма для гидростатической модели дина­
мики стратифицированного течения со свободной поверхностью.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю к.ф.-м.н.
А.В. Соловьеву и научному наставнику д.ф.-м.н. В.М. Головизнину, а также
Майоровой К. В., к.ф.-м.н. Майорову Петру А., к.ф.-м.н. Афанасьеву Н.А.,
д.ф.-м.н. С.И. Мухину, к.ф.-м.н. М.А. Рязанову и всему коллективу кафедры
вычислительных методов факультета ВМК МГУ за плодотворное обсуждение
представленных в диссертации результатов.

Целью данной работы является построение малодиссипативного ба­
лансно-характеристического численного алгоритма расчета динамики страти­
фицированной жидкости со свободной поверхностью в гидростатическом при­
ближении и математическое моделирование течений стратифицированной жид­
кости с помощью построенного численного алгоритма.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

(1) Построение алгоритма моделирования динамики несжимаемой од­
нослойной жидкости со свободной поверхностью и неровным дном
с переменной плотностью на основе балансно-характеристического
подхода.

(2) Построение алгоритма моделирования динамики несжимаемой жид­
кости со свободной поверхностью в приближении «двухслойной мел­
кой воды» на основе балансно-характеристического подхода с анали­
тическим нахождением собственных чисел характеристической мат­
рицы.

(3) Проведение процедуры неполной факторизации системы уравнений
многослойной мелкой воды с переменной плотностью, заключаю­
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щейся в рассмотрении сил, действующих на границы слоев, как
внешних, находящихся в правой части системы уравнений.

(4) Разработка алгоритма численного решения гиперболизированной
системы уравнений многослойной мелкой воды с переменной плот­
ностью на основе методики КАБАРЕ.

(5) Разработка алгоритма регуляризации численного решения по схе­
ме КАБАРЕ уравнений многослойной мелкой воды с переменной
плотностью и неровным дном.

(6) Проведение валидации итогового алгоритма на лабораторных экс­
периментах по исследованию течений в стратифицированной жид­
кости.

Основные положения, выносимые на защиту:
(1) Балансно-характеристический алгоритм решения системы уравне­

ний динамики несжимаемой однослойной жидкости со свободной
поверхностью и неровным дном с переменной плотностью, обладаю­
щий свойством сбалансированности, и результаты расчетов прилив­
ных течений в Белом море с учетом реальной батиметрии по этому
методу.

(2) Балансно-характеристический алгоритм решения системы уравне­
ний «двухслойной мелкой воды» с аналитическим нахождением соб­
ственных чисел характеристической матрицы системы и его сравне­
ние с известными алгоритмами на тестовых задачах, в том числе с
потерей гиперболичности системы.

(3) Математическая модель динамики стратифицированной жидкости
со свободной поверхностью в гидростатическом приближении и ба­
лансно-характеристический метод её решения. Алгоритм регуляри­
зации численного решения, учитывающий обмен массой и импуль­
сом между слоями. Результаты валидации алгоритма на серии ла­
бораторных экспериментов как с двумерными, так и с трехмерны­
ми течениями стратифицированных жидкостей, подтверждающие
хорошую качественную и количественную согласованность с экспе­
риментальными данными.
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(4) Комплекс программ для прямого численного моделирования тече­
ний жидкости со свободной поверхностью в гидростатическом при­
ближении.

Научная новизна:
(1) Впервые построена балансно-характеристическая схема класса КА­

БАРЕ для системы уравнений динамики несжимаемой однослойной
жидкости со свободной поверхностью и неровным дном с перемен­
ной плотностью.

(2) Впервые построена балансно-характеристическая схема класса КА­
БАРЕ для системы уравнений динамики несжимаемой жидкости
со свободной поверхностью в приближении «двухслойной мелкой
воды» с аналитическим нахождением собственных чисел характе­
ристической матрицы.

(3) Впервые построена балансно-характеристическая схема класса КА­
БАРЕ для системы уравнений многослойной мелкой воды с перемен­
ной плотностью и неровным дном, включающая процедуру непол­
ной факторизации исходной системы и алгоритмов регуляризации
численного решения.

Научная и практическая значимость диссертации заключается в воз­
можности дальнейшего использования разработанных балансно-характеристи­
ческих алгоритмов в качестве вычислительного ядра систем моделирования
динамики течения жидкости со свободной поверхностью. Программная реали­
зация алгоритмов имеет потенциал стать «ядром» для вычислительного ком­
плекса, применяемого как в инженерной практике, так и в научно-исследова­
тельской деятельности.

Степень достоверности полученных результатов обеспечивается доста­
точным количеством проведенных тестовых и модельных расчетов. Результаты
находятся в соответствии с результатами, полученными другими авторами.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на
следующих конференциях и семинарах.

(1) Научная конференция «Мировой океан: модели, данные и оператив­
ная океанология» (Севастополь, 26-30 сентября 2016г.),

(2) Международная конференция «Суперкомпьютерные технологии ма­
тематического моделирования» (Москва, 28-30 июня 2016г.),
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(3) Научная конференция «Тихоновские Чтения 2017» (Москва, 23-27
октября 2017г.),

(4) IV Международная конференция «Суперкомпьютерные техноло­
гии математического моделирования» (СКТеММ’19) (Москва, 19-21
июня 2019),

(5) Научная конференция «Тихоновские чтения 2019» (Москва, 28 ок­
тября – 1 ноября 2019г.),

(6) Международная конференция «Многомасштабные Методы и Высо­
копроизводительные Научные Вычисления» (Сочи, 8-13 сентября
2020г.),

(7) Научная конференция «Тихоновские чтения 2020» (Москва, 26-31
октября 2020г.),

(8) Научная конференция «Ломоносовские чтения 2021» (Москва, 20-29
апреля 2021 г.),

(9) XIX Всероссийская научная конференция-школа «Современные
проблемы математического моделирования» (Пос. Дюрсо, Красно­
дарский край, 13-18 сентября 2021 г.),

(10) Всероссийская научная конференция «Моря России: Год науки и
технологий в РФ – Десятилетие наук об океане ООН» (Севастополь,
21-24 сентября 2021 г.),

(11) Международная конференция «Марчуковские научные чтения
2021» (МНЧ-2021) (Новосибирск, Академгородок, 4-8 октября 2021
г.),

(12) V Международная конференция «Суперкомпьютерные технологии
математического моделирования» (СКТеММ’22) (Москва, 27-30
июня 2022 г.),

(13) VI Международная конференция «Суперкомпьютерные технологии
математического моделирования» (СКТеММ’25), (Москва, 15-19
июля 2025 r.),

(14) Научно-исследовательский семинар кафедры вычислительных ме­
тодов факультета ВМК МГУ имени М.В. Ломоносова.

Личный вклад. Все результаты работы получены автором лично под
научным руководством к.ф.-м.н. А. В. Соловьева при обсуждениях с д.ф.-м.н.
профессором В.М. Головизнином. В работах, написанных в соавторстве, вклад
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автора диссертации в полученные результаты в части аналитического исследо­
вания, математического моделирования, численных методов, разработки ком­
плекса программ и проведении расчетов является определяющим.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 4
печатных изданиях, изданных в журналах Scopus, WoS, RSCI, а также в изда­
ниях, рекомендованных для защиты в диссертационном совете МГУ по специ­
альности. Список опубликованных работ приведён в конце диссертационной
работы.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, пяти
глав, заключения и одного приложения. Полный объём диссертации составляет
129 страниц с 47 рисунками и 1 таблицей. Список литературы содержит 106 на­
именований.

В первой главе представлено расширение уравнений мелкой воды на слу­
чай переменной плотности, с выводом соответствующей системы. Для числен­
ного решения полученных уравнений предложен алгоритм на основе балансно­
характеристического метода КАБАРЕ, хорошо зарекомендовавший себя в при­
менении к уравнениям мелкой воды. Разработанный алгоритм не только пред­
ставляет самостоятельный интерес с точки зрения численного моделирования,
но и служит основой для послойного решения многослойной гидростатической
модели. Показано свойство сбалансированности схемы, как для случая посто­
янной, так и переменной плотности. Рассмотрен существенно двумерный мо­
дельный тест, исследующий динамику потока жидкости различной плотности
в квадратном резервуаре, оснащённом системой для поступления и отвода жид­
кости. Такие условия часто встречаются на границе рек и морей, где разница
в плотности воды может вызывать сложные гидродинамические явления. Для
проверки работоспособности и точности предложенной численной модели было
проведено моделирование приливной динамики в Белом море.

Вторая глава посвящена математической модели двухслойной мелкой
воды и разработке численного алгоритма на основе балансно-характеристиче­
ского метода КАБАРЕ для её решения. Модель описывает движение двух несме­
шивающихся слоёв жидкости, разделённых непроницаемой подвижной грани­
цей. Важной составляющей этой главы является рассмотрение проблемы поте­
ри гиперболичности многослойных систем на примере двух слоев. Приведено
подробное описание численного алгоритма и его апробация на ряде модельных
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задач, в том числе задаче Курганова [30] о динамике двухслойной жидкости
при отсутствии обмена массой и импульсом между слоями.

Третья глава включает в себя описание нового численного алгоритма
для многослойной гидростатической модели в случае двух пространственных
переменных. Рассматривается подход к решению проблем, связанных как с ха­
рактеристической формой дифференциальной системы, так и устойчивостью
численного алгоритма для не безусловно гиперболической системы. Предлага­
емая вычислительная модель также основана на подходе, сочетающем методы
характеристик и конечного объема. Показано сохранение свойства сбалансиро­
ванности численной схемы. Проведена апробация модели на ряде лабораторных
экспериментов по гравитационным течениям, демонстрирующая высокую точ­
ность и устойчивость предложенного алгоритма.

В четвертой главе рассматривается обобщение многослойной гидроста­
тической модели CABARET-MFSH на случай трех пространственных перемен­
ных. Особое внимание уделяется характеристической форме решаемых уравне­
ний, которая используется в схеме КАБАРЕ для нахождения локальных инва­
риантов Римана. Полученные локальные инварианты для каждого из направле­
ний позволяют говорить о сохранении свойства сбалансированности численного
алгоритма в случае трех пространственных переменных. Для валидации моде­
ли проводится моделирование существенно трёхмерного лабораторного экспе­
римента [3], результаты которого демонстрируют хорошее совпадение с экспе­
риментальными данными.

В приложении А приведено описание разработанного программного
комплекса: рассмотрены принципы реализации численных моделей, структура
вычислительных модулей, а также особенности подготовки входных данных и
интеграции с инструментами визуализации и анализа результатов.
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Глава 1. Балансно-характеристический метод КАБАРЕ для модели
мелкой воды с переменной плотностью

Модель мелкой воды широко используется для описания течений в неглу­
боких водоёмах: реках, озерах и водохранилищах, в прибрежной зоне морей и
океанов. Многообразие задач включает в себя моделирование природных явле­
ний, таких как цунами, ветровые нагоны и множество других задач, связанных
с проблемами океанологии[70; 71]. Другим важным классом задач является мо­
делирование распространения волн, возникающих при полном или частичном
разрушении плотин и гидросооружений [72].

Приближение мелкой воды описывает течение несжимаемой жидкости по­
стоянной плотности, ограниченной снизу рельефом дна и сверху свободной по­
верхностью, в поле силы тяжести. Основным допущением приближения мелкой
воды является условие малости вертикального масштаба по отношению к гори­
зонтальным размерам задачи. В этом случае вертикальной компонентой ско­
рости можно пренебречь по сравнению с горизонтальными и считать послед­
ние практически неизменными по толщине слоя. Такое допущение позволяет
существенно упростить математическую формулировку, заменив уравнение со­
хранения импульса для вертикальной компоненты скорости на использование
гидростатического давления. Классический подход основан на предположении о
постоянной плотности жидкости. В данной главе рассматривается расширение
уравнений мелкой воды на среду с переменной плотностью, приводится вывод
соответствующих уравнений с учетом переменной плотности. Исходя из нели­
нейного характера уравнений мелкой воды, аналитические методы решения при­
менимы лишь в очень ограниченных и специфических условиях. Поэтому для
большинства задач предпочтительным становится применение численных мето­
дов.

Для численного решения полученной системы уравнений предложен ал­
горитм на основе балансно-характеристического метода КАБАРЕ, хорошо за­
рекомендовавший себя в применении к уравнениям мелкой воды [51; 52]. Пока­
заны свойства сбалансированности схемы, как при постоянной, так и в случае
переменной плотности. Рассмотрен существенно двумерный модельный тест,
исследующий динамику потока жидкости различной плотности в квадратном
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резервуаре, оснащённом системой для поступления и отвода жидкости. Такие
условия часто встречаются на границе рек и морей, где разница в плотности
воды может вызывать сложные гидродинамические явления. Для проверки ра­
ботоспособности и точности предложенной численной модели было проведено
моделирование приливной динамики в Белом море.

1.1 Уравнения мелкой воды с переменной плотностью, учетом
внешнего давления и донного рельефа

Аналогично теории классической мелкой воды, основными предположе­
ниями при выводе уравнений мелкой воды с переменной плотностью являются
условия малости вертикального масштаба по отношению к горизонтальному,
вертикальной компоненты скорости и градиента давления. Такой подход поз­
воляет отказаться от уравнения на вертикальную компоненту импульса и ис­
пользовать гидростатическое приближение для давления. С учетом описанных
предположений, рассмотрим вывод дифференциальных уравнений мелкой воды
с переменной плотностью. Выпишем интегральные законы сохранения (балан­
са) площади, массы и импульса в случае одного пространственного измерения
для произвольной подобласти 𝑥 ∈ [𝑥1,𝑥2](Рис.1.1).

Рисунок 1.1 — Модель мелкой воды с переменной плотностью
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Для рассматриваемой подобласти естественным образом определяются ее
площадь V, масса M и импульс П:

𝑉 =

∫︁ 𝑥2

𝑥1

ℎ𝑑𝑥, 𝑀 =

∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝜌ℎ𝑑𝑥, Π =

∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝜌𝑢ℎ𝑑𝑥,

где𝐻 (𝑥,𝑡)- свободная поверхность,𝐵 (𝑥)- рельеф дна, ℎ (𝑥, 𝑡) = 𝐻 (𝑥, 𝑡)−𝐵 (𝑥)-
толщина, 𝜌 (𝑥,𝑡)- плотность, 𝑢 (𝑥,𝑡) - горизонтальная составляющая скорости
жидкости.

Изменение площади, занимаемой жидкостью, вызвано потоками на верти­
кальных границах подобласти:

𝜕𝑉

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑥2

𝑥1

ℎ𝑑𝑥 = − 𝑢ℎ|𝑥2
+ 𝑢ℎ|𝑥1

= −
∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝜕ℎ𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥.

Аналогично рассуждая, получим уравнения, описывающие изменение массы и
импульса выбранной подобласти:

𝜕𝑀

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝜌ℎ𝑑𝑥 = − 𝜌𝑢ℎ|𝑥2
+ 𝜌𝑢ℎ|𝑥1

= −
∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝜕𝜌ℎ𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥,

𝜕Π

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡

∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝜌𝑢ℎ𝑑𝑥 = −
(︀
𝜌𝑢2ℎ+ 𝜌𝑔ℎ2/2 + 𝑃𝑇ℎ

)︀⃒⃒
𝑥2
+

(︀
𝜌𝑢2ℎ+ 𝜌𝑔ℎ2/2 + 𝑃𝑇ℎ

)︀⃒⃒
𝑥1
−

−
∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝑃𝐵
𝜕𝐵

𝜕𝑥
𝑑𝑥+

∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝑃𝑇
𝜕𝐻

𝜕𝑥
𝑑𝑥,

здесь 𝑔 - ускорение свободного радения, 𝑃𝑇 - давление на свободной поверхно­
сти, 𝑃𝐵 = 𝑃𝑇 + 𝜌𝑔ℎ - давление на дне.

В силу произвольности выбора подобласти, из приведенных интегральных
уравнений следуют соответствующие законы сохранения в дифференциальной
форме:

𝜕ℎ
𝜕𝑡 +

𝜕ℎ𝑢
𝜕𝑥 = 0,

𝜕𝜌ℎ
𝜕𝑡 + 𝜕𝜌ℎ𝑢

𝜕𝑥 = 0,
𝜕𝜌𝑢ℎ
𝜕𝑡 + 𝜕𝜌ℎ𝑢2

𝜕𝑥 + 𝑔
2
𝜕𝜌ℎ2

𝜕𝑥 + 𝜕𝑃𝑇ℎ
𝜕𝑥 = 𝑃𝑇

𝜕𝐻
𝜕𝑥 − 𝑃𝐵

𝜕𝐵
𝜕𝑥

(1.1)

Замечание. При постоянной плотности 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 третье уравнение си­
стемы (1.1) совпадает с первым уравнением, а вся система (1.1) переходит в
уравнения мелкой воды.
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Полученные уравнения (1.1) являются системой гиперболического типа
и для ее численного решения будем применять алгоритм на основе балансно­
характеристического метода КАБАРЕ [45], хорошо зарекомендовавший себя в
применении к классическим уравнениям мелкой воды с постоянной плотностью.

Для построения численной схемы класса КАБАРЕ необходимо привести
систему дифференциальных уравнений (1.1) к характеристическому виду. Это
преобразование позволяет представить исходные уравнения в виде системы
уравнений переноса некоторых величин с правой частью. Далее будет показана
последовательность действий, необходимых для решения этой задачи. Снача­
ла применим правило производной произведения к каждому члену уравнений
системы (1.1):

𝜕ℎ
𝜕𝑡 + 𝑢𝜕ℎ

𝜕𝑥 + ℎ𝜕𝑢
𝜕𝑥 = 0,

𝜌𝜕ℎ𝜕𝑡 + ℎ𝜕𝜌
𝜕𝑡 + 𝜌𝜕ℎ𝑢𝜕𝑥 + ℎ𝑢𝜕𝜌

𝜕𝑥 = 0,

𝑢𝜕𝜌ℎ
𝜕𝑡 + 𝜌ℎ𝜕𝑢

𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝜌ℎ𝑢
𝜕𝑥 + 𝜌ℎ𝑢𝜕𝑢

𝜕𝑥 +
𝑔ℎ2

2
𝜕𝜌
𝜕𝑥+

+𝜌𝑔ℎ𝜕ℎ
𝜕𝑥 + 𝑃𝑇

𝜕ℎ
𝜕𝑥 = 𝑃𝑇

𝜕𝐻
𝜕𝑥 − 𝑃𝐵

𝜕𝐵
𝜕𝑥 − ℎ𝜕𝑃𝑇

𝜕𝑥

Затем, сокращая подобные члены, получим, так называемую, простую
форму уравнений (1.1):

𝜕ℎ
𝜕𝑡 + 𝑢𝜕ℎ

𝜕𝑥 + ℎ𝜕𝑢
𝜕𝑥 = 0,

𝜕𝜌
𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝜌

𝜕𝑥 = 0,
𝜕𝑢
𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢

𝜕𝑥 +
𝑔ℎ
2𝜌

𝜕𝜌
𝜕𝑥 +

𝑃𝐵

𝜌ℎ
𝜕ℎ
𝜕𝑥 = 1

𝜌ℎ

(︀
𝑃𝑇

𝜕𝐻
𝜕𝑥 − 𝑃𝐵

𝜕𝐵
𝜕𝑥 − ℎ𝜕𝑃𝑇

𝜕𝑥

)︀
Для дальнейших преобразований удобно записать эту систему в вектор­

ном виде:

𝜕𝜙⃗

𝜕𝑡
+ 𝐴× 𝜕𝜙⃗

𝜕𝑥
= 𝑑, 𝜙⃗ = (ℎ,𝜌,𝑢)𝑇 , 𝑑 = (0,0,𝐹/𝜌ℎ) , (1.2)

где 𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝑢 0 ℎ

0 𝑢 0

𝑃𝐵/ (𝜌ℎ) 𝑔ℎ/ (2𝜌) 𝑢

⎞⎟⎠ , 𝐹 = 𝑃𝑇
𝜕𝐻
𝜕𝑥 − 𝑃𝐵

𝜕𝐵
𝜕𝑥 − ℎ𝜕𝑃𝑇

𝜕𝑥 .

Для поиска характеристической формы исходных уравнений вычисляют­
ся собственные числа 𝜆 матрицы 𝐴и соответствующие им левые собственные
векторы 𝑙⃗. Все три собственные числа матрицы 𝐴 действительны:

𝜆1 = 𝑢+ 𝑐, 𝜆2 = 𝑢− 𝑐, 𝜆3 = 𝑢, 𝑐 =
√︀
𝑃𝐵/𝜌.
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Вычислим левые собственные векторы матрицы 𝐴. Для собственного
значения𝜆1имеем следующие выкладки:

(𝑎1,𝑎2,1)

⎛⎜⎝ −𝑐 0 ℎ

0 −𝑐 0

𝑃𝐵/ (𝜌ℎ) 𝑔ℎ/ (2𝜌) −𝑐

⎞⎟⎠ = 0

−𝑎1 · 𝑐+ 𝑃𝐵

𝜌ℎ = 0 ⇒ 𝑎1 =
𝑐
ℎ

−𝑎2 · 𝑐+ 𝑔ℎ
2𝜌 = 0 ⇒ 𝑎2 =

𝑔ℎ
2𝜌𝑐

Таким образом, левый собственный вектор, соответствующий 𝜆1 имеет
вид 𝑙⃗1 =

(︁
𝑐
ℎ ,

𝑔ℎ
2𝜌𝑐 ,1

)︁
. Аналогичным образом находится левый собственный вектор

𝑙⃗2 =
(︁
− 𝑐

ℎ ,−
𝑔ℎ
2𝜌𝑐 ,1

)︁
для 𝜆2. Для собственного значения 𝜆3 левый собственный

вектор 𝑙⃗3 = (0,1,0).
Далее формируется матрица Ω из полученных левых собственных векто­

ров матрицы 𝐴 и система (1.2) умножается слева на неё.

Ω
𝜕𝜙⃗

𝜕𝑡
+ Ω𝐴× 𝜕𝜙⃗

𝜕𝑥
= Ω𝑑,

Будем предполагать постоянной матрицу Ω = Ω𝐶 в пределах некоторой
пространственно-временной области 𝐶. Тогда, учитывая определение левых
собственных векторов, получаем характеристическую форму исходных урав­
нений (1.1):

𝜕

𝜕𝑡
(Ω𝐶𝜙⃗) + (𝜆⃗𝐸)

𝜕

𝜕𝑥
(Ω𝐶𝜙⃗) = Ω𝐶𝑑,

где 𝐸 - единичная диагональная матрица.
Обозначив, 𝐼 = (𝐼1,𝐼2,𝐼3)

𝑇 = Ω!𝜙⃗, 𝐼1,2 = 𝑢 ±
(︀
𝑐
ℎ

)︀
𝑐
ℎ ±

(︁
𝑔ℎ
2𝜌𝑐

)︁
𝑐
𝜌, 𝐼3 = 𝜌, ло­

кально-характеристическая форма принимает вид системы уравнений переноса
для некоторых величин 𝐼1,𝐼2,𝐼3. Эти величины являются локальными инвари­
антами Римана, определенными только в пределах области 𝐶.

𝜕𝐼1
𝜕𝑡 + 𝜆1

𝜕𝐼1
𝜕𝑥 = 𝑄1 = (𝐹/𝜌ℎ) ,

𝜕𝐼2
𝜕𝑡 + 𝜆2

𝜕𝐼2
𝜕𝑥 = 𝑄2 = (𝐹/𝜌ℎ) ,

𝜕𝐼3
𝜕𝑡 + 𝜆3

𝜕𝐼3
𝜕𝑥 = 𝑄3 = 0.

(1.3)
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Характеристическое представление систем уравнений в частных производ­
ных гиперболического типа служит основой для “характеристических” [73] и “се­
точно-характеристических” [74] методов численного решения этих уравнений.

Аналогичные рассуждения в случае двух пространственных переменных
приводят к следующей системе дифференциальных уравнений:

𝜕ℎ
𝜕𝑡 +

𝜕ℎ𝑢
𝜕𝑥 + 𝜕ℎ𝑣

𝜕𝑦 = 0
𝜕𝜌ℎ𝑢
𝜕𝑡 + 𝜕𝜌ℎ𝑢2

𝜕𝑥 + 𝜕𝜌ℎ𝑢𝑣
𝜕𝑦 + 𝑔

2
𝜕𝜌ℎ2

𝜕𝑥 + 𝜕𝑃𝑇ℎ
𝜕𝑥 = 𝐹 = 𝑃𝑇

𝜕𝐻
𝜕𝑥 − 𝑃𝐵

𝜕𝐵
𝜕𝑥

𝜕𝜌ℎ𝑣
𝜕𝑡 + 𝜕𝜌ℎ𝑢𝑣

𝜕𝑥 + 𝜕𝜌ℎ𝑣2

𝜕𝑦 + 𝑔
2
𝜕𝜌ℎ2

𝜕𝑦 + 𝜕𝑃𝑇ℎ
𝜕𝑦 = 𝐹 = 𝑃𝑇

𝜕𝐻
𝜕𝑦 − 𝑃𝐵

𝜕𝐵
𝜕𝑦

𝜕𝜌ℎ
𝜕𝑡 + 𝜕𝜌ℎ𝑢

𝜕𝑥 + 𝜕𝜌ℎ𝑣
𝜕𝑦 = 0

(1.4)

1.2 Схема КАБАРЕ для системы уравнений мелкой воды с
переменной плотностью

Основное внимание в данной работе уделяется подробному и системати­
ческому описанию одного из современных направлений развития численных
методов для решения систем уравнений гиперболического типа. Начало данно­
му направлению, известному как балансно-характеристические схемы класса
КАБАРЕ [75], было положено в работах А. А. Самарского и В. М. Головизнина
[76; 77].

Идеей балансно-характеристических схем класса КАБАРЕ является ис­
пользование конечно-объёмного подхода, при этом используется удвоенный на­
бор сеточных переменных – один набор относится к ячейкам, другой к граням
между ячейками. Переменные, относящиеся к ячейкам, называются консерва­
тивными, переменные, относящиеся к граням, - потоковыми.

Разделение переменных на «консервативные» и «потоковые» не является
чем-то принципиально новым — в многих консервативных схемах работают с
консервативными переменными и потоками, которые вычисляются по тому или
иному правилу по уже известным консервативным переменным [50; 78—80]. В
методике КАБАРЕ для вычисления новых потоковых переменных использу­
ются не только консервативные, но и потоковые переменные с предыдущего
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временного шага. Это обстоятельство принципиально меняет роль потоковых
переменных, делая их равноправными участниками процесса вычислений.

Для вычисления эволюции переменных в ячейках используются баланс­
ные соотношения, в которые входят переменные на гранях (потоковые перемен­
ные). Для вычисления новых по времени значений переменных на гранях при­
меняется характеристический принцип, аппроксимирующий перенос локальных
инвариантов Римана в пределах пространственно-временной ячейки.

Опишем численный алгоритм решения системы уравнений мелкой воды с
переменной плотностью (1.4). Введем в области 𝐺 = {𝑥min ≤ 𝑥 ≤ 𝑥max,𝑦min ≤
𝑦 ≤ 𝑦max,0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} равномерную по пространству сетку Ω:

Ω =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑖 : 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 = ℎ𝑥 > 0;𝑥1 = 𝑥min; 𝑥𝑁𝑥

= 𝑥max; 𝑖 = 1,𝑁𝑥 − 1

𝑦𝑗 : 𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗 = ℎ𝑦 > 0; 𝑦1 = 𝑦min; 𝑦𝑁𝑦
= 𝑦max; 𝑗 = 1,𝑁𝑦 − 1

𝑡𝑛 : 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 = 𝜏𝑛 > 0; 𝑡0 = 0; 𝑡𝐾 = 𝑇 ;𝑛 = 0,𝐾 − 1

Рисунок 1.2 — Расположение сеточных функций, используемых в схеме
КАБАРЕ

На заданной сетке определим два типа сеточных переменных: потоковые
и консервативные [75]. Потоковые переменные относятся к серединам граней
расчетных ячеек, консервативные – к их центрам (Рис.1.2):
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𝑓𝑛𝐶 = 𝑓𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 𝑓 (𝑥𝑖 + 0.5 · ℎ𝑥,𝑦𝑗 + 0.5 · ℎ𝑦,𝑡𝑛)
𝑓𝑛𝑅 = 𝑓𝑛𝑖+1,𝑗+1/2 = 𝑓 (𝑥𝑖 + ℎ𝑥,𝑦𝑗 + 0.5 · ℎ𝑦,𝑡𝑛)
𝑓𝑛𝐿 = 𝑓𝑛𝑖,𝑗+1/2 = 𝑓 (𝑥𝑖,𝑦𝑗 + 0.5 · ℎ𝑦,𝑡𝑛)
𝑓𝑛𝑇 = 𝑓𝑛𝑖+1/2,𝑗+1 = 𝑓 (𝑥𝑖 + 0.5 · ℎ𝑥,𝑦𝑗 + ℎ𝑦,𝑡

𝑛)

𝑓𝑛𝐵 = 𝑓𝑛𝑖+1/2,𝑗 = 𝑓 (𝑥𝑖 + 0.5 · ℎ𝑥,𝑦𝑗,𝑡𝑛)

Начальные данные задаются для консервативных переменных, потоковые
переменные вычисляются как среднее арифметическое значение ближайших
консервативных.

В схемах класса КАБАРЕ в алгоритме поиска значений переменных на
новом временном слое естественно выделить два этапа: вычисление потоковых
переменных и на основании полученных значений расчет консервативных пере­
менных.

В первом этапе удобно выделить вспомогательную процедуру вычисления
консервативных переменных на промежуточном временном слое 𝑡𝑛+1/2, исполь­
зуя консервативную аппроксимацию законов сохранения (1.4) по методу конеч­
ного объема для каждой ячейки сетки. Далее будем называть эту процедуру
первой фазой. На основе полученных значений экстраполяцией локальных ин­
вариантов Римана вычисляются потоковые переменные на новом временном
слое 𝑡𝑛+1 (далее – фаза 2). Аналогично фазе 1 на втором этапе используется ко­
нечно-объёмный подход для вычисления консервативных переменных на новом
слое (далее – фаза 3).

Первая фаза.
Согласно методу конечных объемов [39—41] для каждой расчетной ячейки

записывается балансное соотношение. Так как дифференциальные уравнения
(1.4) были получены из законов сохранения (баланса), то достаточно проин­
тегрировать по ячейке эти уравнения. При помощи формулы Остроградского­
Гаусса интегралы по объему ячейки можно заменить на контурные интегралы
по её границе. Каждый контурный интеграл, в свою очередь, можно перепи­
сать как сумму интегралов по граням ячейки. Аппроксимация интегралов по
граням выполняется по формуле прямоугольников.
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ℎ
𝑛+1/2
𝑐 −ℎ𝑛

𝑐

𝜏/2 +
(ℎ𝑢)𝑛𝑅−(ℎ𝑢)𝑛𝐿

ℎ𝑥
+

(ℎ𝑣)𝑛𝑇−(ℎ𝑣)𝑛𝐵
ℎ𝑦

= 0

(𝜌ℎ𝑢)
𝑛+1/2
𝑐 −(𝜌ℎ𝑢)𝑛𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ𝑢2)𝑛𝑅−(𝜌ℎ𝑢2)𝑛𝐿

ℎ𝑥
+

(𝜌ℎ𝑢𝑣)𝑛𝑇−(𝜌ℎ𝑢𝑣)𝑛𝐵
ℎ𝑦

+

+𝑔
ℎ𝑛
𝑅+ℎ𝑛

𝐿

2
𝜌𝑛𝑅+𝜌𝑛𝐿

2
𝐻𝑛

𝑅−𝐻𝑛
𝐿

ℎ𝑥
+ 𝑔

2
(ℎ𝑛

𝑅)
2+(ℎ𝑛

𝐿)
2

2
𝜌𝑛𝑅−𝜌𝑛𝐿
ℎ𝑥

= 0
(𝜌ℎ𝑣)

𝑛+1/2
𝑐 −(𝜌ℎ𝑣)𝑛𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ𝑣2)𝑛𝑇−(𝜌ℎ𝑣2)𝑛𝐵

ℎ𝑦
+

(𝜌ℎ𝑣𝑢)𝑛𝑅−(𝜌ℎ𝑣𝑢)𝑛𝐿
ℎ𝑥

+

+𝑔
ℎ𝑛
𝑇+ℎ𝑛

𝐵

2
𝜌𝑛𝑇+𝜌𝑛𝐵

2
𝐻𝑛

𝑇−𝐻𝑛
𝐵

ℎ𝑦
+ 𝑔

2
(ℎ𝑛

𝑇 )
2+(ℎ𝑛

𝐵)
2

2
𝜌𝑛𝑇−𝜌𝑛𝐵

ℎ𝑦
= 0

(𝜌ℎ)
𝑛+1/2
𝑐 −(𝜌ℎ)𝑛𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ𝑢)𝑛𝑅−(𝜌ℎ𝑢)𝑛𝐿

ℎ𝑥
+

(𝜌ℎ𝑣)𝑛𝑇−(𝜌ℎ𝑣)𝑛𝐵
ℎ𝑦

= 0

(1.5)

Вторая фаза.
На данном этапе необходимо задать алгоритм вычисления значений по­

токовых переменных на новом временном слое (𝑛 + 1). Для этого используем
процедуру экстраполяции локально-одномерных инвариантов по каждому на­
правлению в пределах пространственно-временных расчетных ячеек. Рассмот­
рим направление вдоль оси X. Локально-линейные инварианты и собственные
значения на старом и промежуточном временном слое находятся по следующим
формулам:

𝐼1𝑥 = 𝑢+
(︀
𝑔
𝑐

)︀
𝑐
𝐻 +

(︁
𝑐
2𝜌

)︁
𝑐
𝜌, 𝜆1𝑥 = 𝑢+

√︀
𝑃𝐵/𝜌

𝐼2𝑥 = 𝑢+
(︀
𝑔
𝑐

)︀
𝑐
𝐻 +

(︁
𝑐
2𝜌

)︁
𝑐
𝜌, 𝜆2𝑥 = 𝑢+

√︀
𝑃𝐵/𝜌

𝐼3𝑥 = 𝑣, 𝜆3𝑥 = 𝑢

𝐼4𝑥 = 𝜌, 𝜆4𝑥 = 𝑢

Характеристические скорости, определяющие направление экстраполя­
ции, для грани j задаются как среднее арифметическое характеристических
скоростей в центрах смежных с этой гранью ячеек:

(𝜆𝑘 𝑥)
𝑛+1/2
𝑖,𝑗 =

(𝜆𝑘)
𝑛+1/2
𝑖,𝑗+1/2 + (𝜆𝑘)

𝑛+1/2
𝑖,𝑗−1/2

2
,𝑘 = 1,4

Локально-одномерные инварианты в каждой ячейке связаны соотношени­
ями (экстраполянтами):

(︁
𝐼𝑘 𝑥

)︁𝑛+1

𝑖,𝑗
=

{︃
2 (𝐼𝑘 𝑥)

𝑛+1/2
𝑖−1/2, 𝑗 − (𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖−1,𝑗 , 5𝐴; 8 (𝜆𝑘 𝑥)

𝑛+1/2
𝑖,𝑗 > 0

2 (𝐼𝑘 𝑥)
𝑛+1/2
𝑖+1/2 − (𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖+1,𝑗 , 5𝐴; 8 (𝜆𝑘 𝑥)

𝑛+1/2
𝑖,𝑗 ≤ 0
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Для обеспечения монотонности значений инвариантов на новом времен­
ном слое, необходимо провести процедуру коррекции, основанную на принципе
максимума [45]. Поскольку в уравнениях локальных инвариантов (1.3) присут­
ствует ненулевая правая часть, оказывающая влияние на соблюдение принципа
максимума, алгоритм монотонизации формируется следующим образом:

(𝐼𝑘 𝑥)
𝑛+1
𝑖,𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︀
𝐼min
𝑘 𝑥

)︀
𝑖,𝑗
, если

(︀
𝐼min
𝑘 𝑥

)︀
𝑖,𝑗
>

(︁
𝐼𝑘 𝑥

)︁𝑛+1

𝑖,𝑗

(𝐼max
𝑘 𝑥 )𝑖,𝑗 , если

(︁
𝐼𝑘 𝑥

)︁𝑛+1

𝑖,𝑗
> (𝐼max

𝑘 𝑥 )𝑖,𝑗(︁
𝐼𝑘 𝑥

)︁𝑛+1

𝑖,𝑗
, иначе

,

где
(︀
𝐼min
𝑘 𝑥

)︀
𝑖,𝑗
, (𝐼max

𝑘 𝑥 )𝑖,𝑗- минимальное и максимальное значения инварианта с
предыдущего временного слоя той пространственной ячейке, из которой про­
изводилась экстраполяция

(︀
𝐼min
𝑘 𝑥

)︀
𝑖,𝑗

=

⎧⎨⎩ min
{︁
(𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖,𝑗 , (𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖− 1

2 ,𝑗
, (𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖−1,𝑗

}︁
+ 𝜏 (𝑄𝑘 𝑥)

𝑛+ 1
2

𝑖− 1
2 ,𝑗
, если (𝜆𝑘 𝑥)

𝑛+ 1
2

𝑖,𝑗 > 0

min
{︁
(𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖,𝑗 , (𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖+ 1

2 ,𝑗
, (𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖+1,𝑗

}︁
+ 𝜏 (𝑄𝑘 𝑥)

𝑛+ 1
2

𝑖+ 1
2 ,𝑗
, если (𝜆𝑘 𝑥)

𝑛+ 1
2

𝑖,𝑗 ≤ 0

(𝐼max
𝑘 𝑥 )𝑖,𝑗 =

⎧⎨⎩ max
{︁
(𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖,𝑗 , (𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖− 1

2 ,𝑗
, (𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖−1,𝑗

}︁
+ 𝜏 (𝑄𝑘 𝑥)

𝑛+ 1
2

𝑖− 1
2 ,𝑗
, если (𝜆𝑘 𝑥)

𝑛+ 1
2

𝑖,𝑗 > 0

max
{︁
(𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖,𝑗 , (𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖+ 1

2 ,𝑗
, (𝐼𝑘 𝑥)

𝑛
𝑖+1,𝑗

}︁
+ 𝜏 (𝑄𝑘 𝑥)

𝑛+ 1
2

𝑖+ 1
2 ,𝑗
, если (𝜆𝑘 𝑥)

𝑛+ 1
2

𝑖,𝑗 ≤ 0

и правые части 𝑄𝑘 𝑥 уравнений на инварианты (1.3) аппроксимируются через
соответствующие им левые части:

(︁
𝑄̃𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
=

(︁
𝐼𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
− (𝐼𝑚)

𝑘+1/2
𝑖+1/2

𝜏/2
+
(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2

(𝐼𝑚)
𝑘+1/2
𝑖+1 − (𝐼𝑚)

𝑘+1/2
𝑖

∆𝑥𝑖+1/2

Таким образом, после процедуры монотонизации на новом слое по времени
на каждой грани определены 4 инварианта, из которых можно найти четыре
физические переменные 𝐻, 𝑢,𝑣,𝜌.

По направлению Oy экстраполяция инвариантов производится аналогич­
но.

Третья фаза.
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На завершающем этапе вновь применяется метод конечных объемов для
вычисления консервативных переменных на новом временном слое, с учетом
результатов предыдущих фаз. Для каждой расчетной ячейки выполняется ин­
тегрирование по объему с последующим переходом к контурным интегралам по
её границам.

ℎ𝑛+1
𝑐 −ℎ

𝑛+1/2
𝑐

𝜏/2 +
(ℎ𝑢)𝑛+1

𝑅 −(ℎ𝑢)𝑛+1
𝐿

ℎ𝑥
+

(ℎ𝑣)𝑛+1
𝑇 −(ℎ𝑣)𝑛+1

𝐵

ℎ𝑦
= 0

(𝜌ℎ𝑢)𝑛+1
𝑐 −(𝜌ℎ𝑢)

𝑛+1/2
𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ𝑢2)𝑛+1

𝑅 −(𝜌ℎ𝑢2)𝑛+1
𝐿

ℎ𝑥
+

(𝜌ℎ𝑢𝑣)𝑛+1
𝑇 −(𝜌ℎ𝑢𝑣)𝑛+1

𝐵

ℎ𝑦
+

+𝑔
ℎ𝑛+1
𝑅 +ℎ𝑛+1

𝐿

2
𝜌𝑛+1
𝑅 +𝜌𝑛+1

𝐿

2
𝐻𝑛+1

𝑅 −𝐻𝑛+1
𝐿

ℎ𝑥
+ 𝑔

2
(ℎ𝑛+1

𝑅 )2+(ℎ𝑛+1
𝐿 )2

2
𝜌𝑛+1
𝑅 −𝜌𝑛+1

𝐿

ℎ𝑥
= 0

(𝜌ℎ𝑣)𝑛+1
𝑐 −(𝜌ℎ𝑣)

𝑛+1/2
𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ𝑣2)𝑛+1

𝑇 −(𝜌ℎ𝑣2)𝑛+1
𝐵

ℎ𝑦
+

(𝜌ℎ𝑣𝑢)𝑛+1
𝑅 −(𝜌ℎ𝑣𝑢)𝑛+1

𝐿

ℎ𝑥
+

+𝑔
ℎ𝑛+1
𝑇 +ℎ𝑛+1

𝐵

2
𝜌𝑛+1
𝑇 +𝜌𝑛+1

𝐵

2
𝐻𝑛+1

𝑇 −𝐻𝑛+1
𝐵

ℎ𝑦
+ 𝑔

2
(ℎ𝑛+1

𝑇 )2+(ℎ𝑛+1
𝐵 )2

2
𝜌𝑛+1
𝑇 −𝜌𝑛+1

𝐵

ℎ𝑦
= 0

(𝜌ℎ)𝑛+1
𝑐 −(𝜌ℎ)

𝑛+1/2
𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ𝑢)𝑛+1

𝑅 −(𝜌ℎ𝑢)𝑛+1
𝐿

ℎ𝑥
+

(𝜌ℎ𝑣)𝑛+1
𝑇 −(𝜌ℎ𝑣)𝑛+1

𝐵

ℎ𝑦
= 0

(1.6)

Начальные данные.
Для запуска расчета необходимо задать начальные значения для всех по­

токовых и консервативных переменных. При этом независимое задание началь­
ных значений обоих типов переменных может привести к возникновению арте­
фактов в численном решении. В литературе можно найти различные варианты
согласования между собой начальных потоковых и консервативных переменных
[45; 81—83]. Если не сказано иное, начальные данные будем задавать для кон­
сервативных переменных, а потоковые переменные вычисляются как среднее
арифметическое значений ближайших консервативных.

Выбор величины шага по времени.
Условия устойчивости схемы КАБАРЕ имеет вид:

[𝑐𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2+|𝑢|𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2]𝜏
Δ𝑥𝑖+1/2

≤ 𝐶𝐹𝐿 ≤ 1,

[𝑐𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2+|𝑣|𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2]𝜏
Δ𝑦𝑗+1/2

≤ 𝐶𝐹𝐿 ≤ 1,

Эти условия позволяют выбрать шаг по времени следующим образом

𝜏𝑛 = 𝐶𝐹𝐿×min
𝑖,𝑗

{︂
Δ𝑥𝑖+1/2

[𝑐𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2+|𝑢|𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2]
,

Δ𝑦𝑗+1/2

[𝑐𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2+|𝑣|𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2]

}︂
, где 𝐶𝐹𝐿 - число

Куранта-Фридрихса-Леви.
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1.3 Свойство сбалансированности

Понятие сбалансированной схемы вводится для описания схем, точно со­
храняющих на дискретном уровне определенные равновесные состояния. Для
численных алгоритмов решения уравнений мелкой воды проверкой на сбалан­
сированность является стационарный тест на сохранение ровной поверхности
𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, при произвольной форме рельефа дна. В данном тесте плотность
постоянная.

Рисунок 1.3 — Начальные данные теста сбалансированности

Начальные данные (Рис.1.3) стационарного теста можно описать систе­
мой:

𝐻0(𝑥,𝑦) = 1

𝑢0(𝑥,𝑦) = 0

𝑣0(𝑥,𝑦) = 0

𝜌0(𝑥,𝑦) = 1

𝐵(𝑥,𝑦) = (0.3 · (𝑟𝑎𝑛𝑑() ·𝑚𝑜𝑑 1000))/1000

Для проверки алгоритма проводился и численный расчет. Задавался слу­
чайным образом сгенерированный рельеф дна на области 𝑥 ∈ [−1,1],𝑦 ∈ [−1,1].
На границе ставилось условие непротекания – нормальная компонента скорости
равна 0. Расчет производилcя на сетке 𝑁𝑦 = 100, 𝑁𝑥 = 100 при CFL=0.2. Ре­
зультат показал, что схема КАБАРЕ обладает свойством сбалансированности,
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то есть скорости на каждый момент времени остаются нулевыми. Доказатель­
ство свойства сбалансированности для численного решения уравнений мелкой
воды (однослойная модель) не приводится в явном виде, поскольку оно является
частным случаем доказательства, представленного в разделе 3.4 для уравнений
многослойной мелкой воды.

1.4 Тест на сохранение стационарного состояния жидкости с
переменной плотностью

Рассматривается стационарный одномерный тест с переменной плотно­
стью.

В качестве начального выберем следующее распределение параметров:

𝐻0(𝑥,𝑦) = 1 +
𝑦+𝑙𝑦
4 ,

𝑢0(𝑥,𝑦) = 0,

𝑣0(𝑥,𝑦) = 0,

𝜌0(𝑥,𝑦) =
1

(𝐻0(𝑥,𝑦))2
,

𝐵(𝑥,𝑦) = 0,

где 𝑥 ∈ [−𝑙𝑥,𝑙𝑥],𝑦 ∈ [−𝑙𝑦,𝑙𝑦], 𝑙𝑥 = 𝑙𝑦 = 0.5, 𝑔 = 1. На границах ставится условие
непротекания – нормальная компонента скорости равна 0. Расчет производится
на сетке 𝑁𝑦 = 64, 𝑁𝑥 = 64 при 𝐶𝐹𝐿 = 0.25. Такие начальные данные позволя­
ют говорить о стационарности этого теста. Действительно, задание плотности
таким образом выравнивает давление в каждой точке области и скорости в
начальный момент времени нулевые.

На рис. 1.4 приведены результаты расчета по схеме КАБАРЕ для одно­
слойной мелкой воды с переменной плотностью. Можно отметить, что в про­
цессе расчета появляется ненулевая скорость 𝑣, но ее модуль не превышает
значений 3 ·10−6 и при дальнейшем расчете не возрастает. Данный эффект свя­
зан с некоторой рассогласованностью начальных консервативных и потоковых
данных.



28

Рисунок 1.4 — Результаты расчета после 5 · 104 временных шагов а) H, б)𝜌,
в)u, г)v

1.5 Задача о динамике жидкости со свободной поверхностью и
переменной плотностью на неровном дне

Рассматривается квадратный резервуар с водой, в который с одной сторо­
ны втекает вода из резервуара с большей высотой 𝐻𝑖𝑛, а на противоположной
стороне размещен сток воды в резервуар с меньшей высотой 𝐻𝑜𝑢𝑡. Рельеф дна
основного резервуара задан формулой

𝐵(𝑥,𝑦) =

{︃
0.3, если |𝑥| < 𝑙𝑥

4 и |𝑦| < 𝑙𝑦
4

0, иначе
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Рисунок 1.5 — Схема эксперимента c переменной плотностью на неровном дне

В начальный момент (рис. 1.5) основной резервуар и жидкость в нем опи­
сывается следующими параметрами:

𝐻0(𝑥,𝑦) = 1,

𝑢0(𝑥,𝑦) = 0,

𝑣0(𝑥,𝑦) = 0,

𝜌0(𝑥,𝑦) = 1,

где 𝑥 ∈ [−𝑙𝑥,𝑙𝑥], 𝑦 ∈ [−𝑙𝑦,𝑙𝑦], 𝑙𝑥 = 𝑙𝑦 = 0.5. На всех границах, кроме мест втека­
ния и стока воды, используются граничные условия непротекания. Параметры
жидкостей в примыкающих резервуарах описываются следующей системой:

𝐻𝑖𝑛(𝑡) = 1.1,

𝜌𝑖𝑛(𝑡) =

{︃
1, если 𝑡 < 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒

1.1, иначе
,

𝐻𝑜𝑢𝑡(𝑡) = 0.9,

𝜌𝑜𝑢𝑡(𝑡) = 1,

где 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 - время, после которого система приходит в относительное равновесие.
На рис. 1.6 видны ярко выраженные вихревые структуры как по плотно­

сти, так и по высоте. Эта модельная задача использовалась в качестве показа­
тельного случая для задачи об усвоении данных [84].
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Рисунок 1.6 — Результаты расчета а)𝐻 при 𝑡 = 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 после 4 · 105 временных
шагов, б)𝜌 при 𝑡 = 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 после 4 · 105шагов, в)𝐻 при 𝑡 = 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 после 5 · 105

шагов, г)𝜌 при 𝑡 = 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 после 5 · 105 шагов

1.6 Задача о приливной динамике в Белом море.

Для проверки работоспособности и точности предложенной модели было
проведено численное моделирование приливной динамики в Белом море. В ка­
честве расчетной области была выбрана акватория Белого моря с характерной
сложной береговой линией и переменной глубиной. В проливе (Горло), соединя­
ющем Белое и Баренцево моря, были заданы периодические граничные условия,
основанные на модели приливов [85]. На остальных границах области задаются
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условия “прилипания” 𝑢 = 0. Глубины (рис. 1.7) были взяты из данных базы
TOPO1 [86], которая обладает высоким разрешением 1/12 градуса.

Рисунок 1.7 — Расчетная область – границы, глубины. Оранжевые звезды –
положение точек амфидромии

Для моделирования использовалась неструктурированная четырехуголь­
ная расчетная сетка. На рис. 1.8 приведена часть расчетной сетки вблизи Соло­
вецких островов, демонстрирующая хорошую детализацию границ самих остро­
вов и неравномерность сетки. В качестве начальных данных брались нулевые
скорости и невозмущенная свободная поверхность. Рассчитывалось 8 суток.

Рисунок 1.8 — Расчетная сетка вблизи Соловецких островов

На рис. 1.9 приведены численные результаты расчета уровней свободной
поверхности в различные моменты времени. Благодаря учету приливной ди­
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намики в Горле, на 5-6 сутки решение выходит на периодический режим и
сравнимо с другими численными расчетами [87; 88]. Одной из характеристик
приливного движения Белого моря является наличие точек амфидромии, уро­
вень поверхности в которых остается постоянным. Анализ динамики свободной
поверхности за восьмые сутки показал хорошее совпадение положения точек
амфидромии с данными наблюдений. Таким образом, тестирование на приме­
ре Белого моря подтвердило способность модели воспроизводить приливные
процессы в условиях сложной геометрии и переменной глубины, что свидетель­
ствует о ее надежности и адекватности для моделирования динамики свободной
поверхности в прибрежных зонах.

Рисунок 1.9 — Уровень свободной поверхности из расчетов по модели
КАБАРЕ на моменты времени а) 7 суток, б) 7.12 суток
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Глава 2. Балансно-характеристический метод КАБАРЕ для модели
двухслойной мелкой воды

Во многих практических случаях, например, при сбросе в водоемы теплых
вод, охлаждающих конденсаторы атомных электростанций, при вторжении со­
леной морской воды в низовья рек, возникают стратифицированные по плот­
ности течения, которые с большой степенью точности могут рассматриваться
как двухслойные, т.е. состоящие из двух слоев жидкости, имеющих различие в
плотности и движущиеся с различными скоростями. С помощью модели двух­
слойной мелкой воды можно рассматривать и некоторые задачи взаимодействия
атмосферы и океана (случай с большим перепадом плотности).

В последние годы изучение двухслойных уравнений мелкой воды дало
множество интересных подходов, отраженных в различных публикациях. Так,
например, в статьях Castro [61; 89] реализована и исследована схема Рое, ос­
нованная на методе конечных объемов. В работе Bouchut [90] использовалось
расщепление временного шага для решения системы уравнений двухслойной
мелкой воды. Основная идея состояла в том, чтобы рассматривать два закона
баланса отдельно, в два этапа, сохраняя переменные для одного слоя постоянны­
ми при вычислении новых значений для другого. В серии статей Abgrall и Karni
[91; 92] была предложена схема релаксации системы двухслойной мелкой воды.
Для оценки собственных значений, точный расчет которых является сложной
задачей, они проанализировали структуру собственных значений отдельно двух
соответствующих однослойных уравнений. В резульате этого анализа они дают
верхние и нижние границы для абсолютных значений собственных значений
полной двухслойной системы. В работе Курганова [93] исследуется трехслойная
аппроксимация двухслойной мелкой воды путем введения промежуточного слоя
малой толщины, которая улучшает устойчивость системы двухслойной мелкой
воды, а также расширяет область строгой гиперболичности этой системы.

В данной главе рассматривается как сама система уравнений двухслой­
ной мелкой воды, так и алгоритм на основе балансно-характеристического ме­
тода КАБАРЕ для ее решения. Важной составляющей этой главы является рас­
смотрение проблемы потери гиперболичности многослойных гидростатических
моделей на самом простом – двухслойном варианте. В отличие от однослойной
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мелкой воды, система уравнений двухслойной мелкой воды в зависимости от об­
ласти значений ℎ1,𝑢1,ℎ2,𝑢2 может быть не гиперболичной. В физическом смысле
потеря гиперболичности соответствует неустойчивости Кельвина – Гельмголь­
ца [94], т.е. неустойчивости из-за сильного разрыва скоростей между соседними
слоями жидкости. Далее приводится подробное описание численного алгорит­
ма и его апробация на ряде модельных задач, в том числе задаче Курганова о
динамике двухслойной жидкости при отсутствии обмена массой и импульсом
между слоями.

2.1 Математическая модель динамики двухслойной мелкой воды

Рассмотрим течение несжимаемой жидкости над неровным дном под дей­
ствием силы тяжести. Жидкость состоит из двух несмешивающихся слоев с
разной плотностью (рис. 2.1). Давление на свободной границе считается рав­
ным нулю. Данное движение описывается следующей системой уравнений:

𝜕ℎ1

𝜕𝑡 + 𝜕ℎ1𝑢1

𝜕𝑥 = 0,
𝜕ℎ2

𝜕𝑡 + 𝜕ℎ2𝑢2

𝜕𝑥 = 0,
𝜕ℎ1𝑢1

𝜕𝑡 + 𝜕ℎ1𝑢
2
1

𝜕𝑥 + 1
2𝑔

𝜕ℎ2
1

𝜕𝑥 = −𝑔ℎ1 𝜕ℎ2

𝜕𝑥 − 𝑔ℎ1
𝜕𝐵
𝜕𝑥 ,

𝜕ℎ2𝑢2

𝜕𝑡 + 𝜕ℎ2𝑢
2
2

𝜕𝑥 + 1
2𝑔

𝜕ℎ2
2

𝜕𝑥 = 𝑟𝑔ℎ1
𝜕ℎ2

𝜕𝑥 − 𝑟𝑔 𝜕ℎ1ℎ2

𝜕𝑥 − 𝑔ℎ2
𝜕𝐵
𝜕𝑥 ,

(2.1)

где ℎ1,𝑢1 - толщина и скорость верхнего слоя, ℎ2,𝑢2 - нижнего слоя, 𝐵 (𝑥)- функ­
ция, описывающая рельеф дна, 𝑔 - гравитационная постоянная, 𝑟 - отношение
плотностей слоев(𝑟 = 𝜌1/𝜌2 ≤ 1).

Также система (2.1) может быть представлена в векторной форме:

𝜕𝑞⃗(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡
+
𝜕𝑓(𝑞)

𝜕𝑥
= 𝑆⃗(𝑞), (2.2)
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Рисунок 2.1 — Модель двухслойной мелкой воды

где 𝑞⃗(𝑡,𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
ℎ1

ℎ2

ℎ1𝑢1

ℎ2𝑢2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦, 𝑓(𝑞) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
ℎ1𝑢1

ℎ2𝑢2

ℎ1𝑢
2
1 +

1
2𝑔ℎ

2
1

ℎ2𝑢
2
2 +

1
2𝑔ℎ

2
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦,

𝑆⃗(𝑞) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

−𝑔ℎ1𝜕𝑥(ℎ2)− 𝑔ℎ1𝜕𝑥(𝑏)

−𝑟𝑔ℎ2𝜕𝑥(ℎ1)− 𝑔ℎ2𝜕𝑥(𝑏)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦.

2.1.1 Потеря гиперболичности

В отличие от однослойной мелкой воды, система уравнений двухслойной
мелкой воды в зависимости от области значений ℎ1,𝑢1,ℎ2,𝑢2 может быть не
гиперболичной. В физическом смысле потеря гиперболичности соответствует
неустойчивости Кельвина - Гельмгольца, т.е. неустойчивости из-за сильного раз­
рыва скоростей между слоями жидкости.
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Квазилинейная форма системы уравнений двухслойной мелкой воды (2.2)
получается путем раздифференцирования обоих частей уравнений относитель­
но компонент вектора 𝑞⃗(𝑡,𝑥):

𝜕𝑞⃗

𝜕𝑡
+ 𝐴(𝑞)

𝜕𝑞⃗

𝜕𝑥
= 𝜓⃗(𝑞), (2.3)

где 𝜓⃗(𝑞) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

−𝑔ℎ1𝜕𝑥(𝑏)
−𝑔ℎ2𝜕𝑥(𝑏)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐴(𝑞) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0

0 0 0 1

𝑔ℎ1 − 𝑢21 𝑔ℎ1 2𝑢1 0

𝑟𝑔ℎ2 𝑔ℎ2 − 𝑢22 0 2𝑢2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

Характеристический многочлен матрицы A(q) имеет вид:

((𝜆− 𝑢1)
2 − 𝑔ℎ1)((𝜆− 𝑢2)

2 − 𝑔ℎ2) = 𝑟𝑔2ℎ1ℎ2 (2.4)

Система (2.3) будет являться гиперболической, если его характеристиче­
ский многочлен 4-ой степени имеет 4 действительных корня. Явный вид соб­
ственных значений громоздок, что затрудняет их анализ. Существует геомет­
рическая интерпретация, предложенная в работе Овсянникова Л.В [58].

Введем новые переменные p и q, такие что

𝜆− 𝑢1 = 𝑝
√︀
𝑔ℎ1,𝜆− 𝑢2 = 𝑞

√︀
𝑔ℎ2 (2.5)

Тогда уравнение (2.4) в новых переменных запишется следующим обра­
зом:

(𝑝2 − 1)(𝑞2 − 1) = 𝑟 (2.6)

Множество значений переменных p и q, удовлетворяющих уравнению (2.6)
при заданном r образуют на плоскости (p,q) кривые четвертого порядка с че­
тырьмя осями симметрии (см. рис. 2.2 синие линии).

Из уравнений (2.5) можно выразить зависимость q(p):

𝑞 =

√︂
ℎ1
ℎ2
𝑝+

𝑢1 − 𝑢2√
𝑔ℎ2

(2.7)

Уравнение (2.7) описывает прямую, проходящую через точку(︀
0, (𝑢1 − 𝑢2) /

√
𝑔ℎ2

)︀
, с положительным коэффициентом наклона ℎ1/ℎ2(см.

рис. 2.2 красные пунктирные прямые). Анализируя взаимное расположение
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Рисунок 2.2 — Характеристический многочлен в координатах (p,q) для двух
вариантов отношений плотностей

кривой (2.6) и прямой (2.7), можно сделать вывод, что при ненулевых ℎ1,ℎ2 пря­
мая пересекает кривую минимум в двух и максимум в четырех точках. Каждое
такое пересечение дает действительное собственное значение 𝜆 = 𝑢1 + 𝑝

√
𝑔ℎ1.

Исходя из данного геометрического представления собственных значений
можно заметить, что строгая гиперболичность сохраняется при достаточно
малых и достаточно больших числах Фруда 𝐹𝑟 = |𝑢1 − 𝑢2|/ℎ2.

2.2 Характеристическая форма системы уравнений двухслойной
мелкой воды

В разделе 1.1 приведено преобразование системы консервативных уравне­
ний сохранения площади, массы и импульса к характеристической форме за­
писи. Однако для системы уравнений двухслойной мелкой воды (2.1) получить
явные выражения для собственных векторов и инвариантов оказывается невоз­
можным. В связи с этим ниже представлены преобразования, адаптированные
под данную систему уравнений. Применим правило производной произведения
к членам уравнений системы (2.1).

Первые два уравнения примут вид:
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𝜕ℎ1

𝜕𝑡 + 𝑢1
𝜕ℎ1

𝜕𝑥 + ℎ1
𝜕𝑢1

𝜕𝑥 = 0
𝜕ℎ2

𝜕𝑡 + 𝑢2
𝜕ℎ2

𝜕𝑥 + ℎ2
𝜕𝑢2

𝜕𝑥 = 0

Третье уравнение преобразуется следующим образом:

𝑢1
𝜕ℎ1
𝜕𝑡

+ ℎ1
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝑢21
𝜕ℎ1
𝜕𝑥

+ 2ℎ1𝑢1
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝑔ℎ1
𝜕ℎ1
𝜕𝑥

+ 𝑔ℎ1
𝜕ℎ2
𝜕𝑥

= −𝑔ℎ1
𝜕𝐵

𝜕𝑥

Вычтем из него помноженное на 𝑢1 преобразованное первое уравнение
системы. Поделим получившееся уравнение на ℎ1 ̸= 0 и получим:

𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝑢1
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝑔
𝜕ℎ1
𝜕𝑥

+ 𝑔
𝜕ℎ2
𝜕𝑥

= −𝑔𝜕𝐵
𝜕𝑥

С четвертым уравнением системы (2.1) делаются аналогичные действия:

𝜕𝑢2
𝜕𝑡

+ 𝑢2
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+ 𝑔
𝜕ℎ2
𝜕𝑥

+ 𝑟𝑔
𝜕ℎ1
𝜕𝑥

= −𝑔𝜕𝐵
𝜕𝑥

Найденные уравнения являются простой формой системы (2.1):

𝜕ℎ1

𝜕𝑡 + 𝑢1
𝜕ℎ1

𝜕𝑥 + ℎ1
𝜕𝑢1

𝜕𝑥 = 0
𝜕ℎ2

𝜕𝑡 + 𝑢2
𝜕ℎ2

𝜕𝑥 + ℎ2
𝜕𝑢2

𝜕𝑥 = 0
𝜕𝑢1

𝜕𝑡 + 𝑢1
𝜕𝑢1

𝜕𝑥 + 𝑔 𝜕ℎ1

𝜕𝑥 + 𝑔 𝜕ℎ2

𝜕𝑥 = −𝑔 𝜕𝐵𝜕𝑥
𝜕𝑢2

𝜕𝑡 + 𝑢2
𝜕𝑢2

𝜕𝑥 + 𝑔 𝜕ℎ2

𝜕𝑥 + 𝑟𝑔 𝜕ℎ1

𝜕𝑥 = −𝑔 𝜕𝐵𝜕𝑥
или в векторном виде:

𝜕𝑞⃗

𝜕𝑡
+ 𝐴(𝑞)

𝜕𝑞⃗

𝜕𝑥
= 𝜓⃗, (2.8)

где 𝑞⃗ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
ℎ1

ℎ2

𝑢1

𝑢2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝜓⃗(𝑞) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

−𝑔𝜕𝑥(𝑏)
−𝑔𝜕𝑥(𝑏)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐴(𝑞) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑢1 0 ℎ1 0

0 𝑢2 0 ℎ2

𝑔 𝑔 𝑢1 0

𝑟𝑔 𝑔 0 𝑢2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

Отсюда следует, что характеристическое уравнение для матрицы A(q) си­
стемы (2.8) имеет вид:

𝜆4 + 𝑎𝜆3 + 𝑏𝜆2 + 𝑐𝜆+ 𝑑 = 0,
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где
𝑎 = −2𝑢1 − 2𝑢1,

𝑏 = 𝑢21 + 4𝑢1𝑢2 + 𝑢22 − 𝑔ℎ1 − 𝑔ℎ2,

𝑐 = −2𝑢21𝑢2 − 2𝑢1𝑢
2
2 + 2𝑔𝑢1ℎ2 + 2𝑔𝑢2ℎ1,

𝑑 = 𝑢21𝑢
2
2 − 𝑔𝑢21ℎ2 + 𝑔2ℎ1ℎ2 − 𝑟𝑔2ℎ1ℎ2.

Получить явный вид корней данного характеристического уравнения не
представляется возможным и, как следствие, невозможно найти выражения
для собственных векторов и инвариантов. В таких случаях, в схемах класса
КАБАРЕ используются локальные инварианты и можно записать локально­
характеристическую форму уравнений.

Введем обозначения. 𝜆1,𝜆2,𝜆3,𝜆4 - корни характеристического уравнения,
−→
𝑙𝑖 =

(︀
𝑙1𝑖 ,𝑙

2
𝑖 ,𝑙

3
𝑖 ,𝑙

4
𝑖

)︀
- левый собственный вектор для 𝜆𝑖,𝑖 = 1,4, 𝐿 = (𝑙1,𝑙2,𝑙3,𝑙4)

𝑇 -
матрица, составленная из левых собственных векторов, Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜆1,𝜆2,𝜆3,𝜆4).
В данных обозначениях локально-характеристическая форма системы (2.1) вы­
глядит следующим образом:

𝐿
𝜕𝑞⃗

𝜕𝑡
+ Λ𝐿

𝜕𝑞⃗

𝜕𝑥
= 𝐿𝜓⃗ (2.9)

Для поиска корней характеристического уравнения (2.9) находятся чис­
ленные выражения для его коэффициентов. Затем решается уравнение четвер­
той степени методом Декарта — Эйлера. Предполагая сохранение гиперболич­
ности системы, данное характеристическое уравнение будет иметь четыре дей­
ствительных корня - искомые собственные числа.

Далее необходимо найти левые собственные векторы для полученных соб­
ственных значений. Воспользуемся методом Фадеева [95]. Последовательно вы­
числим вспомогательные матрицы 𝐴𝑘,𝐵𝑘 и числа 𝑞𝑘,𝑘 = 1 . . . 4 по формулам:

𝐴1 = 𝐴𝑇 , 𝑞1 = 𝑆𝑝𝐴1, 𝐵1 = 𝐴1 − 𝑞1𝐸

𝐴𝑘 = 𝐴𝑇𝐵𝑘 − 1, 𝑞𝑘 =
𝑆𝑝𝐴𝑘

𝑘 , 𝐵𝑘 = 𝐴𝑘 − 𝑞𝑘𝐸,𝑘 = 2,3,4,

где E - единичная матрица того же порядка, что и матрица А.
С помощью матриц 𝐵1,𝐵2,𝐵3 найдем векторы 𝑦⃗𝑘,𝑘 = 0, . . . ,3 по рекуррент­

ной формуле:

𝑦⃗0 = 𝑒⃗, 𝑦⃗𝑘 = 𝜆𝑦⃗𝑘 − 1 + 𝑏⃗𝑘, 𝑘 = 1,2,3,
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где 𝑒⃗ = (1,0,0,0)𝑇 и 𝑏𝑘 - первый столбец матрицы 𝐵𝑘.
Полученный таким образом вектор 𝑦⃗3 является правым собственным век­

тором матрицы𝐴𝑇 , соответствующий собственному значению𝜆. А значит, и ле­
вым собственным вектором матрицы А для собственного значения 𝜆. Этот
шаг завершает поиск локально-характеристической формы системы уравнений
двухслойной мелкой воды (2.9).

2.3 Схема КАБАРЕ для системы уравнений двухслойной мелкой
воды

Подробное описание принципов балансно-характеристических схем клас­
са КАБАРЕ было приведено в разделе 1.2. Опишем численный алгоритм ре­
шения системы уравнений двухслойной мелкой воды (2.1). Введем в области
𝐺 = {𝑥min ≤ 𝑥 ≤ 𝑥max,0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} равномерную по пространству сетку Ω = Ω𝑡×
Ω𝑥, где Ω𝑥 =

{︀
𝑥𝑖 : 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 = ℎ𝑥 > 0;𝑥1 = 𝑥min; 𝑥𝑁𝑥

= 𝑥max; 𝑖 = 1,𝑁 − 1
}︀
,Ω𝑡 ={︀

𝑡𝑛 : 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 = 𝜏𝑛 > 0; 𝑡0 = 0; 𝑡𝐾 = 𝑇 ;𝑛 = 0,𝐾 − 1
}︀
.

Первая фаза.
На первой фазе вычисляются значения консервативных переменных

(ℎ1)
𝑛+1/2
𝑐 ,(ℎ2)

𝑛+1/2
𝑐 , (𝑢1)

𝑛+1/2
𝑐 , (𝑢2)

𝑛+1/2
𝑐 из аппроксимации системы уравнений

двухслойной мелкой воды (2.1):

(ℎ1)
𝑛+1/2
𝑐 −(ℎ1)

𝑛
𝑐

𝜏/2 +
(ℎ1𝑢1)

𝑛
𝑅−(ℎ1𝑢1)

𝑛
𝐿

ℎ = 0
(ℎ2)

𝑛+1/2
𝑐 −(ℎ2)

𝑛
𝑐

𝜏/2 +
(ℎ2𝑢2)

𝑛
𝑅−(ℎ2𝑢2)

𝑛
𝐿

ℎ = 0
(ℎ1𝑢1)

𝑛+1/2
𝑐 −(ℎ1𝑢1)

𝑛
𝑐

𝜏/2 +
(ℎ1𝑢

2
1+

1
2𝑔ℎ

2
1)

𝑛
𝑅−(ℎ1𝑢

2
1+

1
2𝑔ℎ

2
1)

𝑛
𝐿

ℎ =

= −𝑔(ℎ1)𝑛+1/2
𝑐

(ℎ2)
𝑛
𝑅−(ℎ2)

𝑛
𝐿

ℎ − 𝑔(ℎ1)
𝑛+1/2
𝑐

𝑏𝑛𝑅−𝑏𝑛𝐿
ℎ

(ℎ2𝑢2)
𝑛+1/2
𝑐 −(ℎ2𝑢2)

𝑛
𝑐

𝜏/2 +
(ℎ2𝑢

2
2+

1
2𝑔ℎ

2
2)

𝑛
𝑅−(ℎ2𝑢

2
2+

1
2𝑔ℎ

2
2)

𝑛
𝐿

ℎ =

= −𝑔(ℎ2)𝑛+1/2
𝑐

(ℎ1)
𝑛
𝑅−(ℎ1)

𝑛
𝐿

ℎ − 𝑔(ℎ2)
𝑛+1/2
𝑐

𝑏𝑛𝑅−𝑏𝑛𝐿
ℎ

Из первых двух уравнений системы находятся (ℎ1)
𝑛+1/2
𝑐 и (ℎ2)

𝑛+1/2
𝑐 , затем

из третьего и четвертого уравнений выражаются (𝑢1)
𝑛+1/2
𝑐 , (𝑢2)

𝑛+1/2
𝑐 .

Вторая фаза.
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Во второй фазе вычисляются потоковые переменные на новом временном
слое. Для этого используется линейная экстраполяция локальных инвариантов,
направление которой определяется знаком соответствующего собственного зна­
чения. Для нахождения потоковых переменных в узле j будем считать, что
собственные значения в пределах двух смежных пространственно-временных
ячеек (далее просто ячейки), постоянны и равны корням характеристического
уравнения матрицы, равной полусумме матриц A уравнения (2.8) в центрах
смежных ячеек. Подробнее о локальных инвариантах можно ознакомиться в
книге Головизнина В.М. [45]. В сделанных предположениях собственные векто­
ры постоянны в пределах этих двух ячеек и, следовательно, можно записать
для каждого узла локально-характеристическую систему уравнений (2.9):

𝜕𝐿
𝑛+1/2
𝑗 𝑞⃗

𝜕𝑡
+ Λ

𝜕𝐿
𝑛+1/2
𝑗 𝑞⃗

𝜕𝑥
= 𝐿

𝑛+1/2
𝑗 𝜓⃗, 𝑗 = 1,𝑁 − 1

Локальные инварианты описываются формулами 𝐼 𝑖 = (⃗𝑙𝑖,𝑞⃗), где 𝑙⃗𝑖, 𝑖 = 1,4

- левые собственные векторы, поиск которых описан ранее, 𝑞⃗- вектор исходных
физических переменных ℎ1,ℎ2,𝑢1,𝑢2. Будем считать, что локальные инвариан­
ты в каждом узле 𝑗 = 1,𝑁 − 1 нового временного слоя связаны следующими
соотношениями (линейными экстраполяциями):

(𝐼𝑘)𝑛+1
𝑗 = 2 · (𝐼𝑘)𝑛+1/2

𝑗−1/2 − (𝐼𝑘)𝑛𝑗−1, если𝜆𝑘𝑗 > 0

(𝐼𝑘)𝑛+1
𝑗 = 2 · (𝐼𝑘)𝑛+1/2

𝑗+1/2 − (𝐼𝑘)𝑛𝑗+1, если𝜆𝑘𝑗 ≤ 0
, 𝑘 = 1,4

Поскольку схема КАБАРЕ обладает вторым порядком точности, она, в си­
лу теоремы Годунова, является немонотонной и при переносе с большими гра­
диентами порождает нефизические осцилляции решения. Для борьбы с этим
будем использовать процедуру нелинейной коррекции потоков на основе прин­
ципа максимума, справедливого для локальных инвариантов Римана. Согласно
данному принципу для каждого инварианта, который пришел из левой ячейки,
должна выполняться процедура коррекции:

(𝐼 𝑖)𝑛+1
𝑅 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑚𝑎𝑥 (𝐼) , (𝐼 𝑖)𝑛+1

𝑅 ≥ 𝑚𝑎𝑥 (𝐼)

𝑚𝑖𝑛 (𝐼) , (𝐼 𝑖)𝑛+1
𝑅 ≤ 𝑚𝑖𝑛 (𝐼)

(𝐼 𝑖)𝑛+1
𝑅 , 𝑚𝑖𝑛 (𝐼) ≤ (𝐼 𝑖)𝑛+1

𝑅 ≤ 𝑚𝑎𝑥 (𝐼)

,

𝑚𝑎𝑥(𝐼) = 𝑚𝑎𝑥{(𝐼 𝑖)𝑛𝐿,(𝐼 𝑖)𝑛𝐶 ,(𝐼 𝑖)𝑛𝑅}+ 𝜏 · 𝐿𝑛+1/2
𝑗 𝜓⃗,

min(𝐼) = min{(𝐼 𝑖)𝑛𝐿,(𝐼 𝑖)𝑛𝐶 ,(𝐼 𝑖)𝑛𝑅}+ 𝜏 · 𝐿𝑛+1/2
𝑗 𝜓⃗.
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В результате выполнения описанных выше действий, в каждом узле бу­
дут известны величины всех инвариантов 𝐼 𝑖, 𝑖 = 1,4. В заключении второй
фазы схемы КАБАРЕ необходимо по известным значениям инвариантов на но­
вом временном слое в каждом узле вычислить значения потоковых переменных
ℎ1,ℎ2,𝑢1,𝑢2. Для этого разрешаем методом Гаусса систему четырех линейных ал­
гебраических уравнений вида 𝐼 𝑖 = (⃗𝑙𝑖,𝑞⃗).

Третья фаза.
На третьей фазе вычисляются значения консервативных переменных

(ℎ1)
𝑛+1
𝑐 ,(ℎ2)

𝑛+1
𝑐 ,(𝑢1)

𝑛+1
𝑐 ,(𝑢2)

𝑛+1
𝑐 из аппроксимации двухслойной мелкой воды

(2.1):

(ℎ1)
𝑛+1
𝑐 −(ℎ1)

𝑛+1/2
𝑐

𝜏/2 +
(ℎ1𝑢1)

𝑛+1
𝑅 −(ℎ1𝑢1)

𝑛+1
𝐿

ℎ = 0
(ℎ2)

𝑛+1
𝑐 −(ℎ2)

𝑛+1/2
𝑐

𝜏/2 +
(ℎ2𝑢2)

𝑛+1
𝑅 −(ℎ2𝑢2)

𝑛+1
𝐿

ℎ = 0
(ℎ1𝑢1)

𝑛+1
𝑐 −(ℎ1𝑢1)

𝑛+1/2
𝑐

𝜏/2 +
(ℎ1𝑢

2
1+

1
2𝑔ℎ

2
1)

𝑛+1
𝑅 −(ℎ1𝑢

2
1+

1
2𝑔ℎ

2
1)

𝑛+1
𝐿

ℎ =

= −𝑔(ℎ1)𝑛+1
𝑐

(ℎ2)
𝑛+1
𝑅 −(ℎ2)

𝑛+1
𝐿

ℎ − 𝑔(ℎ1)
𝑛+1
𝑐

𝑏𝑛+1
𝑅 −𝑏𝑛+1

𝐿

ℎ
(ℎ2𝑢2)

𝑛+1
𝑐 −(ℎ2𝑢2)

𝑛+1/2
𝑐

𝜏/2 +
(ℎ2𝑢

2
2+

1
2𝑔ℎ

2
2)

𝑛+1
𝑅 −(ℎ2𝑢

2
2+

1
2𝑔ℎ

2
2)

𝑛+1
𝐿

ℎ =

= −𝑔(ℎ2)𝑛+1
𝑐

(ℎ1)
𝑛+1
𝑅 −(ℎ1)

𝑛+1
𝐿

ℎ − 𝑔(ℎ2)
𝑛+1
𝑐

𝑏𝑛+1
𝑅 −𝑏𝑛+1

𝐿

ℎ

Из первых двух уравнений системы находятся (ℎ1)
𝑛+1
𝑐 , (ℎ2)

𝑛+1
𝑐 , затем из

третьего и четвертого уравнений выражаются (𝑢1)
𝑛+1
𝑐 ,(𝑢2)

𝑛+1
𝑐 .

Выбор временного шага.
Для расчета по схеме КАБАРЕ нового временного слоя шаг по времени

определяется по следующей формуле:

𝜏 = 𝐶𝐹𝐿 · min
𝑖=0,𝑁𝑥−1,𝑘=1,4

(︂
ℎ

|𝜆𝑘𝑖 |

)︂
,

где CFL < 1 - число Куранта, а собственные числа 𝜆𝑘𝑖 находятся как во второй
фазе, при условии вычисления коэффициентов характеристического уравнения
через значения (ℎ1)

𝑛
𝑐 , (ℎ2)

𝑛
𝑐 , (𝑢1)

𝑛
𝑐 , (𝑢2)

𝑛
𝑐 .
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2.4 Модельная задача о перепаде высоты

Рассмотрим задачу о распаде перепада высоты первоначально покоящейся
двухслойной жидкости, находящейся в бассейне с плоским дном, со следующи­
ми начальными толщинами слоев:

ℎ1(𝑥,0) =

{︃
5, 𝑥 ∈ [0,280)

2.5, 𝑥 ∈ [280,560]
ℎ2(𝑥,0) =

{︃
5, 𝑥 ∈ [0,280)

2.5, 𝑥 ∈ [280,560]

Проводилось два расчета на 280 расчетных ячейках при числе Куранта
𝐶𝐹𝐿 = 0.2, 𝑔 = 981. Расчеты отличаются плотностями слоев: в первом 𝜌1 =

0.9, 𝜌2 = 1, а во втором 𝜌1 = 0.0001, 𝜌2 = 1. На рис. 2.3 представлены результаты
расчетов на момент времени (𝑇 = 2.44).

Рисунок 2.3 — Результаты расчетов по схеме КАБАРЕ на момент t=2.44:
столбец а) границы и скорости слоев в первом расчете (𝑟1 = 0.9), столбец б)

границы и скорости слоев во втором расчете (𝑟1 = 0.0001)
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Скорости распространения разрывов, свободная поверхность и граница
между слоями схожи с результатами, показанными в других работах, напри­
мер, в статье Холодова [56]. Также результаты согласуются с аналитическими
решениями по однослойной мелкой воде. Имеется ввиду, что при отношении
плотностей, близких к единице, характер движения похож на движение одно­
слойной жидкости со средней плотностью. А при большой разнице плотностей
на свободной границе наблюдаются дополнительные перепады высот, и про­
филь глубины нижнего слоя практически не отличается от решения задачи о
распаде только для одного нижнего слоя.

2.5 Модельная задача о внутренней волне

В качестве второго примера рассматривается задача, которая по своей су­
ти близка к предыдущей: задача о разрыве границы между слоями двухслойной
жидкости при плоской свободной поверхности. В начальный момент жидкость
находится в состоянии покоя и толщины слоев задаются формулами:

ℎ1(𝑥,0) =

{︃
5, 𝑥 ∈ [0,280)

7.5, 𝑥 ∈ [280,560]
ℎ2(𝑥,0) =

{︃
5, 𝑥 ∈ [0,280)

2.5, 𝑥 ∈ [280,560]

Проводилось два расчета при числе Куранта 𝐶𝐹𝐿 = 0.2, 𝑔 = 981,
𝑁 = 280 - количество расчетных ячеек. Расчеты отличаются плотностями
слоев: в первом 𝜌1 = 0.9, 𝜌2 = 1, а во втором 𝜌1 = 0.0001, 𝜌2 = 1. На рис. 2.4
представлены результаты расчетов на момент времени (𝑇 = 2.44).

Скорости распространения возникающих волн, свободная поверхность и
поверхность между слоями схожи с результатами работы Холодова [56] для
обоих соотношений плотностей. Отметим, что при достаточно большой разно­
сти плотностей между слоями на верхней границе появляется дополнительный
гидравлический прыжок, движущийся впереди области разрыва на границе раз­
дела слоев. Это, например, вполне соответствует известному факту об опережа­
ющем движении воздушной волны сжатия перед снежной лавиной.
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Рисунок 2.4 — Результаты расчетов по схеме КАБАРЕ на момент t=2.44:
столбец а) границы и скорости слоев в первом расчете (𝑟1 = 0.9), столбец б)

границы и скорости слоев во втором расчете (𝑟1 = 0.0001)

2.6 Модельная задача о динамике двухслойной жидкости при
отсутствии обмена массой и импульсом между слоями

Во многих работах, изучающих модель двухслойной мелкой воды [30; 56;
57], приведены примеры расчетов модельных задач, на которых была протести­
рована и описанная в этой главе методика. Следует отметить, что в указанных
статьях приводятся результаты решения на определенный момент времени на
фиксированных расчетных сетках и не изучается поведение численного реше­
ния на бОльших временных интервалах и эффекты сгущения сетки.

Проблемы с устойчивостью численного решения уравнений двухслойной
мелкой воды при отсутствии обмена массой и импульсом между слоями проил­
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люстрируем на задаче динамики двухслойной жидкости из статьи А. Курганова
[30].

Начальные данные описывают встречное движение двух слоев жидко­
сти, граница раздела которых имеет локальное синусоидальное возмущение
(рис. 2.5):

𝑢1 (𝑥,0) = 0,4, 𝜌1 = 0,98, ℎ1 (𝑥,0) =

{︃
1 при 2 ≥ |𝑥| ≥ 1,

1− 0,25 sin (2𝜋𝑥) при |𝑥| < 1,

𝑢2 (𝑥,0) = −0,4, 𝜌2 = 1, ℎ2 (𝑥,0) =

{︃
1 при 2 ≥ |𝑥| ≥ 1,

1 + 0,25 sin (2𝜋𝑥) при |𝑥| < 1.

Рисунок 2.5 — Начальные данные задачи о динамике двухслойной жидкости
при отсутствии обмена массой и импульсом между слоями

Рельеф дна постоянен. Расчетная сетка содержит 800 ячеек по оси x.
Результаты расчетов по схеме КАБАРЕ представлены на рис. 2.6. Расчеты

проводились при 𝐶𝐹𝐿 = 0.3. Графики границ раздела слоев и их скоростей
на момент времени 𝑡 = 0,5 представлены на рис. 2.6 а, б. Они практически
совпадают с приведенными в работе А. Курганова [30]. В указанной статье
отсутствует информация о поведении расчета свыше времени t=0.5. В данной
работе исследовано дальнейшее развитие: при t=0.65 наблюдается вырождение
толщин слоёв (рис. 2.6 в, г), что приводит к остановке расчёта.

При расчете на более густой сетке с 1600 ячейками нарушение устойчи­
вости проявляется на ранних этапах. И наоборот, когда используется менее
детализированная сетка с 200 ячейками, неустойчивые процессы развиваются
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Рисунок 2.6 — Результаты расчета по схеме КАБАРЕ на сетке в 800 ячеек: а),
б) границы и скорости слоев на момент t=0,5; c), d) границы и скорости слоев

на момент t=0,65

значительно медленнее (рис. 2.7). Тем не менее, плохая обусловленность задачи
неизбежно приводит к аварийному прекращению расчета.

Один из распространённых способов компенсировать этот недостаток —
ввести в уравнения турбулентную (вихревую) вязкость. Этот параметр часто
коррелирует с конкретным типом рассматриваемого течения и основывается
на использовании эмпирических данных, которые адаптируются под разные
условия течения [96; 97]. Подобная регуляризация повышает устойчивость и
подавляет нефизические осцилляции. Однако стоит учитывать, что при таком
подходе точность результата может в значительной степени зависеть от выбора
величины вносимой вязкости. В следующей главе предлагается альтернативный
подход к устранению возникающей неустойчивости.
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Рисунок 2.7 — Результаты расчета по схеме КАБАРЕ на сетке в 200 ячеек: а),
б) границы и скорости слоев на момент t=0,5; в), г) границы и скорости слоев

на момент t=1
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Глава 3. Многослойная гидростатическая модель CABARET-MFSH
на основе гиперболической декомпозиции в двумерной постановке

Описанный в предыдущей главе подход численного решения системы урав­
нений двухслойной мелкой воды связан с решением уравнений четвертой сте­
пени. Расширение методики на случай трех и более слоев возможно, но добав­
ляет сложности алгоритму, как минимум в поиске корней характеристического
уравнения степени 2𝑛 ≥ 6. В данной главе рассматривается другой подход
к решению указанных проблем, связанных как с характеристической формой
дифференциальной системы, так и устойчивостью численного алгоритма для
не безусловно гиперболической системы.

Предлагаемая модель также основана на подходе, сочетающем методы ха­
рактеристик и конечного объема. Процедура разработки включает два этапа,
на каждом из которых осуществляется контроль диссипации.

На первом этапе с использованием первых принципов - законов сохране­
ния массы и импульса будет выведена система дифференциальных уравнений
для многослойной жидкости в предположении непроницаемости слоев. В каж­
дом слое горизонтальные составляющие скорости и плотности постоянны, а
давление в вертикальном направлении изменяется линейно. Полученная систе­
ма аппроксимирует уравнения Эйлера и не включает никаких диссипативных
процессов.

Затем полученная система уравнений аппроксимируется консервативно­
характеристической явной схемой КАБАРЕ [45; 75], имеющей второй порядок
аппроксимации и являющейся обратимой по времени, т.е. бездиссипативной.
Для приближенного вычисления собственных значений и левых собственных
векторов многослойной модели используется алгоритм гиперболического разло­
жения. В алгоритм включен механизм коррекции потоков на основе принципа
максимума для локальных инвариантов Римана.

Второй этап начинается с переназначения расчетной сетки по вертикали.
Это приводит к перераспределению массы и импульса между слоями. Для со­
хранения устойчивости схемы добавлен механизм фильтрации потоковых пере­
менных. Такая коррекция не нарушает консервативности схемы, однако гасит
высокочастотные пульсации, внося управляемую численную диссипацию. Па­
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раметры фильтрации были найдены эмпирически на ряде модельных задач из
условия устойчивости алгоритма и минимума вязкости схемы. Проведено мо­
делирование лабораторных экспериментов [1] с этими параметрами на серии
сеток с возрастающим разрешением.

3.1 Уравнения многослойной мелкой воды с переменной
плотностью, учетом внешнего давления и донного рельефа на

основе гиперболической декомпозиции

Уравнения многослойной мелкой воды c переменной плотностью при от­
сутствии обмена массой и импульсом между слоями можно представить как
сумму однослойных уравнений (1.1), связанных между собой силами давления
и реакции, действующими на границы раздела, можно записать в следующем
виде (рис. 3.1):

𝜕ℎ𝑘+1/2

𝜕𝑡 +
𝜕(ℎ𝑢)𝑘+1/2

𝜕𝑥 = 0,
𝜕(𝜌ℎ)𝑘+1/2

𝜕𝑡 +
𝜕(𝜌ℎ𝑢)𝑘+1/2

𝜕𝑥 = 0,

𝜕(𝜌ℎ𝑢)𝑘+1/2

𝜕𝑡 +
𝜕(𝜌ℎ𝑢2)

𝑘+1/2

𝜕𝑥 + 𝑔
2

𝜕(𝜌ℎ2)
𝑘+1/2

𝜕𝑥 +
𝜕(ℎ𝑃 )𝑘+1/2

𝜕𝑥 =

= −𝑃𝑘+1
𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑥 + 𝑃𝑘
𝜕𝑍𝑘

𝜕𝑥 ,

(3.1)

здесь 𝑘 = 0,...,𝑁 − 1 - номер слоя, отсчитываемый от свободной поверх­
ности, ℎ𝑘+1/2 = 𝑍𝑘 − 𝑍𝑘+1, 𝑢𝑘+1/2, 𝜌𝑘+1/2- толщина, горизонтальная скорость и
плотность k-го слоя, 𝑍0,𝑍𝑁 - координаты свободной поверхности и дна, 𝑍𝑘- ко­
ордината раздела двух слоев k и k+1 (рис. 3.1), 𝑃0 = 𝑃𝑇 - внешнее давление на
свободную поверхность 𝑍0, 𝑃𝑘+1 = 𝑃𝑘 + 𝑔 (𝜌ℎ)𝑘+1/2- гидростатическое давление
на уровне 𝑍𝑘+1 и 𝑃𝑘+1/2 = (𝑃𝑘 + 𝑃𝑘+1) /2.

Отметим, что в системе уравнений (3.1) плотность не предполагается по­
стоянной в каждом слое.

Формы системы уравнений, необходимые для построения схем класса КА­
БАРЕ, были подробно описаны в предыдущих главах. Для полноты изложения
они будут приведены и для рассматриваемой системы без дополнительных по­
яснений.

Так называемая простая форма системы уравнений (3.1) будет иметь вид:
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Рисунок 3.1 — Многослойная модель

𝜕𝜓⃗

𝜕𝑡
+𝐺× 𝜕𝜓⃗

𝜕𝑥
= 𝐷⃗, 𝜓⃗ =

(︀
ℎ1/2, . . . , ℎ𝑁−1/2, 𝜌1/2, . . . , 𝜌𝑁−1/2, 𝑢1/2, . . . , 𝑢𝑁−1/2

)︀𝑇
,

где 𝐺 - матрица размерности 𝑁 ×𝑁 и 𝐷⃗ - некоторая правая часть. Как было
показано в третьей главе, уже при 𝑁 = 2 матрица 𝐺 может иметь комплекс­
ные корни, и система не будет безусловно гиперболической [58], что порожда­
ет известные вычислительные трудности. Для большего числа слоев ситуация
усугубляется. Уже в случае двух слоев вычисление собственных значений мат­
рицы (4× 4) является достаточно сложной задачей. При большом числе слоев
она становится практически неразрешимой и непосредственное использование
балансно-характеристических методов оказывается невозможным. Обойти эту
проблему позволяет прием, который будем называть гиперболической декомпо­
зицией задачи. Его суть заключается в предоставлении многослойной структу­
ры в виде отдельных слоев, взаимодействующих через границы раздела. Тогда
простая форма уравнений относящихся к 𝑘-му слою выглядит следующим об­
разом:
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𝜕ℎ𝑘+1/2

𝜕𝑡 + ℎ𝑘+1/2
𝜕𝑢𝑘+1/2

𝜕𝑥 + 𝑢𝑘+1/2
𝜕ℎ𝑘+1/2

𝜕𝑥 = 0,
𝜕𝜌𝑘+1/2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+1/2
𝜕𝜌𝑘+1/2

𝜕𝑥 = 0,
𝜕𝑢𝑘+1/2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+1/2
𝜕𝑢𝑘+1/2

𝜕𝑥 + 𝑃𝑘+1

(𝜌ℎ)𝑘+1/2

𝜕ℎ𝑘+1/2

𝜕𝑥 +
(︁
𝑔ℎ
2𝜌

)︁
𝑘+1/2

𝜕𝜌𝑘+1/2

𝜕𝑥 = 𝐺𝑘+1/2,

(3.2)

где 𝐺𝑘+1/2 = − 1
(𝜌ℎ)𝑘+1/2

(︁
ℎ𝑘+1/2

𝑃𝑘

𝜕𝑥 − 𝑃𝑘+1
𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑥 + 𝑃𝑘
𝜕𝑍𝑘

𝜕𝑥

)︁
.

Векторная форма этой системы уравнений (3.2) может быть представлена
как:

𝜕−→𝜙 𝑘+1/2

𝜕𝑡
+ 𝐴𝑘+1/2

𝜕−→𝜙 𝑘+1/2

𝜕𝑥
= 𝐹𝑘+1

2
,

где 𝐴𝑘+ 1
2

=

⎛⎜⎜⎝
𝑢𝑘+1

2
0 ℎ𝑘+1

2

0 𝑢𝑘+ 1
2

0

𝑃𝑘+1/ (𝜌ℎ)𝑘+ 1
2

(︁
𝑔ℎ/2𝜌()𝑘+1

2

)︁
𝑢𝑘+ 1

2

⎞⎟⎟⎠, 𝜙⃗𝑘+ 1
2

=

⎛⎜⎝ ℎ𝑘+1
2

𝜌𝑘+ 1
2

𝑢𝑘+ 1
2

⎞⎟⎠,

𝐹𝑘+1
2
=

⎛⎜⎝ 0

0

𝐺𝑘+1
2

⎞⎟⎠ .

Все собственные значения матрицы A действительны:

𝜆1,𝑘+ 1
2
= (𝑢+ 𝑐)𝑘+ 1

2
,𝜆2,𝑘+ 1

2
= (𝑢− 𝑐)𝑘+ 1

2
,𝜆3,𝑘+ 1

2
= 𝑢𝑘+ 1

2
,𝑐𝑘+ 1

2
=

√︁
𝑃𝑘+1/𝜌𝑘+1

2

Это приводит к системе независимых характеристических уравнений:(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑡 +

𝑐
ℎ
𝜕ℎ
𝜕𝑡 +

𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑡

)︁
𝑘+ 1

2

+ (𝑢+ 𝑐)𝑘+1
2

(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑥 +

𝑐
ℎ
𝜕ℎ
𝜕𝑥 +

𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑥

)︁
𝑘+ 1

2

= 𝐷1,𝑘+ 1
2(︁

𝜕𝑢
𝜕𝑡 −

𝑐
ℎ
𝜕ℎ
𝜕𝑡 −

𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑡

)︁
𝑘+1

2

+ (𝑢− 𝑐)𝑘+1
2

(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑥 −

𝑐
ℎ
𝜕ℎ
𝜕𝑥 −

𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑥

)︁
𝑘+ 1

2

= 𝐷2,𝑘+ 1
2

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+1
2

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑥 = 𝐷3,𝑘+ 1
2
= 0

(3.3)
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Для построения алгоритма, обладающего свойством сбалансированности,
система уравнений (3.3) преобразуется:(︁

𝜕𝑢
𝜕𝑡 +

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑇

𝜕𝑡 + 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑡

)︁
𝑘+ 1

2

+ (𝑢+ 𝑐)𝑘+1
2

(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑥 +

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑇

𝜕𝑥 + 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑥

)︁
𝑘+1

2

= 𝑄1,𝑘+ 1
2
,(︁

𝜕𝑢
𝜕𝑡 −

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑇

𝜕𝑡 − 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑡

)︁
𝑘+ 1

2

+ (𝑢− 𝑐)𝑘+1
2

(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑥 −

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑇

𝜕𝑥 − 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑥

)︁
𝑘+ 1

2

= 𝑄2,𝑘+ 1
2
,

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+ 1
2

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑥 = 𝑄3,𝑘+ 1
2
= 0,

(3.4)

где
𝑄1,𝑘+ 1

2
= 𝐷1,𝑘+ 1

2
+
(︀
𝑐
ℎ

)︀
𝑘+1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑡 +
[︀
(𝑢+ 𝑐) 𝑐

ℎ

]︀
𝑘+ 1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑥 ,

𝑄2,𝑘+ 1
2
= 𝐷2,𝑘+ 1

2
−

(︀
𝑐
ℎ

)︀
𝑘+ 1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑡 −
[︀
(𝑢− 𝑐) 𝑐

ℎ

]︀
𝑘+ 1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑥 .

В предположении о постоянстве коэффициентов перед производными си­
стема (3.4) приобретает вид уравнений переноса для некоторых величин, кото­
рые называются локальными инвариантами Римана:(︀

𝜕𝐼1
𝜕𝑡

)︀
𝑘+ 1

2

+ (𝑢+ 𝑐)𝑘+1
2

(︀
𝜕𝐼1
𝜕𝑥

)︀
𝑘+ 1

2

= 𝑄1,𝑘+ 1
2
,(︀

𝜕𝐼2
𝜕𝑡

)︀
𝑘+ 1

2

+ (𝑢− 𝑐)𝑘+ 1
2

(︀
𝜕𝐼2
𝜕𝑥

)︀
𝑘+1

2

= 𝑄2,𝑘+ 1
2
,

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+1
2

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑥 = 𝑄3,𝑘+1
2
= 0,

(3.5)

где 𝐼1 =
(︁
𝑢+

⟨︀
𝑐
ℎ

⟩︀
𝑍𝑇 +

⟨
𝑔ℎ
2𝜌𝑐

⟩
𝜌
)︁
, 𝐼2 =

(︁
𝑢−

⟨︀
𝑐
ℎ

⟩︀
𝑍𝑇 −

⟨
𝑔ℎ
2𝜌𝑐

⟩
𝜌
)︁
.

Правые части системы уравнений (3.5) содержат первые производные от
координат границы раздела слоев, что нетипично для характеристических урав­
нений. Расчет потоковых переменных не задействует явные формулы правых
частей. Об этом подробно будет изложено далее при описании второй фазы
численного алгоритма.

3.2 Схема КАБАРЕ для послойного решения уравнений
многослойной мелкой воды

Введем неравномерную расчетную сетку 𝜔 : 𝑥𝑙𝑒𝑓𝑡 = 𝑥1 < 𝑥2... < 𝑥𝑖 <

𝑥𝑖+1... < 𝑥𝑁 = 𝑥𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 вдоль оси X и проведем из узлов этой сетки вертикаль­
ные отрезки, пронизывающие все слои жидкости. Пересечение этих отрезков с
границами слоев дает двумерную расчетную сетку в плоскости (𝑥,𝑧).
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Для решения уравнений в каждом слое жидкости используется балансно­
характеристическая схема КАБАРЕ [45].

В схеме КАБАРЕ используются два типа переменных: потоковые и
консервативные [75]. Потоковые переменные относятся к серединам верти­
кальных граней расчетных ячеек, консервативные - к их центрам. Потоко­
вые переменные, относящиеся к слою с номером 𝑘 + 1/2 будем обозначать
как 𝜌

𝑘+1/2
𝑖 , 𝑢

𝑘+1/2
𝑖 ,ℎ

𝑘+1/2
𝑖 = 𝑍𝑘

𝑖 − 𝑍𝑘+1
𝑖 и консервативные переменные – как

𝜌
𝑘+1/2
𝑖+1/2 ,𝑢

𝑘+1/2
𝑖+1/2 , ℎ

𝑘+1/2
𝑖+1/2 . На каждом вычислительном шаге используются три вре­

менных слоя: текущий 𝑡𝑛, новый 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛+𝜏 и промежуточный 𝑡𝑛+1/2 = 𝑡𝑛+𝜏/2.
Переменные, относящиеся к слою 𝑡𝑛+1ниже по тексту, будут снабжены верхней
крышкой (например, 𝜌𝑘+1/2

𝑖 ), промежуточному слою 𝑡𝑛+1/2 - тильда (например,
𝜌
𝑘+1/2
𝑖 ).

Фаза 1 – предиктор
Консервативные переменные на промежуточном временном слое 𝑡𝑛+1/2

рассчитываются по консервативным разностным схемам:

ℎ̃
𝑘+1/2
𝑖+1/2−ℎ

𝑘+1/2
𝑖+1/2

𝜏/2 +
(ℎ𝑢)

𝑘+1/2
𝑖+1 −(ℎ𝑢)

𝑘+1/2
𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
= 0,

(𝜌ℎ̃)
𝑘+1/2

𝑖+1/2
−(𝜌ℎ)

𝑘+1/2
𝑖+1/2

𝜏/2 +
(𝜌ℎ𝑢)

𝑘+1/2
𝑖+1 −(𝜌ℎ𝑢)

𝑘+1/2
𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
= 0,

(𝜌ℎ̃𝑢̃)
𝑘+1/2

𝑖+1/2
−(𝜌ℎ𝑢)

𝑘+1/2
𝑖+1/2

𝜏/2 +
(𝜌ℎ𝑢2)

𝑘+1/2

𝑖+1
−(𝜌ℎ𝑢2)

𝑘+1/2

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
+

+
(ℎ𝑃 )

𝑘+1/2
𝑖+1 −(ℎ𝑃 )

𝑘+1/2
𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
+

𝑃 𝑘+1
𝑖+1 +𝑃 𝑘+1

𝑖

2

𝑍𝑘+1
𝑖+1 −𝑍𝑘+1

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
− 𝑃 𝑘

𝑖+1+𝑃 𝑘
𝑖

2

𝑍𝑘
𝑖+1−𝑍𝑘

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
= 0,

где 𝑃 𝑘+1
𝑖 = 𝑃 𝑘

𝑖 + 𝑔 (𝜌ℎ)
𝑘+1/2
𝑖 ,𝑃

𝑘+1/2
𝑖 =

(︀
𝑃 𝑘
𝑖 + 𝑃 𝑘+1

𝑖

)︀
/2.

Фаза 2 – генератор потоков
Для нахождения потоковых переменных на новом временном слое исполь­

зуется система характеристических уравнений(3.5), которую можно записать в
следующем виде:

𝜕[𝐼𝑚(𝑥,𝑡)]
𝑘+1/2
𝑖+1/2

𝜕𝑡 +
(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2

𝜕[𝐼𝑚(𝑥,𝑡)]
𝑘+1/2
𝑖+1/2

𝜕𝑥 =
(︁
𝑄̃𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
(3.6)

где 𝑚 = 1,2,3,
(︁
𝜆̃1

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
= (𝑢̃+ 𝑐)

𝑘+1/2
𝑖+1/2 ,

(︁
𝜆̃2

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
=

(𝑢̃− 𝑐)
𝑘+1/2
𝑖+1/2 ,

(︁
𝜆̃3

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
= 𝑢̃

𝑘+1/2
𝑖+1/2 .
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Функции [𝐼𝑚 (𝑥,𝑡)]
𝑘+1/2
𝑖+1/2 ,𝑚 = 1,2,3 являются локальными римановыми ин­

вариантами 𝑘-го слоя в ячейке 𝑖+ 1/2 на интервале времени [𝑡𝑛,𝑡𝑛+1]:

[𝐼1 (𝑥,𝑡)]
𝑘+1/2
𝑖+1/2 = 𝑢𝑘+1/2 (𝑥,𝑡) + 𝐺̃

𝑘+1/2
𝑖+1/2𝑍

𝑘 (𝑥,𝑡) + 𝐷̃
𝑘+1/2
𝑖+1/2 𝜌

𝑘+1/2 (𝑥,𝑡) ,

[𝐼2 (𝑥,𝑡)]
𝑘+1/2
𝑖+1/2 = 𝑢𝑘+1/2 (𝑥,𝑡)− 𝐺̃

𝑘+1/2
𝑖+1/2𝑍

𝑘 (𝑥,𝑡)− 𝐷̃
𝑘+1/2
𝑖+1/2 𝜌

𝑘+1/2 (𝑥,𝑡) ,

[𝐼3 (𝑥,𝑡)]
𝑘+1/2
𝑖+1/2 = 𝜌𝑘+1/2 (𝑥,𝑡) ,

(3.7)

где 𝐺̃𝑘+1/2
𝑖+1/2 =

(︁
𝑐
ℎ̃

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
𝐷̃

𝑘+1/2
𝑖+1/2 = 𝑔

2

(︁
ℎ̃
𝜌𝑐

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
.

Значения локальных инвариантов Римана на новом временном слое в уз­

лах сетки
(︁
𝐼𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖
,𝑚 = 1,2,3 находятся линейной экстраполяцией с учетом

знака характеристической скорости
(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖
=

(︂(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖−1/2
+
(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2

)︂
/2:

(︁
𝐼𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖
=

⎧⎪⎨⎪⎩
2
(︁
𝐼𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖−1/2
− (𝐼𝑚)

𝑘+1/2
𝑖−1 ,𝑖𝑓

(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖
> 0

2
(︁
𝐼𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
− (𝐼𝑚)

𝑘+1/2
𝑖+1 ,𝑖𝑓

(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖
≤ 0

(3.8)

Затем применяется нелинейная коррекция найденных инвариантов соглас­
но принципа максимума:

(︁
𝐼𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︀
𝐼min
𝑚

)︀𝑘+1/2

𝑖
, если

(︀
𝐼min
𝑚

)︀𝑘+1/2

𝑖
> (𝐼𝑚)

𝑛+1
𝑘,𝑖

(𝐼max
𝑚 )

𝑘+1/2
𝑖 , если (𝐼𝑚)

𝑛+1
𝑘,𝑖 > (𝐼max

𝑚 )
𝑘+1/2
𝑖(︁

𝐼𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖
, иначе

(3.9)

где

(︀
𝐼min
𝑚

)︀𝑘+ 1
2

𝑖
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
min

{︁
(𝐼𝑚)

𝑘+1
2

𝑖 , (𝐼𝑚)
𝑘+1

2

𝑖− 1
2

, (𝐼𝑚)
𝑘+ 1

2

𝑖−1

}︁
+ 𝜏

(︁
𝑄̃𝑚

)︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

,𝑖𝑓
(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+ 1
2

𝑖
> 0

min
{︁
(𝐼𝑚)

𝑘+ 1
2

𝑖 , (𝐼𝑚)
𝑘+ 1

2

𝑖+ 1
2

, (𝐼𝑚)
𝑘+ 1

2

𝑖+1

}︁
+ 𝜏

(︁
𝑄̃𝑚

)︁𝑘+1
2

𝑖+ 1
2

,𝑖𝑓
(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+ 1
2

𝑖
≤ 0

(𝐼max
𝑚 )

𝑘+ 1
2

𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
max

{︁
(𝐼𝑚)

𝑘+ 1
2

𝑖 , (𝐼𝑚)
𝑘+ 1

2

𝑖− 1
2

, (𝐼𝑚)
𝑘+1

2

𝑖−1

}︁
+ 𝜏

(︁
𝑄̃𝑚

)︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

,𝑖𝑓
(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+1
2

𝑖
> 0

max
{︁
(𝐼𝑚)

𝑘+ 1
2

𝑖 , (𝐼𝑚)
𝑘+1

2

𝑖+ 1
2

, (𝐼𝑚)
𝑘+ 1

2

𝑖+1

}︁
+ 𝜏

(︁
𝑄̃𝑚

)︁𝑘+ 1
2

𝑖+ 1
2

,𝑖𝑓
(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+1
2

𝑖
≤ 0

и правые части уравнений на инварианты (3.6) аппроксимируются через
соответствующие им левые части:
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(︁
𝑄̃𝑚

)︁𝑘+ 1
2

𝑖+ 1
2

=

(︁
𝐼𝑚

)︁𝑘+ 1
2

𝑖+ 1
2

− (𝐼𝑚)
𝑘+ 1

2

𝑖+ 1
2

𝜏/2
+
(︁
𝜆̃𝑚

)︁𝑘+ 1
2

𝑖+ 1
2

(𝐼𝑚)
𝑘+1

2

𝑖+1 − (𝐼𝑚)
𝑘+1

2

𝑖

∆𝑥𝑖+ 1
2

(3.10)

Скорректированные значения инвариантов (𝐼𝑚)
𝑛+1
𝑘,𝑖 используются для вы­

числения потоковых переменных на новом временном слое. Соотношения (3.7),
записанные для узла сетки, имеют следующий вид:(︁

𝐼1

)︁𝑘+1/2

𝑖
= 𝑢̂

𝑘+1/2
𝑖 + 𝐺̃1𝑍

𝑘
𝑖 + 𝐷̃1𝜌

𝑘+1/2
𝑖 ,(︁

𝐼2

)︁𝑘+1/2

𝑖
= 𝑢̂

𝑘+1/2
𝑖 − 𝐺̃2𝑍

𝑘
𝑖 − 𝐷̃2𝜌

𝑘+1/2
𝑖 ,(︁

𝐼3

)︁𝑘+1/2

𝑖
= 𝜌

𝑘+1/2
𝑖

Отсюда вытекают соотношения для переменных потока на новом времен­
ном слое:

𝑢̂
𝑘+1/2
𝑖 =

[︁
(𝐼1)

𝑘+1/2

𝑖
−𝐷̃1𝜌

𝑘+1/2
𝑖

]︁
𝐺̃2+

[︁
(𝐼2)

𝑘+1/2

𝑖
+𝐷̃2𝜌

𝑘+1/2
𝑖

]︁
𝐺̃1

𝐺̃1+𝐺̃2

𝑍𝑘
𝑖 =

[︁
(𝐼1)

𝑘+1/2

𝑖
−𝐷̃1𝜌

𝑘+1/2
𝑖

]︁
−
[︁
(𝐼2)

𝑘+1/2

𝑖
+𝐷̃2𝜌

𝑘+1/2
𝑖

]︁
𝐺̃1+𝐺̃2

𝜌
𝑘+1/2
𝑖 =

(︁
𝐼3

)︁𝑘+1/2

𝑖

(3.11)

И вычисляются толщины слоев ℎ̂𝑘+1/2
𝑖 = 𝑍𝑘

𝑖 − 𝑍𝑘+1
𝑖 .

Фаза 3 – корректор
Найденные значения потоковых переменных на новом слое используются

для вычисления новых консервативных переменных:

ℎ̂
𝑘+1/2
𝑖+1/2−ℎ̃

𝑘+1/2
𝑖+1/2

𝜏/2 +
(ℎ̂𝑢̂)

𝑘+1/2

𝑖+1
−(ℎ̂𝑢̂)

𝑘+1/2

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
= 0,

(𝜌ℎ̂)
𝑘+1/2

𝑖+1/2
−(𝜌ℎ̃)

𝑘+1/2

𝑖+1/2

𝜏/2 +
(𝜌ℎ̂𝑢̂)

𝑘+1/2

𝑖+1
−(𝜌ℎ̂𝑢̂)

𝑘+1/2

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
= 0,

(𝜌ℎ̂𝑢̂)
𝑘+1/2

𝑖+1/2
−(𝜌ℎ̃𝑢̃)

𝑘+1/2

𝑖+1/2

𝜏/2 +
(𝜌ℎ̂𝑢̂2)

𝑘+1/2

𝑖+1
−(𝜌ℎ̂𝑢̂2)

𝑘+1/2

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
+

+
(ℎ̂𝑃)

𝑘+1/2

𝑖+1
−(ℎ̂𝑃)

𝑘+1/2

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
+

𝑃 𝑘+1
𝑖+1 +𝑃 𝑘+1

𝑖

2

𝑍𝑘+1
𝑖+1 −𝑍𝑘+1

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
− 𝑃 𝑘

𝑖+1+𝑃 𝑘
𝑖

2

𝑍𝑘
𝑖+1−𝑍𝑘

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
= 0

(3.12)
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Фаза 1 и фаза 3 аппроксимируют исходную систему дифференциальных урав­
нений со вторым порядком по пространству и с первым по времени. Однако,
если сложить (3.2) и (3.12), то результирующая система будет иметь второй по­
рядок аппроксимации и по времени. При отключенном блоке нелинейной кор­
рекции потоков (3.9) алгоритм (3.2) - (3.12) обладает свойством обратимости
по времени. Обратимые по времени разностные схемы не имеют аппроксимаци­
онной вязкости. Таким образом, все диссипативные свойства схемы КАБАРЕ
определяются исключительно содержащейся в фазе 2 нелинейной коррекцией
потоков.

Зоны нелинейной коррекции возникают в окрестностях гидродинамиче­
ских скачков. В этом случае порядок аппроксимации по времени падает до
первого, а численное решение в случае хорошей обусловленности задачи, оста­
ется монотонным. Численная диссипация, возникающая в результате описан­
ной нелинейной коррекции, основанной на принципе максимума, является ми­
нимально возможной платой за сохранение монотонности решения.

3.3 Нарушение гиперболичности, перестройка сетки и фильтрация

Свойство гиперболичности системы дифференциальных уравнений (3.1)
может быть утрачено, что приводит к плохой обусловленности задачи и, как
следствие, к неустойчивости вычислительного алгоритма (3.2) - (3.12). Такое
явление возникает при заметной разнице скоростей между соседними слоями:
возникает неустойчивость Гельмгольца, приводящая к турбулентному переме­
шиванию и интенсивному обмену массы и импульса между слоями.

Для решения проблемы возникновения неустойчивости предложено при­
менять следующий подход. После выполнения фаз 1 и 3, на которых вычисляют­
ся новые координаты раздела между слоями, производится пересчет вертикаль­
ных координат узлов сетки, возвращающих их в заданное положение. При этом
часть объема ячеек переходит в соседнюю ячейку, что учитывается введением
соответствующим перераспределением массы и импульса между слоями.

На фазе 1 вычисляются промежуточные консервативные скорости 𝑢𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘

и толщины слоев ℎ𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘, по которым находятся новые высоты границ разде­
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ла 𝑍
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘 = 𝑍𝑛

𝑖+1/2,𝑘+1 + ℎ
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘 𝑍

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁+1 = 𝑍𝑛

𝑖+1/2,𝑁+1 = 𝐵𝑖+1/2, 𝑍
𝑛+1/2
𝑖+1/2,1 =

𝐻
𝑛+1/2
𝑖+1/2 , 𝑘 = 1,...,𝑁 . В общем случае эти координаты не являются окончатель­

ными и подлежат коррекции. Рассмотрим три способа задания𝑍𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘, что не

исчерпывает всех возможностей:
1. Высоты не перестраиваются и 𝑍

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘 = 𝑍

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘. В этом случае обмен

массой и импульсом между слоями отсутствует, и задача остается некоррект­
ной.

2. Новые границы раздела слоев задаются таким образом, чтобы отноше­
ния толщин слоев в каждом вертикальном столбце оставались одинаковыми
(𝜎-сетка):

𝑍
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘 = 𝑍𝑛

𝑖+1/2,𝑘+1 + 𝜎𝑘ℎ̂
𝑛+1/2
𝑖+1/2 ,

𝜎𝑘 > 0,
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜎𝑘 = 𝑁, , 𝑘 = 1,...,𝑁,

ℎ̂
𝑛+1/2
𝑖+1/2𝑁 =

(︁
𝐻

𝑛+1/2
𝑖+1/2 −𝐵𝑖+1/2

)︁⧸︁
𝑁.

3. Нижняя граница слоя 𝑘 = 𝑠, 𝑁 ≥ 𝑠 > 1 остается неподвижной (эйле­
ровой), все границы слоев при 𝑘 > 𝑠 также неподвижны, а толщины слоев при
𝑘 < 𝑠 имеют заданные пропорции («сигма» - сетка):

𝑍
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘+1 = 𝑍0

𝑖+1/2,𝑘+1, 𝑘 ≥ 𝑠,

𝑍
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘 = 𝑍

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘+1 + 𝜎𝑘ℎ̃

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘, 𝑘 = 1,...,𝑠,

ℎ̃
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑘 =

(︁
𝐻

𝑛+1/2
𝑖+1/2 − 𝑍0

𝑖+1/2,𝑘+1

)︁⧸︁
𝑠, 𝑘 = 1,...,𝑠, 𝜎𝑘 > 0,

∑︀𝑠
𝑘=1 𝜎𝑘 = 𝑠.

Во втором и третьем случаях законы сохранения приводят к обмену мас­
сой и импульсом между слоями. Потоки между слоями можно аппроксимиро­
вать как с первым, так и со вторым порядком точности.

Потоки первого порядка точности вычисляются методом донорной
ячейки, который заключается в следующем. Рассмотрим самый нижний
слой (𝑘 = 𝑁). Если ℎ̂

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 ≤ ℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 , то толщина нижнего слоя

уменьшится на величину ∆ℎ
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 = ℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 − ℎ̂

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 ≥ 0 и часть

ее массы ∆𝑚𝑖+1/2 = 𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁∆ℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁∆𝑥𝑖+1/2 и импульса ∆(𝑚𝑢)𝑖+1/2 =
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𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁𝑢

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁∆ℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁∆𝑥𝑖+1/2 перейдет в ячейку лежащего выше слоя. В ре­

зультате получим:

𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 = 𝜌

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 , 𝑢̂

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 = 𝑢

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 , 𝑍

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 = 𝐵𝑖+1/2 + ℎ̂

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 ,

𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1 =

𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1ℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1+𝜌

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁Δℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁

ℎ
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1+Δℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁

,

𝑢̂
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1 =

𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1𝑢

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1ℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1+𝜌

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁𝑢

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁Δℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁

𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1ℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1+𝜌

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁Δℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁

.

В противоположном случае, когда ℎ̂𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 ≥ ℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 , верхняя ячейка от­

дает часть своей массы и импульса нижней:

𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1 = 𝜌

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1, 𝑢̂

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1 = 𝑢

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1, 𝑍

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 = 𝐵𝑖+1/2 + ℎ̂

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 ,

𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 =

𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁ℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−𝜌

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1Δℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁

ℎ
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−Δℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁

,

𝑢̂
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁 =

𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁𝑢

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁ℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−𝜌

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1𝑢

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1Δℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁

𝜌
𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁ℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−𝜌

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁−1Δℎ

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑁

.

Отметим, что в методе донорных ячеек плотности и скорости считаются
постоянными в пределах слоя по вертикали.

Более точное вычисление потоков можно произвести, если предположить,
что в пределах слоя вертикальное распределение массы и импульса является
не постоянным, а изменяется линейно и непрерывно на границе слоев,. Рас­
смотрим ячейки двух смежных слоев (с индексами B- нижний слой, T-верхний
слой). Обозначим через ∆𝑧 = ℎ𝐵 − ℎ𝐵, 𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑 изменение границы между сло­
ями, ∆𝑥 - ширину этих ячеек, ∆𝑚, ∆𝑝 - изменение массы и импульса слоев.
Тогда получим следующие выражения:

∆𝑚 = 𝜌𝐵∆𝑧∆𝑥+
1
2 (ℎ𝐵 +∆𝑧) 𝜌𝑇−𝜌𝐵

(ℎ𝑇+ℎ𝐵)/2
∆𝑧∆𝑥,

∆𝑝 = 𝜌𝐵𝑢𝐵∆𝑧∆𝑥+
1
2 (ℎ𝐵 +∆𝑧) 𝜌𝑇𝑢𝑇−𝜌𝐵𝑢𝐵

(ℎ𝑇+ℎ𝐵)/2
∆𝑧∆𝑥.

Новые значения плотностей и скоростей слоев вычисляются по формулам:

𝜌𝑇 = 𝜌𝑇ℎ𝑇Δ𝑥+Δ𝑚
ℎ𝑇,𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑Δ𝑥 , 𝜌𝐵 = 𝜌𝐵ℎ𝐵Δ𝑥−Δ𝑚

ℎ𝐵,𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑Δ𝑥 ,

𝑢̂𝑇 = 𝜌𝑇ℎ𝑇𝑢𝑇Δ𝑥+Δ𝑝
𝜌𝑇ℎ𝑇,𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑Δ𝑥 , 𝑢̂𝐵 = 𝜌𝐵ℎ𝐵𝑢𝐵Δ𝑥−Δ𝑝

𝜌𝐵ℎ𝐵,𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑Δ𝑥 .
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Пересчет консервативных переменных для других слоев осуществляется
аналогично, процесс перестройки сетки производится от нижних слоев к верх­
ним. Затем, откорректированные консервативные переменные и толщины слоев,
помеченные символом 𝑓𝑛+1/2, принимаются за окончательные значения 𝑓𝑛+1/2 и
используются в последующей фазе 2. Аналогичная коррекция консервативных
переменных осуществляется и после фазы 3.

Однако для регуляризации расчетов по-прежнему необходима эффектив­
ная сила трения между слоями. Чтобы минимизировать вязкость сетки, после
фазы 2 она заменяется фильтрацией переменных потока:

𝑢̂
𝑘+1/2
𝑖 ⇐ 𝜎𝑢𝑢̂

𝑘+1/2
𝑖 + (1− 𝜎𝑢)

𝑢̂
𝑘+1/2
𝑖−1 +𝑢̂

𝑘+1/2
𝑖+1

2

𝜌
𝑘+1/2
𝑖 ⇐ 𝜎𝜌𝜌

𝑘+1/2
𝑖 + (1− 𝜎𝜌)

𝜌
𝑘+1/2
𝑖−1 +𝜌

𝑘+1/2
𝑖+1

2

(𝛿ℎ)
𝑘+1/2
𝑖 ⇐ 𝜎ℎ(𝛿ℎ)

𝑘+1/2
𝑖 + (1− 𝜎ℎ)

(𝛿ℎ)
𝑘+1/2
𝑖−1 +(𝛿ℎ)

𝑘+1/2
𝑖+1

2 ,

(3.13)

где (𝛿ℎ) = ℎ̂− ℎ,𝜎𝑢,𝜎𝜌,𝜎ℎ ∈ [0,1].
Кроме того, в фазе 1 (3.2) и фазе 3 (3.12) применяется фильтрация состав­

ляющей потока, связанной с давлением (ℎ𝑃 )𝑛+1
𝑖,𝑘+1/2. Используются выражения,

аналогичные формулам (3.13), но коэффициент берется из диапазона [1,2]:

(︁
ℎ̂𝑃

)︁𝑘+1/2

𝑖
⇐ 𝜎𝑃

(︁
ℎ̂𝑃

)︁𝑘+1/2

𝑖
+ (1− 𝜎𝑃 )

(︁
ℎ̂𝑃

)︁𝑘+1/2

𝑖−1
+
(︁
ℎ̂𝑃

)︁𝑘+1/2

𝑖+1

2
,𝜎𝑃 ∈ [1,2]

(3.14)
Стоит отметить, что фильтрация переменных потока не нарушает законов со­
хранения.

Выбор временного шага.
Условие устойчивости схемы КАБАРЕ для каждого слоя имеет вид:

𝜏
𝑐
𝑘+1/2
𝑖+1/2 + |𝑢|𝑘+1/2

𝑖+1/2

∆𝑥𝑖+1/2
≤ 1.

Откуда следует, что 𝜏 = 𝐶𝐹𝐿 · min
𝑖,𝑘

{︂
Δ𝑥𝑖+1/2

𝑐
𝑘+1/2
𝑖+1/2+|𝑢|𝑘+1/2

𝑖+1/2

}︂
, 𝐶𝐹𝐿 ≤ 1 - число

Куранта-Фридрихса-Леви.
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3.4 Свойство сбалансированности

Приведенный алгоритм (3.2) - (3.12) обладает свойством сбалансирован­
ности, под котором понимается сохранение состояния покоя однородно страти­
фицированной жидкости над произвольным рельефом дна. Приведем доказа­
тельство этого факта.

Рисунок 3.2 — Начальные данные теста на хорошую сбалансированность

Рассмотрим двумерную задачу 𝑥 ∈ [0;𝐿],𝑧 ∈ [𝐵 (𝑥) ;𝑍 (𝑥)]:

𝑍 (𝑥) = 𝑍0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,𝑢 (𝑥,𝑧) = 0,𝜌 (𝑥,𝑧) = 𝜌0 (𝑧)

где 𝑍 (𝑥) - z координата свободной поверхности, 𝐵 (𝑥) - рельеф дна.
Начальные данные (рис. 3.2) теста на сбалансированность для численных

алгоритмов многослойных моделей задаются следующим образом:

𝑍𝑘
* = (𝑍0)

𝑘 ,

𝑢
𝑘+1/2
* = 0,

𝜌
𝑘+1/2
* = (𝜌0)

𝑘+1/2 , 𝑘 = 1,𝑁 − 1

ℎ
𝑘+1/2
* = 𝑍𝑘

* − 𝑍𝑘+1
* ,

𝑍𝑁 = 𝐵 (𝑥) .

Другими словами, все вертикальные слои, кроме самого нижнего, имеют
постоянную толщину. Плотности всех слоев постоянны и не уменьшаются с
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увеличением индекса слоя. Рельеф дна со временем не меняется. Покажем со­
хранение этого стационарного состояния на всех этапах численного алгоритма.

Фаза 1. Покажем, что стационарное состояние сохраняется после расчета
первой фазы. Подставляем исходные данные в систему (3.2):

ℎ̃
𝑘+1/2
𝑖+1/2−ℎ

𝑘+1/2
𝑖+1/2

𝜏/2 = 0,
(𝜌ℎ̃)

𝑘+1/2
𝑖+1/2−(𝜌ℎ)

𝑘+1/2
𝑖+1/2

𝜏/2 = 0,
(𝜌ℎ̃𝑢̃)

𝑘+1/2
𝑖+1/2

𝜏/2 +
(ℎ𝑃 )

𝑘+1/2
𝑖+1 −(ℎ𝑃 )

𝑘+1/2
𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
+

+
𝑃 𝑘+1
𝑖+1 +𝑃 𝑘+1

𝑖

2

𝑍𝑘+1
𝑖+1 −𝑍𝑘+1

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
− 𝑃 𝑘

𝑖+1+𝑃 𝑘
𝑖

2

𝑍𝑘
𝑖+1−𝑍𝑘

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
= 0

(3.15)

Из первого и второго уравнений (3.15) получаем

ℎ̃
𝑘+1/2
𝑖+1/2 = ℎ

𝑘+1/2
𝑖+1/2 = (ℎ0)

𝑘+1/2

𝜌𝑘+1
𝑖+1/2 = 𝜌

𝑘+1/2
𝑖+1/2 = (𝜌0)

𝑘+1/2

Далее рассмотрим уравнение для импульса:

(𝜌ℎ̃𝑢̃)
𝑘+1/2

𝑖+1/2
−(𝜌ℎ𝑢)

𝑘+1/2
𝑖+1/2

𝜏/2 = −(𝜌ℎ𝑢2)
𝑘+1/2

𝑖+1
−(𝜌ℎ𝑢2)

𝑘+1/2

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
−

− (ℎ𝑃 )
𝑘+1/2
𝑖+1 −(ℎ𝑃 )

𝑘+1/2
𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
− 𝑃 𝑘+1

𝑖+1 +𝑃 𝑘+1
𝑖

2

𝑍𝑘+1
𝑖+1 −𝑍𝑘+1

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2
+

𝑃 𝑘
𝑖+1+𝑃 𝑘

𝑖

2

𝑍𝑘
𝑖+1−𝑍𝑘

𝑖

Δ𝑥𝑖+1/2

(3.16)

Принимая во внимание, что 𝑃 𝑘+1/2
𝑖 =

(︀
𝑃 𝑘
𝑖 + 𝑃 𝑘+1

𝑖

)︀
/2 и в силу исходных

данных 𝑍𝑘
𝑖+1−𝑍𝑘

𝑖 = 0,𝑘 = 0,𝑁𝑧 − 1,𝑍𝑘+1
𝑖+1 −𝑍𝑘+1

𝑖 = 𝑍𝑘
𝑖+1− ℎ

𝑘+1/2
𝑖+1 −𝑍𝑘

𝑖 + ℎ
𝑘+1/2
𝑖 =

ℎ
𝑘+1/2
𝑖 − ℎ

𝑘+1/2
𝑖+1 правая часть выражения (3.16) может быть преобразована:

(𝜌ℎ̃𝑢̃)
𝑘+1/2

𝑖+1/2

𝜏/2 = −ℎ
𝑘+1/2
𝑖+1 (𝑃 𝑘

𝑖+1+𝑃 𝑘+1
𝑖+1 )−ℎ

𝑘+1/2
𝑖 (𝑃 𝑘

𝑖 +𝑃 𝑘+1
𝑖 )

2Δ𝑥𝑖+1/2
− 𝑃 𝑘+1

𝑖+1 +𝑃 𝑘+1
𝑖

2

ℎ
𝑘+1/2
𝑖 −ℎ

𝑘+1/2
𝑖+1

Δ𝑥𝑖+1/2
=

= −ℎ
𝑘+1/2
𝑖+1 (𝑃 𝑘

𝑖+1+𝑃 𝑘+1
𝑖+1 −𝑃 𝑘+1

𝑖+1 −𝑃 𝑘+1
𝑖 )+ℎ

𝑘+1/2
𝑖 (𝑃 𝑘+1

𝑖+1 +𝑃 𝑘+1
𝑖 −𝑃 𝑘

𝑖 −𝑃 𝑘+1
𝑖 )

2Δ𝑥𝑖+1/2
=

= −ℎ
𝑘+1/2
𝑖+1 (𝑃 𝑘

𝑖+1−𝑃 𝑘+1
𝑖 )+ℎ

𝑘+1/2
𝑖 (𝑃 𝑘+1

𝑖+1 −𝑃 𝑘
𝑖 )

2Δ𝑥𝑖+1/2
=

= −ℎ
𝑘+1/2
𝑖+1 (𝑃 𝑘

𝑖+1−𝑃 𝑘
𝑖 −𝑔𝜌

𝑘+1/2
𝑖 ℎ

𝑘+1/2
𝑖 )+ℎ

𝑘+1/2
𝑖 (𝑃 𝑘

𝑖+1+𝑔𝜌
𝑘+1/2
𝑖+1 ℎ

𝑘+1/2
𝑖+1 −𝑃 𝑘

𝑖 )
2Δ𝑥𝑖+1/2

Из постоянства плотностей всех слоев и толщин всех слоев, кроме нижне­
го, следуют равенства давлений 𝑃 𝑘

𝑖+1 = 𝑃 𝑘
𝑖 ,𝑘 = 1,𝑁𝑧 − 1. Учитывая их, прихо­

дим к формуле
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(︁
𝜌ℎ̃𝑢̃

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2

𝜏/2
= −

(︁
ℎ
𝑘+1/2
𝑖+1

(︁
−𝑔𝜌𝑘+1/2

𝑖 ℎ
𝑘+1/2
𝑖

)︁
+ ℎ

𝑘+1/2
𝑖

(︁
𝑔𝜌

𝑘+1/2
𝑖+1 ℎ

𝑘+1/2
𝑖+1

)︁)︁
2∆𝑥𝑖+1/2

Отсюда, 𝑢̃𝑘+1/2
𝑖+1/2 = 0 = (𝑢0)

𝑘+1/2 и все консервативные переменные на про­
межуточном временном слое такие же, как исходные данные.

Фаза 2. Из выражений для инвариантов (3.7) и сохранения стационарно­
го состояния после фазы 1 находим:(︁

𝐼𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
= (𝐼𝑚)

𝑘+1/2
𝑖+1/2 ,𝑚 = 1,2,3

С учетом этих равенств, исходных данных теста и определения

(3.10)
(︁
𝑄̃𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
= 0,𝑚 = 1,2,3. Следовательно, если

(︁
𝐼𝑚

)︁𝑘+1/2

𝑖
=

(𝐼𝑚)
𝑘+1/2
𝑖 ,𝑚 = 1,2,3, то нелинейная коррекция инвариантов (3.9) не меняет ин­

вариантов, полученных после экстраполяции.(︁
𝐼3

)︁𝑘+1/2

𝑖
= 2 ·

(︁
𝐼3

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
− (𝐼3)

𝑘+1/2
𝑖+1 = 2 · 𝜌𝑘+1/2

𝑖+1/2 − 𝜌
𝑘+1/2
𝑖+1 =

= 2 · (𝜌0)𝑘+1/2 − (𝜌0)
𝑘+1/2 = (𝐼3)

𝑘+1/2
𝑖

Так как
(︁
𝜆̃1

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2
= (𝑢̃+ 𝑐)

𝑘+1/2
𝑖+1/2 > 0, то первый инвариант вычисляется

по формуле:

(︁
𝐼1

)︁𝑘+ 1
2

𝑖
= 2 ·

(︁
𝐼1

)︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

− (𝐼1)
𝑘+1

2

𝑖−1 = 2 · (𝐼1)
𝑘+1

2

𝑖− 1
2

− (𝐼1)
𝑘+1

2

𝑖−1 =

= 2 ·
(︂
𝑢
𝑘+ 1

2

𝑖− 1
2

+
[︁
𝐺̃1

]︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

· 𝑍𝑘
𝑖− 1

2

+
[︁
𝐷̃1

]︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

· 𝜌𝑘+
1
2

𝑖− 1
2

)︂
−

−
(︂
𝑢
𝑘+ 1

2

𝑖−1 +
[︁
𝐺̃1

]︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

· 𝑍𝑘
𝑖−1 +

[︁
𝐷̃1

]︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

· 𝜌𝑘+
1
2

𝑖−1

)︂
=

= 2 ·
(︂[︁
𝐺̃1

]︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

· (𝑍0)
𝑘 +

[︁
𝐷̃1

]︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

· (𝜌0)𝑘+
1
2

)︂
−

−
(︂[︁
𝐺̃1

]︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

· (𝑍0)
𝑘 +

[︁
𝐷̃1

]︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

· (𝜌0)𝑘+
1
2

)︂
=

=
[︁
𝐺̃1

]︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

· (𝑍0)
𝑘 +

[︁
𝐷̃1

]︁𝑘+ 1
2

𝑖− 1
2

· (𝜌0)𝑘+
1
2 = (𝐼1)

𝑘+ 1
2

𝑖 .
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Аналогично,
(︁
𝐼2

)︁𝑘+ 1
2

𝑖
= −

[︁
𝐺̃2

]︁𝑘+ 1
2

𝑖+ 1
2

· (𝑍0)
𝑘 −

[︁
𝐷̃2

]︁𝑘+ 1
2

𝑖+ 1
2

· (𝜌0)𝑘+
1
2 = (𝐼2)

𝑘+1
2

𝑖 и(︁
𝜆̃2

)︁𝑘+ 1
2

𝑖+ 1
2

< 0.

Таким образом, нелинейная коррекция (3.9) не меняет инвариантов, полу­
ченных после экстраполяции.

Рассмотрим потоковые величины на новом слое по времени. Плотность
является третьим инвариантом, а следовательно,

𝜌
𝑘+1/2
𝑖 = (𝜌0)

𝑘+1/2 (3.17)

Из уравнений (3.11) и (3.17) получаем:

𝑍𝑘
𝑖 =

[︁
[𝐺1]

𝑘+1/2
𝑖−1/2 ·(𝑍0)

𝑘
+[𝐷̃1]

𝑘+1/2

𝑖−1/2
·(𝜌0)𝑘+1/2−[𝐷̃1]

𝑘+1/2

𝑖−1/2
(𝜌0)

𝑘+1/2
]︁

[𝐺̃1]
𝑘+1/2

𝑖−1/2
+[𝐺̃2]

𝑘+1/2

𝑖+1/2

−

−
[︁
−[𝐺2]

𝑘+1/2
𝑖+1/2 ·(𝑍0)

𝑘−[𝐷̃2]
𝑘+1/2

𝑖+1/2
·(𝜌0)𝑘+1/2

+[𝐷̃2]
𝑘+1/2

𝑖+1/2
·(𝜌0)𝑘+1/2

]︁
[𝐺̃1]

𝑘+1/2

𝑖−1/2
+[𝐺̃2]

𝑘+1/2

𝑖+1/2

=

=
[𝐺1]

𝑘+1/2
𝑖−1/2 ·(𝑍0)

𝑘
+[𝐺̃2]

𝑘+1/2

𝑖+1/2
·(𝑍0)

𝑘

[𝐺̃1]
𝑘+1/2

𝑖−1/2
+[𝐺̃2]

𝑘+1/2

𝑖+1/2

= (𝑍0)
𝑘

и

𝑢̂
𝑘+1/2
𝑖 =

[︁
[𝐺̃1]

𝑘+1/2

𝑖−1/2
·(𝑍0)

𝑘
+[𝐷̃1]

𝑘+1/2

𝑖−1/2
·(𝜌0)𝑘+1/2−[𝐷̃1]

𝑘+1/2

𝑖−1/2
(𝜌0)

𝑘+1/2
]︁
[𝐺̃2]

𝑘+1/2

𝑖+1/2

[𝐺̃1]
𝑘+1/2

𝑖−1/2
+[𝐺̃2]

𝑘+1/2

𝑖+1/2

+

+

[︁
−[𝐺̃2]

𝑘+1/2

𝑖+1/2
·(𝑍0)

𝑘−[𝐷̃2]
𝑘+1/2

𝑖+1/2
·(𝜌0)𝑘+1/2

+[𝐷̃2]
𝑘+1/2

𝑖+1/2
·(𝜌0)𝑘+1/2

]︁
[𝐺̃1]

𝑘+1/2

𝑖−1/2

[𝐺̃1]
𝑘+1/2

𝑖−1/2
+[𝐺̃2]

𝑘+1/2

𝑖+1/2

=

=
[𝐺̃1]

𝑘+1/2

𝑖−1/2
·(𝑍0)

𝑘[𝐺̃2]
𝑘+1/2

𝑖+1/2
−[𝐺̃2]

𝑘+1/2

𝑖+1/2
·(𝑍0)

𝑘[𝐺̃1]
𝑘+1/2

𝑖−1/2

[𝐺̃1]
𝑘+1/2

𝑖−1/2
+[𝐺̃2]

𝑘+1/2

𝑖+1/2

= 0

Таким образом, все переменные потока из нового временного слоя равны
соответствующим переменным из предыдущего временного слоя. Третья фаза
строится аналогично первой и также сохраняет стационарное решение. Вместе
это сохраняет стационарное решение и доказывает свойство сбалансированно­
сти алгоритма.
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3.5 Верификационная задача расчета баротропного течения по
многослойной модели с учетом обмена массой и импульсом между

слоями

Рассматриваются одномерные колебания несжимаемой жидкости в прямо­
линейном бассейне с плоским дном: 𝑥 ∈ [−5,5], 𝐵(𝑥) ≡ −2. Параметры полага­
ются постоянными: плотность 𝜌 = 1, ускорение свободного падения 𝑔 = 10. На
твёрдых стенках отсутствует поток: 𝑢(−5,𝑡) = 𝑢(5,𝑡) = 0 для 𝑡 ≥ 𝑡0.

Начальные данные выбираются в момент 𝑡 = 𝑡0 следующими:

𝑢(𝑥,𝑡0) = 0, 𝐻(𝑥,𝑡0) = 𝐻0(𝑥) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2

(︂
1 + cos

2𝜋𝑥

5

)︂
, |𝑥| < 5

2
,

0, иначе.

Расчет проводился по схеме КАБАРЕ по однослойной модели и много­
слойной при числе слоев 𝑁 = 10 на сигма-сетке с одинаковыми толщинами
слоев до момента времени 𝑡 = 6 , соответствующему более, чем одному периоду
колебания поверхности. На рис. 3.3 а) приведена форма свободной поверхности
в начальный момент, на рис. 3.3 б) – свободная поверхность при 𝑡 = 6 и числе
расчетных ячеек 𝑁𝑥 = 128.

Рисунок 3.3 — Форма поверхности жидкости: а) начальные данные, б) на
время t=6. Сплошная линия – однослойная вода, маркеры – многослойная

вода с числом слоев N=10

Сплошная линия соответствует однослойной модели, маркерами отмечен
результат на десяти слоях. Расчеты проводились при параметрах 𝜎ℎ = 𝜎𝑢 =



66

0.9,𝜎𝑃 = 1.2, 𝐶𝐹𝐿 = 0.3. При увеличении времени расчета и сгущении сетки
алгоритм не теряет устойчивости и демонстрирует сходимость по сетке.

3.6 Валидация модели CABARET-MFSH на лабораторных тестах
по исследованию гравитационных течений в стратифицированной

жидкости

Описанный выше алгоритм построен на базе схемы КАБАРЕ с целью
минимизации аппроксимационной вязкости, избыток которой может негативно
сказываться на качестве расчетов. Однако для регуляризации этого алгоритма
было необходимо внедрить процесс фильтрации потоковых переменных. В ка­
честве базовых параметров этой фильтрации были взяты параметры хорошо
зарекомендовавшие себя в процессе верификации алгоритма. Важно отметить,
что внедрение фильтрации приводит к добавлению численной диссипации в
алгоритм, что может оказывать влияние на решение задач. Для оценки это­
го влияния были проведены численные расчеты лабораторных экспериментов,
которые изучали динамику стратифицированных жидкостей [1]. Эти расчеты
позволили оценить степень влияния численной диссипации, вызванной филь­
трацией, а также определить применимость и эффективность разработанного
алгоритма для решения подобных задач.

Рисунок 3.4 — Параметры экспериментальной установки из лабораторных
экспериментов
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Эксперименты, описанные в данной статье, проводились в акриловом ре­
зервуаре (рис. 3.4) длиной 3 м и шириной 0,15 м, заполненном водопроводной
водой на глубину 𝐻 = 0.2 м. Водонепроницаемый шлюз располагался в 0.1 м
от одного из концов резервуара. В отделенной перегородкой области форми­
ровали слои солевых растворов различной плотности, подкрашенные разными
красителями. Затем перегородка быстро извлекалась, и более плотный соляной
раствор создавал внутреннюю волну в основной части резервуара.

Статья [1] представляет четыре серии экспериментов. Исследование стре­
мится проследить и определить особенности и динамику потока при различных
условиях. Серия A рассматривает влияние толщины нижнего соленого слоя на
динамику потока, в то время как серии B и C анализируют движение двухслой­
ных жидкостей с разными градиентами плотности. Серия D исследует дина­
мику трехслойных жидкостей с различными толщинами и соленостями слоев,
сохраняя среднюю плотность постоянной. Совокупность этих серий экспери­
ментов обеспечивает обширный обзор того, как различные параметры, такие
как толщина слоя и концентрация соли, могут влиять на динамику придонных
потоков и взаимодействие между слоями в различных условиях.

Каждый эксперимент начинался с быстрого удаления затвора, что приво­
дило к формированию относительно узкого слоя более плотной жидкости. Этот
слой начинал распространяться по дну экспериментальной установки. Для ви­
зуализации процесса и его дальнейшего анализа использовались окрашенные
растворы, и их движение регистрировалось с помощью камеры. Это позволяло
отслеживать изменение положения окрашенной жидкости, что в свою очередь
давало возможность строить зависимость длины окрашенного слоя от време­
ни. Эти данные, собранные в ходе экспериментов, обеспечивали необходимую
основу для проведения дальнейшего анализа и выявления присущих системе
закономерностей и динамических характеристик.

В целях более точного качественного и количественного сравнения резуль­
татов расчетов и экспериментов, в используемую расчетную модель были ин­
тегрированы уравнения переноса пассивных примесей (3.18). Каждому слою
различной плотности ставился в соответствие цветовой маркер (𝜙𝑖, 𝑖 = 1,2,3).
Этот шаг был предпринят для того, чтобы модель могла более полно описы­
вать реальные условия экспериментов, включая динамику и взаимодействие
различных примесей, присутствующих в системе.
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Пассивные примеси в этом контексте представляют собой компоненты си­
стемы, которые не влияют на движение жидкости своими активными свойства­
ми, но их перемещение и распределение являются следствием движения жидко­
сти. Уравнения переноса пассивных примесей позволяют моделировать распре­
деление этих примесей в резервуаре. Это предоставляет дополнительные воз­
можности для сравнения и анализа совпадений и различий между модельными
и экспериментальными данными.

𝜕 (𝜙𝑖 · ℎ)𝑘+1/2

𝜕𝑡
+
𝜕 (𝜙𝑖 · ℎ𝑢)𝑘+1/2

𝜕𝑥
= 0 (3.18)

Аппроксимация этих уравнений на сетке осуществлялась также по схе­
ме КАБАРЕ [45]. Маркеры наравне с физическими величинами участвуют в
процедуре перераспределения между слоями при перестройке сетки. Для визу­
ализации расчетов цвет каждой ячейки определялся по соотношению маркеров­
цветов в ней с использованием цветовой модели RYB.

На рис. 3.5 и последующих с результатами расчетов красные маркеры на
графиках служат для иллюстрации положения фронта потока, которое опреде­
лено на основе экспериментальных данных. Это важный элемент визуализации,
который помогает в сравнении расчетных и экспериментальных результатов.
В статье Gladstone фотографии приведенных экспериментов сопровождались
масштабной линейкой вдоль длины бака. Это позволило вычислить реальное
положение фронта придонного потока в лабораторных экспериментах.

При изучении стратификации и динамики жидкостей часто обращают вни­
мание на динамику распространения однородной соленой жидкости в пресной
воде. Такое течение имеет ряд особенностей и зависимостей, которые были изу­
чены в серии исследований. В частности, Middleton [98] основательно рассмот­
рел этот процесс как функцию времени. Дополнительно, Huppert и Simpson
[99] проанализировали данный процесс как с экспериментальной, так и с тео­
ретической точки зрения, представив подробное обсуждение динамики такого
движения.

В рамках этих исследований были выведены определенные формулы, ко­
торые применяются для оценки характеристик данного типа движения. Эти
формулы основываются на наблюдении, что после открытия заглушки из шлю­
за, движение солевого потока вызывается балансом между силами инерции и
плавучести. При этом считается, что сопротивление трения имеет незначитель­
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ное влияние на процесс. Следовательно, скорость потока u является функци­
ей двумерной приведённой плавучести жидкости B и длины распространения
фронта L соленого раствора в баке. Это предположение позволяет формализо­
вать описанный процесс в виде математических соотношений, что значительно
упрощает его анализ и прогнозирование.

Для оценки рассматриваемого движения используются следующие соот­
ношения. Предполагается оценка скорости:

𝑢 ∼
(︂
𝐵

𝐿

)︂1/2

,

где плавучесть 𝐵 = 𝐻 𝐿𝑔 (𝜌𝑐−𝜌0)
𝜌0

= 𝐵0, а 𝜌𝑐 и 𝜌0 обозначают соответственно
среднюю плотность солёной жидкости и плотность пресной воды (принимается
𝜌0 = 998.9 кг

м3 ).
Одновременно выполняется кинематическое соотношение 𝑢 = 𝑑𝐿

𝑑𝑡 , откуда
следует

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= 𝐹𝑟

(︂
𝐵0

𝐿

)︂1/2

,

где Fr – число Фруда.
Проинтегрировав это выражение, получаем:∫︁

𝐿1/2 𝑑𝐿 = Fr𝐵
1/2
0

∫︁
𝑑𝑡,

2

3
𝐿3/2 = Fr𝐵

1/2
0 𝑡+ 𝐶.

Полагая 𝐶 = 2
3𝐿

3/2
0 , приходим к виду

𝐿3/2 = 𝐿
3/2
0 +

3

2
𝐹𝑟 ·𝐵1/2

0 𝑡

В безразмерных переменных 𝐿* = 𝐿
𝐿0
, 𝑡* =

3
2 Fr𝐵

1/2
0 𝑡

𝐿
3/2
0

, соотношение принима­
ет форму

(𝐿*)3/2 = 1 + 𝑡*. (3.19)

В стратифицированной жидкости каждый слой имеет свою собственную
плотность, что может существенно изменить динамику распространения по
сравнению с однородной соленой жидкостью. Это означает, что непосредствен­
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ное применение выведенной зависимости (3.19) может быть недостаточно для
точного предсказания поведения стратифицированной жидкости. Тем не менее,
выведенные теоретические представления можно использовать как отправную
точку для понимания динамики стратифицированных жидкостей.

Расчеты велись на сигма-сетке размером 300x50, где первое число ука­
зывает количество расчетных ячеек вдоль бака (горизонтальное разбиение), а
второе число обозначает количество слоев жидкости (вертикальное разбиение).
Это позволяло моделировать жидкость внутри бака с достаточной степенью
детализации и точности.

Серия А.
В первой серии экспериментов анализировалось влияние начальной тол­

щины нижнего, более солёного слоя в двухслойном коктейле (за перегородкой)
на последующую динамику течения. Для сопоставимости опытов было введено
дополнительное ограничение: плотности нижних слоёв подбирались так, чтобы
обеспечивалось сохранение массы в замкнутой части бака при варьировании
толщины. В визуализации использовался краситель (синий), вводимый в солё­
ный слой, что позволяло отслеживать фронт придонного течения и степень
межслоевого перемешивания. Аналогично, в расчётах в начальный момент вре­
мени соленая жидкость помечалась маркером синего цвета. Такой дизайн экс­
перимента и вычислительной постановки позволяет одинаково отслеживать пе­
ремещение солёной жидкости в опыте (по красителю) и в модели (по маркеру),
обеспечивая корректное сравнение положения фронта, формы струи и степени
перемешивания между слоями.

Эксперимент A1.
Плотность верхнего слоя 𝜌𝑈 = 998.9 кг

м3 (как и в основной части бака), плот­
ность нижнего слоя 𝜌𝐿 = 1061.8 кг

м3 , высота нижнего слоя ℎ𝐿 = 0.25 ·𝐻 = 0.05 м
(рис. 3.5).

До момента времени, равного 12 секундам, положение фронта придонно­
го потока в численном расчете отстает от эксперимента, хотя и не значитель­
но. Однако на момент времени 16 секунд, положения фронтов в модели и в
эксперименте совпадают. Тем самым, при наличии небольших отклонений на
начальном этапе, модель корректно воспроизводит последующую динамику и в
целом надёжно согласуется с экспериментом, что позволяет рассматривать её
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Рисунок 3.5 — Сравнение расчета по схеме КАБАРЕ и положения фронта
потока в эксперименте A1 в разное время (4с, 8с, 12с, 16с). Слой соленой воды

был обозначен с помощью маркера синего цвета

как практичный инструмент для прогноза и моделирования подобных процес­
сов.

Эксперимент A2.
Плотность верхнего слоя 𝜌𝑈 = 998.9 кг

м3 , плотность нижнего слоя 𝜌𝐿 =

1029.7 кг
м3 , высота нижнего слоя ℎ𝐿 = 0.5 ·𝐻 = 0.1 м (рис. 3.6).

Рисунок 3.6 — Сравнение расчета по схеме КАБАРЕ и положения фронта
потока в эксперименте A2 в разное время (4с, 8с, 12с, 16с). Слой соленой воды

был обозначен с помощью маркера синего цвета

Сопоставление показывает хорошее согласие между расчётным и экспери­
ментальным положением фронта придонного потока.
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Эксперимент A3.
Плотность верхнего слоя 𝜌𝑈 = 998.9 кг

м3 , плотность нижнего слоя 𝜌𝐿 =

1018.9 кг
м3 , высота нижнего слоя ℎ𝐿 = 0.75 ·𝐻 = 0.15 м (рис. 3.7).

Рисунок 3.7 — Сравнение расчета по схеме КАБАРЕ и положения фронта
потока в эксперименте A3 в разное время (4с, 8с, 12с, 16с). Слой соленой воды

был обозначен с помощью маркера синего цвета

В расчете достаточно успешно воспроизводится движение фронта потока
соленой жидкости, что подтверждается сравнением с экспериментальными дан­
ными. Однако необходимо учесть, что используемая вычислительная модель
имеет свои естественные ограничения, вызванные предположением о гидроста­
тическом равновесии. Добавленный в нее алгоритм для перераспределения фи­
зических параметров между слоями при перестройке сетки способствует улуч­
шению общего характера потока за фронтом, делая его более реалистичным.
Стоит отметить, что визуализация потока, полученная в результате расчета,
все еще не в полной мере совпадает с типичной вихревой структурой, которая
обычно формируется за фронтом потока в реальных условиях. Это ограничение
связано с природой модели и ее основными предположениями.

Эксперимент A4.
В этом эксперименте в меньшей части бака была только соленая жидкость

с плотностью 𝜌𝐿 = 1013.9 кг
м3 , и высотой столба ℎ𝐿 = 𝐻 = 0.2 м (рис. 3.8).

Численное моделирование достаточно надежно воспроизводит динамику
движения фронта распространения жидкости на протяжении первых трех вре­
менных интервалов четвертого эксперимента этой серии. Тем не менее, на чет­
вертой временной отсечке (при 16 секундах) наблюдается значительное откло­
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Рисунок 3.8 — Сравнение расчета по схеме КАБАРЕ и положения фронта
потока в эксперименте A4 в разное время (4с, 8с, 12с, 16с). Слой соленой воды

был обозначен с помощью маркера синего цвета

нение в положении фронтов потока по сравнению с экспериментальными данны­
ми. Такое резкое различие в поведении фронтов потока можно объяснить ошиб­
кой, допущенной в статье [1]. Предположительно, фотография, представленная
в этой работе, фактически соответствует временному моменту 20 секунд, а не
16. Это утверждение подтверждается и теоретической зависимостью величины
однородного солевого течения от времени, которая будет подробно обсуждена
ниже при описании количественного сравнения.

В расчетах виден ярко выраженный холм, возникший в начальный пери­
од на границе скачка концентраций и распространяющийся далее со скоростью
потока. В эксперименте такое явление отсутствует. По всей видимости, это свя­
зано с тем, что в текущей версии модели отсутствуют механизмы, которые мог­
ли бы адекватно воспроизвести эффекты, связанные с удалением перегородки,
препятствующей движению потока [100]. То есть, в расчетах не учитывается
скорость извлечения перегородки и вовлечение части жидкости перегородкой в
движение в вертикальном направлении с последующей деформацией свободной
границы и ее дальнейшей релаксацией.

Для четырех описанных выше расчетов серии A был построен график
масштабированной длины растекания соленой жидкости от времени 𝐿*3/2 (𝑡*)

(рис. 3.9). Для этого в программу добавлялась выдача положения фронта пото­
ка каждые 3 секунды расчета. А затем, эти данные обезразмеривались согласно
выкладкам приведенным в выводе формулы распространения однородной соле­
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ной жидкости в пресной воде (3.19). Начальная скорость движения придонного
потока с меньшими высотами (A1, A2) из-за большей разности плотностей с
окружающей пресной водой оказывается быстрее, по сравнению с потоками с
большими высотами (A3, A4).

С течением времени эта динамика меняется. На больших временах потоки
в A3 и A4 сохраняют достаточную толщину и поэтому меньше подвержены
трению. В то же время, у потоков с меньшими высотами (A1, A2) происходит
быстрое истончение, что увеличивает роль силы трения и замедляет эти потоки
на больших временных интервалах.

Полученные данные согласуются с экспериментальными данными и с при­
веденной теорией движения однородного потока, что еще раз свидетельствует
о хорошем воспроизведении процесса математической моделью.

Таким образом, данные, полученные в результате численного моделирова­
ния, хорошо согласуются с приведенной теорией движения однородного пото­
ка (3.19), и с экспериментальными данными, что подтверждает эффективность
модели в воспроизведении рассматриваемого процесса.

Рисунок 3.9 — Обезразмеренное расстояние 𝐿*3/2 (𝑡*), пройденное придонным
потоком соленой жидкости, для расчетов по схеме КАБАРЕ экспериментов

серии A (метки A1, A2, A3, A4)

Серия B.
В этой серии внимание уделялось исследованию движения двухслойных

жидкостей, где нижний слой содержал больше соли и, следовательно, имел боль­
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шую движущую плавучесть, чем верхний слой. Это создавало условия, при ко­
торых можно было подробно рассмотреть влияние градиента концентрации на
характеристики движения слоев и взаимодействия между ними. Начальная глу­
бина каждого слоя составляла 0.1 м, при этом плотности слоев варьировались
с сохранением общей массы соли. В каждом из экспериментов соленые жид­
кости окрашивались разными цветами для удобства визуализации. В верхний
слой добавлялся желтый краситель, а в нижний – синего цвета. В расчётах в
начальный момент времени соленые жидкости в закрытой части бака получали
маркеры соответствующих цветов.

Эксперимент B25.
Плотность верхнего слоя 𝜌𝑈 = 1001.8 кг

м3 , плотность нижнего слоя 𝜌𝐿 =

1026.1 кг
м3 (рис. 3.10).

Рисунок 3.10 — Сравнение расчета по схеме КАБАРЕ и положения фронта
потока в эксперименте B25 в разное время (4, 8, 12, 16, 20, 24 cекунды). Слои

были окрашены в желтый и синий цвета с помощью красителей, чтобы
визуализировать моменты смешивания слоев

Вычислительная модель хорошо воспроизводит общую структуру и харак­
тер движения потока при существенной разнице в плотностях слоев жидкости.
Как и в эксперименте, нижний, более плотный слой формирует устойчивый
фронт, практически без перемешивания с верхним.
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В то же время расчётные данные демонстрируют количественные рас­
хождения с экспериментальными результатами. Наиболее вероятная причина
заключается в различии начальных условий, а именно — в способе открытия
перегородки, разделяющей жидкости. В эксперименте удаление перегородки
вызывает короткий, но интенсивный вертикальный импульс, способствующий
отделению нижнего слоя от верхнего. В численной модели такое взаимодействие
не учитывается явно, и небольшая часть верхнего слоя успевает смешаться с
нижним. Это проявляется в присутствии красителя верхнего слоя (зелёного)
вблизи фронта распространения на расчётных графиках (рис. 3.10).

Эксперимент B26.
Плотность верхнего слоя 𝜌𝑈 = 1009.6 кг

м3 , плотность нижнего слоя 𝜌𝐿 =

1018.2 кг
м3 (рис. 3.11).

Рисунок 3.11 — Сравнение расчета по схеме КАБАРЕ и положения фронта
потока в эксперименте B26 в разное время (4, 8, 12, 16, 20, 24 cекунды). Слои

были окрашены в желтый и синий цвета с помощью красителей, чтобы
визуализировать моменты смешивания слоев

Вычислительная модель демонстрирует способность успешно воспроизво­
дить характер движений в условиях незначительной разницы в плотностях сло­
ев жидкости. При таком сценарии происходит быстрое смешение слоев, и они
продолжают движение как однородная жидкость.
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Таблица 1 — Начальные данные экспериментов серии B, задействованных в
построении графиков

№ 𝜌𝐶 𝜌𝐿 𝜌𝑈 ℎ𝐿/𝐻
B1 1070.7 1078.1 1063.3 0.5
B2 1070.7 1085.7 1055.9 0.5
B5 1070.7 1108.8 1034.0 0.5
B8 1070.7 1131.9 1012.5 0.5
B9 1070.7 1139.8 1005.3 0.5
B10 1070.7 1070.7 1070.7 0.5

На основе расчетов серии B было построено несколько графиков, связан­
ных с распространением фронта жидкости. Таблица 1 содержит начальные дан­
ные используемых экспериментов данной серии.

Графики, представленные на рис. 3.12, отражают зависимость от време­
ни скорости фронта U, масштабированной длины придонного потока 𝐿*3/2, и
величины 𝐿/𝑋, где 𝑋(𝑡) - длина растекания однородной жидкости (B10).

На первых двух графиках (рис. 3.12) выполнено сравнение характера дви­
жения жидкостей с разной степенью стратификации: B10 – однородная жид­
кость, B2 – слабо стратифицированная жидкость, B8 – сильно стратифициро­
ванная жидкость.

Не взирая на степень стратификации жидкости, численная модель доста­
точно точно повторяет характер движения, показанный в эксперименте [1], и не
противоречит теории для однородного потока (3.19). Так, например, отклонение
от линейной зависимости 𝐿*3/2 (𝑡*) для сильно стратифицированной жидкости
(эксперимент B8), объясняется тем, что нижний слой в начальный момент вре­
мени вырывается вперед за счет большей разницы плотностей с пресной водой.
И, следовательно, самостоятельно формирует фронт распространения, поток
быстро истончается и трение играет большую роль в процессе.

На графике 3.12в прослеживается аналогичная зависимость характера
движения для различных степеней стратификации. Сильно стратифицирован­
ные жидкости (конфигурации B5, B9) на начальном этапе распространяются
быстрее, чем однородная солёная жидкость, однако по мере истончения слоя на­
чинают замедляться из-за возрастающего влияния силы трения. В то же время
слабо стратифицированная жидкость демонстрирует динамику, практически
совпадающую с движением однородной жидкости. Таким образом, полученные
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данные служат дополнительным подтверждением корректности численной мо­
дели при моделировании течений с различной степенью стратификации.

а) б)

в)
Рисунок 3.12 — a) Скорость фронта, б) обезразмеренное расстояние 𝐿*3/2 (𝑡*) и

в) положение фронта нормированное на расстояние, пройденное его
однородным аналогом, стратифицированного потока расчетов по схеме

КАБАРЕ экспериментов серии B

Серия С.
Эта часть исследования была проведена для изучения динамики распро­

странения стратифицированных течений, где верхний слой содержит большую
массу соли, и соответственно, имеет более высокую плавучесть, чем нижний
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слой. То есть серия C является противоположной конфигурацией по сравне­
нию с серией B, и имело целью понять, как меняется взаимодействие между
слоями и общая динамика потока при обратном соотношении плавучестей.

Все эксперименты в рамках этой серии были организованы так, чтобы
общая масса соли в закрытой части бака оставалась постоянной. Кроме того,
для удобства визуализации и расчетов, соленые жидкости разной плотности
окрашивались разными цветами: желтым красителем верхний слой и синим -
нижний. Эти цветовые маркеры также использовались в численных моделях,
чтобы точно отследить динамику жидкости.

Эксперимент С1.
Плотность верхнего слоя 𝜌𝑈 = 1013.2 кг

м3 , плотность нижнего слоя 𝜌𝐿 =

1017.5 кг
м3 , высота нижнего слоя ℎ𝐿 = 0.2 ·𝐻 = 0.04 м (рис. 3.13).

Рисунок 3.13 — Сравнение расчета по схеме КАБАРЕ и положения фронта
потока в эксперименте С1 в разное время (4, 8, 12, 16, 20, 24 cекунды). Слои

были окрашены в желтый и синий цвета с помощью красителей, чтобы
визуализировать моменты смешивания слоев

Эксперимент С4.
Плотность верхнего слоя 𝜌𝑈 = 1008.9 кг

м3 , плотность нижнего слоя 𝜌𝐿 =

1034.0 кг
м3 , высота нижнего слоя ℎ𝐿 = 0.2 ·𝐻 = 0.04 м (рис. 3.14).

Приведенные численные расчёты по двум экспериментам с двухслойной
жидкостью воспроизводят характерные особенности наблюдаемой динамики. В
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Рисунок 3.14 — Сравнение расчета по схеме КАБАРЕ и положения фронта
потока в эксперименте С4 в разное время (4, 8, 12, 16, 20, 24 секунды). Слои

были окрашены в желтый и синий цвета с помощью красителей, чтобы
визуализировать моменты смешивания слоев

начале процесса нижний слой, обладающий большей плотностью, инициирует
движение, формируя фронт потока. Однако из-за его относительной тонкости
верхний слой достаточно быстро догоняет нижний, после чего происходит пере­
мешивание, и поток начинает вести себя как однородный. Степень плотностного
контраста между слоями оказывает решающее влияние как на механизм сбли­
жения верхнего слоя с фронтом, так и на уровень межслоевого смешивания.

Численная модель адекватно отражает основные динамические особенно­
сти, зафиксированные в экспериментах. Тем не менее, на начальной стадии
фронт, формируемый в расчётах, отстаёт от экспериментального. Это расхож­
дение, вероятно, связано с отсутствием учета специфического механизма удале­
ния перегородки.

Рис. 3.15 сравнивает траектории обезразмеренной величины 𝐿* (𝑡*) - по­
ложение фронта придонного потока для приведенных выше экспериментов С1
и С4. Данные численного моделирования согласуются с экспериментальными,
что свидетельствует о хорошем воспроизведении моделью особенностей иссле­
дуемых в этой серии тестов. А именно, что хотя в эксперименте С4 сильная на­
чальная стратификация, но нижний слой изначально тонкий. Таким образом,
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Рисунок 3.15 — Обезразмеренное расстояние, пройденное придонным потоком
соленой жидкости, для расчетов по схеме КАБАРЕ экспериментов серии C

момент перемешивания наступает быстро. Следовательно, трение не вызывает
замедления потока.

Серия D.
Предыдущие серии экспериментов определили, что двухслойные потоки

могут разъединяться или смешиваться в зависимости от распределения плот­
ности, то есть массы соли между слоями. Этот подход был распространен на
трехслойные стратифицированные по плотности жидкости. Во всех тестах этой
серии толщины каждого слоя составляли 2

30 м, т.е. общая толщина 0.2 м делится
на 3 равные части. Плотность жидкостей варьировалась при сохранении посто­
янной массы жидкости в меньшей части бака. В опытах в верхний, средний и
нижний соленые слои добавляли красители красного, желтого и синего цветов
соответственно. Аналогично, в расчетах в начальный момент времени верхний
слой содержал только красный маркер, средний — желтый, а нижний — синий.

Эксперимент D1.
Плотность верхнего слоя 𝜌𝑈 = 1001.8 кг

м3 , плотность среднего слоя 𝜌𝑀 =

1005.3 кг
м3 , плотность нижнего слоя 𝜌𝐿 = 1044.9 кг

м3 (рис. 3.16).
В первом эксперименте серии D (рис. 3.16) наблюдается выраженный кон­

траст плотности между нижним и двумя верхними слоями. В момент начала
движения эта разница плотности приводит к тому, что именно нижний, более
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Рисунок 3.16 — Сравнение расчета по схеме КАБАРЕ и положения фронта
потока в эксперименте D1 в разное время (4с, 8с, 16с, 24с). Слои были

окрашены в красный, желтый и синий цвета с помощью красителей, чтобы
визуализировать моменты смешивания слоев

плотный слой инициирует распространение, формируя фронт потока практиче­
ски без участия верхних слоёв.

Два верхних слоя, которые имели близкие плотности, быстро перемешива­
ются между собой, создавая тонкий клин, который внедряется в течение ниж­
него слоя. Это наблюдение подтверждает, что в жидкостях с близкими плотно­
стями процесс смешивания происходит значительно быстрее.

Все описанные этапы взаимодействия слоев повторяются в численном рас­
чете. Например, к моменту времени T = 4с (рис. 3.16) желтого цвета уже нет.
Вместо этого можно увидеть оранжевый цвет (смесь желтого и красного цве­
тов). Это демонстрирует, как два верхних слоя, представленных различными
цветами, смешались в процессе эксперимента.

Однако стоит отметить, что в начале численного расчета нижний слой сме­
шивается с небольшой частью среднего слоя. Также смесь двух верхних слоев
менее активно внедряется в нижний слой. Данное отличие может быть связано
с различиями механизмов открывания шлюза. В эксперименте выдергивание
перегородки было более плавным и приводило к возникновению вертикальных
скоростей на граничных участках жидкости. В численном расчете, наоборот,
перегородка снималась мгновенно. Очевидно, что это различие в методах мо­
жет влиять на динамику перемешивания слоев и на их взаимодействие во время
течения.
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Эксперимент D2.
Плотность верхнего слоя 𝜌𝑈 = 1001.8 кг

м3 , плотность среднего слоя 𝜌𝑀 =

1023.2 кг
м3 , плотность нижнего слоя 𝜌𝐿 = 1026.8 кг

м3 (рис. 3.17).

Рисунок 3.17 — Сравнение расчета по схеме КАБАРЕ и положения фронта
потока в эксперименте D2 в разное время (4с, 8с, 16с, 24с). Слои были

окрашены в красный, желтый и синий цвета с помощью красителей, чтобы
визуализировать моменты смешивания слоев

Во втором эксперименте используется конфигурация, где плотности двух
нижних слоев были близки и значительно отличались от плотности верхнего
слоя. Это отличает его от первого эксперимента (D1), где нижний слой имел
самую высокую плотность, что вызывало его быстрое движение вперед и фор­
мирование фронта единолично.

К моменту времени Т = 4 секунды два нижних слоя почти полностью
перемешиваются, а верхний слой отстает, образуя тонкий клин. В численном
расчете (рис. 3.17), начиная с 4 секунд, фронт формируется жидкостью зеле­
ного цвета, что является результатом смешения желтого и синего цветов, пред­
ставляющих два нижних слоя. Это подтверждает быстрое и полное смешивание
этих слоев. В моменты времени Т = 16 секунды и Т = 24 секунды длина клина
верхнего слоя в расчете меньше, чем в эксперименте. Опять же, это может быть
объяснено различиями в механизмах открывания шлюза.

Эксперимент D3.
Плотность верхнего слоя 𝜌𝑈 = 1012.5 кг

м3 , плотность среднего слоя 𝜌𝑀 =

1016.0 кг
м3 , плотность нижнего слоя 𝜌𝐿 = 1023.2 кг

м3 (рис. 3.18).
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Рисунок 3.18 — Сравнение расчета по схеме КАБАРЕ и положения фронта
потока в эксперименте D3 в разное время (4с, 8с, 16с, 24с). Слои были

окрашены в красный, желтый и синий цвета с помощью красителей, чтобы
визуализировать моменты смешивания слоев

В третьем и заключительном эксперименте серии D реализован сценарий,
в котором плотности всех трех слоев были схожими. Это отличает его по срав­
нению с предыдущими экспериментами D1 и D2, где были более выраженные
различия в плотности между слоями.

В момент времени Т = 4 секунды средний слой клином рассекает нижний
слой. В этом можно заметить сходство с предыдущим экспериментом D2, где
нижние слои были близки по плотности и быстро перемешивались. Затем, к
моменту времени T = 8 секунд, верхний слой вклинивается в смесь нижних
слоев зеленого цвета. Затем весь поток тщательно перемешивается.

В проведённом численном расчёте (рис. 3.18) наблюдается похожая ди­
намика: все три слоя быстро перемешиваются, как и в эксперименте. Важно
отметить, что в моменты времени T = 4 с и T = 8 с клинья, которые образу­
ются при взаимодействии слоев, схожи с наблюдаемыми в эксперименте. Это
говорит о точности численного моделирования при условиях взаимодействия
слоев со схожими плотностями.

Анализ результатов показывает, что в течение первых 8 секунд каждого
из тестов, разработанная вычислительная модель достаточно точно повторяет
положение фронта придонного потока. Сравнение с фотографиями, приведен­
ными в те же моменты времени в статье [1], также свидетельствует об адекват­
ности структуры течения.
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Однако на результаты расчета для моментов времени 16 и 24 секунды,
изображенных на двух нижних строках рис. 3.16 - рис. 3.18, заметно существен­
ное расхождение с экспериментальными данными. Согласно статье [1], красные
сегменты соответствуют 12 и 16 секундам.

Такое резкое несоответствие может быть объяснено ошибкой, которую, по­
видимому, допустили в статье. Исходя из расчетных данных, есть все основания
полагать, что представленные в статье фотографии на самом деле соответству­
ют моментам времени 16 и 24 секунды, а не 12 и 16, как указано в исходном
источнике. Последующие расчеты на сгущающихся сетках (3.23) подтверждают
это предположение.

Рисунок 3.19 — Сравнение безразмерного расстояния 𝐿*3/2 (𝑡*), пройденного
фронтом потока, в расчетах по схеме КАБАРЕ экспериментов серии D (метки

D1, D2, D3) и теоретической зависимостью величины однородного солевого
течения от времени (метка "теория")

На основе расчетов серии D и теоретической зависимости (3.19), построен
график 𝐿*3/2 (𝑡*). Безразмерные графики расстояние-время (рис. 3.19) согла­
суются с теоретическими выводами статьи [1]. Согласно этим выводам, сопро­
тивление играет большую роль в замедлении потока там, где велик контраст
плотности между нижним и верхним слоями.

На рис. 3.20 показан график изменения во времени кинетической, свобод­
ной потенциальной и полной энергий при расчете эксперимента D1. За нулевую
точку отсчета принимается минимально возможная потенциальная энергия од­
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Рисунок 3.20 — Полная, кинетическая и потенциальная энергии расчета опыта
D1 по схеме КАБАРЕ на сетке 300x50

нородной стратифицированной по длине бака жидкости. Полная энергия рас­
считывается как сумма потенциальной и кинетической энергий.

В ходе расчета кинетическая энергия сначала увеличивается от нуля до по­
ловины начальной полной (потенциальной) энергии, а затем постепенно умень­
шается до одной трети. К концу расчета остается только половина полной энер­
гии.

Поскольку в математической модели отсутствуют сила придонного трения
и турбулентная вязкость, полная энергия теряется за счет численной диссипа­
ции. Она имеет три источника. Первый источник формируется в процессе моно­
тонизации схемы КАБАРЕ за счет нелинейной коррекции потока по принципу
максимума.

Второй источник связан с интерполяцией консервативных переменных в
процессе перестройки расчетной сетки. Величина числовой диссипации в этом
случае зависит от порядка аппроксимации алгоритма, частоты и «глубины»
перестройки сетки.

Третий источник численной диссипации — фильтрация потоковых пере­
менных, которую необходимо дополнительно вводить для обеспечения коррект­
ности гидростатического приближения. Его значение зависит от параметров
фильтрации.

На рис. 3.21 представлены зависимости потери полной энергии от времени
для различных фильтрационных параметров скорости потока и толщины слоя
𝜎ℎ = 𝜎𝑢, при фиксированном значении параметра фильтрации составляющей
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Рисунок 3.21 — Изменение полной энергии расчета эксперимента D1 по схеме
КАБАРЕ при различных параметрах фильтра переменных потока на

сетке 300x50

потока, связанной с давлением, 𝜎𝑝 = 1.2. Чем ближе параметр фильтрации
(3.13) к единице, тем меньшему сглаживанию подвергается соответствующая
величина. Если 𝜎ℎ = 𝜎𝑢 = 1, то фильтрации нет, сглаживания не происходит и
расчет становится невозможным из-за появления неустойчивости.

Из рис. 3.21 видно, что чем ближе параметры фильтрации 𝜎ℎ = 𝜎𝑢 к еди­
нице, тем выше лежит соответствующий график и сеточная диссипация оказы­
вается меньше.

Рисунок 3.22 — Изменение полной энергии расчета эксперимента D1 по схеме
КАБАРЕ при различных параметрах фильтрации части потока, связанного с

давлением, на сетке 300x50

Расчеты показывают, что при использовании 𝜎𝑝 < 1 развивается неустой­
чивость свободной границы. Верификационные расчеты показали, что много­
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слойная гидростатическая модель CABARET-MFSH устойчива при коэффи­
циентах фильтрации давления больше единицы. На рис. 3.22 показана за­
висимость полной энергии от значения 𝜎𝑝 при фиксированных параметрах
𝜎ℎ = 𝜎𝑢 = 0.9: по мере приближения 𝜎𝑝 к единице величина сеточной дис­
сипации снижается.

Таким образом фильтрация потоковых переменных и части потока, свя­
занного с давлением, важна для обеспечения корректности гидростатического
приближения, но ее вклад в диссипацию незначителен.

Рисунок 3.23 — Расчет по схеме КАБАРЕ эксперимента D1 на разных сетках
(300х50, 600х100, 1200х200, 2400х400) в моменты времени: а) Т=8с, б) Т=16с

Поскольку различия в поведении полной энергии при 𝜎𝑢,𝜎ℎ– 0.9, 0.95 и
при 𝜎𝑝 – 1.1, 1.2 не существенны, то для большей робастности алгоритма были
выбраны оптимальными параметры 𝜎ℎ = 𝜎𝑢 = 0.9,𝜎𝑃 = 1.2. При данных па­
раметрах фильтрации расчеты эксперимента D1 проводились на серии сеток с
возрастающим разрешением (300х50,600х100,1200х200,2400х400) (рис. 3.23).
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Результаты расчета приводятся на два момента времени. Видно, что имеет
место сходимость по сетке. Это подтверждается и графиком полной энергии
(рис. 3.24) на той же серии сеток.

Рисунок 3.24 — Изменение полной энергии расчета эксперимента D1 по схеме
КАБАРЕ на сетках с возрастающим разрешением(300х50, 600х100, 1200х200,

2400х400)

3.7 Валидация модели CABARET-MFSH на задаче интрузивного
течения

Интрузивные течения представляют собой распространение струи жидко­
сти промежуточной плотности вдоль границы раздела в стратифицированной
среде. В рамках настоящей работы эта задача использовалась как один из ва­
лидационных тестов для модели CABARET-MFSH. Целью численного расчёта
является воспроизведение основных характеристик лабораторного эксперимен­
та Sutherland [2].

Экспериментальная установка представляет собой резервуар(рис. 3.25),
разделённый перегородкой на две части: одна содержит двухслойную жидкость
с плотностями 𝜌0 и 𝜌1, другая — жидкость промежуточной плотности 𝜌𝑙, удо­
влетворяющей неравенству 𝜌0 < 𝜌𝑙 < 𝜌1. После снятия перегородки жидкость
плотности 𝜌𝑙 начинает распространяться вдоль границы между слоями. В рам­
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Рисунок 3.25 — Параметры экспериментальной установки лабораторных
экспериментов

ках эксперимента выполнен цифровой анализ изображений, позволяющий ко­
личественно оценить характеристики возникающих волн.

Были произведены численные расчёты данного эксперимента с использо­
ванием моделей CABARET-MFSH и явной негидростатической модели динами­
ки жидкости CABARET–NH [101], а также выполнено сравнение полученных
результатов на различных моментах времени (рис. 3.26) при 𝜌𝑙 = (𝜌0 + 𝜌1)/2.

Рисунок 3.26 — Сравнение результатов численных моделей CABARET-MFSH
и CABARET-NH с экспериментальными данными на разные моменты времени

(2с, 14с, 26с, 38с)
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Анализ показывает, что гидростатическая модель CABARET-MFSH вос­
производит положение и форму фронта струи ближе к экспериментальным дан­
ным. Уже на раннем этапе (2с) и особенно на более поздних стадиях (14- 38с)
видно, что фронт распространения струи в расчётах по CABARET-MFSH сов­
падает с экспериментом как по скорости продвижения, так и по длине струи. В
то же время негидростатическая модель CABARET-NH демонстрирует преж­
девременное торможение фронта и его недостаточное продвижение вперёд.

С другой стороны, в расчётах по негидростатической модели CABARET­
NH заметно развитие вихревой структуры в области за фронтом струи, особен­
но на промежуточных этапах (14–26с). Это связано с тем, что негидростатиче­
ская модель учитывает вертикальные ускорения, позволяя описывать локаль­
ные неустойчивости и колебания внутри потока. В то время как гидростати­
ческая модель таких деталей не воспроизводит, её решение оказывается более
сглаженным. Хотя такие особенности могут быть важны при изучении турбу­
лентности или начального смешивания, для воспроизведения основных характе­
ристик струи — положения и формы фронта — гидростатическое приближение
демонстрирует более стабильные и близкие к эксперименту результаты.
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Глава 4. Многослойная гидростатическая модель CABARET-MFSH
в трехмерной постановке

Данная глава посвящена обобщению многослойной гидростатической мо­
дели CABARET-MFSH на случай трех пространственных переменных. Особое
внимание уделяется характеристической форме решаемых уравнений. Она ис­
пользуется в схеме КАБАРЕ для нахождения локальных инвариантов Римана.
Полученные локальные инварианты для каждого из направлений позволяют
говорить о сохранении свойства сбалансированности численного алгоритма в
случае трех пространственных переменных.

Двумерные гравитационные течения подробно изучены в ряде экспери­
ментальных и теоретических работ [1; 2; 4; 102—104]. Существенно меньше
внимания в литературе уделено трёхмерным течениям, включая осесимметрич­
ные случаи [105; 106], которые, тем не менее, могут быть адекватно описаны
с использованием модели CABARET-MFSH в двумерной постановке. В данной
главе представлена валидация модели на основе лабораторного эксперимента,
обладающего выраженной трёхмерной структурой [3]. Сопоставление резуль­
татов моделирования с экспериментальными наблюдениями продемонстриро­
вало достаточно точное совпадение, подтверждающее применимость модели
CABARET-MFSH для воспроизведения трёхмерной динамики стратифициро­
ванных течений.

4.1 Уравнения многослойной мелкой воды в случае трех
пространственных координат

Систему уравнений многослойной мелкой воды с переменной плотностью
без обмена массой и импульсом между слоями можно представить в виде сум­
мы однослойных уравнений, связанных друг с другом силами давления и реак­
ции, действующими на их границах раздела. Три пространственные переменные
означают, что есть два горизонтальных направления (ось x и ось y) и вертикаль­
ное направление (ось z), по которым происходит разделение на слои:
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𝜕ℎ𝑘+1/2

𝜕𝑡 +
𝜕(ℎ𝑢)𝑘+1/2

𝜕𝑥 +
𝜕(ℎ𝑣)𝑘+1/2

𝜕𝑦 = 0,
𝜕(𝜌ℎ)𝑘+1/2

𝜕𝑡 +
𝜕(𝜌ℎ𝑢)𝑘+1/2

𝜕𝑥 +
𝜕(𝜌ℎ𝑣)𝑘+1/2

𝜕𝑦 = 0,

𝜕(𝜌ℎ𝑢)𝑘+1/2

𝜕𝑡 +
𝜕(𝜌ℎ𝑢2)

𝑘+1/2

𝜕𝑥 +
𝜕(𝜌ℎ𝑢𝑣)𝑘+1/2

𝜕𝑦 + 𝑔
2

𝜕(𝜌ℎ2)
𝑘+1/2

𝜕𝑥 +

+
𝜕(ℎ𝑃 )𝑘+1/2

𝜕𝑥 = 𝑃𝑘
𝜕𝑍𝑘

𝜕𝑥 − 𝑃𝑘+1
𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑥 ,

𝜕(𝜌ℎ𝑣)𝑘+1/2

𝜕𝑡 +
𝜕(𝜌ℎ𝑣2)

𝑘+1/2

𝜕𝑦 +
𝜕(𝜌ℎ𝑢𝑣)𝑘+1/2

𝜕𝑥 + 𝑔
2

𝜕(𝜌ℎ2)
𝑘+1/2

𝜕𝑦 +

+
𝜕(ℎ𝑃 )𝑘+1/2

𝜕𝑦 = 𝑃𝑘
𝜕𝑍𝑘

𝜕𝑦 − 𝑃𝑘+1
𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑦 ,

(4.1)

где 𝑘 = 0,...,𝑁−1- номер слоя, отсчитываемый от свободной поверхности,
ℎ𝑘+1/2 = 𝑍𝑘 − 𝑍𝑘+1, 𝑢𝑘+1/2, 𝑣𝑘+1/2, 𝜌𝑘+1/2 - толщина, горизонтальные скорости
и плотность k-го слоя, 𝑍0,𝑍𝑁 - координаты свободной поверхности и дна, 𝑍𝑘

- координата раздела двух слоев 𝑘 и 𝑘 + 1, 𝑃0 = 𝑃𝑇 - внешнее давление на
свободную поверхность 𝑍0, 𝑃𝑘+1 = 𝑃𝑘 + 𝑔 (𝜌ℎ)𝑘+1/2 -гидростатическое давление
на уровне 𝑍𝑘+1 и 𝑃𝑘+1/2 = (𝑃𝑘 + 𝑃𝑘+1) /2.

Балансно-характеристические методы требуют знания характеристиче­
ской формы системы уравнений. Характеристическая форма уравнений запи­
сывается относительно некоторого направления. В данном случае их два по
осям x и y. Рассмотрим направление x и применим алгоритм гиперболического
разложения. Простая форма системы (4.1) получается путем применения прави­
ла производной произведения к членам левых частей уравнений и приведения
подобных слагаемых между получившимися уравнениями:

𝜕ℎ
𝑘+1

2

𝜕𝑡 + ℎ𝑘+1
2

𝜕𝑢
𝑘+1

2

𝜕𝑥 + 𝑢𝑘+1
2

𝜕ℎ
𝑘+1

2

𝜕𝑥 = 𝐺1
𝑘+1

2

,
𝜕𝜌

𝑘+1
2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+ 1
2

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑥 = 𝐺2
𝑘+ 1

2
𝜕𝑢

𝑘+1
2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+1
2

𝜕𝑢
𝑘+1

2

𝜕𝑥 + 𝑃𝑘+1

(𝜌ℎ)
𝑘+1

2

𝜕ℎ
𝑘+1

2

𝜕𝑥 +
(︁
𝑔ℎ
2𝜌

)︁
𝑘+1

2

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑥 = 𝐺3
𝑘+ 1

2

𝜕𝑣
𝑘+1

2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+ 1
2

𝜕𝑣
𝑘+1

2

𝜕𝑥 = 𝐺4
𝑘+1

2

,

где
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𝐺1
𝑘+ 1

2

= −
𝜕(ℎ𝑣)

𝑘+1
2

𝜕𝑦 ,

𝐺2
𝑘+ 1

2

= − 1
𝜌
𝑘+1

2

𝜕(𝜌ℎ𝑣)
𝑘+1

2

𝜕𝑦 ,

𝐺3
𝑘+ 1

2

= − 1
(𝜌ℎ)

𝑘+1
2

[︂
ℎ𝑘+ 1

2

𝑃𝑘

𝜕𝑥 + 𝑃𝑘
𝜕𝑍𝑘

𝜕𝑥 − 𝑃𝑘+1
𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑥 +
𝜕(𝜌ℎ𝑢𝑣)

𝑘+1
2

𝜕𝑦

]︂
,

𝐺4
𝑘+ 1

2

= − 1
(𝜌ℎ)

𝑘+1
2

[︂
(𝜌ℎ𝑣)𝑘+1

2

𝜕𝑣
𝑘+1

2

𝜕𝑦 + 𝑔
2

𝜕(𝜌ℎ2)
𝑘+1

2

𝜕𝑦 +
𝜕(ℎ𝑃 )

𝑘+1
2

𝜕𝑦 + 𝑃𝑘
𝜕𝑍𝑘

𝜕𝑦 − 𝑃𝑘+1
𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑦

]︂
.

Или в векторной записи:

𝜕𝜙⃗𝑘+1/2

𝜕𝑡
+ 𝐴𝑘+1/2

𝜕𝜙⃗𝑘+1/2

𝜕𝑥
= 𝐺⃗𝑘+1/2,

где 𝐴𝑘+1/2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑢𝑘+1/2 0 ℎ𝑘+1/2 0

0 𝑢𝑘+1/2 0 0

𝑃𝑘+1/ (𝜌ℎ)𝑘+1/2 (𝑔ℎ/2𝜌)𝑘+1/2 𝑢𝑘+1/2 0

0 0 0 𝑢𝑘+1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜙⃗ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ℎ

𝜌

𝑢

𝑣

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,𝐺⃗ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐺1

𝐺2

𝐺3

𝐺4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Для полученной матрицы k-го слоя𝐴𝑘+1/2 собственные значения действи­
тельны:

𝜆1,𝑘+1/2 = (𝑢+ 𝑐)𝑘+1/2 ,𝜆2,𝑘+1/2 = (𝑢− 𝑐)𝑘+1/2 ,𝑐𝑘+1/2 =
√︀
𝑃𝑘+1/𝜌𝑘+1/2,

𝜆3,𝑘+1/2 = 𝜆4,𝑘+1/2 = 𝑢𝑘+1/2

Это приводит к системе независимых характеристических уравнений:
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(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑡 +

𝑐
ℎ
𝜕ℎ
𝜕𝑡 +

𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑡

)︁
𝑘+1/2

+ (𝑢+ 𝑐)𝑘+1/2
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𝜕𝑢
𝜕𝑥 +

𝑐
ℎ
𝜕ℎ
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𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑥

)︁
𝑘+1/2

= 𝐷1
𝑘+1/2,(︁

𝜕𝑢
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𝑐
ℎ
𝜕ℎ
𝜕𝑡 −

𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑡

)︁
𝑘+1/2

+ (𝑢− 𝑐)𝑘+1/2

(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑥 −

𝑐
ℎ
𝜕ℎ
𝜕𝑥 −

𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑥

)︁
𝑘+1/2

= 𝐷2
𝑘+1/2,

𝜕𝜌𝑘+1/2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+1/2
𝜕𝜌𝑘+1/2

𝜕𝑥 = 𝐷3
𝑘+1/2,

𝜕𝑣𝑘+1/2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+1/2
𝜕𝑣𝑘+1/2

𝜕𝑥 = 𝐷4
𝑘+1/2.

(4.2)
Характеристический вид уравнений используется в схеме КАБАРЕ для

нахождения локальных инвариантов Римана. Аналогично двумерному случаю,
описанному в предыдущей главе, для построения численного алгоритма со свой­
ством сбалансированности система уравнений (4.2) преобразуется с помощью
выражений ℎ𝑘+1/2 = 𝑍𝑘 − 𝑍𝑘+1,𝑍𝑘 = 𝑍𝑈,𝑘+1/2:

(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑡 +

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑈

𝜕𝑡 + 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑡

)︁
𝑘+1

2

+ (𝑢+ 𝑐)𝑘+ 1
2

(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑥 +

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑈

𝜕𝑥 + 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑥

)︁
𝑘+1

2

= 𝑄1
𝑥,𝑘+ 1

2

,(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑡 −

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑈

𝜕𝑡 − 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑡

)︁
𝑘+ 1

2

+ (𝑢− 𝑐)𝑘+ 1
2

(︁
𝜕𝑢
𝜕𝑥 −

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑈

𝜕𝑥 − 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑥

)︁
𝑘+1

2

= 𝑄2
𝑥,𝑘+ 1

2

,

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+ 1
2

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑥 = 𝑄3
𝑥,𝑘+ 1

2

,
𝜕𝑣

𝑘+1
2

𝜕𝑡 + 𝑢𝑘+ 1
2

𝜕𝑣
𝑘+1

2

𝜕𝑥 = 𝑄4
𝑥,𝑘+1

2

,

(4.3)

где

𝑄1
𝑥,𝑘+1

2

= 𝐷1
𝑘+ 1

2

+
(︀
𝑐
ℎ

)︀
𝑘+1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑡 +
[︀
(𝑢+ 𝑐) 𝑐

ℎ

]︀
𝑘+ 1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑥 ,

𝑄2
𝑥,𝑘+1

2

= 𝐷2
𝑘+ 1

2

−
(︀
𝑐
ℎ

)︀
𝑘+ 1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑡 −
[︀
(𝑢− 𝑐) 𝑐

ℎ

]︀
𝑘+ 1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑥 ,

𝑄3
𝑥,𝑘+1

2

= 𝐷3
𝑘+ 1

2

, 𝑄4
𝑥,𝑘+1

2

= 𝐷4
𝑘+ 1

2

.

Точно так же может быть получена характеристическая форма для вто­
рого направления:

(︁
𝜕𝑣
𝜕𝑡 +

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑈

𝜕𝑡 + 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑡

)︁
𝑘+1

2

+ (𝑣 + 𝑐)𝑘+ 1
2

(︁
𝜕𝑣
𝜕𝑦 +

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑈

𝜕𝑦 + 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑦

)︁
𝑘+ 1

2

= 𝑄1
𝑦,𝑘+ 1

2

,(︁
𝜕𝑣
𝜕𝑡 −

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑈

𝜕𝑡 − 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑡

)︁
𝑘+ 1

2

+ (𝑣 − 𝑐)𝑘+ 1
2

(︁
𝜕𝑣
𝜕𝑦 −

𝑐
ℎ
𝜕𝑍𝑈

𝜕𝑦 − 𝑔ℎ
2𝜌𝑐

𝜕𝜌
𝜕𝑦

)︁
𝑘+ 1

2

= 𝑄2
𝑦,𝑘+ 1

2

,

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑡 + 𝑣𝑘+1
2

𝜕𝜌
𝑘+1

2

𝜕𝑦 = 𝑄3
𝑦,𝑘+ 1

2

,
𝜕𝑢

𝑘+1
2

𝜕𝑡 + 𝑣𝑘+ 1
2

𝜕𝑢
𝑘+1

2

𝜕𝑦 = 𝑄4
𝑦,𝑘+ 1

2

.

(4.4)
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где правые части выглядят следующим образом:

𝑄1
𝑦,𝑘+ 1

2

= 𝐷1
𝑘+ 1

2

+
(︀
𝑐
ℎ

)︀
𝑘+1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑡 +
[︀
(𝑢+ 𝑐) 𝑐

ℎ

]︀
𝑘+ 1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑦 ,

𝑄2
𝑦,𝑘+ 1

2

= 𝐷2
𝑘+ 1

2

−
(︀
𝑐
ℎ

)︀
𝑘+ 1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑡 −
[︀
(𝑢− 𝑐) 𝑐

ℎ

]︀
𝑘+ 1

2

𝜕𝑍𝑘+1

𝜕𝑦 ,

𝑄3
𝑦,𝑘+ 1

2

= 𝐷3
𝑘+ 1

2

, 𝑄4
𝑦,𝑘+ 1

2

= 𝐷4
𝑘+ 1

2

.

4.2 Численный алгоритм в случае трех пространственных
переменных

Введем в области𝐺 = {𝑙1𝑥 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙2𝑥,𝑙1𝑦 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙2𝑦,0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} равномерную
сетку Ω:

Ω =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑖 : 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 = ℎ𝑥 > 0;𝑥0 = 𝑙1𝑥; 𝑥𝑁𝑥

= 𝑙2𝑥; 𝑖 = 0,𝑁𝑥 − 1

𝑦𝑗 : 𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗 = ℎ𝑦 > 0; 𝑦0 = 𝑙1𝑦; 𝑦𝑁𝑦
= 𝑙2𝑦; 𝑗 = 0,𝑁𝑦 − 1

𝑡𝑛 : 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 = 𝜏 > 0; 𝑡0 = 0; 𝑡𝐾 = 𝑇 ;𝑛 = 0,𝐾 − 1

В схеме КАБАРЕ используется два типа переменных: потоковые и кон­
сервативные [37]. Потоковые переменные относятся к серединам вертикальных
граней расчетных ячеек, консервативные – к их центрам. Потоковые перемен­
ные, относящиеся к слою с номером 𝑘+ 1

2 , будем обозначать как 𝑓𝑘+1/2
𝑖,𝑗+1/2,𝑓

𝑘+1/2
𝑖+1/2,𝑗, и

консервативные переменные как 𝑓𝑘+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2. На каждом вычислительном шаге

используются три временных слоя: текущий 𝑡𝑛,следующий𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝜏 и про­
межуточный 𝑡𝑛+1/2 = 𝑡𝑛 + 𝜏/2. Переменные, относящиеся к слою 𝑡𝑛+1 ниже по
тексту, будут снабжены верхней крышкой (например,𝜌𝑘+1/2

𝑖 ) , чтобы обозначить
промежуточный слой 𝑡𝑛+1/2- тильда (например, 𝜌𝑘+1/2

𝑖 ).
Первая фаза
На первой фазе вычисляются значения консервативных переменных на

промежуточном временном слое из аппроксимации системы уравнений (4.1).
Рассмотрение случая трех пространственных переменных приводит к громозд­
кости формул. Введем дополнительные обозначения 𝑓𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 𝑓𝑐,𝑓𝑖+1/2,𝑗 =

𝑓𝐵,𝑓𝑖+1/2,𝑗+1 = 𝑓𝐹 ,𝑓𝑖,𝑗+1/2 = 𝑓𝐿, 𝑓𝑖+1,𝑗+1/2 = 𝑓𝑅,𝑓
𝑘 = 𝑓𝑈 ,𝑓𝑘+1 = 𝑓𝐷,𝑓𝑘+1/2 = 𝑓 ,

которые улучшают восприятие формул.
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ℎ̃𝑐−ℎ𝑐

𝜏/2 +
(ℎ𝑢)𝑅−(ℎ𝑢)𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
+

(ℎ𝑣)𝐹−(ℎ𝑣)𝐵
Δ𝑦𝑗+1/2

= 0,
𝜌ℎ̃𝑐−𝜌ℎ𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ𝑢)𝑅−(𝜌ℎ𝑢)𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
+

(𝜌ℎ𝑣)𝐹−(𝜌ℎ𝑣)𝐵
Δ𝑦𝑗+1/2

= 0,

(𝜌ℎ̃𝑢̃)
𝑐
−(𝜌ℎ𝑢)𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ𝑢2)

𝑅
−(𝜌ℎ𝑢2)

𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
+

(𝜌ℎ𝑢𝑣)𝐹−(𝜌ℎ𝑢𝑣)𝐵
Δ𝑦𝑗+1/2

+

+
(ℎ𝑃 )𝑅−(ℎ𝑃 )𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
+

𝑃𝐷
𝑅 +𝑃𝐷

𝐿

2
𝑍𝐷
𝑅−𝑍𝐷

𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
− 𝑃𝑈

𝑅+𝑃𝑈
𝐿

2
𝑍𝑈
𝑅−𝑍𝑈

𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
= 0

(𝜌ℎ̃𝑣)
𝑐
−(𝜌ℎ𝑣)𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ𝑣2)

𝐹
−(𝜌ℎ𝑣2)

𝐵

Δ𝑦𝑗+1/2
+

(𝜌ℎ𝑢𝑣)𝑅−(𝜌ℎ𝑢𝑣)𝐿
Δ𝑥𝑖+1/2

+

+
(ℎ𝑃 )𝐹−(ℎ𝑃 )𝐵

Δ𝑦𝑗+1/2
+

𝑃𝐷
𝐹 +𝑃𝐷

𝐵

2
𝑍𝐷
𝐹 −𝑍𝐷

𝐵

Δ𝑦𝑗+1/2
− 𝑃𝑈

𝐹 +𝑃𝑈
𝐵

2
𝑍𝑈
𝐹 −𝑍𝑈

𝐵

Δ𝑦𝑗+1/2
= 0

(4.5)

где 𝑃𝐷
𝑄 = 𝑃𝑈

𝑄 + 𝑔 (𝜌ℎ)𝑄, 𝑃𝑄 =
(︀
𝑃𝑈
𝑄 + 𝑃𝐷

𝑄

)︀
/2, 𝑄 = {𝐿,𝑅,𝐵,𝐹}.

Вторая фаза
На второй фазе схемы КАБАРЕ вычисляются значения потоковых пере­

менных на новом временном слое. Для этого используем процедуру экстрапо­
ляции локальных инвариантов по каждому направлению в пределах простран­
ственно-временных расчетных ячеек. Согласно уравнениям (4.3) и (4.4), инва­
рианты переносимые по двум направлениям имеют вид:

𝐼𝑥1 = 𝑢+ 𝐺̃𝑐𝑍
𝑈 + 𝐷̃𝑐𝜌, 𝐼

𝑦
1 = 𝑣 + 𝐺̃𝑐𝑍

𝑈 + 𝐷̃𝑐𝜌,

𝐼𝑥2 = 𝑢− 𝐺̃𝑐𝑍
𝑈 − 𝐷̃𝑐𝜌, 𝐼

𝑦
2 = 𝑣 − 𝐺̃𝑐𝑍

𝑈 − 𝐷̃𝑐𝜌,

𝐼𝑥3 = 𝜌, 𝐼𝑦3 = 𝜌,

𝐼𝑥4 = 𝑣, 𝐼𝑦4 = 𝑢,

где 𝐺̃𝑐 =
(︁

𝑐
ℎ̃

)︁
𝑐
,𝐷̃𝑐 =

𝑔
2

(︁
ℎ̃
𝜌𝑐

)︁
𝑐
,𝑐 =

√︀
𝑃𝐷/𝜌𝑐.

Заметим, что первые три инварианта каждого направления эквивалентны
инвариантам 2D-версии схемы CABARET-MFSH, а четвертый — перенос состав­
ляющей скорости перпендикулярно направлению. Подробное описание второго
этапа можно найти в предыдущих главах. Приведем только формулы для по­
лучения переменных потока из инвариантов на новом временном слое. Направ­
ление вдоль оси Х:

𝑢̂
𝑘+1/2
𝑖,𝑗+1/2 =

[︁
(𝐼𝑥1 )

𝑘+1/2

𝑖,𝑗+1/2
−𝐷̃1𝜌

𝑘+1/2
𝑖,𝑗+1/2

]︁
𝐺̃2+

[︁
(𝐼𝑥2 )

𝑘+1/2

𝑖,𝑗+1/2
+𝐷̃2𝜌

𝑘+1/2
𝑖,𝑗+1/2

]︁
𝐺̃1

𝐺̃1+𝐺̃2

𝑍𝑘
𝑖,𝑗+1/2 =

[︁
(𝐼𝑥1 )

𝑘+1/2

𝑖,𝑗+1/2
−𝐷̃1𝜌

𝑘+1/2
𝑖,𝑗+1/2

]︁
−
[︁
(𝐼𝑥2 )

𝑘+1/2

𝑖,𝑗+1/2
+𝐷̃2𝜌

𝑘+1/2
𝑖,𝑗+1/2

]︁
𝐺̃1+𝐺̃2

𝜌
𝑘+1/2
𝑖,𝑗+1/2 =

(︁
𝐼𝑥3

)︁𝑘+1/2

𝑖,𝑗+1/2

𝑣
𝑘+1/2
𝑖,𝑗+1/2 =

(︁
𝐼𝑥4

)︁𝑘+1/2

𝑖,𝑗+1/2
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Направление вдоль оси Y:

𝑣
𝑘+1/2
𝑖+1/2,𝑗 =

[︁
(𝐼𝑦1)

𝑘+1/2

𝑖+1/2,𝑗
−𝐷̃1𝜌

𝑘+1/2
𝑖+1/2,𝑗

]︁
𝐺̃2+

[︁
(𝐼𝑦2)

𝑘+1/2

𝑖+1/2,𝑗
+𝐷̃2𝜌

𝑘+1/2
𝑖+1/2,𝑗

]︁
𝐺̃1

𝐺̃1+𝐺̃2

𝑍𝑘
𝑖+1/2,𝑗 =

[︁
(𝐼𝑦1)

𝑘+1/2

𝑖+1/2,𝑗
−𝐷̃1𝜌

𝑘+1/2
𝑖+1/2,𝑗

]︁
−
[︁
(𝐼𝑦2)

𝑘+1/2

𝑖+1/2,𝑗
+𝐷̃2𝜌

𝑘+1/2
𝑖+1/2,𝑗

]︁
𝐺̃1+𝐺̃2

𝜌
𝑘+1/2
𝑖+1/2,𝑗 =

(︁
𝐼𝑦3

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2,𝑗

𝑢̂
𝑘+1/2
𝑖+1/2,𝑗 =

(︁
𝐼𝑦4

)︁𝑘+1/2

𝑖+1/2,𝑗

Затем вычисляем ℎ̂
𝑘+1/2
𝑖,𝑗+1/2 = 𝑍𝑘

𝑖,𝑗+1/2−𝑍𝑘+1
𝑖,𝑗+1/2 и ℎ̂𝑘+1/2

𝑖+1/2,𝑗 = 𝑍𝑘
𝑖+1/2,𝑗 −𝑍𝑘+1

𝑖+1/2,𝑗.
Третья фаза
На третьей фазе вычисляются значения консервативных переменных на

новом временном слое из аппроксимации системы уравнений (4.1).

ℎ̂𝑐−ℎ̃𝑐

𝜏/2 +
(ℎ̂𝑢̂)

𝑅
−(ℎ̂𝑢̂)

𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
+

(ℎ̂𝑣)
𝐹
−(ℎ̂𝑣)

𝐵

Δ𝑦𝑗+1/2
= 0,

𝜌ℎ̂𝑐−𝜌ℎ̃𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ̂𝑢̂)

𝑅
−(𝜌ℎ̂𝑢̂)

𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
+

(𝜌ℎ̂𝑣)
𝐹
−(𝜌ℎ̂𝑣)

𝐵

Δ𝑦𝑗+1/2
= 0,

(𝜌ℎ̂𝑢̂)
𝑐
−(𝜌ℎ̃𝑢̃)

𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ̂𝑢̂2)

𝑅
−(𝜌ℎ̂𝑢̂2)

𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
+

(𝜌ℎ̂𝑢̂𝑣)
𝐹
−(𝜌ℎ̂𝑢̂𝑣)

𝐵

Δ𝑦𝑗+1/2
+

+
(ℎ̂𝑃)

𝑅
−(ℎ̂𝑃)

𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
+

𝑃𝐷
𝑅 +𝑃𝐷

𝐿

2
𝑍𝐷
𝑅−𝑍𝐷

𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
− 𝑃𝑈

𝑅+𝑃𝑈
𝐿

2
𝑍𝑈
𝑅−𝑍𝑈

𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
= 0,

(𝜌ℎ̂𝑣)
𝑐
−(𝜌ℎ̃𝑣)

𝑐

𝜏/2 +
(𝜌ℎ̂𝑣2)

𝐹
−(𝜌ℎ̂𝑣2)

𝐵

Δ𝑦𝑗+1/2
+

(𝜌ℎ̂𝑢̂𝑣)
𝑅
−(𝜌ℎ̂𝑢̂𝑣)

𝐿

Δ𝑥𝑖+1/2
+

+
(ℎ̂𝑃)

𝐹
−(ℎ̂𝑃)

𝐵

Δ𝑦𝑗+1/2
+

𝑃𝐷
𝐹 +𝑃𝐷

𝐵

2
𝑍𝐷
𝐹 −𝑍𝐷

𝐵

Δ𝑦𝑗+1/2
− 𝑃𝑈

𝐹 +𝑃𝑈
𝐵

2
𝑍𝑈
𝐹 −𝑍𝑈

𝐵

Δ𝑦𝑗+1/2
= 0

(4.6)

Методы регуляризации задачи
Алгоритм гиперболической декомпозиции, как было показано выше, поз­

волил получить представление исходной матрицы в виде произведения матриц
4х4, собственные значения каждой из которых легко вычисляются и всегда ока­
зываются действительными числами. Некорректность полной системы при этом
не исчезнет и будет проявляться в высокочастотном искажении границ. Для ре­
гуляризации задачи применяются хорошо зарекомендовавшие себя в двумерной
постановке методы: процедура сглаживания границ разделов слоев и процедура
фильтрации.

Процедура сглаживания границы раздела запускает механизм обмена мас­
сой и импульсом между слоями. Перестройка сетки проводится после вычисле­
ния консервативных переменных на промежуточном временном слое в фазе 1,
и второй раз – после фазы 3.
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Потоки находятся из условия, что плотность и горизонтальные скорости
являются линейными функциями на отрезке, соединяющем середины соседних
слоев. Рассмотрим ячейки двух смежных слоев (с индексами D- нижний слой,
U-верхний слой). Обозначим через ∆𝑧 = ℎ𝐷 − ℎ𝐷,𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑 изменение границы
между слоями, ∆𝑥,∆𝑦 - горизонтальные размеры этих ячеек, ∆𝑚,∆𝑝𝑥,∆𝑝𝑦-
изменение массы и двух компонент импульса слоев. Получаем следующие вы­
ражения:

∆𝑚 = 𝜌𝐷∆𝑧∆𝑥∆𝑦 +
1
2 (ℎ𝐷 +∆𝑧) 𝜌𝑈−𝜌𝐷

(ℎ𝑈+ℎ𝐷)/2∆𝑧∆𝑥∆𝑦,

∆𝑝𝑥 = 𝜌𝐷𝑢𝐷∆𝑧∆𝑥∆𝑦 +
1
2 (ℎ𝐷 +∆𝑧) 𝜌𝑈𝑢𝑈−𝜌𝐷𝑢𝐷

(ℎ𝑈+ℎ𝐷)/2 ∆𝑧∆𝑥∆𝑦,

∆𝑝𝑦 = 𝜌𝐷𝑣𝐷∆𝑧∆𝑥∆𝑦 +
1
2 (ℎ𝐷 +∆𝑧) 𝜌𝑈𝑣𝑈−𝜌𝐷𝑣𝐷

(ℎ𝑈+ℎ𝐷)/2 ∆𝑧∆𝑥∆𝑦.

Новые значения плотностей и скоростей слоев вычисляются по формулам:

𝜌𝑛𝑒𝑤𝑈 = 𝜌𝑈ℎ𝑈Δ𝑥Δ𝑦+Δ𝑚
ℎ𝑈,𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑Δ𝑥Δ𝑦 , 𝜌𝑛𝑒𝑤𝐷 = 𝜌𝐷ℎ𝐷Δ𝑥Δ𝑦−Δ𝑚

ℎ𝐷,𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑Δ𝑥Δ𝑦 ,

𝑢𝑛𝑒𝑤𝑈 = 𝜌𝑈ℎ𝑈𝑢𝑈Δ𝑥Δ𝑦+Δ𝑝𝑥
𝜌𝑛𝑒𝑤𝑈 ℎ𝑈,𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑Δ𝑥Δ𝑦 , 𝑢𝑛𝑒𝑤𝐷 = 𝜌𝐷ℎ𝐷𝑢𝐷Δ𝑥Δ𝑦−Δ𝑝𝑥

𝜌𝑛𝑒𝑤𝐷 ℎ𝐷,𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑Δ𝑥Δ𝑦 ,

𝑣𝑛𝑒𝑤𝑈 =
𝜌𝑈ℎ𝑈𝑣𝑈Δ𝑥Δ𝑦+Δ𝑝𝑦
𝜌𝑛𝑒𝑤𝑈 ℎ𝑈,𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑Δ𝑥Δ𝑦 , 𝑣𝑛𝑒𝑤𝐷 =

𝜌𝐷ℎ𝐷𝑣𝐷Δ𝑥Δ𝑦−Δ𝑝𝑦
𝜌𝑛𝑒𝑤𝐷 ℎ𝐷,𝑟𝑒𝑞𝑢𝑖𝑟𝑒𝑑Δ𝑥Δ𝑦 ,

Пересчет консервативных переменных на других слоях осуществляется
аналогично, от нижних слоев к верхним.

После фазы 2 применяется фильтрация потоковых переменных, гасящая
высокочастотную составляющую решения (представлены формулы для направ­
ления вдоль оси Х):

𝑢̂
𝑘+1/2
𝑖 ⇐ 𝜎𝑢𝑢̂

𝑘+1/2
𝑖 + (1− 𝜎𝑢)

𝑢̂
𝑘+1/2
𝑖−1 +𝑢̂

𝑘+1/2
𝑖+1

2

𝜌
𝑘+1/2
𝑖 ⇐ 𝜎𝜌𝜌

𝑘+1/2
𝑖 + (1− 𝜎𝜌)

𝜌
𝑘+1/2
𝑖−1 +𝜌

𝑘+1/2
𝑖+1

2

(𝛿ℎ)
𝑘+1/2
𝑖 ⇐ 𝜎ℎ(𝛿ℎ)

𝑘+1/2
𝑖 + (1− 𝜎ℎ)

(𝛿ℎ)
𝑘+1/2
𝑖−1 +(𝛿ℎ)

𝑘+1/2
𝑖+1

2 ,

где (𝛿ℎ) = ℎ̂− ℎ и 𝜎𝑢,𝜎𝜌,𝜎ℎ ∈ [0,1].
Кроме того, в фазе 1 (4.5) и фазе 3 (4.6) применяется фильтрация состав­

ляющей потока, связанной с давлением (ℎ𝑃 )𝑖,𝑗+1/2 и (ℎ𝑃 )𝑖+1/2,𝑗 с параметром
𝜎𝑃 ∈ [1,2].

(ℎ𝑃 )𝑛𝑒𝑤𝑖,𝑗+1/2 ⇐ 𝜎𝑃 (ℎ𝑃 )𝑖,𝑗+1/2 + (1− 𝜎𝑃 )
(ℎ𝑃 )𝑖−1,𝑗+1/2+(ℎ𝑃 )𝑖+1,𝑗+1/2

2 ,

(ℎ𝑃 )𝑛𝑒𝑤𝑖+1/2,𝑗 ⇐ 𝜎𝑃 (ℎ𝑃 )𝑖+1/2,𝑗 + (1− 𝜎𝑃 )
(ℎ𝑃 )𝑖+1/2,𝑗−1+(ℎ𝑃 )𝑖+1/2,𝑗+1

2 .
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Шаг интегрирования по времени
Из условия устойчивости [45] схемы КАБАРЕ для каждого слоя, получаем

формулу шага по времени:

𝜏 = 𝐶𝐹𝐿 ·min
𝑖,𝑗,𝑘

⎧⎨⎩ ∆𝑥𝑖+1/2

𝑐
𝑘+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2 + |𝑢|𝑘+1/2

𝑖+1/2,𝑗+1/2

,
∆𝑦𝑗+1/2

𝑐
𝑘+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2 + |𝑣|𝑘+1/2

𝑖+1/2,𝑗+1/2

⎫⎬⎭ ,

где 𝐶𝐹𝐿 ≤ 1 - число Куранта-Фридрихса-Леви.

4.3 Численное моделирование трехмерных течений жидкости с
переменной плотностью

Для валидации 3D-версии модели CABARET-MFSH была выбрана серия
экспериментов, описанных в статье La Rocca M. b et al. [3]. Лабораторная уста­
новка (рис. 4.1) состоит из прямоугольного резервуара, разделенного перего­
родкой на две части квадратного сечения со стороной 𝐿 = 1 м. Два резервуара
заполнены на одинаковую высоту ℎ = 0.15 м, один пресной водой (𝜌2 = 1000 кг

м3 ),
а другой соленой водой (𝜌1 > 𝜌2). Перегородка содержит откатные ворота ши­
риной 𝑏 = 0.2 м.

Рассматривались два эксперимента с гладкой поверхностью дна, отлича­
ющиеся плотностью солевого раствора. В первом эксперименте плотность соле­
ной воды 𝜌1 = 1015 кг

м3 , во втором 𝜌1 = 1025 кг
м3 . Расчеты лабораторных тестов

проводились на сетке 200х100 с 30 вертикальными слоями. Параметры фильтра­
ции были взяты те же, что и при моделировании лабораторных экспериментов,
описывающих двумерные гравитационные течения (𝜎𝑢 = 𝜎ℎ = 0.9,𝜎𝑃 = 1.2).

После удаления скользящей перегородки начинает происходить взаимо­
действие жидкостей с различной плотностью, инициируя развитие гравитаци­
онного потока. Этот процесс представляет собой важный этап динамики двух
жидкостей разной плотности и имеет существенное значение для понимания
физических процессов их взаимодействия.

На рис. 4.2 представлена трехмерная визуализация, отражающая резуль­
таты работы модели CABARET-MFSH для каждого из экспериментов в момент
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Рисунок 4.1 — Лабораторная установка для исследования трехмерных течений
жидкости с переменной плотностью, вид сверху и сбоку

времени t = 8 секунд. Эта визуализация демонстрирует детальное представле­
ние о взаимодействии жидкостей внутри исследуемой области.

Для наглядной демонстрации распределения плотности в процессе тече­
ния были выбраны три характерные изоповерхности, соответствующие различ­
ным уровням плотности. Первая из них близка к плотности пресной воды и

Рисунок 4.2 — Результаты расчетов по модели CABARET-MFSH а) первого и
б) второго экспериментов на момент времени t=8с
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позволяет проследить границу между пресной и солёной компонентами потока.
Вторая соответствует промежуточному значению плотности, отражая поведе­
ние слоя смешения. Третья изоповерхность соответствует начальному значе­
нию плотности в левом резервуаре 𝜌1 и позволяет отследить распространение
исходной массы жидкости в стратифицированной среде.

Векторы скорости, отмеченные стрелками на этих изоповерхностях, поз­
воляют визуально оценить направление и скорость движения жидкостей в каж­
дой из трех зон. Это позволяет не только наглядно отслеживать процесс, но и
сравнивать динамику изменения скорости в разных слоях.

Рисунок 4.3 — Положение фронта потока из расчетов по модели
CABARET-MFSH а) первого и б) второго экспериментов в разные моменты

времени (2c, 4c, 6c, 8c, 10c)

На рис. 4.3 показано положение фронта потока в разное время. В каче­
стве инструмента для визуализации данного процесса была построена изопо­
верхность с плотностью, слегка превосходящей плотность пресной воды (𝜌 =

1000.18 кг
м3 ). Это позволяет четко проследить границу распространения соленой

жидкости. Для более ясного отображения положения фронта потока, точки изо­
поверхности были проецированы на плоскость 𝑧 = 0, после чего был выделен
контур получившейся проекции. Это позволило наглядно изобразить положе­
ние фронта потока в разные моменты времени.
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С целью детального анализа процесса распространения соленой жидкости
в правом резервуаре для каждого из проведенных тестов были составлены гра­
фики максимального распространения фронта в двух направлениях - по оси x и
оси y (рис. 4.4). Эти графики характеризуют ширину растекания соленой жид­
кости и помогают оценить скорость и направление этого процесса. Для первого
эксперимента данные о положении фронта потока были предоставлены только
до момента времени t = 8 секунд [3]. Это объясняет отсутствие на графиках
точки, соответствующей 10 секундам.

Рисунок 4.4 — Максимальное распространение фронта а) по оси x и б) по оси
y в расчетах по CABARET-MFSH (треугольные метки) и экспериментах

(квадратные метки)

По результатам проведенного анализа можно отметить хорошее соответ­
ствие данных, полученных с помощью численной модели, и в эксперименте.
Небольшие расхождения на начальном этапе, скорее всего, связаны с тем, что в
численной модели не было учтено плавное изъятие перегородки, которое имеет
место в реальных экспериментах.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
(1) Построен численный алгоритм на основе балансно-характеристиче­

ской схемы КАБАРЕ для решения системы уравнений мелкой во­
ды с переменной плотностью, описывающей движение несжимае­
мой жидкости со свободной поверхностью над неровным дном. Алго­
ритм обладает свойством сбалансированности. Проведено моделиро­
вание приливных течений в Белом море с использованием реальной
батиметрии.

(2) Разработан балансно-характеристический алгоритм для системы
уравнений двухслойной мелкой воды, включающий аналитическое
нахождение собственных чисел характеристической матрицы. Про­
ведено сравнение с существующими алгоритмами на ряде тесто­
вых задач, включая случаи потери гиперболичности, соответству­
ющей физическим условиям возникновения неустойчивости Кель­
вина–Гельмгольца.

(3) Предложена математическая модель динамики стратифицирован­
ной жидкости со свободной поверхностью в гидростатическом при­
ближении. Разработан балансно-характеристический метод реше­
ния данной модели и алгоритм регуляризации численного решения,
учитывающий обмен массой и импульсом между слоями. Проведена
валидация модели на серии лабораторных экспериментов по двумер­
ным и трёхмерным гравитационным течениям. Полученные числен­
ные данные демонстрируют хорошую качественную и количествен­
ную согласованность с экспериментальными результатами.

(4) Создан программный комплекс для прямого численного моделиро­
вания течений жидкости со свободной поверхностью в гидростати­
ческом приближении, включающий модули построения расчетной
сетки, подготовки и загрузки начальных данных, численного реше­
ния задач и формирования выходных данных.

Разработанный численный алгоритм CABARET-MFSH реализует много­
слойную гидростатическую модель с обменом массой и импульсом между сло­
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ями. Одной из основных идей при построении алгоритма было добавление как
можно меньшей численной вязкости при сохранении корректности расчёта и
устойчивости схемы. В основе метода лежит гиперболическая декомпозиция,
обеспечивающая аппроксимацию многослойной системы с помощью бездиссипа­
тивной схемы КАБАРЕ. Регуляризация достигается за счёт перестройки сетки
и фильтрации потоковых переменных. Метод естественно обобщается на трёх­
мерный случай, что продемонстрировано в главе 4. Расширение модели, преду­
сматривающее учёт сил Кориолиса, ветрового воздействия, донного трения и
переноса примесей, является перспективным направлением дальнейших иссле­
дований.
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Список сокращений и условных обозначений

TVD - Total Variation Diminishing
WENO - Weighted Essentially Non-Oscillary
MUSCL - Monotonic Upstream-centered Scheme for Conservation Laws
CFL - число Куранта-Фридрихса-Леви
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Глава А. Описание программного комплекса

Разработанный программный комплекс предназначен для численного мо­
делирования течений жидкости со свободной поверхностью. Он представляет
собой совокупность реализаций трех гидростатических моделей на основе ба­
лансно-характеристической схемы КАБАРЕ.

В состав комплекса входят три основные численные модели: модель мел­
кой воды с переменной плотностью (далее CABARET-SW), модель двухслой­
ной мелкой воды (CABARET-2L), и многослойная гидростатическая модель
(CABARET-MFSH). Все модули построены на единой численной основе — ба­
лансно-характеристической методологии, что обеспечивает не только согласо­
ванность подходов, но и удобную интеграцию моделей в общем программном
окружении, а также плавный переход от простых к более сложным постанов­
кам.

Рисунок А.1 — Блок-схема программного комплекса

Архитектура комплекса включает блоки подготовки входных данных, рас­
четных моделей и формирование выходных данных для дальнейшей визуализа­
ции (Рисунок А.1). На этапе подготовки данных формируется расчетная сетка с
учетом геометрии области и характеристик модели. Задаются начальные поля
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высот, скоростей, рельеф дна, учитывается стратификация по плотности при
необходимости. Была добавлена опция загрузки начальных данных из форма­
та NetCDF, что обеспечивает совместимость с различными источниками гид­
рологических и экспериментальных данных. Предусмотрены утилиты интерпо­
ляции, фильтрации и конвертации данных. Для каждой модели подготовлен
набор верификационных тестов, реализованных в виде предопределенных кон­
фигураций начальных данных, предназначенных для проверки корректности и
устойчивости численного решения.

Вычислительные модули комплекса охватывают различные уровни опи­
сания гидродинамики, от простых моделей до более сложных многослойных
постановок.

Модель CABARET-SW (глава 1) решает уравнения мелкой воды с пере­
менной плотностью с учётом рельефа дна. Её верификация проведена на зада­
чах сохранения стационарного состояния и моделирования приливных течений.

Модель CABARET-2L (глава 2) описывает движение двух несмешиваю­
щихся слоёв жидкости, разделённых интерфейсом. Отдельное внимание уделе­
но проблеме потери гиперболичности и методам её корректной обработки. В
качестве тестов использованы задачи внутренней волны и резкого перепада вы­
сот.

Многослойная модель CABARET-MFSH (главы 3, 4) расширяет возмож­
ности моделирования, позволяя учитывать обмен массой и импульсом между
слоями. Она построена на основе гиперболической декомпозиции и реализована
как в двумерной, так и в трёхмерной постановках. Её проверка проведена на
ряде лабораторных экспериментов по динамике стратифицированных течений,
где модель продемонстрировала хорошее согласие с наблюдаемыми данными.

Результаты расчетов сохраняются в двух форматах: в бинарном форма­
те *.plt, совместимом с системой визуализации Tecplot, и в условно текстовом
формате, предназначенном для удобного экспорта и последующей обработки в
сторонних программных средах, таких как ParaView, Python и MATLAB. Реа­
лизованные форматы выходных данных обеспечивают построение карт полей
высоты, плотности и скорости, формирование временных рядов и анимаций,
что делает комплекс удобным инструментом как для научного анализа, так и
для представления результатов.
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Таким образом, данный программный комплекс представляет собой плат­
форму для прямого численного моделирования течений жидкости со свобод­
ной поверхностью в гидростатическом приближении, обеспечивая высокую точ­
ность расчетов, гибкость настройки и интеграцию с современными средствами
анализа данных и визуализации.
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