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Введение

Квантовые технологии быстро переходят от лабораторных демонстра-
ций к инженерным системам, в которых ключевую роль играют воспроизво-
димость, программируемость и масштабируемость аппаратных платформ.
Методы линейной оптики и интегральной фотоники используются во
многих современных экспериментах и прототипах квантовых устройств.
Многомодовые интерферометры позволяют реализовывать унитарные пре-
образования оптических мод и служат основой для обработки квантовой
информации, генерации и анализа многомерных запутанных состояний, а
также выполнения фотонных вычислений. Современные фотонные схемы,
как правило, содержат большое число управляемых параметров, преж-
де всего фазовых сдвигов. Это обеспечивает программируемость таких
устройств, однако одновременно повышает сложность их калибровки, на-
стройки и последующей эксплуатации.

В общем случае программирование линейно-оптического интерфе-
рометра заключается в выборе управляющих параметров, при которых
устройство реализует заданное преобразование, чаще всего представленное
унитарной матрицей. Для некоторых «идеальных» универсальных архитек-
тур разработаны аналитические алгоритмы программирования, основанные
на декомпозиции унитарных матриц. Вместе с тем в реальных фотон-
ных чипах и оптических системах возникают технологические отклонения,
паразитные связи, потери и дрейфы параметров, вследствие чего реали-
зуемое преобразование может значительно расходиться с проектным. Для
более устойчивых к дефектам архитектур аналитическое преобразование
«целевая матрица → набор фаз» как правило отсутствует. В этом случае
программирование целевого преобразования превращается в итерационную
оптимизацию на физическом устройстве, предполагающую многократную
реконструкцию (томографию) преобразования, которая быстро становится
ресурсоёмкой и нестабильной с увеличением размерности интерферометра.

Преодолеть эти ограничения можно с помощью построения «цифрово-
го двойника» устройства: численной модели, согласованной с эксперимен-
тальными данными и используемой для быстрого расчёта управляющих
параметров без обращения к физическому устройству (без томографии) на
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каждом шаге оптимизации. Инструментом для такого подхода служат ме-
тоды машинного обучения, в которых параметры модели подбираются по
обучающей выборке вида «управляющие параметры → наблюдаемый от-
клик». Для фотонных интерферометров это означает обучение модели на
основе набора матриц преобразования, реконструированных при различных
настройках фаз. Затем подбор фаз, реализующих целевое преобразование,
осуществляется с использованием обученной модели.

Помимо задач программирования линейно-оптических устройств су-
ществует фундаментальная проблема эффективной характеризации (то-
мографии) квантовых состояний. Полная квантовая томография требует
экспоненциально растущего с размером системы числа измерений, что огра-
ничивает применимость стандартных протоколов для квантовых устройств
промежуточного масштаба с шумом (noisy intermediate-scale quantum,
NISQ). Это мотивирует развивать методы неполной характеризации, ко-
торые используют априорные предположения о структуре состояния и
нацелены на предсказание экспериментально наблюдаемых величин, а не
на восстановление полного описания состояния. В этой области важную
роль играет формализм тензорных сетей, позволяющий компактно пара-
метризовать широкий класс физических состояний, а также используются
подходы, близкие к парадигме вероятностно приближённо корректного обу-
чения (probably approximately correct, PAC) и методам теневой томографии,
в которых для предсказания результатов будущих измерений достаточно
сравнительно небольшого набора измерений.

Диссертация посвящена применению методов машинного обучения
к двум связанным задачам квантовых технологий: построению и обуче-
нию моделей для линейно-оптических интерферометров и алгоритмов их
программирования, а также обучению компактных тензорно-сетевых моде-
лей квантовых состояний по ограниченному набору результатов локальных
измерений для предсказания вероятностей исходов будущих измерений.
Общей методологической основой работы является перенос ресурсоёмких
процедур настройки и характеризации в пространство обучаемых моделей,
использующих априорные структурные предположения о физической систе-
ме и обеспечивающих более эффективное масштабирование с ростом числа
параметров системы.
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В главе 1 представлен обзор работ, посвящённых линейно-оптическим
интерферометрам и их универсальным архитектурам, а также реконструк-
ции реализуемых ими преобразований. В главе 2 рассматривается обучение
архитектурно-независимой модели линейно-оптического интерферометра
по экспериментальным данным и её последующее использование для про-
граммирования экспериментального устройства. Приведены результаты
экспериментальной проверки предложенного подхода, а также исследова-
но влияние факторов, существенных для его практического применения,
включая паразитные взаимные влияния (кросс-токи) и ограничения схе-
мы управления. В главе 3 предложены методы повышения эффективности
обучения модели интерферометра и его программирования. Они основа-
ны на использовании специальных признаков, зависящих от фаз в плечах
интерферометра, и линеаризации зависимости реализуемого преобразова-
ния от этих признаков. В главе 4 представлен обзор тензорных сетей и
рассмотрены их применения для моделирования квантовых состояний. В
главе 5 предложен и исследован протокол обучения тензорно-сетевой мо-
дели неизвестного квантового состояния из заданного класса состояний по
результатам измерений, задаваемых операторами, представимыми в виде
тензорных произведений однокубитных операторов. Обсуждаются условия
применимости метода и его масштабируемость. В заключении сформулиро-
ваны основные результаты работы и обозначены направления дальнейших
исследований.

Актуальность работы связана с двумя задачами. Первая состоит
в разработке и исследовании методов машинного обучения для харак-
теризации квантовых систем, в частности для построения компактных
тензорно-сетевых моделей квантовых состояний по ограниченному набору
измерений. Вторая задача состоит в калибровке программируемых линейно-
оптических интерферометров с учётом технологических отклонений при
изготовлении и паразитных взаимных влияний (кросс-токов). Решение этой
задачи важно для создания и отладки квантовых фотонных вычислитель-
ных устройств.

Степень разработанности темы можно оценить как высокую.
Для линейно-оптических интерферометров разработаны универсальные
архитектуры, с помощью которых можно реализовывать произвольные
целевые унитарные преобразования, а также практические методы их
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программирования и томографической реконструкции реализуемых ими
преобразований.

Классические архитектуры универсальных интерферометров и соот-
ветствующие схемы реализации унитарных преобразований были предло-
жены Реком (Reck) [1] в 1994 году и Клементсом (Clements) [2] в 2016 году.

Для экспериментальной реконструкции преобразований линейно-
оптических сетей разработано множество методов томографии, включая
подход «super-stable», предложенный Лэйнгом (Laing) и О’Брайеном
(O’Brien) [3] в 2012 году, метод прямой характеризации, представленный
Рахими-Кешари (Rahimi-Keshari) [4] в 2013 году, а также оптимизацион-
ные методы реконструкции, например подход PhaseLift, рассмотренный в
работе Суэсса (Suess) [5], опубликованной в 2020 году.

Направление программируемых фотонных процессоров и универ-
сальных интегральных фотонных схем также активно развивается, что
отражено, например, в работе Харриса (Harris) [6], опубликованной в
2018 году. В этой области рассматриваются вопросы калибровки с учётом
устойчивости к параметрам изготовления и воспроизводимости результа-
тов реализации преобразований.

Традиционные методы настройки и томографии требуют значитель-
ного числа измерений и итераций оптимизации, что стимулирует развитие
альтернативных подходов. В рамках таких подходов модель устройства
обучается на экспериментальных данных и затем используется для подбо-
ра управляющих параметров без дорогостоящей итеративной оптимизации
непосредственно на физическом чипе.

В задаче характеризации квантовых состояний степень разработан-
ности темы также можно оценить как высокую, однако традиционная
полная томография ограничена экспоненциальным ростом числа измерений
с увеличением размерности системы. Существенный теоретический вклад в
понимание возможности «обучаемой» характеризации внесла работа Аарон-
сона (Aaronson) [7] 2007 года, посвящённая PAC-обучаемости квантовых
состояний. Дальнейшее развитие получили методы теневой томографии и
классических теней, позволяющие предсказывать множество свойств кван-
товой системы по относительно малому числу измерений; соответствующие
результаты были получены Хуангом (Huang), Куэнгом (Kueng) и Прескил-
лом (Preskill) [8] в 2020 году. Параллельно сформировался мощный класс
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структурных моделей на основе тензорных сетей, широко применяемых для
компактного описания и реконструкции квантовых состояний и процессов
при наличии ограниченной эффективной сложности. Таким образом, в ли-
тературе хорошо разработаны как методы построения программируемых
фотонных схем и их характеризации, так и подходы к обучению компактных
моделей квантовых состояний; при этом остаётся актуальной разработка
конструктивных протоколов, одновременно вычислительно эффективных
и совместимых с экспериментальными ограничениями, такими как шум и
неполные измерения.

Целью диссертационной работы является разработка, анализ и
экспериментальная проверка методов машинного обучения для (i) иден-
тификации и программирования линейно‑оптических интерферометров по
экспериментальным данным и (ii) эффективной характеризации квантовых
состояний на основе компактных тензорно‑сетевых моделей, обучаемых по
ограниченному набору локальных измерений.

В рамках поставленной цели были сформулированы следующие за-
дачи:

1. Разработать архитектурно‑независимый алгоритм обучения циф-
ровой модели реконфигурируемого линейно‑оптического интер-
ферометра по обучающей выборке, содержащей пары «фазовые
настройки – реконструированная матрица преобразования» (вос-
становленная по экспериментальным измерениям).

2. Выполнить экспериментальную проверку подхода к программи-
рованию фотонного процессора на основе обученной модели для
случая малого числа мод (N = 4), исследовав влияние реалистич-
ных факторов, включая кросс‑токи, ограничение числа фазовых
слоёв и особенности используемых измерительных процедур.

3. Разработать улучшенный алгоритм обучения модели интерферо-
метра, использующий специально построенные признаки (линеа-
ризацию зависимости преобразования от фазовых параметров), и
исследовать его свойства, включая требования к объёму данных,
устойчивость к шуму реконструкции и области применимости (в
частности, для неглубоких схем).

4. Разработать протокол обучения тензорно‑сетевой модели неизвест-
ного многокубитного квантового состояния, использующий только
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факторизованные однокубитные измерения, с целью предсказания
вероятностей исходов будущих измерений.

5. Исследовать численную эффективность и масштабируемость тен-
зорно‑сетевого протокола, включая зависимость качества предска-
заний от размера обучающей выборки и ранговых ограничений
модели, и определить область применимости метода для состояний,
возникающих в типичных для NISQ‑устройств схемах.

Объектом исследования являются методы машинного обучения
и вычислительные протоколы, применяемые для (i) идентификации, ка-
либровки и программирования линейно‑оптических интерферометров и
фотонных процессоров по экспериментальным данным и (ii) эффективной
характеризации квантовых состояний на основе обучаемых компактных мо-
делей. Предметом исследования являются алгоритмы построения циф-
ровых моделей интерферометров (включая архитектурно‑независимое и
линеаризованное обучение) и тензорно‑сетевых моделей квантовых состоя-
ний, а также исследование их точности, устойчивости к экспериментальным
неидеальностям (шум, ошибки реконструкции, кросс‑токи, ограниченные
измерения) и масштабируемости по числу мод или кубитов и объёму обу-
чающей выборки.

Научная новизна заключается в следующих положениях:
1. Разработан архитектурно‑независимый алгоритм обучения циф-

ровой модели реконфигурируемого линейно‑оптического интер-
ферометра по обучающей выборке вида «фазовые настройки –
реконструированная матрица преобразования».

2. Для указанного алгоритма получены аналитические выражения
градиентов целевой функции (на основе нормы Фробениуса) по
параметрам модели интерферометра, что позволяет эффективно
применять градиентные методы оптимизации при обучении.

3. Предложена практическая схема проекции промежуточных оценок
параметров модели на унитарное множество (через полярное раз-
ложение) в ходе обучения, обеспечивающая корректность модели
при численной оптимизации.

4. Численно исследованы условия успешной идентификации модели
интерферометра и выявлены ограничения «black‑box» обучения
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при росте размерности, связанные с трудностями невыпуклой оп-
тимизации.

5. Показано, что использование априорной информации о внутренней
структуре устройства (инициализация, близкая к проектным ба-
зисным преобразованиям) существенно расширяет область приме-
нимости метода по числу мод и повышает устойчивость обучения.

6. Исследована устойчивость обучения модели интерферометра к
ошибкам реконструкции матриц преобразования (шуму томогра-
фии) и определены режимы, в которых точность данных становится
лимитирующим фактором.

7. Выполнена экспериментальная реализация и проверка подхода к
программированию фотонного процессора на основе обученной мо-
дели для случая N = 4.

8. Экспериментально исследовано влияние кросс‑токов между фазо-
выми элементами на качество программирования и корректность
обучаемой модели интерферометра.

9. Продемонстрирована работоспособность подхода при ограниченной
управляемости схемы (один фазовый слой) и при использовании
различных экспериментальных измерительных процедур, отлича-
ющихся от «идеализированной» полной реконструкции.

10. Предложен линеаризованный (признаковый) алгоритм обучения
модели линейно‑оптического интерферометра, в котором зави-
симость преобразования от фазовых параметров переводится в
форму, допускающую обучение методами линейной алгебры.

11. Для линеаризованного подхода исследованы требования к объёму
обучающих данных и влияние шума, а также выделены области
применимости по глубине интерферометрической структуры.

12. Разработан вычислительно реализуемый протокол обучения тен-
зорно‑сетевой модели неизвестного многокубитного квантового со-
стояния по данным факторизованных однокубитных измерений.

13. В рамках предложенного тензорно-сетевого протокола задача сво-
дится к обучению модели с учителем по результатам доступных
измерений и затем оцениванию вероятности исходов последующих
измерений без восстанавления полной матрицы плотности.
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14. Проведено численное исследование точности и масштабируемости
протокола, зависимости качества обучения от объёма обучающей
выборки и ограничений на тензорные ранги модели. Для рассмот-
ренных сценариев показано, что необходимый объём данных может
расти в ряде случаев линейно от числа кубитов.

Теоретическая и практическая значимость определяется двумя
обстоятельствами. Во-первых, работа связана с разработкой и эксперимен-
тальной проверкой новых методов программирования линейно-оптических
интерферометров и характеризации квантовых состояний. Во-вторых, по-
лученные результаты могут быть использованы при создании и отладке
квантовых вычислительных устройств, а также практической настройке
линейно-оптических интерферометров.

Методология диссертационного исследования включает в себя
аналитическое моделирование, численные симуляции и экспериментальную
проверку в линейно-оптическом эксперименте.

В задаче программирования линейно-оптических интерферометров
рассматривалась схемы с блочной архитектурой, в которой чередовались
слои фазовых элементов и блоки смешивания мод. Параметры модели та-
кого интерферометра оценивались в парадигме задачи обучения с учителем
по выборке вида «фазовые параметры — реконструированная матрица пре-
образования».

Для подбора параметров модели применялись градиентные методы
оптимизации целевой функции, основанной на норме Фробениуса. Унитар-
ность промежуточных оценок обеспечивалась их проекцией на множество
унитарных матриц с помощью полярного разложения.

Экспериментальная часть включала формирование обучающей вы-
борки на основе результатов томографии преобразования интерферометра
при различных установленных фазах и оценку качества его программи-
рования. Для оценки использовались выбранные метрики близости между
реализуемым и целевым преобразованиями.

В линеаризованном варианте модели интерферометра использовались
специально построенные признаки, позволяющие свести этап обучения мо-
дели к решению задачи наименьших квадратов.

В задачах характеризации квантовых состояний методология опира-
лась на тензорно‑сетевое моделирование и постановку задачи обучения с
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учителем для предсказания вероятностей исходов измерений по данным
факторизованных однокубитных измерений; оптимизация параметров тен-
зорной модели выполнялась стохастическими градиентными методами по
среднеквадратичной функции потерь, а качество обучения оценивалось на
независимых тестовых выборках и по метрикам согласия предсказанных и
истинных вероятностей.

Положения, выносимые на защиту:
1. Обучение цифровой модели реконфигурируемого линейно-

оптического интерферометра по выборке «фазовые настройки —
реконструированная матрица преобразования» осуществимо без
априорного знания базисных матриц для размерностей до N = 6

включительно.
2. Программирование фотонного процессора на основе обученной

модели экспериментально реализуемо для N = 4 в условиях,
характерных для реальной аппаратуры, включая наличие пере-
крёстного влияния между фазовыми элементами, наличие только
одного фазового слоя и использование ограниченного набора экс-
периментальных данных для обучения.

3. В линеаризованном (признаковом) подходе к обучению модели ин-
терферометра режим обучения «по всем слоям» требует объёма
обучающей выборки, масштабирующегося как O(NL), где N —
число оптических мод, L — глубина интерферометрической струк-
туры.

4. В линеаризованном (признаковом) подходе режим послойного обу-
чения приводит к линейной по числу мод масштабируемости объёма
обучающей выборки для одного слоя, что обеспечивает примени-
мость метода для интерферометров с большим числом слоёв по
сравнению с режимом «по всем слоям».

5. Обучение тензорно-сетевой модели многокубитного квантового со-
стояния по данным факторизованных однокубитных измерений
позволяет предсказывать вероятности исходов новых измерений без
восстановления полной матрицы плотности. В численных экспери-
ментах зависимость минимально необходимого объёма обучающих
данных для достижения заданного качества предсказания от числа
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кубитов хорошо аппроксимируется линейной зависимостью в рас-
смотренном диапазоне количества кубитов.

Достоверность эксперимента обеспечивается использованием
современных оптических компонентов, приборов и измерительного обо-
рудования. Достоверность численных симуляций опирается на применение
распространённых и протестированных программных средств (компи-
ляторов, библиотек алгоритмов). Наблюдается сходство результатов
эксперимента и численных расчётов, а также согласие с аналитически
ожидаемым поведением. Результаты находятся в соответствии с результа-
тами, полученными другими авторами.

Личный вклад. Все результаты работы получены автором лично или
при его непосредственном участии. Автор принимал участие в постановке
задач, разработке алгоритмов, программной реализации методов, обработке
результатов экспериментов, представленных в диссертационной работе.

Апробация работы. Основные результаты, представленные в дис-
сертационной работе, докладывались на следующих международных и
всероссийских конференциях:

1. HOLOEXPO 2023 20-я Международная конференция по гологра-
фии и прикладным оптическим технологиям, Сочи, Россия, 2023
год,

2. HOLOEXPO 2024 21-я Международная конференция по гологра-
фии и прикладным оптическим технологиям, Казань, Россия, 2024
год,

3. VIII International Conference on Quantum Technologies (ICQT),
Москва, Россия, 2025 год,

4. HOLOEXPO 2025 22-я Международная конференция по гологра-
фии и прикладным оптическим технологиям, Уфа, Россия, 2025
год,

5. 7-ая Школа молодых учёных в рамках Российского форума «Мик-
роэлектроника», Сочи, Россия, 2025 год,

а также на семинарах кафедры квантовой электроники физического фа-
культета МГУ имени М.В.Ломоносова и семинарах Российского Кванто-
вого Центра.

Публикации. Основные результаты работы опубликованы в 4 пе-
чатных работах, в том числе в 4 статьях (общим объёмом 3.1 п.л.) в



15

рецензируемых научных журналах, удовлетворяющих «Положению о при-
суждении учёных степеней в МГУ имени М.В.Ломоносова».

Статьи по теме диссертации, опубликованные в рецензируе-
мых научных изданиях, рекомендованных для защиты в диссер-
тационном совете МГУ по специальности и отрасли наук:

1. Kuzmin S. S., Dyakonov I. V., Kulik S. P. Architecture agnostic
algorithm for reconfigurable optical interferometer programming //
Optics Express. — 2021. — Vol. 29, № 23. — pp. 38429–38440. —
Импакт-фактор 3,3 (JIF) / 0.75 п.л. / вклад соискателя: теорети-
ческая разработка и программная реализация алгоритма обучения
модели машинного обучения линейно-оптического интерферомет-
ра, выполнение численных симуляций, EDN: STTIRC.

2. Kuzmin S. S., Mikhailova V. I., Dyakonov I.V., Straupe S. S. Learning
the tensor network model of a quantum state using a few single-
qubit measurements // Physical Review A. — 2024. — Vol. 109, №
5. — p. 052616. — Импакт-фактор 2,9 (JIF) / 0.55 п.л. / вклад
соискателя: теоретическая разработка и программная реализация
алгоритма обучения модели машинного обучения квантового состо-
яния в формате тензорной сети, выполнение численных симуляций,
EDN: YRNJQN.

3. Kuzmin S. S., Dyakonov I.V., Straupe S. S. Leveraging a feature-based
model for linear optical interferometer control // Physical Review A. —
2025. — Vol. 112, №. 5. — p. 053515. — Импакт-фактор 2,9 (JIF) /
0.55 п.л. / вклад соискателя: теоретическая разработка и программ-
ная реализация алгоритма обучения модели машинного обучения
линейно-оптического интерферометра, выполнение численных си-
муляций, EDN: SILNRE.

4. Kondratyev I. V., Urusova K.N., Argenchiev A. S., Klushnikov N. S.,
Kuzmin S. S., Skryabin N.N., Golikov A.D., Kovalyuk V.V.,
Goltsman G.N., Dyakonov I. V., Straupe S. S., Kulik S. P. Effective
programming of a photonic processor with complex interferometric
structure // Physical Review Applied. — 2026. — Vol. 25, № 3. — p.
034072. — Импакт-фактор 4,4 (JIF) / 1.25 п.л. / вклад соискателя:
теоретическая разработка и программная реализация алгоритма
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обучения модели машинного обучения линейно-оптического интер-
ферометра, обработка результатов эксперимента, EDN: PWUGQS.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения,
5 глав и заключения. Полный объём диссертации составляет 154 страни-
цы, включая 51 рисунок. Список литературы содержит 137 наименований.
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Глава 1. Линейно-оптические интерферометры

1.1 Теоретическое описание

Линейно-оптические схемы — это оптические сети, построенные из
светоделителей и фазовых задержек, которые могут быть использованы
для экспериментальной реализации любого унитарного преобразования [1],
которое связывает состояния света в начале и в конце схемы. В них
обязательно исключается использование оптических усилителей и других
нелинейных элементов.

Линейные оптические интерферометры стремительно превращаются
в важнейший инструмент как в квантовой оптике [9], так и в оптической
обработке информации [6]. Рост интереса к линейной оптике связан с тем,
что технологии интегральной фотонной фабрикации становятся всё более
доступными для научного сообщества.

Для идеальной линейно-оптической схемы без оптических потерь мат-
рица U , которая описывает схему унитарна. Однако на практике из-за
потерь матрица U является подматрицей большей унитарной матрицы.
Несмотря на это, знание эффективной матрицы передачи U однозначно
характеризует линейное преобразование мод внутри рассматриваемого на-
бора входных и выходных каналов. Линейно-оптическая схема, у которой
N входных и N выходных пространственных мод, описывается матрицей
U = (Uij) размера N × N .

1.1.1 Преобразование когерентных состояний

Линейно-оптическая схема преобразует произвольное многомодовое
когерентное состояние света |α1,α2, . . . ,αN⟩, которое подаётся на N вход-
ных мод в другое многомодовое когерентное состояние |β1,β2, . . . ,βN⟩ на
выходе схемы:
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βj =
N∑

i=1

Uijαi. (1.1)

1.1.2 Преобразование фоковских состояний

Унитарная матрица U размера N × N , которая описывает линейно-
оптическую схему, связывает операторы рождения a†i и уничтожения ai

фотонов [10; 11] в i-й моде линейно-оптической схемы в её начале и конце:





â′1...
â′N




 = U †






â1
...
âN




 ,






â′†1...
â′†N




 = UT






â†1...
â†N




 . (1.2)

С точки зрения задачи boson sampling [12] особый интерес представ-
ляет действие подобной схемы на состояния поля с определённым числом
фотонов (фоковские состояния). Действие линейной оптической схемы Û

на состояние с ni фотонами в i-м входной моде можно описать следую-
щим образом:

Û |n1,...,nN⟩ =
N∏

i=1

1√
ni!

( N∑

ki=1

Ukiia
†
ki

)ni

|0⟩⊗N . (1.3)

Для задачи boson sampling наибольший интерес представляет проекция дан-
ного состояния Û |n1,...,nN⟩ на одно из фоковских состояний |m1,...,mN⟩ на
выходе линейной оптической схемы ⟨m1,...,mN |Û |n1,...,nN⟩. Следуя работе
[12], получаем, что:

⟨m1,...,mN |Û |n1,...,nN⟩ =
( N∏

i=1

ni!

)−1/2( N∏

j=1

mj!

)−1/2
perU [(m1,...,mN)|(n1,...,nN)],

(1.4)

где per обозначает перманент матрицы:

perU =
∑

σ

N∏

i=1

Uiσi (1.5)
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и сумма ведётся по всевозможным перестановкам σ, а U [(m1,...,mN)|(n1,...,nN)],
обозначает матрицу n× n, где n =

∑N
i=1 ni =

∑N
i=1mi, составленную из эле-

ментов матрицы U по следующему принципу. Числа, стоящие в фигурных
скобках после матрицы означают, что в новой матрице индекс определён-
ной строки (столбца) должен встретиться заданное число раз (а именно
индекс i-й строки матрицы Λ встречается ровно mi раз, а индекс j-ого
столбца матрицы Λ встречается ровно nj раз). Например,

U [(1,1,1)|(0,2,1)] =






u12 u12 u13

u22 u22 u23

u32 u32 u33




 . (1.6)

Данная запись означает, что индекс первого столбца не используется ни
разу, так как на первой позиции для столбцов стоит 0, в то время как на
второй позиции для столбцов стоит 2 и поэтому индекс второго столбца
используется 2 раза.

Формула (1.4) позволяет вычислить действие линейной оптической
схемы на заданное начальное фоковское состояние и разложить итоговое
состояние по фоковским состояниям. Понятно, что вероятности, с которы-
ми будут реализовываться различные распределения фотонов по выходным
модам линейно-оптической схемы, будут описываться квадратом модуля
этого выражения. Согласно формуле (1.4), для расчёта этих вероятно-
стей требуется вычисление перманентов, что является сложной задачей для
классического компьютера [13]. В реальном эксперименте эти вероятности
являются малыми [14], поэтому точность настройки требуемой унитарной
матрицы должна быть высокой.

1.2 Дизайн линейно-оптических схем

Главное достоинство современных интегральных линейных интерфе-
рометров — перенастраиваемость (реконфигурируемость), то есть возмож-
ность изменять воздействие на входной оптический режим по запросу
пользователя. Эта способность делает линейные оптические схемы особенно
привлекательными для решения задач обработки информации.
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В частности, реконфигурируемые интерферометры являются основ-
ными компонентами современных экспериментов по линейным оптическим
квантовым вычислениям [15––17] и рассматриваются как аппаратные уско-
рители для приложений глубокого обучения [18; 19].

Кроме того, качество изготовления и улучшенная масштабируемость
реконфигурируемых фотонных схем привели к появлению концепции
программируемой фотонной матрицы — многоцелевой фотонной схемы,
которая может иметь множество возможных применений с помощью низ-
коуровневого программирования устройства [20].

Универсальные многомодовые линейно-оптические схемы могут быть
реализованы в виде многопортовых интерферометров и могут быть запро-
граммированы для реализации любого линейного преобразования между
несколькими модами. Эти интерферометры, как правило, состоят из ре-
гулярной сетки светоделителей и фазовых задержек, которые можно
варьировать, что обеспечивает простоту их изготовления и масштабируе-
мость с использованием интегральных фотонных архитектур. Отметим, что
универсальная линейно-оптическая схема, которая реализует произвольное
унитарное преобразование из группы U(N) должна содержать N 2 варьиру-
емых действительных параметров.

1.2.1 Стандартные дизайны

Стандартные дизайны для универсального мультипортового интерфе-
рометра были предложены в работах [1] (треугольный дизайн, рисунок 1.2)
и [2] (прямоугольный дизайн, рисунок 1.3). Такой N -модовый интер-
ферометр может быть реализован с использованием сетки из N(N−1)

2

светоделителей с изменяемыми параметрами ϕ и θ. Светоделители изго-
тавливают в виде интерферометров Маха-Цандера (рисунок 1.1), так как
в такой конфигурации коэффициент деления можно варьировать путём
изменения фазы θ. Такой контролируемый светоделитель осуществляет сле-
дующее унитарное преобразование 2 × 2:
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UBS =

(

eiϕ cos θ − sin θ

eiϕ sin θ cos θ

)

. (1.7)

Рисунок 1.1 –– Строительный блок линейно-оптической схемы в стан-
дартном дизайне — интерферометр Маха-Цандера. Фазы ϕ и θ являются
варьируемыми параметрами. Пунктиром обведены места, в которых излу-

чение может перераспределяться между каналами.

Унитарная матрица размера N × N для всех N мод для контроли-
руемого светоделителя между i-й и j-й модой (j = i + 1) записывается в
виде следующей блочной матрицы (верхний правый элемент UBS распола-
гается в общей матрице на позиции с индексами (i, i), то есть матрица UBS

находится на диагонали общей матрицы):

Ui,j =











I . . . O . . . O
... . . . ... . . . ...
O . . . UBS . . . O
... . . . ... . . . ...
O . . . O . . . I











, (1.8)

где I — единичная матрица размера 2 × 2, O — нулевая матрица
размера 2 × 2, а UBS определяется формулой (1.7).

Общая унитарная матрица U размера N × N , которую реализует
линейно-оптическая схема, записывается в виде произведения [2]:

U = D




∏

(i,j)∈S
Ui,j



 , (1.9)

где S определяет конкретную упорядоченную последовательность
двухмодовых преобразований (1.7), которая в случае треугольного и
прямоугольного дизайнов различаются, и где D - диагональная матри-
ца с комплексными элементами с модулем, равным единице. Матрица
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Рисунок 1.2 –– Треугольный дизайн линейно-оптических схем, предло-
женный в работе [1]. Пересечения линий соответствуют интерферометрам
Маха-Цандера, изображённым на рисунке 1.1 с двумя управляемыми фа-
зами. Для того, чтобы иметь возможность реализовывать произвольную
унитарную матрицу из U(N) нужно добавить на выход схемы ещё N фазо-

вых задержек (тогда общее число фаз будет N 2).

D = diag(eiϕ1, . . . , eiϕN ) определяет фазовые задержки на выходе линейно-
оптической схемы во всех пространственных модах. Стоит отметить, что во
многих физических приложениях матрица D опускается, так как схемы с
различными D при обычных измерениях, проводимых с такими устройства-
ми, эквивалентны друг другу (нет никаких проблем измерить и эти фазы,
тогда D опускать нельзя). Отметим, что с учётом матрицы D у нас как
раз получается 2N(N−1)

2 +N = N 2 действительных параметров. Физический
интерферометр состоит из светоделителей и фазовых задержек в опреде-
лённой конфигурации, определенной S, со значениями, определенными θ
и ϕ в каждой матрице UBS поэтому он будет реализовывать унитарное
преобразование U, определённое выражением (1.9).

В работах [1; 2] описывается аналитический алгоритм для обоих дизай-
нов, позволяющий по заданному требуемому унитарному преобразованию Ū

настроить фазовые задержки θ и ϕ во всех элементарных блоках, так чтобы
линейно-оптическая схема рассматриваемого дизайна определяла преобра-
зование Ū .

Отметим, что хотя общее количество светоделителей в дизайнах равны
N(N−1)

2 , прямоугольный дизайн [2] явно имеет гораздо меньшую оптическую
глубину, чем треугольный [1] и, следовательно, имеет меньшие потери при
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Рисунок 1.3 –– Прямоугольный дизайн линейно-оптических схем, предло-
женный в работе [2]. Пересечения линий соответствуют интерферометрам
Маха-Цандера, изображённым на рисунке 1.1 с двумя управляемыми фа-
зами. Для того, чтобы иметь возможность реализовывать произвольную
унитарную матрицу из U(N) нужно добавить на выход схемы ещё N фазо-

вых задержек (тогда общее число фаз будет N 2).

распространении в нём света. Это уменьшение оптической глубины про-
исходит из того факта, что каждая мода пересекает своего ближайшего
соседа при первом возможном случае в отличие от треугольной схемы, где
верхние моды должны распространяться на некоторое расстояние, преж-
де чем взаимодействовать с другими модами. Кроме того, прямоугольная
конструкция обладает большей симметрией, что повышает устойчивость к
потерям в интерферометре [21; 22].

1.2.2 Блочный дизайн

Чтобы схемы, с треугольным или прямоугольным дизайном были уни-
версальными, необходимо, чтобы светоделители, которые составляют двух-
модовые интерферометры Маха-Цандера, были идеально сбалансированы
(коэффициент деления должен быть строго 50:50), поэтому предъявляются
строгие требования на их изготовление. Однако на практике это условие не
выполняется полностью, так что многомодовые схемы универсальны только
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с определенной степенью точности [21]. Этот отрицательный эффект ста-
новится все более значимым при масштабировании схемы интерферометра
[22]. Поэтому реализация многомодовых линейно-оптических схем требу-
ет разработки новой архитектуры для многомодовой интерференции, более
устойчивой к ошибкам реализации.

В работе [23] предлагается новый метод декомпозиции произвольно-
го унитарного преобразования на основе многомодовых блоков — будем
называть их базисными матрицами. В работе показано, что схема универ-
сальна, даже когда базисные матрицы выбираются случайным образом из
пространства унитарных матриц, что делает её универсальной, практиче-
ски независимо от ошибок изготовления. Естественно, такая схема не всегда
будет универсальной, например, если взять в качестве базисных матриц -
единичные, то моды совсем не будут перемешиваться, то есть схема точно
не будет в этом случае универсальной (то есть необходимо, чтобы базисные
матрицы перемешивали моды, но к ним уже не выдвигается более жёстких
требований). Метод может быть полезен для высокоразмерных унитарных
преобразований. В указанной работе рассматривается несколько похожих
дизайнов, которые несколько отличаются друг от друга количеством ба-
зисных матриц и расположением фаз. Мы выберем для изучения дизайн
линейно-оптического интерферометра, изображённый на рисунке 1.4 (N ба-
зисных матриц, и N 2 фазовых задержек с целью возможности реализации
произвольного преобразования из унитарной группы U(N)). Пример реали-
зации такого дизайна для N = 4 показан на рисунке 1.5.

Для данного дизайна справедлива связь итоговой унитарной матрицы
U с базисными матрицами Uℓ и фазовыми задержками ϕℓk:

U = ΦN+1UNΦNUN−1 . . .Φℓ+1UℓΦℓ . . .Φ2U1Φ1, (1.10)

где Φℓ = diag(eiϕℓ1, . . . , eiϕℓ(N−1), 1) при ℓ = 1, . . . , N и для выходного
слоя ΦN+1 = diag(eiϕ(N+1)1, . . . , eiϕ(N+1)(N−1), eiϕ(N+1)N ).

Итак, данный дизайн оказывается практически нечувствительным к
ошибкам изготовления базисных матриц, а потому является перспективным
при создании крупномасштабных линейно-оптических преобразований.

Наряду с треугольным дизайном Река [1], прямоугольным дизайном
Клементса [2] и блочными робастными схемами [23], в литературе рассмат-
риваются и другие варианты построения программируемых многопортовых
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𝐿 𝑙 1

𝜑𝑙𝑘 ≡ 𝜑𝑘(𝑙)

𝑢𝑖𝑗(𝑙)

𝑈( 𝜑 )

Рисунок 1.4 –– Схема структуры блочного дизайна многомодового ин-
терферометра. Базисные матрицы Uℓ c элементами u

(ℓ)
ij описывают

перераспределение излучения между каналами интерферометра. Соответ-
ствующие интегральные элементы могут быть реализованы в виде решеток
связанных волноводов, что позволяет передавать энергию между различ-

ными волноводами [24].

интерферометров. Эти варианты мотивированы главным образом необходи-
мостью уменьшения оптической глубины схемы, повышения устойчивости
к ошибкам изготовления и упрощения интегральной реализации. Так, в
работе [25] предложен error-tolerant дизайн, в котором вместо интерфе-
рометра Маха-Цандера используется элементарный блок, состоящий из
одного статического светоделителя и перестраиваемого фазового сдвига.
Такая архитектура сохраняет возможность реализации широкого класса
преобразований и при этом демонстрирует повышенную устойчивость к
технологическим отклонениям и потерям.

Кроме того, в более поздних работах [26; 27] предложены ком-
пактные архитектуры малой глубины, ориентированные на реализацию
матрично-векторного умножения для неунитарных матриц. В работе [26]
используются компактные малоглубинные сетки светоделителей, более
подходящие для планарной интегральной фотоники, чем полносвязные
многомодовые блоки, а в статье [27] рассматривается two-unitary дизайн,
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Рисунок 1.5 –– Пример четырёхканального (четырёхмодового) интерфе-
рометра. Красным помечены места контроля фазовых задержек ϕℓk.
Пунктиром обведены места, в которых излучение может переходить между

каналами.

основанный на представлении общей неунитарной матрицы в виде суммы
двух унитарных преобразований. Тем самым, наряду с универсальностью,
важными критериями качества современных дизайнов становятся также
глубина схемы, компактность, устойчивость к аппаратным ошибкам и ана-
литическая программируемость.

Следует отметить, что обобщённая форма разложения (1.10), рассмот-
ренная в [23], носит универсальный характер и может быть применена к
произвольной конструкции линейно-оптического интерферометра. Нетруд-
но показать, что любой оптический интерферометр, построенный из неза-
висимых компонентов — фиксированных линейно-оптических элементов
произвольной топологии и фазовых модуляторов, — допускает представ-
ление в виде произведения унитарных преобразований, соответствующих
фиксированным преобразованиям и фазовым сдвигам. Например, схема
Клементса, представленная на рисунке 1.6, может быть приведена к блоч-
ному виду, показанному на рисунке 1.5, а её математическая форма
разложения задаётся выражением (1.10).

Структурная гибкость элементов смешивания мод, а также отсутствие
ограничений на количество, конфигурацию и порядок следования модовых
смесителей и фазовых сдвигов обеспечивают архитектурную независимость
алгоритмов, предложенных в главах 2 и 3 настоящей диссертации.



27

Рисунок 1.6 –– Представление линейно-оптической схемы Клементса в виде
схемы с блочным дизайном, представленным на рисунке 1.5.

1.3 Изготовление

1.3.1 Литография

Наиболее популярной технологией изготовления линейно-оптических
схем в виде интегрально-оптических интерферометров является лито-
графия [28––30]. Она предоставляет все необходимые инструменты для
создания достаточно качественных устройств. В основном при создании
линейно-оптических схем с помощью данной технологии используются мно-
гослойные структуры на кремниевой подложке, в которых формируются
волноводные и вспомогательные слои из кремния, нитрида кремния и
диоксида кремния. Также с помощью литографии можно наносить на
поверхность структур металлические плёнки, предназначенные для осу-
ществления реконфигурации преобразований схемы [9; 31] с помощью
термооптического эффекта. Большим преимуществом метода литографии
является возможность создания структур малого размера, высокая точ-
ность и быстрый отклик на контролирующее термооптическое воздействие.

1.3.2 Фемтосекундная лазерная печать

Альтернативный подход к изготовлению — фемтосекундная лазерная
печать (ФСЛП)[32] — модификация материала с помощью жёстко сфоку-
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сированного импульсного лазерного излучения, которая используется для
изготовления подобных линейно-оптических схем в Центре квантовых тех-
нологий Физического факультета МГУ [33]. Основными преимуществами
технологии ФСЛП является относительная простота и доступность. ФСЛП
не требует от специалиста, занимающегося квантовой оптикой, почти ни-
каких дополнительных навыков, в отличие от литографии. Недостатком
ФСЛП является относительно большой размер структур по сравнению с их
размером при изготовлении с помощью литографии. Это является следстви-
ем невысокого контраста показателя преломления, что вынуждает делать
более плавные изгибы волноводов.

1.4 Методы томографии преобразования

В данной части рассматриваются экспериментальные методы вос-
становления (томографии) матрицы линейно-оптического преобразования,
реализуемого интерферометром. В простейшей постановке предполагает-
ся, что рассматриваемое преобразование описывается унитарной матрицей.
Для восстановления матрицы преобразования могут использоваться как
когерентные состояния света, так и фоковские состояния. Вначале рассмот-
рим метод томографии с использованием когерентных состояний.

1.4.1 Когерентные состояния

В работе [4] предложен метод прямого восстановления неизвестной
матрицы линейно-оптического преобразования с использованием когерент-
ных состояний света. Экспериментально такой подход требует только
лазерного источника, фазового модулятора и детекторов интенсивности.

Элементы матрицы U (не обязательно унитарной) являются комплекс-
ными числами, которые удобно представлять в виде Uij = rije

iϕij , где
rij = |Uij| — модуль комплексного числа Uij, а ϕij — его фаза.
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Матрица U связывает когерентное состояние света |βj⟩ в j-й моде, с
когерентными состояниями |αi⟩ в i-ых модах на входе:

βj =
N∑

i=1

Uijαi. (1.11)

Следовательно, задача томографии сводится к определению модулей rij и
фаз ϕij всех элементов матрицы U .

1. Определение модулей rij = |Uij|:
Если подать когерентное состояние с интенсивностью I только в i-ю

входную моду, оставив остальные входы в вакуумном состоянии, то интен-
сивность в j-й выходной моде равна

Ij =

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

i=1

Uijαi

∣
∣
∣
∣
∣

2

= |Uij|2Ii = r2ijI. (1.12)

Отсюда получаем

rij =

√

Ij
I
. (1.13)

2. Определение фаз ϕij:
Для того, чтобы определить ϕij направим сначала когерентное со-

стояние лазера на светоделитель с коэффициентом деления 50:50, а затем
отправим полученные когерентные состояния на вход линейно-оптической
схемы в 1-ую и i-ую моды (рисунок 1.7). К когерентному состоянию, на-
правленному в i-ую моду применим фазовую задержку ϕ.

Измерим интенсивность на выходе в j-й моде:

Ij = |U1j + Uije
iϕ|2. (1.14)

Поскольку фазы можно определить лишь с точностью до выбора опорных
фаз, без ограничения общности фазы элементов первой входной моды мож-
но принять равными нулю ϕ1j = 0:

I1 = I
(
r211 + r2i1 + 2r11ri1 cos(ϕ)

)
, (1.15)

Ij = I
(
r21j + r2ij + 2r1jrij cos(ϕ+ϕij)

)
. (1.16)

Из зависимости выходной интенсивности от фазового сдвига ϕ вос-
станавливается фаза ϕij.
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Рисунок 1.7 –– Томография когерентными состояниями.

Таким образом, измерения выходных интенсивностей при одно- и
двухмодовых когерентных входных состояниях позволяют восстановить мо-
дули и фазы всех элементов матрицы линейно-оптического преобразования
U .

1.4.2 Фоковские состояния

Метод Super Stable Tomography (SST) был представлен в работе [3].
В нём используется статистика измерений прохождения пар неразличимых
фотонов через линейно-оптическую схему. Преимущество метода — нечув-
ствительность к потерям на входах в моды в линейно-оптической сети и к
эффективности детектирования.

Рассмотрим часть линейно-оптической сети, которая описывается мат-
рицей размера 2 × 2:

(

τj,ke
iαj,k τj,he

iαj,h

τg,ke
iαg,k τg,he

iαg,h

)

, (1.17)

где k, h — входные моды, а j, g — выходные. Пусть коэффициенты
передачи на входах k и h равны, соответственно, sk и sh, а эффективности
детектирования в выходных модах j и g равны, соответственно, rj и rg.

Тогда преобразование с учётом входных потерь и эффективности де-
тектирования имеет вид P2 = DdS2Dc:
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P2 =

( √
rj 0

0
√
rg

)(

τj,ke
iαj,k τj,he

iαj,h

τg,ke
iαg,k τg,he

iαg,h

)( √
sk 0

0
√
sh

)

. (1.18)

Инжектируем фоковское состояние с Sk фотонами в k-ую моду схемы,
а в другие моды — вакуумные состояния (рисунок 1.8). Тогда количество
задетектированных фотонов в j-й моде будет равно Rj,k = skτ

2
j,krjSk.

sk

sh

rj

rg

τ2j,k

τ2g,h

τ2g,k τ2j,h

Rj,k = skτ
2

j,krjSk

Rg,k = skτ
2

g,krgSk

Рисунок 1.8 –– Томография фоковскими состояниями для определения мо-
дулей.

Введём вспомогательные величины Xg,h,j,k и xg,h,j,k, которые выража-
ются через экспериментально измеряемые фотоотсчёты и не зависят от
коэффициентов передачи на входе, эффективностей детектирования и чис-
ла инжектированных фотонов:

Xg,h,j,k ≡
Rj,kRg,h

Rj,hRg,k
=

(
τj,kτg,h

τj,hτg,k

)2

, (1.19)

xg,h,j,k ≡
τj,kτg,h

τj,hτg,k
=

√

Rj,kRg,h

Rj,hRg,k
, (1.20)

где Rj,k — отсчёты фотодетекторов, непосредственно измеряемые в
эксперименте.

Для того чтобы извлечь информацию о фазах элементов матрицы
преобразования, необходимо измерить результат прохождения пары нераз-
личимых фотонов через линейно-оптическую схему.

Инжектируем в k-ую и h-ую входные моды два неразличимых фотона,
и будем фиксировать количество совпадений в фотоотсчётах детекторов в
выходных модах j и g (рисунок 1.9). Тогда теоретически будет следующее
количество совпадений:
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Qg,h,j,k = |perP2|2 = shskrgrj
(
τ2j,kτ

2
g,h + τ

2
g,kτ

2
j,h

)
+

+2shskrgrjτj,kτg,hτg,kτj,h cos (αj,k − αj,h − αg,k + αg,h)
. (1.21)

sk

sh

rj

rg

τj,ke
iαj,k

τg,he
iαg,h

τg,ke
iαg,k τj,he

iαj,h

Rc

Рисунок 1.9 –– Томография фоковскими состояниями для определения фаз.

Теперь введём фазовую задержку между фотонами, чтобы они ста-
ли различимыми и интерференция между ними исчезла. Тогда количество
совпадений будет равно:

Cg,h,j,k = per |P2|2 = shskrgrj
(
τ2j,kτ

2
g,h + τ

2
g,kτ

2
j,h

)
=

= Rj,kRg,h +Rg,kRj,h

. (1.22)

Далее введём глубину провала Хонга–У–Манделя [34]:

Vg,h,j,k ≡
Cg,h,j,k −Qg,h,j,k

Cg,h,j,k
=

= −2 cos (αj,k − αj,h − αg,k + αg,h)
τj,kτg,hτg,kτj,h

(

τ2j,kτ
2
g,h + τ

2
g,kτ

2
j,h

)
. (1.23)

Данная видность — экспериментально измеряемая величина. Для
того, чтобы её измерить, необходимо сдвигать фотоны во времени друг отно-
сительно друга и наблюдать, как они перестают перекрываться во времени,
при этом будет изменяться количество совпадений отсчётов фотодетекто-
ров.

Введём вспомогательные величины:

yg,h,j,k = xg,h,j,k + x−1g,h,j,k. (1.24)

Тогда фазы αjk выражаются следующим образом:

cos (αj,k − αj,h − αg,k + αg,h) = −
Vg,h,j,kyg,h,j,k

2
. (1.25)
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Надо отметить, что формула (1.25) неустойчива в случае определения фаз
элементов матрицы с очень маленьким модулем. Произведение Vg,h,j,k и
yg,h,j,k должно быть ограничено двойкой. В эксперименте же, в случае ма-
ленького элемента, yg,h,j,k — очень большое число. Небольшая неточность
или недостаточная статистика могут привести к тому, что мы выйдем из
области значений функции cos.

Итак, экспериментально измеряемыми данными в данном случае
являются отсчёты фотодетекторов Rj,k и видности провалов Хонга–У–
Манделя Vg,h,j,k.

В работе [3] показано, что экспериментальные данные не зависят от
фазовых задержек, внесённых в каждый из каналов на входе или выходе
линейно-оптической схемы, следовательно, восстанавливаемую матрицу U

можно искать в виде:

U =









τ1,1 τ1,2 · · · τ1,N

τ2,1 τ2,2e
iα2,2 . . . τ2,me

iα2,N

... ... . . . ...
τN,1 τN,2e

iαN,2 . . . τN,Ne
iαN,N









. (1.26)

Далее, используя формулу (1.25), можно определить фазы с учётом
того, что в первой строке и первом столбце они полагаются равными нулю.
После этого с использованием формулы (1.20) и дополнительных ограниче-
ний, налагаемых на матрицу преобразования, можно восстановить модули
её элементов.
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Глава 2. Обучение модели машинного обучения
линейно-оптического интерферометра

В главе 1 было показано, что программирование реконфигурируемо-
го линейно-оптического интерферометра сводится к подбору управляющих
параметров, обеспечивающих реализацию требуемого преобразования. Для
стандартных универсальных архитектур, таких как схемы Река и Кле-
ментса [1; 2], эта задача существенно упрощается благодаря наличию
аналитических или полуаналитических процедур декомпозиции целевой
унитарной матрицы. Однако в реальных устройствах отклонения пара-
метров светоделителей от проектных значений приводят к ухудшению
точности программирования, а использование численной оптимизации вме-
сто аналитической настройки существенно увеличивает вычислительные и
экспериментальные затраты [21; 35].

Как обсуждалось ранее, развитие блочных (робастных) архитектур
многопортовых интерферометров [23; 25] позволило существенно осла-
бить требования к точности изготовления фиксированных смешивающих
моды элементов. Однако такая устойчивость достигается ценой потери
явного аналитического соответствия между требуемым унитарным преоб-
разованием и набором управляющих фаз. В результате программирование
устройства становится задачей многопараметрической оптимизации.

Прямая оптимизация фазовых сдвигов на физическом устройстве
имеет ряд существенных недостатков. На каждой итерации необходимо
экспериментально восстанавливать реализуемую устройством матрицу пре-
образования [5; 36], что делает процедуру медленной и ресурсоёмкой. Кроме
того, высокая размерность пространства параметров, наличие локальных
минимумов и чувствительность градиентных методов к шумам измерений
затрудняют надёжное применение таких подходов на практике. Поэтому
для сложных линейно-оптических архитектур актуальна разработка ме-
тодов программирования, в которых дорогостоящая работа с физическим
устройством выполняется заранее, а дальнейшая настройка осуществляет-
ся уже с использованием его численной модели.

В данной главе предлагается архитектурно-независимый алгоритм
программирования линейно-оптического интерферометра, основанный на
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идеях обучения с учителем, широко применяемых для обучения нейрон-
ных сетей [37––39]. Подход состоит в построении параметризованной модели
интерферометра по обучающей выборке, полученной с исследуемого устрой-
ства. После этого поиск фазовых сдвигов для реализации нового унитарного
преобразования осуществляется не на самом устройстве, а на его обученной
модели. Тем самым задача разделяется на два этапа: обучение модели по
набору экспериментально восстановленных преобразований и последующее
программирование устройства с использованием найденной модели. Отме-
тим, что в данной диссертации рассмотрен только первый этап обучения,
так как этап программирования уже хорошо изучен и описан, например,
в работе [23].

2.1 Формулировка проблемы

Рассмотрим многомодовый линейно-оптический интерферометр, со-
стоящий из чередующихся фазосдвигающих и модосмешивающих слоёв.
Как было показано в разделе 1.2.2, широкий класс реконфигурируемых
линейно-оптических архитектур допускает представление в виде произведе-
ния фиксированных унитарных преобразований и диагональных фазовых
матриц. Для выбранной архитектуры матрица преобразования интерферо-
метра описывается выражением

U = ΦN+1UNΦNUN−1 . . .Φℓ+1UℓΦℓ . . .Φ2U1Φ1, (2.1)

где Φℓ = diag(eiϕℓ1, . . . , eiϕℓN ), ℓ = 1, . . . , N + 1. Мы будем называть Uℓ

базисными матрицами, поскольку они полностью определяют работу ин-
терферометра. Если Uℓ известны, простая численная оптимизация находит
соответствующие фазовые сдвиги ϕℓk, тем самым завершая задачу програм-
мирования устройства.

Проблема, обуславливающая сложность программирования требуемо-
го унитарного преобразования в многомодовой архитектуре, заключается
в том, что базисные матрицы Uℓ изготовленного устройства не соот-
ветствуют матрицам, заложенным в оптическую схему. Универсальность
интерферометра не снижается, но эффективная оценка фазовых сдвигов
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ϕℓk становится невозможной, поскольку Uℓ больше не известны. Это под-
водит нас к первому этапу нашего алгоритма обучения — реконструкции
параметров базисных матриц с использованием информации из обучающего
набора T , собранной с интересующего нас устройства (см. рисунок 2.1).

Uℓ

Φ̄
(1)
ℓ

Φ̄
(2)
ℓ

Φ̄
(M)
ℓ

U
(1)

U
(2)

U
(M)

J1

J2

JM

Ū
(1)

Ū
(2)

Ū
(M)

⟨J⟩

min⟨J⟩

Рисунок 2.1 –– Задача обучения модели линейно-оптического интерферомет-
ра. Обучаемыми параметрами являются комплексные элементы базисных
матриц (выделены синим), обучающей выборкой является множество пар
(Φ̄(k)

ℓ , Ū (k)). Обучение заключается в минимизации среднего функционала
⟨J⟩ между унитарными матрицами из обучающей выборки и унитарными
матрицами U (k), которые выдаёт модель при тех же фазах (выделены крас-

ным).

Множество T включает M пар (Φ̄(i), Ū (i)), полученных путём за-
полнения устройства случайными фазовыми сдвигами Φ̄(i) и применения
процедуры унитарной реконструкции по выбору [3; 4] (см. разделы 1.4.1 и
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1.4.2) для получения Ū (i). Затем базисные матрицы Uℓ определяются как
решение задачи оптимизации

{Uℓ} = argmin
{Uℓ}

⟨J(Ū ,U({Uℓ},Φ̄))⟩T , (2.2)

где показатель качества усредняется по обучающему набору T . После опре-
деления базисных матриц мы переходим ко второму этапу алгоритма (см.
рисунок 2.2) — находим соответствующие фазовые сдвиги ϕℓk, которые под-
строят модель интерферометра M к унитарной матрице Ū /∈ T .

Φℓ

U

Uℓ

J(U, Ū)

min J

Ū

Рисунок 2.2 –– Задача настройки модели линейно-оптического интерферо-
метра. В данном случае базисные матрицы (выделены синим) фиксированы,
меняются только фазы (выделены красным). В процессе настройки фазы
меняются так, чтобы минимизировать функционал невязки J между U и

Ū .

2.2 Алгоритм обучения

В этом разделе представлен алгоритм обучения модели интерферомет-
раM на основе исходных данных, содержащихся в обучающей выборке T .
Мы сводим задачу обучения к многопараметрической оптимизации нели-
нейного функционала J . В этом разделе представлена математическая
структура алгоритма обучения и продемонстрирована его эффективность
на многомодовом интерферометре.
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2.2.1 Вычисление метрики

Показатель качества J , который будет изучаться в нашей работе, —
это норма Фробениуса JFR:

JFR(U, Ū) ≡ 1

N

N∑

i,j=1

|uij − ūij|2. (2.3)

Он инвариантен только относительно тождественного преобразования, то
есть JFR(U, Ū) = 0, только если амплитуда и фаза матричных элементов
U и Ū одинаковы. Выражение 2.3 можно переписать, используя операцию
произведения Адамара (A ⊙ B)i,j = (A)i,j · (B)i,j, и оно принимает следу-
ющий вид:

JFR(U, Ū) =
1

N

N∑

i,j=1

((U − Ū)⊙ (U − Ū)∗)i,j. (2.4)

Градиент JFR относительно набора параметров {ᾱ} определяется по
формуле:

∂ᾱJFR(U(ᾱ), Ū) =
2

N
Re

N∑

i,j=1

((U − Ū)∗ ⊙ ∂ᾱU)i,j. (2.5)

2.2.2 Вычисление градиента метрики

Разложение многомодового интерферометра (2.1) допускает простые
аналитические формы градиентов по элементам uij базисных матриц Uℓ и
по фазовым сдвигам ϕℓk. Выведем аналитические выражения градиентов
∂
x
(ℓ)
ij

JFR, ∂y(ℓ)ij

JFR и ∂ϕℓk
JFR, необходимых на этапах обучения и настройки

алгоритма соответственно. Из уравнения (2.5) следует, что вычисление гра-
диентов ∂

x
(ℓ)
ij

JFR, ∂y(ℓ)ij

JFR и ∂ϕℓk
JFR сводится к нахождению выражений для

∂
x
(ℓ)
ij

U , ∂
y
(ℓ)
ij

U и ∂ϕℓk
U соответственно.

Сначала мы рассмотрим градиенты ∂
x
(ℓ)
ij

JFR и ∂
y
(ℓ)
ij

JFR. Для упрощения
вычислений введем N вспомогательных матриц Aℓ и еще N вспомога-
тельных матриц Bℓ как частичные произведения, взятые из уравнения
разложения (2.1):
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U = AℓUℓBℓ, (2.6)
где Aℓ и Bℓ можно вычислить итеративно:







AN = ΦN+1,

Aℓ = Aℓ+1(Uℓ+1Φℓ+1), ℓ = N − 1, . . . ,1,

B1 = Φ1,

Bℓ = (ΦℓUℓ−1)Bℓ−1, ℓ = 2, . . . ,N.

(2.7)

Следовательно, имеем:

uij =
N∑

k=1

N∑

m=1

a
(ℓ)
ik u

(ℓ)
kmb

(ℓ)
mj. (2.8)

Вычислим производную:

∂uij

∂u
(ℓ)
pt

=
N∑

k=1

N∑

m=1

a
(ℓ)
ik

∂u
(ℓ)
km

∂u
(ℓ)
pt

b
(ℓ)
mj =

N∑

k=1

N∑

m=1

a
(ℓ)
ik δkpδmtb

(ℓ)
mj = a

(ℓ)
ip b

(ℓ)
tj . (2.9)

Пусть унитарные элементы будут u
(ℓ)
ij = x

(ℓ)
ij + iy

(ℓ)
ij , и мы хотим вычислить

производные комплексных элементов uij матрицы U по действительной x
(ℓ)
pt

и мнимой y
(ℓ)
pt частям комплексного числа uij:

∂uij

∂x
(ℓ)
pt

=
∂uij

∂u
(ℓ)
pt

∂u
(ℓ)
ij

∂x
(ℓ)
pt

=
∂uij

∂u
(ℓ)
pt

= a
(ℓ)
ip b

(ℓ)
tj , (2.10)

∂uij

∂y
(ℓ)
pt

=
∂uij

∂u
(ℓ)
pt

∂u
(ℓ)
ij

∂y
(ℓ)
pt

= i
∂uij

∂u
(ℓ)
pt

= ia
(ℓ)
ip b

(ℓ)
tj . (2.11)

Преобразуем полученные выражения в матричную форму. Используя вспо-
могательные матрицы ∆(mn), элементы которых — нули, за исключением
∆

(mn)
mn = 1, преобразуем формулу (2.9) к следующему виду:

∂uij

∂u
(ℓ)
pt

= a
(ℓ)
ip b

(ℓ)
tj =

N∑

k=1

N∑

m=1

a
(ℓ)
ik ∆

(pt)
km b

(ℓ)
mj ⇒

∂U

∂u
(ℓ)
ij

= Aℓ∆
(ij)Bℓ. (2.12)

Наконец мы приходим к выражению:
∂U

∂x
(ℓ)
ij

= Aℓ∆
(ij)Bℓ,

∂U

∂y
(ℓ)
ij

= iAℓ∆
(ij)Bℓ.

(2.13)



40

После того, как базисные матрицы моделиM определены, мы можем
использовать их для вычисления градиентов ∂ϕℓk

JFR. Вывод ∂ϕℓk
JFR также

требует введения N + 1 вспомогательных матриц Cℓ и N + 1 матриц Dℓ:

U = CℓΦℓDℓ. (2.14)

Следовательно, имеем:

uij =
N∑

k=1

c
(ℓ)
ik

(
N∑

m=1

eiϕlkδkmd
(ℓ)
mj

)

=
N∑

k=1

c
(ℓ)
ik e

iϕlkd
(ℓ)
kj . (2.15)

Вычислим производную:

∂uij
∂ϕpt

=
∂

∂ϕpt

(
N∑

k=1

c
(ℓ)
ik e

iϕℓkd
(ℓ)
kj

)

=
N∑

k=1

c
(ℓ)
ik

(
∂

∂ϕpt
eiϕℓk

)

d
(ℓ)
kj =

=
N∑

k=1

c
(ℓ)
ik ie

iϕℓk
∂ϕℓk

∂ϕpt
d
(ℓ)
kj =

N∑

k=1

ic
(ℓ)
ik e

iϕℓkδℓpδktd
(ℓ)
kj = ieiϕptc

(ℓ)
it d

(ℓ)
tj .

(2.16)

Получаем выражение для ∂uij
∂ϕℓk

:

∂uij
∂ϕℓk

= ieiϕℓkc
(ℓ)
ik d

(ℓ)
kj . (2.17)

Теперь выразим (2.17) в матричной форме. Введем вспомогательные мат-
рицы ∆(kk), все элементы которых равны нулям, за исключением ∆

(kk)
kk = 1.

Тогда формула (2.17) преобразуется к виду:

∂uij
∂ϕℓk

= ieiϕℓkc
(ℓ)
ik d

(ℓ)
kj = ieiϕℓk

N∑

j=1

N∑

m=1

c
(ℓ)
ij ∆

(kk)
jm d

(ℓ)
mj. (2.18)

Тогда имеем:
∂U

∂ϕℓk
= ieiϕℓkCℓ∆

(kk)Dℓ. (2.19)

2.3 Численные симуляции

В этом разделе приводятся ключевые показатели эффективности ал-
горитма обучения модели интерферометра. Исследуются масштабируемые
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свойства алгоритма в зависимости от размера обучающей выборки M и
числа мод интерферометра N . Качество модели M оценивается на тесто-
вой выборке, не входящей в обучающий набор T .

Моделирование алгоритма обучения выполняется в несколько этапов.
Сначала мы генерируем обучающий набор (Φ̄(i), Ū (i)), используя уравнение
разложения многомодового интерферометра (2.1), при этом фазы выби-
раются случайным образом из равномерного распределения от 0 до 2π.
Базисные матрицы Uℓ выбираются случайным образом из равномерного
распределения Хаара с использованием QR-разложения [40]. В реальной
ситуации элементы T являются результатами Ū

(i)
rec алгоритмов унитарной

реконструкции [5; 36], применяемых к реконфигурируемому интерферо-
метру, запрограммированному с фазами Φ̄(i). Тонкости сбора подходящего
обучающего набора экспериментальным путем обсуждаются в разделе 3.4.

Адекватность модели интерферометра определяется её способностью
с высокой точностью воспроизводить унитарное преобразование реального
устройства при заданной конфигурации фазовых сдвигов Φ. Проверка на
тестовой выборке направлена на оценку качества такого воспроизведения
на данных, не использованных при обучении модели M.

Для этой цели формируется тестовый набор (Φ̂(i), Û (i)), состоящий из
случайно выбранных конфигураций фазовых сдвигов Φ̂(i) и соответствую-
щих им унитарных матриц Û (i), полученных для реального устройства. Для
каждого элемента тестовой выборки сравниваются матрица Û (i) и предска-
зание модели U(Φ̂(i)).

Модель считается успешно прошедшей тестирование, если для соот-
ветствующих пар матриц выполняется условие на среднее по тестовому
множеству функционала невязки J

(

U(Φ̂(i)), Û (i)
)

⩽ 10−2. Данное пороговое
значение было выбрано эмпирически на основе анализа поведения функци-
онала невязки JFR на тестовой выборке: для адекватно обученной модели
значения JFR быстро уменьшаются и достигают уровня ниже 10−2.

Модель инициализируется базисными матрицами, выбранными либо
случайным образом, либо на основе априорных знаний, доступных на ос-
нове конструкции физических элементов, реализующих базисные матрицы.
Мы рассмотрим оба случая и будем называть случайную инициализацию
моделью чёрного ящика. В каждой эпохе процесса обучения мы оцениваем
средний градиент по набору примеров из T и обновляем базисные матри-
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цы в соответствии с алгоритмом оптимизации (стохастический алгоритм
L-BFGS-B, пакет SciPy). Вместо усреднения градиента по всему обучаю-
щему набору мы случайным образом выбираем подмножество из m = 5

пар (Φ̄, Ū) в каждой эпохе и используем это подмножество для усреднения.
Значение m = 5 было определено эмпирически, поскольку оно обеспечива-
ло существенное ускорение вычислений при сохранении высокой точности
обучения. Мы не используем унитарную параметризацию базисных матриц
во время процедуры обучения, и эти матрицы просто являются комплексно-
значными квадратными матрицами. Поскольку параметрами модели тогда
являются действительная x

(ℓ)
ij и мнимая y

(ℓ)
ij части каждой базисной матрицы

Uℓ, обновлённые базисные матрицы не принадлежат унитарному простран-
ству. Мы используем полярное разложение A = HV , где H — эрмитова, а V

— унитарная матрица, для проецирования обновлённой комплексной базис-
ной матрицы Cℓ на ближайшую унитарную Uℓ на каждом шаге оптимизации
[41]. Этот метод помогает избежать проблемы локального минимума, кото-
рая может возникнуть из-за сложной параметризации унитарной матрицы.

Код симуляции написан на Python с использованием пакетов Numpy
и Scipy. Он доступен публично на GitLab [42].

2.3.1 Модель — чёрный ящик

Начнём с рассмотрения модели чёрного ящика. Этот сценарий под-
разумевает отсутствие априорной информации о базисных матрицах Uℓ, а
интерферометр представлен системой типа чёрный ящик с N 2 переменными
фазовыми параметрами ϕℓk. Следовательно, модель должна быть иници-
ализирована полностью случайным приближением. Начальные базисные
матрицы выбираются из унитарного случайного распределения Хаара [40].
На рисунке 2.3 показана сходимость среднего значения функционала JFR

в процессе обучения при различных значениях размерности интерферомет-
ра N . Перекрёстная проверка модели (см. рисунок 2.4) определяет размер
обучающей выборки M для каждого значения N .

Следует отметить, что с ростом N в процессе обучения возникает
плато, существенно замедляющее сходимость алгоритма. Плато становится
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а) N = 4. б)N = 5.

в) N = 6. г) N = 7.
Рисунок 2.3 –– Примеры обучения для различного количества оптических
мод N . Показаны графики сходимости функционала Фробениуса на тесто-
вом наборе данных в зависимости от количества эпох для 50 различных
экземпляров алгоритма оптимизации (для каждого экземпляра мы случай-
ным образом выбирали начальные базисные матрицы Uℓ). Случай а) —
количество оптических мод N = 4, размер обучающего набора данных
M = 7, б) — N = 5, M = 30, в) — N = 6, M = 230, г) — N = 7, M = 2000.

значительным уже при N = 6 (рисунок 2.3в). При N > 6 нам не удалось
наблюдать обучение для модели чёрного ящика — среднее значение по-
казателя качества остается на плато все время. Работа [43] предполагает,
что причиной плато в задачах оптимизации высокой размерности является
наличие большого количества седловых точек на ландшафте оптимизиро-
ванной функции, а не локальных минимумов. Было разработано несколько
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а) M = 2 б) M = 3 в) M = 4

г) д)
Рисунок 2.4 –– Верхний ряд иллюстрирует поведение функционала невязки
на обучающей и тестовой выборке для интерферометра с N = 3 при обу-
чении на наборе T разного размера M . Случай а) — модель не проходит
тестовую проверку, б) — промежуточный случай, в) — модель проходит
тестовую проверку. На панели г) в нижнем ряду показана зависимость оп-
тимизированного JFR, усредненного по 10 случаям, для разного количества
мод N и разных размеров обучающего набора данных M . Изображение на
панели д) отображает область, где модель проходит критерии проверки на

тестовой выборке.

алгоритмов, использующих идею адаптивного градиента, для решения про-
блемы выхода из плато [44; 45].

До этого момента элементы T включали матрицы Ū (i), которые были
искусственно сгенерированы с помощью уравнения (2.1), инициализиро-
ванного набором фаз Φ̄(i). Сбор того же набора с помощью реального
устройства означает, что реконструкция матриц Ū

(i)
exp должна быть выпол-

нена с абсолютной точностью, что никогда не достигается в эксперименте.
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Алгоритм обучения должен быть спроектирован так, чтобы допускать опре-
делённое расхождение между идеальными Ūideal и реконструированными
матрицами Ūexp. Эти отклонения являются неизбежным следствием несо-
вершенства измерительных приборов, используемых в процессе реконструк-
ции. Мы смоделировали поведение алгоритма обучения с использованием
обучающего набора, включающего фазовые сдвиги Φ̄(i) и унитарные значе-
ния Ū

(i)
exp, немного отклоняющиеся от их теоретического аналога Ū

(i)
ideal.

Отклонение вводится между Ūexp и Ūideal как полярная проекция [41]
возмущённого Ūideal на унитарное пространство:

A = Ūideal + α(X + iY ), A = HŪexp, (2.20)

где X и Y — случайные вещественные матрицы размера N ×N , эле-
менты которых выбираются из нормального распределенияN (0, 1). Степень
отклонения контролируется вещественным параметром α. Калибровочные
кривые, представленные на рисунке 2.5а, сопоставляют более распро-
странённую меру матричного расстояния — фиделити F , вычисляемую
как скалярное произведение Гильберта-Шмидта, с величинами отклонения
F (α). Эти кривые должны развить интуицию для интерпретации значений
JFR. Рисунок 2.5 иллюстрирует сходимость модели для простейшего случая
N = 2, обучаемой на наборе данных, выбранным с заданным отклонением
α. α ≈ 0.04 указывает порог, при котором модель не проходит критерий
перекрестной проверки JFR ⩽ 10−2.

2.3.2 Модель с априорным знанием

Результаты модели чёрного ящика, изложенные в разделе 2.3.1, сви-
детельствуют о том, что сложность оптимизации модели с произвольными
начальными базисными матрицами быстро растёт при объёме обучающей
выборки M . В данном разделе мы исследуем выбор начального при-
ближения для базисных матриц Uℓ, что позволяет проводить обучение
для большей размерности N . Случай, когда базисные матрицы Uℓ полно-
стью неизвестны, неадекватно отражает реальную ситуацию. На практике
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а) б) в)
Рисунок 2.5 –– Влияние несовершенства обучающего набора на обучение
модели интерферометра. а) — Зависимость среднего значения фиделити
(усреднение по 1000 унитарным матрицам), с которой обученная модель мо-
жет производить унитарные матрицы для заданных фаз (синий), и среднего
значения фиделити (усреднение по 10000 унитарным матрицам), с которой
известны матрицы из обучающего набора (зелёный), от параметра α для
матрицы размера N = 2. б) — Графики сходимости для моделей интер-
ферометра N = 2, снабжённых обучающим набором M = 5, для которых
α = 0.025, 0.05, 0.1. в) — Среднее значение функционала Фробениуса JFR,
вычисленное в ходе проверки на тестовой группе. Усреднение проводилось
по 1000 моделям, обученным на обучающих наборах, соответствующих раз-
личным базисным матрицам U

(0)
ℓ . Для каждой модели был выполнен тест с

1000 наборами фазовых сдвигов.

базисные матрицы реализуются с помощью оптических схем с чётко опре-
делённой геометрией и оптическими свойствами. Прототипы этих схем
могут быть предварительно протестированы для проверки их производи-
тельности, включая генерируемое ими преобразование мод. Современные
технологии производства интегральных фотонных устройств гарантируют
воспроизводимость до определённого уровня точности, специфичного для
каждой технологической линии. Базисная матрица преобразования U est

ℓ мо-
жет быть оценена заранее. Эта оценка служит начальным приближением
для алгоритма оптимизации на этапе обучения модели. В этом разделе мы
покажем, как эти знания существенно упрощают оптимизацию и позволя-
ют изучать модели интерферометров с N по крайней мере до нескольких
десятков мод.

Мы используем оценённые матрицы U est
ℓ в качестве начального при-

ближения для нашей процедуры оптимизации. Эти матрицы выбираются
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а) б)
Рисунок 2.6 –– Исследование процесса обучения с использованием апри-
орных знаний о базисных матрицах Uℓ. а) — Примеры обучения с
использованием априорных знаний о базисных матрицах при больших
значениях числа оптических мод N интерферометра, б) — Зависимость
максимального требуемого значения α, при котором модель может быть

успешно обучена, от числа оптических мод N .

так, чтобы быть близкими к идеальным базисным матрицам Uℓ, ис-
пользуемым для генерации обучающего набора. Мы получаем начальное
приближение, используя процедуру, описанную в уравнении (2.20). На ри-
сунке 2.6 показана сходимость алгоритма обучения, использующего знание
унитарной базисной матрицы с определённой точностью. Априорная инфор-
мация о базисных матрицах позволила обучить модель интерферометра до
N = 20, используя то же вычислительное оборудование. Чем больше раз-
мерность интерферометра N , тем выше должна быть точность оценки U est

ℓ .
На рисунке 2.6б показаны области значения α в зависимости от размера
интерферометра, где модель M может успешно обучаться.
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2.4 Эксперимент

2.4.1 Дизайн эксперимента

Мы демонстрируем наш программный алгоритм на фотонном чипе,
изготовленном с использованием фемтосекундной лазерной записи (FSLW)
в образце из плавленого кварцевого стекла [46]. Одномодовая волноводная
структура чипа содержала целевой многопортовый интерферометр 4 × 4

и подготовительный интерферометр. Подготовительный интерферометр
представляет собой сетку из трёх интерферометров Маха-Цендера, кото-
рая позволяет задавать произвольное распределение амплитуды на выходе
подготовительной части. Мы используем подготовительный интерферометр
в качестве инструмента для калибровки целевого интерферометра и ис-
следования его матрицы преобразования. Как подготовительный, так и
целевой интерферометры оснащены перестраиваемыми термооптическими
фазовыми сдвигами, которые также изготовлены с использованием уста-
новки фемтосекундной лазерной записи.

Технология FSLW позволяет создавать волноводы внутри трёхмер-
ного пространства. Эта особенность позволяет нам записывать четыре
вспомогательных волновода на глубину 35 мкм ниже плоскости основного
волновода. Эти волноводы эванесцентно связаны с выходной секцией каж-
дого волновода подготовительного интерферометра. Мы использовали эти
волноводы для мониторинга амплитуд, подаваемых на вход целевого ин-
терферометра, что является важнейшим требованием для восстановления
цифровой модели целевого интерферометра.

Свет с выходных портов чипов собирался с помощью волоконно-
оптического линейного массива, а соответствующая оптическая мощность
измерялась с помощью четырех фотодетекторов. Входное волокно и вы-
ходная волоконно-оптическая матрица были установлены на высокоточных
шестиосевых позиционерах. С помощью выходного позиционера можно
было переключаться между выходом целевого интерферометра и вспомо-
гательными волноводами. Структура чипа и экспериментальная установка
схематически показаны на рисунке 2.7.
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Рисунок 2.7 –– Схема структуры фотонного чипа. Подготовительная
часть, состоящая из трех каскадно соединенных интерферометров Маха-
Цендера (MZI), и целевой комплексный интерферометр, состоящий из двух
многопортовых соединителей 4 × 4, между которыми расположены три
перестраиваемых фазовращателя, находятся в одном и том же образце
из плавленого кварца. Лазерный свет подается на второй входной порт
чипа. Это позволяет подготовить произвольное оптическое распределение
света между четырьмя входными портами целевого интерферометра. Ин-
терферометры Маха-Цендера в интерферометре могут быть откалиброваны
индивидуально с помощью вспомогательных волноводов, слабо связанных
с выходной секцией подготовительной части интерферометра. Вспомога-
тельные волноводы расположены на 35 мкм ниже плоскости основного
волновода с подготовительным и целевым интерферометрами. Каждый
вспомогательный волновод связан только с соответствующим волноводом

подготовительного интерферометра и только в его выходной области.

Калибровка интерферометра на основе интерферометров Маха-
Цендера — известная процедура, которая выполняется путём индиви-
дуальной калибровки каждого из составляющих его интерферометров
Маха-Цендера [9; 47––49]. Мы использовали те же принципы для калиб-
ровки подготовительного интерферометра.

Целевой интерферометр состоит из двух многопортовых соедините-
лей размером 4 × 4, между которыми расположены три перестраиваемых
фазовращателя. Оптические интерферометры с такой архитектурой были
исследованы в работе [50]. Унитарное преобразование целевого интерферо-
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метра можно выразить как

U(ϕ⃗) = M2 × P (ϕ⃗)×M1, (2.21)

где M1,2 — унитарные матрицы, соответствующие каждому из 4 × 4

многопортовых соединителей, которые мы также называем базисными мат-
рицами, ϕ⃗ = {ϕ1,ϕ2,ϕ3} — вектор из трех фазовых сдвигов, а P (ϕ⃗) =

diag(eiϕ1,eiϕ2,eiϕ3, 1) — диагональная матрица слоя фазового сдвига. Клю-
чевой задачей для успешной реализации процедуры программирования
является восстановление двух матрицM1,2 и P (ϕ⃗(X⃗)), где X⃗ = {x1, x2, x3}—
электрические токи, подаваемые на термооптические фазовращатели.

2.4.2 Калибровка целевого интерферометра

Калибровка перестраиваемых фазовращателей в N -портовом рекон-
фигурируемом интерферометре начинается с ввода когерентного лазерного
света в образец. Для каждого входного порта электрический ток xj через
j-й фазовращатель изменяется в диапазоне значений, при этом измеряется
оптическая мощность Pm с каждого выходного порта m интерферометра
Pm = Pm(xj).

Идеальный сценарий возникает, когда j-й модулятор воздействует
только на соответствующий сдвиг на интерферометре ϕj = ϕ(xj). В этом
случае выходная мощность Pm подчиняется периодическому закону

Pm(xj) = Am +Bm cosϕj(xj), (2.22)

где Am и Bm — действительные константы (не зависящие от xj), за-
висящие от внутренней структуры интерферометра, в нашем случае —
матрицы M1,2, описывающие многопортовые разветвители. ϕ = ϕj(xj) —
это специфическая зависимость j-го фазового сдвига от соответствующе-
го управляющего сигнала xj, и обычно предполагается, что она является
полиномиальной функцией от xj. Например, в случае термооптического фа-
зового сдвигателя ϕj(xj) = ϕ

(0)
j +αjx

2
j , поскольку индуцированный фазовый

сдвиг прямо пропорционален тепловой мощности, рассеиваемой резистив-
ным электродом.
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После измерения Pm(xj), аппроксимация экспериментальных данных с
помощью (2.22) позволяет получить калибровочные параметры ϕ0

j и αj для
конкретного перестраиваемого фазовращателя. Следует отметить, что кон-
кретные значения констант Am и Bm в этой процедуре не важны, а наиболее
важными параметрами для каждого фазовращателя являются соответству-
ющие ϕ0

j и αj. После получения всех калибровочных параметров ϕ0
j и αj

для каждого j-го перестраиваемого фазовращателя, можно использовать
алгоритмы из раздела 2.2 или [51] для восстановления M1,2. После опреде-
ления M1,2 становится доступна полная цифровая модель фотонного чипа
для нахождения фазовой конфигурации, соответствующей требуемой уни-
тарной матрице переноса.

Однако в большинстве реальных оптических чипов, даже изготовлен-
ных с использованием самых передовых технологий [48], часто наблюдается
эффект взаимного перекрестного влияния между различными фазовыми
сдвигами. Это может происходить из-за тепловых или электрических пере-
крестных помех. Из-за эффекта перекрестных помех оптическая мощность
Pm m-го выходного порта чипа больше не может быть описана уравнени-
ем (2.22), поскольку аппроксимационные константы Am и Bm являются
функциями xj, а также индексов входного и выходного портов интерфе-
рометра. Это приводит к сложной и непериодической зависимости Pm(xj).

В нашем оптическом чипе мы использовали термооптические фазо-
вращатели, для которых наблюдался значительный эффект перекрестных
помех между соседними нагревателями. Из-за наличия взаимной связи
между различными фазовращателями фазовый сдвиг ϕi, индуцированный
в i-м нагревателе, зависит не только от соответствующего тока xi, но и от
всех токов xj, подаваемых на другие нагреватели (которые могут влиять
на i-й фазовый сдвиг):

ϕi(x⃗) = ϕ
(0)
j +

∑

j

αijx
2
j , (2.23)

где xj — ток, подаваемый на j-й нагреватель, ϕ(0)
j — постоянный фазо-

вый сдвиг смещения, существующий в конкретном плече интерферометра,
а αij — константа, определяющая силу воздействия j-го нагревателя на
i-й фазовращатель. Соотношение между фазами и токами, протекающи-
ми через нагреватели, можно переписать в матричной форме следующим
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образом: −→
Φ(x⃗) =

−→
Φ 0 + A×−→X 2, (2.24)

где −→Φ = {ϕ1,ϕ2,ϕ3}T — вектор-столбец фазовых сдвигов, которые необхо-
димо установить, −→Φ0 = {ϕ(0)

1 ,ϕ
(0)
2 ,ϕ

(0)
3 }T — вектор-столбец фазовых сдвигов

смещения, A = {αij} — матрица перекрестных помех, содержащая все де-
вять констант перекрестных помех αij, i,j = 1,3, и −→X 2 = {x21, x22, x23}T —
вектор-столбец квадратов значений тока.

Следовательно, согласно (2.23), если изменяется только один параметр
xj, это одновременно повлияет на все три фазовых сдвига ϕi, что приведет
к сложной и непериодической зависимости выходной оптической мощности
от приложенного тока xj. Тем не менее, если когерентный свет подается
на k-й входной порт фотонного чипа, выходная оптическая мощность на
m-м выходном порту может быть описана через m, k-й элемент унитарной
матрицы интерферометра:

Pkm(xj) ∼ |M2 × Φ(xj)×M1|2mk , (2.25)

который можно использовать для подгонки соответствующих эксперимен-
тальных данных, используя в качестве параметров оптимизации как M1,
M2, так и −→Φ0, а также матрицу констант перекрестных помех A.

Более того, любая экспериментально измеренная оптическая мощ-
ность Pkm от приложенного тока для любого входного k и выходного m

портов интерферометра и для любого нагревателя j должна удовлетво-
рять уравнению (2.25) с теми же параметрами интерферометра M1,2,

−→
Φ0

и A, поскольку все они генерируются одним и тем же фотонным чипом,
описываемым его унитарной матрицей U . После того, как все возможные
оптические мощности от зависимостей приложенного тока, Pkm(xj), будут
экспериментально измерены для каждого k, m и j, их можно одновременно
аппроксимировать с помощью единой модели интерферометра, определя-
ющей составляющие оптических чипов M1,2 и необходимые калибровочные
соотношения между всеми токами и фазовыми сдвигами −→Φ0 и A.
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2.4.3 Целевая модель интерферометра

Аппроксимация всего набора данных Pkm(xj) в форме (2.25) требу-
ет соответствующей параметризации матрицы передачи оптического чипа
U(x⃗) как функции приложенных токов:

U(x⃗, t⃗) = M2(⃗t2)× P (ϕ⃗(x⃗, ϕ⃗0, A))×M1(⃗t1), (2.26)

где t⃗1,2 = {t1, . . . , tN} — два набора действительных параметров, определя-
ющих M1,2, P (ϕ⃗(x⃗, ϕ⃗(0), A)) = diag(eiϕ1, eiϕ2, eiϕ3, 1) — диагональная матрица
фазовых сдвигов. В свою очередь, фазовые сдвиги зависят от токов xj и
параметров калибровки ϕ(0)

j и αij:





ϕ1

ϕ2

ϕ3




 =






ϕ
(0)
1

ϕ
(0)
2

ϕ
(0)
3




+






α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33




×






x21
x22
x23




 , (2.27)

где два последних будут определены экспериментально.
Для блоков смешивания мод M1,2 мы использовали хорошо известную

унитарную параметризацию [1], которая для интерферометра с 4 × 4 пор-
тами требует девять действительных параметров, изменяющихся от 0 до
2π каждый. Общее число действительных параметров для нашего фотон-
ного чипа составляет 30, включая 9 × 2 = 18 параметров для M1,2, 3 фаз
смещения ϕ(0)

j и 9 констант перекрестных помех αij.
Адекватное начальное приближение для параметров оптимизации

имеет важное значение, поскольку глобальный процесс оптимизации испы-
тывает трудности со сходимостью к глобальному минимуму при исполь-
зовании случайного начального значения. При установлении предельных
значений параметров следует учитывать специфические физические свой-
ства экспериментальной системы.

2.4.4 Детали обучения и результаты эксперимента

Мы провели экспериментальную проверку концепции по реконструк-
ции цифровой модели интерферометра и выполнили программирование
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матрицы переноса в соответствии с разделом 2.2, основанной на различ-
ных наборах данных.

Этот метод использует обучающие и тестовые наборы данных, состо-
ящие из предварительно реконструированных унитарных матриц, соответ-
ствующих значениям управляющих сигналов x⃗ (в нашем случае токам через
нагреватели) или значениям фазового сдвига ϕ⃗, вызванным управляющи-
ми сигналами. Мы использовали калибровку ϕ(x) и унитарные матрицы и
подготовили два набора данных. Первый набор данных (ϕ⃗, U) включает фа-
зовые сдвиги ϕ⃗ и соответствующие матрицы U , а второй набор данных (x⃗, U)

включает значения тока x⃗ и соответствующие матрицы U . Затем мы исполь-
зовали оба набора данных для оценки эффективности метода и сравнения
ее с результатами, полученными в результате глобальной оптимизации.

Датасет «Фазы —Матрицы преобразования». Набор данных со-
держал 27 пар унитарных матриц и соответствующие фазовые сдвиги ϕ⃗,
полученные в результате экспериментальной калибровки, описанной в раз-
деле 2.4.3. Это означает, что в этом наборе данных нам известны фазовые
сдвиги ϕ⃗, установленные на чипе, и соответствующее измеренное унитар-
ное преобразование Udata(ϕ⃗) чипа.

Обученная модель была следующей:

Utrained(p⃗) = frb(A2(p⃗2)× P (ϕ⃗)× A1(p⃗1)), (2.28)

где frb(·) — функция над унитарной матрицей, которая преобразует её в
унитарную матрицу с вещественной первой строкой и вещественным пер-
вым столбцом путём умножения на диагональные фазовые матрицы слева
и справа, A1,2 — две произвольные комплексные матрицы (не обязательно
унитарные), а P (ϕ⃗) = diag(eiϕ1, eiϕ2, eiϕ3, 1) — диагональная матрица фа-
зового сдвига.

Матрицы A1,2 рассматривались как общие комплексные матрицы раз-
мером 4×4 и параметризовались 2×42 = 32 действительными параметрами
p⃗ каждая, представляющими параметризацию действительной и мнимой
частей A1,2. Начальные значения p⃗ выбирались случайным образом для
каждого запуска оптимизации.
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Модель (2.28) была обучена на 27 унитарных матрицах, для которых
соответствие между ними и калибровочной моделью превышает 0.95, и про-
тестирована на остальных 65 измеренных унитарных матрицах.

Мы использовали алгоритм оптимизации Adaptive Moment Estimation
(Adam) с 5000 эпохами, каждая из которых состояла из мини-пакетов, со-
держащих по 5 случайных элементов. В качестве функции потерь была
выбрана метрика Фробениуса, как в работе [52].

Результаты представлены на рисунке 2.8a. Как видно из результатов,
фиделити между измеренными унитарными матрицами и матрицами, пред-
сказанными моделью машинного обучения, составляет не менее 0.90 с пиком
около 0.99, что указывает на точность представленной модели оптического
чипа на основе машинного обучения. Однако набор данных матриц фазовых
сдвигов требует точного знания информации о фазовых сдвигах, которая
получается в результате процедуры калибровки, описанной в разделе 2.4.3,
обеспечивающей нахождение самих элементов матриц смешивания модM1,2.
Поэтому выполнение еще одной процедуры оптимизации для определения
матриц A1,2 при уже имеющихся матрицах M1,2 может показаться несколь-
ко избыточным. В этом отношении существует высокая потребность в более
фундаментальном наборе данных токов и соответствующих унитарных мат-
риц для преобразования мод.

Датасет «Токи —Матрицы преобразования». Набор данных содер-
жал 60 пар унитарных матриц и соответствующие им токи, заданные на
чипе. Этот сценарий имеет большее практическое значение, чем набор дан-
ных ϕ⃗— U , поскольку он содержит только исходные данные без какой-либо
предварительной обработки, например, процедуры калибровки.

Модель линейно-оптического интерферометра была обучена на 60 слу-
чайных унитарных матрицах из измеренных матриц на оптическом чипе и
протестирована на остальных 36 измеренных унитарных матрицах. В отли-
чие от набора данных ϕ⃗ — U в наборе данных x⃗ — U , мы предполагаем,
что отсутствует информация о калибровке ϕ(x), и поэтому не можем вы-
брать 60 унитарных матриц с точностью калибровочной модели более 0.95,
как в предыдущем подразделе.

Обученная модель была следующей:

Utrained(p⃗) = frb(A2(p⃗2)× P (x⃗)× A1(p⃗1)), (2.29)



56

0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00
F

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

65  , F= 0.984 ± 0.002

а) Датасет ϕ⃗→ U

0.90 0.92 0.94 0.96 0.98
F

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

36  , F= 0.971 ± 0.004

б) Датасет x⃗→ U

Рисунок 2.8 –– Гистограммы распределения фиделити для тестирования мо-
дели на основе машинного обучения. а) Тестирование обучения модели на
наборе данных фазовых сдвигов и соответствующих матриц (ϕ⃗ - U). б) Те-
стирование обучения модели на наборе данных токов и соответствующих

матриц (x⃗ - U).

где frb(·)— та же самая функция приведения к форме с вещественными пер-
вой строкой и первым столбцом, использующаяся в уравнении (2.28), A1,2 —
две произвольные комплексные матрицы (не обязательно унитарные), а
P (x⃗) = diag(eiϕ1(x⃗), eiϕ2(x⃗), eiϕ3(x⃗), 1) — диагональная матрица фазового сдви-
га с фазовыми сдвигами, обусловленными зависимостью от тока (2.24), в
результате чего получается 12 вещественных параметров: 3 фазовых сдви-
га смещения ϕ⃗0 и 9 элементов матрицы перекрестных помех Aij. Матрицы
A1,2 снова рассматривались как общие комплексные матрицы 4 × 4 и па-
раметризовались 32 действительными параметрами. Начальные значения
для p⃗ выбирались случайным образом для каждого запуска оптимизации, в
то время как начальное предположение для элементов матрицы перекрест-
ных помех {αij} бралось в соответствии с теоретической оценкой элементов
этой матрицы исходя из дизайна интерферометра.

Для обучения сети использовался алгоритм оптимизации Adaptive
Moment Estimation с 6000 эпохами, каждая из которых состояла из мини-
пакетов, содержащих по 5 случайных элементов. В качестве функции
потерь была выбрана метрика Фробениуса, как в работе [52].

Результаты представлены на рисунке 2.8б. Как видно из результатов,
фиделити между измеренными унитарными матрицами и матрицами, пред-
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сказанными моделью машинного обучения, составляет не менее 0.90 с пиком
около 0.99, что указывает на точность представленной модели оптического
чипа на основе машинного обучения.

Стоит отметить, что в этом эксперименте обучение модели линейно-
оптического интерферометра на наборе данных матриц токов (x⃗ - U) для
определения модели оптического чипа на основе машинного обучения на-
правлено на решение той же задачи, что и калибровка слоя фазового сдвига.
Оба метода возвращают цифровую модель чипа как функцию экспери-
ментально настраиваемых параметров: электрических токов x⃗. Эта модель
позволяет предсказывать унитарное преобразование чипа при заданном
токе. Однако, несмотря на общую цель, эти два метода различаются ис-
пользуемыми экспериментальными данными. Метод калибровки требует
всей выходной мощности из зависимостей тока, тогда как метод машинного
обучения требует набора унитарных матриц, измеренных на чипе. В реали-
стичных экспериментальных условиях не всегда легко выполнить полную
томографию оптического чипа, в отличие от простых измерений калибров-
ки выходной мощности. По крайней мере, потому что, если мы используем
одни и те же экспериментальные ресурсы (когерентное лазерное излучение),
полная томография чипа потребует одновременного ввода излучения в два
порта чипа и точного изменения их относительного фазового сдвига. Од-
нако при калибровочных измерениях использовался только один входной
порт. Затем оба метода используют оптимизацию по набору вещественных
параметров для минимизации соответствующей функции потерь.

2.5 Выводы по главе

В данной главе предложен архитектурно-независимый подход к обуче-
нию цифровой модели реконфигурируемого линейно-оптического интерфе-
рометра по выборке вида «конфигурация фазовых сдвигов — реализуемое
преобразование». Такой подход позволяет перенести процедуру програм-
мирования устройства на его численную модель, восстановленную по
экспериментальным данным, и тем самым сократить число обращений к
реальному интерферометру в процессе настройки.
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Показано, что задача обучения модели сводится к задаче мно-
гопараметрической оптимизации по базисным матрицам, описывающим
фиксированные модосмешивающие элементы схемы. Для выбранного функ-
ционала невязки получены аналитические выражения для градиентов как
по элементам этих матриц, так и по управляемым фазовым сдвигам, что
обеспечивает возможность эффективного применения градиентных мето-
дов как при обучении модели, так и при последующем программировании
устройства.

Численное моделирование показало, что в сценарии чёрного ящика,
когда априорная информация о структуре интерферометра отсутствует,
сложность обучения быстро возрастает с увеличением числа мод. При этом
использование даже приближённой информации о базисных матрицах су-
щественно улучшает сходимость и делает возможным обучение моделей
большей размерности. Также установлено, что алгоритм сохраняет рабо-
тоспособность при умеренных ошибках в обучающей выборке, связанных с
экспериментальной реконструкцией унитарных матриц.

Экспериментальная апробация метода выполнена на фотонном чипе
4 × 4, изготовленном по технологии фемтосекундной лазерной записи. По-
казано, что как в случае обучения по данным с известными фазами (ϕ⃗, U),
так и в случае обучения по данным с известными токами (x⃗, U), где x⃗ задаёт
непосредственно управляющие электрические токи, предложенный подход
обеспечивает высокую точность предсказания реализуемых унитарных пре-
образований.

Таким образом, разработанный метод является универсальным сред-
ством программирования линейно-оптических интерферометров. Он позво-
ляет строить цифровые модели реальных устройств, пригодные не только
для настройки, но и для анализа их фактических ограничений, обу-
словленных технологическими отклонениями и особенностями физической
реализации.

Результаты данной главы опубликованы в работах [52] и [53].
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Глава 3. Переход в новое признаковое пространство фаз для
управления линейным оптическим интерферометром

В предыдущей главе задача программирования линейного опти-
ческого интерферометра рассматривалась как задача обучения модели,
отображающей конфигурацию фазовых сдвигов в соответствующее пре-
образование устройства. Однако при увеличении размерности системы и
глубины схемы такое представление приводит к нелинейной задаче оптими-
зации с большим числом параметров, что затрудняет как обучение модели,
так и последующий поиск фазовой конфигурации, реализующей требуемую
матрицу преобразования.

В настоящей главе предлагается альтернативный подход, основанный
на переходе от исходного пространства фазовых параметров к специаль-
ному признаковому пространству. Основная идея состоит в том, чтобы
использовать структуру линейно-оптической схемы для построения призна-
ков, в которых зависимость элементов матрицы преобразования от фазовых
сдвигов принимает линейный вид. Это позволяет свести задачу обучения
модели интерферометра к решению линейной задачи наименьших квад-
ратов и тем самым избежать невыпуклой оптимизации, характерной для
прямого обучения в исходных параметрах.

Такой подход особенно эффективен для схем малой глубины, где
полная модель интерферометра может быть восстановлена по обу-
чающей выборке целиком. Для более глубоких схем рассматривается
послойная стратегия, в которой обучение и настройка выполняются по-
следовательно для отдельных фазовых слоёв. Оба подхода сохраняют
архитектурную независимость и могут применяться к широкому классу
линейно-оптических интерферометров.

3.1 Математические основы

В данной главе рассматривается многомодовый интерферометр, со-
стоящий из чередующихся слоёв фазовых сдвигов и преобразований,
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смешивающих моды. Такая структура охватывает широкий класс линейно-
оптических схем и удобна для построения признакового описания модели.
Топология интерферометра приведена на рисунке 3.1.

𝐿 𝑙 1

𝜑𝑙𝑘 ≡ 𝜑𝑘(𝑙)

𝑢𝑖𝑗(𝑙)

𝑈( 𝜑 )

Рисунок 3.1 –– Схема структуры многомодового интерферометра. Базис-
ные матрицы Uℓ описывают перераспределение излучения между каналами
интерферометра. Соответствующие интегральные элементы могут быть ре-
ализованы в виде решеток связанных волноводов, что позволяет передавать

энергию между различными волноводами [24].

Унитарная матрица U представляется в виде:

U = ΦLUL−1 . . . UℓΦℓ . . .Φ2U1Φ1, (3.1)

где Φℓ = diag{eiϕℓk} = diag{eiϕ(ℓ)
k } и {Uℓ}ij = u

(ℓ)
ij . Для дальнейших целей мы

вводим обозначение eiϕ
(ℓ)
k

def≡ ψℓk
def≡ ψ

(ℓ)
k . Таким образом, {Φℓ}ij = δije

iϕℓj =

δije
iϕ

(ℓ)
j = δijψ

(ℓ)
j .

Мы называем Uℓ базисными матрицами, поскольку они однозначно
характеризуют матрицу передачи интерферометра U . Как только Uℓ из-
вестны, численная оптимизация позволяет определить требуемые фазовые
сдвиги ϕℓk, завершая программирование устройства.
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3.2 Алгоритмы обучения

3.2.1 Обучение на всех слоях

Рассмотрим уравнение (3.1), выраженное поэлементно, в частности,
элемент матрицы интерферометра uij:

uij =
∑

k1,...,kL−2

ψ
(L)
i u

(L−1)
ik1

ψ
(L−1)
k1

. . . u
(1)
kL−2j

ψ
(1)
j . (3.2)

Далее мы отделяем множители, связанные с базисными матрицами
u
(ℓ)
pr , от множителей, связанных с фазовыми сдвигами eiϕ

(ℓ)
k

def≡ ψ(ℓ)
k :

uij =
∑

k1,...,kL−2

u
(L−1)
ik1

. . . u
(1)
kL−2j

︸ ︷︷ ︸
wik̄j

ψ
(L)
i ψ

(L−1)
k1

. . .ψ
(1)
j

︸ ︷︷ ︸

θik̄j

. (3.3)

Графическая иллюстрация вычисления матричного элемента uij по
формуле (3.3) представлена на рисунке 3.2.

Следовательно, задача сводится к линейной модели, при этом каж-
дый элемент матрицы интерферометра uij представлен в виде скалярного
произведения вектора весов wik̄j и вектора признаков θik̄j, который зависит
только от фазовых сдвигов:

uij =
∑

k̄

wik̄jθik̄j, k̄ = (k1, . . . , kL−2). (3.4)

Таким образом, зависимость матрицы линейно-оптического интерфе-
рометра U от экспонент фазовых сдвигов ϕ(ℓ)

k может быть охарактеризована
как линейная модель, причём тензор третьего ранга wik̄j комплексно опи-
сывает эту модель.

Пусть i, j фиксированы, тогда uij
def≡ u, wik̄j

def≡ wk̄, и θik̄j
def≡ θk̄:

u =
∑

k̄

wk̄θk̄. (3.5)

Предположим, что выполнено M измерений u(m), соответствующих M

различным фазовым настройкам ϕ(l)
k и, следовательно, M значениям θ(m)

k̄
.

Это приводит к системе линейных уравнений:
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𝐿 𝑙 1

𝜑𝑙𝑘 ≡ 𝜑𝑘(𝑙)

𝑢𝑖𝑗(𝑙)
𝑖𝑗

Рисунок 3.2 –– Иллюстрация расчёта матричного элемента uij по уравнению
(3.3). Матричный элемент uij формируется путем суммирования произведе-
ний весов wik̄j и новых признаков θik̄j по всем путям, соединяющим входную
моду i и выходную моду j. На рисунке для примера показано суммирование
только по трём путям для фиксированных индексов i и j, но в общем случае

суммирование производится по всем путям.

ΘW = U. (3.6)

Матрица Θ представляет собой матрицу «объекты–признаки», содер-
жащую M строк, соответствующих отдельным измерениям, и столбцы,
соответствующие признакам θk̄. Вектор W состоит из весов wk̄, располо-
женных в формате вектора-столбца, а U — вектор-столбец, состоящий из
значений u(m).

Система линейных уравнений (3.6), построенная по эксперименталь-
ным данным томографии линейно-оптического интерферометра U , в общем
случае содержит ошибку томографической реконструкции ε:

ΘW = U + ε. (3.7)

Для применения аналитического решения предполагается линейная
независимость столбцов матрицы «объекты–признаки» Кроме того, число
строк M , соответствующих различным наборам фазовых сдвигов {ϕ(ℓ)

k },
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используемым при томографии матриц преобразования U (m) линейно-
оптического интерферометра, должно быть не меньше числа признаков.
Такая постановка позволяет сформулировать задачу нахождения весово-
го вектора (при фиксированных индексах i и j) как задачу наименьших
квадратов:

||ΘW − U ||22 → min
W

. (3.8)
Такая задача минимизации может быть решена аналитически с помо-

щью псевдоинверсии Мура-Пенроуза:

W = (Θ†Θ)−1Θ†U. (3.9)

Теперь рассмотрим общий функционал (3.8), включающий индексы
i и j:

L =
1

M

M∑

m=1

N∑

i,j

∣
∣
∣
∣
∣

∑

k̄

wik̄jθ
(m)

ik̄j
− u

(m)
ij

∣
∣
∣
∣
∣

2

→ min
wik̄j

. (3.10)

Матрица F = (Θ†Θ)−1Θ†, как показано в уравнении (3.9), не зависит от
индексов i и j элемента матрицы uij. Поэтому F нужно вычислять только
один раз, после чего можно непосредственно сформулировать решение для
тензора wik̄j, минимизирующее функционал L, заданный уравнением (3.10):

wik̄j = argmin
wik̄j

L =
∑

m

Fk̄mu
(m)
ij . (3.11)

Задача минимизации функционала (3.10) также может быть реше-
на численно, например, с помощью методов градиентного спуска (gradient
descent, GD) или стохастического градиентного спуска (stochastic gradient
descent, SGD).

Теперь обсудим требования к обучающим данным. Для эффектив-
ной работы алгоритма число строк M матрицы Θ в уравнении 3.9, то есть
число различных наборов фазовых сдвигов {ϕ(ℓ)

k }, при которых выполня-
ется томография матрицы преобразования интерферометра U (m), должно
быть не меньше числа столбцов. Это число определяется числом признаков
θik̄j = ψ

(L)
i ψ

(L−1)
k1

. . .ψ
(1)
j = eiϕ

(L)
i eiϕ

(L−1)
k1 . . . eiϕ

(1)
j . В случае полной (L = N + 1)

линейной оптической сети, показанной на рисунках 3.1 и 3.2, количество
признаков составляет O(NL), что приводит к неэффективному масштаби-
рованию с увеличением числа мод N . Поэтому данный алгоритм наиболее
эффективен, когда сеть имеет небольшую глубину L ≪ N .
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До сих пор мы рассматривали сценарий, в котором цифровая модель
(3.4) линейно-оптического интерферометра строится на основе томогра-
фических измерений матриц преобразования U (m), выполненных при раз-
личных фазовых сдвигах. По результатам этой томографии определяется
весовой тензор wik̄j, после чего в цифровой модели оптимизируются фа-
зовые задержки ϕ(ℓ)

k для реализации заданного целевого преобразования
Utarget. Однако возможен и другой подход — непосредственная послойная
оптимизация физического интерферометра.

3.2.2 Послойное обучение

В этом алгоритме для реализации целевого преобразования Utarget па-
раметры интерферометра последовательно оптимизируются по слоям, при
необходимости с несколькими проходами по всем слоям. На каждом шаге,
соответствующем слою ℓ, изменяются только фазы этого слоя, тогда как па-
раметры остальных слоёв сохраняются фиксированными. Таким образом, в
рассматриваемом сценарии реализуется метод попеременных наименьших
квадратов (alternating least squares, ALS) [54].

Если в качестве оптимизируемых переменных рассматривать только
фазы текущего слоя ℓ, то интерферометр на данном шаге обучения можно
локально представить в следующем виде:

U = U
(ℓ)
L Φ(ℓ)U

(ℓ)
R , (3.12)

то есть как интерферометр с одним фазовым слоем. Соответствующая схема
приведена на рисунке 3.3. Важно отметить, что этот подход также экви-
валентен модели, описанной выражением (3.4), хотя в этом случае наши
признаки упрощаются до фазовых экспонент θik̄j = ψ

(ℓ)
k = eiϕ

(ℓ)
k . Далее мы

можем обучить линейную модель для этого одного фазового слоя, исполь-
зуя O(N) томографических образцов, и численно оптимизировать фазы для
приближения к целевому преобразованию Utarget:

Φ(ℓ) = argmin
Φ(ℓ)

||Umodel(Φ)− Utarget||22. (3.13)
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𝐿 𝑙 1

𝜑𝑙𝑘 ≡ 𝜑𝑘(𝑙)

𝑈𝑅(𝑙)𝑈𝐿(𝑙)
Рисунок 3.3 –– Иллюстрируя подход к рассмотрению одного фазового слоя
линейно-оптического интерферометра, мы рассматриваем статические ба-
зисные матрицы U

(ℓ)
L и U

(ℓ)
R (3.12) слева и справа от фазового слоя на каждом

шаге алгоритма.

Для решения возникающей задачи оптимизации могут использовать-
ся градиентные методы, в частности BFGS [55]. После выполнения этой
локальной минимизации мы переходим к следующему слою, проводим то-
мографию и обучаем локальную линейную модель (3.12).

Преимущество данного подхода состоит в том, что требуемый объём
обучающей выборки растёт линейно с числом мод, то есть как O(N). Его
недостатком является необходимость выполнять томографию физического
устройства на каждом слое. В предыдущем алгоритме, напротив, серия то-
мографических измерений, необходимая для восстановления полной модели
линейно-оптического интерферометра, проводилась только один раз. При
этом в рассматриваемом подходе нет необходимости напрямую измерять на
устройстве градиент функции потерь по фазам, поскольку он вычисляется
на основе локальной линейной модели интерферометра.
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3.3 Численные симуляции

3.3.1 Симуляция обучения на всех слоях

Здесь мы исследуем характеристики алгоритма, представленного в
разделе 3.2.1, на примере линейно-оптического интерферометра, показанно-
го на рисунке 3.1. Для моделирования интерферометра генерируются L− 1

базисных матриц Uℓ, случайным образом выбранных в соответствии с рав-
номерным распределением Хаара с использованием QR-разложения [40].

Задача алгоритма обучения на всех слоях состоит в восстановлении
полной модели линейно-оптического интерферометра (3.4) по обучающей
выборке ({ϕ(m)}, U (m)) объёма M . Для создания этого набора данных мы
равномерно генерируем случайные фазы в диапазоне от 0 до 2π, определяя
каждую матрицу U (m) с помощью сгенерированных базисных матриц, этих
случайных фаз и разложения (3.1).

В реальных физических системах при получении набора данных
({ϕ(m)}, U (m)) также присутствуют томографические ошибки ε (3.7), кото-
рые мы должны учитывать в нашем моделировании. Для моделирования
этих ошибок к каждому элементу u

(m)
ij матрицы U (m) добавляется комплекс-

ная случайная погрешность ε(m)
ij :

{U (m)
noise}ij = u

(m)
ij + ε

(m)
ij , (3.14)

причём
ε
(m)
ij =

ε√
2
(x+ iy), (3.15)

где x ∈ N (0, 1), y ∈ N (0, 1) — случайные величины, а ε — фиксирован-
ный параметр. Таким образом, мы получаем обновлённый набор данных
({ϕ(m)}, U (m)

noise), который также содержит гауссовский шум. При этом мат-
рица U

(m)
noise после добавления ошибки, вообще говоря, перестаёт быть строго

унитарной. В рамках рассматриваемой модели это не является проблемой,
поскольку U

(m)
noise интерпретируется не как точное физически реализуемое

преобразование, а как результат его томографической оценки с конечной
точностью. Затем, когда обучающий набор данных сгенерирован, мы обу-
чаем веса модели wik̄j аналитически, используя формулу (3.11).
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Чтобы проверить качество обучения, мы выбираем набор случайных
фаз {ϕ}, который не входит в обучающую выборку ({ϕ(m)}, U (m)

noise). Затем мы
оцениваем предсказание модели для этих фаз, Umodel({ϕ}), и сравниваем его
с истинными значениями U({ϕ}) (без учёта томографических ошибок). В
качестве меры близости между Umodel({ϕ}) и U({ϕ}) используется норма
Фробениуса:

LFrobenius =
1

N
||Umodel({ϕ})− U({ϕ})||22. (3.16)

Для исследования свойств алгоритма обучения используются резуль-
таты, усреднённые по множеству реализаций линейно-оптических интерфе-
рометров, обучающих выборок и тестовых оценок, рассчитанных на основе
нормы Фробениуса.

На рисунке 3.4 представлена зависимость метрики Фробениуса, усред-
нённой по 1000 образцам линейно-оптических интерферометров, от размера
обучающей выборки M для различных уровней шума ε при N = 4 модах
и L = 5 слоях. Наблюдается, что успешное обучение, обеспечивающее вы-
сокую точность на тестовой выборке, достигается лишь при превышении
некоторого минимального порога Mmin, как обсуждалось в разделе 3.2.1.

Рассмотрим асимптотическое поведение данной зависимости при боль-
ших значениях M . Для M ≫ Mmin ожидается, что метрика Фробениуса
будет уменьшаться обратно пропорционально M :

LFrobenius ∼ O(M−1), (3.17)

поскольку параметры линейной модели оцениваются по M независимым
томографическим измерениям, а ошибка их оценивания убывает с ростом
объёма выборки. Такое масштабирование согласуется с общими результата-
ми статистической теории оценивания [56].

Рисунок 3.5 подтверждает это предсказание: зависимость LFrobenius от
M при значениях, значительно превышающих пороговое значение Mmin,
является линейной в логарифмическом масштабе. Метод наименьших квад-
ратов для аппроксимации численных данных функциональной формой
CM−k дает показатель степени k ≈ 1, что находится в отличном согласии
с теоретическим ожиданием.

Аналогично, зависимость ошибки реконструкции от уровня томогра-
фических ошибок ε (рисунок 3.6) может быть объяснена с помощью теории
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Рисунок 3.4 –– Зависимость метрики Фробениуса на тестовой выборке в за-
висимости от размера обучающей выборки M . Усреднение выполняется по
1000 реализациям линейно-оптических интерферометров при N = 4 модах и
L = 5 слоях. Серая вертикальная пунктирная линия обозначает минималь-
ный размер обучающей выборки, необходимый для успешного прохождения

проверки на тестовом множестве: Mmin = 1024.

информации Фишера: в присутствии аддитивного гауссова шума с дис-
персией, пропорциональной ε2, достижимая точность оценки уменьшается
пропорционально ε2, что приводит к наблюдаемой линейной зависимости
метрики Фробениуса от ε2.

3.3.2 Симуляция послойного обучения

В этом подразделе мы сосредоточимся на исследовании свойств ал-
горитма послойного обучения, описанного в разделе 3.2.2. Мы оцениваем
свойства алгоритма настройки интерферометра на преобразование Utarget,
учитывая число мод интерферометра N и его глубину L.
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Рисунок 3.5 –– Зависимость метрики Фробениуса на тестовой выборке в
зависимости от размера обучающей выборки M . Усреднение проводится на
1000 примеров линейно-оптических интерферометров с числом мод N = 3

и числом слоев L = 4. Рассматриваются значения M ≫ Mmin = 81. Точки
моделирования аппроксимируются соотношением LFrobenius = CM−k методом
наименьших квадратов, с результатами: k = (1.017 ± 0.022) для ε = 0.01,

k = (1.010± 0.013) для ε = 0.05, k = (1.014± 0.024) для ε = 0.1.

Мы также рассматриваем архитектуру линейно-оптического интер-
ферометра, изображенного на рисунке 3.1. Сначала мы генерируем L − 1

базисные матрицы Uℓ, которые случайным образом выбираются из равно-
мерного распределения Хаара с помощью QR-разложения [40].

Затем мы генерируем случайные фазы, равномерно распределенные
между 0 и 2π, и используем их для определения Utarget. Для этого использу-
ются сгенерированные базисные матрицы, случайные фазы и разложение
(3.1) для определения Utarget. На этом этапе моделирования мы фиксируем
наш линейно-оптический интерферометр и целевое преобразование Utarget,
которое мы хотим реализовать.

Далее задача настройки интерферометра состоит в подборе фаз {ϕ},
начиная с некоторого начального приближения. В результате нескольких
итераций алгоритма, описанного в разделе 3.2.2, необходимо найти такие
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Рисунок 3.6 –– Зависимость метрики Фробениуса на тестовой выборке в
зависимости от уровня шума ε в обучающей выборке. Усреднение произво-
дится по 10000 примерам линейно-оптических интерферометров для N = 2

и 1000 примерам для N = 3 и N = 4. Рассматриваются полнослойные интер-
ферометры, где L = N + 1. Размер обучающей выборки в два раза больше
минимального, M = 2Mmin, при этом M равно 16, 162 и 2048 соответственно.

значения фаз, при которых преобразование интерферометра Umodel({ϕ})
наиболее близко к целевому преобразованию Utarget в смысле нормы Фро-
бениуса: ||Umodel({ϕ}) − Utarget||22 → min

{ϕ}
.

Для реализации алгоритма ALS выполняется 1000 последователь-
ных проходов по слоям линейно-оптического интерферометра. В рамках
каждого прохода слои интерферометра ℓ = 1, . . . , L обрабатываются после-
довательно. Для каждого слоя томография моделируется при M = N + 1

значениях фаз, поскольку число обучающих образцов должно быть не мень-
ше N , в то время как фазы остальных слоёв фиксируются. По полученной
выборке обучается модель (3.12) согласно процедуре, описанной в разде-
ле 3.2.2. После этого с использованием обученной модели выполняется
минимизация соответствующего функционала методом BFGS; на каждом
шаге ALS проводится 5 итераций этого метода.
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В практических приложениях элементы обучающего набора образцов
({ϕ(m)}, U (m)) получаются из алгоритмов унитарной реконструкции U

(m)
rec [5;

36], применяемых к реконфигурируемому интерферометру, запрограмми-
рованному с фазами {ϕ(m)}.

Мы провели эксперимент на 50 случайно сгенерированных линейно-
оптических интерферометрах, чтобы проследить, как функция потерь
Фробениуса LFrobenius = 1

N ∥Umodel({ϕ}) − Utarget∥22 зависит от числа итера-
ций в случае интерферометра полной глубины (L = N + 1). Усреднённые
результаты настройки линейно-оптического интерферометра представлены
на рисунке 3.7. Отметим, что при экспериментальной настройке необхо-
димое число обучающих примеров M для каждого фиксированного слоя
растёт как O(N).
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Рисунок 3.7 –– Иллюстрация процесса настройки полнослойного линейно-
оптического интерферометра (L = N + 1). Показана зависимость функции
потерь Фробениуса LFrobenius =

1
N ∥Umodel({ϕ}) − Utarget∥22, усреднённой по 50

независимым запускам алгоритма настройки, от числа итераций, равного
произведению числа проходов по слоям на общее число слоёв интерфе-
рометра. На врезке приведена линейная зависимость размера обучающей

выборки M от числа мод N : M = N + 1.
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Рисунок 3.8 –– Иллюстрация процесса настройки полнослойного линейно-
оптического интерферометра (L = N + 1). На рисунке представлены
значения функции потерь Фробениуса LFrobenius =

1
N ∥Umodel({ϕ}) − Utarget∥22

на 5000-й итерации для 50 независимых запусков алгоритма настройки и
различных значений числа мод N .

На рисунке 3.7 показаны результаты настройки линейно-оптического
интерферометра без учета шума ε случайных ошибок, возникающих в про-
цессе послойной томографии.

Отдельный интерес представляет вопрос о наличии локальных мини-
мумов, поскольку на каждом шаге оптимизируются фазы только одного
слоя, а не всех слоёв одновременно. В принципе такие эффекты локализации
могут препятствовать достижению глобального минимума. Однако резуль-
таты, представленные на рисунке 3.8, показывают, что во всех 50 запусках
оптимизации послойный метод демонстрирует стабильную сходимость без
значительных выбросов. Это свидетельствует о хорошей сходимости мето-
да в рассмотренных численных экспериментах.

В реальных устройствах неизбежно присутствует шум, модель кото-
рого обсуждалась в разделе 3.3.1. Поэтому далее мы учитываем шум и в
процедуре настройки интерферометра. С этой целью проводится тот же
эксперимент, что и для рисунка 3.7, однако теперь в каждом слое томогра-
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фия моделируется для M = 10N значений фаз, поскольку, как следует из
результатов, представленных на рисунках 3.4 и 3.5, ошибка обучения моде-
ли уменьшается с ростом M . При этом в моделировании учитывается шум
уровня ε, как описано в разделе 3.3.1. Результаты настройки в присутствии
шума представлены на рисунке 3.9. Отметим, что при экспериментальной
настройке требуемое число обучающих примеров M для каждого фиксиро-
ванного слоя по-прежнему растёт как O(N).

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Iters

10
3

10
2

10
1

10
0

10
1

Fr
ob

en
iu
s

 = 0.01
 = 0.05
 = 0.1

5 10 15
N

50

100

150

M

Рисунок 3.9 –– Иллюстрация процесса настройки для полнослойного (L =

N+1) линейно-оптического интерферометра с послойной томографией, вы-
полненного в условиях шума ε. В данном анализе рассматривается N = 5,
L = 6. На рисунке показано, как функция потерь Фробениуса, усредненная
по 50 запускам алгоритма настройки LFrobenius =

1

N
||Umodel({ϕ}) − Utarget||22,

изменяется с количеством итераций, где каждая итерация определяется как
произведение количества проходов слоев и общего количества слоев. Гра-
фик на вставке иллюстрирует линейную зависимость размера обучающей

выборки M от количества режимов N (M = 10N).
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3.4 Практические аспекты экспериментальной реализации

В данном разделе обсуждается масштабируемость методов, пред-
ставленных в разделах 3.2.1 и 3.2.2, с точки зрения их потенциальной
экспериментальной реализации.

Оба подхода требуют полной томографии унитарного преобразова-
ния, выполненного с помощью линейно-оптического интерферометра при
заданных фазовых настройках {ϕ} с точностью до глобальной фазы. Это
требование накладывает определённые ограничения на методы томогра-
фии, которые могут быть использованы на практике.

В работе [4] предложен эффективный интерферометрический прото-
кол для прямой томографии комплексной матрицы переноса U N -модовой
линейно-оптической сети, основанный исключительно на стандартных ла-
зерных источниках и фотодетекторах. Этот метод не требует вспомога-
тельного интерферометра или неклассической интерференции. Протокол
требует всего лишь (2N − 1) различных входных конфигураций — N одно-
модовых и N − 1 двухмодовых когерентных состояний — для определения
всех относительных фаз и модулей M , при этом все N выходных портов
измеряются одновременно в каждой конфигурации. Это обеспечивает об-
щее масштабирование O(N) по числу конфигураций измерения, несмотря
на O(N 2) число независимых параметров в U .

Данная схема может быть естественным образом расширена для вос-
становления U до его глобальной фазы путём введения единственного
опорного луча, полученного от того же лазерного источника. Путём ин-
терференции одной выбранной выходной моды с этим известным опорным
фазовым лучом на 50 : 50 светоделителе можно определить абсолютное
фазовое смещение всей матрицы без необходимости создания вспомогатель-
ного интерферометра. Эта модификация сохраняет масштабирование O(N)

и увеличивает количество необходимых конфигураций только с 2N − 1 до
2N .

Таким образом, экспериментальная сложность наших алгоритмов име-
ет следующий вид: для алгоритма всех слоев O(NL+1); для алгоритма
послойного O(N 2) для одного слоя и O(PN 2L) для P проходов через все
L слоев.
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В нашей текущей реализации оптимальные веса линейной модели по-
лучаются путем минимизации функционала нормы Фробениуса (3.10), что
представляет собой выпуклую задачу оптимизации, решаемую аналитиче-
ски с использованием псевдообратной матрицы Мура-Пенроуза.

Если в реальном эксперименте доступны только модули элементов
матриц переноса, функционал потерь необходимо модифицировать, опре-
делив его через модули этих элементов:

L′ = 1

M

M∑

m=1

N∑

i,j=1





∣
∣
∣
∣
∣

∑

k̄

wik̄jθik̄j

∣
∣
∣
∣
∣

2

− |uij|2




2

. (3.18)

Подобная оптимизация, как правило, приводит к неудовлетворитель-
ным результатам [57] вследствие потери фазовой информации, которая
вызывает неоднозначности и снижает сходимость при сопоставлении толь-
ко модулей амплитуд.

Одним из возможных способов решения данной проблемы являет-
ся применение алгоритма PhaseLift [5], в котором задача восстановления
фазы переформулируется как задача выпуклого программирования. Это
даёт возможность восстанавливать недостающую фазовую информацию по
измерениям одной лишь интенсивности. Использование PhaseLift в рам-
ках рассматриваемого метода потенциально делает возможным обучение
при отсутствии интерферометрического доступа к фазе. Вместе с тем
включение такого подхода выходит за рамки настоящей диссертации и пред-
ставляет интерес для дальнейших исследований.

В заключение данного раздела обсудим применимость разработанных
методов к современным многомодовым линейно-оптическим интерферомет-
рам с большим числом мод, например при N ≈ 100. Недавние достижения в
экспериментальной реализации реконфигурируемых линейных оптических
интерферометров сделали возможным создание устройств с десятками и
даже сотнями мод [58; 59].

Если такой интерферометр содержит только один фазовый слой
(типичным примером является реализация в свободном пространстве с ис-
пользованием пространственного модулятора света (spatial light modulator,
SLM) в качестве единственного фазового слоя), то алгоритм «всех слоёв»
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может быть применён особенно эффективно. В этом случае после изго-
товления устройства достаточно однократно выполнить O(N) томографий
при различных фазовых настройках {ϕ}. Как было показано выше, это
требует порядка O(N 2) экспериментальных измерений — примерно 10,000

измерений, что соответствует приблизительно 100 томографическим рекон-
струкциям, — и находится в пределах возможностей современных средств
фазовой модуляции.

Для полнослойных интерферометров, где число фазовых слоев со-
ставляет порядка L ∼ N , метод «всех слоев» потребовал бы O(NL)

томографических реконструкций (например, 100100 для N = L = 100), что
заведомо недостижимо в эксперименте. В таких случаях следует использо-
вать алгоритм «послойного обучения». Тогда обучение одного слоя требует
около 100 томографий (примерно 10,000 измерений). Полная оптимизация
к целевому преобразованию Utarget включает в себя ряд проходов P (обычно
P ≈ 50, как показано на рисунке 3.7), в результате чего общее масштаби-
рование составляет O(PNL) ≈ 5 × 105 томографий (O(PN 2L) ≈ 5 × 107

измерений).
При использовании современных технологий фазового переключения

получение такого набора данных не представляет принципиальных экспе-
риментальных трудностей и может быть осуществлено за разумное время.
В частности, в интегральных оптических платформах электрооптическое
управление допускает очень высокие скорости перенастройки [60]; для от-
дельных устройств были продемонстрированы полосы пропускания около
100 ГГц.

3.5 Выводы по главе

В данной главе предложен метод программирования линейно-
оптического интерферометра, основанный на переходе к специальному
признаковому пространству, в котором зависимость матрицы преобразо-
вания от фазовых параметров становится линейной. Это позволило свести
задачу обучения модели интерферометра к задаче наименьших квадратов
и получить аналитическое выражение для параметров модели.
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На основе этого подхода рассмотрены два алгоритма настройки.
Алгоритм обучения на всех слоях эффективен для интерферометров ма-
лой глубины и позволяет после однократной томографии физического
устройства выполнять дальнейшую оптимизацию на цифровой модели. По-
слойный алгоритм применим к схемам большой глубины и основан на
последовательной настройке фазовых слоёв с использованием локальных
линейных моделей.

Численные симуляции подтвердили работоспособность обоих алго-
ритмов. Для первого алгоритма установлены требования к минимальному
объёму обучающей выборки и исследовано влияние томографического шу-
ма на точность восстановления модели. Для второго алгоритма показана
устойчивая сходимость процедуры настройки к целевому преобразованию,
в том числе в шумовых условиях.

Разработанные методы применимы к широкому классу линейно-
оптических интерферометров, однако их практическая реализация требует
достаточно точной томографии комплексной матрицы преобразования и
контроля экспериментальных факторов, таких как потеря фазовой инфор-
мации и перекрёстные помехи между фазовыми модуляторами.

Результаты третьей главы опубликованы в работе [61].
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Глава 4. Симуляция квантовых систем с использованием
формализма тензорных сетей

Данная глава посвящена разработке и исследованию методов класси-
ческой симуляции квантовых систем с использованием формализма тензор-
ных сетей. Актуальность такого подхода обусловлена тем, что размерность
гильбертова пространства квантовой системы растёт экспоненциально с
увеличением числа кубитов, вследствие чего прямое представление кванто-
вого состояния в виде полного вектора амплитуд становится вычислительно
затруднительным уже для систем умеренного размера. В этих условиях
особый интерес представляют методы сжатого представления квантовых
состояний, позволяющие учитывать структуру квантовых корреляций и су-
щественно снижать требования к памяти и времени вычислений.

Одним из наиболее известных и эффективных подходов к ком-
пактному представлению многокубитных квантовых состояний являются
тензорные сети. В настоящей диссертации основное внимание уделено фор-
мату тензорных поездов (tensor train, TT), который в контексте квантовых
вычислений также известен как matrix product state (MPS). Данный фор-
мат позволяет представить тензор амплитуд квантового состояния в виде
последовательности тензоров меньшей размерности, связанных между со-
бой вспомогательными индексами. Эффективность такого представления
определяется TT-рангами, которые отражают степень запутанности между
различными подсистемами. Для широкого класса состояний, обладающих
ограниченной структурой запутанности, TT-формат обеспечивает компакт-
ное хранение и эффективное выполнение базовых операций, возникающих
при моделировании квантовых схем.

Целью данной главы является изложение математического аппарата
тензорных сетей, необходимого для дальнейшего моделирования квантовых
состояний и операций над ними, а также разработка алгоритмов симуляции
квантовых схем в формате тензорных поездов. В главе рассматривают-
ся базовые тензорные разложения, приводится обзор основных архитектур
тензорных сетей и существующих программных средств, описывается пред-
ставление квантовых состояний в TT-формате и программная реализация
соответствующих алгоритмов в разработанной автором библиотеке QTensor,
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а также исследуются алгоритмы применения одно- и двухкубитных гейтов,
ортонормализации, вычисления скалярных произведений и локальных мат-
риц плотности. В заключительной части главы представлены результаты
численных экспериментов, демонстрирующие возможности разработанного
подхода при моделировании случайных квантовых схем и анализе характе-
ристик получаемых состояний.

4.1 Формализм тензорных сетей

4.1.1 Сингулярное разложение

В линейной алгебре сингулярное разложение (singular value
decomposition, SVD) представляет собой факторизацию произвольной
комплексной матрицы A ранга r и размером N × M в следующее про-
изведение трёх матриц:

A = USV †, (4.1)

где U и V — матрицы размера N × r и M × r, у которых столбцы орто-
нормированы, S — диагональная матрица размером r × r, на диагонали
которой расположены по убыванию неотрицательные вещественные числа
s1 ⩾ s2 ⩾ · · · ⩾ sr > 0, называемые сингулярными числами матрицы A.

Сингулярное разложение обладает важным свойством, которое делает
важным его использование в тензорных поездах. Это свойство выражается
в теореме Эккарта-Янга [62]: усечённое сингулярное разложение матрицы
A (truncated SVD) даёт наиболее точное по норме Фробениуса приближение
матрицы A ранга r матрицей Ak ранга k < r:

Ak = argmin
rank(B)=k

∥A− B∥F = USkV
†, (4.2)

где Sk — матрица S, в которой заменили нулями все диагональные элемен-
ты, кроме k наибольших элементов.
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Сингулярное разложение можно переписать в тензорном виде. Пусть
матрица A (rankA = r) имеет комплексные элементы Ai1i2. Тогда сингуляр-
ное разложение тензора Ai1i2 можно записать в виде:

Ai1i2 =
r∑

k1=1

Ui1k1sk1V
∗
i2k1

. (4.3)

Далее, введя обозначения A
(1)
i1k1

= Ui1k1sk1, A
(2)
i2k1

= V ∗i2k1, получаем следующую
факторизацию матрицы A:

Ai1i2 =
r∑

k1=1

A
(1)
i1k1

A
(2)
i2k1

. (4.4)

4.1.2 Тензорные разложения

Тензоры являются естественным многомерным обобщением матриц
и в последние годы вызывают огромный интерес. Полилинейная алгебра,
тензорный анализ и теория тензорных аппроксимаций играют всё более
важную роль в вычислительной математике и численном анализе [63; 64].
Эффективное представление тензора (под тензором мы понимаем массив
комплексных чисел с N индексами) по небольшому числу параметров мо-
жет дать возможность работать с N -мерными задачами, где N достигает
10, 100 и даже 1000 (такие задачи возникают в квантовой молекулярной
динамике [65], стохастических уравнениях в частных производных [66] и
финансовом моделировании [67]). Задачи таких размеров не могут быть ре-
шены стандартными численными методами из-за экспоненциального роста
ресурсов (память, количество операций) с ростом размерности N .

Существует эффективный способ представления большого класса
важных N -мерных тензоров с помощью канонического разложения данно-
го тензора A с элементами A(i1, . . . ,iN) [68]:

Ai1,...,iN =
r∑

α=1

A
(1)
i1α

. . . A
(N)
iNα

. (4.5)
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Минимальное число слагаемых r, необходимое для записи тензора A

в форме (4.5), называется тензорным рангом (или каноническим рангом).
Матрицы A(k) = A

(k)
ikα

называются каноническими факторами. При больших
N тензор A никогда не формируется явно, а представляется в некотором
малопараметрическом формате. Каноническое разложение (4.5) — хороший
кандидат на такой формат. Однако он страдает от нескольких недостат-
ков. Вычисление канонического ранга является NP-трудной задачей [69],
и аппроксимация с фиксированным каноническим рангом в норме Фробе-
ниуса может быть некорректной задачей [70]. Таким образом, численные
алгоритмы для вычисления приближенного представления в таких случа-
ях могут дать сбой.

Легко заметить, что каноническое разложение тензора A (4.5) имеет
такой же вид, как сингулярное разложение матрицы, записанное в тензор-
ном виде (4.4). Но выражение (4.4) можно также переписать в немного
другом виде, транспонировав вторую матрицу и добавив два формальных
вспомогательных индекса k0 и k2, которые принимают всего одно значение,
и суммирование по ним. В итоге получаем следующее представление:

Ai1i2 =

r0∑

k0=1

r1∑

k1=1

r2∑

k2=1

A
(1)
k0i1k1

A
(2)
k1i2k2

, (4.6)

где r0 = r2 = 1, r1 = r. Записанное таким образом разложение матрицы A

можно обобщить на многомерный случай для тензора Ai1,...,iN :

Ai1...iN =

r0∑

k0=1

r1∑

k1=1

· · ·
rN∑

kN=1

A
(1)
k0i1k1

A
(2)
k1i2k2

. . . A
(N)
kN−1iNkN

, (4.7)

где r0 = rN = 1. Оказывается, разложение (4.7) существует для любого
тензора Ai1...iN с комплексными элементами. Такое разложение называ-
ют разложением тензора в тензорный поезд (Tensor Train decomposition,
TT-decomposition), а такой формат представления тензора называют тен-
зорным поездом (Tensor Train, TT), дальше мы будем называть его
TT-форматом. Числа r0, . . . , rN — называются рангами тензорного поезда,
или TT-рангами. Тензоры 3-го ранга (то есть обладающие тремя индексами)
A

(n)
kn−1inkn

называются ядрами тензорного поезда или вагонами тензорного
поезда (TT-cores, TT-ядра). Графическое представление тензора Ai1...iN в
TT-формате показано на рисунке 4.1.
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𝑘𝑛𝑘𝑛−1 𝑘𝑛+1
𝑖𝑛 𝑖𝑛+1

𝐴𝑘𝑛−1𝑖𝑛𝑘𝑛(𝑛) 𝐴𝑘𝑛𝑖𝑛+1𝑘𝑛+1(𝑛+1)𝑘1𝑘0
𝑖1

𝐴𝑘0𝑖1𝑘1(1) 𝑘𝑁𝑘𝑁−1
𝑖𝑁

𝐴𝑘𝑁−1𝑖𝑛𝑘𝑁(𝑁)

Рисунок 4.1 –– Графическое представление разложения тензора Ai1...iN в тен-
зорный поезд (4.7).

4.1.3 Алгоритм TT-SVD

Прежде чем мы сформулируем теорему о представлении произволь-
ного тензора Ai1...iN в TT-формате, определим понятие матрицы развёртки
тензора (unfolding matrix). Для удобства записи будем иногда писать ин-
дексы тензора не снизу, а в скобках, то есть Ai1...iN ≡ A(i1, . . . , iN). Пусть
тензор Ai1...iN имеет размеры n1 × n2 × · · · × nN . k-ой матрицей развёртки
Ak тензора A называется матрица размера n1 . . . nk × nk+1 . . . nN , которая
записывается следующим образом:

Ak = Ak(i1, . . . , ik; ik+1, . . . , iN) = A(i1, . . . , iN). (4.8)

Таким образом, в матрице Ak индексы i1, . . . , ik нумеруют строки
матрицы, а индексы ik+1, . . . , iN — столбцы (в лексикографическом по-
рядке). То есть матрица Ak имеет два индекса: индекс строк i = (i1 −
1)(n2n3 . . . nk) + (i2 − 1)(n3 . . . nk) + · · · + (ik−1 − 1)nk + ik и индекс столбцов
j = (ik+1− 1)(nk+2nk+3 . . . nN) + (ik+2− 1)(nk+3 . . . nN) + · · ·+ (iN−1− 1)nN + iN

(предполагается, что нумерация индексов начинается с 1). В большинстве
фреймворков для научной работы (NumPy, PyTorch, MATLAB) данная опе-
рация представлена командой reshape:

Ak = reshape(A,
k∏

s=1

ns,

N∏

s=k+1

ns). (4.9)

Сформулируем теорему о разложении произвольного тензора Ai1...iN в
тензорный поезд [71]:
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Теорема 1 (Оселедец). Пусть дан произвольный тензор Ai1...iN с ком-
плексными элементами и его матрицы развёртки Ak. Тогда существует
TT-разложение вида (4.7) с ТТ-рангами, удовлетворяющими неравен-
ствам rk ⩽ rankAk, k = 1, . . . , N − 1.

Приведём описание алгоритма TT-SVD для точного представления
тензора Ai1...iN в TT-формате. Графическое представление данного алго-
ритма приведено на рисунке 4.2.

𝑖1 𝑖2 𝑖3 𝑖4 𝑖𝑁−1 𝑖𝑁
𝐴𝑖1…𝑖𝑁 = 𝐴(𝑖1, … , 𝑖𝑁)

𝐴1 = 𝐴1(𝑖1; 𝑖2, … , 𝑖𝑁)𝑖1 (𝑖2, 𝑖3, … , 𝑖𝑁)

𝑆𝑋(𝑖1; 𝑘1) 𝑌†(𝑘1; 𝑖2, … , 𝑖𝑁)𝑘1 𝑘1𝑖1 (𝑖2, 𝑖3, … , 𝑖𝑁)
𝑖1 𝑘1 (𝑖2, 𝑖3, … , 𝑖𝑁)𝐴 1 (𝑖1; 𝑘1) 𝑌†(𝑘1; 𝑖2, … , 𝑖𝑁)

𝐴𝑖1𝑘11
𝑖2 𝑖3 𝑖4 𝑖𝑁−1 𝑖𝑁𝑖1

𝑘1 𝐴𝑘1𝑖2…𝑖𝑁 = 𝐴(𝑘1, 𝑖2, … , 𝑖N)

SVD

reshape

reshape

Рисунок 4.2 –– Графическое описание первой итерации алгоритма TT-SVD
для разложения комплексного тензора Ai1...iN в тензорный поезд.
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Итак, пусть имеется тензор Ai1...iN = A(i1, . . . , iN). Опишем первую ите-
рацию алгоритма TT-SVD. Сначала вычисляем матрицу развёртки тензора
A1(i1; i2, . . . , iN) по формуле (4.9). Затем производим SVD разложение по-
лученной матрицы развёртки:

A1(i1; i2, . . . , iN) =

r1∑

k1=1

X(i1; k1)sk1Y
†(k1; i2, . . . , iN). (4.10)

Затем перемножим матрицу X(i1; k1) и диагональную матрицу S с эле-
ментами sk1 на диагонали и получаем новую матрицу A(1)(i1; k1):

A(1)(i1; k1) = X(i1; k1)sk1. (4.11)

Введём переобозначение для матрицы Y †(k1; i2, . . . , iN) ≡ A(k1; i2, . . . , iN).
Тогда выражение (4.10) можно переписать в таком виде:

A1(i1; i2, . . . , iN) =

r1∑

k1=1

A(1)(i1; k1)A(k1; i2, . . . , iN). (4.12)

Далее мы преобразуем матрицу развёртки A1(i1; i2, . . . , iN) обратно в
исходный тензор Ai1,...,iN :

Ai1,...,iN =

r1∑

k1=1

A
(1)
i1k1

Ak1i2...iN . (4.13)

Таким образом, мы убрали индекс i1 у исходного тензора A, то есть раз-
делили переменные. Далее аналогичным образом повторяем эту процедуру
ещё N−2 (на второй итерации применяем эту процедуру к тензору Ak1i2...iN .
В конце добавим к этому тензору два дополнительных индекса k0 и kN ,
которые принимают одно значение k0 = kN = 1).

Здесь мы рассмотрели алгоритм TT-SVD для точного представления
заданного тензора в TT-формате. В дополнении к этому, в работе [71] опи-
сывается также алгоритм TT-SVD для разложения заданного тензора в
тензорный поезд с заданной точностью (это позволяет уменьшить TT-ранги
получаемого тензорного поезда).
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4.2 Обзор литературы по тензорным сетям

В данном разделе мы сделаем краткий обзор основных архитектур
тензорных сетей и алгоритмов работы с ними. Графическое изображение
данных архитектур дано на рисунке 4.3.

Самая распространённая архитектура тензорной сети называется
тензорным поездом (4.7), в применении к квантовым состояниям эту ар-
хитектуру ещё называют matrix product state (MPS) [72; 73] (рисунок 4.3а).
Тензорные поезда используют для анализа квантовых систем в виде од-
номерных цепочек. В формате MPS обычно ищут основное состояние
одномерной квантовой системы, у которой имеется взаимодействие только
между соседними кубитами. Для этого, согласно вариационному прин-
ципу квантовой механики, достаточно решить оптимизационную задачу
min⟨ψ|Ĥ|ψ⟩, при условии нормировки ⟨ψ|ψ⟩ = 1. Эту оптимизационную
задачу можно решить при помощи алгоритма ренормгруппы матрицы плот-
ности (density matrix renormalization group, DMRG) [72; 74].

а) Тензорный поезд (MPS) б) Тензорный поезд (MPO)

в) Тензорное кольцо (TR) г) PEPS

Рисунок 4.3 –– Основные архитектуры тензорных сетей.

При расчёте эволюции одномерных цепочек кубитов во времени TT-
ранги тензорного поезда растут экспоненциально быстро [75]. При помощи
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алгоритма разрежения блоков во времени (time-evolving block decimation,
TEBD) [75] можно контролировать максимальные TT-ранги.

Формат MPS используется для описания квантовых состояний N ку-
битов, которые описываются тензором с N индексами. Тензор, который
описывает матрицу плотности или оператор (например, Гамильтониан),
соответствующие такому гильбертову пространству, будет иметь 2N ин-
дексов. Для их описания подходит формат matrix product operator (MPO)
[72] (рисунок 4.3б).

Квантовое машинное обучение (quantum machine learning, QML)
представляет собой направление исследований, изучающее применение
квантовых вычислений в задачах машинного обучения. Одним из основных
инструментов в этой области являются параметризованные вариационные
квантовые схемы (variational quantum circuits, VQC). Однако их обучение на
классических вычислительных устройствах затруднено тем, что при точной
симуляции квантовой схемы затраты памяти и времени, как правило, рас-
тут экспоненциально с увеличением числа кубитов и глубины схемы. Для
уменьшения этих затрат в работе [76] предложен приближённый метод клас-
сического моделирования VQC, основанный на представлении квантового
состояния в формате тензорного кольца (tensor ring, TR), структура кото-
рого изображена на рисунке 4.3в. Такое представление позволяет хранить
состояние в сжатом виде: однокубитные операции сохраняют TR-структуру,
а двухкубитные операции после применения аппроксимируются с помощью
усечённого сингулярного разложения. В результате при фиксированном
ранге тензорного кольца сложность хранения и вычислений существенно
уменьшается по сравнению с точной симуляцией, что делает возможным
обучение более крупных VQC на классическом компьютере. Эффектив-
ность подхода продемонстрирована авторами на задачах классификации
для наборов данных Iris и MNIST.

Исторический успех MPS был связан не с точными расчетами, а, на-
против, с развитием контролируемых приближённых методов для решения
задач квантовой физики многих тел. Обобщениями MPS для более высоких
измерений являются проецируемые состояния запутанной пары (projected
entangled pair states, PEPS) [73; 77] (рисунок 4.3г) или многомасштабный ан-
зац ренормализации запутанности (multi-scale entanglement renormalization
ansatz, MERA) [78; 79]. В основе этих успехов лежит тот факт, что MPS
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естественным образом организует состояния в соответствии с величиной
энтропии запутанности между различными частями системы. Следователь-
но, слегка запутанные системы могут быть легко представлены с помощью
MPS.

Для расчёта непрерывной динамики квантовых состояний может быть
применен симулятор на основе тензорных сетей, основанный на том, что
дискретизация уравнения Шрёдингера на временной сетке сводится к ре-
шению системы линейных уравнений, записанных в формате тензорных
поездов [80; 81]. Для решения таких систем линейных уравнений разра-
ботаны специальные алгоритмы — AMEn и tAMEn [82], которые доступны
в открытом коде библиотеки ttpy [83].

Сделаем краткий обзор основных библиотек, которые применяются в
области моделирования квантовых схем с помощью тензорных сетей.

ITensor [84] — это система для программирования расчётов тензор-
ных сетей с интерфейсом, смоделированным на основе нотации тензорных
диаграмм, что позволяет пользователям сосредоточиться на связности тен-
зорной сети без ручного учёта тензорных индексов. Интерфейс ITensor
исключает распространённые ошибки программирования и позволяет быст-
ро создавать прототипы алгоритмов тензорных сетей. Она включает в себя
тензорные факторизации, алгоритмы для MPS и MPO. Эта библиотека ис-
пользуется в работе [85].

Библиотека TensorNetwork [86––88] написана на языке программиро-
вания Python и представляет собой обёртку для TensorFlow, JAX, PyTorch,
и Numpy.

Библиотека ttpy [83] является python-реализацией Tensor Train. Она
содержит несколько важных пакетов для работы с ТТ-форматом. Она
может выполнять TT-округление, решать линейные системы, задачи на
собственные значения и динамические задачи. Несколько вычислительных
процедур выполняются на Фортране. Библиотека TT-toolbox [89] представ-
ляет похожий набор пакетов, написанных на MatLab.

Одной из задач, решаемых в рамках данной диссертационной работы,
являлась разработка библиотеки QTensor [90]. Необходимость её создания
была связана с тем, что для рассматриваемых в работе задач требовался
единый инструмент, объединяющий представление квантовых состояний в
формате тензорных поездов, моделирование квантовых схем и градиентную
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оптимизацию параметров модели. Библиотека была разработана автором
диссертации на основе фреймворка PyTorch, что позволяет использовать
автоматическое дифференцирование и выполнять основные тензорные опе-
рации на GPU.

4.3 Представление квантовых состояний в формате Tensor Train

4.3.1 Разложение Шмидта

Рассмотрим для начала квантовую систему, состоящую из двух под-
систем A и B, пусть размерности этих квантовых систем равны dA и dB

соответственно. Согласно принципу суперпозиции квантовой механики, про-
извольное состояние |ψ⟩ такой системы можно разложить по базисным
состояниям такой системы, которые являются всевозможными попарными
тензорными произведениями базисных состояний каждой их подсистем (для
краткости здесь будем обозначать |a⟩ ⊗ |b⟩ ≡ |a⟩|b⟩):

|ψ⟩ =
dA∑

a=1

dB∑

b=1

Ψab|a⟩|b⟩, (4.14)

где Ψab — матрица размера dA × dB, а {|a⟩} и {|b⟩} — ортонормирован-
ные базисы в гильбертовых пространствах состояний квантовых систем A

и B соответственно.
Зная матрицу Ψ с элементами Ψab можно вычислить операторы плот-

ности подсистем A и B по формулам ρ̂A = TrB |ψ⟩⟨ψ| и ρ̂B = TrA |ψ⟩⟨ψ|
соответственно. Распишем выражение для оператора плотности всей си-
стемы ρ̂:

ρ̂ = |ψ⟩⟨ψ| =
dA∑

a,a′=1

dB∑

b,b′=1

ΨabΨ
∗
a′b′|a⟩⟨a′| ⊗ |b⟩⟨b′|. (4.15)
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Дальше вычисляем оператор плотности для подсистемы A:

ρ̂A = TrB |ψ⟩⟨ψ| =
dA∑

a,a′=1

dB∑

b,b′=1

ΨabΨ
∗
a′b′|a⟩⟨a′|⟨b′|b⟩ =

=

dA∑

a,a′=1

dB∑

b,b′=1

δb′bΨabΨ
∗
a′b′|a⟩⟨a′| =

dA∑

a,a′=1

dB∑

b=1

ΨabΨ
†
ba′|a⟩⟨a′|.

(4.16)

Исходя из этого выражения получаем, что матрица плотности подсистемы
A в базисе {|a⟩} равна ρA = ΨΨ†, аналогично, можно показать, что матрица
плотности подсистемы B в базисе {|b⟩} ρB = (Ψ†Ψ)T .

Выполним сингулярное разложение матрицы Ψ = USV †, или в тен-
зорном виде:

Ψab =
r∑

k=1

UakskV
∗
bk, (4.17)

тогда выражение (4.14) можно записать в таком виде:

|ψ⟩ =
dA∑

a=1

dB∑

b=1

Ψab|a⟩|b⟩ =
r∑

k=1

sk

(
dA∑

a=1

Uak|a⟩
)(

dB∑

b=1

V ∗bk|b⟩
)

, (4.18)

далее, переходя к новым ортонормированным базисным состояниям в под-
системах A и B по формулам |k⟩A =

∑dA
a=1 Uak|a⟩ и |k⟩B =

∑dB
b=1 V

∗
bk|b⟩

соответственно, получаем разложение Шмидта для двухкомпонентной
квантовой системы:

|ψ⟩ =
r∑

k=1

sk|k⟩A|k⟩B. (4.19)

Разложение Шмидта позволяет достаточно компактно записать выражение
для операторов плотности подсистем A и B:

ρ̂A =
r∑

k=1

s2k|k⟩A⟨k|A, ρ̂B =
r∑

k=1

s2k|k⟩B⟨k|B. (4.20)

Квантовые состояния только с одним ненулевым сингулярным значением
s1 = 1 являются простыми незапутанными (факторизованными) состояни-
ями, остальные состояния являются запутанными.
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4.3.2 Представление чистых квантовых состояний в TT-формате

Обобщим идею разложения Шмидта с двусоставных квантовых си-
стем на многосоставные квантовые системы. Дальше мы рассматриваем
частный случай таких систем — системы из N кубитов. Размерность та-
ких квантовых систем равна 2N . Базисом для каждого кубита являются
состояния |0⟩ и |1⟩.

Согласно принципу суперпозиции квантовой механики, произвольное
чистое состояние |ψ⟩ N -кубитной системы можно разложить по базисным
состояниям системы:

|ψ⟩ =
1∑

i1=0

· · ·
1∑

iN=0

ψi1...iN |i1⟩ ⊗ · · · ⊗ |iN⟩. (4.21)

Возникает проблема хранения и преобразования тензора ψi1...iN , кото-
рый имеет 2N элементов.

𝑘𝑛𝑘𝑛−1 𝑘𝑛+1
𝑖𝑛 𝑖𝑛+1

𝜓𝑘𝑛−1𝑖𝑛𝑘𝑛(𝑛) 𝜓𝑘𝑛𝑖𝑛+1𝑘𝑛+1(𝑛+1)𝑘1𝑘0
𝑖1

𝜓𝑘0𝑖1𝑘1(1) 𝑘𝑁𝑘𝑁−1
𝑖𝑁

𝜓𝑘𝑁−1𝑖𝑛𝑘𝑁(𝑁)

Рисунок 4.4 –– Представление тензора ψi1...iN , описывающего амплитуды
разложения квантового состояния (4.21) по базисным состояниям вычисли-
тельного базиса N -кубитной системы в формате тензорного поезда (4.22).

Когда тензор ψi1...iN квантового состояния имеет низкоранговые мат-
рицы развёртки, эффективно представление тензора ψi1...iN в формате
тензорного поезда (4.7) (рисунок 4.4):

ψi1...iN =

r0∑

k0=1

r1∑

k1=1

· · ·
rN∑

kN=1

ψ
(1)
k0i1k1

. . .ψ
(N)
kN−1iNkN

. (4.22)

Разложение тензора ψi1...iN в тензорный поезд можно также запи-
сать в матричном виде, поэтому в литературе, посвящённой применению
тензорных поездов к квантовым вычислениям квантовые состояния, пред-
ставленные в TT-формате иногда называют состояниями произведения
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матриц (matrix product state, MPS):

ψi1...iN = Ψ(1)(i1) . . .Ψ
(N)(iN), (4.23)

где Ψ(n)(in) — матрицы размером rn−1 × rn, Ψ(n)
kn−1kn

(in) = ψ
(n)
kn−1inkn

, которые
зависят от индексов in. То есть при каждом фиксированном наборе значе-
ний индексов i1, . . . , iN мы имеем произведение матриц таких форм, что в
результате их перемножения мы получаем число, которое зависит от индек-
сов i1, . . . , iN . В итоге, мы получаем исходный тензор ψi1...iN (рисунок 4.5).
Индексы i1, . . . , iN называют также физическими индексами, так как они
нумеруют амплитуды вероятностей состояния в определённом базисе.

𝜓𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝑖5= Ψ 1 (𝑖1) Ψ 2 (𝑖2) Ψ 3 (𝑖3) Ψ 4 (𝑖4)Ψ 5 (𝑖5)
Рисунок 4.5 –– Представление квантового состояния в формате MPS для
пяти кубитов. При каждом фиксированном наборе значений индексов
i1, . . . , iN мы имеем совокупность матриц, произведение которых даёт число,

зависящее от индексов i1, . . . , iN .

4.3.3 Представление оператора плотности квантового состояния в
TT-формате

В общем случае согласно принципу суперпозиции смешанное состоя-
ние ρ̂ N -кубитного регистра можно представить в таком виде:

ρ̂ =
1∑

i1,...,iN=0,
j1,...,jN=0

ρi1...iN j1...jN |i1⟩⟨j1| ⊗ · · · ⊗ |iN⟩⟨jN |, (4.24)

где ρi1...iN j1...jN — 2N -мерный тензор. Для ρi1...iN j1...jN разложение в тензорный
поезд можно записать в следующем виде:

ρi1...iN j1...jN =

r0,...,rN∑

k0,...,kN=1

ρ
(1)
k0i1j1k1

. . . ρ
(N)
kN−1iN jNkN

. (4.25)
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Это представление также известно как форма matrix product operator
(MPO) [91].

4.3.4 Примеры представления состояний

Основная идея использования TT-формата для представления кван-
товых состояний заключается в том, что мы можем хранить в памяти
и обрабатывать состояния систем большой размерности. В разделе 4.1.3
мы привели алгоритм TT-SVD, который позволяет произвольное состояние
представить в TT-формате. Однако, для этого нам нужно изначально хра-
нить в памяти большой объём данных — 2N комплексных чисел, которые
описывают амплитуды квантового состояния. Поэтому большой интерес
представляют квантовые состояния, которые можно сразу аналитически
записать в компактном TT-формате.

Приведём конкретные примеры низкорнаговых разложений некото-
рых квантовых состояний — факторизованного состояния и N -кубитного
состояния Гринбергера-Хорна-Цайлингера |ψ⟩GHZ.

Запишем сначала в TT-формате состояние |0⟩⊗N . Состояние одного
кубита |0⟩ может быть представлена всего лишь одним вагоном ψ

(1)
k0i1k1

—
тензором 3-го ранга размером 1 × 2 × 1 с компонентами ψ(1)

101 = 1, ψ
(1)
111 =

0. Поскольку общее состояние N -кубитной системы представляет собой
тензорное произведение N таких состояний |0⟩⊗N = |0⟩ ⊗ · · · ⊗ |0⟩, то пред-
ставление такого факторизованного квантового состояния в TT-формате
можно записать в виде N вагонов ψ(n)

kn−1inkn
— тензоров 3-го ранга с такими

же размерами 1× 2× 1 и такими же компонентами ψ(n)
101 = 1, ψ

(n)
111 = 0.

Рассмотрим теперь N -кубитное состояние Гринбергера-Хорна-
Цайлингера (ГХЦ) |ψ⟩GHZ:

|ψ⟩GHZ =
|0⟩⊗N + |1⟩⊗N√

2
=

=
1√
2

(

|0⟩ |1⟩
)

⊗
(

|0⟩ 0

0 |1⟩

)

⊗ · · · ⊗
(

|0⟩ 0

0 |1⟩

)

⊗
(

|0⟩
|1⟩

)

.

(4.26)
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Данная нотация весьма удобная, так как каждая из матриц является по-
сути вагоном искомого тензорного поезда. Действительно, вагон с номером
n представляет собой тензор 3-го ранга, то есть обладающий тремя индек-
сами (kn−1, in, kn) и формой (rn−1, 2, rn), где 2 - размерность гильбертова
пространства состояний одного n-го кубита. Состояние ГХЦ (4.26) запи-
сан в виде формата MPS (4.23) (рисунок 4.5), так как представляет собой
произведение матриц, а эти матрицы содержат объекты (|0⟩, |1⟩, 0), кото-
рые зависят от одного физического индекса, пробегающего значения от 0

до 1 (|0⟩0 = 1, |0⟩1 = 0, |1⟩0 = 0, |1⟩1 = 1).
Таким образом, известные простые N -кубитные квантовые состояния

могут быть записаны в достаточно простой форме в TT-формате и, что
важно, с низкими TT-рангами — для факторизованного состояния |0⟩⊗N
все TT-ранги равны 1, а для N -кубитного состояния |ψ⟩GHZ r0 = rN = 1,
а все остальные TT-ранги равны 2.

4.4 Преобразование квантовых состояний в TT-формате

Для полноценной симуляции квантовых схем нам необходимо уметь
не только эффективно хранить квантовые состояния в формате тензорных
поездов, но и преобразовывать их с помощью различных унитарных кванто-
вых гейтов. В настоящей диссертации рассматривается только применение
однокубитных и двухкубитных гейтов. При этом двухкубитные гейты наи-
более эффективно применять к соседним кубитам. Действие на несоседние
кубиты может быть реализовано с помощью последовательности перестано-
вок (SWAP), что, однако, приводит к увеличению вычислительных затрат
и может вызывать дополнительный рост TT-рангов.

4.4.1 Применение однокубитных гейтов

Рассмотрим сначала процедуру изменения вагонов тензорного поезда,
описывающего квантовое состояние N кубитов под действием однокубит-
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ного гейта. Начнём с разложения квантового состояния |ψ⟩ по базисным
состояниям (4.21), только для большей общности будем рассматривать не
кубиты, а произвольные квантовые подсистемы, которые имеют размерно-
сти d1, . . . , dN . Тогда разложение (4.21) для квантового состояния |ψ⟩ будет
выглядеть следующим образом:

|ψ⟩ =
d1∑

i1=1

· · ·
dN∑

iN=1

ψi1...iN |i1⟩ ⊗ · · · ⊗ |iN⟩, (4.27)

а разложение тензора ψi1...iN сохраняет вид (4.22), за исключением того, что
теперь физические индексы i1, . . . , iN пробегают значения не от 0 до 1, а от
1 до d1, . . . , dN соответственно:

ψi1...iN =

r0∑

k0=1

r1∑

k1=1

· · ·
rN∑

kN=1

ψ
(1)
k0i1k1

. . .ψ
(N)
kN−1iNkN

. (4.28)

Рассмотрим действие оператора U (n) на состояние |ψ⟩:

Û (n)|ψ⟩ =
d1∑

i1=1

· · ·
dn∑

in=1

· · ·
dN∑

iN=1

ψi1...iN |i1⟩ ⊗ · · · ⊗ Û (n)|in⟩ ⊗ · · · ⊗ |iN⟩, (4.29)

где действие оператора Û (n) на базисное состояние |in⟩ описывается тензором
второго ранга Ujin (то есть матрицей, размера dn × dn):

Û (n)|in⟩ =
dn∑

j=1

U
(n)
jin
|j⟩. (4.30)

Подставим теперь выражение действия оператора Û (n) на базисное состоя-
ние |in⟩ (4.30) в выражение (4.29) для действия оператора Û (n) на квантовое
состояние |ψ⟩:
Û (n)|ψ⟩ =

=

d1∑

i1=1

· · ·
dn∑

in=1

· · ·
dN∑

iN=1

ψi1...in...iN |i1⟩ ⊗ · · · ⊗
dn∑

j=1

U
(n)
jin
|j⟩ ⊗ · · · ⊗ |iN⟩ =

=

d1∑

i1=1

· · ·
dn∑

in=1

· · ·
dN∑

iN=1

dn∑

j=1

U
(n)
jin
ψi1...in...iN |i1⟩ ⊗ · · · ⊗ |j⟩ ⊗ · · · ⊗ |iN⟩ =

= {меняем обозначение in ←→ j и переставляем суммирование по in и j} =

=

d1∑

i1=1

· · ·
dn∑

in=1

· · ·
dN∑

iN=1

(
dn∑

j=1

U
(n)
inj
ψi1...j...iN

)

|i1⟩ ⊗ · · · ⊗ |in⟩ ⊗ · · · ⊗ |iN⟩.

(4.31)
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Итак, мы получаем, что под действием однокубитного гейта, описы-
ваемого оператором Û (n), исходный тензор ψi1...iN амплитуд состояния |ψ⟩
меняется следующим образом:

ψ′i1...in...iN =

dn∑

j=1

U
(n)
inj
ψi1...j...iN . (4.32)

Учитывая разложение (4.28) тензора ψi1...in...iN в тензорный поезд, легко по-
нять, что для выполнения преобразования (4.32) достаточно осуществить
изменение n-го вагона тензорного поезда следующим образом (остальные
вагоны остаются при этом неизменными):

ψ′(n)kn−1i′nkn
=

dn∑

in=1

U
(n)
i′nin
ψ

(n)
kn−1inkn

. (4.33)

Проанализируем выражение (4.33) для преобразование n-го вагона. Вид-
но, что для изменения вагона тензорного поезда нам достаточно сделать
свёртку матрицы оператора однокубитного гейта и вагона по физическо-
му индексу (рисунок 4.6), а, значит, данное преобразование не затрагивает
индексы kn−1 и kn, по которым производится свёртка с другими вагона-
ми поезда. Следовательно, поскольку остальные вагоны тензорного поезда
остаются неизменными, при применении однокубитного гейта TT-ранги тен-
зорного поезда не меняются. Значит, можно применять однокубитные гейты
к тензорным поездам точно и без роста TT-рангов.

4.4.2 Применение двухкубитных гейтов

Рассмотрим теперь, как изменяются вагоны тензорного поезда, опи-
сывающего N -кубитное квантовое состояние после действия двухкубитного
гейта на соседние кубиты с номерами n и n+ 1, который описывается уни-
тарным оператором Û (n,n+1). Аналогично пункту про однокубитные гейты
(см. раздел 4.4.1), сначала нам нужно узнать, как меняется тензор ψi1...iN

под действием этого двухкубитного оператора. Проводя цепочку рассужде-
ний, аналогичную представленной формулами (4.29), (4.30) и (4.31), легко
показать, что этот тензор меняется следующим образом (причём данный
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𝑘𝑛−1
𝑖𝑛

𝑘𝑛𝜓𝑘𝑛−1𝑖𝑛𝑘𝑛(𝑛)

𝑈𝑖𝑛′ 𝑖𝑛
𝑖𝑛

𝑖𝑛′
Рисунок 4.6 –– Процедура применения однокубитного гейта затрагивает
только один вагон тензорного поезда — с тем же номером, как у кубита,
к которому этот гейт применяется. При этом все TT-ранги остаются теми

же.

результат справедлив безотносительно того, применяется ли двухкубитный
гейт к соседним кубитам или к произвольным кубитам с номерами n и m):

ψ′i1...in...im...iN
=

dn∑

j=1

dm∑

k=1

U
(n,m)
inimjkψi1...j...k...iN , (4.34)

где тензор 4-го ранга U
(n,m)
inimjk задаёт действие оператора Û (n,m) на базисные

состояния |in⟩ ⊗ |im⟩:

Û (n,m)(|in⟩ ⊗ |im⟩) =
dn∑

j=1

dk∑

k=1

U
(n,m)
jkinim

|j⟩ ⊗ |k⟩. (4.35)

Для дальнейшего рассмотрения действия двухкубитного гейта принципи-
ально важно, чтобы кубиты, для которых мы применяем этот гейт, были
соседними. Обозначим их номера n и n+ 1. В разложении тензора ψi1...iN в
тензорный поезд (4.28) произведём свёртку по индексу kn, и из двух сосед-
них вагонов, которые представляют собой тензоры 3-го ранга, мы получаем
один тензор 4-го ранга:

Φ
(n,n+1)
kn−1inin+1kn+1

=

rn∑

kn=1

ψ
(n)
kn−1inkn

ψ
(n+1)
knin+1kn+1

. (4.36)
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Учитывая разложение (4.28) тензора ψi1...iN в тензорный поезд, легко по-
нять, что для выполнения преобразования (4.34) достаточно осуществить
изменение свёртки Φ

(n,n+1)
kn−1inin+1kn+1

n-го и n + 1-го вагонов тензорного поез-
да следующим образом (остальные вагоны тензорного поезда остаются при
этом неизменными):

Φ
′(n,n+1)

kn−1i
′

ni
′

n+1kn+1
=

dn∑

in=1

dn+1∑

in+1=1

U
(n,n+1)

i′ni
′

n+1inin+1
Φ

(n,n+1)
kn−1inin+1kn+1

. (4.37)

Проделанные операции свёртки соседних вагонов и применение двухкубит-
ного гейта, который описывается тензором 4-го ранга U

(n,n+1)
i′ni

′

n+1inin+1
можно

изобразить графически, используя ранее введённую нотацию для тензор-
ных поездов (рисунок 4.7).

𝑘𝑛𝑘𝑛−1 𝑘𝑛+1
𝑖𝑛 𝑖𝑛+1

𝜓𝑘𝑛−1𝑖𝑛𝑘𝑛(𝑛) 𝜓𝑘𝑛𝑖𝑛+1𝑘𝑛+1(𝑛+1) 𝑘𝑛−1 𝑘𝑛+1
𝑖𝑛 𝑖𝑛+1
Φ𝑘𝑛−1𝑖𝑛𝑖𝑛+1𝑘𝑛+1(𝑛,𝑛+1)

𝑖𝑛 𝑖𝑛+1
𝑖𝑛+1′𝑖𝑛′

𝑈𝑖𝑛′ 𝑖𝑛+1′ 𝑖𝑛𝑖𝑛+1
𝑖𝑛 𝑖𝑛+1

𝑖𝑛+1′𝑖𝑛′
𝑈𝑖𝑛′ 𝑖𝑛+1′ 𝑖𝑛𝑖𝑛+1

Рисунок 4.7 –– Процедура применения двухкубитного гейта к соседним
гейтам затрагивает только соседние вагоны тензорного поезда с теми же
номерами, как у кубитов, к которым этот гейт применяется. При этом все
TT-ранги остаются такими же, кроме TT-ранга между двумя рассматрива-

емыми вагонами.

Итак, после применения двухкубитного гейта мы получаем исход-
ную структуру тензорного поезда (4.28), за исключением того, что у нас
вместо отдельных вагонов с номерами n и n + 1 имеется один вагон -
тензор 4-го ранга Φ

(n,n+1)
kn−1inin+1kn+1

. Чтобы полностью восстановить структуру
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тензорного поезда необходимо произвести сингулярное разложение матри-
цы развёртки полученного тензора (возможно, усечённое, если мы хотим
посчитать действие гейта с ограниченной точностью). С помощью функции
reshape превращаем сначала этот тензор 4-го ранга в матрицу размером
rn−1dn × dn+1rn+1:

Φ′(n,n+1)(kn−1, in, in+1, kn+1) = Φ′(n,n+1)(kn−1, in; in+1, kn+1), (4.38)

а затем производим сингулярное разложение с учётом ограничения на за-
данный нами максимальный TT-ранг r′n между вагонами n и n + 1:

Φ′(n,n+1)(kn−1, in; in+1, kn+1) = X(kn−1, in; k
′
n)sk′nY

†(k′n; in+1, kn+1), (4.39)

затем перемножаем матрицу X(kn−1, in; k′n) и диагональную матрицу S с
элементами sk′n на диагонали и получаем матрицу X ′(kn−1, in; k′n). Дальше с
помощью функции reshape превращаем обратно матрицы X ′ и Y † в тен-
зоры 3-го ранга:

ψ′(n)(kn−1, in, k
′
n) = X ′(kn−1, in; k

′
n),

ψ′(n+1)(k′n, in+1, kn) = Y †(k′n; in+1, kn+1).
(4.40)

Описанную процедуру выполнения усечённого сингулярного разложения
и восстановления структуры тензорного поезда после применения двух-
кубитного гейта можно изобразить графически с учётом введённых ранее
обозначений (рисунок 4.8).

Точное применение двухкубитного преобразования в общем случае мо-
жет привести к увеличению TT-ранга между соответствующими вагонами
не более чем в два раза.

4.4.3 Ортонормализация вагонов тензорного поезда

Для повышения точности вычислений перед применением двухку-
битного гейта тензорный поезд приводится к смешанной канонической
форме с ортогональным центром на рассматриваемом разрезе между двумя
кубитами, к которым применяется данный гейт [72]. Эта процедура на-
зывается ортонормализацией вагонов тензорного поезда с центром между
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𝜓′𝑘𝑛−1𝑖𝑛𝑘𝑛(𝑛) 𝜓′𝑘𝑛𝑖𝑛+1𝑘𝑛+1(𝑛+1)
Truncated SVD

Рисунок 4.8 –– Применение алгоритма Truncated SVD позволяет вос-
становить структуру тензорного поезда после применения оператора
двухкубитного гейта, а также ограничить TT-ранг между кубитами, к ко-

торым применяется двухкубитный гейт.

двумя кубитами. В этой форме части тензорного поезда слева и справа
от рассматриваемого разреза задают ортонормированные базисы, поэтому
сингулярные значения локальной матрицы совпадают с сингулярными зна-
чениями матрицы развёртки всего состояния относительно данного разреза.
Следовательно, локальное усечение ранга с помощью truncated SVD даёт
лучшее приближение фиксированного ранга для данного разреза в смыс-
ле теоремы Эккарта–Янга, а ошибка усечения определяется отброшенными
сингулярными значениями.

Дополнительным преимуществом ортонормализации является повы-
шение численной устойчивости алгоритма. Поскольку TT-представление
обладает калибровочной свободой, один и тот же тензор может быть пред-
ставлен ядрами с существенно различающимися масштабами, что приводит
к ухудшению обусловленности локальных задач и усилению влияния оши-
бок округления. Приведение к смешанной канонической форме частично
устраняет эту неоднозначность и обеспечивает более сбалансированное рас-
пределение норм между вагонами тензорного поезда.
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Ортонормализация вагонов с центром между двумя кубитами с номе-
рами n и n + 1 означает, что все вагоны с номерами 1, . . . , n − 1 являются
лево-ортонормализованными, а вагоны с номерами n + 2, . . . , N являются
право-ортонормализованными.

Рассмотрим для примера процедуру левой ортонормализации вагона
тензорного поезда с номером n. Аналогично тому, как мы делали при рас-
смотрении применения двухкубитного гейта к разложению тензора ψi1...iN в
тензорный поезд (4.28), произведём свёртку по индексу kn и из двух сосед-
них вагонов, которые представляют собой тензоры 3-го ранга, мы получаем
один тензор 4-го ранга:

Φ
(n,n+1)
kn−1inin+1kn+1

=

rn∑

kn=1

ψ
(n)
kn−1inkn

ψ
(n+1)
knin+1kn+1

. (4.41)

Затем превращаем операцией reshape полученный тензор 4-го ранга в мат-
рицу размером rn−1dn × dn+1rn+1:

Φ(n,n+1)(kn−1, in, in+1, kn+1) = Φ(n,n+1)(kn−1, in; in+1, kn+1), (4.42)

а затем производим сингулярное разложение сохраняя тот же TT-ранг rn

между вагонами n и n+ 1, какой он был до процедуры ортонормализации:

Φ(n,n+1)(kn−1, in; in+1, kn+1) = X(kn−1, in; k
′
n)sk′nY

†(k′n; in+1, kn+1), (4.43)

затем перемножаем диагональную матрицу S с элементами sk′n на диагонали
на матрицу Y †(k′n; in+1, kn+1) и получаем матрицу Y ′(k′n; in+1, kn+1). Дальше с
помощью функции reshape превращаем обратно матрицы X и Y ′ в тен-
зоры 3-го ранга:

ψ′(n)(kn−1, in, k
′
n) = X(kn−1, in; k

′
n),

ψ′(n+1)(k′n, in+1, kn) = Y ′(k′n; in+1, kn+1).
(4.44)

Обратим внимание, что в результате применения такой операции со-
стояние квантовой системы, которое описывает данный тензорный поезд
остаётся тем же самым. Более того, поскольку данная процедура ортонор-
мализации затрагивает только вагоны с номерами n и n+1 — то и свёртка
двух соседних вагонов (4.41) остаётся той же самой.

Поскольку мы сделали SVD-разложение, то матрица X(kn−1, in; k′n)

обладает свойством X†X = Irn×rn (заметим, что в общем случае XX† ̸=
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Рисунок 4.9 –– Процедура левой ортонормализации n-го вагона тензорно-
го поезда заключается в свёртке по индексу kn между n-ым и (n + 1)-ым
вагоном и дальнейшего применения SVD-разложения. В результате рас-
смотренной процедуры все TT-ранги остаются теми же самыми и процедура

сохраняет ту же точность представления квантового состояния.

Irn−1dn×rn−1dn), и, следовательно, имеет место следующее выражение для
ψ′(n)(kn−1, in, kn):

dn∑

in=1

rn−1∑

kn−1=1

ψ′(n)∗(kn; kn−1, in)ψ
′(n)(kn−1, in; k

′
n) = I(kn; k

′
n). (4.45)

Будем рассматривать тензор 3-го ранга ψ′(n)kn−1inkn
в виде матрицы ψ′(n)kn−1kn

(in)

размером rn−1 × rn, которая зависит от индекса in. тогда выражение (4.45)
можно записать в эквивалентном виде:

dn∑

in=1

ψ′(n)†(in)ψ
′(n)(in) = Irn×rn. (4.46)

Выражение (4.46) является свойством лево-ортонормализованных ваго-
нов тензорного поезда. Абсолютно аналогично вышеописанной процедуре
рассматривается правая ортонормализация вагонов. Свойство право-
ортонормализованных вагонов тензорного поезда записывается следующим
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образом:
dn∑

in=1

ψ′(n)(in)ψ
′(n)†(in) = Irn−1×rn−1

. (4.47)

Итак, перед применением двухкубитного гейта между кубитами с номера-
ми n и n+1 для повышения точности данной операции при фиксированном
максимальном ранге с применением усечённого сингулярного разложения
лучше использовать ортонормализацию вагонов тензорного поезда с цен-
тром между вагонами n и n + 1. После процедуры ортонормализации
тензорный поезд можно графически представить в виде, показанном на
рисунке 4.10 на примере 5-кубитного состояния и ортонормализацией с цен-
тром между 3 и 4 вагоном. 𝑟3𝑟2 𝑟4

𝑖3 𝑖4
𝑟0 𝑟1

𝑖1 𝑖2 𝑖5
𝑟5

Рисунок 4.10 –– Графическое изображение 5-кубитного тензорного поезда,
который ортонормализован с центром в точке между 3-им и 4-ым вагоном.

4.4.4 Скалярное произведение квантовых состояний в TT-формате

В моделировании квантовых систем важно уметь вычислять скаляр-
ное произведение ⟨ϕ|ψ⟩ между двумя квантовыми состояниями системы
|ψ⟩ и |ϕ⟩. В нашей работе нам необходимо эффективно вычислять данную
величину для расчёта фиделити между двумя состояниями F (|ϕ⟩, |ψ⟩) =

|⟨ϕ|ψ⟩|2, а также для расчёта среднего значения гамильтониана Ĥ в состо-
янии |ψ⟩ для определённого класса гамильтонианов Ĥ.

Пусть состояние |ψ⟩ описывается тензором ψi1...iN , а состояние |ϕ⟩ опи-
сывается тензором ϕi1...iN , где каждый индекс ik пробегает значения от 1

до dk, и пусть эти тензоры представлены в TT-формате (4.28) с вагонами
ψ

(n)
kn−1inkn

и ϕ(n)
k′n−1i

′

nk
′

n
соответственно.
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Алгоритм вычисления скалярного произведения в TT-формате пред-
ставляет собой итеративную процедуру, которая затрагивает сначала пер-
вые вагоны тензорных поездов обоих квантовых состояний, потом вторые
вагоны и т.д. Понятно, что для вычисления скалярного произведения
между двумя состояниями нам необходимо произвести свёртку по всем ин-
дексам вагонов, как по физическим, так и по внутренним:

⟨ϕ|ψ⟩ =
d1∑

i1=1

· · ·
dN∑

iN=1

ϕ∗i1...iNψi1...iN =

=
∑

i1,...,iN

∑

k1,...,kN

∑

k′1,...,k
′

N

ϕ
(1)∗
k′0i1k

′

1
. . .ϕ

(N)∗
k′N−1iNk′N

ψ
(1)
k0i1k1

. . .ψ
(N)
kN−1iNkN

.

(4.48)

Дальше мы можем группировать множители и менять порядок суммиро-
вания в этом выражении. Эффективно вычислять эту сумму произведений
можно следующим образом. На n-ой итерации нашей процедуры будем обо-
значать получившийся результат в виде тензора 4-го ранга c

(n)
k0knk′0k

′

n
. Первая

итерация делается в 1 шаг, остальные итерации делаются в 3 шага. На
первом шаге первой итерации c

(1,1)
k0k1k′0k

′

1
(первый индекс обозначет номер ите-

рации, второй индекс - шаг итерации) равно:

c
(1)
k0k1k′0k

′

1
= c

(1,1)
k0k1k′0k

′

1
=

d1∑

i1=1

ψ
(1)
k0i1k1

ϕ
(1)∗
k′0i1k

′

1
. (4.49)

На первом шаге второй итерации сворачиваем по индексу k1 тензор c
(1)
k0k1k′0k

′

1

со вторым вагоном тензорного поезда квантового состояния |ψ⟩:

c
(2,1)
k0k′0k

′

1k2i2
=

r1∑

k1=1

c
(1)
k0k1k′0k

′

1
ψ

(2)
k1i2k2

. (4.50)

На втором шаге второй итерации сворачиваем по индексу k′1 тензор c
(2,1)
k0k′0k

′

1k2i2

со вторым вагоном тензорного поезда квантового состояния ϕ(2)∗
k′1i

′

2k
′

2
:

c
(2,2)
k0k′0k2i2i

′

2k
′

2
=

r′1∑

k′1=1

c
(2,1)
k0k′0k

′

1k2i2
ϕ

(2)∗
k′1i

′

2k
′

2
. (4.51)

На третьем шаге второй итерации сворачиваем по индексам i2 и i′2 (при
этом i2 = i′2) тензор c

(2,2)
k0k′0k2i2i

′

2k
′

2
сам с собой:

c
′(2)
k0k′0k2k

′

2
= c

(2,3)
k0k′0k2k

′

2
=

d2∑

i2=1

c
(2,2)
k0k′0k2i2i2k

′

2
. (4.52)
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Затем, чтобы привести полученный тензор 4-го ранга к виду, похожему
по структуре на тензор c

(1)
k0k1k′0k

′

1
, производим транспонирование полученного

тензора — меняем местами второй k′0 и третий индекс k2: c(2)k0k2k′0k
′

2
= c

′(2)
k0k′0k2k

′

2
.

Абсолютно аналогично повторяем итерации с номерами 3, . . . , N . По
результатам выполнения этих итераций получаем тензор 4-го ранга c(N)

k0kNk′0k
′

N
,

но, поскольку для тензорного поезда выполняются граничные условия r0 =

rN = 1 и r′0 = r′N = 1, то, по-сути, тензор 4-го ранга c
(N)
k0kNk′0k

′

N
представляет

собой просто скаляр, равный скалярному произведению ⟨ϕ|ψ⟩. Графическое
представление первой и второй итерации алгоритма вычисления скалярного
произведение ⟨ϕ|ψ⟩ показано на рисунке 4.11.| ۧ𝜓

|𝜑ۦ

𝜓𝑖1𝑖2…𝑖𝑁

𝜑𝑖1𝑖2…𝑖𝑁∗

Рисунок 4.11 –– Графическое изображение первой и второй итерации ал-
горитма, позволяющего вычислить скалярное произведение ⟨ϕ|ψ⟩ двух

квантовых состояний в формате тензорных поездов.

Используя данный алгоритм эффективного вычисления скалярного
произведения двух состояний ⟨ϕ|ψ⟩, можно вычислять фиделити между
двумя состояниями как |⟨ϕ|ψ⟩|2, а также среднее значение гамильтониана
Ĥ в квантовом состоянии |ψ⟩: ⟨ψ|Ĥ|ψ⟩.

Для вычисления среднего значения удобно использовать разложение
гамильтониана по тензорному базису матриц Паули. Любой эрмитов опе-
ратор Ĥ, действующий на N кубитах, может быть представлен в виде:
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Ĥ =
∑

α

cαP̂α, (4.53)

где cα ∈ R, а P̂α — строки Паули, то есть операторы вида

P̂α =
N⊗

k=1

σ̂
(α)
k , σ̂

(α)
k ∈ {Î , X̂, Ŷ , Ẑ}. (4.54)

Тогда математическое ожидание гамильтониана принимает вид

⟨ψ|Ĥ|ψ⟩ =
∑

α

cα⟨ψ|P̂α|ψ⟩. (4.55)

Следовательно, задача сводится к вычислению вкладов ⟨ψ|P̂α|ψ⟩ для
отдельных строк Паули. Поскольку каждый оператор P̂α является тен-
зорным произведением локальных однокубитных операторов, его действие
на состояние |ψ⟩ может быть эффективно вычислено алгоритмами, опи-
санными в разделе 4.4.1, после чего применяется алгоритм вычисления
скалярного произведения.

4.4.5 Вычисление матрицы плотности одного кубита

Для некоторых приложений нам нужно будет вычислять матрицу
плотности квантового состояния одного кубита с номером n в цепочке ку-
битов, состояние которых представлено тензорным поездом. Покажем, как
вычислять такую матрицу плотности.

Пусть чистое состояние системы изN кубитов есть |ψ⟩. Тогда оператор
плотности всей системы из N кубитов вычисляется как ρ̂ = |ψ⟩⟨ψ|. Тогда
оператор плотности n-го кубита вычисляется с помощью взятия частичного
следа по переменным, относящимся к остальным кубитам:

ρ̂(n) = Trik,k ̸=n ρ̂ = Trik,k ̸=n |ψ⟩⟨ψ|. (4.56)

Пусть состояние N кубитов описывается тензором ранга N ψi1...iN . Тогда
матрицу плотности n-го кубита в вычислительном базисе можно записать
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в виде:

ρ
(n)
in,jn

=

d1∑

i1=1

· · ·
dn−1∑

in−1=1

dn+1∑

in+1=1

· · ·
dN∑

iN=1

ψi1...in...iNψ
∗
i1...jn...iN

=

=
∑

ik,k ̸=n

∑

k1,...,kN

∑

k′1,...,k
′

N

ψ
(1)
k0i1k1

. . .ψ
(n)
kn−1inkn

. . .ψ
(N)
kN−1iNkN

ψ
(1)∗
k′0i1k

′

1
. . .ψ

(n)∗
k′n−1jnk

′

n
. . .ψ

(N)∗
k′N−1iNk′N

.

(4.57)

Аналогично тому, как мы делаем в разделе 4.4.4, где мы вычисля-
ем скалярное произведение между двумя квантовыми состояниями |ψ⟩ и
|ϕ⟩ в TT-формате, в выражении (4.57) мы можем группировать множители
и менять порядок суммирования. Кратко опишем алгоритм, по которому
мы вычисляем однокубитную матрицу плотности. Сначала мы вычисляем
тензор 4-го ранга из вагонов с номерами 1, . . . , n − 1 для первого и вто-
рого поезда, а затем вычисляем тензор 4-го ранга из вагонов с номерами
n+1, . . . , N , как показано на рисунке 4.12. Дальше делаем свёртку по двум
индексам полученного левого тензора 4-го ранга с двумя вагонами с номе-
ром n, а затем свёртку по двум индексам полученного тензора 6-го ранга с
правым тензором 4-го ранга. В итоге получаем тензор 6-го ранга ρk0k′0injnkNk′N

,
но, в силу граничных условий r0 = rN = 1 и r′0 = r′N = 1 этот тензор
на самом деле является тензором 2-го ранга - то есть искомой матрицей
плотности одного кубита.

4.5 Численные эксперименты

В этом разделе мы рассмотрим результаты, полученные с помощью
библиотеки QTensor [90], написание которой является одной из задач ори-
гинальной части работы.
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Рисунок 4.12 –– Графическое изображение алгоритма, вычисляющего
матрицу плотности одного кубита с номером n. На выходе алгоритма полу-
чается тензор 6-го ранга, который, в силу граничных условий r0 = rN = 1 и

r′0 = r′N = 1 является матрицей.

4.5.1 Случайные квантовые схемы

На рисунке 4.13 показана квантовая схема, которую мы используем
в наших численных экспериментах. Она состоит из чередующихся слоёв
однокубитных и двухкубитных гейтов и относится к классу случайных
квантовых схем (random quantum circuits), предложенному в работе [92].
Схемы данного типа предназначены для быстрой генерации сильно запутан-
ных состояний и позднее использовались в задачах random circuit sampling,
в том числе в экспериментах по демонстрации квантового превосход-
ства [93]. Кроме того, аналогичная схема была использована в работе [85],
что позволяет протестировать нашу библиотеку QTensor путём сравнения
с опубликованными результатами.

Случайные квантовые схемы данного типа относятся к числу наибо-
лее трудных для классического моделирования [92; 93], поскольку уже при
сравнительно небольшой глубине они приводят к формированию сильно
запутанных состояний и сложного выходного распределения вероятностей.
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𝐷𝑈 = 𝑅𝑛 𝜃 = 𝐼 cos 𝜃2 − 𝑖 sin 𝜃2 𝑛𝑥𝑋 + 𝑛𝑦𝑌 + 𝑛𝑧𝑍
Рисунок 4.13 –– N -кубитная случайная квантовая схема. Синие квадраты
обозначают случайные однокубитные гейты R̂n⃗(θ), а точки, соединённые с
крестиком в кругу, обозначают двухкубитные гейты CX (в некоторых слу-
чаях мы дальше будем использовать гейты CZ вместо гейтов CX). Глубина
схемы D определяется как количество слоёв двухкубитных гейтов, то есть

на данном рисунке изображена схема, имеющая глубину D = 5.

При этом итоговое многокубитное состояние оказывается весьма чувстви-
тельным к локальным изменениям схемы, в частности к замене отдельных
однокубитных гейтов. Однокубитные вентили Û , представленные цветными
квадратами на рисунке 4.13, выбираются случайным образом. Однокубит-
ный гейт Û — это поворот R̂n⃗(θ):

R̂n⃗(θ) = e−i
θ

2 n⃗
ˆ⃗σ = Î cos

θ

2
− i sin

θ

2
(nxX̂ + nyŶ + nzẐ) (4.58)

на угол θ вокруг единичного вектора n⃗ = (sinα cosϕ, sinα sinϕ, cosα), где
ˆ⃗σ — вектор, составленный из матриц Паули. Углы θ, α и ϕ мы берём из
равномерного распределения на заданных отрезках.

Следует отметить, что в экспериментах Google по random circuit
sampling использовался фиксированный дискретный набор однокубитных
гейтов, обусловленный особенностями аппаратной реализации сверхпровод-
никового процессора. В отличие от этого, в работе [85] и в настоящей
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диссертации рассматривается более общий ансамбль случайных одноку-
битных операций, удобный для численного моделирования. Несмотря на
это различие, все указанные схемы принадлежат к одному классу random
quantum circuits и обладают сходными свойствами с точки зрения генерации
сильной запутанности и сложности классического моделирования.

Двухкубитные гейты ĈX (CNOT) и ĈZ являются стандартными
двухкубитными гейтами. Их действие на базисные состояния задаётся сле-
дующими соотношениями:

ĈX |a, b⟩ = |a, b⊕ a⟩, ĈZ |a, b⟩ = (−1)ab|a, b⟩, (4.59)

где a, b ∈ {0, 1}, а ⊕ обозначает сложение по модулю 2.
Глубиной схемы D мы называем количество применённых слоёв

двухкубитных гейтов, поскольку они являются единственным источником
ошибок в наших расчётах. В реальных квантовых компьютерах двухку-
битные гейты также преобладают над ошибками однокубитных гейтов с
точки зрения величины фиделити. Однако настоящие квантовые компью-
теры также имеют другие источники ошибок (декогеренция, неизвестные
связи между кубитами, утечка в невычислительные состояния и т.д.), от-
сутствующие в нашем алгоритме.

В дальнейшем изложении мы будем придерживаться следующих
обозначений. Основной характеристикой, от которой зависит точность вы-
числений, является величина максимально допустимого TT-ранга χ =

max rn тензорного поезда, с помощью которого представляется квантовое
состояние. Квантовое состояние, которые вычисляется точно, мы будем
обозначать как |ψ⟩, а состояние, которое вычислено с учётом ограничения
TT-ранга до величины χ, мы обозначаем как |ψχ⟩.

4.5.2 Распределение Портера-Томаса

После достижения достаточно большой глубины случайная квантовая
схема, показанная на рисунке 4.13, генерирует состояния, статистические
свойства которых приближаются к свойствам случайных состояний по ме-
ре Хаара в гильбертовом пространстве размерности 2N . Для случайного



110

состояния по мере Хаара квадрат модуля скалярного произведения этого
состояния с любым фиксированным базисным состоянием, в частности с
состоянием |0⟩⊗N , подчиняется распределению Портера–Томаса [94]. В тер-
минах кумулятивной функции распределения оно имеет вид

PPT (ρ) = 1− (1− ρ)2N−1. (4.60)

Это демонстрируется на рисунке 4.14, где кумулятивное распределе-
ние величины

px = |⟨0|⊗N |ψχ⟩|2 (4.61)

сравнивается с распределением Портера–Томаса для различных максималь-
ных TT-рангов χ. Поскольку случайные квантовые схемы при достаточной
глубине аппроксимируют хааровски-случайные состояния, можно ожидать,
что распределение величины px будет приближаться к распределению
Портера–Томаса. Как видно из рисунка, с ростом χ это согласование дей-
ствительно улучшается.
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2N

0.0
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p x
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Рисунок 4.14 –– Функция распределения вероятности для величины px =

|⟨0|⊗N |ψχ⟩|2 для квантовой схемы с N = 15 и D = 24. Пунктирной линией
показано точное распределение Портера-Томаса для N = 15.
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4.5.3 Эффективное двухкубитное фиделити

Введём основную интересующую нас величину — эффективное двух-
кубитное фиделити fn. Эффективное двухкубитное фиделити fn является
вычислительным аналогом экспериментального фиделити для двухкубит-
ных гейтов. Для идеального расчёта fn = 1, но ограничение максимального
TT-ранга χ для MPS приведёт к 0 ⩽ fn < 1.

Состояние MPS после последовательности n отдельных двухкубитных
гейтов (n ≈ ND

2
для схемы на рисунке 4.13) обозначим как |ψχ(n)⟩. Мы

определяем эффективное двухкубитное фиделити для схемы с CZ-гейтами
следующим образом:

fn = |⟨ψχ(n)|ĈZ |ψχ(n− 1)⟩|2, (4.62)

аналогично для схем с CX-гейтами. Обратим внимание, что в выражении
(4.62) операция ĈZ применяется точно без ограничения TT-ранга к состоя-
нию MPS |ψχ(n− 1)⟩, и полученное состояние скалярно умножается на уже
усечённый результат |ψχ(n)⟩.

Результаты численных симуляций для вычисления эффективного
двухкубитного фиделити для CX-гейтов приведены на рисунке 4.15а, а для
CZ-гейтов на рисунке 4.15б. Видно, что фиделити выше для CZ-гейтов и
улучшается после применения ортонормализации.

Важный вывод, который можно сделать по результатам, представлен-
ным на рисунке 4.15, состоит в том, что обработка квантовых состояний в
формате MPS с ограничением TT-ранга представляет собой практический
алгоритм, который позволяет моделировать такие случайные квантовые
схемы за умеренное время за счёт конечной точности аппроксимации
двухкубитных преобразований, характеризуемой величиной fn, причём эта
точность достигает для схемы с CZ-гейтами значений порядка 0.99, кото-
рая является типичной для современных экспериментальных прототипов
таких схем [93].
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Рисунок 4.15 –– Эффективное двухкубитное фиделити fn в зависимости от
глубины D схемы для χ = 64 и для N = 40 (красный) и N = 60 (пурпур-
ный). Линии соответствуют ⟨fn⟩ — среднему геометрическому fn по всем
двухкубитным вентилям с начала схемы до глубины D. а) — двухкубитные
гейты CX без ортонормализации, б) — двухкубитные гейты CZ с ортонор-

мализацией и без неё.

4.5.4 Многокубитное фиделити

Определим теперь величину многокубитного фиделити после опреде-
лённого количества слоёв двухкубитных гейтов D следующим образом:

F = |⟨ψ|ψχ⟩|2, (4.63)

где |ψχ⟩ — состояние после прохождения D слоёв двухкубитных гейтов
случайной схемы, вычисленное с использованием процедуры обрезания TT-
ранга до значения χ, а |ψ⟩ — точно вычисленное без обрезания ранга
состояние после прохождения той же глубины схемы D с теми же случай-
ными параметрами.

Результаты численных симуляций для вычисления многокубитного
фиделити для схемы с CX-гейтами приведены на рисунке 4.16. Видно, что
ортонормализация существенно улучшает величину фиделити.

Покажем также для большей наглядности диаграмму рассеяния (ри-
сунок 4.17а) и гистограммы распределения многокубитного фиделити
(рисунок 4.17б) для схемы с параметрами N = 10, D = 10 и χ = 2 для боль-
шого числа проходов квантовой схемы для разных случайных параметров.
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Рисунок 4.16 –– Многокубитное фиделити F в зависимости от глубины D

для N = 20 и различных значений максимального TT-ранга χ = 10, 20, 50

для схемы с CX-гейтами. а) — без ортонормализации, б) — с ортонормали-
зацией.

По рисунку 4.17а можно сделать вывод о том, что ортонормализация
действительно увеличивает многокубитное фиделити на выходе случайной
квантовой схемы, так как все точки лежат выше серой пунктирной линии
Fort = F . Также видно, что ошибки двухкубитных CZ-гейтов меньше ошибок
двухкубитных CX-гейтов при фиксированном значении параметра макси-
мального ранга χ.

Отметим, что меньшее значение ошибки для схем с CZ-гейтами по
сравнению со схемами с CX-гейтами при одинаковом ограничении TT-
ранга χ не противоречит их локальной эквивалентности. При точном
моделировании оба гейта эквивалентны с точностью до локальных одноку-
битных преобразований. Однако в рассматриваемом численном алгоритме
после применения гейтов выполняется обрезание TT-ранга, и ошибка та-
кой аппроксимации зависит от локального базиса, в котором представлено
состояние. Гейт CZ , будучи диагональным в вычислительном базисе, в сред-
нем сохраняет структуру состояния, более удобную для низкорангового
TT-представления, тогда как CX приводит к дополнительному перемешива-
нию амплитуд в этом базисе. В результате при фиксированном χ состояние
после действия CZ-гейтов аппроксимируется точнее, чем после действия CX-
гейтов, что и проявляется в большем значении многокубитного фиделити.
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Рисунок 4.17 –– а) — Диаграмма рассеяния для многокубитного фиделити
F для схемы с параметрами N = 10, D = 10, χ = 2 для CX и CZ гейтов,
построенная по 100 случайным запускам (по горизонтальной оси отложено
многокубитное фиделити на выходе схемы без ортонормализации, по вер-
тикальной оси - многокубитное фиделити с ортонормализацией для схемы с
теми же параметрами, серая пунктирная линия - линия равенства Fort = F ),
б) — Гистограмма многокубитного фиделити F для такой же схемы, постро-

енная по 10000 случайным запускам.

4.5.5 Распределение точности и чистоты состояний

Рассмотрим вопрос о том, как распределяется точность хранения ин-
формации о состоянии отдельных кубитов в TT-формате. Поставим вопрос
более конкретно. При идеальном хранении квантового состояния состояние
каждого отдельного кубита с номером n полностью описывается с помо-
щью однокубитной матрицы плотности ρ(n). При приближённом хранении
квантового состояния всей системы в TT-формате мы можем вычислить
согласно алгоритму из раздела 4.4.5 однокубитовые операторы плотности
ρ
(n)
χ . Тогда точностью хранения состояния одного кубита мы будем называть
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величину фиделити для двух однокубитных матриц плотности ρ(n) и ρ(n)χ :

F (ρ(n)χ , ρ(n)) =

(

Tr

√
√

ρ(n)ρ
(n)
χ

√

ρ(n)

)2

. (4.64)

На рисунке 4.18а мы строим зависимость этого однокубитного фиделити
от номера кубита в цепочке. На рисунке 4.18б показано, как распределена
чистота Tr ρ2 состояний кубитов.
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Рисунок 4.18 –– Изучение характеристик квантового состояния одного ку-
бита в цепочке в TT-формате, параметры схемы N = 10 и D = 10. а) —
распределение однокубитного фиделити между точным состоянием кубита
и состоянием в TT-формате с ограниченным TT-рангом χ (с использовани-
ем ортонормализации вагонов MPS), б) — распределение чистоты точных
однокубитовых состояний. Графики построены с усреднением по 1000 слу-

чайным запускам схемы.

По данным графикам можно сделать следующие выводы. Во-первых,
анализ рисунка 4.18б приводит нас к выводу о том, что состояния крайних
кубитов в цепочке более чистые, чем в центре, то есть точка изобража-
ющая квантовое состояние кубита на сфере Блоха находится ближе к
центру сферы для центральных кубитов в цепочке. Такое распределение
чистоты связано с распределением TT-рангов по различным кубитам в
цепочке r0, . . . , rN — для нашего конкретного примера случайной кван-
товой схемы с параметрами N = 10 и D = 10 мы имеем следующее
распределение TT-рангов (если не ограничивать максимальный TT-ранг
χ): [1, 2, 4, 8, 16, 32, 16, 8, 4, 2, 1]. То есть в центре TT-ранги больше, чем по
краям цепочки кубитов, а, следовательно, в центре цепочки состояние куби-
тов ближе к полностью смешанному состоянию, описываемому оператором
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плотности ρ̂(n) = 1
2 |0⟩⟨0| + 1

2 |1⟩⟨1|. Таким распределением чистоты состо-
яний кубитов можно объяснить результат распределения однокубитного
фиделити, представленного на рисунке 4.18а. По этому графику мы ви-
дим, что при χ > 1 мы наблюдаем большее фиделити для центральных
кубитов, что объясняется меньшей чистотой их однокубитных состояний.
Действительно, состояние центральных кубитов изображается на сфере
Блоха точкой, которая лежит близко к центру, а такое состояние легко
приблизить с помощью MPS даже с небольшим максимальным TT-рангом
χ (пример — N -кубитное состояние ГХЦ, представление которого дано вы-
ражением (4.26), имеет максимальный TT-ранг χ = 2, при этом все кубиты
в таком состоянии находятся в полностью смешанном состоянии с операто-
рами плотности ρ̂(n) = 1

2 |0⟩⟨0| + 1
2 |1⟩⟨1|).

При χ = 1 мы наблюдаем обратную ситуацию, когда точность пред-
ставления состояний выше для крайних кубитов, что объясняется тем, что
состояние с максимальным TT-рангом χ = 1 является факторизованным
состоянием, а, значит, все однокубитные матрицы плотности ρ(n)χ являются
матрицами плотности чистых состояний. Фиделити, определённое выраже-
нием (4.64) равно 1

2 , если одно из состояний является чистым, а другое —
полностью смешанным, поэтому при χ = 1 мы наблюдаем на рисунке 4.18а
значение фиделити порядка 1

2.
Главный вывод, который можно сделать из данного исследования

распределения однокубитной точности, состоит в том, что для длинных
цепочек кубитов для таких случайных схем точность распределена почти
равномерно, за исключением краёв.
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Глава 5. Обучение тензорной сетевой модели квантового состояния
с использованием однокубитных измерений

В предыдущей главе тензорные сети рассматривались как инструмент
эффективного представления и классической симуляции многокубитных
квантовых состояний. Формат тензорных поездов позволяет компактно
описывать квантовые состояния, выполнять базовые операции, соответству-
ющие элементам квантовой схемы, и вычислять ряд практически значимых
характеристик без обращения к полному вектору состояния. Рассмотрен-
ный в предыдущей главе подход естественно распространяется не только
на задачи моделирования квантовых систем, но и на задачи реконструкции
квантового состояния по данным измерений.

Данная глава посвящена обучению тензорной сетевой модели кван-
тового состояния по результатам однокубитных измерений. В отличие
от предыдущей главы, где основное внимание уделялось представлению
чистых состояний и их эволюции в рамках квантовых схем, здесь тензорно-
сетевой подход используется для параметризации оператора плотности и
решения задачи реконструкции квантового состояния. Такой переход явля-
ется естественным развитием изложенного ранее формализма, поскольку
компактность тензорно-сетевого представления делает возможным постро-
ение вычислительно эффективных алгоритмов, применимых в условиях
ограниченного объёма измерительных данных. В данной главе кратко
рассматриваются подходы, связанные с теневой томографией и рекон-
струкцией квантовых состояний. Основное внимание уделяется разработке
алгоритма обучения тензорно-сетевой модели квантового состояния по
результатам однокубитных измерений и исследованию его свойств в чис-
ленных симуляциях.

5.1 Обзор литературы

Область квантовых вычислений переживает беспрецедентный рост в
последнее десятилетие. Основной причиной этого является появление экс-
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периментальных прототипов квантовых процессоров с десятками хорошо
контролируемых кубитов. Эти устройства пока не достигли порога коррек-
ции ошибок и относятся к так называемому классу процессоров NISQ (Noisy
Intermediate-Scale Quantum), однако их сложность достигает предела мощ-
ности классического компьютерного моделирования. Появление технологии
NISQ увенчалось демонстрацией преимущества квантовых вычислений ко-
мандой Google AI с использованием сверхпроводящего процессора с 53
кубитами [93]. Другие экспериментальные платформы, такие как захвачен-
ные ионы [95], нейтральные атомы [96] и фотоны [97], также становятся
всё более конкурентоспособными. Дальнейшее развитие и масштабирование
этих устройств требуют новых инструментов для описания их характери-
стик и оценки их производительности.

Первостепенная задача — определить характеристики многокубитной
квантовой системы [98; 99]. Полная реконструкция оператора плотности ρ̂
для N кубитов требует экспоненциального числа O(4N) повторных изме-
рений и классической обработки [100]. Следовательно, полная квантовая
томография состояний (QST) не может рассматриваться как практический
инструмент для систем среднего и большого масштаба. Однако существует
несколько подходов, призванных частично решить эту проблему в некото-
рых случаях, в частности, с помощью нейросетевого подхода [101––104], а
также с помощью тензорных сетей [105; 106] удается добиться сокращения
объема измерений.

На практике описание квантового состояния всегда сопровождается
оценкой качества — фиделити или другой интересующей мерой. Однако
информация, содержащаяся в полном квантовом состоянии, обычно из-
быточна для простых бенчмарков. В основополагающей работе [7] теория
обучения PAC [107] была применена для ответа на простой вопрос: можно
ли эффективно предсказать вероятность успеха двухисходного измерения
POVM? Оказалось, что эта задача решается положительно с использо-
ванием всего лишь O(N) измерений. Этот результат вызвал интерес, и
серия работ [108––114] изучала этот подход, который сейчас обычно называ-
ют теневой томографией. За теоретическими исследованиями последовали
экспериментальные применения с использованием оптического процессора
[115]. Дальнейшие исследования показали, что некоторые характеристи-
ки, такие как точность и средние значения наблюдаемых низкоранговых
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величин, можно оценить, используя постоянное число копий состояний,
независимое от N [8]. Этот результат, как доказано, оптимален с точ-
ки зрения теории информации, однако экспериментально он сложен из-за
весьма специфичного набора измерений (рандомизированные многокубит-
ные измерения Клиффорда), не свойственного многим экспериментальным
платформам. Тем не менее, он был продемонстрирован в ряде эксперимен-
тов [116––118].

Помимо доказательств теоретико-информационной сложности [7; 8;
119; 120], поиски практичного протокола без узких мест в вычислительных
процессах продолжаются. Здесь на помощь приходит представление кван-
товых состояний с помощью тензорных сетей. Тензорные сети чрезвычайно
эффективны при моделировании квантовых систем большой размерно-
сти [85; 121––125]. Недавно было найдено применение для полного QST
[126––128].

В основе этого подхода лежит конструктивное доказательство [129]
того, что операторы произведения матриц общего вида полностью опре-
деляются своими локальными редукциями. Низкоранговое тензорное пред-
ставление активно используется для томографии квантовых процессов [106;
130––132]. В работе [133] представлен интересный метод, сочетающий те-
невую томографию с методами локального скремблирования и тензорных
сетей.

Здесь мы демонстрируем алгоритм реконструкции, основанный на па-
радигме теневой томографии, который требует только факторизованных
однокубитных измерений и является численно эффективным. Алгоритм
эффективно обучается конкретной форме представления квантового состо-
яния в виде тензорной сети. Мы исследуем условия, при которых алгоритм
следует линейному масштабированию набора данных O(N), и проводим по-
дробный анализ точности и сходимости алгоритма.
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5.2 Тензорно-сетевая модель квантового состояния

5.2.1 Модель измерений

Мы разрабатываем протокол на основе тензорных поездов, реализу-
ющий принцип обучения, описанный в [7; 134]. Конечной целью протокола
является модель σ, которая точно предсказывает средние значения Tr(Êmρ̂)

наблюдаемых Êm, создаваемых неизвестным квантовым состоянием ρ̂.
Обучение начинается с обучающего набора данных {Êt

m,p
t
m}, где Êt

m — про-
ективное однокубитное измерение, а ptm — вероятность получить в этом
измерении 1. Затем протокол использует обучающий набор данных для по-
строения правдоподобной модели σ. Начнём с описания математической
модели состояния ρ̂ и измерения Ê, которые мы используем в нашей си-
муляции.

Смешанное состояние ρ̂ представлено в виде тензорной сети MPO
(4.25). Измерение, применяемое к регистру, математически описывается
положительной операторно-значной мерой (POVM) {Ê(j)}, где каждый
Ê(j) — эрмитово-положительно полуопределённый оператор, такой что
∑

j Ê
(j) = Î. Вероятность результата измерения j равна pj = Tr(Ê(j)ρ̂).

Мы сосредоточимся на POVM измерениях с двумя исходами {Ê(1) =

Ê, Ê(2) = Î − Ê} в связи с существованием доказательства обучаемости
[119] и их непосредственной реализацией в эксперименте [115]. В даль-
нейшем мы будем рассматривать проективные однокубитные измерения,
то есть измерения, описываемые тензорными произведениями операторов
однокубитных проективных измерений. Рассмотрение именно такого клас-
са измерений продиктовано прежде всего экспериментальной практикой,
поскольку в большинстве реализаций непосредственно доступны именно ло-
кальные проективные измерения отдельных кубитов:

Ê = Ê1 ⊗ · · · ⊗ ÊN , (5.1)

где Êi = |ψi⟩⟨ψi|— проектор на чистое состояние |ψi⟩. То есть, в представле-
нии тензорным поездом такой оператор может быть представлен тензорным
поездом с максимальным рангом χ = 1. Операторы измерения Ê выберем
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𝜌
𝑈1†𝑈2†𝑈3†
𝑈𝑁†

Рисунок 5.1 –– Схема генерации обучающего набора данных. Синие квадра-
ты представляют собой случайные однокубитные вентили, содержащиеся в

формуле (5.2).

в виде:

Ê = Û1|0⟩⟨0|Û †1 ⊗ · · · ⊗ ÛN |0⟩⟨0|Û †N , (5.2)

где унитарные операторы Ûk = R̂n⃗(θ) представляют собой повороты сферы
Блоха вокруг случайного единичного вектора n⃗ на угол θ. Единичный век-
тор n⃗ равномерно распределён по телесному углу 4π, а угол θ равномерно
распределён от 0 до 2π. На рисунке 5.1 представлена схема моделирования,
которая выдаёт обучающий набор данных {Êt

m,p
t
m}.

5.2.2 Обучаемая модель

В процессе обучения мы хотим получить модель σ, которая не толь-
ко воспроизводит обучающие данные {Êt

m, p
t
m}, но и способна предсказать

вероятность успеха p̃ нового измерения Ê /∈ {Êt
m, p

t
m}. Мы представим мо-
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෡Ω†| ۧ𝜓𝑖 = | ۧ𝜓𝑖෡Ω†
Рисунок 5.2 –– Графическое представление процедуры расчета вероятности
по формуле (5.4) получения положительного результата в эксперименте с
POVM-оператором Êi = |ψi⟩⟨ψi| в формате тензорного поезда. Жёлтые
кружки представляют собой TT-ядра |ψi⟩ MPS, а зеленые квадраты —
TT-ядра Ω̂† MPO. Линии, соединяющие TT-ядра, указывают на то, что сум-
мирование производится по соответствующим индексам. Желтые кружки

имеют только одну линию, поскольку все TT-ранги Êi равны 1.

дель σ как

p̃ = Tr(Êσ̂) = Tr(ÊΩ̂Ω̂†). (5.3)

Поскольку Ê является проектором на чистое состояние |ψ⟩, выраже-
ние (5.3) можно сразу переписать в форме, более удобной для численной
оценки:

p̃ = Tr(ÊΩ̂Ω̂†) = Tr(Ω̂†ÊΩ̂) = Tr(Ω̂†|ψ⟩⟨ψ|Ω̂) =
= ⟨ψ|Ω̂Ω̂†|ψ⟩ = ||Ω̂†|ψ⟩||2. (5.4)

Алгоритм тензорной сети, который выводит вероятность p̃, проиллюстри-
рован на рисунке 5.2.

Оператор Ω̂ допускает разложение (4.24), где Ωi1...iN j1...jN — тензор
коэффициентов. Мы рассматриваем Ωi1...iN j1...jN как тензорный поезд с
максимальным TT-рангом max ri = χM . Более того, мы полагаем, что гра-
ничные TT-ранги равны 1, а ранги остальных ядер равны максимальному
рангу χM (r0 = rN = 1 и rk = χM для k ̸= 1, N):

Ωi1...iN j1...jN =

r0,...,rN∑

k1,...,kN=0

ω
(1)
k0i1j1k1

. . .ω
(N)
kN−1iN jNkN

. (5.5)
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Представление оператора плотности Ω̂Ω̂†, где Ω̂ — тензорный поезд,
называется локально-очищенным состоянием (locally purified state, LPS)
[106].

Действительная и мнимая части TT-ядер ω(n)
kn−1injnkn

являются пара-
метрами обучения в нашем алгоритме. Мы оптимизируем параметры Ω̂ (5.3)
для достижения наиболее точного прогнозирования вероятностей успеха p̃

факторизованного измерения. Мы решаем архетипическую задачу обуче-
ния с учителем: параметры модели оптимизируются на основе обучающего
набора данных {Êt

m, p
t
m} размера M , а качество модели оценивается на неза-

висимом тестовом наборе {Ên, pn} /∈ {Êt
m, p

t
m}.

Выбор модели предиктора σ = Ω̂Ω̂† удовлетворяет условию, что ве-
роятность p̃ = Tr(ÊΩ̂Ω̂†) должна быть действительным неотрицательным
числом. Однако это не гарантирует полноту, а именно, если мы возьмем
полный набор операторов измерения {Êi}, которые в сумме дают единицу
∑

i Êi = Î, то сумма соответствующих вероятностей не обязательно будет
равна единице

∑

i pi ̸= 1, то есть след нашей моделируемой матрицы плот-
ности не обязательно будет равен единице. Отметим, что в оригинальной
статье [7] предполагалось, что σ не обязательно должна представлять фи-
зически значимый объект. Это допущение основано на предположении, что
мы больше не ищем описание неизвестного состояния ρ̂, а заинтересова-
ны лишь в прогнозировании конкретных характеристик, связанных с этим
состоянием.

5.2.3 Функция потерь

Мы оптимизируем параметры Ω̂ путем минимизации функции потерь
среднеквадратической ошибки (MSE):

L =
1

M

M∑

m=1

(Tr(ÊmΩ̂Ω̂
†)− pm)

2. (5.6)

Функция потерь в формуле (5.6), основанная на метрике среднеквадрати-
ческой ошибки (MSE), широко используется и хорошо подходит [115; 135]
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для процесса обучения в контексте наших исследовательских целей — обу-
чения предиктору вероятностей измерений.

Мы используем нормировочный коэффициент C = (2N)2, то есть
L′ = CL, чтобы компенсировать снижение средних значений вероятностей
∼ 1

2N
в более крупных измерениях. Мы дополняем значение функции по-

терь L′ коэффициентом детерминации R2, что обеспечивает приемлемую
оценку качества:

R2 = 1− L
σ2p

, (5.7)

где σ2p — дисперсия вероятностей на тестовой выборке. Значение R2

показывает, насколько обученная модель превосходит тривиальную мо-
дель, возвращающую постоянное значение вероятности p̄n, равное среднему
значению вероятностей для всех операторов измерения Ên из тестовой вы-
борки.

5.3 Численные симуляции

5.3.1 Симуляции на случайных смешанных состояниях

Процедура создания смешанного состояния в формате MPO начи-
нается с генерации случайного оператора L̂ в формате MPO, у которого
все ранги ri имеют одинаковое значение χS, за исключением граничных,
которые имеют ранг 1 (r0 = rN = 1). Каждый элемент TT-ядра яв-
ляется комплексным и имеет вид l

(n)
kn−1injnkn

= x
(n)
kn−1injnkn

+ iy
(n)
kn−1injnkn

, где
x
(n)
kn−1injnkn

, y
(n)
kn−1injnkn

— случайные величины, распределённые в соответствии
со стандартным нормальным распределением вероятностей N (0, 1). Затем
мы используем алгоритм сжатия для вычисления Tr L̂L̂† и выводим опера-
тор плотности MPO:

ρ̂ =
L̂L̂†

Tr(L̂L̂†)
. (5.8)
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Легко заметить, что такой выбор ρ̂ удовлетворяет всем требованиям
к оператору плотности: ρ̂† = ρ̂, ρ̂ > 0, Tr ρ̂ = 1. Полученный случайный опе-
ратор плотности представляется в TT-формате с единичными граничными
рангами, а все остальные ранги равны χ2S.

Далее мы выбираем случайный оператор плотности ρ̂, используя фор-
мулу (5.8), генерируем M различных операторов измерения Êm (5.2) и
вычисляем вероятности pm = Tr(Êmρ̂). В результате мы получаем обу-
чающий набор размером M , который затем подаётся на вход протокола
обучения в виде кортежа {Êm, pm}.

Затем мы инициализируем модель σ, используя тот же метод (5.8) с
максимальным TT-рангом χ2M . Мы рассматриваем случаи, когда χM < χS,
χM = χS и χM > χS. Для минимизации функции потерь мы используем алго-
ритм стохастического градиентного спуска (5.6). На каждом шаге значение
функции потерь усредняется по подмножеству из m = 5 элементов, слу-
чайно выбранных из обучающего набора данных. Этот метод существенно
снижает вычислительные затраты и дает столь же достоверные результа-
ты по сравнению с усреднением по всему обучающему набору данных на
каждом шаге.

На рисунке 5.3 показана метрика R2 обученной модели после 1000

шагов оптимизации. R2 рассчитывается с использованием независимого те-
стового набора данных. Размеры обучающего и тестового наборов данных
равны M . В качестве порогового значения, указывающего на достижение
моделью приемлемого качества, мы используем R2 = 0.5. Точный выбор
этого порога в некоторой степени условен, однако он не влияет на свойства
масштабирования размера обучающего набора данных, которые представ-
ляют наибольший интерес.

На рисунке 5.3(а, б, в) наблюдается насыщение R2, достигающее пре-
дельного уровня. При увеличении числа кубитов это предельное значение
уменьшается. Одной из причин такого поведения может быть трудность
невыпуклой многомерной оптимизации функции потерь со сложным ланд-
шафтом. Сравнение рисунков 5.3а и 5.3б показывает, что в режиме χS ⩽ χM

предельное значение R2 не демонстрирует выраженной зависимости от
соотношения χM/χS, что согласуется с гипотезой о существенной роли оп-
тимизационных эффектов. В то же время сравнение рисунков 5.3б и 5.3в
указывает на то, что в режиме χS > χM , когда максимальный ранг моде-
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а) χS = 2, χM = 4 б) χS = 4, χM = 4 в) χS = 8, χM = 4

г) χS = 2, χM = 4 д) χS = 4, χM = 4 е) χS = 8, χM = 4

Рисунок 5.3 –– Обобщённые результаты численного моделирования проце-
дуры обучения тензорного поезда. На верхних графиках (а, б, в) показана
зависимость ключевого показателя качества обучения R2 от размера
обучающей выборки (точки), а также построены скользящие средние с сим-
метричным окном из 11 точек (сплошная линия). На нижних графиках (г,
д, е) показано минимальное значение размера обучающей выборки для до-
стижения успеха в обучении по критерию R2 = 0.5 на тестовой выборке (для

скользящего среднего).

ли χM меньше ранга целевого состояния χS, предельное значение метрики
R2 снижается. Это свидетельствует о том, что одним из факторов, ограни-
чивающих качество восстановления в этом случае, является недостаточная
выразительная способность модели.

В рамках PAC-подхода допустимо, что небольшая доля измерений
предсказывается с заметно большей ошибкой, тогда как в среднем модель
сохраняет высокое качество обобщения. Подробности представлены на ри-
сунке 5.4(а, б, в), где мы представляем расчет выборочного стандартного
отклонения σεp для оценки доли сильных выбросов и вычисления доли слу-
чаев, когда |εp| > 3σεp: (а) 1.7%, (б) 1.6%, (в) 0.9%.

Зависимости минимального размера обучающего набора данных, необ-
ходимого для достижения значения R2 ⩾ 0.5, показаны на рисунке 5.3(г, д,
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а) γ = 0.0 б) γ = 0.5 в) γ = 1.0

Рисунок 5.4 –– Функция распределения вероятностных ошибок εp = ppredict−
pexact, полученная путем рассмотрения 30 различных состояний, сгенери-
рованных в соответствии со схемой на рисунке 5.5, и измеренных по 100

различным операторам POVM. Для оценки доли сильных выбросов мы рас-
считали для каждого случая (а, б, в) выборочное стандартное отклонение
σεp и вычислили долю случаев, когда |εp| > 3σεp: а) 1.7%, б) 1.6%, в) 0.9%.

е). Мы провели тесты в трех различных случаях — χS < χM , χS = χM

и χS > χM . Результаты моделирования подтвердили, что модель σ может
быть менее информативной, чем истинная модель квантового состояния,
и при этом давать точные предсказания p̃. В каждом из трех случаев мы
наблюдаем линейную зависимость размера обучающего набора данных M ,
необходимого для успешного обучения σ для N -кубитного состояния. Одна-
ко мы достигаем такой линейной зависимости, ограничивая максимальный
TT-ранг исследуемого квантового состояния (сравнение рисунка 5.3(д) и
рисунка 5.3(е) показывает, что эти линейные зависимости имеют разные
наклоны).

5.3.2 Симуляции на реалистичном физическом устройстве

Рассмотрим теперь квантовую схему, показанную на рисунке 5.5, кото-
рая генерирует стандартный аппаратно-эффективный анзац [136], который
является хорошим примером NISQ-устройства. Схемы с малой глубиной
хорошо описываются состояниями на основе тензорного поезда с низким
рангом [85; 121] и должны эффективно обучаться с помощью нашего про-
токола.

Начальное квантовое состояние |0⟩⊗N проходит через случайную схему
глубины D, состоящую из двух чередующихся слоев случайных одноку-



128
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𝐷
Рисунок 5.5 –– Стандартный аппаратно-эффективный анзац, используемый
для аппаратного обеспечения NISQ. Синие квадраты представляют собой
вращения одного кубита Û = R̂n⃗(θ) вокруг случайного единичного вектора
n⃗ на угол θ. Единичный вектор n⃗ равномерно распределен по телесному уг-
лу 4π, а угол θ равномерно распределен от 0 до 2π. Серый прямоугольник
в конце обозначает канал деполяризации (5.9) с коэффициентом деполяри-

зации γ.

битных вентилей и запутывающих вентилей CNOT. В общем случае, при
полном описании квантового состояния на выходе такой схемы, макси-
мальный TT-ранг MPO будет равен min(4[N/2], 4D). Физические квантовые
системы всегда подвержены источнику шума, который неизбежно приводит
к перемешиванию состояний системы. Поэтому впоследствии контролиру-
емый уровень шума вводится путём применения деполяризующего канала
с коэффициентом деполяризации γ:

∆γ(ρ̂) = (1− γ)ρ̂+ γ

2N
Î . (5.9)

В нашем численном примере мы использовали схему с N = 8 кубитами и
глубиной D = 2, а ранг обученной модели был выбран равным χ2M = 16.

На рисунке 5.6 сравнивается распределение вероятностей результатов
измерений, предсказанных обученной моделью σ, и точное распределение
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a) γ = 0.0 b) γ = 0.5 c) γ = 1.0

Рисунок 5.6 –– Сравнение точных распределений вероятностей с распреде-
лениями, сгенерированными обученной моделью. Синим цветом показано
распределение вероятностей, предсказанное обученной моделью, зеле-
ным — истинное распределение вероятностей, а красным — модуль их
разности. Модель была обучена на наборе данных размером M = 500 и
5000шагами оптимизации. Квантовое состояние — это 8-кубитное состояние
|0⟩⊗8 на выходе случайной схемы глубиныD = 2, дополненной деполяризую-
щим каналом с коэффициентом деполяризации γ. Здесь χ2S = 16 и χ2M = 16.
Результаты показаны путем усреднения по 30 различным наборам операто-

ров POVM Êi.

вероятностей. Использовались три различных значения коэффициента де-
поляризации γ: γ = 0 соответствует чистому состоянию (см. рисунок 5.6(а)),
γ = 0,5 даёт состояние с промежуточной чистотой (см. рисунок 5.6(б)),
а γ = 1,0 соответствует полностью смешанному состоянию (см. рису-
нок 5.6(в)).

Индексы i элементов POVM Êi нанесены на горизонтальную ось и от-
сортированы по абсолютному значению точной вероятности. Мы наблюдаем
качественно хорошее соответствие между результатами модели и точными
значениями. Подходящим количественным показателем качества является
точность соответствия между двумя вероятностными распределениями:

F =

∑

i

√
piqi

√∑

i pi
∑

i qi
. (5.10)

Мы провели серию тестов для глубин D от 0 до 4 (полный ранг для 8

кубитов) и для трех значений коэффициента деполяризации и обнаружили,
что значения точности варьировались от 0.96 до 0.999 (рисунок 5.7).
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Рисунок 5.7 –– Фиделити F между распределениями вероятностей, сгенери-
рованными точным эталонным состоянием, и обученной моделью. Размер
обучающего набора данных составляет M = 500, количество шагов опти-
мизации равно 5000 в зависимости от глубины цепи D и коэффициента

деполяризации γ.

5.4 Выводы по главе

В данной главе предложен алгоритм восстановления характеристик
неизвестного квантового состояния на основе низкоранговой тензорной сете-
вой модели. В отличие от классической теневой томографии и ряда близких
подходов, рассматриваемый метод использует только локальные измере-
ния отдельных кубитов, что делает его применимым в широком классе
существующих экспериментальных платформ без введения дополнитель-
ных требований к измерительной схеме.
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По результатам численного моделирования показано, что минималь-
ный размер обучающей выборки, необходимый для успешного предсказания
результатов последующих измерений, растёт линейно с числом кубитов
системы. Это указывает на хорошую масштабируемость метода в рассмат-
риваемом классе задач.

Алгоритм исследован для условий, характерных для современных
квантовых устройств класса NISQ, а именно для состояний, формируемых
квантовыми схемами малой глубины с аппаратно-эффективной структу-
рой, состоящей из чередующихся слоёв параметризуемых однокубитных
и фиксированных двухкубитных вентилей. Поскольку такие состояния
хорошо описываются низкоранговыми тензорными разложениями [85],
предложенный подход может эффективно использоваться для извлечения
соответствующего тензорного представления непосредственно из экспери-
ментальных данных.

Все численные результаты в главе получены с использованием раз-
работанной библиотеки QTensor для работы с квантовыми состояниями в
формате тензорных последовательностей на базе фреймворка PyTorch. Про-
граммный пакет опубликован в открытом доступе на GitLab [90].

Результаты пятой главы опубликованы в работе [137].
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
1. Рассмотрена и формализована задача программирования рекон-

фигурируемых линейно‑оптических интерферометров в общем
(архитектурно‑независимом) виде как задача идентификации па-
раметров модели устройства по экспериментальным данным и
последующего подбора фазовых настроек для реализации заданно-
го преобразования.

2. Исследован алгоритм обучения цифровой модели интерферометра
по обучающей выборке вида «настройки фаз — реконструирован-
ная матрица преобразования». Для целевой функции, основанной
на норме Фробениуса, использованы аналитические выражения
градиентов и проекция промежуточных оценок на унитарное мно-
жество, что обеспечивает практическую реализуемость обучения.

3. В численных экспериментах изучены условия сходимости архи-
тектурно‑независимого обучения модели при росте числа мод.
Установлено, что в режиме «чёрного ящика», без априорного
знания базисных матриц, обучение устойчиво достигается для раз-
мерностей до N = 6 включительно, тогда как при больших N для
успешной сходимости требуется использование априорной инфор-
мации (в виде начального приближения, близкого к реальным или
проектным базисным преобразованиям).

4. Экспериментально продемонстрирована применимость подхода к
программированию фотонного процессора на основе обученной мо-
дели для случая N = 4 в условиях аппаратных неидеальностей,
включая наличие кросс‑токов между фазовыми элементами, огра-
ничение числа фазовых слоёв (один фазовый слой) и использование
отличающихся измерительных процедур; выполнен анализ влияния
этих факторов на качество программирования.

5. Предложен и исследован линеаризованный (признаковый) подход к
обучению модели линейно‑оптического интерферометра, в котором
зависимость элементов матрицы преобразования от фазовых пара-
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метров представляется линейной по весам в специально выбранном
признаковом пространстве.

6. Показано, что в режиме обучения «по всем слоям» (all‑layers) лине-
аризованный подход требует объёма обучающих данных, растущего
как O(NL) по числу мод N и глубине L интерферометрической
структуры, что ограничивает применимость этого режима для глу-
боких схем.

7. Показано, что режим «послойного обучения» (layer‑wise) в линеа-
ризованном подходе приводит к линейной по числу мод масшта-
бируемости требуемого объёма данных (O(N) на слой/шаг), что
делает метод применимым для более глубоких интерферометри-
ческих структур при сохранении практической вычислительной
сложности.

8. Разработан и исследован протокол обучения тензорно‑сетевой мо-
дели квантового состояния по данным факторизованных одноку-
битных измерений, ориентированный на предсказание вероятностей
исходов новых измерений без восстановления полной матрицы
плотности.

9. В численных экспериментах для тензорно‑сетевого протокола по-
казано, что минимально необходимый объём обучающих данных
для достижения заданного качества предсказания демонстрирует
линейное масштабирование по числу кубитов (O(N)) в рассмотрен-
ных сценариях.

Полученные результаты могут быть использованы при разработке процедур
калибровки и программирования фотонных процессоров, а также при по-
строении вычислительно эффективных методов характеризации квантовых
систем на основе обучаемых компактных моделей.
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тельность научному руководителю Страупе С.С. за поддержку, помощь,
обсуждение результатов и научное руководство. Отдельная благодар-
ность выражается Кондратьеву И.В. за неоценимую помощь в проведении
экспериментов с линейно-оптическим интерферометром. Также автор бла-
годарит соавторов научных публикаций Михайлову В.И., Дьяконова И.В.
и Кулика С.П. за содействие в проведённых исследованиях. Дополнитель-
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Список сокращений и условных обозначений

ALS alternating least squares (метод попеременных наименьших
квадратов), стр. 64

DMRG density matrix renormalization group (алгоритм ренормгруп-
пы матрицы плотности), стр. 85

GD gradient descent (градиентный спуск), стр. 63
GHZ квантовое состояние Гринбергера-Хорна-Цайлингера

(ГХЦ), стр. 92
LPS locally purified state (локально-очищенное состояние),

стр. 122
MERA multi-scale entanglement renormalization ansatz (многомас-

штабный анзац ренормализации запутанности), стр. 86
MPO matrix product operator (оператор в виде произведения мат-

риц), стр. 86
MPS matrix product state (чистое квантовое состояние в виде про-

изведения матриц), стр. 78
NISQ noisy intermediate-scale quantum (квантовые устройства

промежуточного масштаба с шумом)
PAC probably approximately correct (вероятностно приближённо

корректное обучение)
PEPS projected entangled pair states (проецируемые состояния за-

путанной пары), стр. 86
POVM positive operator-valued measure (разложение единицы, по-

ложительная операторно-значная мера), стр. 120
QML quantum machine learning (квантовое машинное обучение),

стр. 86
SGD stochastic gradient descent (стохастический градиентный

спуск), стр. 63
SLM spatial light modulator (пространственный модулятор све-

та), стр. 75
SVD singular value decomposition (сингулярное разложение),

стр. 79
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TEBD time-evolving block decimation (алгоритм разрежения бло-
ков во времени), стр. 85

TR tensor ring (тензорное кольцо), стр. 86
TT tensor train (тензорный поезд), стр. 78
VQC variational quantum circuits (вариационные квантовые схе-

мы), стр. 86
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