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Введение

В работе рассматриваются модели страховой компании, инвестирующей
свой капитал (или его часть) в рисковый актив. Основным предметом иссле­
дования является вероятность разорения как функция начального капитала
компании. Особое внимание уделяется вопросу гладкости вероятности разо­
рения и ее асимптотическому поведению при больших значениях начального
капитала.

Первая модель резерва страховой компании была предложена в 1903 году
шведским математиком и актуарием Ф. Лундбергом [1], а позже изучена дру­
гим шведским математиком Х. Крамером [2; 3]. В модели рассматривалалсь
страховая компания, получающая со скоростью 𝑐 > 0 страховые взносы и вы­
плачивающая в случае наступления страховых случаев величины ξ𝑖, где (ξ𝑖)𝑖⩾1
есть последовательность независимых одинаково распределенных случайных
величин (н.о.р.с.в.) c функцией распределения 𝐹. Моменты наступления стра­
ховых требований подчиняются пуассоновскому процессу 𝑁𝑡 интенсивности λ,
независимому от страховых выплат. Динамика капитала компании задается
процессом

𝑋𝑢𝑡 = 𝑢 + 𝑐𝑡 −
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

ξ𝑖, 𝑡 > 0,

где 𝑢 ⩾ 0 есть начальный капитал компании. Основным предметом исследо­
вания в данной теории является вероятность, что капитал компании станет
отрицательным (неположительным). Определим момент разорения компании
τ𝑢 = inf{𝑡 ⩾ 0 : 𝑋𝑢𝑡 < 0} и вероятность разорения Ψ(𝑢) = P(τ𝑢 < ∞). С точки
зрения теории случайных процессов, вероятность разорения есть вероятность
выхода случайного процесса 𝑋𝑢𝑡 из области R+ за конечное время. Используя
мартингальный подход, нетрудно показать (см. [4], гл. VII, п. 10), что вероят­
ность разорения удовлетворяет неравенству Лундберга (см. также [5], гл. I, п. 4)

Ψ(𝑢) ⩽ 𝑒−γ𝑢, (1)

где γ является решением уравнения λ(E𝑒γξ − 1) = 𝑐γ. В частности, в случае
экспоненциально распределенных скачков известен точный вид вероятности
разорения. Дополнительно, если потребовать непрерывность функции распре­
деления 𝐹, нетрудно показать (см., например [6], гл. I), что она удовлетворяет
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интегро-дифференциальному уравнению (ИДУ)

𝑐Ψ′(𝑢) − λΨ(𝑢) + λ
∫ 𝑢

0
Ψ(𝑢 − 𝑦)𝑑𝐹 (𝑦) = 0.

Важно отметить, что одним из основных свойств вероятности разорения яв­
ляется экспоненциальное убывание (1) при стремлении начального капитала к
бесконечности. Оказывается, что характер поведения вероятности разорения
при больших значениях капитала меняется качественным образом при добав­
лении в модель рисковых инвестиций.

В современном мире предположение об отсутствии инвестиций капитала
страховых компаний является нереалистичным – компании держат часть сво­
их резервов в таких инструментах, как фонды акций или облигаций. Данная
инвестиционная активность позволяет покрывать расходы, выплачивать диви­
денды акционерам и формировать резервы для будущих выплат по страховым
случаям, но также приводит к увеличению риска дефолта компании. В одной
из первых работ [7], рассматривающих модель с инвестициями, предполагалось,
что страховая компания инвестирует весь свой капитал в рисковый актив, дина­
мика цены которого задается геометрическим броуновским движением (ГБД)
с параметрами сноса 𝑎 и волатильности σ. Капитал страховой компании в дан­
ной модели задан процессом

𝑋𝑢𝑡 = 𝑢 + 𝑐𝑡 −
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

ξ𝑖 +
∫ 𝑡

0
𝑋𝑢𝑠 (𝑎𝑑𝑠 + σ𝑑𝑊𝑠), 𝑡 > 0, (2)

где 𝑊𝑡 есть стандартный винеровский процесс. Было показано, что асимпто­
тическое поведение вероятности разорения существенным образом отличается
от поведения в модели Крамера-Лундберга – вероятность разорения ведёт себя
как степенная функция при стремлении начального капитала к бесконечности.
Более строгий и полный анализ данной модели представлен в [8]. Используя
оценки Калашникова (см. [9]) для линейных разностных уравнений с случай­
ными коэффициентами, показано, что при 2𝑎 > σ2 вероятность разорения
убывает не быстрее, чем степенная функция, а в случае большой волатильности
(2𝑎 < σ2) разорение происходит с вероятностью единица. Применение формулы
Ито к вероятности разорения (в предположении достаточной гладкости) позво­
ляет получить интегро-дифференциальное уравнение (ИДУ) (см. [10], [8])

1

2
σ2𝑢2Ψ′′(𝑢) + (𝑎𝑢 + 𝑐)Ψ′(𝑢) − λΨ(𝑢) + λ

∫ 𝑢

0
Ψ(𝑢 − 𝑦)𝑑𝐹 (𝑦) = 0.
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Дифференцирование полученного интегро-дифференциального уравнения до­
статочное число раз позволяет свести ИДУ к дифференциальному уравнению
(ДУ), для которого возможно применение асимптотической теории решений ДУ
(см., например, [11]) для исследования поведения вероятности разорения при
больших значениях начального капитала. Так, например, в случае экспонен­
циально распределенных скачков найдена точная асимптотика – вероятность
разорения убывает как степенная функция с показателем β = 2𝑎/σ2 − 1

Ψ(𝑢) = 𝐶𝑢−β (1 + 𝑜(1)), 𝑢 → ∞.

Пограничный случай 2𝑎 = σ2 исследован в [12; 13], где показано, что для
данных параметров модели вероятность разорения также равна единице для
любого начального капитала. В другой работе [14] был представлен под­
ход, основанный на постановке краевой задачи для ИДУ и доказательстве
верификационной теоремы, показывающей, что вероятность неразорения, в
предположении гладкости как функции начального капитала, является решени­
ем поставленной краевой задачи. Результат о гладкости вероятности разорения
был получен в дальнейшем в работах [15] и [16], где рассматривались скачки
вверх (модель страхования жизни) и скачки в обе стороны (модель с сто­
хастическими премиями) процесса, соответствующего страховой деятельности
компании. Показано, что при выполнении условий регулярности плотности 𝑓

скачков ξ

𝑓 ′, 𝑓 ′′ ∈ 𝐿1(R+) (3)

вероятность разорения является дважды непрерывно-дифференцируемой на
(0,∞) функцией с ограниченными первой и второй производными. Численные
исследования дифференциальных уравнений, возникающих в задачах разоре­
ния, представлены в работах [17—19]. Существует и альтернативный подход,
не использующий технику анализа решений ИДУ для исследования асимп­
тотических свойств вероятности разорения и основанный на неявной теории
восстановления Голди [20]. Так, например, некоторые оценки вероятности разо­
рения в моделях с дискретным временем были получены в работах [21] и [22].

Первая глава настоящей работы посвящена исследованию вероятности
разорения в модели типа Крамера–Лундберга c рисковыми инвестициями (2)
с дополнительным предположением, что страховая компания инвестирует до­
лю κ своего капитала в рисковый актив. Поставлена краевая задача для ИДУ,
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описывающего вероятность неразорения, и показано, что решение поставлен­
ной задачи является гладкой и монотонной функцией, имеющей степенную
асимптотику с показателем γ − 1, где γ := 2((𝑎 − 𝑟)κ + 𝑟)/(κ2σ2). Следуя за
рассуждениями из [14], показано, что вероятность неразорения является реше­
нием поставленной краевой задачи. Данный результат обобщает результаты,
полученные в [8] и [14] на случай произвольных размеров страховых выплат ξ
и требует лишь предположений о непрерывности функции распределения 𝐹 и
ограниченности моментов Eξγ−1 < ∞. Кроме того, полученный результат не тре­
бует выполнения условий регулярности (3) плотности скачков. В конце главы
приведено описание численных экспериментов, подтверждающих полученные
теоретические результаты для случаев «легких» и «тяжелых» хвостов распре­
деления.

Другой подход нахождения асимптотики решения ДУ основан на приме­
нении преобразования Лапласа и тауберовых теорем. В задачах разорения с
инвестициями в рисковый актив, рассматриваемых в [8], [15], [16] и др., ДУ
для вероятности разорения имеет на бесконечности иррегулярную особенность
и такие классические методы асимптотического анализа, как метод Фробени­
уса, неприменимы. Взятие преобразования Лапласа позволяет убрать данную
особенность и применить асимптотический анализ для функции изображения.
Обратный переход к асимптотике вероятности разорения (функции оригиналу)
осуществляется с помощью тауберовой теоремы. Так, например, с использовани­
ем данного подхода в работе [23] проведен анализ асимптотического поведения
вероятности разорения в модели типа Крамера–Лундберга с инвестициями в
рисковый актив, цена которого моделируется ГБД.

Вторая глава данной работы посвящена изучению асимптотического по­
ведения вероятности разорения в модели с инвестициями в рисковый актив,
допускающей как положительные, так и отрицательные страховые выплаты с
плотностями распределений, имеющими дробно-рациональное преобразование
Лапласа. Данная модель обобщает модель из [16] на более общий случай рас­
пределения страховых выплат. Основной результат заключается в том, что при
β ∈ (0, 1) вероятность разорения убывает как степенная функция с показа­
телем β.

Развитие моделей страховой компании связано не только с рассмотрением
более общих процессов, отвечающих за страховую деятельность, но и исследо­
ванием более общих процессов цены актива, в который страховая компания
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инвестирует свой капитал. Так, например, в [24] и, далее, в [25] была рассмот­
рена модель, где цена актива задана ГБД с параметрами, подчиняющимися
марковскому процессу с конечным числом состояний. Стомость капитала ком­
пании в данной модели задана процессом

𝑋
𝑢,𝑖
𝑡 = 𝑢 + 𝑐𝑡 −

𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

ξ𝑖 +
∫ 𝑡

0
𝑋𝑢𝑠 (𝑎θ𝑠𝑑𝑠 + σθ𝑠𝑑𝑊𝑠), 𝑡 > 0, (4)

где марковский процесс θ𝑠 принимает значения на конечном множестве
𝐸 := {0, 1, · · · , 𝐾 − 1} и θ0 = 𝑖. Данный подход позволяет описать различные
режимы финансового рынка, на котором данный базовый актив торгуется (на­
пример, рынок, переходящий из состояния высокой волатильности в состояние
низкой волатильности). В упомянутых выше работах основным инструментом
исследования является неявная теория восстановления, позволяющая получить
оценки для вероятности разорения при больших значениях начального капита­
ла. Вероятность разорения здесь понимается как вероятность разорения при
заданном начальном состоянии процесса θ0 = 𝑖. В [24] для случая двух состоя­
ний (𝐾 = 2) получены «неточные» оценки вероятности разорения

0 < lim inf
𝑢→∞

𝑢βΨ𝑖 (𝑢) ⩽ lim sup
𝑢→∞

𝑢βΨ𝑖 (𝑢) < ∞, 𝑖 = 1,2.

Другой подход основан на получении ИДУ (см. [26]), описывающем вероят­
ность разорения, и дальнейшем анализе асимптотических свойств решения. В
частности, вывод ИДУ, понимаемого в классическом смысле и описывающего
вероятность разорения, требует достаточной гладкости исследуемого функцио­
нала, что в данной работе предполагается данным.

Третья глава настоящей работы посвящена исследованию вопроса
гладкости вероятности разорения в модели (4) типа Крамера–Лундберга с
инвестициями в рисковый актив и марковским процессом с конечным чис­
лом состояний, модулирующим параметры цены базового актива. Показано,
что если плотность скачков составного пуассоновского процесса имеет непре­
рывные и интегрируемые производные вплоть до второго порядка, то есть
𝑓 ′, 𝑓 ′′ ∈ 𝐿1(R+), то вероятность разорения является дважды непрывно диф­
ференцируемой функцией начального капитала. Наличие гладкости позволяет
получить ИДУ второго порядка для вероятности разорения

1

2
σ2𝑖 𝑢

2Ψ′′
𝑖 (𝑢) + (𝑎𝑖𝑢 + 𝑐)Ψ′(𝑢) − αΨ𝑖 (𝑢) + α

∫ 𝑢

0
Ψ𝑖 (𝑢 − 𝑦)𝑑𝐹 (𝑦) +

∑︁
𝑗∈𝐸

λ𝑖 𝑗Ψ 𝑗 (𝑢) = 0,



12

где 𝑖 ∈ 𝐸 , α есть интенсивность пуассоновского процесса 𝑁𝑡, величина λ𝑖 𝑗 задает
интенсивность переключения процесса θ между состояниями 𝑖 и 𝑗 .

Дальнейшее изучение данной теории приводит к рассмотрению более
общих моделей, где процесс капитала компании подчиняется обобщенному про­
цессу Орнштейна–Уленбека

𝑋𝑢𝑡 = 𝑢 + 𝑃𝑡 +
∫ 𝑡

0
𝑋𝑢𝑠−𝑑𝑅𝑠, 𝑡 > 0, (5)

драйверами которого являются два независимых процесса Леви 𝑃𝑡 и 𝑅𝑡 (см. [10;
27]). В частности, процесс цены базового актива в данной постановке подчиня­
ется геометрическому процессу Леви. В силу того, что гладкость вероятности
разорения является нетривиальным результатом даже в случае классической
модели типа Крамера–Лундберга, вероятность разорения может рассматри­
ваться как решение ИДУ, понимаемое в вязкостном смысле. Так, например,
в работе [28] рассматривалась модель Крамера–Лундберга с инвестициями в
рисковый актив, заданный геметрическим процессом Леви. Капитал компании
подчиняется процессу

𝑋𝑢𝑡 = 𝑢 + 𝑐𝑡 −
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

ξ𝑖 +
∫ 𝑡

0
𝑋𝑢𝑠−𝑑𝑅𝑠, 𝑡 > 0,

где 𝑅𝑠 есть процесс Леви c параметрами сноса 𝑎, волатильности σ и мерой
Леви Π, сосредоточенной на (−1,∞). Показано, что вероятность разорения удо­
влетворяет в вязкостном смысле ИДУ

LΨ(𝑢) + λ
∫
[0,𝑢]

Ψ(𝑢 − 𝑦)𝑑𝐹 (𝑦) +
∫
R
[Ψ(𝑢(1 + 𝑦)) − Ψ(𝑢) − Ψ′(𝑢)𝑢𝑦]Π(𝑑𝑦) = 0,

где LΨ(𝑢) := 1
2σ

2𝑢2Ψ′′(𝑢) + (𝑎𝑢+𝑐)Ψ′(𝑢) −λΨ(𝑢). Кроме того, в предположении∫
( |𝑥 |2 ∧ |𝑥 |)Π(𝑑𝑥) < ∞ (6)

доказана теорема единственности, гарантирующая, что два непрерывных огра­
ниченных вязкостных решения с совпадающими граничными условиями в 0 и ∞
совпадают всюду. Другие результаты для более общих моделей, использующие
неявную теорию восстановления, представлены в работах [29] и [30]. Большая
часть существующих результатов в теории разорения посвящена исследованию
асимптотического поведения вероятности разорения на бесконечном временном
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промежутке (см. также работу [31], использующую неявную теорию восста­
новления). Несмотря на то, что с практической точки зрения исследование
вероятности разорения с инвестициями в рисковый актив на конечном времен­
ном интервале имеет преобладающее значение, соответствующих исследований
практически нет. В качестве исключения можно отметить работу [32], в которой
исследована краевая задача для ИДУ в частных производных. Предполагалось,
что цена следует геометрическому броуновскому движению, а страховая де­
ятельность компании подчиняется сумме составного пуассоновского процесса
и винеровского процесса. Было показано, что задача допускает классическое
решение, кроме единственной точки на границе. В [33] были предложены чис­
ленные подходы для решения задачи в случае, когда процесс цены имеет
скачковую компоненту, заданную составным пуассоновским процессом. В дру­
гой работе [34] рассматривалась более общая семимартингальная модель (5)
Орнштейна–Уленбека, где процесс относительного изменения цены 𝑅𝑡 есть се­
мимартингал, а процесс 𝑃𝑡, отвечающий за страховую деятельность, задан
процессом Леви. В работе показано, что в предположении интегрируемости
хвостов меры Леви ∫

|𝑥 |>1
|𝑥 |αΠ𝑃 (𝑑𝑥) < ∞

для некоторого α > 0 и при выполнении некоторых условий ограниченности
экспоненциальных функционалов процесса ln E(𝑅)𝑡 , где E(𝑋) есть стохастичеч­
ская экспонента процесса 𝑋, справедлива оценка для вероятности разорения

P(τ𝑢 < 𝑇) ⩽ 𝐶𝑢−α,

где 𝐶 > 0 зависит от процесса 𝑅𝑡. Кроме того, при некоторых дополнительных
предположениях доказана оптимальность полученной оценки.

Четвертая глава данной работы посвящена исследованию ИДУ в част­
ных производных для вероятности разорения на конечном временном интервале
для модели Орнштейна–Уленбека с драйверами, заданными процессами Леви.
Важнейшим отличием рассматриваемой модели от большинства предществую­
щих является конечный временной горизонт [0, 𝑇], на котором рассматривается
деятельность компании. Капитал страховой компании на промежутке [𝑡, 𝑇], где
𝑡 ∈ [0, 𝑇), задается процессом

𝑋 𝑡,𝑢𝑟 = 𝑢 + 𝑃𝑟 − 𝑃𝑡 +
∫
(𝑡,𝑟]

𝑋 𝑡,𝑢𝑠 𝑑𝑅𝑠, 𝑟 ∈ [𝑡, 𝑇], 𝑡 < 𝑇.
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Бизнес-процесс 𝑃𝑡, задающий страховую деятельность компании, и процесс от­
носительного изменения цены рискового актива 𝑅𝑠 являются процессами Леви
с заданными триплетами (𝑎, σ2,Π) и (𝑎𝑃, σ2𝑃,Π𝑃). Момент разорения компа­
нии и вероятность разорения определим как τ𝑡,𝑢 := inf{𝑟 > 𝑡 : 𝑋 𝑡,𝑢𝑟 ⩽ 0} и
Ψ(𝑡, 𝑢) := P(τ𝑡,𝑢 < 𝑇). Последняя величина отражает вероятность разорения
страховой компании до момента 𝑇 , имеющей в момент времени 𝑡 начальный
капитал 𝑢. Показано, что вероятность разорения является непрерывной функ­
цией времени 𝑡 и начального капитала 𝑢. Кроме того, получено ИДУ в частных
производных на вероятность разорения

Ψ𝑡 (𝑡, 𝑢) + LΨ(𝑡, 𝑢) = 0,

где L есть интегро-дифференциальный оператор. Полученное ИДУ в частных
производных понимается в вязкостном смысле, что позволяет обойти вопрос
о гладкости вероятности разорения. Используемый подход развивает дальше
идеи статьи [28]. Важно отметить, что полученные результаты не требуют
выполнения условия (6). Достаточно лишь выполнения классических условий
интегрируемости∫

( |𝑥 |2 ∧ 1)Π(𝑑𝑥) < ∞,
∫

( |𝑥 |2 ∧ 1)Π𝑃 (𝑑𝑥) < ∞.

Доказана теорема единственности, утверждающая, что два непрерывных вяз­
костных решения совпадают, если они имеют одинаковое поведение на границе.
Ключевую роль в доказательстве единственности играет лемма Ишии (см. Лем­
му 1, [35]).

Цель работы. Исследование гладкости вероятности разорения и её асимп­
тотического поведения при больших значениях начального капитала в модели
типа Крамера–Лундберга с инвестициями в рисковый актив; асимптотический
анализ вероятности разорения страховой компании в модели с инвестициями в
рисковый актив и двусторонними скачками; исследование гладкости вероятно­
сти разорения страховой компании в модели с инвестициями в рисковый актив
в случайной среде, вывод ИДУ для вероятности разорения; анализ непрерывно­
сти вероятности разорения в общей модели Орнштейна–Уленбека на конечном
временном интервале, вывод ИДУ в частных производных для вероятности
разорения в вязкостном смысле, исследование единственности вязкостного ре­
шения; численное моделирование полученных результатов для ряда моделей.
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Научная новизна работы. Получены новые результаты в вопросах глад­
кости вероятности разорения и ее асимптотического поведения при больших
значениях капитала в раличных моделях страховой компании, инвестирующей
свой капитал в рисковй актив. Получены результаты численного моделирова­
ния вероятности разорения для ряда моделей.

Методы исследования. В работе использованы методы теории вероятно­
стей, теории случайных процессов, теории дифференциальных и интегро-диф­
ференциальных уравнений, а также численные методы. В теоретической части
основными инструментами были теория семимартингалов, асимптотическая
теория (интегро-)дифференциальных уравнений, формула Ито, преобразование
Лапласа и тауберовы теоремы, теория интегральных уравнений Вольтерры,
а также теория вязкостных решений для параболических ИДУ в частных
производных. Методы численного анализа используют теорию построения
разностных схем для (интегро-)дифференциальных задач. Численное модели­
рование проведено при помощи языка Python.

Теоретическая и практическая значимость работы. Работа носит теоре­
тический характер. Ее результаты могут быть использованы для дальнейшего
развития теории разорения с инвестициями, в том числе для задач оптималь­
ного управления, а также для получения практических результатов в области
численного моделирования вероятности дефолта страховой компании.

Положения выносимые на защиту.
1. Теорема о существовании единственного классического решения кра­

евой задачи для ИДУ, совпадающего с вероятностью неразорения
страховой компании в модели типа Крамера–Лундберга с инвестиция­
ми в рисковый актив. Результат о степенной асимптотики вероятности
разорения при больших значениях начального капитала.

2. Теорема об асимптотическом поведении вероятности разорения в моде­
ли с инвестициями в рисковый актив и двусторонними скачками.

3. Теорема о достаточном условии гладкости вероятности разорения в
модели с инвестициями в рисковый актив в случайной среде. Вывод
системы ИДУ для вероятностей разорения.
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4. Теорема о существовании единственного вязкостного решения ИДУ в
общей модели Орнштейна–Уленбека.

Апробация работы. Результаты работы докладывались на следующих на­
учных конференциях и семинарах:

– Совместный семинар Кафедры теории вероятностей МГУ им. М.В.
Ломоносова и Фонда «Институт «Вега», Москва, 7 декабря 2022, «О
вероятностях разорения с инвестициями в рисковый актив».

– XXX Международная конференция студентов, аспирантов и молодых
учёных «Ломоносов», 10-21 апреля 2023, «О вероятностях разорения с
инвестициями в рисковый актив».

– 16th Bachelier Colloquium 2024, Mathematical Finance and Stochastic
Calculus, Métabief, France, 5-19 January 2024, “Ruin probabilities with
investments in random environment: smoothness".

– «Вероятностные проблемы управления и стохастические модели в эко­
номике, финансах и страховании», ЦЭМИ РАН, Москва, 12 марта 2024.
«О вероятностях разорения с инвестициями в рисковый актив».

– XXXII Международная конференция студентов, аспирантов и молодых
учёных «Ломоносов», 11-25 апреля 2025, «О применении преобразо­
вания Лапласа для задачи разорения со случайными платежами и
инвестициями в рисковый актив».

– «Вероятностные проблемы управления и стохастические модели в эко­
номике, финансах и страховании», ЦЭМИ РАН, Москва, 31 марта 2026.
«Об интегро-дифференциальном уравнении, возникающем в задаче ра­
зорения страховой компании с инвестициями в рисковый актив».

– Международная научная конференция «Ломоносовские чтения». Под­
секция «Новые вызовы экономики: цифровая трансформация, финан­
совые рынки и качество жизни». Раздел «Математические финансы», 3
апреля 2026. Доклад «Об интегро-дифференциальном уравнении, воз­
никающем в задаче разорения с инвестициями в рисковый актив».

– Большой семинар кафедры теории вероятностей МГУ, 8 апреля 2026,
«О вероятностях разорения с инвестициями в рисковый актив».
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Публикации. Результаты работы содержатся в 4 публикациях. В научных
журналах Web of Science, SCOPUS, RSCI представлено 4 работы, из которых
одна — без соавторов. Список работ автора приведен в конце работы.

Личный вклад автора. Диссертантом совместно с научным руководителем
проводился выбор темы, а также осуществлялось планирование всей работы.
Профессору Ю.М. Кабанову принадлежит постановка задач и общий подход к
их решению. Автору диссертации принадлежит доказательство теорем и лемм,
а также проведение численного моделирования.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 4 глав
и заключения. Полный объём диссертации составляет 77 страниц, включая 2 ри­
сунка. Список литературы содержит 45 наименований.

В работу вошли результаты, выполненные при поддержке гранта РНФ
20-68-47030, рук. — проф. Д. Фантаццини.

Первая глава посвящена исследованию гладкости вероятности разорения
и ее асимптотическому поведению в модели типа Крамера–Лундберга с инвести­
циями в рисковый актив. Основной результат главы — получение асимптотики
и доказателство гладкости вероятности разорения для случая произвольных
скачков с требованием ограниченности моментов распределения скачков. Кроме
того, проведено численно моделирование, подтверждающее полученные резуль­
таты для скачков с «тяжелыми» и «легкими» хвостами распределений. Вторая
глава посвящена исследованию асимптотического поведения вероятности разо­
рения в модели с инвестициями в рисковый актив с двусторонними скачками,
плотность которых имеет дробно-рациональное преобразование Лапласа. Ос­
новной резльтат заключается в получении асимптотики вероятности разорения
при больших значениях начального капитала. Разработанный подход с при­
менением преобразования Лапласа и тауберовых теорем позволяет находить
асимптотику вероятности разорения для различных моделей и широкого клас­
са скачков. Третья глава посвящена исследованию вероятности разорения в
модели с инвестициями в рисковый актив в случайной среде. Основной ре­
зультат главы — достаточное условие гладкости вероятности разорения как
функции начального капитала и вывод системы ИДУ для вероятностей разо­
рения. Четвертая глава направлена на исследование вероятности разорения в
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общей модели Орнштейна–Уленбека на конечном временном интервале, где про­
цесс относительного изменения цены базового актива и процесс, отвечающий за
страховую деятельность компании, заданы процессами Леви. Доказана непре­
рывность вероятности разорения как функции начального капитала и времени.
Получено ИДУ в частных производных для вероятности разорения. Показа­
но, что вероятность разорения является единственным вязкостным решением
данного ИДУ.
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Глава 1. Вероятность разорения в модели типа Крамера–Лундберга
с инвестициями в рисковый актив

Рассматривается модель страховой компании, инвестирующей долю κ сво­
его капитала в рисковый актив, динамика цены которого подчиняется ГБД
с параметрами 𝑎 и σ. Страховая деятельность компании задана составным
пуассоновским процессом с положительным сносом 𝑐 и скачками вниз, имеющи­
ми функцию распределения 𝐹. Основными результатами являются постановка
краевой задачи для ИДУ, описывающего вероятность неразорения как функ­
цию начального капитала, доказательство существования гадкого решения
поставленной задачи, а также степенной характер поведения вероятности ра­
зорения при больших значениях начального капитала с показателем степени
γ := 2((𝑎 − 𝑟)κ + 𝑟)/(κ2σ2) − 1. Полученные результаты справедливы в предпо­
ложении, что 𝐹 является непрерывной функцией, а размеры скачков имеют
ограниченный момент степени γ − 1. Кроме того, предложен алгоритм чис­
ленного решения поставленной краевой задачи, подтверждающий полученные
результаты для случаев «легких» и «тяжелых» хвостов распределения.

1.1 Описание модели и формулировка основного результата

Пусть на вероятностном пространстве (Ω, F , 𝑃) c фильтрацией 𝐹 = (F𝑡)𝑡⩾0
заданы независимые винеровский процесс 𝑊 = (𝑊𝑡)𝑡⩾0 и составной пуассонов­
ский процесс 𝑃 = (𝑃𝑡)𝑡⩾0 со сносом 𝑐 > 0. Определим пуассоновскую случайную
меру 𝑝𝑃 (𝑑𝑡, 𝑑𝑥) процесса 𝑃 с компенсатором Π𝑃 (𝑑𝑥)𝑑𝑡, где Π𝑃 (R−) < ∞ и
Π𝑃 (R+) = 0. Рассмотрим модель страховой компании, инвестирующей долю
κ своего резерва в рисковый актив, цена которых описывается геометрическим
броуновским движением

𝑆𝑡 = 𝑆0𝑒
(𝑎−σ2/2)𝑡+σ𝑊𝑡 , 𝑎 ∈ R, σ > 0.

Оставшуюся долю капитала 1 − κ компания хранит на безрисковом счете с
процентной ставкой 𝑟

𝐵𝑡 = 𝐵0𝑒
𝑟𝑡 .
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Динамика резерва компании описывается процессом 𝑋 = 𝑋𝑢 вида

𝑋𝑡 = 𝑢 +
∫ 𝑡

0
𝑋𝑠𝑑𝑅𝑠 + 𝑃𝑡 , 𝑡 ⩾ 0,

где
𝑅𝑡 = ((𝑎 − 𝑟)κ + 𝑟)𝑡 + κσ𝑊𝑡 ,

процесс 𝑃 отражает непосредственно «страховую» деятельность компании, ве­
личина 𝑢 > 0 задает начальный капитал компании. Процесс капитала 𝑋 можно
также представить в «дифференциальной» форме 𝑑𝑋𝑡 = 𝑋𝑡𝑑𝑅𝑡+𝑑𝑃𝑡 , 𝑋0 = 𝑢, где

𝑑𝑃𝑡 = 𝑐𝑑𝑡 +
∫

𝑥𝑝𝑃 (𝑑𝑡, 𝑑𝑥), 𝑃0 = 0.

В актуарной литературе процесc 𝑃 обычно представляется в более наглядном
виде как

𝑃𝑡 = 𝑐𝑡 −
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

ξ𝑖,

где 𝑁𝑡 := 𝑝𝑃 ( [0,𝑡]×R) есть пуассоновский процесс с интенсивностью λ = Π𝑃 (R−),
случайные величины ξ𝑖 > 0 являются независимыми одинаково распределенны­
ми случайными величинами с функцией распределения 𝐹 (𝑥) = Π𝑃 ((−𝑥, 0])/λ.

Положим τ := inf{𝑡 ⩾ 0 : 𝑋𝑢𝑡 < 0} (момент разорения), Ψ(𝑢) := P(τ < ∞)
(вероятность разорения), Φ(𝑢) = 1 − Ψ(𝑢) (вероятность неразорения).

Известно, что если вероятность неразорения является гладкой функцией
начального капитала, то есть Φ ∈ 𝐶2, то, применяя стандартные рассуждения
с формулой Ито, получаем, что Φ удовлетворяет ИДУ

1

2
κ2σ2𝑢2Φ′′(𝑢) + 𝑎𝑢Φ′(𝑢) + 𝑐Φ′(𝑢) + λ

∫ ∞

0
(Φ(𝑢 − 𝑦) −Φ(𝑢)) 𝑑𝐹 (𝑦) = 0; (1.1)

где 𝑎 := ((𝑎 − 𝑟)κ + 𝑟) (см., например., [8]). То же самое уравнение справедливо
и для вероятности разорения Ψ. Достаточным условием на 𝐹, гарантирующим
гладкость Φ, является существование плотности 𝑓 ∈ 𝐶2((0,∞)) такой, что
𝑓 ′′ ∈ 𝐿1(R+) (см. [16]). Сформулируем основной результат данной главы.

Теорема 1. Положим γ := 2((𝑎 − 𝑟)κ + 𝑟)/(κ2σ2) > 1 и предположим, что
𝐹 непрерывна и Eξγ−11 < ∞. Тогда существует 𝐺 ∈ 𝐶 ( [0,∞)) ∩ 𝐶2((0,∞)),
являющаяся единственным решением ИДУ

1

2
κ2σ2𝑢2𝐺′′(𝑢) + 𝑎𝑢𝐺′(𝑢) + 𝑐𝐺′(𝑢) + λ

∫ ∞

0
(𝐺 (𝑢 − 𝑦) − 𝐺 (𝑢)) 𝑑𝐹 (𝑦) = 0 (1.2)
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с граничными условиями 𝐺 (0+) = Φ(0+) и 𝐺 (∞) = 1. Данное решение совпа­
дает с вероятностью неразорения Φ. Более того, существует 𝐶∞ > 0 такая,
что Ψ(𝑢) ∼ 𝐶∞𝑢−γ+1 при 𝑢 → ∞.

Замечание 1. Нетрудно заметить, что с математической точки зрения
рассматриваемая задача эквивалентна задаче с параметрами 𝑎 := (𝑎−𝑟)κ+𝑟,
σ̃ = κσ. Однако, выбранная постановка имеет явное преимущество при
рассмотрении задачи оптимального управления, где страховая компания вы­
бирает долю κ, инвестируемую в рисковый актив (см. например, работы [36]
и [37]).

Изложим идею доказательства данного результата. Первый шаг заклю­
чается в сведении рассматриваемого ИДУ к интегральному уравнению (ИУ).
Действительно, вводя новую функцию 𝑔 = 𝐺′, интегрируя по частям и при­
меняя интегрирующий множитель к заданному ИДУ, получаем требуемое ИУ
для функции 𝑔 с условием в нуле 𝑔(0) = λ𝐺 (0+)/𝑐. Далее, используя теорему
Банаха о неподвижной точке в пространстве непрерывных функций, находим
классическое решение ИУ 𝑔∗ ⩾ 0 на интервале [0,𝑢0]. Наконец, используя по­
лученное решение как начальнное значение для уравнения Вольтерра второго
рода на [𝑢0,∞) для функции 𝑔(𝑢) = 𝑢γ𝑔(𝑢), находим классическое решение
данного уравнения на [𝑢0,∞). Таким образом, получено полное решение 𝑔,
совпадающее с 𝑔∗ на [0, 𝑢0] и 𝑢−γ𝑔(𝑢) на [𝑢0,∞). Данное решение однознач­
но определяется начальным значением 𝑔(0) = 𝑔∗(0) = λ𝐺 (0+)/𝑐. Кроме того,
решение является непрерывно дифференцируемым, если функция распределе­
ния 𝐹 непрерывна. Краевое условие на бесконечности 𝐺 (∞) = 1 однозначным
образом определяет значение 𝐺 (0+). Таким образом, для рассматриваемого
ИДУ второго порядка требуется лишь одно граничное условие на бесконечно­
сти. Последний шаг доказательства заключается в применении формулы Ито
и отождествлении полученного решения с вероятностью разорения (следуя рас­
суждениям теоремы 3.1 из [14]).
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1.2 Анализ интегро-дифференциального уравнения

Используя формулу интегрирования по частям, получаем для дифферен­
цируемой на (0,∞) функции 𝐺 тождество∫ 𝑢

0
𝐺 (𝑢 − 𝑦)𝐹 (𝑑𝑦) +

∫ 𝑢

0
𝐺′(𝑢 − 𝑦)𝐹 (𝑦)𝑑𝑦 = 𝐺 (𝑢) − 𝐹 (𝑢)𝐺 (0+),

где 𝐹 := 1 − 𝐹. Уравнение (1.1) можно переписать в эквивалентной форме

1

2
κ2σ2𝑢2𝐺′′(𝑢) + 𝑎𝑢𝐺′(𝑢) + 𝑐𝐺′(𝑢) = λ𝐺 (0+)𝐹 (𝑢) + λ

∫ 𝑢

0
𝐺′(𝑢− 𝑦)𝐹 (𝑦)𝑑𝑦, (1.3)

Предметом исследования является классическое решение этого уравнения с гра­
ничными условиями 𝐺 (0+) = Φ(0+) и 𝐺 (∞) = 1.

Приведенное выше уравнение сводится к неоднородному интегро-диффе­
ренциальному уравнению первого порядка относительно производной
𝑔(𝑢) := 𝐺′(𝑢). Вводя обозначения

γ :=
2((𝑎 − 𝑟)κ + 𝑟)

κ2σ2
, α :=

2𝑐

κ2σ2
, μ :=

2λ

κ2σ2
,

получаем следующее ИДУ для функции 𝑔:

𝑢2𝑔′(𝑢) + (γ𝑢 + α)𝑔(𝑢) = μ𝐺 (0+)𝐹 (𝑢) + 𝐵𝑔(𝑢), (1.4)

где

𝐵𝑔(𝑢) := μ
∫ 𝑢

0
𝑔(𝑢 − 𝑧) 𝐹 (𝑧) 𝑑𝑧 = μ

∫ 𝑢

0
𝑔(𝑦)𝐹 (𝑢 − 𝑦)𝑑𝑦 ⩽ μ𝑢 sup

𝑦⩽𝑢
𝑔(𝑦). (1.5)

Лемма 1. Предположим, что γ > 0, 𝑢0 ∈ (0, 𝑐/λ) и 𝐹 непрерывна. Тогда для
любого 𝐺 (0+) ∈ [0,1] ИДУ (1.4) имеет единственное решение 𝑔∗ > 0 на [0, 𝑢0],
непрерывно дифференцируемое на (0,𝑢0), такое что 𝑔∗(0) = λ𝐺 (0+)/𝑐.

Доказательство. Уравнение (1.4) можно записать в эквивалентной форме как(︁
𝑢γ𝑒−α/𝑢𝑔(𝑢)

)︁′
= 𝑢γ−2𝑒−α/𝑢 (μ𝐺 (0+)𝐹 (𝑢) + 𝐵𝑔(𝑢)). (1.6)

Таким образом, будем искать на интервале [0,𝑢0] решение интегрального урав­
нения

𝑢γ𝑒−α/𝑢𝑔(𝑢) =
∫ 𝑢

0
𝑡γ−2𝑒−α/𝑡 (μ𝐺 (0+)𝐹 (𝑡) + 𝐵𝑔(𝑡))𝑑𝑡 (1.7)
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которое удобно переписать в виде

𝑔(𝑢) = μ𝐺 (0+)𝑢−γ𝑒α/𝑢
∫ 𝑢

0
𝑡γ−2𝑒−α/𝑡𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑢−γ𝑒α/𝑢

∫ 𝑢

0
𝑡γ−2𝑒−α/𝑡𝐵𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

Обозначим через 𝑔0(𝑢) первый член и через 𝑇𝑔(𝑢) второй член в правой части
выше. Замечая, что ∫ 𝑢

0
𝑡−2𝑒−α/𝑡𝑑𝑡 =

∫ ∞

1/𝑢
𝑒−α𝑠𝑑𝑠 = 𝑒−𝑎/𝑢/α,

и используя соотношение μ/α = λ/𝑐, получаем

𝑔0(𝑢) ⩽ μ𝐺 (0+)𝑒α/𝑢
∫ 𝑢

0
𝑡−2𝑒−α/𝑡𝑑𝑡 = λ𝐺 (0+)/𝑐.

Функция 𝑔0 непрерывна на (0,∞). Применяя правило Лопиталя, имеем

lim
𝑢↓0

𝑔0(𝑢) = μ𝐺 (0+) lim
𝑢↓0

𝑢γ−2𝑒−α/𝑢𝐹 (𝑢)
𝑒−α/𝑢 (γ𝑢γ−1 + α𝑢γ−2)

= λ𝐺 (0+)/𝑐.

Следовательно, 𝑔0(𝑢) непрерывна на [0,∞). Аналогично,

lim
𝑢↓0

𝑇𝑔(𝑢) = lim
𝑢↓0

𝑢γ−2𝑒−α/𝑢𝐵𝑔(𝑢)
𝑒−α/𝑢 (γ𝑢γ−1 + α𝑢γ−2)

= 0,

и 𝑇𝑔(𝑢) также является непрерывной функцией на [0,∞).
Обозначим через | |.| |𝑢 равномерную норму на 𝐶 ( [0,𝑢]). Для произвольной

функции 𝑓 ∈ 𝐶 ( [0,𝑢]), используя оценку (1.5), имеем

|𝑇𝑔(𝑢) | ⩽ μ𝑢 | |𝑔 | |𝑢𝑒α/𝑢
∫ 𝑢

0
𝑡−2𝑒−α/𝑡 𝑑𝑡 ⩽

λ𝑢

𝑐
| |𝑔 | |𝑢 .

Отсюда следует, что | |𝑇 𝑓 | |𝑢0 ⩽ θ | | 𝑓 | |𝑢0, где θ = λ𝑢0/𝑐. Выберем 𝑢0 < 𝑐/λ,
гарантируя, что 𝑇 является сжимающим отображением на 𝐶 ( [0,𝑢0]).

Рассмотрим уравнение 𝑔(𝑢) = 𝑔0(𝑢) + 𝑇𝑔(𝑢) как интегральное уравнение
в банаховом пространстве 𝐶 ( [0,𝑢0]). По теореме Банаха о сжимающем отобра­
жении, примененной к 𝑔 ↦→ 𝑔0 + 𝑇𝑔, существует неподвижная точка 𝑔∗, откуда
и вытекает требуемое.

□

Замечание 2. Решение 𝑔∗ зависит от 𝐺 (0+) и может быть записано как
𝑔∗(𝑢) := 𝑔∗(𝑢, 𝐺 (0+)). Выбор 𝐺 (0+) будет сделан в дальнейшем.
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Замечание 3. Переходя к пределу 𝑢 ↓ 0 в ИДУ (1.3), получаем соотношение
𝑐𝐺′(0) = λ𝐺 (0+), которое влечет начальное условие 𝑔∗(0), полученное выше.

Считаем далее, что функция 𝑔 на интервале (0,𝑢0] известна и равна 𝑔∗.
Остается построить решение уравнения на [𝑢0,∞).

Лемма 2. Предположим, что γ > 1, 𝐹 непрерывна, Eξγ−11 < ∞ и 𝐺 (0+) > 0.
Тогда ИДУ (1.4) имеет единственное решение 𝑔∗ > 0 на [𝑢0,∞), непрерывно
дифференцируемое на (𝑢0,∞) и такое, что 𝑔∗(𝑢0) = 𝑔∗(𝑢0) и 𝑢γ𝑔∗(𝑢) → 𝐶∞

при 𝑢 → ∞ для некоторой константы 𝐶∞ > 0. Функция 𝑔 = 𝑔∗𝐼[0,𝑢0) + 𝑔∗𝐼[𝑢0,∞)

является классическим решением (1.4) на всей полупрямой.

Доказательство. Пусть 𝑔(𝑢) := 𝑢γ𝑔(𝑢) и рассмотрим на [𝑢0,∞) уравнение

𝑔(𝑢)𝑒−α/𝑢 = 𝑢γ0𝑒
−α/𝑢0𝑔∗(𝑢0) +

∫ 𝑢

𝑢0

𝑡γ−2𝑒−α/𝑡 (μ𝐺 (0+)𝐹 (𝑡) + 𝐵𝑔(𝑡)) 𝑑𝑡.

Определим функцию

Υ(𝑢) := 𝑢γ0𝑒
−α/𝑢0𝑔∗(𝑢0) +

∫ 𝑢

𝑢0

𝑡γ−2𝑒−α/𝑡υ(𝑡)𝑑𝑡,

где

υ(𝑡) := μ𝐺 (0+)𝐹 (𝑡) + μ
∫ 𝑢0

0
𝑔∗(𝑦)𝐹 (𝑡 − 𝑦)𝑑𝑦,

Тогда

𝑔(𝑢)𝑒−α/𝑢 = Υ(𝑢) + μ
∫ 𝑢

𝑢0

𝑡γ−2𝑒−α/𝑡
∫ 𝑡

𝑢0

𝑦−γ𝑔(𝑦)𝐹 (𝑡 − 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑡.

Применяя теорему Фубини,∫ 𝑢

𝑢0

𝑡γ−2𝑒−α/𝑡
∫ 𝑡

𝑢0

𝑦−γ𝑔(𝑦)𝐹 (𝑡 − 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑡 =
∫ 𝑢

𝑢0

𝑔(𝑦)𝑦−γ
∫ 𝑢

𝑦

𝑡γ−2𝑒−α/𝑡𝐹 (𝑡 − 𝑦) 𝑑𝑡 𝑑𝑦.

Отсюда получаем уравнение

𝑔(𝑢) = 𝑒α/𝑢Υ(𝑢) +
∫ 𝑢

𝑢0

𝐾 (𝑢,𝑦)𝑔(𝑦) 𝑑𝑦, (1.8)

где

𝐾 (𝑢,𝑦) := μ𝑒α/𝑢𝑦−γ
∫ 𝑢

𝑦

𝑡γ−2𝑒−α/𝑡𝐹 (𝑡 − 𝑦) 𝑑𝑡.

Вышеприведенное соотношение представляет собой интегральное уравнение
Вольтерры второго рода. Согласно теореме 2.1.1 из [38], уравнение имеет
на интервале [𝑢0,∞) единственное непрерывное решение 𝑔, которое является
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дифференцируемым, и в случае, когда 𝐹 непрерывна, оно непрерывно диффе­
ренцируемо. Тот же вывод справедлив и для функции 𝑔.

В силу того, что Eξγ−11 < ∞, имеем оценку∫ ∞

𝑢0

𝑡γ−2𝐹 (𝑡)𝑑𝑡 < ∞. (1.9)

Используя оценку

υ(𝑡) ⩽ μ𝐺 (0+)𝐹 (𝑡) + μ𝑢0∥𝑔∗∥𝑢0𝐹 (𝑡 − 𝑢0), (1.10)

получаем, что ∫ ∞

𝑢0

𝑡γ−2𝑒−α/𝑡υ(𝑡)𝑑𝑡 < ∞.

Таким образом, Υ является непрерывной ограниченной возрастающей функци­
ей на [𝑢0,∞) с конечным пределом на бесконечности. Кроме того,∫ 𝑢

𝑢0

𝐾 (𝑢,𝑦)𝑔(𝑦) 𝑑𝑦 ⩽ μ𝑒α/𝑢0
∫ 𝑢

𝑢0

𝑔(𝑦)𝑦−γ
∫ ∞

𝑦

𝑡γ−2𝑒−α/𝑡𝐹 (𝑡 − 𝑦) 𝑑𝑡 𝑑𝑦.

Следовательно,

𝑔(𝑢) ⩽ 𝑒α/𝑢Υ(𝑢) + μ𝑒α/𝑢0
∫ 𝑢

𝑢0

𝑔(𝑦)𝑉 (𝑦) 𝑑𝑦,

где

𝑉 (𝑦) := 𝑦−γ
∫ ∞

𝑦

𝑡γ−2𝑒−α/𝑡𝐹 (𝑡 − 𝑦)𝑑𝑡.

По лемме Гронуолла–Беллмана,

𝑔(𝑢) ⩽ 𝑒α/𝑢Υ(𝑢) exp
{︃
μ𝑒α/𝑢0

∫ 𝑢

𝑢0

𝑉 (𝑦) 𝑑𝑦
}︃
.

Используя оценку (1.9) получаем, что 𝑉 (𝑦) = 𝑂 (𝑦−γ), следовательно 𝑉 интегри­
руема на [𝑢0,∞) и 𝑔 является непрерывной ограниченной функцией на [𝑢0,∞).
Более того, 𝑔(𝑢) стремится к константе при 𝑢 → ∞. Действительно,

lim
𝑢→∞

𝐾 (𝑢,𝑦) = μ𝑉 (𝑦).

Таким образом,

lim
𝑢→∞

𝑔(𝑢) = μΥ(∞) + μ
∫ ∞

𝑢0

𝑔(𝑦)𝑉 (𝑦)𝑑𝑦 =: 𝐶∞.

Полагая 𝑔∗ = 𝑢−γ𝑔, получаем требуемое
Отметим, что функция 𝑔 = 𝑔∗𝐼[0,𝑢0) + 𝑔∗𝐼[𝑢0,∞) непрерывно дифферен­

цируема и в точке склейки 𝑢0, которая может быть выбрана произвольным
образом. □
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Замечание 4. Стоит отметить, что свойство непрерывной дифференци­
руемости функции 𝑔∗ (и, следовательно, решения уравнения 𝑔) не требует
выполнения условия ограниченности момента Eξγ−11 < ∞ и основывается
лишь на непрерывности 𝐹.

Замечание 5. Дальнейшие рассуждения об отождествлении решения ИДУ
𝐺 и вероятности неразорения Φ требуют выполнения граничного условия
𝐺 (∞) = 1 (в частности, 𝐺 должна быть ограниченной функцией на [0,∞)).
Для этого достаточно потребовать, чтобы Eξε1 < ∞ для некоторого ε ∈
(0, γ − 1). Действительно, нетрудно видеть, что, вводя обозначение 𝑔ε (𝑢) :=
𝑢ε+1𝑔(𝑢), уравнение (1.8) принимает вид

𝑔ε (𝑢) = 𝑒α/𝑢𝑢−γ+ε+1Υ(𝑢) + 𝑢−γ+ε+1
∫ 𝑢

𝑢0

𝐾 (𝑢,𝑦)𝑢γ−ε−1𝑔ε (𝑦) 𝑑𝑦. (1.11)

Повторяя в точности рассуждения из доказательства леммы 2 к уравнению
(1.11), заменяя условие Eξγ−1 < ∞ на Eξε < ∞, получаем, что

𝑔ε (𝑢) ⩽ 𝑒α/𝑢𝑢−γ+ε+1Υ(𝑢) exp
{︃
μ𝑒α/𝑢0

∫ 𝑢

𝑢0

𝑉 (𝑦) 𝑑𝑦
}︃
.

где 𝑉 (𝑦) = 𝑂 (𝑦−1−ε) и, следовательно, интегрируема на [𝑢0,∞), а функция
𝑢−γ+ε+1Υ(𝑢) → 0 при 𝑢 → ∞, откуда следует, что 𝑔ε (𝑢) → 0 при 𝑢 → ∞, и,
следовательно, 𝐺 (∞) < ∞.

Замечание 6. Если 𝐺 (0+) = 0, то 𝑔∗ ≡ 0, 𝑔 ≡ 0 и 𝐺 ≡ 𝐺 (0+) = 0. Следова­
тельно, для такого начального значения 𝐺 ≠ Φ, поскольку Φ(∞) = 1.

1.3 Вероятность неразорения и решение ИДУ

Найденное решение 𝑔 уравнения (1.4) зависит от 𝐺 (0+), то есть
𝑔(𝑢) = 𝑔(𝑢,𝐺 (0+)). Отсюда следует, что

𝐺 (𝑢) := 𝐺 (0+) +
∫ 𝑢

0
𝑔(𝑠;𝐺 (0+)) 𝑑𝑠

является решением уравнения (1.2), эквивалентного (1.3). Выберем значение
𝐺 (0+) так, чтобы выполнялось равенство

𝐺 (0+) +
∫ ∞

0
𝑔(𝑠;𝐺 (0+)) 𝑑𝑠 = 1.
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Заметим, что 𝑔(𝑠;𝐺 (0+)) является линейной функцией от 𝐺 (0+) и приведенное
выше уравнение имеет решение на [0,1].

Лемма 3. Функция 𝐺 совпадает с Φ.

Доказательство. Применим формулу Ито к (𝑋𝑢𝑡∧τ), где 𝐺 — классическое ре­
шение (1.1) с 𝐺 (∞) = 1. Компенсируя скачкообразную компоненту и группируя
члены, заметим, что подынтегральное выражение в интеграле по 𝑑𝑠 равно нулю
в силу (1.1) и, следовательно, 𝐺 (𝑋𝑢𝑡∧τ𝑢) − 𝐺 (𝑢) = 𝑀𝑡, где

𝑀𝑡 =

∫ 𝑡∧τ𝑢

0
𝐺′(𝑋𝑢

𝑠∧τ𝑢))κσ𝑋
𝑢
𝑠 𝑑𝑊𝑠 +

∫ 𝑡∧τ𝑢

0

∫
(𝐺 (𝑋𝑢𝑠− + 𝑥) − 𝐺 (𝑋𝑢𝑠−) (𝑝 − 𝑞) (𝑑𝑠,𝑑𝑥).

Процесс (𝑀𝑡) является ограниченным мартингалом, начинающимся из нуля.
Следовательно, E[𝑀τ] = 0 для любого момента остановки τ.

Заметим, что предположение γ > 1 гарантирует, что 𝑋𝑢𝑡 → ∞ при 𝑡 → ∞
(почти наверное) на множестве {τ𝑢 = ∞}, то есть 𝑋𝑢∞ = ∞ (почти наверное)
на этом множестве. Действительно, по стохастической версии формулы Коши
𝑋𝑡 = 𝑍𝑡𝑌

𝑢
𝑡 , где

𝑍𝑡 := exp{(𝑎− σ̃2/2)𝑡 + σ̃𝑊𝑡} = exp{(2/σ̃2)𝑡 ( β̃+ σ𝑊𝑡/𝑡}, 𝑌𝑢𝑡 := 𝑢+
∫ 𝑡

0
𝑍−1
𝑠 𝑑𝑃𝑠.

По закону больших чисел 𝑊𝑡/𝑡 → ∞ (почти наверное) при 𝑡 → ∞ и, следо­
вательно, 𝑍 экспоненциально возрастает. На множестве {τ𝑢 = ∞} процесс 𝑌
строго положителен. В силу независимости 𝑊 и 𝑃 его предел не может быть
равен нулю.

Отсюда следует, что

𝐺 (𝑢) = E[𝐺 (𝑋𝑢τ𝑢)𝐼{τ𝑢=∞}] + E[𝐺 (𝑋𝑢τ𝑢)𝐼{τ𝑢<∞}] = 𝐺 (∞)P(τ𝑢 = ∞) = Φ(𝑢)

и получаем требуемое. □

В силу того, что Φ = 𝐺 и, применяя правило Лопиталя, 1−𝐺 (𝑢) ∼ 𝐶𝑢−γ+1

при 𝑢 → ∞, получаем требуемую асимптотику для Ψ из 1.

Замечание 7. Без предположения о непрерывности 𝐹 можно утверждать
только, что 𝐺 ∈ 𝐶 ( [0,∞)) ∩ 𝐶1((0,∞)), вторая производная существует и
непрерывна за исключением счетного множества Γ, где 𝐹 имеет разрывы,
уравнение (1.1) выполняется во всех точках вне Γ.
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1.4 Численное решение ИДУ

В первую очередь, предложим алгоритм вычисления вероятности неразо­
рения Φ для классической модели Крамера—Лундберга, где 𝑎 = σ = 𝑟 = 0.
Напомним, что

I𝑔(𝑢) :=
∫ 𝑢

0
𝑔(𝑢 − 𝑧) 𝐹 (𝑧) 𝑑𝑧 =

∫ 𝑢

0
𝑔(𝑧)𝐹 (𝑢 − 𝑧)𝑑𝑧

и уравнение (1.3) может быть записано в эквивалентной форме как

𝑔(𝑢) = λ
𝑐

(︃
𝐺 (0+)𝐹 (𝑢) +

∫ 𝑢

0
𝑔(𝑧)𝐹 (𝑢 − 𝑧)𝑑𝑧

)︃
(1.12)

с 𝑔 = 𝐺′.
Рассмотрим равномерную сетку

U = {𝑢𝑘 : 𝑢𝑘 = 𝑘ℎ, ℎ = 𝑢𝑚𝑎𝑥/𝑁, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁}

на интервале [0, 𝑢𝑚𝑎𝑥], где 𝑢𝑚𝑎𝑥 и 𝑁 — достаточно большие числа. Интегральный
член можно аппроксимировать с помощью метода трапеций на U следующим
образом:

I𝑔(𝑢𝑘) ≈ ℎ
(︄
𝑔(0)𝐹 (𝑢𝑘) + 𝑔(𝑢𝑘)

2
+
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑔(𝑢𝑖)𝐹 (𝑢𝑘 − 𝑢𝑖)
)︄
, 𝑘 ⩾ 1,

и I𝑔(𝑢0) = 0. Следовательно, уравнение (1.12) может быть аппроксимировано
конечно-разностной схемой:

𝑔𝑘 =
λ

𝑐

(︄
𝐺 (0+)𝐹 (𝑢𝑘) + ℎ

𝑔0𝐹 (𝑢𝑘) + 𝑔𝑘
2

+ ℎ
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖𝐹 (𝑢𝑘 − 𝑢𝑖)
)︄

(1.13)

с 𝑔0 = λ𝐺 (0+)/𝑐, где 𝑔𝑘 находятся рекуррентно. Далее, находим

𝐺𝑘+1 = 𝐺𝑘 + 𝑔𝑘ℎ, 𝑘 ⩾ 0, (1.14)

с 𝐺0 = 𝐺 (0+).
Окончательный алгоритм выбора начального значения 𝐺0 и нахождения

решения 𝐺 можно описать в два этапа:
1. Задаем произвольное ˜︁𝐺1

0 ∈ (0, 1) и вычисляем 𝐺1
𝑘
, 𝑘 ⩾ 1, применяя

схемы (1.13) и (1.14) с 𝐺1
0 =

˜︁𝐺1
0.
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Рисунок 1.1 — Вероятности неразорения и разорения, асимптотики в модели с
экспоненциальными страховыми выплатами; 𝑎 = 0.05, σ = 0.2, 𝑟 = 0, κ = 1,

𝑐 = 0.001, λ = 0.003, θ = 0.2 и γ = 1.6.

2. Полагаем ˜︁𝐺2
0 =

˜︁𝐺1
0/𝐺

1
𝑁

и вычисляем 𝐺2
𝑘
, 𝑘 ⩾ 1 с 𝐺2

0 =
˜︁𝐺2
0.

Для случая экспоненциально распределенных страховых выплат с
𝐹 (𝑥) = 1 − 𝑒−𝑥/θ, 𝑥 ⩾ 0, при положительной нагрузке безопасности 𝑐 − λθ > 0,
вероятность неразорения Φ может быть найдена аналитически как

Φ(𝑢) = 1 − (λθ/𝑐)𝑒−(𝑐−λθ)/(θ𝑐)𝑢, 𝑢 ⩾ 0

(см., например, [5], cледствие 3.2). На первом графике Рисунка 1.1 показано, что
численное решение, полученное из (1.13) и (1.14), совпадает с аналитическим.

Обобщая данную схему на случай инвестиций в рисковый актив, нетрудно
заметить, что уравнение (1.6) может быть записано в эквивалентной форме(︁

𝑢γ𝑒−α/𝑢𝑔(𝑢)
)︁′
= 𝑢γ−2𝑒−α/𝑢

(︃
μ𝐺 (0+)𝐹 (𝑢) + μ

∫ 𝑢

0
𝑔(𝑧)𝐹 (𝑢 − 𝑧)𝑑𝑧

)︃
. (1.15)

Пусть 𝑣(𝑢) = 𝑢γ−2𝑒−α/𝑢. Уравнение (1.15) можно приблизить конечно-раз­
ностной схемой

(𝑢𝑘 + ℎ/2)2
𝑣𝑘+1𝑔𝑘+1 − 𝑣𝑘𝑔𝑘

ℎ
=
1

2
((J𝑔)𝑘+1 + (J𝑔)𝑘) , 𝑘 ⩾ 0,

с 𝑔0 = λ𝐺 (0+)/𝑐, 𝑣0 = 0, (J𝑔)0 = 0 и

(J𝑔)𝑘 = μ𝑣𝑘

(︄
𝐺 (0+)𝐹 (𝑢𝑘) + ℎ

𝑔0𝐹 (𝑢𝑘) + 𝑔𝑘
2

+ ℎ
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖𝐹 (𝑢𝑘 − 𝑢𝑖)
)︄
, 𝑘 ⩾ 1.
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Рисунок 1.2 — Вероятности неразорения и разорения, асимптотики в модели со
страховыми выплатами, распределенными по степенному закону; 𝑎 = 0.05, σ =

0.2, 𝑟 = 0, κ = 1, 𝑐 = 0.001, λ = 0.003, δ = 5, 𝑥𝑚 = 0.2 и γ = 1.6.

Аналогично, 𝑔𝑘 находятся рекурретно и, применяя (1.14), находим𝐺𝑘 для 𝑘 ⩾ 1.
Приведенная выше схема гарантирует сходимость порядка 𝑂 (ℎ).

Вычислим вероятности неразорения для моделей с инвестициями в рис­
ковый актив и экспоненциально распределенными страховыми выплатами с
𝐹 (𝑥) = 1 − 𝑒−𝑥/θ, 𝑥 > 0, и страховыми выплатами, распределенными по сте­
пенному закону, с 𝐹 (𝑥) = 1 − (𝑥𝑚/𝑥)δ, 𝑥 > 𝑥𝑚. Cравним полученные результаты
с вероятностями неразорения для случаев безрисковых инвестиций. Результа­
ты представлены на Рисунках 1.1 и 1.2.

- Вероятности выживания Φ оказываются гладкими и монотонно возрас­
тающими функциями, и в случае рисковых инвестиций они стремятся
к единице медленнее, чем в случае отсутствия инвестиций. Последний
факт подтверждает природу рисковых инвестиций, которые требуют
дополнительного выделения капитала для покрытия более вероятных
потерь.

- Для случая рисковых инвестиций асимптотическое поведение вероят­
ностей разорения Ψ(𝑢) = 1 − Φ(𝑢) для больших 𝑢 следует степенному
закону 𝐶∞/𝑢γ−1. Константа 𝐶∞ может быть найдена численно, чтобы
соответствовать асимптотическому поведению вероятности разорения
в координатах логарифма капитала:
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lnΨ(𝑢) = ln
(︂
𝐶∞/𝑢γ−1(1 + 𝑜(1))

)︂
= ln𝐶∞ + (1 − γ) ln(𝑢) + 𝑜(1).

- Начальное значение Φ(0+) может быть вычислено численно так, чтобы
удовлетворять условию Φ(∞) = 1.
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Глава 2. Асимптотика вероятности разорения в модели с
инвестициями в рисковый актив и двусторонними скачками

Рассматривается страховая компания, инвестирующая свой капитал в рис­
ковый актив, динамика цены которого подчиняется ГБД с параметрами 𝑎 и σ.
Процесс, отвечающий за страховую дяетяльность компании, имеет как положи­
тельные, так и отрицательные скачки. Плотности скачков процесса являются
решениями однородных дифференциальных уравнений с постоянными коэф­
фициентами. Основной результат заключается в том, что в предположении
достаточной гладкости вероятности разорения и при β := 2𝑎/σ2 − 1 ∈ (0, 1)
вероятность разорения убывает как степенная функция с показателем β.

2.1 Описание модели и формулировка основного результата

Пусть на вероятностном пространстве (Ω, F , 𝑃) c фильтрацией 𝐹 = (F𝑡)𝑡⩾0
заданы независимые винеровский процесс 𝑊 = (𝑊𝑡)𝑡⩾0 и составной пуассо­
новский процесс 𝑃 = (𝑃𝑡)𝑡⩾0 со сносом 𝑐 ∈ R\{0}. Определим пуассоновскую
случайную меру 𝑝𝑃 (𝑑𝑡, 𝑑𝑥) процесса 𝑃 с компенсатором Π𝑃 (𝑑𝑥)𝑑𝑡, где
Π𝑃 (R) < ∞. Будем далее предполагать, что Π𝑃 (R+) > 0 и Π𝑃 (R−) > 0.

Следуя [16], рассмотрим модель страховой компании, инвестирующей свой
резерв в рисковые активы, цена которых описывается геометрическим броунов­
ским движением

𝑆𝑡 = 𝑆0𝑒
(𝑎−σ2/2)𝑡+σ𝑊𝑡 , 𝑎 ∈ R, σ > 0.

Динамика резерва компании описывается процессом 𝑋 = 𝑋𝑢 вида

𝑋𝑡 = 𝑢 +
∫ 𝑡

0
𝑋𝑠𝑑𝑅𝑠 + 𝑃𝑡 , 𝑡 ⩾ 0,

где 𝑅𝑡 = 𝑎𝑡+σ𝑊𝑡 является процессом относительного изменения цены рискового
актива, процесс 𝑃 отражает непосредственно «страховую» деятельность компа­
нии, величина 𝑢 > 0 задает начальный капитал компании. В нашем случае
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будет более удобно представить процесс 𝑃 в виде

𝑃𝑡 = 𝑐𝑡 +
𝑁2
𝑡∑︁

𝑖=1

ξ2𝑖 −
𝑁1
𝑡∑︁

𝑖=1

ξ1𝑖 ,

где 𝑁1, 𝑁2 суть пуассоновские процессы с интенсивностями λ1 = Π𝑃 (R−) и
λ2 = Π𝑃 (R+) соответственно, случайные величины ξ1

𝑖
, ξ2
𝑖

положительны и име­
ют распределения 𝐹1(𝑥) := Π𝑃 ((−𝑥, 0]))/λ1 и 𝐹2(𝑥) := Π𝑃 ((0, 𝑥]))/λ2 при 𝑥 > 0.

Следуя [23], будем считать, что случайные величины ξ1
𝑖

и ξ2
𝑖

являются
абсолютно непрерывными и их плотности распределения 𝑓1 и 𝑓2 удовлетворяют
дифференциальным уравнениям

P1

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃
𝑓1(𝑥) = 0, P2

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃
𝑓2(𝑥) = 0, (2.1)

где формальные дифференциальные операторы P𝑖, 𝑖 = 1, 2 (см. [39, гл. 3, п.
6]), заданы в виде

P𝑖
(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃
=

𝑛∑︁
𝑗=0

α
𝑗

𝑖

𝑑 𝑗

𝑑𝑥 𝑗
, α

𝑗

𝑖
∈ R, α0𝑖 ≠ 0.

Также определим соответствующие им формальные сопряженные операторы
P∗
𝑖
, 𝑖 = 1, 2,

P∗
𝑖

(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃
=

𝑛∑︁
𝑗=0

(−1) 𝑗α 𝑗
𝑖

𝑑 𝑗

𝑑𝑥 𝑗
.

Обозначим ˆ︁𝑓 одностороннее преобразование Лапласа функции 𝑓 , задан­
ное в виде

ˆ︁𝑓 (𝑠) = ∫ ∞

0
𝑒−𝑠𝑥 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥.

Иногда будет удобнее использовать одностороннее преобразование Лапласа-
Стилтьеса ˆ︁𝑈 (𝑠) =

∫ ∞

0
𝑒−𝑠𝑥𝑑𝑈 (𝑥),

где 𝑈 (𝑑𝑥) есть мера, заданная на R+.
Отметим, что плотности распределений 𝑓1(𝑥) и 𝑓2(𝑥), удовлетворяющие

соотношениям (2.1), имеют преобразования Лапласа, представимые в виде ра­
циональных дробей 𝑝(𝑠)/𝑞(𝑠), где 𝑝(𝑠) и 𝑞(𝑠) являются многочленами конечных
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степеней (см. [5], гл. I). Данный класс распределений содержит распределния
c плотностями вида

𝑓 (𝑥) =
𝑞1∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑥
𝑗𝑒η 𝑗𝑥 +

𝑞2∑︁
𝑗=0

𝑑 𝑗𝑥
𝑗 cos

(︁
𝑎 𝑗𝑥

)︁
𝑒δ 𝑗𝑥 +

𝑞3∑︁
𝑗=0

𝑒 𝑗𝑥
𝑗 sin

(︁
𝑏 𝑗𝑥

)︁
𝑒ε 𝑗𝑥 .

Например, данному классу распределений принадлежит распределение Эрлан­
га с параметрами 𝑛 и β

𝑓 (𝑥) = 1

(𝑛 − 1)!β
𝑛𝑥𝑛−1𝑒−β𝑥, 𝑥 > 0,

где оператор P задан в виде

P
(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃
=

(︃
𝑑

𝑑𝑥
+ β

)︃𝑛
.

Другим примером является смесь экспоненциальных распределений

𝑓 (𝑥) = θλ1𝑒−λ1𝑥 + (1 − θ)λ2𝑒−λ2𝑥, 𝑥 > 0,

где

P
(︃
𝑑

𝑑𝑥

)︃
=

(︃
𝑑

𝑑𝑥
+ λ1

)︃ (︃
𝑑

𝑑𝑥
+ λ2

)︃
.

Введем стандартные обозначения: τ := inf{𝑡 ⩾ 0 : 𝑋𝑢𝑡 < 0} (момент разо­
рения), Ψ(𝑢) := P(τ < ∞) (вероятность разорения). Основной результат главы
об асимптотическом поведении вероятности разорения Ψ(𝑢) сформулирован в
следующей теореме.

Теорема 2. Положим β = 2𝑎/σ2 − 1, где β ∈ (0, 1). Пусть плотности рас­
пределений 𝑓𝑖, 𝑖 = 1, 2, удовлетворяют соотношениям (2.1) и существует
β′ ∈ (0, β), что E(ξ11)

β′ < 1. Тогда Ψ(𝑢) ∼ 𝐶𝑢−β, 𝑢 → ∞ для некоторой 𝐶 > 0.

2.2 Интегро-дифференциальное уравнение

Согласно утверждению 6.1 [16], вероятность разорения Ψ удовлетворяет
интегро-дифференциальному уравнению

L(Ψ) (𝑢) + I(Ψ) (𝑢) = 0, (2.2)
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где
L(Ψ) (𝑢) = 1

2
σ2𝑢2Ψ′′(𝑢) + (𝑎𝑢 + 𝑐)Ψ′(𝑢) − (λ1 + λ2)Ψ(𝑢),

I(Ψ) (𝑢) =
∫
Ψ(𝑢 + 𝑦)Π𝑃 (𝑑𝑦).

Далее будет удобно работать со следующим представлением интегрального опе­
ратора

I(Ψ) (𝑢) = λ1I1(Ψ) (𝑢)+λ2I2(Ψ) (𝑢) = λ1
∫
Ψ(𝑢−𝑦) 𝑓1(𝑦)𝑑𝑦+λ2

∫
Ψ(𝑢+𝑦) 𝑓2(𝑦)𝑑𝑦.

Будем в дальнейшем предполагать, что для некоторого β′ ∈ (0, β ∧ 1)
верно E(ξ11)

β′ < 1. Тогда для вероятности разорения выполняется условие ре­
гулярности

lim
𝑢→∞

Ψ(𝑢) = 0 (2.3)

(см. лемма 2.1 [16]).
Кроме того, будет считать в дальнейшем, что вероятность разорения

Ψ ∈ 𝐶 (𝑛) ((0,∞)).

Утверждение 1. Для I1(Ψ) (𝑢) справедливо уравнение

P1

(︃
𝑑

𝑑𝑢

)︃
I1(Ψ) (𝑢) =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

Ψ(𝑘) (𝑢)
𝑛−1∑︁
𝑖=𝑘

α𝑖+11 𝑓
(𝑖−𝑘)
1 (0).

Доказательство. Нетрудно видеть, что∫
Ψ(𝑢 − 𝑦) 𝑓 ′1(𝑦)𝑑𝑦 =

𝑑

𝑑𝑢
I1(Ψ) (𝑢) − 𝑓1(0)Ψ(𝑢),∫

Ψ(𝑢 − 𝑦) 𝑓 ′′1 (𝑦)𝑑𝑦 =
𝑑2

𝑑𝑢2
I1(Ψ) (𝑢) − 𝑓1(0)Ψ′(𝑢) − 𝑓 ′1(0)Ψ(𝑢).

Следуя по индукции, получаем∫
Ψ(𝑢 − 𝑦) 𝑓 (𝑘)1 (𝑦)𝑑𝑦 = 𝑑𝑘

𝑑𝑢𝑘
I1(Ψ) (𝑢) −

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓
(𝑖−1)
1 (0)Ψ(𝑘−𝑖) (𝑢), 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛. (2.4)

Домножая обе части (2.4) на α𝑘1 , учитывая граничные условия и суммируя сла­
гаемые,∫

Ψ(𝑢 − 𝑦)P1

(︃
𝑑

𝑑𝑢

)︃
𝑓1(𝑦)𝑑𝑦 = P1

(︃
𝑑

𝑑𝑢

)︃
I1(Ψ) (𝑢) −

𝑛∑︁
𝑘=1

α𝑘1

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓
(𝑖−1)
1 (0)Ψ(𝑘−𝑖) (𝑢).

В силу (2.1), слагаемое в левой части последнего равенства равно 0. После
группировки слагаемых в правой части равенства, получаем требуемое соот­
ношение. □
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Утверждение 2. Для I2(Ψ) (𝑢) справедливо соотношение

P∗
2

(︃
𝑑

𝑑𝑢

)︃
I2(Ψ) (𝑢) =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘Ψ(𝑘) (𝑢)
𝑛−1∑︁
𝑖=𝑘

α𝑖+12 𝑓
(𝑖−𝑘)
2 (0).

Доказательство. Следуя рассуждениям из утверждения 1, нетрудно видеть,
что соотношение (2.4) переписывается в виде∫

Ψ(𝑢 + 𝑦) 𝑓 (𝑘)2 (𝑦)𝑑𝑦 = (−1)𝑘 𝑑
𝑘

𝑑𝑢𝑘
I2(Ψ) (𝑢) −

𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑘−𝑖 𝑓 (𝑖−1)2 (0)Ψ(𝑘−𝑖) (𝑢).

Домножая обе части полученного равенства на α𝑘2 , учитывая граничные усло­
вия и суммируя слагаемые,∫
Ψ(𝑢+𝑦)P2

(︃
𝑑

𝑑𝑢

)︃
𝑓2(𝑦)𝑑𝑦 = P∗

2

(︃
𝑑

𝑑𝑢

)︃
I2(Ψ) (𝑢)−

𝑛∑︁
𝑘=1

α𝑘2

𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑘−𝑖 𝑓 (𝑖−1)2 (0)Ψ(𝑘−𝑖) (𝑢).

В силу (2.1), слагаемое в левой части последнего равенства равно 0. После
группировки слагаемых в правой части равенства, получаем требуемое соот­
ношение. □

2.3 Асимптотический анализ вероятности разорения

Вероятность разорения Ψ(𝑢) удовлетворяет (2.2), которое будем записы­
вать в виде

1

2
σ2𝑢2Ψ′′(𝑢) + (𝑎𝑢 + 𝑐)Ψ′(𝑢) − (λ1 + λ2)Ψ(𝑢) + λ1I1(Ψ) (𝑢) + λ2I2(Ψ) (𝑢) = 0.

Определим формальный дифференциальный оператор

T = P1P∗
2 =

𝑛∑︁
𝑗 ,𝑘=0

(−1)𝑘α 𝑗1α
𝑘
2

𝑑 𝑗+𝑘

𝑑𝑥 𝑗+𝑘
.

Применяя его к уравнению выше, получим

𝑞2𝑛+2(𝑢)Ψ(2𝑛+2) (𝑢) + 𝑞2𝑛+1(𝑢)Ψ(2𝑛+1) (𝑢) + . . . + 𝑞1(𝑢)Ψ′(𝑢) = 0, (2.5)
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где

𝑞 𝑗 (𝑢) = 𝑎 𝑗𝑢
2 + 𝑏 𝑗𝑢 + 𝑐 𝑗 , 0 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑛 + 2,

𝑎 𝑗 =
σ2

2

𝑛∑︁
𝑘,𝑚=0

𝑘+𝑚= 𝑗−2

α𝑘1α
𝑚
2 (−1)

𝑚,

𝑏 𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘,𝑚=0

𝑘+𝑚= 𝑗−1

(σ2(𝑘 + 𝑚) + 𝑎)α𝑘1α
𝑚
2 (−1)

𝑚,

𝑐 𝑗 = 𝑑 𝑗 + 𝑔 𝑗 +
𝑛∑︁

𝑘,𝑚=0
𝑘+𝑚= 𝑗

(𝑘 + 𝑚)
(︃
σ2

2
(𝑘 + 𝑚) + (𝑎 − σ

2

2
)
)︃
α𝑘1α

𝑚
2 (−1)

𝑚,

𝑑 𝑗 = 𝑐

𝑛∑︁
𝑘,𝑚=0

𝑘+𝑚= 𝑗−1

α𝑘1α
𝑚
2 (−1)

𝑚 − (λ1 + λ2)
𝑛∑︁

𝑘,𝑚=0
𝑘+𝑚= 𝑗

α𝑘1α
𝑚
2 (−1)

𝑚,

𝑔 𝑗 = λ1

𝑛−1,𝑛∑︁
𝑘,𝑚=0
𝑘+𝑚= 𝑗

α𝑚2 (−1)
𝑚

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑘

α𝑖+11 𝑓
(𝑖−𝑘)
1 (0)

+λ2
𝑛−1,𝑛∑︁
𝑘,𝑚=0
𝑘+𝑚= 𝑗

α𝑚1 (−1)
𝑘

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑘

α𝑖+12 𝑓
(𝑖−𝑘)
2 (0).

В формулах выше и далее считаем, что
∑︁

∅ = 0.
Заметим, что

𝑎2𝑛+2 =
σ2

2
α𝑛1α

𝑛
2 (−1)

𝑛 > 0, 𝑏2𝑛+2 = 𝑐2𝑛+2 = 0, 𝑐2𝑛+1 = α
𝑛
1α

𝑛
2 (−1)

𝑛 ≠ 0.

Функция 𝑢𝑞2𝑛+1(𝑢)/𝑞2𝑛+2(𝑢) не является голоморфной функцией в точке
𝑢 = ∞. Следовательно, точка 𝑢 = ∞ является иррегулярной особой точкой
уравнения (2.5) и метод Фробениуса неприменим (см. [11, гл. 1, п. 1-2]). Вво­
дя обозначение 𝐺 = Ψ′ и применяя преобразование Лапласа к полученному
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уравнению, используя свойства

ˆ︃𝐺 (𝑘) (𝑠) = 𝑠𝑘 ˆ︁𝐺 (𝑠) −
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑠𝑘−𝑖𝐺 (𝑖−1) (0+),

�𝑢𝐺 (𝑘) (𝑠) = −𝑠𝑘 ˆ︁𝐺′(𝑠) − 𝑘𝑠𝑘−1ˆ︁𝐺 (𝑠) +
𝑘−1∑︁
𝑖=1

(𝑘 − 𝑖)𝑠𝑘−𝑖−1𝐺 (𝑖−1) (0+),

�𝑢2𝐺 (𝑘) (𝑠) = 𝑠𝑘 ˆ︁𝐺′′(𝑠) + 2𝑘𝑠𝑘−1ˆ︁𝐺′(𝑠) + 𝑘 (𝑘 − 1)𝑠𝑘−2ˆ︁𝐺 (𝑠)

−
𝑘−2∑︁
𝑖=1

(𝑘 − 𝑖) (𝑘 − 𝑖 − 1)𝑠𝑘−𝑖−2𝐺 (𝑖−1) (0+),

приходим к уравнению

𝑝2𝑛+1(𝑠)ˆ︁𝐺′′(𝑠) + 𝑙2𝑛+1(𝑠)ˆ︁𝐺′(𝑠) + 𝑟2𝑛+1(𝑠)ˆ︁𝐺 (𝑠) = 𝑣2𝑛(𝑠), (2.6)

где

𝑝2𝑛+1(𝑠) =

2𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖+1𝑠
𝑖, 𝑣2𝑛(𝑠) =

2𝑛∑︁
𝑖=0

˜︁𝑣𝑖+1𝑠𝑖, (2.7)

𝑙2𝑛+1(𝑠) =

2𝑛+1∑︁
𝑖=0

˜︁𝑏𝑖+1𝑠𝑖, ˜︁𝑏𝑖 = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2𝑖𝑎𝑖+1 − 𝑏𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 2𝑛 + 1,

−𝑏2𝑛+2, 𝑖 = 2𝑛 + 2,
(2.8)

𝑟2𝑛+1(𝑠) =

2𝑛+1∑︁
𝑖=0

˜︁𝑐𝑖+1𝑠𝑖, ˜︁𝑐𝑖 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑖(𝑖 + 1)𝑎𝑖+2 − 2𝑖𝑏𝑖 + 𝑐𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 2𝑛,

−2(2𝑛 + 1)𝑏2𝑛+2, 𝑖 = 2𝑛 + 1,

𝑐2𝑛+1, 𝑖 = 2𝑛 + 2.

(2.9)

Отметим, что явные формулы коэффициентов ˜︁𝑣𝑖 достаточно громоздки
и опущены, а их значения не влияют на ход дальнейших рассуждений. Таким
образом, доказано следующее утверждение.

Утверждение 3. Преобразование Лапласа ˆ︁𝐺 функции Ψ′ удовлетворяет
дифференциальному уравнению (2.6), коэффициенты которого заданы соотно­
шениями (2.7) - (2.9).

Предположим, что 2𝑎/σ2 < 2. Заметим, что 𝑠 = 0 является регулярной
особой точкой (2.6), так как

˜︁𝑙0 := lim
𝑠→0

𝑠
𝑙2𝑛+1(𝑠)
𝑝2𝑛+1(𝑠)

=
˜︁𝑏1
𝑎2
=
2𝑎2 − 𝑏1
𝑎2

= 2 − 𝑏1

𝑎2
= 2 − 2𝑎

σ2
,
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˜︁𝑟0 := lim
𝑠→0

𝑠2
𝑟2𝑛+1(𝑠)
𝑝2𝑛+1(𝑠)

= lim
𝑠→0

𝑠
˜︁𝑐1
𝑎2
= 0.

Применим метод Фробениуса [11, гл. 1, п. 2] для решения (2.6). Определя­
ющее уравнение имеет вид

ρ(ρ − 1) +˜︁𝑙0ρ +˜︁𝑟0 = 0.

Нетрудно видеть, что решениями определяющего уравнения являются

ρ1 = 0, ρ2 =
2𝑎

σ2
− 1.

Тогда при |𝑠 | < δ фундаментальную систему решений (2.6) образуютˆ︁𝐺1(𝑠) = 𝑠ρ1γ1(𝑠), ˆ︁𝐺2(𝑠) = 𝑠ρ2γ2(𝑠), (2.10)

где γ𝑖 (𝑠) являются голоморфными функциями при |𝑠 | < δ и γ𝑖 (0) ≠ 0, 𝑖 = 1,2.

Общее решение однородного уравнения имеет видˆ︁𝐺оо(𝑠) = 𝑐1ˆ︁𝐺1(𝑠) + 𝑐2ˆ︁𝐺1(𝑠), 𝑐1, 𝑐2 ∈ R.

Применим метод вариации произвольных постоянных. Частное решение имеет
вид ˆ︁𝐺чн(𝑠) = −ˆ︁𝐺1(𝑠)

∫ 𝑠

0

ˆ︁𝐺2(𝑡)𝑣2𝑛(𝑡)
𝑝2𝑛+1(𝑡)𝑊 (𝑡) 𝑑𝑡 +

ˆ︁𝐺2(𝑠)
∫ 𝑠

0

ˆ︁𝐺1(𝑡)𝑣2𝑛(𝑡)
𝑝2𝑛+1(𝑡)𝑊 (𝑡) 𝑑𝑡,

где 𝑊 (𝑠) есть вронскиан фундаментальной системы решений (2.10).

𝑊 (𝑠) = ˆ︁𝐺1(𝑠)ˆ︁𝐺′
2(𝑠) − ˆ︁𝐺2(𝑠)ˆ︁𝐺′

1(𝑠) = 𝑠
ρ1+ρ2−1ˆ︁γ (𝑠),

где ˆ︁γ (𝑠) голоморфная в окрестности 0 функция.
В силу оценокˆ︁𝐺2(𝑠)

𝑝2𝑛+1(𝑠)𝑊 (𝑠) ∼ 𝑐1
𝑠ρ2

𝑠ρ1+ρ2
= 𝑐1,

ˆ︁𝐺1(𝑠)
𝑝2𝑛+1(𝑠)𝑊 (𝑠) ∼ 𝑐2

𝑠ρ1

𝑠ρ1+ρ2
= 𝑐2𝑠

−ρ2, 𝑠 → 0,

где 𝑐1, 𝑐2 ∈ R, следует, что ˆ︁𝐺чн(𝑠) = 𝑂 (𝑠), 𝑠 → 0.

Заметим, что в силу условия регулярности (2.3) имеем 𝑐1 = 0. Таким образом,ˆ︁𝐺 (𝑠) ∼ ˜︁𝐶𝑠ρ2, 𝑠 → 0,

откуда в силу тауберовой теоремы [40, гл. XIII, п. 5, теорема 2]

Ψ(𝑢) ∼ 𝐶𝑢−ρ2, 𝑢 → ∞,

где 𝐶 > 0. Теорема 2 доказана.
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Глава 3. Вероятность разорения в модели Крамера-Лундберга с
инвестициями в рисковый актив в случайной среде

Настоящая глава содержит результаты для модели страховой компании,
инвестирующей свой капитал в рисковый актив, динамика цены которого зада­
на геометрическим броуновским движением с параметрами, модулируемыми
марковским процессом с конечным числом состояний. Основной результат
главы заключается в доказательстве гладкости вероятности разорения как
функции начального капитала в рассматриваемой модели и выводе ИДУ для
вероятности разорения.

3.1 Описание модели и формулировка основного результата

Пусть на вероятностном пространстве (Ω,F , 𝐹 = (F𝑡)𝑡∈R+,P) заданы неза­
висимые процессы 𝑊 , 𝑃, и θ𝑖, задающие фильтрацию 𝐹:

1. Стандартный винеровский процесс 𝑊 = (𝑊𝑡), где 𝑊0 = 0.
2. Составной пуассоновский процесс 𝑃 = (𝑃𝑡) со сносом:

𝑃𝑡 = 𝑐𝑡 +
𝑁𝑡∑︁
𝑘=1

ξ𝑘

где 𝑐 является константой, 𝑁 = (𝑁𝑡) есть непрерывный справа пуассоновский
процес с интенсивностью α > 0, и (ξ𝑘) являются н.о.р.с.в. с функцией распре­
деления 𝐹ξ = 𝐹ξ (𝑑𝑥). Иногда удобней использовать другое обозначение

𝑃𝑡 = 𝑐𝑡 + 𝑥 ∗ π𝑡 = 𝑐𝑡 +
∫ 𝑡

0

∫
𝑥π(𝑑𝑠,𝑑𝑥) (3.1)

где π = π(𝑑𝑡,𝑑𝑥) является пуассоновской случайной мерой процесса 𝑃 с комен­
сатором π̃ = π̃(𝑑𝑡,𝑑𝑥) = Π(𝑑𝑥)𝑑𝑡 и мерой Леви Π(𝑑𝑥) = α𝐹ξ (𝑑𝑥). Обозначим 𝑇𝑛,
𝑛 ⩾ 1, моменты скачков процесса 𝑁𝑡 = π( [0,𝑡] × R), где 𝑇0 = 0.

3. Кусочно-постоянный непрерывный справа марковский процесс θ𝑖 = (θ𝑖𝑡)
со значениями в множестве 𝐸 := {0,1,...,𝐾 − 1}, начальным значением θ𝑖0 = 𝑖,
и матрицей интенсивности (λ 𝑗 𝑘). Также будем предполагать, что все состояния
процесса являются сообщающимися.
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Обозначим 𝐷0 пространство тракеторий процессов θ𝑖, символом 𝑍 будем
обозначать элемент пространтсва 𝐷0. Заметим, что 𝐷0 можно рассматривать
как подпространтсво пространства Скорохода 𝐷.

Напомним, что λ 𝑗 𝑗 = −∑︁
𝑘≠ 𝑗 λ 𝑗 𝑘 и λ 𝑗 := −λ 𝑗 𝑗 > 0 для каждого 𝑗 . Обозна­

чим τ𝑖𝑛, 𝑛 ⩾ 1 моменты скачков процесса θ𝑖 и положим τ𝑖0 = 0. Рассмотрим
марковскую цепь ϑ𝑖𝑛 := θ𝑖

τ𝑖𝑛
с переходными вероятностями 𝑝𝑘𝑙 = λ𝑘𝑙/λ𝑘 , 𝑘 ≠ 𝑙,

и 𝑝𝑘𝑘 = 0. Заметим, что условное распределение промежутка между скачками
τ𝑖
𝑘+1− τ

𝑖
𝑘

при заданном значении ϑ𝑖
𝑘
= 𝑗 является экспоненциальным с парамет­

ром λ 𝑗 . Определим случайную меру 𝑝𝑖 :=
∑︁
𝑛 𝑒(τ𝑖𝑛,ϑ𝑖𝑛), где 𝑒𝑥 задает единичную

массу в точке 𝑥. Данную меру можно также определить с помощью считающего
процесса

𝑝𝑖 ( [0,𝑡],𝑘) :=
∑︁
τ𝑖𝑛⩽𝑡

I{ϑ𝑖𝑛=𝑘}, 𝑘 ∈ 𝐸.

Компенсатор 𝑝𝑖 случайной меры 𝑝𝑖 равен

𝑝𝑖 (𝑑𝑡,𝑘) = I{θ𝑖𝑡≠𝑘}λθ𝑖𝑡 𝑘𝑑𝑡. (3.2)

Для упрощения формул опустим индекс 𝑖 там, где это возможно, и будем
использовать далее стандартные обозначния процессов из теории семимартин­
галов (см., например., [41]), где под процессом 𝐿 = (𝐿𝑡) будем понимать
детерминированный процесс 𝐿𝑡 := 𝑡. Тогда процесс 𝑆 может быть представлен
как решение стохастического уравнения

𝑆 = 1 + 𝑆 · (𝑎θ · 𝐿 + σθ ·𝑊),

где 𝑎𝑘 ∈ R, σ𝑘 > 0, 𝑘 = 0,...,𝐾 − 1. Используя традиционную форму записи
исчисления Ито, данный процесс можно записать в виде решения уравнения

𝑑𝑆𝑡 = 𝑆𝑡 (𝑎θ𝑡𝑑𝑡 + σθ𝑡𝑑𝑊𝑡), 𝑆0 = 1.

Положим κ𝑘 := 𝑎𝑘 − (1/2)σ2
𝑘
. Решение данного уравнения может быть представ­

лено в виде 𝑆 = E(𝑅), где E есть стохастическая экспонента и 𝑅 := 𝑎θ · 𝐿+σθ ·𝑊
есть процесс относительной цены. В более явной форме можно записать 𝑆 = 𝑒𝑉 ,
где

𝑉 := κθ · 𝐿 + σθ ·𝑊

есть процесс лог-цены актива.
Процесс капитала 𝑋 = 𝑋𝑢,𝑖 определим как

𝑋 = 𝑢 + 𝑋 · 𝑅 + 𝑃, (3.3)
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где 𝑢 > 0. С точки зрения актуарной теории, данный процесс можно интерпрети­
ровать как резерх страховой компании, полностью реинвестируемый в рисковй
актив, цена которого задается геометрическим броуновским движением 𝑆𝑖, мо­
дулируемым марковским процессом θ𝑖.

Определим τ𝑢,𝑖 := inf{𝑡 > 0: 𝑋𝑢,𝑖𝑡 ⩽ 0} (момент разорения, соответствую­
щий начальному капиталу 𝑢 и начальному состоянию 𝑖), Ψ𝑖 (𝑢) := P(τ𝑢,𝑖 < ∞)
(вероятность разорения) и Φ𝑖 (𝑢) := 1 − Ψ𝑖 (𝑢) (вероятность неразорения).

Основной результат заключается в достаточном условии гладкости веро­
ятности неразорения как функции начального капитала.

Теорема 3. Пусть случайная величина ξ < 0 имеет дважды непрерывно диф­
ференцируемую на (0,∞) плотность распределения 𝑓 , такую, что
𝑓 ′, 𝑓 ′′ ∈ 𝐿1(R+). Тогда функции Φ𝑖 (𝑢) являются дваждый непрерывно диффе­
ренцируемыми при 𝑢 > 0.

Изложим, для начала, идею доказательства данного результата. Пусть
𝐺 (𝑢) := E𝑔(𝑢 +𝑊1), где 𝑔 есть ограниченная борелевская функция. Заметим,
что функция 𝐺 является гладкой. Действительно, запишем 𝐺 в терминах рас­
пределения случайной величины 𝑊1,

𝐺 (𝑢) =
∫
R
𝑔(𝑦)φ0,1(𝑦 − 𝑢)𝑑𝑦, φ0,𝑡 (𝑥) :=

1
√
2π𝑡

𝑒−
𝑥2

2𝑡 , 𝑡 > 0.

Так как производная функции φ0,1 есть полином, домноженный на саму функ­
цию φ0,1, дифференцируя достаточное число раз под знаком интеграла, имеем
𝐺 ∈ 𝐶∞.

Рассмотрим теперь функцию 𝐺 (𝑢) := E𝑔(𝑢 + 𝑊𝜍 + ζ), где винеровский
процесс 𝑊 и случайные величины 𝜍 > 0 и ζ с плотностями распределений 𝑓𝜍 и
𝑓ζ независимы. Тогда

𝐺 (𝑢) =
∫
R
E[𝑔(𝑧 +𝑊𝜍)I{𝜍⩽𝑡}] 𝑓ζ (𝑧 − 𝑢)𝑑𝑧 +

∫ ∞

2

∫
R
E[𝑔(𝑦 + ζ)]φ0,𝑡 (𝑦 − 𝑢) 𝑓𝜍 (𝑡)𝑑𝑦𝑑𝑡.

Второй интеграл в правой части соотношения принандлежит к классу
𝐶∞((0,∞)) в силу оценок sup𝑥 | (𝜕𝑛/𝜕𝑡𝑛)φ0,𝑡 (𝑥) | ⩽ 𝐶𝑛𝑡

3/2 при 𝑡 ∈ [2,∞) для
каждого 𝑛 ⩾ 1 и некоторых констант 𝐶𝑛. Гладкость первого интеграла гаранти­
руется гладкостью 𝑓ζ и интегрируемостью ее производных.
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Первый шаг доказательства заключается в построении интегрального
представления для вероятности разорения, используя строго марковское свой­
ство для процесса (𝑋𝑢,𝑖, θ𝑖). Дальнейшие рассуждения связаны с получением
необходимых оценок на рост производных плотности скачков.

3.2 Гладкость вероятности неразорения

Определим непрерывный процесс

𝑌
𝑢,𝑖
𝑡 := 𝑒𝑉

𝑖
𝑡

(︃
𝑢 + 𝑐

∫ 𝑡

0
𝑒−𝑉

𝑖
𝑠𝑑𝑠

)︃
, (3.4)

совпадающий с 𝑋𝑢,𝑖 на [0, 𝑇1). Используя строго марковское свойство для про­
цесса (𝑋𝑢,𝑖, θ𝑖),

Φ𝑖 (𝑢) =
∑︁
𝑗∈𝐸

E
[︂
Φ 𝑗 (𝑋𝑢,𝑖𝑇1 )I{θ𝑖𝑇1= 𝑗}

]︂
=

∑︁
𝑗∈𝐸

E
[︂
Φ 𝑗 (𝑋𝑢,𝑖𝑇1− + Δ𝑋𝑢,𝑖

𝑇1
)I{θ𝑖

𝑇1
= 𝑗}

]︂
.

На интервале [0,𝑇1) процесс 𝑋𝑢,𝑖 совпадает с 𝑌𝑢,𝑖. Положим υ(𝑑𝑡) :=

α𝑒−α𝑡I{𝑡>0}𝑑𝑡. Тогда

Φ𝑖 (𝑢) =
∑︁
𝑗∈𝐸

E
[︂
I{θ𝑖

𝑇1
= 𝑗}Φ 𝑗 (𝑌𝑢,𝑖𝑇1 + ξ1)

]︂
=

∑︁
𝑗∈𝐸

(Υ1𝑖
𝑗 (𝑢) + Υ2𝑖

𝑗 (𝑢)), (3.5)

где

Υ1𝑖
𝑗 (𝑢) :=

∫ 2

0
E

[︂
I{θ𝑖𝑡= 𝑗}Φ 𝑗 (𝑌𝑢,𝑖𝑡 + ξ1)

]︂
υ(𝑑𝑡), (3.6)

Υ2𝑖
𝑗 (𝑢) :=

∫ ∞

2
E

[︂
I{θ𝑖𝑡= 𝑗}Φ 𝑗 (𝑌𝑢,𝑖𝑡 + ξ1)

]︂
υ(𝑑𝑡). (3.7)

Нетрудно видеть, что

Υ1𝑖
𝑗 (𝑢) :=

∫ 2

0

∫ ∞

0

∫
𝐷0

E
[︁
Φ 𝑗 (𝑌𝑢𝑡 (𝑍) − 𝑤)

]︁
I{𝑍𝑡= 𝑗}𝑚

𝑖 (𝑑𝑍)𝐹|ξ | (𝑑𝑤)υ(𝑑𝑡), (3.8)

Υ2𝑖
𝑗 (𝑢) :=

∫ ∞

2

∫
𝐷0

E
[︁
Φ̃ 𝑗 (𝑌𝑢𝑡 (𝑍))

]︁
I{𝑍𝑡= 𝑗}𝑚

𝑖 (𝑑𝑍)υ(𝑑𝑡), (3.9)

где 𝑚𝑖 (𝑑𝑍) есть функция распределения процесса θ𝑖 в пространстве 𝐷0, состоя­
щем из непрывных справа с левосторонним пределом функций, принимающих
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значения в множестве 𝐸 , и Φ̃ 𝑗 (𝑦) := EΦ 𝑗 (𝑦 − |ξ1 |). Напомним, что рассматрива­
ется случай модели типа Крамера–Лундберга, то есть ξ1 = −|ξ1 |. Обозначение
𝑌𝑢𝑡 (𝑍) = 𝑌

𝑢,𝑖
𝑡 (𝑍) используется для процесса, соответствующего заданной траек­

тории 𝑍 процесса θ. В частности, считаем, что процесс относительной цены
𝑅(𝑍) удовлетворяет СДУ 𝑑𝑅𝑡 (𝑍) = 𝑎𝑍𝑡𝑑𝑡 + σ𝑍𝑡𝑑𝑊𝑡 с детерминистическими па­
раметрами, и, следовательно, 𝑌𝑢𝑡 = 𝑌𝑢𝑡 (θ). Аналогичным образом определяются
и другие обозначения 𝑆(𝑍), 𝑉 (𝑍), и т.д.

3.2.1 Гладкость функции Υ2

Отметим, что функция Υ2(𝑢) не зависит от распределения скачков ξ. Глад­
кость данной функции следут напрямую из следующей леммы.

Лемма 4. Пусть 𝐺 : R → [0,1] есть борелевская функция, такая, что
𝐺 (𝑦) = 0 для 𝑦 ⩽ 0. Положим 𝐽 (𝑢,𝑡,𝑍) := E

[︁
𝐺 (𝑌𝑢𝑡 (𝑍))

]︁
, 𝑡 ⩾ 2. Тогда,

𝐽 (.,𝑡,𝑍) ∈ 𝐶∞((0,∞)) и для каждого 𝑛 ⩾ 1 существует константа 𝐶 (𝑛) такая,
что

(𝜕𝑛/𝜕𝑢𝑛)𝐽 (𝑢,𝑡,𝑍) ⩽ 𝐶 (𝑛) ∀ 𝑡 ⩾ 2, 𝑍 ∈ 𝐷0, 𝑢 > 0.

Доказательство. 1. Для ясности изложения будем использовать следующие
обозначения: 𝑌𝑢𝑡 вместо 𝑌𝑢𝑡 (𝑍), 𝑉𝑡 вместо 𝑉𝑡 (𝑍), и т.д., а также 𝑎𝑠, σ𝑠, и κ𝑠 вместо
𝑎𝑍𝑠 , σ𝑍𝑠 , и κ𝑍𝑠 . Используя представление

𝑌𝑢𝑡 = 𝑒
𝑉𝑡−𝑉1𝑌𝑢1 + 𝑐

∫ 𝑡

1
𝑒𝑉𝑡−𝑉𝑠𝑑𝑠, 𝑡 ⩾ 1,

и независимость (𝑉𝑠 −𝑉1)𝑠⩾1 и случайной величины 𝑌𝑢1 , получаем, что

E[𝐺 (𝑌𝑢𝑡 ) |𝑌𝑢1 ] = 𝐺 (𝑡,𝑌𝑢1 ),

где

𝐺 (𝑡,𝑦) := E
[︃
𝐺

(︃
𝑒𝑉𝑡−𝑉1𝑦 + 𝑐

∫ 𝑡

1
𝑒𝑉𝑡−𝑉𝑠𝑑𝑠

)︃]︃
.

Подставляя выражение для 𝑌𝑢1 из (3.4) и используя следующие обозначения для
интегралов

κ · 𝐿𝑡 :=
∫ 𝑡

0
κ𝑠𝑑𝑠, σ ·𝑊𝑡 =

∫ 𝑡

0
σ𝑠𝑑𝑊𝑠, 𝑀𝑡 := 𝑐𝑒

−κ ·𝐿 · 𝐿𝑡 = 𝑐
∫ 𝑡

0
𝑒−

∫ 𝑠

0
κ𝑟𝑑𝑟𝑑𝑠,
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приходим к

𝐽 (𝑢,𝑡) := E
[︁
𝐺 (𝑡,𝑌𝑢1 )

]︁
= E

[︂
𝐺

(︂
𝑡,𝑒κ ·𝐿1+σ·𝑊1

(︁
𝑢 + 𝑒−σ·𝑊 · 𝑀1

)︁ )︂]︂
= E

[︂
𝐺

(︂
𝑡,𝑒σ·𝑊1

(︁
𝑢 + 𝑒−σ·𝑊 · 𝑀1

)︁ )︂]︂
,

где 𝐺 (𝑡,𝑦) := 𝐺 (𝑡,𝑒κ ·𝐿1𝑦).
2. Следующий шаг заключается в сведении к случаю постоянных коэф­

фициентов. Функция 𝐴 = σ2 · 𝐿 является строго возрастающей. Обозначим 𝐴−1

обратную к ней функцию. Распределение непрерывного процесса с независимы­
ми приращениями (σ · 𝑊𝑠)𝑠⩾0 совпадает с распределением процесса (𝑊𝐴𝑠)𝑠⩾0.
Положим 𝑚(𝑠) := 𝑐𝑒−κ ·𝐿𝑠 , 𝑚̃(𝑟) := 𝑚(𝐴−1

𝑟 )/σ2
𝐴−1
𝑟

. Имеем∫ 1

0
𝑒−𝑊𝐴𝑠𝑑𝑀𝑠 =

∫ 1

0
𝑒−𝑊𝐴𝑠𝑚(𝑠)𝑑𝑠 =

∫ 𝐴1

0
𝑒−𝑊𝑟 𝑚̃(𝑟)𝑑𝑟.

Отсюда получаем, что

𝐽 (𝑢,𝑡) = E
[︂
𝐺

(︂
𝑡,𝑒𝑊𝐴1

(︁
𝑢 + 𝑒−𝑊𝑚̃ · 𝐿𝐴1

)︁ )︂]︂
.

Положим 𝑈1(𝑠) := 𝐴−1
𝐴1𝑠

и σ̄ :=
√
𝐴1. Тогда(σ̄𝑊𝑡/σ̄2)𝑡⩾0 является винеровским

процессом и
𝐽 (𝑢,𝑡) = E

[︂
𝐺

(︂
𝑡,𝑒 σ̄𝑊1

(︁
𝑢 + 𝑒−σ̄𝑊𝑚̄ · 𝐿1

)︁ )︂]︂
,

где 𝑚̄(𝑠) := 𝑚̃(𝐴1𝑠)𝐴1 = 𝑚(𝑈1(𝑠))𝐴1/σ2𝑈1(𝑠).
Распределение процесса (𝑊𝑡)𝑡∈[0,1] при условии 𝑊1 = 𝑥 совпадает с распре­

делением процесса 𝑊𝑠 + 𝑠(𝑥 −𝑊1), 𝑠 ∈ [0,1], откуда

𝐽 (𝑢,𝑡) =
∫

E[𝐻 (𝑡,𝑥,𝑢 + η𝑥)]φ0,1(𝑥)𝑑𝑥,

где 𝐻 (𝑡,𝑥,𝑦) = 𝐺 (𝑡,𝑒 σ̄𝑥𝑦) принимает значения в [0,1],

η𝑥 :=

∫ 1

0
𝑒−σ̄ (𝑊𝑠−𝑠𝑊1)𝑚(𝑠,𝑥)𝑑𝑠,

𝑚(𝑠,𝑥) := 𝑒−σ̄𝑠𝑥𝑚̄(𝑠) = 𝑒−σ̄𝑠𝑥𝑚(𝑈1(𝑠)) σ̄2/σ2𝑈1(𝑠) .

3. Покажем, что случайная величина η𝑥 имеет плотность. Рассмотрим на
[0,1] гауссовский процесс 𝐷𝑠 := 𝑊𝑠− 𝑠𝑊1− γ𝑠𝑊1/2, где γ𝑠 := (2𝑠) ∧1− 𝑠. Заметим,
что

E[𝐷𝑠𝑊1/2] = E[(𝑊𝑠 − 𝑠𝑊1 − γ𝑠𝑊1/2)𝑊1/2] = 𝑠 ∧ 1/2 − 𝑠/2 − γ𝑠/2 = 0
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и, следовательно, 𝐷 и𝑊1/2 являются независимыми. Отсюда получаем, что для
любой борелевской ограниченной функции 𝑔

E[𝑔(η𝑥)] = E
[︃∫

𝑔(𝐵𝑥 (𝑣))φ0,1/2(𝑣)𝑑𝑣
]︃
,

где строго положительная 𝐶∞-функция

𝑣 ↦→ 𝐵𝑥 (𝑣) :=
∫ 1

0
𝑒−σ̄ (𝐷𝑠+γ𝑠𝑣)𝑚(𝑠,𝑥)𝑑𝑠

(зависящая от 𝑥 и ω) является строго убывающей, 𝐵𝑥 (−∞) = ∞ и 𝐵𝑥 (∞) = 0.
Обратная функция 𝑦 ↦→ 𝐵−1

𝑥 (𝑦) также является строго убывающей, 𝐵−1
𝑥 (0+) =

∞ и 𝐵−1
𝑥 (∞) = −∞.
Заменяя переменную интегрирования, имеем

E[𝑔(η𝑥)] =
∫ ∞

0
𝑔(𝑦)E

[︄
φ0,1/2(𝐵−1

𝑥 (𝑦))
𝐾𝑥 (𝐵−1

𝑥 (𝑦))

]︄
𝑑𝑦

где

𝐾𝑥 (𝑣) = 𝐵′𝑥 (𝑣) = −σ̄
∫ 1

0
γ𝑠𝑒

−σ̄ (𝐷𝑠+γ𝑠𝑣)𝑚(𝑠,𝑥)𝑑𝑠. (3.10)

Тогда η𝑥 имеет плотность

ρ𝑥 (𝑦) = E

[︄
φ0,1/2(𝐵−1

𝑥 (𝑦))
𝐾𝑥 (𝐵−1

𝑥 (𝑦))

]︄
, 𝑦 > 0.

Отсюда,

𝐽 (𝑢,𝑡) =
∫

E[𝐻 (𝑡,𝑥,𝑢 + η𝑥)]φ0,1(𝑥)𝑑𝑥 =
∫
R2
𝐻 (𝑡,𝑥,𝑦)ρ𝑥 (𝑦 − 𝑢)φ0,1(𝑥)𝑑𝑦𝑑𝑥.

4. Остается показать, что ρ𝑥 (.) принадлежит к классу 𝐶∞ и ее производные
имеют не более, чем экспоненциальный рост, то есть

sup
𝑦

���� 𝜕𝑛𝜕𝑦𝑛 ρ𝑥 (𝑦)���� ⩽ 𝐶𝑛𝑒𝐶𝑛 |𝑥 | . (3.11)

Для функции 𝑓 (𝑥,𝑣) обозначим 𝑓𝑣 (𝑥,𝑣) ее частные производные по переменной
𝑣. Положим

𝑄 (0) (𝑥, 𝑣) :=
φ0,1/2(𝑣)
𝐾𝑥 (𝑣)

, 𝑄 (𝑛) (𝑥, 𝑣) := −𝑄 (𝑛−1)
𝑣 (𝑥, 𝑣) 1

𝐾𝑥 (𝑣)
, 𝑛 ⩾ 1.
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Тогда

𝜕

𝜕𝑦
𝑄 (0) (𝑥, 𝐵−1

𝑥 (𝑦)) = 𝑄
(0)
𝑣 (𝑥,𝐵−1

𝑥 (𝑦))
𝜕𝐵−1

𝑥 (𝑦)
𝜕𝑦

= −
𝑄

(0)
𝑣 (𝑥,𝐵−1

𝑥 (𝑦))
𝐾𝑥 (𝐵−1

𝑥 (𝑦))
= 𝑄 (1) (𝑥, 𝐵−1

𝑥 (𝑦)),

и, следовательно,

𝜕

𝜕𝑦
𝑄 (𝑛−1) (𝑥, 𝐵−1

𝑥 (𝑦)) = −
𝑄

(𝑛−1)
𝑣 (𝑥,𝐵−1

𝑥 (𝑦))
𝐾𝑥 (𝐵−1

𝑥 (𝑦))
= 𝑄 (𝑛) (𝑥, 𝐵−1

𝑥 (𝑦)).

Отсюда следует, что

𝜕𝑛

𝜕𝑦𝑛
𝑄 (0) (𝑥, 𝐵−1

𝑥 (𝑦)) = 𝑄 (𝑛) (𝑥, 𝐵−1
𝑥 (𝑦)).

Заметим, что

𝑄 (𝑛) (𝑥, 𝑣) =
φ0,1/2(𝑣)
𝐾𝑛+1𝑥 (𝑣)

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑃𝑘 (𝑣)𝑅𝑛−𝑘 (𝑥, 𝑣),

где 𝑃𝑘 (𝑣) есть полином степени 𝑘 и 𝑅𝑛−𝑘 (𝑥, 𝑣) есть линейная комбинация про­
изведений производных функции 𝐾𝑥 (𝑣) по переменной 𝑣. Как было показано
выше,

𝑚(𝑠,𝑥) = 𝑒−σ̄𝑠𝑥𝑚(𝑈1(𝑠)) σ̄2/σ2𝑈1(𝑠) = 𝑐 𝑒
−σ̄𝑠𝑥−κ ·𝐿𝑈1 (𝑠) σ̄2/σ2

𝑈1(𝑠) .

Отсюда получаем, что для всех 𝑠 ∈ [0,1] и 𝑥 ∈ R имеем оценки

𝑚∗𝑒
−σ̄ |𝑥 | ⩽ 𝑚(𝑠,𝑥) ⩽ 𝑚∗𝑒 σ̄ |𝑥 |,

где константы 𝑚∗,𝑚∗ > 0 зависят только от |𝑎 | и σ. Положим σ∗ := sup𝑠 σ𝑠,
κ∗ := sup𝑠 |κ𝑠 |, и 𝑊∗

1 := sup𝑠∈[0,1] |𝑊𝑠 |. Заметим, что γ ⩽ 1/2 и

γ𝑛 · 𝐿1 = 2−(𝑛+1)/(𝑛 + 1), 𝑛 ⩾ 1.

Очевидно, что
𝑒−σ

∗(3𝑊∗
1+𝑣) ⩽ 𝑒−σ̄ (𝐷𝑠+γ𝑠𝑣) ⩽ 𝑒σ

∗(3𝑊∗
1+𝑣),

Используя полученные оценки и (3.10), имеем

1

4
σ∗𝑚∗𝑒

−σ∗( |𝑥 |+|𝑣 |+3𝑊∗
1) ⩽ |𝐾𝑥 (𝑣) | ⩽

1

4
σ∗𝑚∗𝑒σ

∗( |𝑥 |+|𝑣 |+3𝑊∗
1),

(σ∗/2)𝑛+1
𝑛 + 2

𝑚∗𝑒
−σ∗( |𝑥 |+|𝑣 |+3𝑊∗

1) ⩽

���� 𝜕𝑛𝜕𝑣𝑛𝐾𝑥 (𝑣)���� ⩽ (σ∗/2)𝑛+1
𝑛 + 1

𝑚∗𝑒σ
∗( |𝑥 |+|𝑣 |+3𝑊∗

1) .
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Отсюда получаем, что существует константа 𝐶𝑛 > 0 такая, что

|𝑄 (𝑛) (𝑥, 𝑣) | ⩽ 𝐶𝑛𝑒𝐶𝑛 |𝑥 | (1 + 𝑣𝑛)𝑒−𝑣2𝑒𝐶𝑛𝑊
∗
1 . (3.12)

Следовательно,

E
[︃
sup
𝑦

|𝑄 (𝑛) (𝑥, 𝐵−1
𝑥 (𝑦)) |

]︃
⩽ E

[︃
sup
𝑣∈R

���𝑄 (𝑛) (𝑥, 𝑣)
���]︃ ⩽ 𝐶𝑛𝑒𝐶𝑛 |𝑥 |E

[︁
𝑒𝐶𝑛𝑊

∗
1
]︁
< ∞

для некоторой 𝐶𝑛 > 0. Тогда для каждого 𝑥 функция (𝜕𝑛/𝜕𝑦𝑛)𝑄 (0) (𝑥, 𝐵−1
𝑥 (𝑦))

ограничена сверху интегрируемой величиной, не зависящей от 𝑦. Отсюда сле­
дует, что 𝑦 ↦→ ρ𝑥 (𝑦) является бесконечно дифференцируемой функцией и

𝜕𝑛

𝜕𝑦𝑛
ρ𝑥 (𝑦) = E

[︃
𝜕𝑛

𝜕𝑦𝑛
𝑄 (0) (𝑥, 𝐵−1

𝑥 (𝑦))
]︃
.

Более того, увеличивая, если необходимо, константу 𝐶𝑛, получаем требуе­
мую оценку (3.11). Так как 𝐵−1

𝑥 (0+) = ∞, из неравенства (3.12) следует, что
𝑄 (𝑛) (𝑥, 𝐵−1

𝑥 (0+)) = 0. Следовательно, (𝜕𝑛/𝜕𝑦𝑛)ρ𝑥 (0) = 0.
Дифференцируя функцию 𝑢 ↦→ 𝐽 (𝑢,𝑡), получаем

𝜕𝑛

𝜕𝑢𝑛
𝐽 (𝑢,𝑡) =

∫ [︃∫
𝐻 (𝑡,𝑥,𝑦) 𝜕

𝑛

𝜕𝑢𝑛
ρ𝑥 (𝑦 − 𝑢)𝑑𝑦

]︃
φ0,1(𝑥)𝑑𝑥.

Лемма доказана. □

3.2.2 Гладкость функции Υ1

Остается показать гладкость функции

Υ1(𝑢) =
∫ 2

0

∫
𝐷0

E
[︁
Φ(𝑌𝑢𝑡 (𝑍) + ξ)

]︁
𝑀 (𝑑𝑍)υ(𝑑𝑡).

Будем считать, что 𝑐 > 0 и ξ < 0. Обозначим ζ := −ξ > 0. Требуемый результат
вытекает из следующего утверждения.

Утверждение 4. Пусть 𝑌𝑢 = 𝑒𝑉 (𝑢 + 𝑐𝑒−𝑉 · 𝐿), где 𝑉 = κ · 𝐿 + σ ·𝑊 , κ, и σ > 0

измеримые функции. Пусть случайная величина ζ > 0 имеет дважды непре­
рывно-дифференцируемую плотность 𝑓 на (0,∞), такую, что 𝑓 ′, 𝑓 ′′ ∈ 𝐿1(R+).
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Тогда φ𝑡 (𝑢) := E
[︁
Φ(𝑌𝑢𝑡 − ζ)

]︁
также дважды непрерывно-дифференцируема по

𝑢 и существует константа 𝐶, зависящая только от κ∗ и σ∗, такая, что

|φ′
𝑡 (𝑢) | ⩽ 𝐶 | | 𝑓 ′| |𝐿1, |φ′′

𝑡 (𝑢) | ⩽ 𝐶 | | 𝑓 ′′| |𝐿1 (3.13)

для всех 𝑡 ∈ [0,2], 𝑢 > 0.

Доказательство. Рассмотрим измеримую функцию 𝐻 : R → [0,1] такую, что
𝐻 = 0 на R− и пусть γ > 0. Определим функцию

ℎ(𝑦) :=
∫
R+

𝐻 (𝑦 − γ𝑤) 𝑓 (𝑤)𝑑𝑤 = (1/γ)
∫
R+

𝐻 (𝑧) 𝑓 ((𝑦 − 𝑧)/γ)𝑑𝑧.

Отсюда следует, что ℎ является дважды непрерывно-дифференцируемой функ­
цией,

ℎ′(𝑦) = (1/γ2)
∫
R
𝐻 (𝑧) 𝑓 ′((𝑦−𝑧)/γ)𝑑𝑧, ℎ′′(𝑦) = (1/γ3)

∫
R
𝐻 (𝑧) 𝑓 ′′((𝑦−𝑧)/γ)𝑑𝑧.

Очевидно, что |ℎ′(𝑦) | ⩽ (1/γ) | | 𝑓 ′| |𝐿1 и |ℎ′′(𝑦) | ⩽ (1/γ2) | | 𝑓 ′′| |𝐿1. Используя опре­
деления 𝑌𝑢 и 𝑉 , получаем, что

φ𝑡 (𝑢) = E[Φ(𝑌𝑢𝑡 − ζ)] = E
[︁
Φ𝑡

(︁
𝑒σ·𝑊𝑡 (𝑢 − 𝑒−σ·𝑊𝑚 · 𝐿𝑡) − 𝑒−κ ·𝐿𝑡 ζ

)︁ ]︁
,

где Φ𝑡 (𝑦) := Φ(𝑒κ ·𝐿𝑡 𝑦), 𝑚 := 𝑐𝑒−κ ·𝐿𝑡 . Тогда,

φ𝑡 (𝑢) =
∫
R
E
[︁
Φ𝑡

(︁
𝑒σ·𝑊𝑡 (𝑢 − 𝑒−σ·𝑊𝑚 · 𝐿𝑡) − 𝑒−κ ·𝐿𝑡𝑤

)︁ ]︁
𝑓 (𝑤)𝑑𝑤.

Рассмотрим на R+ строго возрастающую функцию 𝐴 := σ2 · 𝐿 с обратной
к ней функцией 𝐴−1 и заметим, что распределение процесса σ ·𝑊 совпадает с
распределением процесса 𝑊𝐴. Заменяя переменную в интеграле по 𝐿, получаем
𝑒𝑊𝐴𝑚 · 𝐿𝑡 = 𝑒𝑊𝑚̃ · 𝐿𝐴𝑡 где 𝑚̃(𝑟) := 𝑚(𝐴−1

𝑟 )/σ2
𝐴−1
𝑟

.
Следовательно,

E
[︁
Φ𝑡

(︁
𝑒σ·𝑊𝑡 (𝑢 − 𝑒−σ·𝑊𝑚 · 𝐿𝑡) − 𝑒−κ ·𝐿𝑡𝑤

)︁ ]︁
= E

[︁
Φ𝑡

(︁
𝑒𝑊𝐴𝑡 (𝑢 − 𝑒−𝑊𝑚̃ · 𝐿𝐴𝑡 ) − 𝑒−κ ·𝐿𝑡𝑤

)︁ ]︁
.

Замена переменной 𝑠 → 𝑠𝑡/𝐴𝑡 приводит к интегрированию по промежутку [0,𝑡]
вместо [0,𝐴𝑡] и правая часть выражения выше равна

E
[︁
Φ𝑡

(︁
𝑒

√
𝐴𝑡/𝑡𝑊𝑡 (𝑢 − 𝑒−

√
𝐴𝑡/𝑡𝑊𝑚̄𝑡 · 𝐿𝑡) − 𝑒−κ ·𝐿𝑡𝑤

)︁ ]︁
, (3.14)

где 𝑚̄𝑡 (𝑠) := 𝑚̃(𝐴𝑡𝑠)𝐴𝑡 = 𝑚(𝑈𝑡 (𝑠))𝐴𝑡/σ2𝑈𝑡 (𝑠) и 𝑈𝑡 (𝑠) := 𝐴−1
𝐴𝑡 𝑠

.
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Заметим, что

𝑒−
√
𝐴𝑡/𝑡𝑊𝑚̄𝑡 · 𝐿𝑡 :=

∫ 𝑡

0
𝑒−
√
𝐴𝑡/𝑡𝑊𝑠𝑚̄𝑡 (𝑠)𝑑𝑠.

Распределение процесса (𝑊𝑠)𝑠∈[0,𝑡] при условии 𝑊𝑡 = 𝑥 совпадает с распре­
делением процесса 𝑊𝑠 + (𝑠/𝑡) (𝑥 − 𝑊𝑡), 𝑠 ∈ [0,𝑡]. Следовательно, (3.14) может
быть представлено как

1
√
𝑡

∫
R
𝐻 (𝑢 − γ𝑡,𝑥𝑤)φ0,1(𝑥/

√
𝑡)𝑑𝑥,

где 𝐻 (𝑦) = 𝐻𝑡,𝑥 (𝑦) := E[Φ𝑡 (𝑒
√
𝐴𝑡/𝑡𝑥 (𝑦 − η𝑡,𝑥)], γ𝑡,𝑥 := 𝑒−κ ·𝐿𝑡−

√
𝐴𝑡/𝑡𝑥,

η𝑡,𝑥 :=

∫ 𝑡

0
𝑒−
√
𝐴𝑡/𝑡 (𝑊𝑠−(𝑠/𝑡)𝑊𝑡 )𝑚𝑡,𝑥 (𝑠)𝑑𝑠, 𝑚𝑡,𝑥 (𝑠) := 𝑒(𝑠/𝑡)𝑥−

√
𝐴𝑡/𝑡𝑥𝑚̄𝑡 (𝑠).

Отсюда,

φ𝑡 (𝑢) =
1
√
𝑡

∫
R

[︃∫
R
𝐻 (𝑢 − γ𝑡,𝑥𝑤) 𝑓 (𝑤)𝑑𝑤

]︃
φ0,1(𝑥/

√
𝑡)𝑑𝑥.

Обозначим ℎ(𝑢) = ℎ𝑡,𝑥 (𝑢) := E[𝐻 (𝑢 − γ𝑡,𝑥ζ)]. Тогда ℎ является дважды
непрерывно-дифференцируемой и существует такая константа 𝐶, что для всех
𝑡 ∈ [0,2] и всех 𝑥

|ℎ′(𝑢) | ⩽ (1/γ𝑡,𝑥) | | 𝑓 ′| |𝐿1 ⩽ 𝐶𝑒𝐶 |𝑥 | | | 𝑓 ′| |𝐿1,
|ℎ′′(𝑢) | ⩽ (1/γ2𝑡,𝑥) | | 𝑓 ′′| |𝐿1 ⩽ 𝐶𝑒𝐶 |𝑥 | | | 𝑓 ′′| |𝐿1 .

Так как

1
√
𝑡

∫
R
𝑒𝐶 |𝑥 |φ0,1(𝑥/

√
𝑡)𝑑𝑥 =

∫
R
𝑒𝐶

√
𝑡 |𝑥 |φ0,1(𝑥)𝑑𝑥 ⩽

∫
R
𝑒2𝐶 |𝑥 |φ0,1(𝑥)𝑑𝑥 < ∞,

полуачаем, что функция φ𝑡 (𝑢) дважды непрерывно-дифференцируема по 𝑢 и
выполнены оценки (3.13). □

Замечание 8. Небольшие изменения в данном доказательстве позволяют
получить гладкость вероятности неразорения в модели страхования жизни
(𝑐 < 0, ξ > 0), а также в модели со скачками в обе стороны.
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3.3 Интегро-дифференциальное уравнение

Вывод интегро-дифференциального уравнения основан на применении
формулы Ито и марковского свойства. Справедливо следующее утверждение
.

Утверждение 5. Предположим, что Φ = (Φ0,Φ1, . . . ,Φ𝐾−1) ∈ 𝐶2. Тогда,

1

2
σ2𝑖 𝑢

2Φ′′
𝑖 (𝑢) + (𝑎𝑖𝑢 + 𝑐)Φ′

𝑖 (𝑢) + IΦ𝑖 (𝑢) +
∑︁
𝑗∈𝐸

λ𝑖 𝑗Φ 𝑗 (𝑢), 𝑖 ∈ 𝐸, (3.15)

где

IΦ𝑖 (𝑢) = α
∫

(Φ𝑖 (𝑢 + 𝑥) −Φ𝑖 (𝑢))𝐹ξ (𝑑𝑥) = α
∫
Φ𝑖 (𝑢 + 𝑥)𝐹ξ (𝑑𝑥) − αΦ𝑖 (𝑢).

Доказательство. Пусть ℎ > 0 и ε > 0 такие, что 𝑢 ∈ [ε, ε−1] ⊂ (0,1). Опуская,
как обычно, индекс 𝑖, определим момент остановки

τεℎ := inf
{︁
𝑡 ⩾ 0: 𝑋𝑡 ∉ [ε,,ε−1]

}︁
∧ 𝑇1 ∧ τ1 ∧ ℎ.

Применяя формулу Ито к функции Φ и семимартингалу (𝑋,θ) = (𝑋𝑢,𝑖,θ𝑖),
получаем

Φθ𝑡 (𝑋𝑡) = Φ𝑖 (𝑢) +Φ′
θ−
(𝑋−)σ ·𝑊𝑡 +LΦθ (𝑋) · 𝐿𝑡 +

∑︁
𝑠⩽𝑡

(︁
Φθ𝑠 (𝑋𝑠) −Φθ𝑠− (𝑋𝑠−)

)︁
, (3.16)

где

LΦθ (𝑋) :=
1

2
σ2θ𝑋

2Φ′′
θ (𝑋) + (𝑎θ𝑋 + 𝑐)Φ′

θ (𝑋), Σ𝑡 :=
∑︁
𝑠⩽𝑡

(︁
Φθ𝑠 (𝑋𝑠) −Φθ𝑠− (𝑋𝑠−)

)︁
.

В силу независимости процессов 𝑃 и θ, получаем

Σ𝑡 =

∫ 𝑡

0

∫
R
(Φθ𝑠− (𝑋𝑠− + 𝑥) −Φθ𝑠− (𝑋𝑠−))π(𝑑𝑠,𝑑𝑥)

+
∫ 𝑡

0

∑︁
𝑘∈E

(Φ𝑘 (𝑋𝑠−) −Φθ𝑠− (𝑋𝑠−))𝑝(𝑑𝑠,𝑘).

Заменим в (3.16) 𝑡 на τε
ℎ

и проинтегрируем обе части уравнения. Справед­
ливы следующие утверждения.

– В силу строго марковского свойства Φ𝑖 (𝑢) = EΦτε
ℎ
(𝑋τε

ℎ
) (заметим, что

Φ𝑖 (𝑢) = 0 при 𝑢 ⩽ 0).
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– Для любого ε > 0, функции под знаком интеграла ограничены сверху
на промежутке [0,τε

ℎ
(ω)], и, следовательно, математическое ожидание

стохастического интеграла по винеровскому процессу равно 0.
– Так как τε

ℎ
⩽ τ1, можем заменить в интегралах θ𝑠− на 𝑖. Кроме того,

τε
ℎ
= ℎ для достаточно малого ℎ.

Заметим, что

E
∫ τε

ℎ

0

∫
(Φ𝑖 (𝑋𝑠−+𝑥)−Φ𝑖 (𝑋𝑠−))π(𝑑𝑠,𝑑𝑥) = E

∫ τε
ℎ

0

∫
(Φ𝑖 (𝑋𝑠−+𝑥)−Φ𝑖 (𝑋𝑠−))𝑑𝑠Π(𝑑𝑥),

E
∫ τε

ℎ

0

∑︁
𝑗∈𝐸\{𝑖}

Φ 𝑗 (𝑋𝑠− −Φ𝑖 (𝑋𝑠−))𝑝(𝑑𝑠, 𝑗) = E
∫ τε

ℎ

0

∑︁
𝑗∈𝐸

Φ 𝑗 (𝑋𝑠−))λ𝑖 𝑗𝑑𝑠.

Отсюда, получаем уравнение

E
∫ τε

ℎ

0

(︄
LΦ𝑖 (𝑋𝑠)+

∫
(Φ𝑖 (𝑋𝑠+𝑥)−Φ𝑖 (𝑋𝑠))𝐹ξ (𝑑𝑥)+

∑︁
𝑗∈𝐸

(Φ 𝑗 (𝑋𝑠)−Φ𝑖 (𝑋𝑠))λ𝑖 𝑗

)︄
𝑑𝑠 = 0.

Деля обе части уравнения на ℎ и устремляя ℎ ↓ 0, получаем требуемое.
□

Замечание 9. Полуенное уравнение является однородным и справедливо так­
же для вероятности разорения Ψ(𝑢) = 1 −Φ(𝑢).

Рассмотрим случай экспоненциально распределенных скачков, то есть
𝐹ξ (𝑑𝑥) = (1/μ)𝑒𝑥/μI{𝑥<0}𝑑𝑥 и случайная величина −ξ имеет экспоненциальное
распределение. Тогда вероятность неразорения Φ ∈ 𝐶2((0,∞)). Заметим, что∫ 0

−∞
Φ𝑖 (𝑥 + 𝑢)𝐹ξ (𝑑𝑥) =

1

μ

∫ ∞

0
Φ𝑖 (𝑢 − 𝑥)μ𝑒−𝑥/μ𝑑𝑥 =

1

μ

∫ 𝑢

0
Φ𝑖 (𝑢 − 𝑥)𝑒−𝑥/μ𝑑𝑥.

Принимая в расчет, что

𝑑

𝑑𝑢

∫ 𝑢

0
Φ𝑖 (𝑢 − 𝑥)𝑒−𝑥/μ𝑑𝑥 = Φ𝑖 (𝑢) −

1

μ

∫ 𝑢

0
Φ𝑖 (𝑢 − 𝑥)𝑒−𝑥/μ𝑑𝑥

получаем соотношение

𝑑

𝑑𝑢
IΦ𝑖 (𝑢) = −1

μ
IΦ𝑖 (𝑢) − αΦ′

𝑖 (𝑢).

Дифференцируя ИДУ (3.15) и добавляя к полученному результату урав­
нение (3.15), домноженное на μ, получаем ОДУ третьего порялдка

Φ′′′
𝑖 − 𝑝𝑖 (𝑢)Φ′′

𝑖 + 𝑞𝑖 (𝑢)Φ′
𝑖 +

2

μσ2
𝑖

1

𝑢2

∑︁
𝑗∈𝐸

λ𝑖 𝑗Φ
′
𝑗 (𝑢) −

2

μσ2
𝑖

1

𝑢2

∑︁
𝑗∈𝐸

λ𝑖 𝑗Φ 𝑗 (𝑢) = 0,
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где

𝑝𝑖 (𝑢) :=
1

μ
− 2

(︂
1 + 𝑎𝑖

σ2
𝑖

)︂ 1
𝑢
− 2𝑐

σ2
𝑖

1

𝑢2
, 𝑞𝑖 (𝑢) := − 2𝑎𝑖

μσ2
𝑖

1

𝑢
+ (𝑎𝑖 − α − 𝑐/μ) 2

σ2
𝑖

1

𝑢2
.
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Глава 4. Вероятность разорения в общей модели с инвестициями на
конечном временном интервале

Эта глава посвящена исследованию вероятности разорения на конечном
временном интервале для общей модели Орнштейна-Уленбека. Показано, что
вероятность разорения является непрерывной функцией времени и начального
капитала. Получено ИДУ в частных производных, понимамаемое в вязкостном
смысле. Показано, что вероятность разорения является решением данного ИДУ.
Доказана теорема единственности, утверждающая, что два непрерывных вяз­
костных решения совпадают, если они имеют одинаковое поведение на границе.

4.1 Описание модели

Пусть на вероятностном пространстве (Ω,F ,F = (F𝑟)𝑟⩾0,P) заданы два
независимых процесса Леви 𝑅 и 𝑃 с триплетами (𝑎,σ2,Π) и (𝑎𝑃,σ2𝑃,Π𝑃), допус­
кающие, соответственно, представления

𝑅𝑡 = 𝑎𝑡 + σ𝑊𝑡 + 𝑥𝐼{|𝑥 |⩽1} ∗ (μ − ν)𝑡 + 𝑥𝐼{|𝑥 |>1} ∗ μ𝑡 (4.1)

и
𝑃𝑡 = 𝑎𝑃𝑡 + σ𝑃𝑊𝑃

𝑡 + 𝑥𝐼{|𝑥 |⩽1} ∗ (μ𝑃 − ν𝑃)𝑡 + 𝑥𝐼{|𝑥 |>1} ∗ μ𝑃𝑡 , (4.2)

где μ и μ𝑃 — меры скачков, ν(𝑑𝑡,𝑑𝑥) = Π(𝑑𝑥)𝑑𝑡 и ν𝑃 (𝑑𝑡,𝑑𝑥) = Π𝑃 (𝑑𝑥)𝑑𝑡, 𝑊
и 𝑊𝑃 — винеровские процессы. Обозначим через 𝑅𝑑 и 𝑃𝑑 чисто разрывные
мартингальные компоненты 𝑅 и 𝑃, то есть процессы

𝑅𝑑 := 𝑥𝐼{|𝑥 |⩽1} ∗ (μ − ν), 𝑃𝑑 := 𝑥𝐼{|𝑥 |⩽1} ∗ (μ𝑃 − ν𝑃).

Рассмотрим процесс 𝑋 = 𝑋 𝑡,𝑢, определённый на интервале [𝑡,∞),

𝑋 𝑡,𝑢𝑟 = 𝑢 +
∫
(𝑡,𝑟]

𝑋 𝑡,𝑢𝑠− 𝑑𝑅𝑠 + 𝑃𝑟 − 𝑃𝑡 . (4.3)

В традиционной дифференциальной форме процесс можно записать как

𝑑𝑋 𝑡,𝑢𝑟 = 𝑋 𝑡,𝑢𝑟− 𝑑𝑅𝑟 + 𝑑𝑃𝑟 , 𝑋
𝑡,𝑢
𝑡 = 𝑢. (4.4)
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Будем считать, что Π((∞, − 1]) = 0, то есть стохастическая экспонента
𝑆𝑡 := E(𝑅) строго положительна (п.н.).

В актуарном контексте 𝑋 𝑡,𝑢 — это процесс, описывающий эволюцию ре­
зерва страховой компании, начинающей свою деятельность в момент времени
𝑡 > 0 с начальным капиталом 𝑢 > 0, имеющей горизонт времени 𝑇 > 𝑡 и инве­
стирующей весь свой резерв в рисковый актив с процессом цены 𝑆, заданным
СДУ 𝑑𝑆 = 𝑆−𝑑𝑅, 𝑆0 = 1. Другими словами, 𝑆 — геометрический процесс Леви.
В частном случае, когда 𝑅 — винеровский процесс со сносом, 𝑆 является гео­
метрическим броуновским движением. Также, в случае классической модели
Крамера-Лундберга, процесс 𝑃, описывающий деятельность страховой компа­
нии, является составным пуассоновским процессом со сносом

𝑃𝑟 = 𝑐𝑟 +
𝑁𝑟∑︁
𝑖=1

ξ𝑖,

где 𝑁 — пуассоновский процесс, независимый от последовательности н.о.р.с.в.
ξ𝑖.

Определим при 𝑢 > 0 функцию Ψ(𝑡,𝑢) = Ψ(𝑡,𝑢,𝑇) = P[τ𝑡,𝑢 < 𝑇] — веро­
ятность выхода 𝑋 𝑡,𝑢 из (0,∞) до момента 𝑇 . В актуарной терминологии Ψ(0,𝑢)
есть вероятность разорения на временном интервале [0,𝑇] страховой компании,
начинающей деятельность в момент 𝑡 = 0 с начальным капиталом 𝑢. В случае
𝑇 = ∞ приходим к определнеию вероятности разорения Ψ(0,𝑢;∞) на бесконеч­
ном интервале.

Определим следующие интегральные и дифференциальные операторы.
Пусть L := L𝑑

𝑅
+ L𝑖

𝑃
+ L𝑑

𝑅
+ L𝑖

𝑃
, где

L𝑑
𝑅Ψ(𝑡,𝑢) :=

1

2
σ2𝑢2Ψ𝑢𝑢 (𝑡,𝑢) + 𝑎𝑢Ψ𝑢 (𝑡,𝑢), (4.5)

L𝑖
𝑅Ψ(𝑡,𝑢) :=

∫ (︂
Ψ

(︁
𝑡,𝑢(1 + 𝑧)

)︁
− Ψ(𝑡,𝑢) − Ψ𝑢 (𝑡,𝑢)𝑢𝑧𝐼{|𝑧 |⩽1}

)︂
Π(𝑑𝑧), (4.6)

L𝑑
𝑃Ψ(𝑡,𝑢) :=

1

2
σ2𝑃Ψ𝑢𝑢 (𝑡,𝑢) + 𝑎𝑃Ψ𝑢 (𝑡,𝑢), (4.7)

L𝑖
𝑃Ψ(𝑡,𝑢) :=

∫ (︁
Ψ(𝑡,𝑢 + 𝑧) − Ψ(𝑡,𝑢) − Ψ𝑢 (𝑡,𝑢)𝑧𝐼{|𝑧 |⩽1}

)︁
Π𝑃 (𝑑𝑧). (4.8)

Обозначим через 𝐶1,2
𝑏

(𝑡,𝑢) множество ограниченных непрерывных функ­
ций 𝑓 : [0,𝑇] × R → R, непрерывно дифференцируемых по временной
переменной и дважды непрерывно дифференцируемых по фазовой перемен­
ной в некоторой окрестности точки (𝑡,𝑢) ∈ (0,𝑇) × (0,∞) и равных нулю для
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𝑢 ∈ (−∞,0]. Отметим, что для 𝑓 ∈ 𝐶1,2
𝑏

(𝑡,𝑢) значения L𝑅 𝑓 (𝑡,𝑢) и L𝑃 𝑓 (𝑡,𝑢) опре­
делены корректно.

Функция Ψ : [0,𝑇] × R → [0,1] называется вязкостным суперрешением,
если для каждой точки (𝑡,𝑢) ∈ (0,𝑇) × (0,∞) и каждой функции 𝑓 ∈ 𝐶1,2

𝑏
(𝑡,𝑢)

такой, что 𝑓 (𝑡,𝑢) = Ψ(𝑡,𝑢) и 𝑓 ⩽ Ψ, выполняется неравенство

𝑓𝑡 (𝑡,𝑢) + L 𝑓 (𝑡,𝑢) ⩽ 0.

Функция Ψ : [0,𝑇] ×R → [0,1] называется вязкостным субрешением, если для
каждой точки (𝑡,𝑢) ∈ (0,𝑇) × (0,∞) и каждой функции 𝑓 ∈ 𝐶1,2

𝑏
(𝑡,𝑢) такой, что

𝑓 (𝑡,𝑢) = Ψ(𝑡,𝑢) и 𝑓 ⩾ Ψ, выполняется неравенство

𝑓𝑡 (𝑡,𝑢) + L 𝑓 (𝑡,𝑢) ⩾ 0.

Функция Ψ : [0,𝑇] × R → [0,1] является вязкостным решением, если Ψ одно­
временно является вязкостным супер- и субрешением.

Наконец, функция Ψ ∈ 𝐶1,2
𝑏

( [0,𝑇] × [0,∞]) называется классическим су­
перрешением, если неравенство (𝜕/𝜕𝑡 + L)Ψ ⩽ 0 выполняется на (0,𝑇) × (0,∞).

Согласно нашим определениям, вероятность разорения Ψ(𝑡,𝑢) = 1 для
𝑢 ⩽ 0, 𝑡 < 𝑇 . Однако, может оказаться, что Ψ(𝑡,0+) < 1.

4.2 Вероятность разорения как вязкостное решение

Покажем, что вероятность разорения Ψ(𝑡,𝑢) является вязкостным реше­
нием ИДУ с частными производными параболического типа.

Теорема 4. Функция Ψ(𝑡,𝑢) на [0,𝑇] × (0,∞) является вязкостным решением
интегро-дифференциального уравнения в частных производных

Ψ𝑡 (𝑡,𝑢) + LΨ(𝑡,𝑢) = 0. (4.9)

Справедливость данного результата напрямую вытекает из следующих
двух лемм.

Лемма 5. Вероятность разорения Ψ как функция (𝑡,𝑢) является вязкостным
суперрешением.
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Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶1,2
𝑏

(𝑡,𝑢) такова, что 𝑓 (𝑡,𝑢) = Ψ(𝑡,𝑢) и 𝑓 ⩽ Ψ на
[0,𝑇] × R. Возьмём ε ∈ (0,𝑢/2) и ℎ ∈ (0,𝑇 − 𝑡) такие, что прямоугольник [𝑡,𝑡 +
ℎ] × [𝑢− ε,𝑢+ ε] лежит внутри окрестности, в которой функция 𝑓 принадлежит
классу 𝐶1,2.

Пусть 𝑀 = (𝑀𝑠)𝑠⩾𝑡 — локальный мартингал с

𝑑𝑀𝑠 = 𝑑𝑋
𝑐
𝑠 + 𝑋𝑠−𝑑𝑅𝑑𝑠 + 𝑑𝑃𝑑𝑠 , 𝑀𝑡 = 0,

где 𝑋𝑐 — непрерывная мартингальная компонента 𝑋,

𝑑𝑋𝑐𝑠 := σ𝑋𝑠−𝑑𝑊𝑠 + σ𝑃𝑑𝑊𝑃
𝑠 , 𝑑⟨𝑋𝑐⟩𝑠 = σ2𝑋2

𝑠 𝑑𝑠 + σ2𝑃𝑑𝑠,

а 𝑅𝑑 и 𝑃𝑑 есть чисто разрывные мартингальные компоненты процессов 𝑅 и 𝑃.
Определим момент остановки τℎ = τεℎ ⩽ 𝑡 + ℎ следующим образом:

τℎ := inf
{︁
𝑠 > 𝑡 : 𝑋 𝑡,𝑢𝑠 ∉ [𝑢 − ε ,𝑢 + ε]

}︁
∧ inf{𝑠 > 𝑡 : |𝑀𝑠 | ⩾ 1} ∧ (𝑡 + ℎ).

Применяя формулу Ито в стандартной форме к семимартингалу 𝑋 = 𝑋 𝑡,𝑢, по­
лучаем:

𝑓 (τℎ,𝑋τℎ) = 𝑓 (𝑡,𝑢) +
∫
(𝑡,τℎ]

𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−)𝑑𝑋𝑠 +
∫
(𝑡,τℎ]

𝑓𝑡 (𝑠,𝑋𝑠−)𝑑𝑠

+1
2

∫
(𝑡,τℎ]

𝑓𝑢𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−)𝑑⟨𝑋𝑐𝑠 ⟩

+
∑︁

𝑠∈(𝑡,τℎ]

(︁
𝑓 (𝑠,𝑋𝑠− + Δ𝑋𝑠) − 𝑓 (𝑠,𝑋𝑠−) − 𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−)Δ𝑋𝑠

)︁
.

Представляя интеграл по 𝑑𝑋 в виде∫
(𝑡,τℎ]

𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−)𝑑𝑀𝑠 +
∫
(𝑡,τℎ]

𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−) (𝑎𝑋𝑠− + 𝑎𝑃)𝑑𝑠 + 𝐽𝑅 + 𝐽𝑃,

где

𝐽𝑅 :=

∫
(𝑡,τℎ]

∫
𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−)𝑋𝑠−𝑧𝐼{|𝑧 |>1}μ(𝑑𝑠,𝑑𝑧),

𝐽𝑃 :=

∫
(𝑡,τℎ]

∫
𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−)𝑧𝐼{|𝑧 |>1}μ𝑃 (𝑑𝑠,𝑑𝑧).

и сумму скачков в виде∫
(𝑡,τℎ]

∫ (︂
𝑓
(︁
𝑠,𝑋𝑠−(1 + 𝑧)

)︁
− 𝑓 (𝑠,𝑋𝑠−) − 𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−)𝑋𝑠−𝑧𝐼{|𝑧 |⩽1}

)︂
μ(𝑑𝑠,𝑑𝑧)

+
∫
(𝑡,τℎ]

∫ (︁
𝑓 (𝑠,𝑋𝑠− + 𝑧) − 𝑓 (𝑠,𝑋𝑠−) − 𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−)𝑧𝐼{|𝑧 |⩽1}

)︁
μ𝑃 (𝑑𝑠,𝑑𝑥) − 𝐽𝑅 − 𝐽𝑃,
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перепишем правую часть формулы Ито в виде

𝑓 (𝑡,𝑢) +
∫
(𝑡,τℎ]

𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−) (𝑑𝑋𝑐𝑠 + 𝑋𝑠−𝑑𝑅𝑑 + 𝑑𝑃𝑑)

+
∫
(𝑡,τℎ]

(︂
𝑓𝑡 (𝑠,𝑋𝑠−) + 𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−) (𝑎𝑋𝑠− + 𝑎𝑃) +

1

2
𝑓𝑢𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−) (σ2𝑋2

𝑠− + σ2𝑃)
)︂
𝑑𝑠

+
∫
(𝑡,τℎ]

∫ (︁
𝑓 (𝑠,𝑋𝑠−(1 + 𝑧)) − 𝑓 (𝑠,𝑋𝑠−) − 𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−)𝑋𝑠−𝑧𝐼{|𝑧 |⩽1}

)︁
μ(𝑑𝑠,𝑑𝑧)

+
∫
(𝑡,τℎ]

∫ (︁
𝑓 (𝑠,𝑋𝑠− + 𝑧) − 𝑓 (𝑠,𝑋𝑠−) − 𝑓𝑢 (𝑠,𝑋𝑠−)𝑧𝐼{|𝑧 |⩽1}

)︁
μ𝑃 (𝑑𝑠,𝑑𝑧)

Взяв математическое ожидание, получаем:

E[ 𝑓 (τℎ,𝑋τℎ)] = 𝑓 (𝑡,𝑢) + E
[︃ ∫ τℎ

𝑡

(︁
𝑓𝑡 (𝑠,𝑋𝑠) + L(𝑠,𝑋𝑠))𝑑𝑠

]︃
.

Напомним, что 𝑓 (𝑡,𝑢) = Ψ(𝑡,𝑢) и 𝑓 ⩽ Ψ. Кроме того, заметим, что

Ψ(𝑡,𝑢) = E[Ψ(τℎ,𝑋 𝑡,𝑢τℎ )]

в силу строгого марковского свойства для процесса 𝑋.Таким образом, получаем
неравенство

E
[︃ ∫ τℎ

𝑡

(︁
𝑓𝑡 (𝑠,𝑋𝑠) + L 𝑓 (𝑠,𝑋𝑠)

)︁
𝑑𝑠

]︃
⩽ 0.

Почти наверное τℎ(ω) = 𝑡 + ℎ при достаточно малых ℎ (порог, для которого это
равенство выполняется, зависит от ω). Используя теорему Лебега о мажориру­
емой сходимости, получаем:

𝑓𝑡 (𝑡,𝑢) + L 𝑓 (𝑡,𝑢) = lim
ℎ↓0

1

ℎ
E
[︃ ∫ τℎ

𝑡

(︁
𝑓𝑡 (𝑠,𝑋𝑠) + L 𝑓 (𝑠,𝑋𝑠)

)︁
𝑑𝑠

]︃
⩽ 0,

что и доказывает лемму. □

Лемма 6. Функция Ψ является вязкостным субрешением.

Доказательство. Применяя напрямую рассуждения из леммы 5, заменяя нера­
венство на 𝑓 ⩾ Ψ, получаем требуемое. □

Замечание 10. Если функция Ψ ∈ 𝐶1,2, то уравнение Ψ𝑡 (𝑡,𝑢) + LΨ(𝑡,𝑢) = 0

выполняется в классическом смысле.

Замечание 11. В дальнейшем будет показано, что вероятность неразорения
(эквивалентно, вероятность разорения) является непрерывной функцией на
[0,𝑇] × (0,∞).
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4.3 Единственность вязкостного решения

Данный раздел посвящен доказательству единственности вязкостного
решения при определенных условиях на границе рассматриваемой области.
Первый этап состоит в введении понятия суб- и суперджетов, позволяющих рав­
номерно приблизить произвольную непрерывную функцию достаточно гладкой
тестовой функцией.

4.3.1 Параболические джеты

Пусть 𝑓 и 𝑔 — функции, определённые в окрестности нуля R2. Обозначая
через (ℎ1,ℎ2) произвольную точку из R2, введем следующее обозначение:

𝑓 (.) ⪅ 𝑔(.),

если 𝑓 (ℎ1,ℎ2) ⩽ 𝑔(ℎ1,ℎ2) + 𝑜( |ℎ1 | + |ℎ2 |2) при |ℎ| → 0. Аналогичным образом
определим

𝑓 (.) ⪆ 𝑔(.)

и, соответственно, 𝑓 (.) ≈ 𝑔(.).
Для (𝑏,𝑝,𝐴) ∈ R2 × R+ рассмотрим функцию

𝑄𝑏,𝑝,𝐴(𝑡,𝑥) := 𝑏𝑡 + 𝑝𝑥 + (1/2)𝐴𝑥2, (𝑡,𝑥) ∈ R2,

линейную по 𝑡 и квадратичную по 𝑥. Определим параболические супер- и субд­
жеты произвольной функции 𝑣 в точке (𝑡,𝑥) ∈ 𝐾 := (0,𝑇) × (0,∞):

P+𝑣(𝑡,𝑥) := {(𝑏,𝑝,𝐴) ∈ R3 : 𝑣((𝑡,𝑥) + .) ⪅ 𝑣(𝑡,𝑥) +𝑄𝑏,𝑝,𝐴(.)},
P−𝑣(𝑡,𝑥) := {(𝑏,𝑝,𝐴)) ∈ R3 : 𝑣((𝑡,𝑥) + .) ⪆ 𝑣(𝑡,𝑥) +𝑄𝑏,𝑝,𝐴(.)}.

Следующая лемма утверждает, что для 𝑣 ∈ 𝐶 (𝐾) и любого элемента
(𝑏,𝑝,𝐴) ∈ P+𝑣(𝑡,𝑥), где (𝑡,𝑥) ∈ 𝐾, существует тестовая функция 𝑓 , мажорирую­
щая 𝑣 на 𝐾 и равномерно близкая к 𝑣, имеющая в точке (𝑡,𝑥) то же значение, что
и 𝑣, принадлежащая 𝐶1,2 в окрестности (𝑡,𝑥) и имеющая в этой точке первую
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производную по 𝑡, равную 𝑏, и первую и вторую производные по 𝑥, равные, соот­
ветственно, 𝑝 и 𝐴. Более того, 𝑓 = 𝑣 вне любой сколь угодно малой окрестности
(𝑡,𝑥).

Лемма 7. Пусть 𝑣 ∈ 𝐶 (𝐾), (𝑡,𝑥) ∈ 𝐾 и (𝑏,𝑝,𝐴) ∈ P+𝑣(𝑡,𝑥). Тогда для любых
ε,δ ∈ (0,1] существует 𝑟 > 0, зависящее от ε, а также функция 𝑓 ∈ 𝐶1,2(𝑡,𝑥),
зависящая от ε и δ, со следующими свойствами:

(𝑖) 𝑓 (𝑡,𝑥) = 𝑣(𝑡,𝑥), 𝑓𝑡 (𝑡,𝑥) = 𝑏, 𝑓𝑥 (𝑡,𝑥) = 𝑝, 𝑓𝑥𝑥 (𝑡,𝑥) = 𝐴;

(𝑖𝑖) 𝑣 ⩽ 𝑓 ⩽ 𝑣 + ε на 𝐾;

(𝑖𝑖𝑖) 𝑓 ((𝑡,𝑥)+ℎ) = 𝑣(𝑡,𝑥)+𝑄𝑏,𝑝,𝐴(ℎ)+ρ(ℎ) для ℎ ∈ O𝑟 (0,0), где 𝐶1,2-функция
ρ : R2 → R с компактным носителем такова, что

lim
|ℎ|→0

ρ(ℎ)
|ℎ1 | + |ℎ2 |2

= 0, (4.10)

(𝑖𝑣) 𝑓 = 𝑣 на множестве 𝐾 \ O𝑟 ′ (𝑡,𝑥), где 𝑟′ := 𝑟 + δ.

Доказательство. Возьмём 𝑟 ∈ (0,1) так, что шар O2𝑟 (𝑡,𝑥) с центром в точке
(𝑡, 𝑥) и радиусоv 2𝑟 лежит внутри 𝐾. По определению P+𝑣(𝑡,𝑥),

𝜚(ℎ) := 𝑣((𝑡,𝑥) + ℎ) − 𝑣(𝑡,𝑥) −𝑄𝑏,𝑝,𝐴(ℎ) ⩽ ( |ℎ1 | + |ℎ2 |2)φ(ℎ),

где φ(ℎ) → 0 при ℎ → 0. Рассмотрим на O2𝑟 (0,0) ∩ R2
+ функцию

ˆ︁φ(𝑢) := sup
{ℎ: |ℎ1 |⩽𝑢1,|ℎ2 |⩽𝑢2}

𝜚+(ℎ)
|ℎ1 | + |ℎ2 |2

⩽ sup
{ℎ: |ℎ1 |⩽𝑢1,|ℎ2 |⩽𝑢2}

φ+(𝑢),

где φ+ = max(φ, 0). Очевидно, что ˆ︁φ непрерывна, возрастает по 𝑢1 и 𝑢2, иˆ︁φ(𝑢) → 0 при 𝑢 → 0. Продолжим ˆ︁φ до положительной непрерывной функции
на R2

+ с ˆ︁φ(𝑢) = 0 при |𝑢 | ⩾ 1 и сопоставим ей функцию Υ : R2
+ → R+, положив

Υ(𝑢) = Υ(𝑢1,𝑢2) :=
∫ 2𝑢1

𝑢1

ˆ︁φ(ξ,𝑢2)𝑑ξ + 2

3

∫ 2𝑢2

𝑢2

∫ 2η

η

ˆ︁φ(𝑢1,ξ)𝑑ξ𝑑η.
Тогда

(𝑢1 + 𝑢22)ˆ︁φ(𝑢) ⩽ Υ(𝑢) ⩽ (𝑢1 + 𝑢22)ˆ︁φ(4𝑢).
Отсюда следует, что функция ρ : ℎ ↦→ Υ( |ℎ1 |,|ℎ2 |) имеет компактный носитель,
принадлежит 𝐶1,2(O𝑟 (0,0)), обращается в ноль в начале координат вместе с
частными производными первого порядка по ℎ1 и ℎ2 и второй частной произ­
водной по ℎ2. Для ℎ ∈ O𝑟 (0,0) имеем:

𝑣((𝑡,𝑥) + ℎ) − 𝑣(𝑡,𝑥) −𝑄𝑏,𝑝,𝐴(ℎ) ⩽ ( |ℎ1 | + |ℎ2 |2)ˆ︁φ(ℎ) ⩽ Υ( |ℎ1 |,|ℎ2 |) = ρ(ℎ).
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Таким образом, функция

𝑓 0 : (𝑠,𝑦) ↦→ 𝑣(𝑡,𝑥) +𝑄𝑏,𝑝,𝐴(𝑠 − 𝑡,𝑦 − 𝑥) + ρ(𝑠 − 𝑡,𝑦 − 𝑥)

мажорирует 𝑣 на шаре O𝑟 (𝑡,𝑥). Без потери общности, уменьшая 𝑟 при необхо­
димости, мы можем считать, что 𝑓 0 ⩽ 𝑣 + ε на шаре O𝑟 ′ (𝑡,𝑥) для некоторого
𝑟′ > 𝑟.

Рассмотрим непрерывную функцию ξ𝑟,𝑟 ′ : R2 → [0,1] такую, что ξ𝑟,𝑟 ′ = 1

на O𝑟 (0,0) и ξ𝑟,𝑟 ′ = 0 вне O𝑟 ′ (0,0). Функция

𝑓 : (𝑠,𝑦) ↦→ 𝑓 0(𝑠,𝑦)ξ𝑟,𝑟 ′ (𝑠 − 𝑡,𝑦 − 𝑥) + 𝑣(𝑠,𝑦)
(︁
1 − ξ𝑟,𝑟 ′ (𝑠 − 𝑡,𝑦 − 𝑥)

)︁
обладает всеми требуемыми свойствами. □

Соответствующее утверждение для P−𝑣(𝑥) выполняется с очевидными из­
менениями в формулировке.

Следующий результат является скалярной версией леммы Ишии (cм. [35],
лемма 1) и играет ключевую роль в дальнейших рассуждениях.

Лемма 8. Пусть O — открытое подмножество R+, 𝑣 и 𝑣 — две непрерывные
функции на (0,𝑇) × O. Пусть Δ𝑛(𝑡,𝑥,𝑦) := 𝑣(𝑡,𝑥) − 𝑣(𝑡,𝑦) − 1

2𝑛|𝑥 − 𝑦 |
2, где пара­

метр 𝑛 > 0. Предположим, что функция Δ𝑛 достигает максимума в точке
(𝑡𝑛, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ (0,𝑇) ×O ×O. Тогда существуют вещественные числа 𝑏𝑛, 𝐴𝑛 и 𝐴𝑛
такие, что

(𝑏𝑛,𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛),𝐴𝑛) ∈ P̄+𝑣(𝑡𝑛, 𝑥𝑛), (𝑏𝑛,𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛),𝐴𝑛) ∈ P̄−𝑣(𝑡𝑛, 𝑦𝑛),

и, для всех 𝑥,𝑦 ∈ O,
𝐴𝑛𝑥

2 − 𝐴𝑛𝑦2 ⩽ 3𝑛(𝑥 − 𝑦)2. (4.11)

В частности, 𝐴𝑛 ⩽ 𝐴𝑛.

Замечание 12. Запись (𝑏𝑛,𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛),𝐴𝑛) ∈ P̄+𝑣(𝑡𝑛, 𝑥𝑛) означает, что суще­
ствуют последовательности (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑘𝑛) и (𝑏𝑛𝑘 ,𝑝𝑛𝑘 ,𝐴𝑛𝑘) ∈ P+𝑣(𝑡𝑛,𝑘 , 𝑥𝑛𝑘), 𝑘 ⩾ 1,
такие, что

(𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑘𝑛) → (𝑡𝑛,𝑥𝑛), (𝑏𝑛𝑘 ,𝑝𝑛𝑘 ,𝐴𝑛𝑘) → (𝑏𝑛,𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛),𝐴𝑛), 𝑘 → ∞.

Аналогичный смысл имеет запись (𝑏𝑛,𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛),𝐴𝑛) ∈ P̄−𝑣(𝑡𝑛, 𝑦𝑛).
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4.3.2 Принцип максимума и теорема единственности

Теорема 5. Пусть ψ,ψ̃ — функции на 𝐾 := [0,𝑇]×𝑅+ со значениями в отрезке
[0,1], непрерывные всюду, кроме точки (0,𝑇), являющиеся, соответственно,
вязкостным субрешением и суперрешением уравнения (4.9), такие, что

ψ (𝑡,0+) = ψ̃ (𝑡,0+), ψ (𝑡,∞) = ψ̃ (𝑡,∞), ψ (𝑇,𝑢) = ψ̃ (𝑇,𝑢). (4.12)

Тогда ψ̃ ⩾ ψ.

Доказательство. Для любого δ > 0 функция ψ̃δ (𝑡,𝑢) := ψ̃ (𝑡,𝑢) + δ/𝑡 ⩾ δ/𝑡
является строгим суперрешением уравнения (4.9). Она равномерно стремится
к бесконечности при 𝑡 → 0. Покажем, что ψ̃δ ⩾ ψ, и получим требуемый
результат, устремив δ к нулю.

Если доказываемое неравенство не выполняется, то ψ (𝑡0,𝑢0) = ψ̃δ (𝑡0,𝑢0) +
ε0 для некоторых 𝑢0 ∈ (0,∞), 𝑡0 ∈ (0,𝑇) и ε0 > 0.

1. Первый шаг для получения противоречия состоит в использовании
метода удвоения переменных для дальнейшего применения леммы Ишии к каж­
дому элементу последовательности функций Δ𝑛 = Δδ𝑛 в точках их максимума.

Определим непрерывную функцию Δ𝑛 : (0,𝑇] ×R2
+ → R, 𝑛 ⩾ 0, по формуле

Δ𝑛(𝑡,𝑢,𝑤) := ψ (𝑡,𝑢) − ψ̃δ (𝑡,𝑤) − 1

2
𝑛|𝑢 − 𝑤 |2.

Заметим, что Δ𝑛(𝑡,𝑢,𝑢) = Δ0(𝑡,𝑢,𝑢) для всех (𝑡,𝑢) ∈ (0,𝑇] × R+ и Δ0(𝑡,0,0) ⩽ 0.
Рассмотрим непустые замкнутые множества

Γ𝑛 := {(𝑡,𝑢,𝑤) ∈ (0,𝑇] × R2
+ : Δ𝑛(𝑡,𝑢,𝑤) ⩾ ε0}.

Тогда Γ𝑛+1 ⊆ Γ𝑛 ⊆ [δ,𝑇] × R2
+. Множество Γ1 ограничено. Действительно, если

это не так, мы можем найти последовательность (𝑠𝑚,𝑢𝑚,𝑤𝑚) ∈ Γ1 такую, что
𝑠𝑚 → 𝑠, 𝑢𝑚,𝑤𝑚 → ∞. В силу непрерывности ψ и ψ̃ получаем неравенство

lim sup
𝑚

Δ1(𝑠𝑚,𝑢𝑚,𝑤𝑚) ⩽ −δ/𝑠 < 0,

то есть приходим к противоречию.
Отсюда следует, что все функции Δ𝑛 достигают своих максимальных зна­

чений на [0,𝑇] × R2
+ на компактном подмножестве Γ1. То есть существуют
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(𝑡𝑛,𝑥𝑛,𝑦𝑛) ∈ [δ,𝑇] × R2
+ такие, что

Δ𝑛(𝑡𝑛,𝑥𝑛,𝑦𝑛) = Δ̄𝑛 := sup
(𝑡,𝑥,𝑦)∈[0,𝑇]×R2

+

Δ𝑛(𝑡,𝑥,𝑦)

⩾ Δ̄ := sup
(𝑡,𝑥)∈[0,𝑇]×R+

Δ0(𝑡,𝑥,𝑥) ⩾ ε0 > 0.

Значит последовательность 𝑛|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 |2 ограничена. Продолжим рассуждения
(без введения новых обозначений) с подпоследовательностью индексов, вдоль
которой (𝑡𝑛,𝑥𝑛,𝑦𝑛) сходятся к некоторому пределу (ˆ︁𝑡,ˆ︁𝑥,ˆ︁𝑥). Необходимо, чтобы
𝑛|𝑥𝑛−𝑦𝑛 |2 → 0 (иначе Δ0(ˆ︁𝑡,ˆ︁𝑥,ˆ︁𝑥) > Δ̄). Также легко видеть, что Δ̄𝑛 ↓ Δ0(ˆ︁𝑡,ˆ︁𝑥,ˆ︁𝑥) = Δ̄.
Таким образом, (ˆ︁𝑡,ˆ︁𝑥) ∈ 𝐾 := (0,𝑇) × (0,∞).

2. Второй шаг состоит в построении тестовых функций.
По лемме Ишии, применённой к функциям ψ и ψ̃δ в точке (𝑡𝑛,𝑥𝑛, 𝑦𝑛),

существуют числа 𝑏𝑛, 𝐴𝑛 и 𝐴𝑛, удовлетворяющие (4.11), такие что

(𝑏𝑛,𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛),𝐴𝑛) ∈ P̄+ψ (𝑡𝑛,𝑥𝑛), (𝑏𝑛,𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛),𝐴𝑛) ∈ P̄−ψ̃δ (𝑡𝑛, 𝑦𝑛).

Согласно замечанию после леммы Ишии, существуют точки (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) ∈ 𝐾
и (𝑏𝑛𝑘 ,𝑝𝑛𝑘 ,𝐴𝑛𝑘) ∈ P+ψ (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘) такие, что

(𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑘𝑛) → (𝑡𝑛,𝑥𝑛), (𝑏𝑛𝑘 ,𝑝𝑛𝑘 ,𝐴𝑛𝑘) → (𝑏𝑛,𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛),𝐴𝑛),

и (𝑡′
𝑛𝑘
,𝑦𝑘𝑛) ∈ 𝐾, (𝑏′

𝑛𝑘
,𝑝′
𝑛𝑘
,𝐴′
𝑛𝑘
) ∈ P−ψ̃δ (𝑡′

𝑛𝑘
, 𝑦𝑛𝑘) такие, что

(𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑘𝑛) → (𝑡𝑛,𝑦𝑛), (𝑏′𝑛𝑘 ,𝑝
′
𝑛𝑘 ,𝐴

′
𝑛𝑘) → (𝑏𝑛,𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛),𝐴𝑛), 𝑘 → ∞.

Из джетов P+ψ (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) и P−ψ̃δ (𝑡′
𝑛𝑘
,𝑦𝑛𝑘) построим функции 𝑓 𝑛𝑘 и 𝑓 𝑛𝑘 ,

чтобы проверить, соответственно, что ψ является вязкостным субрешением
уравнения (4.9) в точке (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘), а ψ̃δ является вязкостным сверхрешением
в точке (𝑡′

𝑛𝑘
,𝑦𝑛𝑘).

Возьмём произвольные положительные ε𝑛, δ𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞, а также
ε𝑛𝑘 ↓ ε𝑛, δ𝑛𝑘 ↓ δ𝑛 при 𝑘 → ∞ (конкретный выбор параметров будет осуществлен
далее). По лемме 7 существуют 𝑟𝑛𝑘 > 0 и 𝑓 𝑛𝑘 ∈ 𝐶

1,2
𝑏

(𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) со свойствами
ψ ⩽ 𝑓 𝑛𝑘 ⩽ ψ + ε𝑛𝑘 ,

𝑓 𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) = ψ (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘), 𝑓 𝑛𝑡 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) = 𝑏𝑛𝑘 , 𝑓 𝑛𝑘𝑥 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) = 𝑝𝑛𝑘 ,
𝑓 𝑛𝑘𝑥𝑥 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) = 𝐴𝑛𝑘 ,
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𝑓 𝑛𝑘 ((𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) + ℎ) = ψ (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) + 𝑄𝑏𝑛𝑘 ,𝑝𝑛𝑘 ,𝐴𝑛𝑘 (ℎ) + ρ𝑛𝑘 (ℎ) для ℎ ∈ O𝑟𝑛𝑘 (0,0), где
𝐶1,2-функция ρ𝑛𝑘 : R2 → R с компактным носителем такая, что

lim
|ℎ|→0

ρ𝑛𝑘 (ℎ)
|ℎ1 | + |ℎ2 |2

= 0,

и 𝑓 𝑛𝑘 = ψ на множестве 𝐾 \ O𝑟 ′ (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘), где 𝑟′
𝑛𝑘

:= 𝑟𝑛𝑘 + δ𝑛.
Аналогично, существуют 𝑟𝑛𝑘 > 0 и функция 𝑓 𝑛𝑘 ∈ 𝐶1,2

𝑏
(𝑡′
𝑛𝑘
, 𝑦𝑛𝑘) со свой­

ствами ψ̃δ ⩾ 𝑓 𝑛𝑘 ⩾ ψ̃δ − ε𝑛𝑘 ,

𝑓 𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘) = ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘), 𝑓 𝑛𝑘𝑡 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘) = 𝑏
′
𝑛𝑘 , 𝑓 𝑛𝑘𝑥 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘) = 𝑝

′
𝑛𝑘 ,

𝑓 𝑛𝑘𝑥𝑥 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘) = 𝐴
′
𝑛𝑘 ,

𝑓 𝑛𝑘 ((𝑡′
𝑛𝑘
,𝑦𝑛𝑘) + ℎ) = ψ̃ (𝑡′

𝑛𝑘
,𝑦𝑛𝑘) + 𝑄𝑏′

𝑛𝑘
,𝑝′

𝑛𝑘
,𝐴′

𝑛𝑘
(ℎ) + ρ̃𝑛𝑘 (ℎ) для ℎ ∈ O𝑟𝑛𝑘 (0,0), где

𝐶1,2-функция ρ̃𝑛𝑘 : R2 → R с компактным носителем такая, что

lim
|ℎ|→0

ρ̃𝑛𝑘 (ℎ)
|ℎ1 | + |ℎ2 |2

= 0,

и 𝑓 𝑛𝑘 = ψ̃δ на множестве 𝐾 \ O𝑟 ′
𝑛𝑘
(𝑡′
𝑛𝑘
,𝑦𝑛𝑘), где 𝑟′

𝑛𝑘
:= 𝑟𝑛𝑘 + δ̃𝑛.

По определениям суб- и суперрешений имеем:

𝑓 𝑛𝑘𝑡 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) + L 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘) ⩾ 0

𝑓 𝑛𝑘𝑡 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘) + L 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘) ⩽ −δ/𝑇2.

Следовательно,

𝐵𝑛𝑘 = 𝑓 𝑛𝑘𝑡 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) − 𝑓 𝑛𝑘𝑡 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘)L 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘) − L 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘) ⩾ δ/𝑇2. (4.13)

3. Третий шаг состоит в получении противоречия с нашим предположени­
ем.

После перегруппировки членов получаем 𝐵𝑛𝑘 = 𝐵
(1)
𝑛𝑘

+ 𝐵(2)
𝑛𝑘

, где

𝐵
(1)
𝑛𝑘

:=
1

2
σ2(𝐴𝑛𝑘𝑥2𝑛𝑘 − 𝐴

′
𝑛𝑘𝑦

2
𝑛𝑘) +

1

2
σ2𝑃 (𝐴𝑛𝑘 − 𝐴′𝑛𝑘) + 𝑎(𝑝𝑛𝑘𝑥𝑛𝑘 − 𝑝

′
𝑛𝑘𝑦𝑛𝑘)

+𝑎𝑃 (𝑝𝑛𝑘 − 𝑝′𝑛𝑘) + 𝑏𝑛𝑘 − 𝑏
′
𝑛𝑘 ,

𝐵
(2)
𝑛𝑘

:= L𝑖
𝑅 𝑓

𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) − L𝑖
𝑅 𝑓

𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛) + L𝑖
𝑃 𝑓

𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) − L𝑖
𝑃 𝑓

𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘)

с L𝑖
𝑅

и L𝑖
𝑃
, определёнными в (4.6) и (4.8).

Переходя к пределу при 𝑘 → ∞, получаем:

lim
𝑘
𝐵
(1)
𝑛𝑘
=
1

2
σ2(𝐴𝑛𝑥2𝑛 − 𝐴𝑛𝑦2𝑛) +

1

2
σ2𝑃 (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛) + 𝑎𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)2.
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По лемме Ишии 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛 ⩽ 0, первый член оценивается сверху константой,
умноженной на 𝑛|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 |2, и, следовательно, сходится к нулю при 𝑛 → ∞.
Отсюда следует, что lim sup𝑛 lim𝑘 𝐵

(1)
𝑛𝑘

⩽ 0.
Чтобы получить противоречие с (4.13), достаточно показать, что

lim sup
𝑛

lim sup
𝑘

(︁
L𝑖
𝑅 𝑓

𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘) − L𝑖
𝑅 𝑓

𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘)
)︁
⩽ 0, (4.14)

lim sup
𝑛

lim sup
𝑘

(︁
L𝑖
𝑃 𝑓

𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘) − L𝑖
𝑃 𝑓

𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘)
)︁
⩽ 0. (4.15)

Пусть

𝐻𝑛𝑘 (𝑧) := [ 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘 + 𝑥𝑛𝑘 𝑧) − 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) − 𝑓 𝑛𝑘𝑥 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘)𝑥𝑛𝑘 𝑧𝐼{|𝑧 |⩽1}]
−[ 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘 + 𝑦𝑛𝑘 𝑧) − 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘) − 𝑓 𝑛𝑘𝑥 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘)𝑦𝑛𝑘 𝑧𝐼{|𝑧 |⩽1}],

𝐺𝑛𝑘 (𝑧) := [ 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘 + 𝑧) − 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) − 𝑓 𝑛𝑘𝑥 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘)𝑧𝐼{|𝑧 |⩽1}]
−[ 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘 + 𝑧) − 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘) − 𝑓 𝑛𝑘𝑥 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘)𝑧𝐼{|𝑧 |⩽1}] .

В этих обозначениях соотношения (4.14) и (4.15) принимают вид

lim sup
𝑛

lim sup
𝑘

∫
𝐻𝑛𝑘 (𝑧)Π(𝑑𝑧) ⩽ 0,

lim sup
𝑛

lim sup
𝑘

∫
𝐺𝑛𝑘 (𝑧)Π𝑃 (𝑑𝑧) ⩽ 0.

В дальнейшем будем считать, что 𝑛 и 𝑘 достаточно большие, чтобы гаран­
тировать κ ⩽ 𝑥𝑛𝑘 , 𝑦𝑘𝑛 ⩽ 1/κ для некоторой малой величины κ > 0.

На множестве {|𝑧 | > 1} функции 𝐻𝑛𝑘 и 𝐺𝑛𝑘 допускают равномерные оцен­
ки

𝐻𝑛𝑘 (𝑧) ⩽ ψ (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘 + 𝑥𝑛𝑘 𝑧) − ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘 + 𝑦𝑛𝑘 𝑧) − ψ (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘) + ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘) + 2ε𝑛𝑘 ,

𝐺𝑛𝑘 (𝑧) ⩽ ψ (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘 + 𝑧) − ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘 + 𝑧) − ψ (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘) + ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘) + 2ε𝑛𝑘 .

Выбирая ε𝑛𝑘 = 1/𝑛 + 1/𝑘 , получаем:

lim sup
𝑘

𝐻𝑛𝑘 (𝑧) ⩽ ψ (𝑡𝑛, 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛𝑧) − ψ̃δ (𝑡𝑛, 𝑦𝑛 + 𝑦𝑛𝑧) − ψ (𝑡𝑛, 𝑥𝑛) + ψ̃δ (𝑡𝑛, 𝑦𝑛) + 1/𝑛.

Заметим, что на множестве {|𝑧 | > 1}

ψ (𝑡𝑛, 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛𝑧) − ψ̃δ (𝑡𝑛, 𝑦𝑛 + 𝑦𝑛𝑧) = Δ𝑛(𝑡𝑛,𝑥𝑛 + 𝑥𝑛𝑧,𝑦𝑛 + 𝑦𝑛𝑧)
+(1/2)𝑛𝑧(𝑧 + 2) |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 |2 + (1/2)𝑛|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 |2

⩽ Δ𝑛(𝑡𝑛,𝑥𝑛 + 𝑥𝑛𝑧,𝑦𝑛 + 𝑦𝑛𝑧)
+(3/2)𝑛𝑧2 |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 |2 + (1/2)𝑛|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 |2.
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Следовательно, на множестве {|𝑧 | > 1}

lim sup
𝑘

𝐻𝑛𝑘 (𝑧) ⩽ Δ𝑛(𝑡𝑛,𝑥𝑛 + 𝑥𝑛𝑧,𝑦𝑛 + 𝑦𝑛𝑧) − Δ𝑛(𝑡𝑛,𝑥𝑛,𝑦𝑛) +
3

2
𝑛𝑧2 |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 |2 +

1

𝑛
.

Первый член в неравенстве выше мажорируется вторым членом, а последние
два члена стремятся к нулю при 𝑛→ ∞.

Аналогично получаем оценки

lim sup
𝑘

𝐺𝑛𝑘 (𝑧) ⩽ ψ (𝑡𝑛, 𝑥𝑛 + 𝑧) − ψ̃δ (𝑡𝑛, 𝑦𝑛 + 𝑧) − ψ (𝑡𝑛, 𝑥𝑛) + ψ̃δ (𝑡𝑛, 𝑦𝑛)

⩽ Δ𝑛(𝑡𝑛,𝑥𝑛 + 𝑧,𝑦𝑛 + 𝑧) − Δ𝑛(𝑡𝑛,𝑥𝑛,𝑦𝑛) ⩽ 0.

В силу ограниченности 𝐻𝑛𝑘 (𝑧)𝐼{|𝑧 |>1} и 𝐺𝑛𝑘 (𝑧)𝐼{|𝑧 |>1}, применяя лемму Фату, по­
лучаем оценки

lim sup
𝑛

lim sup
𝑘

∫
𝐻𝑛𝑘 (𝑧)𝐼{|𝑧 |>1}Π(𝑑𝑧) ⩽ 0,

lim sup
𝑛

lim sup
𝑘

∫
𝐺𝑛𝑘 (𝑧)𝐼{|𝑧 |>1}Π𝑃 (𝑑𝑧) ⩽ 0.

Возьмём 𝑟𝑛𝑘 ∈ (0,κ) достаточно малым, чтобы гарантировать, что для
θ ∈ (0,𝑟𝑛𝑘] справедливы представления

𝑓 𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘 + θ) = ψ (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘) + 𝑝𝑛𝑘θ + (1/2)𝐴𝑛𝑘θ2 + 𝑅𝑛𝑘 (θ),
𝑓 𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘 + θ) = ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘) + 𝑝

′
𝑛𝑘θ + (1/2)𝐴′𝑛𝑘θ

2 + 𝑅𝑛𝑘 (θ),

где 𝑅𝑛𝑘 (θ) = ρ𝑛𝑘 (0,θ), 𝑅𝑛𝑘 (θ) = ρ̃𝑛𝑘 (0,θ).
На множестве 𝑈𝑛𝑘 := {𝑧 : |𝑧 | ⩽ κ𝑟𝑛𝑘} ∩ {𝑧 : |𝑧 | ⩽ 1}

𝐻𝑛𝑘 (𝑧) = (1/2) (𝐴𝑛𝑥2𝑛𝑘 − 𝐴𝑛𝑦
2
𝑛𝑘)𝑧

2

+(1/2)
(︁
(𝐴𝑛𝑘 − 𝐴𝑛)𝑥2𝑛𝑘 − (𝐴′𝑛𝑘 − 𝐴𝑛)𝑦

2
𝑛𝑘

)︁
𝑧2 + 𝑅𝑛𝑘 (𝑧𝑥𝑛𝑘) − 𝑅𝑛𝑘 (𝑧𝑦𝑛𝑘),

𝐺𝑛𝑘 (𝑧) = (1/2) (𝐴𝑛𝑘 − 𝐴′𝑛𝑘)𝑧
2 + 𝑅𝑛𝑘 (𝑧) − 𝑅𝑛𝑘 (𝑧),

и справедливы оценки

𝐻𝑛𝑘 (𝑧) ⩽ (3/2)𝑛(𝑥𝑛𝑘 − 𝑦𝑛𝑘)2𝑧2 +
(︁
1/(2κ2)

)︁ (︁
|𝐴𝑛𝑘 − 𝐴𝑛 | + |𝐴′𝑛𝑘 − 𝐴𝑛 |

)︁
𝑧2

+|𝑅𝑛𝑘 (𝑧𝑥𝑛𝑘) | + |𝑅𝑛𝑘 (𝑧𝑦𝑛𝑘) |,
𝐺𝑛𝑘 (𝑧) ⩽ (1/2) |𝐴𝑛𝑘 − 𝐴′𝑛𝑘 |𝑧

2 + |𝑅𝑛𝑘 (𝑧) | + |𝑅𝑛𝑘 (𝑧) |.
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Функции 𝑅𝑛𝑘 (𝑧𝑥𝑛𝑘)/𝑧2, 𝑅𝑛𝑘 (𝑧𝑦𝑛𝑘)/𝑧2, 𝑅𝑛𝑘 (𝑧)/𝑧2 и 𝑅𝑛𝑘 (𝑧)/𝑧2 ограничены и
стремятся к нулю при 𝑧 → 0. Таким образом, для всех достаточно больших 𝑛,𝑘∫

𝑈𝑛𝑘

𝐻𝑛𝑘 (𝑧)Π(𝑑𝑧) ⩽ 1

𝑛
,∫

𝑈𝑛𝑘

𝐺𝑛𝑘 (𝑧)Π𝑃 (𝑑𝑧) ⩽
1

𝑛
.

Выберем достаточно малое δ𝑛 > 0 и 𝑟′
𝑛𝑘

:= κ𝑟𝑛𝑘 + δ𝑛 (из леммы 7) таким
образом, чтобы для достаточно больших 𝑘, 𝑛 на множестве
𝑉𝑛𝑘 := {𝑧 : κ𝑟𝑛𝑘 ⩽ |𝑧 | ⩽ 𝑟′

𝑛𝑘
} ∩ {𝑧 : |𝑧 | ⩽ 1} иметь

∫
𝑉𝑛𝑘

𝐻𝑛𝑘 (𝑧)Π(𝑑𝑧) ⩽ 1

𝑛
,∫

𝑉𝑛𝑘

𝐺𝑛𝑘 (𝑧)Π𝑃 (𝑑𝑧) ⩽
1

𝑛
.

На множестве {𝑧 : |𝑧 | ⩾ 𝑟′
𝑛𝑘
}

𝑓 𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘 + 𝑧𝑥𝑛𝑘) = ψ (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘 + 𝑧𝑥𝑛𝑘), 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘 + 𝑧𝑦𝑛𝑘) = ψ̃
δ (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘 + 𝑧𝑦𝑛𝑘),

𝑓 𝑛𝑘 (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘 + 𝑧) = ψ (𝑡𝑛𝑘 ,𝑥𝑛𝑘 + 𝑧), 𝑓 𝑛𝑘 (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘 + 𝑧) = ψ̃
δ (𝑡′𝑛𝑘 ,𝑦𝑛𝑘 + 𝑧),

что означает, что на множестве 𝑌𝑛𝑘 := {𝑧 : 𝑟′
𝑛𝑘

⩽ |𝑧 | ⩽ 1}

𝐻𝑛𝑘 (𝑧) = ψ (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘 + 𝑥𝑛𝑘 𝑧) − ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘 + 𝑦𝑛𝑘 𝑧) − ψ (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘) + ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘)
−(𝑝𝑛𝑘𝑥𝑛𝑘 − 𝑝′𝑛𝑘𝑦𝑛𝑘)𝑧,

𝐺𝑛𝑘 (𝑧) = ψ (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘 + 𝑧) − ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘 + 𝑧) − ψ (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘) + ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘)
−(𝑝𝑛𝑘 − 𝑝′𝑛𝑘)𝑧.

Функции 𝐻𝑛𝑘 (𝑧), 𝐺𝑛𝑘 (𝑧) непрерывны на компактном множестве
{𝑧 : δ𝑛 ⩽ |𝑧 | ⩽ 1} ⊇ 𝑌𝑛𝑘 , и, следовательно, равномерно непрерывны. Учитывая,
что

𝑝𝑛𝑘𝑥𝑛𝑘 − 𝑝′𝑛𝑘𝑦𝑛𝑘 → 𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)2, 𝑝𝑛𝑘 − 𝑝′𝑛𝑘 → 0, 𝑘 → ∞,

получаем, что для достаточно больших 𝑘 и достаточно малых η𝑛, μ𝑛 > 0

𝐻𝑛𝑘 (𝑧) ⩽ ψ (𝑡𝑛, 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛𝑧) − ψ̃δ (𝑡′𝑛, 𝑦𝑛 + 𝑦𝑛𝑧) − ψ (𝑡𝑛, 𝑥𝑛) + ψ̃δ (𝑡′𝑛, 𝑦𝑛)
−𝑛𝑧(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)2 + η𝑛

⩽ Δ𝑛(𝑡𝑛, 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛𝑧, 𝑦𝑛 + 𝑦𝑛𝑧) − Δ𝑛(𝑡𝑛, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛) +
1

2
𝑛𝑧2 |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 |2 + η𝑛.
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Аналогично,

𝐺𝑛𝑘 (𝑧) ⩽ ψ (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘 + 𝑧) − ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘 + 𝑧) − ψ (𝑡𝑛𝑘 , 𝑥𝑛𝑘) + ψ̃δ (𝑡′𝑛𝑘 , 𝑦𝑛𝑘) + μ𝑛
⩽ Δ𝑛(𝑡𝑛, 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛𝑧, 𝑦𝑛 + 𝑦𝑛𝑧) − Δ𝑛(𝑡𝑛, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + μ𝑛.

Первые члены в обоих неравенствах мажорируются вторыми членами. Третий
член в первом неравенстве интегрируем и сходится к нулю при 𝑛 → ∞. Следо­
вательно,

lim sup
𝑛

1

2
𝑛|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 |2

∫
𝑧2𝐼{|𝑧 |⩽1}Π(𝑑𝑧) ⩽ 0.

Последние члены η𝑛 и μ𝑛 можно выбрать одновременно с δ𝑛 так, чтобы гаран­
тировать, что для достаточно больших 𝑛

μ𝑛

∫
𝐼{δ𝑛⩽ |𝑧 |⩽1}Π(𝑑𝑧) ⩽ 1

𝑛
, η𝑛

∫
𝐼{δ𝑛⩽ |𝑧 |⩽1}Π𝑃 (𝑑𝑧) ⩽

1

𝑛
.

Следовательно, применяя теорему о мажорируемой сходимости,

lim sup
𝑛

lim sup
𝑘

∫
𝐻𝑛𝑘 (𝑧)𝐼{|𝑧 |⩽1}Π(𝑑𝑧) ⩽ 0,

lim sup
𝑛

lim sup
𝑘

∫
𝐺𝑛𝑘 (𝑧)𝐼{|𝑧 |⩽1}Π𝑃 (𝑑𝑧) ⩽ 0.

□

Как следствие, получаем следующий результат единственности.

Теорема 6. Пусть Ψ и Ψ̃ — две функции на 𝐾 := [0,𝑇] × R̄+ со значениями в
[0,1], непрерывные всюду, кроме точек (𝑇,∞) и (0,𝑇). Предположим, что Ψ и
Ψ̃ являются вязкостными решениями уравнения (4.9) на 𝐾, такими что

Ψ(𝑡,0) = Ψ̃(𝑡,0), Ψ(𝑡,∞) = Ψ̃(𝑡,∞), Ψ(𝑇,𝑢) = Ψ̃(𝑇,𝑢).

Тогда Ψ = Ψ̃.

Замечание 13. В актуарном контексте Ψ — функция вероятности разоре­
ния, Ψ(𝑡,∞) = 0 для всех 𝑡 ∈ [0,𝑇] и Ψ(𝑇,𝑢) = 0 для всех 𝑢 > 0. По определению
разорения, Ψ(𝑡,0) = 1 для всех 𝑡. Даже в случае, когда Ψ непрерывна в точках
(𝑡,0), 𝑡 < 𝑇 , она имеет разрыв в точке (𝑇,0).
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4.4 Непрерывность вероятности разорения

4.4.1 Модель Крамера–Лундберга

Чтобы объяснить идею подхода, сначала рассмотрим классическую мо­
дель Крамера–Лундберга. В этом случае 𝑋𝑡 = 𝑢 + 𝑃𝑡, где 𝑃 — составной
пуассоновский процесс с интенсивностью α, постоянным сносом 𝑐 > 0 и рас­
пределением скачков 𝐹ξ.

Утверждение 6. Вероятность неразорения Φ(𝑡,𝑢) непрерывна на множестве
[0,𝑇] × (0,∞).

Доказательство. Непрерывность в любой точке (𝑇,𝑢), где 𝑢 > 0, очевидна.
Чтобы исследовать непрерывность в точке (𝑡,𝑢), где 𝑡 < 𝑇 и 𝑢 > 0, рассмотрим
сначала случай, когда функция распределения 𝐹ξ непрерывна. Пусть τ𝑡 := τ𝑡1∧
𝑇 , где τ𝑡1 — первый скачок 𝑃 после 𝑡. Тогда, используя строгое марковское
свойство и учитывая, что Φ(𝑡,𝑢) = 0 для 𝑢 ⩽ 0, 𝑡 < 𝑇 , и Φ(𝑇,𝑢) = 1 для 𝑢 > 0,
имеем:

Φ(𝑡,𝑢) = E[Φ(τ𝑡 ,𝑋 𝑡,𝑢
τ𝑡
)𝐼{τ𝑡<𝑇}] + P[τ𝑡 = 𝑇] . (4.16)

Второй член в правой части, равный 𝑒−α(𝑇−𝑡), непрерывен по 𝑡. Первый член
можно записать в виде

E[Φ(τ𝑡,𝑢,𝑋 𝑡,𝑢
τ𝑡
)𝐼{τ𝑡<𝑇}] = α

∫ 𝑇

𝑡

∫
Φ

(︁
𝑠,𝑢 + 𝑐(𝑠 − 𝑡) + 𝑥

)︁
𝑒−α(𝑇−𝑠)𝐹ξ (𝑑𝑥)𝑑𝑠

= α𝑒−α𝑇
∫ [︃ ∫

Φ
(︁
𝑠,𝑢 + 𝑐(𝑠 − 𝑡) + 𝑥

)︁
𝐹ξ (𝑑𝑥)

]︃
𝐼[𝑡,𝑇] (𝑠)𝑒α𝑠𝑑𝑠.

Функция 𝑦 → Φ(𝑠,𝑦) убывает, следовательно, непрерывна всюду, кроме, воз­
можно, счётного подмножества. Отсюда следует, что интеграл в квадратных
скобках является непрерывной функцией от (𝑡,𝑢). Функция 𝑡 ↦→ 𝐼[𝑡,𝑇] (𝑠) непре­
рывна во всех точках 𝑡, кроме 𝑡 = 𝑠. Таким образом, первый член непрерывен
по (𝑡,𝑢).

В чисто разрывном случае, когда мера 𝐹ξ сосредоточена на счётном мно­
жестве ∪{𝑥𝑖} с 𝑝𝑖 := 𝐹ξ ({𝑥𝑖}), интеграл в квадратных скобках можно записать
как функцию ∑︁

Φ(𝑠,𝑢 + 𝑐(𝑠 − 𝑡) + 𝑥𝑖)𝑝𝑖,
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непрерывную по (𝑡,𝑢) для всех 𝑠, кроме счётного множества. Поскольку лю­
бая функция распределения есть сумма непрерывной функции распределения
и чисто разрывной, получаем результат. □

4.4.2 Модели с инвестициями

Теорема 7. Вероятность неразорения Φ(𝑡,𝑢) непрерывна на [0,𝑇) × (0,∞).

Доказательство. Предположим, что Π𝑃 ≠ 0. Без потери общности можем счи­
тать, что α := Π𝑃 ({|𝑥 | > 1}) ≠ 0. Пусть 𝑃 := 𝑥𝐼{|𝑥 |>1}∗μ𝑃 и 𝑃 := 𝑥𝐼{|𝑥 |⩽1}∗(μ𝑃−ν𝑃).
Составной пуассоновский процесс 𝑃 имеет интенсивность α и распределение
скачков 𝐹

ξ̃
(𝑑𝑥) = 𝐼{|𝑥 |>1}Π

𝑃 (𝑑𝑥)/α. Определим момент остановки τ𝑡 := τ𝑡1 ∧ 𝑇 ,
где τ𝑡1 есть момент первого скачка 𝑃 после 𝑡.

Используя, как и выше, строгое марковское свойство, получаем (4.16), но
теперь

E[Φ(τ𝑡,𝑢,𝑋 𝑡,𝑢
τ𝑡
)𝐼{τ𝑡<𝑇}] = α𝑒−α𝑇

∫
E
[︃ ∫

Φ(𝑠,𝑌 𝑡,𝑢𝑠 + 𝑥)𝐹
ξ̃
(𝑑𝑥)

]︃
𝐼[𝑡,𝑇] (𝑠)𝑒α𝑠𝑑𝑠,

где

𝑌 𝑡,𝑢𝑠 :=
E𝑠 (𝑅)
E𝑡 (𝑅)

𝑢 +
∫ 𝑠

𝑡

E−1
𝑣− (𝑅)𝑑𝑃𝑣 .

Предположим, что 𝐹
ξ̃

непрерывна. Зафиксируем (𝑡0,𝑢0). Функция
𝑣 ↦→ Φ(𝑠,𝑣) убывает, следовательно, непрерывна всюду, кроме точек 𝑣 из счётно­
го подмножества Γ𝑠 ⊂ (0,∞). Процессы Леви 𝑅 и 𝑃 стохастически непрерывны.
Для любого 𝑠 функция (𝑡,𝑢) ↦→ 𝑌

𝑡,𝑢
𝑠 непрерывна в точке (𝑡0,𝑢0) всюду, кроме

P-нулевого множества Ω𝑡0,𝑢0𝑠 . Таким образом, всюду, кроме этого множества,∫
Φ(𝑠,𝑌 𝑡,𝑢𝑠 + 𝑥)𝐹

ξ̃
(𝑑𝑥) →

∫
Φ(𝑠,𝑌 𝑡0,𝑢0𝑠 + 𝑥)𝐹

ξ̃
(𝑑𝑥), (𝑡,𝑢) → (𝑡0,𝑢0).

Следовательно, функция

(𝑡,𝑢) ↦→ E
[︃ ∫

Φ(𝑠,𝑌 𝑡,𝑢𝑠 + 𝑥)𝐹
ξ̃
(𝑑𝑥)

]︃
непрерывна, и мы получаем требуемую непрерывность тем же способом, что и
в рассуждениях выше. Случай дискретного распределения требует лишь незна­
чительных изменений.
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Наконец, в случае, когда 𝑃 содержит только гауссовскую компоненту, мы
можем рассмотреть момент остановки τ1 := inf{𝑠 > 𝑡 : 𝑊𝑃

𝑠 = 1}. Его закон имеет
плотность, которая может заменить в рассуждениях плотность экспоненциаль­
ного распределения. □
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Заключение

Обзор проведённого исследования. В работе изучены вопросы
гладкости вероятности разорения страховой компании и ее асимптотического
поведение при больших значениях начального капитала. Основные результаты
диссертации состоят в следующем:

1. В модели типа Крамера–Лундберга с инвестициями в рисковый ак­
тив, цена которого задана ГБД, исследована вероятность разорения
как функция начального капитала. В предположении непрерывности
функции распределения 𝐹 страховых выплат доказана гладкость ве­
роятности разорения. Показано, что при Eξγ−1 < ∞ вероятность
разорения является решением ИДУ и имеет степенную асимптотику с
показалем γ−1. Приведены численные эксперименты, подтверждающие
полученные теоретические результаты для случаев скачков с «тяжелы­
ми» и «легкими» хвостами распределений.

2. Исследована модель с инвестициями в рисковый актив, динамика цены
которого задана ГБД, и двусторонними скачками, плотность которых
имеет дробно-рациональное преобразование Лапласа. Доказано, что, в
предположении достаточной гдадкости, вероятность разорения убыва­
ет степенным образом с параметром β при β ∈ (0,1).

3. В модели с инвестициями в рисковый актив, динамика цены которого
модулируется марковским процессом с конечным числом состояний, по­
лучены достаточные условия гладкости вероятности разорения. Пока­
зано, что если плотность скачков имеет непрерывные и интегрируемые
производные вплоть до второго порядка, то есть 𝑓 ′, 𝑓 ′′ ∈ 𝐿1(R+), то ве­
роятность разорения является дважды непрывно дифференцируемой
функцией начального капитала. Кроме того, получена система ИДУ,
описывающая вероятности разорения для каждого начального состоя­
ния марковского процесса.

4. Исследована общая модели Орнштейна–Уленбека с инвестициями в
рисковый актив на конечном временном интервале. Показано, что
вероятность разорения является непрерывной функцией начального
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капитала. Кроме того, получено ИДУ в частных производных для ве­
роятности разорения и доказано, что вероятность разорения является
единственным решением уравнения в смысле вязкости.

Рекомендации и перспективы по дальнейшей разработке темы
диссертации.

1. Рассмотреть подход, используемый в главе 1, для модели разорения
с инвестициями в рисковый актив в случайной среде, предложенной
в главе 3. Доказать гладкость вероятности разорения как функции
начального капитала с ослабленными требованиями на плотности скач­
ков. Доказать «точную» степенную асимптотику для вероятности
разорения в данной модели.

2. Используя подход, предложенный в главе 1, исследовать гладкость и
асимптотическое поведение вероятности разорения в модели с инвести­
циями в рисковый актив и двусторонними скачками, рассмотренной в
главе 2.
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Список сокращений и условных обозначений

ГБД — геометрическое броуновское лвижение
ИДУ — интегро-дифференциальное уравнение
ДУ — дифференциальное уравнение
ОДУ — однородное дифференциальное уравнение
СДУ — стохастическое дифференциальное уравнение
п.н. — почти-наверное
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