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Общая характеристика работы

Актуальность темы. В задачах математического моделирования в классической

теории поля, биофизике, химической кинетике и других научных областях естествен­

ным образом возникают сингулярно возмущенные дифференциальные уравнения. Именно

такие уравнения способны описать физические явления, для которых характерны рез­

ко изменяющиеся состояния рассматриваемой системы. В последние годы количество

возникающих задач подобного рода особенно велико. Математически, такие явления опи­

сываются с помощью решений вида контрастных структур — функций, внутри области

определения которых происходит резкое изменение их значений. В работе применяются

два основных метода исследования контрастных структур — метод пограничных функ­

ций А. Б. Васильевой и метод дифференциальных неравенств, развитый в работах Н.Н.

Нефёдова. Первый позволяет строить равномерные асимптотические приближения, вто­

рой позволяет доказать существование, локальную единственность и асимптотическую

устойчивость решений с переходными слоями.

Целью данной работы является исследование контрастных структур в сингуляр­

но возмущенных нелинейных двухкомпонентных системах с разными степенями малого

параметра в ряде возможных постановок: с внутренним переходным слоем и погранич­

ным переходным слоем, с сингулярным возмущением в дифференциальном операторе и

в граничных условиях задачи.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие задачи:

1. Построение асимптотического приближения решения c пограничным переходным

слоем или с внутренним переходным слоем.

2. Построение нижних и верхних решений как модификации построенной асимпто­

тики по методу дифференциальных неравенств.

3. Формулирование условий существования решений для рассмотренных типов за­

дач.

4. Доказательство устойчивости полученных стационарных решений.

Научная новизна: Метод пограничных функций применен для ряда сингулярно

возмущенных нелинейных двухкомпонентных систем с разными степенями малого па­

раметра. Построена формальная асимптотика, проведено доказательство корректности

построенной асимптотики, ее существования, локальной единственности и асимптоти­

ческой устойчивости по Ляпунову. Для параболической задачи с условиями Неймана
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сформулировано условие существования решения, расширяющее класс задач, для кото­

рых применимы построенный алгоритм.

Теоретическая и практическая значимость Теоретическая значимость работы

состоит в расширении класса задач, для которых применен метод пограничных функций,

сформулированы условия его применения и доказательства существования и единственно­

сти. Полученные результаты можно использовать для исследования других переходных

слоев. Проведенные исследования имеют важное значение для теоретической физики в

области пограничных слоев, возникающих в нелинейных системах. Разработанные мате­

матические методы могут применяться для описания явлений классической теории поля,

например, неравновесной термодинамики. Практическая значимость работы заключается

в возможности применения ее результатов в математическом моделировании в задачах

биофизики, химической кинетики, экологии и других областей наук, в которых возникает

скачкообразное изменение рассматриваемых величин.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Существуют решения в виде контрастных структур для нелинейных двухком­

понентных систем в случаях с разными характерными скоростями изменения

компонент системы (степенями малого параметра при дифференциальных опе­

раторах для двух компонент), с внутренним переходным слоем и пограничным

переходных слоем, с сингулярным возмущением в дифференциальном операторе

и в граничных условиях задачи.

2. Полученный в работе алгоритм позволяет строить асимптотические разложения

по малому параметру решений двумерных задач с пограничным или внутренним

переходным слоем.

3. Для рассмотренных задач справедливы теоремы существования и асимптотиче­

ской устойчивости решений по Ляпунову.

Достоверность полученных результатов обеспечивается строгостью математиче­

ских методов, примененных для построения решений. Результаты находятся в соответ­

ствии с результатами, полученными другими авторами.

Апробация работы. Результаты работы были доложены на следующих конфе­

ренциях: Ломоносов (Москва, 2013), "Актуальные проблемы математической физи­

ки"(Москва, 2014), "Ломоносов"(Москва, 2015), "Волны-2015"(Красновидово, 2015), V

Съезд биофизиков России (Ростов-на-Донуб 2015), IX Всероссийская конференция «Ак­

туальные проблемы прикладной математики и механики» с международным участием,

посвященная памяти академика А.Ф. Сидорова (Дюрсо, 2018), Ломоносовские чтения

(Москва, 2018), Тихоновские чтения (Москва, 2019), Ломоносов-2019 (Москва, 2019), 2nd
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International Conference on Integrable Systems and Nonlinear Dynamics (Ярославль, 2020),

Ломоносов-2022 (Москва, 2022).

Личный вклад. Личный вклад автора состоит в построении асимптотических при­

ближений решений с пограничным или внутренним переходным слоем, установлении

условий существования и устойчивости построенных решений. Подготовка к публикации

полученных результатов проводилась совместно с соавторами, причём вклад соискателя

был определяющим. Вклад автора в статье "Автоволновая самоорганизация в неоднород­

ных природно-антропогенных экосистемах"(Вестник Московского университета. Серия 3:

Физика, астрономия, 2016, №6, с. 39-45) составляет 1/4. В остальных работах, опублико­

ванных в соавторстве, основополагающий вклад принадлежит соискателю.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 6 печатных

изданиях, 5 из которых изданы в рецензируемых журналах из баз данных Scopus и Web

of Science.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в рамках дан­

ной диссертационной работы, формулируется цель, ставятся задачи работы, излагается

научная новизна и практическая значимость представляемой работы.

В первой главе приведен обзор научных работ, посвященных близким к теме

диссертации исследованиям, обозначено место диссертационной работы среди других со­

временных работ, развивающих данное направление.

Вторая глава посвящена изучению системе уравнений типа реакция-диффузия с

разными степенями малого параметра при дифференциальном операторе в замкнутой,

односвязной двумерной области 𝐷, ограниченной достаточно гладкой границей 𝜕𝐷:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝒩𝑢 := 𝜀4∆𝑢− 𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑓(𝑢,𝑣,𝑥,𝜀) = 0, 𝑥 = (𝑥1,𝑥2) ∈ 𝐷, 𝑡 > 0,

𝒩𝑣 := 𝜀2∆𝑣 − 𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝑔(𝑢,𝑣,𝑥,𝜀) = 0, 𝑥 = (𝑥1,𝑥2) ∈ 𝐷, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥,0,𝜀) = 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥,𝜀),𝑣(𝑥,0,𝜀) = 𝑣𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥,𝜀), 𝑥 ∈ �̄�,

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐷

= ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜕𝐷,

𝜕𝑣

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐷

= 𝑞(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜕𝐷.

Здесь 𝜀 > 0 – малый параметр, функции 𝑓(𝑢,𝑣,𝑥,𝜀) и 𝑔(𝑢,𝑣,𝑥,𝜀) определены при (𝑢,𝑣,𝑥) ∈

𝐺 ≡ 𝐼𝑢× 𝐼𝑣×𝐷 и 0 < 𝜀 ≤ 𝜀0, где 𝜀0 – положительная константа. Производная в граничном
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условии берется по внутренней нормали к 𝜕𝐷. В главе сформулированы условия существо­

вания и устойчивости по Ляпунову стационарного решения задачи. Для доказательства

теорем использован асимптотический метод дифференциальных неравенств.

В третьей главе рассмотрены три двумерные задачи с сингулярными граничными

условиями. В первом разделе главы рассматривается однокомпонентное уравнение реак­

ция-диффузия с сингулярно возмущенным граничным условием Неймана. В следующем

разделе рассматривается естественное обобщение данной задачи на случай сингулярно

возмущенных условий третьего рода. Наконец, завершает главу задача, представляющая

следующий шаг развития этого направления, а именно двухкомпонентная система урав­

нений реакция-диффузия с сингулярно возмущенными граничными условиями Неймана.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝒩𝑢(𝑢,𝑣) := 𝜀4∆𝑢− 𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑓(𝑢,𝑣,𝑥,𝜀) = 0, 𝑥 = (𝑥1,𝑥2) ∈ 𝐷, 𝑡 > 0,

𝒩𝑣(𝑢,𝑣) := 𝜀2∆𝑣 − 𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝑔(𝑢,𝑣,𝑥,𝜀) = 0, 𝑥 = (𝑥1,𝑥2) ∈ 𝐷, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥,0,𝜀) = 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥,𝜀),𝑣(𝑥,0,𝜀) = 𝑣𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥,𝜀), (𝑥) ∈ �̄�,

𝜀2
𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐷

= ℎ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜕𝐷,

𝜀
𝜕𝑣

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐷

= 𝑞(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜕𝐷.

(1)

Здесь 𝜀 > 0 – малый параметр, функции 𝑓(𝑢,𝑣,𝑥,𝜀) и 𝑔(𝑢,𝑣,𝑥,𝜀) определены при (𝑢,𝑣,𝑥) ∈

𝐺 ≡ 𝐼𝑢 × 𝐼𝑣 × 𝐷 и 0 < 𝜀 ≤ 𝜀0, где 𝜀0 – положительная константа.

В четвертой главе рассматривается система двух сингулярно возмущенных пара­

болических уравнений в двумерной области с периодическими условиями по времени.

Исследуются решения типа периодического фронта, локализованного в окрестности за­

мкнутой кривой. ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜀4∆𝑢− 𝜀4𝑢𝑡 = 𝑓(𝑢,𝑣,x,𝑡,𝜀),

𝜀2∆𝑣 − 𝜀2𝑣𝑡 = 𝑔(𝑢,𝑣,x,𝑡,𝜀),

x = (𝑥1,𝑥2) ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅2, 𝑡 ∈ (0;+∞),

c условиями:

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐷

= 0,
𝜕𝑣

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐷

= 0, 𝑡 ∈ (0;+∞),

𝑢(x,𝑡) = 𝑢(x,𝑡+ 𝑇 ), 𝑣(x,𝑡) = 𝑣(x,𝑡+ 𝑇 ), x ∈ 𝐷, 𝑡 ∈ (0;+∞),

где 𝜀 > 0 — малый параметр, ∆ — оператор Лапласа, 𝐷 — ограниченная односвязная об­

ласть с достаточно гладкой границей 𝜕𝐷, 𝑓 и 𝑔 — достаточно гладкие и 𝑇 -периодические

функции в области (𝑢,𝑣,x,𝑡,𝜀) ∈ 𝐼𝑢 × 𝐼𝑣 × �̄� × (0;+∞)× (0; 𝜀0], 𝐼𝑢 и 𝐼𝑣 — некоторые про­

межутки изменения переменных 𝑢 и 𝑣,
𝜕

𝜕𝑛
— производная по внутренней нормали к 𝜕𝐷.

Получено асимптотическое приближение и доказана теорема существования решения типа
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периодического фронта в системе двух параболических уравнений с малым параметром

при дифференциальном операторе в случае периодических условий по времени. Также

доказана локальная единственность и асимптотическая устойчивость периодического ре­

шения.

Пятая глава посвящена исследованию краевой задачи для нелинейной парабо­

лической системы в двумерной области с периодическими условиями по времени,

предложенную изначально как пространственно-временная модель урбоэкосистемы:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜇𝑢𝑡 − 𝜇𝐷𝑢∆𝑢 = −𝜇−1(𝑢(𝑢− 𝛼(𝑥,𝑦,𝑡))(𝑢− 1) + 𝑢𝑣),

𝜇𝑣𝑡 − 𝜇𝐷𝑣∆𝑣 = −𝛾𝑣 + 𝛽𝑢, − 𝐿 ≤ 𝑥,𝑦 ≤ 𝐿, 𝑡 > 0;
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒
𝑥=∓𝐿

=
𝜕𝑢

𝜕𝑦

⃒⃒
𝑦=∓𝐿

= 0,
𝜕𝑣

𝜕𝑥

⃒⃒
𝑥=∓𝐿

=
𝜕𝑣

𝜕𝑦

⃒⃒
𝑦=∓𝐿

= 0.

Здесь 0 ≤ 𝜇 ≤ 1 – малый параметр, ∆ – оператор Лапласа, 𝛼(𝑥,𝑦,𝑡) > 0 – функция,

непрерывно дифференцируемая по совокупности переменных, 𝛾 > 0,𝛽 > 0 – параметры

системы, 𝜇𝐷𝑢, 𝜇𝐷𝑣 – коэффициенты диффузии, 𝑢 — функция интенсивности антропоген­

ных факторов, а 𝑣 — функция интенсивности природных факторов.

Для подобных задач доказана возможность существования решений с внутренним

переходным слоем. В главе получено асимптотическое представление периодического ре­

шения c внутренним переходным слоем.

Заключение

Диссертационная работа посвящена теоретическому исследованию контрастных

структур в нелинейных двухкомпонентных системах с сингулярным возмущением в

нескольких возможных постановках:

– c внутренним переходным слоем и пограничным переходных слоем

– с сингулярным возмущением в дифференциальном операторе и в граничных усло­

виях задачи.

Для исследования указанных задач применены метод пограничных функций и

метод дифференциальных неравенств. Построена формальная асимптотика, проведено

доказательство корректности построенной асимптотики, ее существования, локальной

единственности и асимптотической устойчивости по Ляпунову.

Основные результаты работы.

– Для параболической задачи реакция-диффузия с условиями Неймана получены

условия, при которых существуют решения с пограничным переходным слоем,

позволяющие не требовать условия квазимонотонности. Таким образом расширен

класс задач, для которых применимы стандартные методы асимптотической тео­

рии
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– Разработан алгоритм построения асимптотических разложений для двухкомпо­

нентных систем с разными степенями малого параметра с сингулярным воз­

мущением в операторе и в граничных условиях, с внутренним и пограничным

переходными слоями

– Для построенных решений доказаны теоремы существования, локальной един­

ственности и асимптотической устойчивости по Ляпунову

– На примере реальных физических задач показана применимость разработанных

алгоритмов

Результаты, предложенные в диссертационной работе, могут быть применены в ка­

честве основы для исследования более сложных задач.
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