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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования.
Для большинства современных математических алгоритмов, в частно­

сти, численных методов линейной алгебры, их сложность имеет первоочеред­
ное значение для практических приложений. Она определяет либо примени­
мость алгоритма в режиме реального времени, либо допустимые размеры за­
дачи, при которых алгоритм сможет завершить работу на современном вычис­
лительном устройстве за разумное время, используя при этом ограниченные
объемы памяти. В связи с этим, современная вычислительная математика
часто опирается на различные малопараметрические представления данных:
вводится предположение, что фигурирующие в алгоритмах входные данные
и/или неизвестные с контролируемой погрешностью подчиняются некоторой
наперед заданной модели, характеризующейся сравнительно небольшим чис­
лом параметров. На основе этого предположения строится упрощенный ал­
горитм, вычислительная сложность и необходимая величина объема памяти
которого либо, в идеальном случае, зависит только от числа параметров мо­
дели, либо просто снижена. При успешном построении такого алгоритма с
сохранением его практической эффективности говорят о редукции размерно­
сти модели.

В случае данных, организованных в виде матрицы, наиболее типичной
и известной малопараметрической моделью является модель матрицы малого
ранга. Эта модель хорошо изучена: в частности, известно, что оптимальное
приближение любой матрицы во фробениусовой, спектральной и любой дру­
гой унитарно инвариантной норме [1] можно получить с помощью сингуляр­
ного разложения матрицы за (примерно) кубическое относительно линейного
размера матрицы число операций. Недавние результаты [2] объясняют, поче­
му многие матрицы, встречающиеся в приложениях, хорошо приближаются
матрицами малого ранга: в частности, показано, что любые матрицы боль­
шого размера обладают приближениями малого ранга в чебышевской норме,
качество которых зависит от ранга как обратная величина квадратного кор­
ня.

Несмотря на существование широкой теоретической базы для модели
матриц малого ранга, исследования практически значимых задач, связанных
с этой моделью, продолжаются.
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Распространенной темой исследований последних десятилетий явля­
ются быстрые алгоритмы построения приближений малого ранга, близких к
оптимальным. Погрешность такого приближения не должна достигать точно­
го минимума по всевозможным матрицам заданного ранга, но должна быть
близка к этому минимуму, а вычислительная сложность соответствующего
алгоритма должна быть ниже сложности построения сингулярного разложе­
ния. Для такой задачи в литературе исследованы, в частности, алгоритмы на
основе крестовой аппроксимации [3—6], и алгоритмы, основанные на проек­
тировании на случайные подпространства [7; 8].

Другим современным направлением исследований, связанным с моде­
лью матриц малого ранга, является задача восполнения матриц. Задачей мат­
ричного восполнения называют задачу поиска приближений малого ранга
для матриц в случае неполных данных, т.е. в случае, когда известна только
небольшая часть элементов матрицы. Приложения задачи матричного вос­
полнения включают в себя рекомендательные системы [9], обработка корре­
лирующих сигналов [10—12], машинное обучение [13; 14] и другие области.

Еще одной развивающейся темой исследований, связанной с моделью
матриц малого ранга, является задача приближения матриц в формате сум­
мы матрицы малого ранга и разреженной. Известными приложениями дан­
ной модели являются, например, задача усвоения данных измерений, или за­
дача выделения движущихся объектов на видеозаписях [15; 16]; также в рам­
ках данной работы будет рассмотрено применение этой модели к решению ли­
нейных систем, связанных с интегральными уравнениями. Задача представле­
ния матрицы в виде суммы матрицы малого ранга и разреженной матрицы
некорректна без дополнительных предположений; в частности, без условия
’неразреженности’ малорангового слагаемого. В работе [17] предложены фор­
мализация такого условия и алгоритм, обладающий гарантиями сходимости;
однако, этот алгоритм обладает существенной вычислительной сложностью,
так как используют выпуклую оптимизацию с 𝑚2 неизвестными, где 𝑚 - ли­
нейный размер матрицы.

В современных приложениях также возникают структуры малого ран­
га большей размерности, или тензоры малого ранга. Модель тензоров мало­
го ранга имеет большую актуальность, в частности, в задачах, связанных
с обработкой сигналов беспроводных сетей или обнаружением объектов на
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автомобильном радаре. Физическая модель сигнала в этих приложениях опи­
сывается многомерным комплекснозначным тензором, размерности которого
соответствуют частоте, времени, индексу принимающей антенны и индексам
двумерной решетки отправляющих антенн базовой станции. Согласно распро­
страненной „многолучевой“ модели такой тензор допускает каноническое раз­
ложение с небольшим рангом, соответствующим числу различных путей от
источника сигнала к приемнику, которые появляются засчет переотражений
сигнала от объектов среды, например, зданий [18; 19]. В приложениях, связан­
ных с беспроводными сетями, актуален широкий спектр математических за­
дач, связанных с тензором канала [20]. Так, построение приближения малого
ранга к тензору канала соответствует сжатию и очистке от шума канала бес­
проводной связи. Если при этом в качестве входных данных является не весь
тензор канала, а лишь небольшой набор его измерений, то говорят о задаче
оценки канала. На основе приближений тензора канала в реальном времени
проводится построение матриц прекодирования, непосредственно описываю­
щих настройку передаваемых с антенн базовой станции сигналов. Точные
теоретические оценки погрешности приближений зашумленного канала при
этом могут улучшить прекодирование и результирующую пропускную спо­
собность сети [21]. Исследование устойчивости тензорной структуры малого
ранга к шуму актуально и в других приложениях: извлечение малорангово­
го тензора из шума большой нормы соответствует задаче обнаружения объ­
ектов на автомобильных радарах [19]. При таком исследовании отдельную
сложность представляет свойство незамкнутости множества тензоров огра­
ниченного ранга. Так, оптимального приближения наперед заданного тензо­
ра с малым каноническим рангом может не существовать, а даже если оно
существует, его нахождение затруднительно на практике. Практически ис­
пользуемые алгоритмы поиска разложений тензора в формате Таккера [22],
формате тензорного поезда [23] и каноническом формате [24] оптимальное
разложение на выходе не дают, а в случае канонического формата - и вовсе
не имеют теоретических гарантий сходимости. Поэтому, построение теории
устойчивости тензорных приближений не должно опираться на оптималь­
ность таких приближений.

Наконец, методы редукции размерности, основанные на структурах
малого ранга, применимы и к нелинейным задачам, в частности, к числен­
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ным схемам, соответствующим нелинейным дифференциальным уравнениям
с параметрами. Матрицы малого ранга можно использовать для ограничения
пространства, в котором проводится поиск решений, а также для ускорения
вычислений, связанных с нелинейной функцией, путем интерполяции [25; 26].
Такой подход применим для различных дифференциальных уравнений с па­
раметрами, в частности, уравнений магнитостатики, связанных с моделиро­
ванием электродвигателей [27—29].

Целью данной работы является разработка алгоритмов малой вычис­
лительной сложности, связанных с поиском малоранговых приближений мат­
риц и тензоров в условиях неполных данных и/или высокого уровня шума, а
также построения теории их сходимости.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следую­
щие задачи:

1. Разработать и аналитически исследовать возможность понижения
сложности известных алгоритмов [30] восполнения матриц, основан­
ных на методах проекции градиента, с помощью приближенных ме­
тодов вычисления частичного сингулярного разложения.

2. Исследовать возможность адаптации алгоритмов восполнения к
случаю разреженных ошибок во входных данных. Связать эту зада­
чу с аппроксимацией матрицы в виде суммы матрицы малого ранга
и разреженной.

3. Теоретически исследовать близость малорангового приближения
наперед заданного тензора, подверженного возмущению, к исход­
ному тензору. Проверить гипотезу об улучшении свойств такой бли­
зости у тензорных приближений по сравнению с матричными при
том же ранге и числе элементов.

4. Применить разработанные алгоритмы и теоретические результаты
к практическим задачам обработки сигналов из областей беспровод­
ной связи и автомобильных радаров.

Научная новизна:
1. Впервые предложен и теоретически обоснован метод проекции гра­

диента для задачи восполнения матриц для случая приближенного
проектирования, вычисляемого с помощью проектирования на слу­
чайные подпространства или крестовой аппроксимации.

6



2. Впервые предложен метод аппроксимации матриц в виде суммы
матрицы малого ранга и разреженной матрицы, основанный на мат­
ричном восполнении, имеющий меньшую сложность по сравнению
с известными в литературе и сходящийся геометрически на искус­
ственных данных. Доказан ряд утверждений для теоретического
обоснования алгоритма.

3. Впервые предложена теория точности тензорных приближений ма­
лого ранга в условиях зашумленных данных. Получены асимпто­
тические оценки близости малорангового приближения наперед за­
данного тензора, подверженного возмущению большой нормы, к ис­
ходному тензору.

4. Впервые предложен метод приближения тензоров в фомате Таккера
с малыми рангами, основанный на методах восполнения и быстром
преобразовании Джонсона-Линденштраусса.

Теоретическая и практическая значимость. На основе проведен­
ных исследований разработаны методы обработки сигналов в приложениях,
связанных с автомобильными радарами и станциями беспроводной связи, ос­
нованные на тензорных разложениях малого ранга.

Методология и методы исследования. В работе используются ма­
тематические методы линейной алгебры, методов оптимизации и теории ве­
роятностей.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Для задачи восполнения матриц предложен и теоретически обосно­

ван метод приближенной проекции градиента.
2. Метод аппроксимации матриц в виде суммы матрицы малого ранга

и разреженной матрицы, основанный на матричном восполнении,
имеющий меньшую сложность по сравнению с известными в лите­
ратуре и сходящийся геометрически на искусственных данных.

3. Теорема о точности тензорных приближений в условиях зашумлен­
ных данных.

4. Метод приближения тензоров в фомате Таккера с малыми рангами
малой сложности.

Степень достоверности и апробация работы. Достоверность по­
лученных результатов подкреплена согласованностью выводов аналитическо­
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го исследования и численного моделирования. Основные результаты работы
докладывались на следующих научно-исследовательских школах, конферен­
циях и семинарах.

1. Конференция SIAM Conference on Applied Linear Algebra (LA21),
17-21 мая 2021, онлайн-формат,

2. Конференция Matrix Equations and Tensor Techniques IX (METTIX),
Perugia, Италия, 9-10 сентября 2021 (гибридный формат),

3. Конференция The 5th International Conference on Matrix Methods in
Mathematics and applications (MMMA-2019, Москва),

4. Конференция Large-Scale Scientific Computations, 10-14 июня 2019
(LSSC’19, Созополь, Болгария),

5. Конференция Random Matrix Theory and Beyond Workshop, Сочи,
8-9 августа 2022,

6. Конференция Electromagnetic Simulation Workshop 2021, Москва, 17
декабря 2022,

7. Конференция Huawei Russian Wireless Workshop 2020, Москва, 21-23
октября 2020,

8. Летняя школа «Римско-Московская школа по матричным методам
и прикладной линейной алгебре» (Москва, Россия, 20 августа - 3
сентября 2016, Рим, Италия, 4-18 сентября 2016).

Личный вклад. Все результаты работы получены автором лично под
научным руководством академика РАН, профессора Тыртышникова Е.Е, при
консультациях к.ф.м.н. Замарашкина Н.Л.. В работах, написанных в соавтор­
стве, вклад автора диссертации состоит в следующем: предложены методы
построения приближения матриц в формате суммы матрицы малого ранга
и разреженной матрицы, основанные на методах восполнения с одной или
двумя масками; доказаны теоретические утверждения о сходимости обоих
алгоритмов, а также проведены численные эксперименты; доказана теорема
о сходимости приближенного метода проекции градиента общего вида и по­
дробно рассмотрен частный случай построения приближенных проекций с
помощью случайных подпространств.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в
3 печатных изданиях, 3 из которых изданы в журналах Scopus, WoS, RSCI, а
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1 1 1
2 2 2
3 3 3

𝑋 𝒜Ω(𝑋)
0 0 1
2 0 0
0 3 0

Рис. 1 — Иллюстрация входных данных задачи восполнения матрицы

также в изданиях, рекомендованных для защиты в диссертационном совете
МГУ по специальности.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, пяти
глав, и заключения. Полный объём диссертации составляет 130 страниц с 25
рисунками и 4 таблицами. Список литературы содержит 54 наименования.

Содержание работы

В первой главе исследуется модель матриц малого ранга в специ­
альных условиях: рассматривается задача построения приближений малого
ранга в условиях неполных данных, известная также как задача восполнения
матрицы. В работе рассмотрена формальная постановка задачи оптимизации
вида

Ψ𝒜Ω
(𝑋) =

1

2
‖𝒜Ω(𝑋)−𝐵‖2𝐹 → inf, rank(𝑋) ≤ 𝑟, (1)

где 𝑋 ∈ R𝑚1×𝑚2 - искомая матрица, множество Ω обозначает множество пози­
ций известных элементов матрицы, а действие оператора 𝒜Ω, с точностью до
скалирования, схематично описано на рис. 1. В главе подробно рассмотрено
применение метода проекции градиента к задаче оптимизации (1), имеющего
вид

𝑋𝑘+1 = 𝒫𝑟 (𝑋𝑘 − 𝜏∇𝜓𝒜(𝑋𝑘)) ,

= 𝒫𝑟 (𝑋𝑘 − 𝜏𝒜* (𝒜(𝑋𝑘)−𝐵)) . (2)

Структура одной итерации такого метода приведена на рис. 2, и сводит­
ся к затратному вычислению частичного сингулярного разложения структу­
рированной матрицы. В главе расширены теоретические результаты [30] о
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Рис. 2 — Схема метода проекции градиента для задачи восполнения матриц

1 1 1
2 2 2
3 3 3

𝑋 𝒜Ω(𝑋 + 𝑆)
0 0 1
8 0 0
0 3 0

Рис. 3 — Иллюстрация входных данных задачи восполнения матрицы с
разреженной ошибкой

сходимости метода: доказано, что точное вычисление проекции не является
обязательным и может быть заменено приближенным, например, основанном
на случайных подпространствах [7]. Также рассмотрен набор практических
техник поддержания сходимости алгоритма.

Вторая глава посвящена возможности решения задачи восполнения
матриц в случае входных данных с разреженной ошибкой (см. рис. 3); такая
задача также может быть рассмотрена как задача приближения матрицы
в формате суммы матрицы малого ранга и разреженной матрицы, который
можно рассматривать как самостоятельную малопараметрическую модель.

В главе предлагается новый алгоритм, основанный на методах воспол­
нения, и позволяющий эффективно решать задачу приближения матрицы в
виде суммы матрицы малого ранга и разреженной матрицы, не обладая ин­
формацией о позициях элементов разреженной части.

В третьей главе рассматриваются многомерные тензоры малого ран­
га и вопросы устойчивости тензорных приближений к большому белому шу­
му, который по норме может в несколько раз превосходить норму самого
приближения. Математически такую „устойчивость“ предлагается характе­
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Рис. 4 — Схема исследования устойчивости тензорных приблжений

ризовать величиной
‖𝒫𝐾(�⃗�+ �⃗�)− �⃗�‖2, (3)

где 𝐾 - множество тензоров малого ранга в каноническом смысле, смысле
Таккера или смысле тензорного поезда, �⃗� ∈ 𝐾, �⃗� поэлементно гауссов, а
оператор 𝒫𝐾 обозначает результат операции приближения входного вектора
вектором из множества 𝐾. С учетом сложной структуры множества 𝐾, опти­
мальность такого приближения не подразумевается. На рис. 4 представлена
схема типично наблюдаемого на практике явления: как правило, величина
(3) гораздо меньше ‖�⃗�‖2. В главе предложено теоретического обоснование та­
кого феномена, а также проведено сравнение различных форматов тензоров
малого ранга с точки зрения величины (3).

В четвертой главе рассмотрено обобщение алгоритмов восполнения
на задачу восполнения тензоров в формате Таккера. В случае практического
использования тензоров большой размерности использование всех элементов
тензора даже по одному разу может быть недопустимо в силу высокой вы­
числительной сложности, поэтому использование неполных данных иногда
является обязательным. В главе предложен новый алгоритм приближения
тензоров в формате Таккера малой вычислительной сложности, основанный
на методе проекции градиента для решения задачи оптимизации вида

Ψ𝒜(T) =
1

2
‖𝒜(T−B)‖2𝐹 → inf, rank𝑗(T) ≤ 𝑟𝑗, 𝑗 = 1 . . . 𝑑, (4)

где B ∈ R𝑚1×𝑚2×···×𝑚𝑑 - 𝑑-мерный тензор, для которого необходимо построить
приближение, а оператор 𝒜 имеет нетривиальный вид, но обладает свойством
ограниченной изометрии, и таким образом схож с оператором восполнения
𝒜Ω.
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Рис. 5 — Иллюстрация
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Рис. 6 — Двумерная решетка антенн
базовой станции беспроводной связи

В пятой главе представлен набор практических применений пред­
ложенных в работе теории и алгоритмов. Теория устойчивости тензорных
приближений имеет актуальность в области обработки сигналов автомобиль­
ных радаров и сетей беспроводной связи: в обоих приложениях обработка
сигналов представляет собой работу с зашумленным тензором специального
вида

T(𝑗1, 𝑗2 . . . 𝑗𝑑) =
𝑅∑︁
𝑟=1

𝛽𝑟𝜅
𝑗1
1 𝑒

𝑖𝛾1,𝑟𝑗1𝜅𝑗22 𝑒
𝑖𝛾2,𝑟𝑗2 . . . 𝜅𝑗𝑑𝑑 𝑒

𝑖𝛾𝑑,𝑟𝑗𝑑, (5)

соответствующего тензору малого канонического ранга с дополнительной
структурой факторов. При этом, размерности такого тензора включают в
себя размерность частот, размерность времени и несколько размерностей ан­
тенн (отдельно - принимающих (rx) и отправляющих (tx), причем отправляю­
щие антенны могут быть организованы в виде двумерной регулярной решет­
ки). Структура (5) вдоль размерностей антенн тогда определяется моделью
параллельного падения лучей, а вдоль размерностей частоты и времени -
специальным способом модуляции излучаемого сигнала [18].

Извлечение тензора структуры (5) из шума большой нормы при этом
соответствует задачам обнаружения объектов на радаре или оценки кана­
ла беспроводной связи. При этом тензор канала беспроводной связи можно
считать константным лишь небольшое число миллисекунд, что делает акту­
альной не только задачу оценки и сжатия, но и задачу предсказания канала.
Для этого в главе предложен алгоритм на основе экстраполяции канониче­
ских факторов, схематично описанный на рис. 7.

Кроме того, в главе описано приложение приближений матриц в фор­
мате суммы матрицы малого ранга и разреженной к структурированному
сжатию системы уравнений, возникающей в результате дискретизации урав­

12



Тензор канала

𝑚
3
𝑚

2

𝑚1 𝑚1

𝑅∑︀
𝑟=1

�⃗�3𝑟

�⃗�1𝑟

�⃗�2𝑟

Экстраполяция
фактора времени

Разложение
типа ALS

Н
овое

начальное
приближ

ение

Сжатие
канонических

факторов

Вывод
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Рис. 8 — Cетка метода конечных
элементов на метаповерхности.

нений Максвелла, описывающих рассеяние на метаповерхностях (см. рис. 8),
а в конце главы также описано применение малоранговых приближений мат­
риц к решению нелинейного дифференциального уравнения магнитостатики,
использующегося при моделировании электродвигателей.

В заключении приведены основные результаты работы, которые за­
ключаются в следующем:

1. Для метода проекции градиента, применительно к задаче матрич­
ного восполнения, построена теория применимости приближенного
проектирования. Показана эффективность полученного алгоритма
с точки зрения снижения требуемого числа операций и доказана
теорема о сохранении геометрического характера сходимости.

2. Исследована возможность получения алгоритмов восполнения мат­
риц, устойчивых к разреженной ошибке в начальных данных. Пред­
ложен и программно реализован алгоритм, позволяющий эффек­
тивно приближать матрицы в виде суммы матрицы малого ранга
и разреженной. Построена теория сходимости этого алгоритма на
основе теории возмущений сингулярных подпространств матриц.

3. Построена теория устойчивости тензорных приближений малого
ранга с доказательной базой, при выполнении определенных усло­
вий на качество приближения. Асимптотическая точность теории
подтверждена на численных экспериментах.
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4. На основе методов восполнения предложен алгоритм построения
тензорных приближений по модели Таккера малой вычислительной
сложности.

5. Предложенная теория и разработанные алгоритмы получили широ­
кое применение в области обработки сигналов беспроводной связи.
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