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Введение

Актуальность темы исследования и степень ее разработанности

Конвективные процессы, возникающие при тепловыделении, являются предметом интенсив-

ных исследований в течение десятков лет в силу своей большой практической важности для мно-

гих задач химической физики, теплофизики и геофизики. В то же время, в последние годы раз-

витие экспериментальных методов и численного моделирования, методов ассимиляции данных

с применением нейросетей позволило существенно продвинуться в исследованиях конвективных

процессов. Такие экспериментальные методы, как теневой фоновый метод (ТФМ, Background

Oriented Schlieren, BOS), цифровая трассерная визуализация (Particle Image Velocimetry, PIV)

позволяют получать соответственно поля температуры и скорости с достаточно хорошим про-

странственным разрешением. В конвективных процессах эти поля связаны между собой и с

другими характеристиками течения, что позволяет по измеренной одной величине восстанавли-

вать остальные. В связи с этим активно развиваются различные методы ассимиляции данных.

В применении к задачам гидродинамики становятся популярны нейросети, обучающиеся не на

большом количестве размеченных данных, которых может быть недостаточно для обучения

классической нейросети, но удовлетворяющие уравнениям и экспериментальным данным, так

называемые физически-информированные нейросети (Physics-Informed Neural Networks, PINN).

При этом, по сравнению с традиционным численным моделированием, нейросеть не так чув-

ствительна к шуму экспериментальных данных и позволяет включать различные данные, в

том числе разреженные или измеренные в отдельных точках.

Для исследования течения конвективных процессов очень удобным оказывается использо-

вание в качестве экспериментальных данных поля температуры. Температурное поле может

быть не только источником движения, например, для термогравитационной и термокапиляр-

ной конвекции, но, одновременно, и источником информации о течении. Экспериментально в

приповерхностных течениях поле температур на поверхности можно получить с помощью ИК-

термографии высокого разрешения, а в объеме – с помощью рефракционных методов. Следует
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отметить, что в последнем случае поле температур усредняется по одной из координат и, как

правило, с помощью этих методов точные результаты могут быть получены только для двумер-

ных и осесимметричных течений. Однако методы решения обратных задач позволяют получить

из усредненного поля температур коэффициенты турбулентной теплопроводности и турбулент-

ной вязкости. Такой способ ассимиляции данных, как будет показано в работе, является аль-

тернативой методам многомерной цифровой трассерной визуализации и легче реализуется на

практике.

В приповерхностных течениях тепловое воздействие (с помощью нагревателя или при по-

глощении лазерного излучения) позволяет инициировать гидродинамический перенос и исследо-

вать свойства межфазных поверхностей (в работе рассматривается граница раздела «жидкость-

газ»). В настоящее время хорошо известно, что даже при отсутствии значительных загрязнений

различные жидкости очень существенно отличаются по свойствам межфазных поверхностей. В

воде, например, пленка естественных примесей блокирует температурную конвекцию Маран-

гони (за исключением деионизированной воды), но температурные градиенты создают силы,

которые могут нарушить целостность пленки. Если пленка не рвется, основным механизмом

переноса тепла оказывается рэлеевская конвекция. Но, в отличие от стандартной термограви-

тационной конвекции, связанной с силой Архимеда, в данном случае причиной оказывается

горизонтальное перераспределение давлений. При наличии неравномерной плотности в гори-

зонтальной плоскости (перпендикулярной силе тяжести) возникновение конвекции неизбежно,

независимо от числа Рэлея, которое в этом случае характеризует только интенсивность процес-

са. Именно горизонтальная конвекция конкурирует с термокапиллярной в приповерхностных

слоях, в зависимости от свойств межфазной поверхности. Приповерхностные течения наиболее

трудны для изучения из-за сложности граничных условий, но современные эксперименталь-

ные методы позволяют подробно исследовать поля температур, скоростей и даже давлений (на

основе анализа профиля поверхности). Во многих жидкостях с низким коэффициентом поверх-

ностного натяжения (КПН) пленка отсутствует (силиконовое масло, спирты и др.), и в этом

случае процесс распространения тепла существенно ускоряется, a господствующим механизмом

оказывается термокапиллярная конвекция. Роль этой конвекции в реальности сильно недооце-

нивается, но это очень мощный механизм отвода тепла в ближней зоне от нагревателя с одним

условием – это должна быть жидкость с отсутствием пленки.

Автомодельные решения, построенные в работе, позволяют получить оценки для скоро-
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сти приповерхностного распространения тепла и толщины пограничного слоя в зависимости

от наличия поверхностной пленки, блокирующей термокапиллярную конвекцию, для задач с

линейным и цилиндрическим источниками нагрева. Сравнение двух механизмов конвекции с

помощью автомодельных решений приводит к выводу об их эффективности в теплоотводе. Рас-

смотренные ранее в других работах автомодельные решения, в отличие от предложенных, как

правило, не учитывали сопряженность задачи, а полученные зависимости для скорости рас-

пространения теплового фронта и толщины погранслоя были выведены исходя из численных

расчетов.
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Цели и задачи

Цель работы состояла в изучении неизотермических течений на основе анализа температур-

ного поля, полученного в результате тепловыделения, как источника конвективного движения

и, одновременно, как способа визуализации течения. Для этого были поставлены следующие

задачи:

1. Получение автомодельных и численных решений для нестационарных конвективных те-

чений, генерируемых приповерхностными линейными источниками тепла, и сравнение с

экспериментальными результатами.

2. Получение автомодельных и численных решений и сравнение с экспериментом для задач

лазерного зондирования поверхности.

3. Восстановление коэффициента турбулентной теплопроводности, турбулентной вязкости,

полей скорости и давления для течения осесимметричной турбулентной квазистационар-

ной струи по экспериментально измеренным с помощью теневого фонового метода полям

температуры.

Научная новизна работы

Предложены новые автомодельные решения для нестационарных конвективных течений,

возникающих при наличии линейного источника тепла, расположенного вблизи поверхности

жидкости, и при ИК-зондировании свободной поверхности жидкости. Полученные в работе ав-

томодельные решения, в отличие от ранее предложенных, описывают сопряженную задачу теп-

ломассобмена и учитывают влияние температурного поля на гидродинамическое течение. При

их выводе впервые также учтены различные граничные условия на поверхности. Для жидко-

стей, в которых на поверхности присутствует пленка, показано, что условие прилипания пра-

вильно описывает течение и приводит к совпадению численных расчетов, экспериментальных

данных и автомодельных решений. Для жидкостей, демонстрирующих термокапиллярную кон-

векцию Марангони, в качестве граничного условия подходит условие Пирсона. Таким образом,

продемонстрирована необходимость выбора различных граничных условий в зависимости от

наличия или отсутствия поверхностной пленки, блокирующей термокапиллярный механизм те-

чения.

Полученные автомодельные решения позволяют вывести универсальные количественные за-

висимости для скорости распространения теплового фронта и для толщины погранслоя. Оценки
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характеристик пограничного слоя в других работах со сходной постановкой задачи были получе-

ны численно. Полученные зависимости могут быть использованы для сравнения интенсивности

процессов теплопереноса для жидкостей с наличием пленки примесей на поверхности и при ее

отсутствии. В работе показано, что объемная конвекция эффективнее, чем поверхностная. Но

вблизи источника тепла остается область, где гидродинамические потоки за счет поверхност-

ных сил намного эффективнее, чем за счет сил всплытия. Автомодельные решения для любого

числа Прандтля позволяют определить длину, на которой преобладает конвекция Марангони

по сравнению с горизонтальной конвекцией за счет градиента давления.

Также предложены новые методики ассимиляции данных для турбулентных течений, поз-

воляющие определить распределения турбулентной вязкости, турбулентной теплопроводности,

давления и скорости по экспериментально полученным с помощью ТФМ полям температуры и

измеренным с помощью термоанемометра значениям скорости в выбранных точках. В первом

способе численно решается система уравнений гидродинамики с подставленным полем темпера-

туры. Во втором способе ассимиляции данных для течения осесимметричной квазистационар-

ной струи применяется физически-информированная нейросеть, для обучения которой исполь-

зуются экспериментальные поля температуры и точечные измерения скорости. Предложенные

методики ассимиляции данных позволяют без применения какой-либо конкретной модели тур-

булентности восстанавливать поля скорости, давления, турбулентных вязкости и теплопровод-

ности. В отличие от других работ, предложенный метод не подразумевает использование засева

и измерение параметров турбулентного течения с помощью PIV. Трудоемкость предложенно-

го метода восстановления коэффициентов турбулентной теплопроводности и вязкости намного

меньше, чем использование трехмерных PIV-измерений.

Теоретическая значимость работы

Теоретическая значимость работы состоит в проведенном систематическом исследовании

конвективных течений, возникающих при наличии линейного приповерхностного источника

тепла и при локальном нагреве поверхности жидкостей с помощью ИК-лазера, что позволя-

ет вывести автомодельные решения для количественного описания характеристик погранслоя

для жидкостей с различной структурой поверхности, уточнить граничные условия при нали-

чии или отсутствии поверхностной пленки. Эти решения универсальны и позволяют, в отличие

от численных расчетов, существенно расширить возможности общего анализа. Также для те-

чения турбулентной осесимметричной струи показано, что измеренные экспериментально поля
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температуры и точечные измерения скорости можно использовать для ассимиляции данных с

последующим восстановлением параметров течения без использования конкретной модели тур-

булентности. Усредненные поля температур, получаемые рефракционными методами, оказыва-

ются источником дополнительной информации, поскольку определяются влиянием коэффици-

ентов турбулентной вязкости и турбулентной теплопроводности. При использовании физически-

информированной нейросети эта информация может быть получена.

Практическая значимость работы

Практическая значимость работы состоит в том, что ее результаты помогают без численного

моделирования процесса конвективного течения от линейного источника тепла и при лазерном

ИК-зондировании жидкости оценить параметры пограничного слоя и интенсивность горизон-

тальной конвекции. Обе задачи имеют важное практическое значение – для исследования теп-

лоотвода от линейных источников нагрева и прогнозирования результатов термозондирования

и лазерной очистки поверхности. Методика восстановления полей скорости и турбулентных

вязкости и теплопроводности разработана без использования засева в воздухе и без примене-

ния высокоскоростных камер для реализации PIV для течения турбулентной осесимметричной

свободной струи или импактной струи при ее взаимодействии с препятствием. Это позволяет су-

щественно упростить очень необходимую для практики валидацию полуэмпирических моделей

турбулентности и анализ их применимости для турбулентного числа Прандтля. Такие процеду-

ры важны в настоящее время из-за существенных расхождений результатов при использовании

различных моделей турбулентности. Данная методика предполагает наличие измеренного экспе-

риментально поля температуры и измерений скорости в некоторых точках. Важным моментом

является возможность расширения методики на зоны экзотермической химической реакции,

когда добавляется усредненное поле концентраций и коэффициент турбулентной диффузии.

Методология и методы исследования

При проведении исследований в данной работе использовались следующие методы:

1. Теневой фоновый метод и его модификация для измерения осесимметричного среднего

поля температур (с применением преобразования Абеля) с целью восстановления распре-

делений турбулентной вязкости и теплопроводности с высокой степенью турбулизации.

2. ИК-термография поверхности для получения поля температур на границе раздела
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«жидкость-газ».

3. Цифровая трассерная визуализация – для измерения поля скорости в определенном сече-

нии потока.

4. Moon-glade BOS – для измерения рельефа поверхности жидкости.

5. Численное решение уравнений гидродинамики.

6. Использование искусственных нейросетей для восстановления полей скорости, давления,

турбулентной вязкости и турбулентной теплопроводности по результатам измерения усред-

ненного поля температур и поля скоростей на входе и в некоторых точках.

На защиту выносятся следующие результаты и положения

1. Предложенные новые автомодельные решения для нестационарного конвективного те-

чения, генерируемого линейным источником тепла, расположенным вблизи поверхности

жидкости, позволяют получить оценки для скорости распространения тепла в погранич-

ном слое и рассчитать числа Нуссельта для оценки эффективности теплоотвода для раз-

личных граничных условий на межфазной поверхности.

2. Проведенные измерения полей скорости, температуры поверхности и рельефа поверхности

и численное моделирование подтверждают корректность выведенных автомодельных ре-

шений для нестационарного конвективного течения, генерируемого линейным источником

тепла.

3. Горизонтальная конвекция у поверхности за счет градиента давления менее эффектив-

на с точки зрения охлаждения линейного источника тепла по сравнению с вертикальной

конвекцией. Но при наличии термокапиллярной конвекции на некоторой длине вблизи

источника нагрева гидродинамический перенос за счет поверхностных сил намного эф-

фективнее и горизонтальной, и вертикальной конвекции.

4. ИК-термография и измерения рельефа поверхности с помощью теневого фонового метода

(moon-glade BOS) для задачи локального ИК-нагрева поверхности CO2-лазером позволя-

ют сделать вывод об эффективности такого типа зондирования для определения свойств

поверхности жидкости.
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5. Автомодельные решения для нестационарного конвективного течения, возникающего при

локальном ИК-нагреве поверхности жидкости, полученные для различных граничных

условий на межфазной поверхности, позволяют рассчитать скорости распространения теп-

ла для горизонтальной и термокапиллярной конвекции.

6. Новые методики ассимиляции данных для турбулентных квазистационарных течений поз-

воляют восстановить поля скорости, давления, турбулентной вязкости и теплопроводности

по экспериментально измеренным полям температуры и значениям скорости в некоторых

точках.

7. Применение PINN (физически-информированных нейросетей) для ассимиляции темпера-

турных полей позволяет резко повысить точность определения локальных параметров на

основе ограниченного набора экспериментальных данных, в том числе полученных с по-

мощью рефракционных методов.

Степень достоверности и апробация результатов Все результаты, полученные в дис-

сертации, содержат два уровня анализа – численное моделирование и эксперимент. Во всех

случаях проводится их сопоставление друг с другом, а также сравнение в предельных случаях

с имеющимися литературными данными. Для конвекции к этим методикам добавляется нахож-

дение и анализ автомодельных решений – как нестационарных, так и, в предельных случаях,

стационарных. Это и определяет достоверность сделанных выводов. Основные положения дис-

сертации были представлены на следующих конференциях:

1. Ломоносовские чтения (Москва, Россия, 2018, 2019, 2024, 2025).

2. Международная научная конференция-школа молодых ученых «Физическое и математи-

ческое моделирование процессов в геосредах» (Москва, Россия, 2017, 2020, 2023).

3. Российская национальная конференция по теплообмену (Москва, Россия, 2018, 2022).

4. Школа-семинар молодых ученых и специалистов под руководством академика А.И.

Леонтьева «Проблемы газодинамики и тепломассообмена в энергетических установках»

(Москва, Россия, 2021, 2023).

5. Минский международный форум по тепло- и масообмену. Minsk International Heat and

Mass Transfer Forum. (Минск, Беларусь, 2022, 2024).
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6. International conference on fluid control, measurements, and visualization (FLUCOME)

(Beijing, China, 2023).

7. International conference on the methods of aerophysical research (ICMAR) (Новосибирск,

Россия, 2024).

8. Всероссийская конференция, посвященная памяти академика А.М. Обухова «Турбулент-

ность, динамика атмосферы и климата» (Москва, Россия, 2024).

9. Международная конференция «Современные проблемы теплофизики и энергетики»

(Москва, Россия, 2024).

10. XXIV Зимняя школа по механике сплошных сред (Пермь, Россия, 2025).

Публикации

По материалам диссертации опубликовано 25 печатных работ, в том числе 7 статей в рецен-

зируемых научных изданиях, из них 6 статей индексируются в базе данных Web of Science.

Личный вклад автора

Автором совместно с научным руководителем были сформулированы цели и задачи исследо-

вания. Изложенные в работе результаты получены автором лично или при его непосредственном

участии. Все эксперименты, связанные с ИК-термографией, теневым фоновым методом и циф-

ровой трассерной визуализацией, проведены автором совместно с н.с. кафедры молекулярных

процессов и экстремальных состояний вещества, к. ф.-м. н. Пуштаевым А.В. и доцентом, к. ф.-

м. н. Плаксиной Ю.Ю. Двумерное численное моделирование для глав 2, 3 было выполнено

доцентом, к. ф.-м. н. Винниченко Н.А.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения и списка литературы. Работа

изложена на 141 страницах, включает 60 рисунков. Общее число ссылок составляет 131. В конце

диссертации сформулированы основные результаты, полученные в ней.

Краткое содержание работы

В первой главе дан краткий обзор гидродинамических течений, возникающих при нали-

чии источника тепловыделения. Основное внимание уделено приповерхностной конвекции, где
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основными механизмами переноса тепла оказываются горизонтальная и термокапиллярная кон-

векция, а также осесимметричным течениям с нагревом струи. Такие процессы играют важную

роль в задачах химической физики, теплофизики и геофизики. На примерах других работ пока-

зано, что тепловыделение может быть источником информации о других параметрах течения.

Такой подход позволяет получить новую информацию о течении с тепловыделением и восста-

новить параметры течения при наличии ограниченного набора экспериментальных данных. В

главе приведен краткий литературный обзор экспериментальных методов измерений полей тем-

пературы в гидродинамических течениях разных сред, а также методов ассимиляции данных.

Вторая глава посвящена описанию двух механизмов горизонтальной конвекции, вызванной

нагревом поверхностного слоя жидкости линейным нагревателем. Особую роль в этом случае

играет межфазная поверхность. При блокировке термокапиллярной конвекции за счет поверх-

ностной пленки основным механизмом переноса оказывается рэлеевский механизм. В данной

главе приведены результаты экспериментальных измерений: поля скорости, измеренные при

помощи PIV, поля температуры, полученные с помощью ИК-термографии и рельеф поверхно-

сти, измеренный методом moon-glade BOS. Проведен сравнительный анализ экспериментальных

данных по распространению тепла от линейного источника нагрева с численным моделирова-

нием, что позволяет обосновать правильный выбор граничных условий для жидкостей с разной

структурой поверхности. Построены автомодельные решения, позволяющие получить аналити-

чески универсальные характеристики пограничного слоя (скорость распространения, толщина)

и сравнить их для двух разных механизмов горизонтальной конвекции.

В третьей главе приведены результаты анализа течений, возникающих при воздействии

лазерного излучения на поверхность жидкости. Такая задача важна как для анализа свойств

межфазной поверхности с помощью лазерного зондирования, так и для очистки поверхности

или модификации ее свойств. Процесс распространения тепла очень сильно зависит от условий

возникновения конвекции и свойств межфазной поверхности. Проведены экспериментальные

измерения полей температуры и рельефа поверхности для течения, возникающего при локаль-

ном нагреве свободной поверхности жидкости ИК-лазером. Проделан сравнительный анализ с

численным моделированием и предложены автомодельные решения для нестационарной кон-

векции в цилиндрической геометрии течения. Продемонстрированы отличия теплопереноса как

для жидкостей при наличии пленки примесей, блокирующей конвекцию Марангони, так и при

ее отсутствии.
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В четвертой главе рассмотрена задача распространения осесимметричной нагретой струи,

играющая важную роль в физике горения. Предложена новая методика восстановления пара-

метров турбулентного течения осесимметричной струи с использованием полей температуры

и точечных измерений скорости. В данной работе используются экспериментальные данные

температуры, полученные теневым фоновым методом. Предложены два способа ассимиляции

данных: с численным решением уравнений гидродинамики с подставленным сглаженным экспе-

риментальным полем температуры и с применением физически-информированных нейросетей,

не требующих предварительной фильтрации экспериментальных полей. Предложена архитекту-

ра PINN, которая позволяет восстановить поля турбулентной теплопроводности, турбулентной

вязкости, давления и скорости, получить поле турбулентного числа Прандтля по эксперимен-

тальным данным температуры и скорости без использования конкретной модели турбулент-

ности. Указанным способом проведено восстановление параметров течения для двух разных

конфигураций течения: осесимметричной свободной вертикальной струи и импактной верти-

кальной струи горячего воздуха.
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1 Тепловыделение как причина течения и источник инфор-

мации. Экспериментальные методы и ассимиляция дан-

ных (литературный обзор)

Тепловыделение является причиной возникновения гидродинамических течений, которые со-

провождают многие процессы, связанные с тепло- и массопереносом, и представляют интерес

для геофизических и теплофизических приложений. При наличии источника нагрева в жидко-

сти или газе возникает конвекция, которая может играть положительную роль, когда требуется

увеличить скорость перемешивания вещества для более равномерного нагрева или охлаждении.

В других условиях возникновение конвекции может быть нежелательным, например, в сте-

кольном производстве, в процессах полимеризации и при создании пленок в ваннах Ленгмюра-

Блоджетт. Поэтому требуется либо оптимизировать перемешивание, разместив нагреватели и

рассчитав их мощность, либо, напротив, уменьшить перемешивание и сделать конвекцию более

контролируемой.

При наличии линейного источника тепла анализ конвективного течения важен с точки зре-

ния изучения задач охлаждения нагреваемых проводов и труб. Наибольший практический инте-

рес в технических приложениях, связанных с задачами охлаждения, представляет раздельный

анализ движения гидродинамической струи и теплообмена [1, 2]. По этой причине именно гид-

родинамическим струям и их взаимодействию с поверхностью и уделялось основное внимание

с точки зрения исследования формирования приповерхностных погранслоев. В то же время, во

многих задачах теплофизики и геофизики нагрев является источником движения, причем это

движение возникает по двум причинам – за счет кинетической энергии струи и за счет неодно-

родного поля температур. Очевидно, что при приближении источника нагрева к поверхности и

изменении знака стандартного числа Рэлея процесс конвекции начинает определяться только

горизонтальной неоднородностью поля температуры. Числа Рэлея становятся отрицательными,

но конвекция все равно имеет место.
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Аналогичная ситуация возникает при локальном нагреве жидкости сверху, так как часто

поглощение происходит в тонком слое на границе раздела. При такой постановке задачи вместе

с изучением механизмов конвекции возможно определение свойств поверхности, например, с

целями экологического контроля, или для ее обработки или очистки. Для локального нагрева

удобно использовать воздействие ИК-излучением лазера. Контроль расплывающегося теплового

пятна на поверхности удобно проводить с помощью тепловизора, а скорость расплывания может

сильно зависеть от свойств поверхности.

Таким образом, тепловыделение в жидкости вблизи поверхности становится причиной воз-

никновения гидродинамического течения, а фиксируемое температурное поле является источни-

ком информации об интенсивности процесса и свойствах поверхности жидкости. Контролируя

тепловыделение и наблюдая за полем температуры, можно управлять конвекцией и получать

информацию о других параметрах течения, таких как скорость, турбулентные величины, свой-

ства поверхности. Эта же идея лежит в основе методов ассимиляции данных.

При рассмотрении конвективных течений следует различать классическую вертикальную

конвекцию, которая возникает в объеме жидкости при наличии теплой массы жидкости, всплы-

вающей под действием сил Архимеда, от горизонтальной конвекции. Последний механизм опи-

сывает горизонтальный перенос тепла, но базовым параметром оказывается аспектное соотно-

шение. Если аспектное соотношение мало, то при неравномерном нагреве происходит процесс

выравнивания температуры [3, 4], в придонной области возникает горизонтальное течение. В

большинстве работ используется неравномерный нагрев нижней границы [5, 19, 7, 8, 9], который

становится причиной неустойчивой вертикальной стратификации и горизонтального течения,

сопровождаемого вертикальной конвекцией, управляемой силой Архимеда. Эксперименталь-

ные исследования, включающие измерения температурных профилей с помощью термисторов,

визуализации потока с помощью шлирен-метода и красителя, были проведены в работах [5, 7].

В то же время на практике реализуется и другая ситуация, когда нагрев свободной поверхности

жидкости или верхней стенки сосуда с жидкостью осуществляется сверху и локальные числа

Рэлея отрицательны во всем объеме [10, 11, 12, 13]. В такой постановке задачи, как и при нерав-

номерном охлаждении снизу [14], вертикальная стратификация устойчива и движение жидкости

возможно благодаря горизонтальному градиенту давления или за счет термокапилярного меха-

низма конвекции вблизи свободной поверхности жидкости. Горизонтальный градиент давления

возникает из-за неоднородности температуры, что приводит к неоднородному полю плотности.
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Вблизи области нагрева жидкость будет подниматься снизу, чтобы скомпенсировать давление

по сравнению с остальной ненагретой частью.

В более ранних исследованиях [15, 16, 17] приведены численные расчеты для горизонтальной

конвекции при больших числах Прандтля, что характерно для процессов стекольного производ-

ства. В моделировании на свободной границе фиксируется неравномерный профиль темпера-

туры, в качестве граничного условия используется условие прилипания. Однако в работе [18]

было показано, что число Нуссельта для случая горизонтальной конвекции в приближении бес-

конечного числа Прандтля для моделирования со свободной поверхностью отличается на 60% от

числа Нуссельта для расчетов с граничным условием прилипания. Обе конфигурации течения

с неравномерным нагревом верхней и нижней твердых стенок были реализованы эксперимен-

тально в работе [19].

Другой механизм горизонтальной конвекции — термокапиллярная конвекция Марангони на

границе раздела сред. При неравномерном тепловыделении возникают термокапилярные силы

из-за зависимости показателя поверхностного натяжения от температуры. Во многих жидкостях

(вода, кроме деионизированной, глицерин, некоторые спирты и др.) этот механизм горизонталь-

ной конвекции заблокирован поверхностной пленкой [12, 21, 22]. Исследование конвекции в воде

показало, что структура конвективного течения сильно зависит от степени очистки воды, при-

чем наличие примесей в дистиллированной воде по сравнению с деионизованной оказывается

достаточным, чтобы изменить структуру поверхностного слоя [23]. Аналогичная ситуация с по-

верхностной пленкой возникает и в жидких металлах из-за наличия окисной пленки. Но в ряде

жидкостей (например, силиконовом масле или во многих спиртах), такие пленки не образуются,

и в таких жидкостях, как правило, исследуется термокапиллярная конвекция Марангони (см.,

например, [10]). В работе [24] описаны экспериментальные исследования для нескольких сред:

индий, галлий и силиконовое масло различной вязкости для исследований в широком диапазоне

чисел Прандтля. При отсутствии пленки (спирты, ацетон, силиконовое масло, растворы спиртов

в воде) термокапиллярный механизм оказывается очень эффективен. Численные расчеты ука-

зывают на существенное влияние эффекта Марангони на поле температур и числа Нуссельта

как при создании дополнительных горизонтальных градиентов температуры [25], так и в случае,

когда преобладает вертикальный перенос тепла [26]. Улучшение теплопереноса за счет термока-

пиллярного эффекта рассматривалось и для процесса плавления в условиях микрогравитации

[27].
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Достаточно часто в работах по горизонтальной конвекции в теплофизических и геофизиче-

ских задачах эффект Марангони не рассматривается. В классической задаче с нагревом ниж-

ней границы слоя результаты сравнения хорошо известны. Оба механизма имеют место, но с

ростом толщины слоя число Рэлея растет существенно быстрее и тип конвекции меняется [28].

Для горизонтальной конвекции данный вывод сохраняет актуальность, но его смысл меняется –

вблизи источника влияние термокапиллярного механизма преобладает, и только вдали от ис-

точника нагрева основную роль начинает играть сила Архимеда. Для тонких слоев и в условиях

микрогравитации термокапиллярная конвекция определяет все течение [29].

Начиная с работы [30], проблеме расчета термокапиллярных течений и погранслоев Маран-

гони в литературе уделяется большое внимание [31, 32, 33, 34, 35, 36]. Возможность разделе-

ния гидродинамических и тепловых уравнений, которые оказываются связанными только через

граничные условия, существенно упрощает задачу анализа. Если поле температур на поверх-

ности задано, то, используя стандартные приближения для погранслоя [37], можно получить

аналитическое и автомодельное решения задачи. Однако очевидно, что заданные условия на

поверхности требуют в реальных задачах введения дополнительных потоков массы и тепла,

позволяющих поддерживать заданные на поверхности профили температуры и концентрации

[38]. В работе [96] предложено точное решение для течения при наличии точечного источника

в бесконечной области течения. Данное решение было модернизировано для случая источни-

ка на поверхности жидкости в полубесконечном объеме [91, 92], но в уравнениях не учтены

все вязкостные члены и давление, из-за этого замыкающее течение не соответствует действи-

тельности, так как подсос массы должен происходить из бесконечности, что не реализуется

на практике. В работе Глауэрта [39] предпринята попытка усовершенствовать стандартное ре-

шение для погранслоя таким образом, чтобы горизонтальная скорость обращалась в ноль за

пределами погранслоя, однако в этом случае течение обеспечивается за счет вертикального по-

тока вдоль всего слоя. Кроме того, несмотря на то, что градиент давления играет существенную

роль в развитии течения за пределами погранслоя, он не учитывался в решении Глауэрта. Из-за

разных граничных условий решение Глауэрта отличается от классического решения погранслоя

[37]. В работе [40] были проведены расчеты отражения гидродинамической струи от поверхно-

сти жидкости без учета вязкости, основанные на сохранении завихренности. В работах [41, 42]

рассматриваются конвективные течения от источника нагрева в отсутствие поверхности, так

называемые «тепловые факелы». Для такого течения были построены автомодельные решения
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в предположении постоянства давления по всей рассматриваемой области. Данное приближе-

ние оказывается справедливым для свободной вертикальной струи воздуха, но при наличии

поверхности условие перестает выполняться. В работе [43] тепловые факелы для воды рассмат-

риваются только на начальных этапах развития струи, а стационарные течения анализируются

в воздухе, где также отсутствует градиент давления в рассматриваемой области течения.

Выделение параметров подобия с последующим анализом также может использоваться для

описания течения, как, например, сделано в работе [44]. Более универсальным способом анали-

за течения являются автомодельные решения. Подбор подходящих автомодельных координат

позволяет значительно упростить систему уравнений до системы обыкновенных дифференци-

альных уравнений, которую затем можно решить численно с меньшими затратами вычисли-

тельных ресурсов и получить универсальные зависимости для течения для конкретного числа

Прандтля. Основное отличие предложенных в данной работе автомодельных решений состоит

в отсутствии каких-либо предположений о температурном профиле при выводе автомодельных

решений, так как решается сопряженная задача. Решение сопряженной задачи позволяет учиты-

вать взаимное влияние температурного поля и поля скорости, что важно для рассматриваемых

работе течений.

Важную роль в физико-химических приложениях играет концентрационный эффект Маран-

гони. Несмотря на аналогию тепло- и массообмена, следует отметить, что в реальных условиях

такие задачи, как правило, нестационарны и более сложны для анализа с помощью автомо-

дельных решений. Процессы адсорбции и десорбции начинают играть большую роль, и концен-

трационная конвекция оказывается отличной от температурной [45, 46]. Кроме того, возникают

поверхностные пленки, которые значительно усложняют анализ [47, 48]. Варианты расчетов

с одновременным рассмотрением тепло- и массообмена, как правило, также связаны с зада-

нием полей температуры и концентрации [38]. Численные двумерные расчеты делаются уже

давно [32, 49, 45, 46] и в настоящее время выполняются с учетом трехмерной гидродинами-

ки как для термокапиллярной, так и для концентрационно-капиллярной конвекции [50, 51].

Однако численные расчеты не позволяют вывести общие закономерности течения и показать

сходства различных типов горизонтальной конвекции, в отличие от автомодельных решений. В

работе используются численные расчеты для сравнения с автомодельными решениями и экс-

периментом, а также для сравнения термокапиллярного и термогравитационного механизмов

конвекции. Скорость распространения тепла при поверхностном нагреве для горизонтальной
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конвекции также рассматривалась в [52, 53].

Определение поверхностных свойств, например, в целях экологического контроля или для

обработки и очистки поверхности [54] удобно проводить при воздействии лазерного источника

нагрева на поверхность жидкости. Инфракрасный CO2-лазер с длиной волны 10.6 мкм и глуби-

ной поглощения излучения в воде порядка нескольких десятков микрон оказывается удобным

способом локального поверхностного нагрева, а контроль расплывающегося теплового пятна

удобно проводить, измеряя поле температур на поверхности с помощью тепловизора. Иногда

подобное зондирование используется для создания «тепловых маркеров» с целью диагности-

ки движения жидкости на поверхности в натурных геофизических экспериментах и в кана-

лах [53, 55]. Кроме того, в работе [56] применение локального нагрева предлагается как вариант

«бесконтактного пинцета» для перемещения частиц по поверхности. В зависимости от свойств

поверхности скорость распространения тепла может отличаться очень существенно вследствие

разных механизмов горизонтальной конвекции. В работе [57] показано, что термокапиллярная

конвекция может блокироваться пленкой из ПАВ, и дано объяснение возникновения пленки

через теорию малых возмущений. Однако в случае отсутствия поверхностной пленки термока-

пиллярная конвекция является главным механизмом теплопереноса, что особенно важно при

рассмотрении конвекции в тонких пленках [58]. В данной работе были проведены эксперименты

с разными жидкостями при наличии и в отсутствие пленки, рассмотрены численные реше-

ния и предложены автомодельные решения как для стационарного, так и для нестационарного

режимов распространения теплового маркера, инициированного лазерным ИК-зондированием

свободной поверхности.

Температурное поле может быть источником информации не только при рассмотрении про-

цессов тепловыделения в жидкостях. Различные методы ассимиляции данных позволяют по из-

меренной одной величине в эксперименте восстанавливать остальные параметры, описывающие

течение. Могут использоваться различные методики: прямая подстановка экспериментальных

данных в уравнения [59, 60], фильтр Калмана [61], наблюдатель состояния [62, 63], вариацион-

ные методы [62, 65] или методы машинного обучения [66]. Исходными полями в методах асси-

миляции данных часто бывают результаты измерений скорости методом PIV [67, 68, 69] или с

помощью лагранжева слежения за отдельными частицами (Lagrangian Particle Tracking, LPT)

[70, 71]. Реже используются экспериментальные поля температуры. Поля скоростей и давле-

ния в ламинарных течения при наличии естественной конвекции могут быть восстановлены на
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основе распределений температуры, полученных ТФМ [60] или измеренных ИК-термографией

[59].

В процессах, аналогичных горению, поля температуры и концентрации реагентов и продук-

тов связаны с гидродинамическими параметрами течения. Такие течения описываются систе-

мой уравнений Навье-Стокса с уравнениями, описывающими перенос компонентов (реагентов

и продуктов), энергии и кинетику химических реакций. При этом часто в расчетах предполага-

ется подобие полей температуры, скорости и концентрации, которые связаны через постоянные

безразмерные параметры, такие как числа Прандтля и Шмидта. Для струи горячего воздуха

над пламенем после того, как химические реакции прошли и концентрация компонент оста-

ется неизменной, поле температуры может являться исходными данными для восстановления

гидродинамических параметров течения.

Для изучения турбулентных потоков при наличии тепловыделения задача усложняется тем,

что помимо давления и скорости необходимо восстанавливать распределения турбулентной теп-

лопроводности и вязкости. Эти две величины связаны через турбулентное число Прандтля. В

моделировании RANS изначально основное внимание уделялось моделям турбулентной вязко-

сти, а в задачах с учетом процессов теплообмена турбулентная теплопроводность рассчитыва-

лась, как правило, из вязкости через турбулентное число Прандтля. При этом турбулентное

число Прандтля часто предполагается постоянным, из чего следует подобие полей температуры

и скорости. Такой алгоритм расчета используется во многих вычислительных пакетах (ANSYS,

Comsol, Star CCM+). Подобные модели турбулентных течений являются эмпирическими, а для

каждой конфигурации течения есть свои особенности их применения. В работе [72] было пере-

числено более 30 моделей определения турбулентных чисел Прандтля и Шмидта, эти модели

были разбиты на 7 групп. В более новом обзоре [73] приводится уже дополненная классифи-

кация, а в работе [74], которая является продолжением обзора [73] применительно к физике

атмосферы, изменения в классификации уже более существенны. Быстрое развитие численных

методов, в том числе тех, которые не используют модели RANS (например, DNS и LES [75]),

позволяет получить турбулентное число Прандтля напрямую. В то же время, традиционные

инженерные методики, существенно упрощающие поиск решения, продолжают активно разви-

ваться как в инженерной теплофизике [76], так и в геофизике [74].

Непостоянство турбулентного числа Прандтля в конечном итоге приводит к более сложному

характеру зависимости турбулентной теплопроводности от вязкости. В работе [77] с помощью
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методов ассимиляции данных и экспериментальных измерений поля скорости методом PIV и

температуры с помощью термопары были проведены оценки турбулентного числа Прандтля и

показано, что оно зависит от параметров проводимых экспериментов. Даже в предположении

постоянного турбулентного числа Прандтля необходимость определения турбулентной вязко-

сти остается. Она может быть рассчитана из измерений скорости PIV. Однако в работе [78]

сравнение экспериментальных и численных результатов с применением k-ε-модели показало

расхождение для полей турбулентных величин в 60%. Численное моделирование с применением

различных моделей турбулентности показывает, что не только количественные результаты, но и

пространственное распределение турбулентной вязкости различается в зависимости от выбора

модели турбулентности [79].

В данной работе предложены два способа ассимиляции данных. В одном используется

прямая подстановка предобработанных экспериментальных данных температуры, получен-

ных ТФМ, в уравнения гидродинамики с последующим численным решением. Результаты

восстановления были получены для течения свободной осесимметричной квазистационарной

турбулентной струи. Во втором способе используется физически-информированную нейросеть

(Physics-Informed Neural Network, PINN), которая позволяет восстанавливать течения свободной

или импактной осесимметричной квазистационарной турбулентной струи с использованием экс-

периментальных данных температуры, полученных ТФМ, и точечных измерений скорости с по-

мощью термоанемометра. PINN были впервые предложены в работе [80] и могут использоваться

для решения обратных задач [81, 82, 83] или для численного моделирования [66, 84, 85, 86, 87, 88].

Таким образом, следует отметить, что тепловыделение сопровождает многие процессы в теп-

лофизике и геофизике. Оно является источником движения, а измеренные разными способами и

для разных конфигураций течения температурные поля служат основой для описания свойств

межфазной границы и восстановления параметров течения в процессах, аналогичных горению.
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2 Термогравитационный и термокапиллярный механизмы

горизонтальной конвекции при нагреве жидкости линей-

ным источником тепла и их зависимость от свойств меж-

фазной поверхности

2.1 Постановка задачи, система уравнений и граничные условия

Линейный источник нагрева является типичной конфигурацией, описывающей конвективное

течение на большом удалении от нагретых труб или кабелей. В работе рассматривается слой

жидкости с источником нагрева, расположенным у поверхности. Используется система коор-

динат Ozx с началом в точке нагрева, вертикальная ось z направлена вниз. Течение вблизи

поверхности можно разделить на три области, представленные на Рис. 2.1: 1 – область замыка-

ющего течения, 2 – область вблизи источника нагрева 4 и 3 – течение в пограничном слое.

Рис. 2.1. Схема течения для линейного источника тепла у поверхности жидкости.

Система уравнений гидродинамики в приближении малых чисел Маха имеет стандартный

вид:
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∂ρ
∂t̃

+ ∂(ρVi)
∂Xi

= 0,

ρ
(

∂Vi

∂t̃
+ Vj

∂Vi

∂Xj

)
= − ∂P

∂Xi
− 2

3
∂

∂Xi

(
η

∂Vj

∂Xj

)
+ ∂

∂Xj

[
η
(

∂Vi

∂Xj
+

∂Vj

∂Xi

)]
+ ρgi,

ρcp

(
∂θ
∂t̃

+ Vi
∂θ
∂Xi

)
= ∂

∂Xi

(
λ ∂θ

∂Xi

)
+
[
−2

3
η ∂Vk

∂Xk
δij + η

(
∂Vi

∂Xj
+

∂Vj

∂Xi

)]
∂Vi

∂Xj
+Q,

(2.1)

где ρ – плотность, p – давление, X1,2 – пространственные координаты x и z, t̃ – время, V1,2 –

вертикальная и горизонтальная компоненты скорости, θ – температура, Q – тепловыделение,

cp – удельная теплоемкость при постоянном давлении, η – коэффициент динамической вязкости,

λ – коэффициент теплопроводности, g – ускорение свободного падения. При численных расчетах

использовались эмпирические зависимости от температуры для ρ, cp, λ, η, такие же, как и в

работе [12].

Стенки аквариума и дно предполагаются адиабатическими. Тепловыделение задается в мо-

делировании как постоянный поток тепла сверху в области |X| ≤ 0.7 мм, как и в работе [12].

Такая ширина области нагрева выбрана по сравнению результатов моделирования с измерения-

ми температуры поверхности ИК-термографией. Следует отметить, что от ширины области на-

грева зависит только максимальная температура, но не скорость распространения тепла вдоль

поверхности.

При инициировании тепловыделения возможны два механизма возникновения конвекции.

Как уже отмечалось, в жидкости (дистиллированная вода, глицерин), в которой присутствует

пленка на поверхности, конвекция будет возникать из-за перераспределения давления в объеме.

При отсутствии пленки (например, в этиловом спирте, силиконовых маслах) будет иметь ме-

сто термокапиллярный механизм — температурная конвекция Марангони. В работе проводятся

эксперименты с дистиллированной водой и с этиловым спиртом. Различие данных механизмов

с точки зрения системы уравнений в численном моделировании выражается в граничных усло-

виях на свободной поверхности жидкости [89]. Для дистиллированной воды задается условие

прилипания: Vx = 0. Термокапиллярная конвекция Марангони описывается условием Пирсо-

на [106]: ∂vx
∂z

= − 1
η
∂σ
∂x

, где σ – коэффициент поверхностного натяжения жидкости. При наличии

неравномерной концентрации поверхностно-активных веществ (ПАВ) возможен термоконцен-

трационный механизм конвекции Марангони. Тогда в общем виде условие Пирсона имеет вид:
∂vx
∂z

= − 1
η

(
∂σ
∂T

∂T
∂x

+ ∂σ
∂c

∂c
∂x

)
, где c – концентрация ПАВ. Термокапиллярная и термоконцентраци-

онная конвекции Марангони – это два противоположно направленных эффекта [47]. В данной

работе рассматривается только температурная конвекция Марангони.

25



Изменение рельефа поверхности описывается уравнением:

p0 − p+ ρgh− σ
∂2h

∂x2
+ 2η

∂Vz
∂z

= 0, (2.2)

где p0 – атмосферное давление. Уравнение (2.2) решается относительно изменения уровня

поверхности h. Граничное условие h=0 фиксируется на обоих концах поверхности, так как экс-

периментальный метод moon-glade BOS позволяет измерить угол наклона, но не абсолютную

величину изменения уровня.

Вертикальное смещение поверхности играет важную роль при формировании поля давления,

но в рассматриваемых условиях это смещение не влияет существенно на изменение вертикальной

скорости, что учтено в моделировании [89].

2.2 Численная схема

Численно решается система уравнений (2.1) с переменными коэффициентами вязкости, тепло-

проводности и известной зависимостью плотности от температуры. Для постановки коррект-

ного граничного условия для температуры необходимо оценить числа Био (Bi) в проведенных

экспериментах. Теплоотвод с поверхности жидкости определяется тремя составляющими — кон-

тактным потоком тепла, скрытым и балансом радиации, причем в рассматриваемых условиях

основной вклад вносит скрытый поток [90]. Из балк-формул для суммарного потока следует,

что величина числа Био составляет порядка 10−3, что позволяет использовать в численных рас-

четах граничное условие для температуры: dT/dz=0 и применять автомодельную теорию на

значительной горизонтальной длине. На стенках объема с жидкостью задается условие прили-

пания. Условие непроницаемости Vz=0 задано на горизонтальной границе, которая совпадает с

недеформированной поверхностью жидкости. Так как деформация поверхности очень мала по

сравнению с глубиной слоя жидкости, можно не учитывать влияние деформации поверхности

на поле скорости. В дистиллированной воде на поверхности было выбрано условие неподвижной

пленки: Vx=0.

Второе и третье уравнения системы (2.1) интегрируются с использованием полунеявной схе-

мы второго порядка с применением метода Рунге-Кутты третьего порядка для конвективных

слагаемых и метода Кранка-Николсона для диффузионных слагаемых. Метод дробного шага ис-

пользуется для нахождения поправок к скорости и давлению, чтобы удовлетворить уравнению

непрерывности (2.1). В пространственной дискретизации применяются центральные разности
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для аппроксимации диффузионных слагаемых и 4-точечные противопоточные разности для ап-

проксимации конвективных. Использовался оригинальный код, написанный Н.А. Винниченко,

как и в работе [89], в которой проводилось моделирование конвективной струи, возникающей в

жидкости при нагреве линейного источника тепла (проволочки). Использовалась нерегулярная

сетка с увеличивающимся вертикальным шагом вблизи дна. Верификация кода[12] проводилась

для похожей задачи — конвекции жидкости при числе Прандтля Pr=1000 в прямоугольной по-

лости с твердыми стенками, на которых ставилось условие прилипания, и с заданным синусои-

дальным профилем температуры на свободной поверхности, как в работе [16]. В соответствии

с исследованиями сеточной сходимости, которые включали вычисления на трех разных сетках

размерами 100 × 100 с минимальными шагами 49, 37 и 25 мкм, был выбран шаг 25 мкм. Макси-

мальное отличие от [16] по числу Нуссельта составило 7.5%, тогда как указанная в работе [16]

погрешность зависимости числа Нуссельта от числа Рэлея равнялась 15%. Для выяснения влия-

ния ширины аквариума на структуры течения были проведены дополнительные эксперименты,

результаты которых описаны в [21].

2.3 Обезразмеривание и приближение погранслоя

В безразмерном виде система (2.1) будет иметь вид:

∂vz
∂z

= −∂vx
∂x
,

1
Pr

(
∂vx
∂t

+ vx
∂vx
∂x

+ vz
∂vx
∂z

)
= − ∂p

∂x
+ ∂2vx

∂x2 + ∂2vx
∂z2

,

1
Pr

(
∂vz
∂t

+ vx
∂vz
∂x

+ vz
∂vz
∂z

)
= −∂p

∂z
+ ∂2vz

∂x2 + ∂2vz
∂z2

−RaT,

∂T
∂t

+ vx
∂T
∂x

+ vz
∂T
∂z

= ∂2T
∂x2 + ∂2T

∂z2
,

(2.3)

где пространственные координаты, время, компоненты скорости, давление и изменение темпе-

ратуры приведены к безразмерному виду с помощью: l, l2
χ
, χ
l
, ηχ

l2
, q

λ
, соответственно. Здесь q –

мощность нагрева на единицу длины, l – характеристическая длина, которая будет определена

ниже. Pr = ηcp
λ

– число Прандтля, Ra = ρgβql3

ηχλ
– число Рэлея, β – коэффициент теплового рас-

ширения. При выводе автомодельных решений свойства жидкости, за исключением плотности,

предполагаются постоянными.

Применяя стандартное преобразование уравнений движений, исключающее давле-

ние, т. е. продифференцировав второе уравнение системы (2.3) по z, а третье – по x, и при-

равнивая вторые производные, можно получить следующее соотношение:
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1

Pr

∂

∂z

(
∂vx
∂t

+ vx
∂vx
∂x

+ vz
∂vx
∂z

)
− ∂3vx

∂z3
= Ra

∂T

∂x
. (2.4)

Уравнение движения по вертикальной оси в приближении погранслоя в безразмерной виде при-

нимает вид:
∂p

∂z
= −Ra T (x, z) . (2.5)

Таким образом, стандартные приближения для нестационарного погранслоя должны быть

дополнены измененным условием для вертикального градиента давления. Это приближение яв-

ляется обобщением известного приближения Прандтля для погранслоя, в котором не рассматри-

вается вертикальное изменение импульса, а в уравнении энергии учитывается теплопроводность

только вдоль вертикальной оси.

В приближении погранслоя уравнение энергии преобразуется к виду:

∂T

∂t
+ vx

∂T

∂x
+ vz

∂T

∂z
=
∂2T

∂z2
. (2.6)

Далее из нестационарных уравнений (2.5) и (2.6) и соответствующих граничных условий

для задач при наличии поверхностной пленки, блокирующей конвекцию Марангони, и в ее

отсутствие, когда термокапиллярная конвекция является определяющим механизмом течения,

можно получить разные автомодельные решения, которые будут рассмотрены в следующих

разделах.

2.4 Автомодельное решение при отсутствии механизма Марангони

В рассматриваемых условиях в задаче отсутствует параметр длины и поэтому удобно исполь-

зовать длину l, при которой Ra = 1, то есть:

l = 3

√
ηχλ

ρgβq
. (2.7)

Для поиска автомодельного решения необходимо провести стандартный переход к функции

тока ψ (x, z):

vz = −∂ψ
∂x

, vx =
∂ψ

∂z
. (2.8)

Автомодельное решение представляется в следующем виде:
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ψ (x, z, t) = xaf
(
zbxc,

x

te

)
, T (x, z, t) = xdg

(
zbxc,

x

te

)
. (2.9)

Это решение, помимо того, что должно приводить к переходу к зависимости только от двух

переменных, должно также удовлетворять условию независимости потока тепла от координа-

ты x в погранслое при установлении стационарного течения и всем граничным условиям. В

итоге коэффициенты однозначно определяются:

a =
1

2
, b = 1, c = −1

2
, d = −1

2
, e = 1. (2.10)

То есть:

ψ (x, z, t) = x
1
2f (ξ, v̂) , T (x, z, t) =

g (ξ, v̂)√
x

, (2.11)

где

ξ =
z√
x
, v̂ =

x

t
. (2.12)

Для вертикальной и горизонтальной скоростей получается:

vz =

∂f
∂ξ
ξ − f − 2v̂ ∂f

∂v̂

2
√
x

, vx =
∂f

∂ξ
. (2.13)

Система уравнений (2.3) относительно двух переменных приобретает вид:

−v̂2 ∂g
∂v̂

− 1
2
∂(fg)
∂ξ

− ∂f
∂v̂

∂g
∂ξ
v̂ + ∂g

∂v̂
∂f
∂ξ
v̂ − ∂2g

∂ξ2
= 0,

1
Pr

∂
∂ξ

(
f ∂2f

∂ξ2

)
+ 2∂4f

∂ξ4
− g − ξ ∂g

∂ξ
+ 2v̂ ∂g

∂v̂
+ 2

Pr

[
−v̂ ∂3f

∂ξ2∂v̂

∂f
∂ξ

+ ∂3f

∂ξ2∂v̂
v̂2 + ∂f

∂v̂
∂3f
∂ξ3
v̂
]
= 0.

(2.14)

Граничные и начальные условия для функций f и g будут иметь вид:

f (0, v̂) = 0, ∂f(0,v̂)
∂ξ

= 0, ∂g(0,v̂)
∂ξ

= 0,

f (ξ,∞) = 0, ∂f(ξ,∞)
∂ξ

= 0, g (ξ,∞) = 0.
(2.15)

Из того, что все слагаемые с производными по автомодельной координате v̂ содержат умно-

жение на эту величину, можно заключить, что течение делится на разные зоны по величине v̂,

которые изображены схематически на Рис. 2.2, а сама переменная имеет физический смысл и

описывает скорость распространения теплового фронта.

Первая зона погранслоя определяется условием: v̂ ≪ 1, и описывает стационарное течение,

так как все слагаемые с v̂ в ней малы. Нестационарное течение происходит в зоне 2, где v̂

порядка 1, а в зоне 3 течение отсутствует и поля величин соответствуют начальным условиям.
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Рис. 2.2. Структура нестационарного течения. 1 – ближняя зона, 2 – зона фронта распространения

тепла, 3 – дальняя зона, до которой не дошло течение, 4 – зона возвратного течения.

Ниже пограслоя возникает возвратное течение (зона 4), которое сопряжено с нагретой областью

и определяет баланс переноса массы.

Очевидно, что скорость распространения тепла описывается условием: ṽ ∼ 1, что в размер-

ных переменных приводит к соотношению:

vf = 3

√
ρgβχ2

ηλ
q ∼ q1/3. (2.16)

Следует отметить, что эта величина представляет наибольший практический интерес, так

как связана со скоростью распространения тепла от линейного источника. В ближней зоне

устанавливается стационарное распределение, анализ которого упрощается за счет уменьшения

числа переменных. В то же время, этот анализ позволяет понять структуру всего течения.

2.4.1 Стационарное автомодельное решение в отсутствие механизма

Марангони

В ближней зоне, то есть, где зависимость от v̂ исчезает, автомодельная система уравнений

сводится к системе обыкновенных дифференциальных уравнений [21]:

2g′′ = − (fg)′ ,

(ff ′′)′

Pr
+ 2f iv − g − g′ξ = 0,

(2.17)

где все параметры зависят только от первой автомодельной переменной ξ. Интегрирование урав-

нений (2.17) приводит к системе:

g′ = −fg
2
,

f ′′′ = gξ
2
− ff ′′

2Pr
+ C.

(2.18)

Если сопоставить второе уравнение с уравнением движения в проекции на ось X системы

(2.3), то получится, что константа C определяет изменение давления в погранслое, а именно:

∂p

∂x
=
gξ

2x
− C

x
. (2.19)
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Погранслой рассматривается от точки ξ=0 до точки ξ=ξmax, где горизонтальная скорость

становится равной нулю. Граничные условия на поверхности жидкости, соответствующие ξ=0,

в автомодельных переменных: f (0)=0, f ′ (0)=0, f ′′ (0) и g (0) – произвольны. Таким образом, в

качестве неизвестных параметров остаются два граничных условия и константа C из уравнения.

Неизвестное условие для g(0) можно найти из выражения для нормировки теплового потока при

условии малости числа Bi.

Процедура нормировки теплового потока была предложена Гебхартом для вертикальной

струи [42], который с ее помощью усовершенствовал решение Фуджии [41] и уменьшил количе-

ство независимых параметров.

Интеграл части теплового потока, уходящей направо, будет равен симметричной части в

левой полуплоскости и равен 1/2:

q =
z∫
0

vxTdz =
ξmax∫
0

f ′gdξ = 1/2. (2.20)

Очевидно, что автомодельное решение будет существовать до тех пор, пока

2Bi · g (0)
√
x≪ 1. (2.21)

Рассмотрим расчет с начальным условием g (0)=1. Тогда интеграл (2.20) будет равен неко-

торой величине I/2 для автомодельных переменных fn, gn, ξn, Cn. Если рассмотреть преобра-

зование переменных:

f = fn/I
1
6 , g = gn/I

5/6, ξ = ξn · I
1
6 , C = Cn/I

2/3, (2.22)

то система уравнений (2.18) с граничными условиями сохранится, а интеграл в пересчитанных

переменных f , g, ξ, C будет равен 0.5. Поэтому можно рассчитать систему с граничным усло-

вием g (0)=1, затем по формулам (2.22) осуществить пересчет. Таким образом, остается два

неизвестных параметра: граничное условие f ′′ (0) и константа C. Чтобы получить их значения,

необходимо рассмотреть область замыкающего течения (область 1 на Рис. 2.1).

Изменение давления у поверхности за счет погранслоя не зависит от координаты x. Дей-

ствительно,

∆p1 =
∫ zmax

0
Tdz =

∫ ξmax

0
gdξ = const, (2.23)

и поэтому горизонтальный градиент давлений определяется замыкающим течением. В отличие

от классической теории, замыкающее течение должно содержать вертикальную компоненту,
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которая и формирует тепловой поток. Область нагретой жидкости (1 на Рис. 2.2), в которой

поток тепла за счет теплопроводности компенсируется гидродинамическим потоком, «управля-

ет» данным конвективным течением. Температура в этой области практически не зависит от

горизонтальной координаты. Все константы для погранслоя определяются численно, но оцен-

ки характеристик замыкающего течения позволяют достаточно точно рассчитать связи между

неизвестными параметрами автомодельного решения.

Изменение давления за счет замыкающего течения можно рассчитать из (2.5), которое с

учетом нормировки приобретает вид:

∂p

∂z
= −T (x, z) . (2.24)

Температура в замыкающем течении постоянна вдоль координаты x и совпадает с темпера-

турой на границе погранслоя:

T (z) =
g (ξmax)√

x
=
g (ξmax)

z
ξmax. (2.25)

Горизонтальный градиент давления на поверхности за счет сопряженного течения будет

определяться как:

∂p

∂x

∣∣∣∣
z=0

= − lim
∆x→0

∫ zmax(x+∆x)

zmax
T (z)dz

∆x
= −T (zmax)

∂zmax

∂x
= −g(ξmax)ξmax

z

ξmax

2
√
x
= −g(ξmax)ξmax

2x
.

(2.26)

Сравнение с (2.19) при z=0 (ξ=0) дает величину константы C:

C =
ξmaxg (ξmax)

2
. (2.27)

Второе условие находится из равенства потоков в областях сопряженного течения (область 1

на Рис. 2.1) и погранслоя (область 3 на Рис. 2.1), то есть:∫ z0
0
vxdz = −

∫ x0

0
vzdx, ξmax = z0√

x0
,∫ z0

0
vxdz =

√
x
∫ ξmax

0
f ′dξ =

√
xf (ξmax) .

(2.28)

Из уравнения, справедливого в сопряженном слое:

vz
∂T

∂z
=
∂2T

∂z2
, (2.29)

с помощью (2.25) находим выражение для вертикальной скорости в замыкающем течении в

дальней зоне:

vz = −2

z
. (2.30)
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Поэтому:
x0∫
0

vzdx = −
x0∫
0

2

z0
dx = −

2
√
x0

ξmax

(2.31)

Сравнение(2.28) и (2.31) приводит ко второму условию:

f (ξmax) =
2

ξmax

. (2.32)

Расчеты показывают, что соотношения (2.27) и (2.32), замыкающие алгоритм, дают оцен-

ку величин только при достаточно больших числах Прандтля (Pr>1). В противном случае в

области источника нагрева нельзя пренебречь горизонтальной производной температуры. Замы-

кающее течение и зона вблизи источника не автомодельны. Автомодельность самого погранслоя

сохраняется и при малых числах Прандтля, но расчет параметров нужно делать в этом слу-

чае с помощью численного решения для заданного числа Прандтля. В данной работе методом

Рунге-Кутты 4-ого порядка и итерационной процедурой подбора параметров, удалось найти

универсальное решение задачи, которое зависит только от числа Прандтля. Были получены

автомодельные решения для чисел Прандтля Pr=0.7, 7.16, 70. Значение Pr=7.16 соответству-

ет воде при температуре 20◦С. Параметры решения для разных чисел Прандтля приведены в

Табл. (2.1).

Таблица 2.1. Параметры автомодельного решения для разных чисел Pr. ξ0 – координата, при которой

достигается максимум безразмерной горизонтальной скорости f ′
max.

Pr C f ′′(0) ϕ(0) ξmax f ′
max ξ0

0.1 -1.3200 0.950 1.050 2.2934 0.3590 0.7928

0.7 -1.0900 0.820 1.030 2.2885 0.3555 0.9529

7.16 -0.8657 0.701 0.905 2.9152 0.3463 1.1389

70 -0.8850 0.701 0.920 2.7441 0.3365 1.0989

Сравнение двух последних чисел указывает на то, что при больших числах Прандтля вли-

яние нелинейного члена во втором уравнении (2.18) становится малым и решение выходит на

асимптотическое значение. Очевидно, что процедура может быть выполнена для любого числа

Прандтля.

На Рис. 2.3 представлены профили автомодельных функций для Pr=7.16.

Из автомодельного решения можно получить зависимости от мощности нагрева q (Вт/м) для

размерных vdimxmax(q) и автомодельной переменной ξdimxmax(q), по которой определяется граница
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Рис. 2.3. Зависимость функций f , f ′, g от автомодельной переменной ξ для числа Pr=7.16.

погранслоя zmax = ξmax

√
x. Так как VXmax = f ′

max и скорость нормировалась на величину

χ/l, l = 3

√
ηχλ
ρgβq

, то в размерных координатах:

vdimx max (q) = f ′
max ∗ 3

√
ρχ2gβ

ηλ
q ∼ q1/3, (2.33)

где f ′
max= 0.35901, 0.3555, 0.3463, 0.3365 для Pr= 0.1, 0.7, 7.16, 70, соответственно. Таким обра-

зом, максимальная скорость зависит от свойств жидкости и корня третьей степени от мощности

нагрева на единицу длины источника. Аналогично величина ξdimmax (q) в размерном виде рассчи-

тывается:

ξdimmax (q) = ξmax ∗ 6

√
ηχλ
ρgβq

∼ q−1/6,

zdimmax = ξdimmax

√
xdim,

(2.34)

где zdim, xdim – размерные величины в метрах, ξmax= 2.2934, 2.2885, 2.9138, 2.7441 для

Pr= 0.1, 0.7, 7.16, 70, соответственно. На Рис. 2.4 представлены зависимости vdimx max (q) , ξ
dim
max (q)

для Pr=0.1, 0.7, 7.16, 70.

Интересно отметить, что именно такие зависимости от мощности источника (толщина

слоя ∼ q−1/6, скорость ∼ q1/3) были получены и в работе [5] (см. также [7]), где эти оценки

получались при численном счете и в эксперименте для достаточно больших чисел Рэлея при

нагреве части дна.

Для сравнения результатов необходимо ввести локальное «горизонтальное» число Рэлея,

которое определяется как:

RaX =
ρgβqX3

ηχλ
, (2.35)

где X – расстояние от источника нагрева. Заданное таким образом число Рэлея является ана-

логом величины RaF , используемой в литературе для расчетов с локальным нагревом дна. В
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Рис. 2.4. Зависимость а) vdimx max (q); б) ξdimmax (q) для Pr=0.1, 0.7, 7.16, 70.

работе [5] за величину X принимается ширина бассейна L. В проведенных экспериментах ос-

нованные на таком расчете числа Рэлея достигали величин: RaL =2.2×109 для q=31 Вт/м и

3.8×109 для q=62 Вт/м, соответственно.

Необходимо отметить, что в рассматриваемом случае полученная зависимость универсальна,

но для конечной длины и определения горизонтального числа Рэлея необходимо ограничить

рассматриваемую длину погранслоя. При его толщине b на длине x=L величина ξmax равняется:

ξmax = b/
√
L. (2.36)

В литературе [5] было показано, что:

b
L
= 2.649Ra

−1/6
F ,

VxL
χ

= 0.45525Ra
1/3
F .

(2.37)

В данной работе из соотношений (2.33), (2.36) следует:

b√
L
= ξmax

6

√
ηχλ
ρgβq

, b
L
= ξmaxRa

−1/6
L ,

V dim
xmax (q) = f ′

max ∗
3

√
χ2gβq
νλ

, VxL
χ

= f ′
maxRa

1/3
L ,

(2.38)

где ξmax, f
′
max при различных Pr указаны в Tабл. (2.1).

Выражения (2.37) и (2.38) согласуются, хотя (2.37) получены из апроксимационных соотно-

шений для численного счета и эксперимента в задаче с локальным нагревом дна, а (2.38) – из

автомодельного решения для погранслоя с с линейным источником тепла у поверхности. Та-

кое сходство демонстрирует универсальность законов горизонтальной конвекции и сохранение

возможности двумерного описания задачи до достаточно больших чисел Рэлея.
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Полученное решение полностью описывает течение как в погранслое, так и в сопряженном

течении. Именно сопряженное течение с нагретой областью формирует профиль давления на

поверхности и определяет скорость. Дальнейший анализ решений будет проведен в разделе 2.7

на основе сравнения с численным решением и экспериментальными данными.

2.4.2 Скорости распространения тепла и гидродинамического течения

Скорость распространения теплового фронта является важнейшей характеристикой задачи. Ав-

томодельные решения позволяют оценить время τL, за которое тепловой фронт достигнет дли-

ны L, и сравнить полученные соотношения с известными в литературе. Число Рэлея на длине

L определяется равенством (2.35):

RaL =
ρgβqL3

ηχλ
. (2.39)

Тогда согласно (2.16), время τL будет определяться уравнением:

L

τL
= 3

√
ρgβχ2

ηλ
q, (2.40)

откуда следует:

τL =
L2

χ
Ra

−1/3
L , (2.41)

что совпадает со временем τbl, полученным в работе [7] для распространения тепла при нерав-

номерном нагреве поверхности. Пересчет на разность температур для числа Рэлея позволяет

перейти к результату работы [14] (см. [7]). Стоит отметить, что (2.16) — это достаточно грубая

оценка. В реальности расчет с помощью автомодельного решения в установившейся части пото-

ка дает величину порядка 0.5 от величины (2.16). Рассмотренная оценка может быть уточнена

с помощью нестационарного автомодельного решения.

Интегрирование (2.14) по переменной ξ в приближении Pr ≫ 1 приводит к соотношениям:

−v̂2 ∂θ
∂v̂

− v ∂
∂v

∫
f ∂g

∂ξ
dξ = −v̂2 ∂θ

∂v̂
+ v̂ ∂q

∂v̂
= 0,

−2∂3f
∂ξ3 ξ=0

− θ −
∫
ξ ∂g
∂ξ

+ 2v̂ ∂θ
∂v̂

= −2∂3f
∂ξ3

∣∣∣∣
ξ=0

+ 2v̂ ∂θ
∂v̂

= 0,
(2.42)

где

θ =

∞∫
0

gdξ. (2.43)
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Подстановка выражения для интегральной температуры из второго уравнения в первое

(2.42) приводит к соотношению:

∂q

∂v̂
= −v̂ ∂θ

∂v̂
=
∂3f

∂ξ3

∣∣∣∣
ξ=0

. (2.44)

C учетом (2.20) и нормировки потока при v̂=0 в итоге получается:

q =
1

2
+ Cqv̂. (2.45)

Следует отметить, что выражение (2.20) было выведено в стационарном случае, поэтому

зависимость от v̂ отсутствовала. Величина Cq ≡ ∂3f
∂ξ3

∣∣∣∣
ξ=0

отрицательна и поток линейно спадает.

Это выражение и определяет длину зоны. В точке, где величина потока обращается в ноль,

выполняется соотношение:

v̂ = − 1

2Cq

. (2.46)

Из выведенных автомодельных решений следует, что для больших чисел Прандтля эта ве-

личина примерно равняется 0.5. Зависимость (2.46) полностью подтверждается численными

расчетами.

Уменьшение потока определяется тем обстоятельством, что часть тепла уходит в зону под

погранслоем, что и приводит к образованию поля давлений, движущего поток. Это обстоятель-

ство существенно отличает задачу от случая термокапиллярной конвекции.

В точке v̂max начинается переходный процесс, связанный с гидродинамическим торможени-

ем потока в отсутствие тепловой компоненты (гидродинамический предвестник). Он не описы-

вается приближением погранслоя из-за больших горизонтальных производных, но численное

решение в этой области в переменных ξ − v̂ оказывается универсальным.

2.4.3 Числа Нуссельта

Для количественной оценки эффективности теплоотвода оценим число Нуссельта. В литературе

используется несколько подходов для его анализа [5, 129, 130, 131]. В области сопряженного

течения (см. Рис. 2.1) суммарный поток тепла равен нулю согласно уравнению (2.29), так как

поток за счет теплопроводности компенсируется вертикальным гидродинамическим потоком.

Найдем локальное число Нуссельта для погранслоя. На безразмерном расстоянии r от источника

нагрева его можно задать следующим образом:

Nuloc(r) =
q/2

λ∆θ

π/2

φmax

=
π

4Tφmax

, (2.47)
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где φmax – величина угла в полярных координатах, которая соответствует границе погранслоя:

ξmax =
zmax√
x

=
√
r

sinφmax√
cosφmax

. (2.48)

При больших r угол мал,

φmax =
ξmax√
r

(2.49)

и x ≈ r. Подставляя в выражение (2.47) решение для температуры в автомодельных координа-

тах (2.11), можно получить:

Nuloc(r) =
πr

4g(0)ξmax

. (2.50)

На длине X пограничного слоя:

Nuloc =
πX

4g(0)ξmaxl
=

πX

4g(0)ξmax

3

√
ρgβq

ηχλ
=

π

4g(0)ξmax

Ra
1/3
X ≈ 0.3Ra

1/3
X . (2.51)

Также локальное число Нуссельта может быть определено через отношение конвективного

потока через плоскость, расположенную на безразмерном расстоянии r от источника нагрева,

к потоку тепла в неподвижной жидкости [131]. Следует отметить, что в работе [131] был задан

профиль температуры на поверхности, в отличие от описываемой задачи, в которой задает-

ся постоянная мощность источника нагрева. Поэтому поток тепла в неподвижной жидкости

определяется только для погранслоя и для реального распределения температуры, заданного

автомодельным решением (2.11):

Nuloc(r) =
q/2

λ

∫ φmax

0

(∂θ/∂r)r dφ

=
1

2

∫ φmax

0

(∂T/∂r)r dφ

. (2.52)

Подставляя выражения в автомодельных переменных:

r
∂T

∂r
= r

∂

∂r

(
gξ)

√
r cosφ

)
=
g′(ξ(r, φ))r sinφ− g(ξ(r, φ))

√
r cosφ

2r(cosφ)3/2
≈ g′(ξ)φ

2
− g(ξ)

2
√
r
, (2.53)

в результате численного интегрирования получим:

Nuloc = A1Ra
1/3
X , (2.54)

где константа A1=0.3312, 0.3165, 0.3167, 0.2894 для Pr=0.1, 0.7, 7.16, 70, соответственно. В

работе [130] для конвективного течения в сосуде шириной L с заданным профилем температуры

на поверхности жидкости было получено:

Nuloc < 0.0525Ra
1/3
L . (2.55)
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Эта зависимость, не считая константы, совпадает с полученными соотношениями (2.51) и (2.54).

Полное число Нуссельта может быть определено, как в работе [5], через отношение полного

конвективного теплового потока к потоку за счет теплопроводности при таком же распределении

температуры:

Nutot =
ρcpVXb∆θ

λ∆θ
=
VXb

χ
. (2.56)

Подставляя (2.33), (2.34):

Nutot = f ′
maxξmax

√
L

l
= A2Ra

1/6
L , (2.57)

где константа A2 равна 0.8234, 0.8136, 1.0095, 0.9234 для Pr=0.1, 0.7, 7.16, 70, соответственно.

Сходное соотношение для воды при температуре 41.5◦C (Pr=4.34) было получено для кон-

векции в сосуде с неравномерно нагретым дном: Nutot = 0.81587Ra
1/6
L [5]. Можно сделать вывод,

что, несмотря на различные конфигурации течения, эффективность теплоотвода определяется

общим механизмом горизонтальной конвекции за счет градиента давления.

2.5 Автомодельное решение для термокапиллярного течения

Аналогично рассмотренной задачи в отсутствие механизма Марангони, автомодельное решение

задается в виде (2.9). Подстановка всех соотношений в уравнения и граничные условия приво-

дит к равенству констант следующим значениям: a=1/4, b=1, c=-3/4, d=-1/4, e=2/3, и к виду

автомодельных координат:

ξ =
z

x3/4
, v̂ =

x

t2/3
.

С учетом этого функция тока в автомодельных переменных имеет вид:

ψ (x, z, t) = x1/4f
( z

x3/4
,
x

t2/3

)
. (2.58)

Граничное условие на свободной поверхности в случае термокапиллярной конвекции принимает

вид:
∂vx
∂z

= −Ma
∂T

∂x
, (2.59)

где Ma = σT ql2
ηχλ

, σT = − ∂σ
∂T

− тепловой градиент поверхностного натяжения.

В данном случае характерную длину l2 удобно выбрать исходя из условия Ma=1, то есть:

l2 =
ηχλ

σT q
. (2.60)
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Функции скорости и температуры в автомодельных координатах задаются следующим об-

разом:

vx =
f ′ (ξ, v̂)√

x
, vz =

3ξf ′ (ξ, v̂)− f (ξ, v̂)− 4f2v̂

4x3/4
, T =

g (ξ, v̂)

x1/4
. (2.61)

При наличии термокапиллярной конвекции поле тяжести вносит малый вклад в конвек-

тивное движение, поэтому из уравнения движения в проекции на вертикальную ось можно

исключить слагаемое Ra · T . Система уравнений в автомодельных переменных имеет вид:

4∂2g
∂ξ2

+ g ∂f
∂ξ

+ f ∂g
∂ξ

+ 4v̂ ∂g
∂ξ

∂f
∂v̂

− 4∂g
∂v̂

(
v̂ ∂g
∂ξ

− 2
3
v̂

5
2

)
= 0,

4Pr ∂4f
∂ξ4

+ f ∂3f
∂ξ3

+ 5∂2f
∂ξ2

∂f
∂ξ

+ 8
3
v̂5/2 ∂3f

∂ξ2∂v̂
+ 4v̂

(
∂3f
∂ξ3

∂f
∂v̂

− ∂3f
∂ξ2∂v̂

∂f
∂ξ

)
= 0.

(2.62)

Граничные условия в автомодельных переменных при ξ=0 для температуры и скорости име-

ют вид:
∂g(ξ, v̂)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

= 0,
∂2f(ξ, v̂)

∂ξ2

∣∣∣∣
ξ=0

=
g(0, v̂)

4
− ∂g(0, v̂)

∂v̂
v̂. (2.63)

Следует отметить, что как и для случая горизонтальной конвекции, система (2.62) содер-

жит производные по v̂ только в членах с умножением на v̂ и при малых v̂ возникает нулевое

приближение, соответствующее стационарному решению.

2.5.1 Стационарное автомодельное решение для термокапиллярной

конвекции

В ближней зоне, то есть, где зависимость от v̂ исчезает, автомодельная система уравнений (2.62)

сводится к системе обыкновенных дифференциальных уравнений:

4g′′ + fg′ + gf ′ = 0,

4Pr f (iv) − f ′′′f + 5f ′′f ′ = 0.
(2.64)

Автомодельные функции (2.61) преобразуются к виду:

vx =
f ′ (ξ)√
x
, vz =

3ξf ′ (ξ)− f (ξ)

4x3/4
, T =

g (ξ)

x1/4
. (2.65)

Граничные условия (2.63) в автомодельных переменных при ξ=0:

g′(0) = 0, f ′′(0) =
g(0)

4
. (2.66)

После интегрирования (2.64) преобразуется в:

f ′′′ = C − ff ′′+2f
′2

4Pr
,

g′ = −fg
4
,

(2.67)
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где C – константа интегрирования.

Погранслой рассматривается от точки ξ=0 до точки ξ=ξmax, где горизонтальная скорость об-

ращается в ноль. Таким образом, в качестве неизвестных параметров интегрирования остаются

f ′(0), g(0) и константа C.

Константа C определяет горизонтальный градиент давления. Как уже отмечалось ранее,

горизонтальный градиент давления мал по сравнению с поверхностными силами и им в первом

приближении можно пренебречь.

Неизвестное условие для g(0) определяется из нормировки теплового потока при условии

малости числа Bi, как было описано в разделе 2.4.1. При этом выражения для новых автомо-

дельных переменных (2.22) преобразуются в:

f = fn/I
1
4 , g = gn/I

3/4, ξ = ξnI
1
4 , (2.68)

поэтому остается только один неизвестный параметр f ′(0). При заданном тепловом потоке из

численных расчетов можно получить зависимость f ′(g) при ξ=0, которая будет определять на-

бор возможных значений скорости и температуры. При увеличении скорости в условиях сохра-

нения потока температура уменьшается. Итоговая точка на кривой определяется сопряженным

течением, как и в случае горизонтальной конвекции в отсутствие термокапиллярного механиз-

ма. Это течение не является автомодельным и поэтому f ′(0) может быть определен из численно-

го моделирования. Методом Рунге-Кутты 4-ого порядка было получено автомодельное решение

для разных чисел Прандтля Pr=0.2, 1, 10, 17.4. Последнее значение соответствует этанолу при

температуре 20◦С. Параметры решения для разных чисел Прандтля приведены в Табл. 2.2.

Таблица 2.2. Параметры автомодельного решения для разных чисел Pr

.

Pr f(0) f ′(0) g(0) ξmax C

0.1 0 0.9160 1.2025 0.8487 0

0.2 0 0.7997 0.9844 1.2098 0

1 0 0.9955 0.3979 2.6016 1.6·10−5

10 0 1.3844 0.1892 7.0929 2·10−7

17.4 0 1.5321 0.1727 8.8059 0

На Рис. 2.5 представлены профили автомодельных функций f , f ′, g для Pr =17.4.

Можно сделать аналитическую оценку неизвестного параметра следующим образом. Сопря-

женное течение при учете сил Марангони возникает из-за разности давлений: действие поверх-
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Рис. 2.5. Зависимости функций f , f ′, g от автомодельной переменной ξ.

ностной переменной силы на верхней границе приводит к разряжению и за счет разности дав-

лений возникает сопряженное течение. При этом анализ баланса давления позволяет замкнуть

систему. При достаточной глубине сосуда скорость определяется вертикальным притоком мас-

сы. Расчет этой вертикальной скорости может быть проведен из закона сохранения массы:

lxmax∫
0

vzdx =−
lz max∫
0

vxdz =−
ξmax∫
0

f ′(ξ)√
x
x3/4dξ = −fmaxx

1/4 = −fmaxz
1/3

ξ
1/3
max

, (2.69)

здесь ξmax = lzmax/l
3/4
xmax, a fmax ≡ f(ξmax). Если считать в сопряженном течении вертикаль-

ную скорость примерно одинаковой на рассматриваемой глубине z, то из (2.69) следует, что:

vzout = −fmaxξmax/z = −fmax/x
3/4. При решении уравнений погранслоя слагаемые в уравнении

движения для вертикальной оси (2.3) оказываются существенно меньше, чем в уравнении дви-

жения для горизонтальной оси, и поэтому это уравнение в расчете не учитывалось, но для ана-

лиза сопряженного течения и вычисления баланса давлений его необходимо рассмотреть. Из-за

малой величины вертикальной скорости в погранслое основной вклад вносят две компоненты,

а именно:

0 = −∂p
∂z

+
∂2vz
∂z2

,

или, после интегрирования по z:

p =
∂vz
∂z

+ C(x) ≡ −∂vx
∂x

+ C(x),

где C(x) - константа интегрирования, зависящая от длины x. Однако горизонтальная произ-

водная давления полностью соответствует автомодельному решению и хорошо определяется
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уравнениями (2.67). Разность давлений между границей погранслоя и поверхностью равна:

∆p ≈ −3f ′′ξ + 2f ′(0)

4x3/2
. (2.70)

Это выражение соответствует численным расчетам. Со стороны сопряженного течения разность

давлений может быть оценена из простых соотношений Бернулли:

∆p ≈ v2z
2Pr

=
f 2
max

2Prx3/2
. (2.71)

Равенство разности давлений (2.70) и (2.71) приводит к соотношению между параметрами:

−3f ′′
maxξ + 2f ′(0)

2
=
fmax

2

Pr
. (2.72)

Это соотношение также соответствует численным расчетам и замыкает систему. Максималь-

ная скорость достигается на поверхности при ξ=0 и уменьшается при удалении от источника

нагрева: VX max = f
′
max/

√
x = f

′
(0)/

√
x. Поэтому для размерных переменных получается:

V dim
Xmax

√
xdim =

f ′ (0)χ√
l

= A1

(
σT qχ

ηλ

)1/2

, (2.73)

где A1 = f ′ (0) для каждого из чисел Прандтля Pr =0.2, 1, 10, 17.4 совпадает с соответствующим

значением f ′ (0) из Tабл. 2.2. Граница погранслоя ξmax определяется условием равенства нулю

горизонтальной скорости. Для ξdimmax (q) в размерном виде можно получить:

ξdimmax (q) = A2
4

√
ηχλ
σT q

,

zdimmax = ξdimmaxx
dim3/4

,
(2.74)

где xdim – размерная величина в метрах, A2 для каждого из чисел Прандтля Pr=0.2, 1, 10, 17.4

совпадает с соответствующим значением ξmax из Tабл. 2.2. Графики представлены на Рис. 2.6.

Полученное автомодельное решение является универсальным, но для сравнения с резуль-

татами для определенной горизонтальной длины L удобно ввести число Марангони для слоя

конечной длины:

MaL =
σT qsL

ηχλ
=
L

l
, (2.75)

где qs - поток тепла на единицу площади. Именно такой параметр часто используется в лите-

ратуре. В проведенных экспериментах величина MaL достигала значения 8.5 · 106. Из (2.73)

следует, что:

vdimxmax = A1
χ√
l

1√
L
,
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Рис. 2.6. Зависимость а) vdimx maxx
1/2 (q); б) ξdimmax (q) для Pr=0.2, 1, 10, 17.4.

Re =
vdimx max L

ν
= A1

χ

ν
√
l

L√
L

=
A1

Pr
Ma1/2,

т.е.

Re =
A1

Pr
Ma1/2, (2.76)

где A1 для каждого из чисел Прандтля Pr=0.2, 1, 10, 17.4 совпадает с соответствующим значе-

нием f ′(0) из Табл. (2.2).

Зависимость (2.76) полностью совпадает с оценками параметров подобия [93] для ламинар-

ного потока, но коэффициенты пропорциональности в цитируемой работе не рассматривались.

Для турбулизованного течения при нагреве боковых стенок [93, 94] получаются несколько иные

зависимости, но, как отмечалось выше, в задачах с нагревом сверху создание турбулизованного

потока затруднено [95].

В работе [99] была предпринята попытка пересчета численных значений числа Рейнольдса

от числа Марангони путем простой аппроксимации, без учета параметров подобия. Были по-

лучены степенные зависимости, которые не могут быть сопоставлены с какими-либо оценками

слагаемых, но может быть проведено простое численное сравнение.

Число Рейнольдса в [97] - [99] определяется через длину слоя L и среднеквадратичную ско-

рость всего потока, то есть

ReB =

√
v̄2Lρ

η
, (2.77)
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где

v̄2 =

∫ L

0

∫ zmax

0
v2dimdzdx∫ L

0

∫ zmax

0
dxdimdzdim

=

∫ L
l

0

∫ ξmax

0
f ′2χ2l2dxdξ

l2x
1
4∫ L

l

0

∫ ξmax

0
l2x

3
4dxdξ

=
4χ2L3/4

3l3/4

∫ ξmax

0
f ′2dξ

4
7

(
L
l

)7/4
l2ξmax

=
A3χ

2

lLξmax

,

то есть:

v̄2 =
A3χ

2

lLξmax

, (2.78)

где A3 =
7
3

ξmax∫
0

f ′2dξ. Из этого следует соотношение:

ReB =

√
v̄2Lρ

η
=

√
A3

ξmax

ρχ

η

√
L

l
=

√
A3

ξmax

Ma
1/2
L

Pr
= A4

Ma
1/2
L

Pr
. (2.79)

В Табл. (2.3) приведены значения коэффициентов A3, A4, рассчитанных для разных чисел

Прандтля Pr =0.1, 0.2, 1, 10 и 17.4 с учетом автомодельности рассматриваемого течения.

Таблица 2.3. Параметры A3, A4, рассчитанные для разных чисел Прандтля Pr.

Pr 0.1 0.2 1 10 17.4

A3 0.3215 0.6112 2.3812 12.2661 19.0905

A4 0.5915 0.7052 0.9586 1.3150 1.4683

Несмотря на разницу в постановках задачи, совпадение с результатами [98, 99] не только

качественное, но и количественное. Однако в указанных работах этот результат получен

аппроксимацией результатов численных двумерных и трехмерных расчетов, а здесь он получа-

ется из автомодельного решения. В работе [99] была получена зависимость числа Рейнольдса

от Марангони для разных граничных условий при числе Pr=0.1:

• Re = 3.5Ma0.48 (условие прилипания, 2D)

• Re = 1.14Ma0.67 (условие проскальзывания, 2D)

• Re = 0.80Ma0.49 (условие прилипания, 3D)

Сравнение степенных зависимостей не имеет какого-либо физического смысла, целесообразно

оценивать итоговые зависимости, полученные из расчетов [99]. Эти графики и автомодельное

решение представлены на Рис. 2.7.
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Рис. 2.7. Графики зависимостей числа Re от числа Ma для Pr=0.1, полученных в работе [99] для

условий прилипания (vx = 0), проскальзывания (∂vx/∂z = 0) и из расчета автомодельного решения в

настоящей работе.

2.5.2 Скорости распространения тепла и гидродинамического течения

при наличии термокапиллярной конвекции и в ее отсутствие

Как и в случае горизонтальной конвекции при отсутствии термокапиллярного механизма, ско-

рость расплывания определяется величиной v̂ ∼ 1. Для точного определения необходимо рас-

смотреть интегральные характеристики задачи. Интегрирование первого уравнения (2.62) по ξ

приводит к соотношению: ∫
∂f

∂v̂

∂g

∂ξ
dξ −

∫
∂g

∂v̂

∂f

∂ξ
dξ +

2

3
v̂3/2

∂θ

∂v̂
= 0, (2.80)

где θ =
∞∫
0

gdξ. Интегрирование второго уравнения (2.62) при больших числах Pr приводит к

условию: ∂2f(ξ,v̂)
∂ξ2

∣∣∣
ξ=0

= 0. Если продифференцировать поток по v̂:

∂q

∂v̂
=

∫ (
∂2f

∂v̂∂ξ
g +

∂f

∂ξ

∂g

∂v̂

)
dξ, (2.81)

из (2.80) получается: ∫
∂f

∂ξ

∂g

∂v̂
dξ =

∂q

∂v̂
−
∫

∂2f

∂v̂∂ξ
gdξ =

∂q

∂v̂
+

∫
∂f

∂v̂

∂g

∂ξ
dξ. (2.82)

И в итоге (2.80) сведется к уравнению:

∂q

∂v̂
=

2

3
θ2v̂

3/2. (2.83)
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Интегрирование потока приводит к соотношению:

q =
1

2
− 4

15
θv̂5/2. (2.84)

В точке, где величина потока обращается в ноль

v̂ =

(
15

8θ

)2/5

. (2.85)

Выражения (2.46) и (2.85) позволяют более точно оценить величину v̂, в которой поток об-

ращается в ноль, в случае горизонтальной конвекции при наличии поверхностной пленки и в

ее отсутствие, соответственно. Эти величины можно получить с помощью численных расчетов

для Cmax и θ. Они оказываются порядка единицы, поэтому можно сделать приближенные оцен-

ки скоростей расплывания в случае двух разных механизмов горизонтальной конвекции при

условии того, что она определяется приближенным условием v̂ ∼ 1.

В случае горизонтальной конвекции с поверхностной пленкой характерная длина определя-

ется выражением (2.7) l1 = 3
√
ηχλ/ρgβq, при наличии термокапиллярного течения – выражени-

ем (2.60): l2 = ηχλ/σT q. Пусть x1 – безразмерное расстояние, которое пройдет тепловая волна

за время t в случае течения при наличии поверхностной пленки, x2 – при ее отсутствии. Тогда в

соответствующих размерных координатах x̃1, x̃2, t̃, соответственно, в первом и втором случае:

x1
t

=
x̃1

t̃

l1
χ

= 1,
x2
t2/3

=
x̃2

t̃2/3
l2

1/3

χ2/3
= 1.

При одном и том же времени t̃ получается соотношение:

x̃1
x̃2

= t̃1/3
l
1/3
2

l1
χ1/3 =

t̃1/3

t
1/3
0

,

где

t0 =
l31
χl2

=
ηχλ

ρgβq

σT q

χηχλ
=

σT
ρgβχ

.

Полученная величина для воды при температуре 20◦С: t0 ∼ 740 c, для этанола: t0 ∼ 240 c. Вели-

чина t0 описывает время, по истечении которого тепловые волны в погранслое для двух разных

механизмов конвекции пройдут одинаковое расстояние. Из оценок следует вывод, что вначале

термокапиллярная конвекция Марангони более эффективна с точки зрения распространения

тепла, чем горизонтальная конвекция за счет горизонтального градиента давления.
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2.5.3 Числа Нуссельта

Полученные автомодельные решения для конвекции при наличии термокапиллярных сил поз-

воляют рассчитать числа Нуссельта для оценки эффективности теплоотвода. Локальное число

Нуссельта на безразмерном расстоянии r от источника тепла определяется выражением (2.47),

приведенным в разделе 2.4.3. При этом в (2.47) нужно подставить величину угла в полярных

координатах φmax, которая соответствует границе погранслоя:

ξmax =
zmax

x3/4
= r1/4

sinφmax

(cosφmax)3/4
. (2.86)

При больших r угол мал,

φmax =
ξmax

r1/4
(2.87)

и x ≈ r. Подставляя в выражение (2.47) решение для температуры в автомодельных координа-

тах (2.61), можно получить:

Nuloc(r) =
π
√
r

4g(0)ξmax

. (2.88)

На длине X пограничного слоя:

Nuloc =
π
√
X/l

4g(0)ξmax

=
πMa

1/2
X

4g(0)ξmax

= A5Ma
1/2
X . (2.89)

где константа A5 равна 0.7122, 0.6391, 0.7577, 0.5985, 0.5350 для чисел Прандтля Pr=0.1, 0.2, 1,

10, 17.4, соответственно.

Полное число Нуссельта определяется выражением (2.56). Подставляя автомодельные зави-

симости (2.73), (2.74) в (2.56), можно получить:

Nutot ≈ f ′
meanξmax

4

√
L

l
= f ′

meanξmaxMa
1/4
L = A6Ma

1/4
L , (2.90)

где f ′
mean – средняя величина производной автомодельной функции f в погранслое. Константа

A6 равняется 0.3079, 0.4905, 1.4079, 5.2817 и 7.3609 для Pr=0.1, 0.2, 1, 10 и 17.4, соответственно.

Такая же зависимость была получена в работе [93]. По асимптотике оценка (2.90) совпадает с

[99] (Nu ∼ Ma1/4), но в этой работе рассматриваются только малые числа Прандтля. В рабо-

те [99] была получена зависимость числа Нуссельта от числа Марангони для разных граничных

условий при Pr=0.1:

• Nu = 0.3Ma0.24 (условие прилипания, 2D)
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• Nu = 0.3Ma0.34 (условие проскальзывания, 2D)

• Nu = 0.5Ma0.14 (условие прилипания, 3D)

Эти графики и автомодельное решение представлены на Рис. 2.8.

Рис. 2.8. Графики зависимостей числа Nu от числа Ma для Pr=0.1, полученных в работе [99] для

условий прилипания (vx = 0), проскальзывания (∂vx/∂z = 0) и из расчета автомодельного решения в

настоящей работе.

2.5.4 Сравнение эффективности теплоотвода для разных механизмов

конвекции

Оценка чисел Нуссельта позволяет сравнить эффективность конвекции для двух задач – при

расположении источника тепла в объеме жидкости и вблизи поверхности. Расчеты глобальных

чисел Нуссельта для горизонтальной конвекции были выполнены в разделах 2.4.3 и 2.5.3. Было

показано, что выражение (2.57), полученное из автомодельных решений для горизонтальной

конвекции за счет перераспределения давления, совпадает с оценками из работы [5]:

Nutot = A2Ra
1/6
L , (2.91)

где A2 ∼0.82.

Автомодельное решение для линейного источника тепла в неограниченной жидкости бы-

ло получено в работе Гебхарта [42], а обзор зависимостей чисел Нуссельта от чисел Рэлея и

Прандтля для цилиндрических источников тепла конечного радиуса выполнен в работе [2].
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Можно получить оценку чисел Нуссельта исходя из автомодельного решения Гебхарта. В

рассматриваемых в данной работе обозначениях автомодельная переменная ξG = x/z2/5, а вер-

тикальная скорость равна:

vzG = −z1/5f ′
G(ξG). (2.92)

Тогда:

NuG =

∫∞
−∞ vzGdx

χ
=

2

χ

∞∫
0

fG
′
(ξG)L

1
5L

2
5dξG =

2

χ
(fG (∞)− fG (0))L3/5 = A9L

3/5. (2.93)

То есть

NuGtot ∼ L3/5 ∼ Ra1/5. (2.94)

Такая же зависимость получалась и для горизонтальных цилиндров конечного радиуса [2].

Сравнение (2.94) и (2.91) с (2.90) позволяет выявить общую особенность решения – вблизи

источника основную роль играет конвекция Марангони, а вдали теплоперенос определяется

конвекцией Рэлея. Действительно, найдем расстояние от источника, на котором числа Нуссельта

сравниваются. Рассматривая (2.90) и (2.91), получим, что числа Нуссельта для двух механизмов

горизонтальной конвекции сравниваются при:

L =

(
A6

A2

)4

σT

(
q

ηχλρ2g2β2

)1/3

≈ 16 см. (2.95)

Из выражений для чисел Нуссельта для вертикальной конвекции (2.93) (при Pr=0.7) и для

горизонтальной при наличии термокапиллярных сил (2.90) для Pr=1 можно получить:

A9Ra
1/5 = A6Ma1/4,

L =
(

A6

A9

)20/7(
σT

5q
ηχλρ4g4β4

)1/7

≈ 6 см.
(2.96)

Сравнение (2.95) и (2.96) позволяет сравнить эффективность вертикальной и горизонтальной

конвекции Рэлея с точки зрения тепло- и массопереноса. Очевидно, что горизонтальная конвек-

ция за счет градиента давления дает намного менее эффективное охлаждение по сравнению со

случаем источника тепла, расположенного в объеме жидкости. Но в жидкости без поверхност-

ной пленки вблизи линейного нагревателя остается область, где гидродинамический перенос

тепла за счет поверхностных сил намного эффективнее, чем за счет градиента давления. Та-

ким образом, для любого числа Прандтля можно определить длину, до которой преобладает

конвекция Марангони.
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2.6 Экспериментальное исследование механизмов горизонтальной

конвекции в жидкостях с различной структурой поверхности

В работе используются три экспериментальные методики, позволяющие получить поле скоро-

стей, температур на поверхности и рельеф поверхности (давление вблизи поверхности).

2.6.1 Метод цифровой трассерной визуализации для измерения поля

скорости

Для получения поля скорости конвективных течений в объеме жидкости используется метод

цифровой трассерной визуализации (PIV), достаточно просто реализуемый для задач конвекции

(см., например, [100]). Жидкость засевается частицами нейтральной плавучести и подсвечивает-

ся лазерным листом, далее делаются снимки в плоскости лазерного листа и по смещению изоб-

ражений частиц в последовательных кадрах находится поле скорости. Для нахождения поля

смещений частиц и, следовательно, поля скорости используется кросс-корреляционный метод.

Кросс-корреляционный алгоритм позволяет рассчитать наиболее вероятные смещения частиц.

Далее по полученным смещениям можно получить поля вертикальной и горизонтальной со-

ставляющей скорости. Метод PIV в настоящее время является основным методом исследования

гидродинамических течений. Однако он обладает рядом недостатков: отличия в скорости частиц

засева и скорости самого течения, проблема трехмерности течения, трудности, связанные с раз-

решающей способностью видеосъемки. При увеличении скорости течения требуется увеличить

не только скорость видеосъемки, но и мощность подсвечивающих лазеров. Даже в рассматрива-

емой задаче в этаноле со скоростями порядка 10 мм/с некоторые области течения оказываются

неразрешимыми для стандартной скорости съемки (60 кадров в секунду), однако в данном

исследовании в большинстве случаев таких проблем не возникает. Кросс-корреляционная обра-

ботка основывается на статистическом методе, то есть присутствует и погрешность обработки

результатов. Трехмерность течения тоже может приводить к ошибке при обработке снимков. В

работе [12] суммарная погрешность оценивается в 5%, что составляет 0.03 мм/c и 0.25 мм/с для

скорости в воде и этаноле, соответственно.

Схема экспериментальной установки, использованной в задаче, представлена на Рис. 2.9.

На поверхность жидкости (вода или этанол) в прямоугольном стеклянном сосуде размером

12.3×13.2×6.5 см3 помещается источник нагрева – тонкая проволока из сплава копель длиной
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Рис. 2.9. Схема экспериментальной установки PIV.

11.3 см и диаметром 0.02 см. Жидкость засевается частицами нейтральной плавучести, или

трассерами – посеребренными стеклянными полыми сферами диаметром 10-20 мкм и плот-

ностью 1200 кг/м3. С помощью двух цилиндрических линз два лазерных луча (длина волны

каждого лазера – 532 нм, мощность – 130 мВт) разворачиваются в два листа в одной плоскости,

лазерный свет проникает в жидкость снизу. Двойной лазерный лист используется для создания

более равномерного освещения.

Мощность нагрева составляет 4 Вт/м в этаноле и 31 Вт/м в воде. Мощности нагрева были

подобраны так, чтобы можно было не учитывать турбулентные явления. Нагрев проволочки

приводит к формированию приповерхностного течения за счет неравномерного нагрева поверх-

ности и перераспределения давления. Формируется пограничный слой с максимальной скоро-

стью на поверхности (если имеет место термокапиллярная конвекция, этанол) или на некоторой

глубине (в присутствии поверхностной пленки, вода).

Фотоаппаратом с макрообъективом производится съёмка частиц в процессе их движения в

плоскости лазерного листа во время нагрева поверхности. В воде съёмка происходит в фоторе-

жиме с частотой 1 кадр в секунду с разрешением 5184×3456 фотокамерой Canon EOS 700D с

объективом Canon EF 100 мм f/2.8, в этаноле – в видеорежиме с частотой 25 кадров в секунду

и разрешением 1920×1080. Параметры съемки: 1/30 с, f/11, ISO 1600. Изображения обрабаты-

ваются с помощью многопроходного кросс-корреляционного алгоритма. Для воды обрабатыва-

ется вся последовательность изображений, в этаноле используются изображения с интервалом

от 2/25 с до 8/25 с в зависимости от исследуемых скоростей течения. Размер области опроса
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составляет 32×32 в воде и 16×16 в этаноле при первом и втором проходе, соответственно. На

третьем проходе для улучшения пространственного разрешения используется 50% наложение

областей опроса в вертикальном направлении.

2.6.2 Инфракрасная термография для исследования поля температур

на поверхности жидкости

Для измерения поля температуры непосредственно на поверхности жидкости используют метод

ИК-термографии. Тепловизор фиксирует интегральное электромагнитное излучение в некото-

ром диапазоне длин волн. Это излучение состоит из трех компонент: излучение самого объекта,

излучение среды между объектом и объективом, а также отраженное от объекта излучение

окружающих предметов. Температура объекта рассчитывается исходя из параметров для всех

трех типов излучения.

Эксперимент проводился с использованием тепловизора FLIR SC7000, регистрирующего из-

лучение в диапазоне 3.7–4.8 мкм. Разрешение изображений составляет 640×512. Случайная

погрешность определения температуры, заявленная производителем тепловизора, составляет

0.025 K. Коэффициент излучения поверхности воды и этанола считается равным 0.96. Чтобы

исключить отражение камеры в жидкости, тепловизор располагается под углом 5◦-10◦ к верти-

кали. Но поправка на угловую зависимость не учитывается, так как излучательная способность

поверхности жидкости остается почти постоянной для углов до 20◦.

Схема установки для исследования нагрева жидкости линейным источником представлена

на Рис. 2.10.

Как и в случае эксперимента PIV, исследуемая жидкость в прямоугольном стеклянном аква-

риуме размерами 12.3×13.2×6.5 см3 нагревается проволочкой из сплава копель длиной 11.3 см

и диаметром 0.02 см, натянутой под поверхностью жидкости. Сосуд накрывается пластиной из

селенида цинка (ZnSe) толщиной 6 мм, чтобы исключить появление вихрей, вызванных испаре-

нием с поверхности жидкости. Коэффициент пропускания пластины составляет приблизитель-

но 0.7 для длин волн 1–15 мкм.
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Рис. 2.10. Схема экспериментальной установки для метода термографии поверхности при нагреве

линейным источником тепла.

2.6.3 Измерение рельефа поверхности жидкости с помощью методики

moon-glade BOS

Предложенный в работе [101] новый метод позволяет достаточно просто определить рельеф

поверхности, и, соответственно, поле давлений вблизи поверхности, которое является опреде-

ляющим фактором формирования течения в рассматриваемой задаче в случае наличия пленки

на поверхности.

Фон, представляющий из себя совокупность черных точек, напечатанных на прозрачной

пленке, и источник света – LED-панель – устанавливаются над сосудом с исследуемой жидко-

стью под некоторым углом к горизонту так, что камера снимает отражение фона в поверхности

жидкости. Как и в FS-SS (Free Surface-Synthetic Schlieren) схеме [102], для невозмущенной по-

верхности делается опорный снимок, который затем сравнивается с изображениями, полученны-

ми при наличии возмущений. Деформация поверхности приводит к отклонению преломленных

лучей, то есть к смещению точек фона. Световые лучи, отраженные от возмущенной поверх-

ности, отклоняются от своего первоначального пути на угол α, равный двойному углу наклона

поверхности. Решая уравнение Пуассона для горизонтального ξx и вертикального ξz смеще-

ний [101], можно получить рельеф поверхности – функцию h(x, z). На Рис. 2.11 представлены

схемы методов FS-SS и moon-glade BOS.
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Рис. 2.11. Схема экспериментальной установки для метода определения рельефа поверхности а) moon-

glade BOS, б) FS-SS.

Так как в случае метода, основанного на преломлении, смещения точек фона описываются

выражением: ξx = −L(n− 1)/n · ∂h/∂x, где n – показатель преломления жидкости, а в методе,

использующем отражение: ξx = 2L · ∂h/∂x, то moon–glade BOS оказывается более чувствитель-

ным методом (в 8 раз чувствительнее для воды). В отличие от метода FS-SS, метод moon-glade

BOS работает также для непрозрачных жидкостей. В данной задаче (разрешение в плоскости

фона – 50 мкм/пикс, погрешность определения смещения кросс-корреляционным методом –

0.2 пикс) метод позволяет регистрировать углы порядка 5 мкрад при расстоянии от фона до

жидкости, равном 1 м, что позволяет измерять вертикальные смещения поверхности от 1 мкм.

2.7 Численное моделирование и сравнительный анализ

2.7.1 Поля скорости, температуры и профиль поверхности для случая

горизонтальной конвекции в жидкости при наличии пленки

На Рис. 2.12-2.15 представлено сравнение двумерных полей горизонтальной скорости и темпера-

туры, полученных из автомодельного решения и численного моделирования для чисел Прандт-

ля: 0.1, 0.7, 7.16, 70, для случая горизонтальной конвекции в жидкости при наличии пленки. Для
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изменения числа Прандтля варьировалась теплопроводность, все остальные свойства жидкости

оставались неизменными. Чтобы достичь квазистационарного состояния в области |X| ≤12 см,

численные расчеты проводились до момента времени t=4000 c во всех случаях. Следует отме-

тить, что автомодельное решение справедливо в дальней зоне и не описывает правильно течение

вблизи источника. Кроме того, оно не учитывает возвратное течение, поэтому на графиках с

полями из автомодельного решения область вне пограничного слоя показана черным цветом. В

численном решении возвратное течение возникает в силу уравнения непрерывности.

Рис. 2.12. Двумерные поля горизонтальной скорости, мм/c, (а), (в) и возмущения температуры, K,

(б), (г), полученные численно (а), (б) и с помощью автомодельного решения (в), (г) для Pr=0.1.

Рис. 2.13. Двумерные поля горизонтальной скорости, мм/c, (а), (в) и возмущения температуры, K,

(б), (г), полученные численно (а), (б) и с помощью автомодельного решения (в), (г) для Pr=0.7.
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Рис. 2.14. Двумерные поля горизонтальной скорости, мм/c, (а), (в) и возмущения температуры, K,

(б), (г), полученные численно (а), (б) и с помощью автомодельного решения (в), (г) для Pr=7.16.

Рис. 2.15. Двумерные поля горизонтальной скорости, мм/c, (а), (в) и возмущения температуры, K,

(б), (г), полученные численно (а), (б) и с помощью автомодельного решения (в), (г) для Pr=70.

При малых числах Прандтля толщина погранслоя больше, вследствие чего максимальное

значение горизонтальной скорости возрастает. Из полученных автомодельных выражений для

максимальной скорости (2.33) и толщины (2.34) погранслоя можно оценить зависимость этих

характеристик от числа Прандтля. Так как характерная длина l ∼ λ2/3 ∼ Pr−2/3, скорость

χ/l ∼ λ1/3 ∼ Pr−1/3, а величины f
′
maxи ξmax изменяются приблизительно на 7% и 27% соответ-

ственно в диапазоне чисел Прандтля от 0.1 до 70, можно сделать вывод, что максимальная
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скорость погранслоя ∼ Pr−1/3, а его толщина ∼ Pr−2/3.

Сравнение с численным моделированием показывает, что автомодельность сохраняется толь-

ко в области погранслоя, где справедливы все предположения, исходя из которых были получе-

ны автомодельные решения. Тем не менее, абсолютные значения максимальной скорости совпа-

дают и можно применять автомодельные решения, как более простой, универсальный и менее

трудоемкий с точки зрения вычисления способ в широком диапазоне чисел Прандтля.

На Рис. 2.16, 2.17 представлено сравнение мгновенных двумерных полей горизонтальной и

вертикальной скорости, полученных численно и экспериментально с помощью метода PIV для

различных моментов времени в дистиллированной воде при Pr=7.16. В численном моделирова-

нии в данном случае на поверхности ставилось граничное условие прилипания. Показано каче-

ственное и количественное совпадение данных при сравнении усредненных профилей скорости

(Рис. 2.18). Несовпадение профилей скорости вблизи z=0 связано с недостатком разрешения

метода PIV в приповерхностном слое из-за образования мениска.

Рис. 2.16. Двумерные поля горизонтальной скорости, полученные из численного моделирования (сле-

ва) и экспериментально (справа) в разные моменты времени после начала нагрева.
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Рис. 2.17. Двумерные поля вертикальной скорости, полученные численного моделирования (слева) и

экспериментально (справа) в разные моменты времени после начала нагрева.

На Рис. 2.18 показано сравнение вертикальных профилей горизонтальной скорости (а) и

горизонтальных профилей вертикальной скорости (б) в дистиллированной воде спустя 20 с

после начала нагрева (мощность нагрева q=31 Вт/м), полученных из численного моделирования

и методом PIV.

Рис. 2.18. Сравнение а) вертикальных профилей горизонтальной скорости, усредненных вдоль

1.3 см < x < 1.7 см, б) горизонтальных профилей вертикальной скорости, усредненных вдоль

0.4 см < z < 0.6 см, полученных экспериментально и из численного моделирования в воде спустя

22 сек после начала нагрева.

В работе [21] проводились различные численные расчеты для исследования влияния боковых
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стенок на величину максимальной горизонтальной скорости в погранслое. Было показано, что

наличие боковых стенок слабо влияет на течение на расстоянии более 1 см от боковых стенок.

Поэтому соотношения, выведенные из автомодельного решения в бесконечной области, спра-

ведливы и для течения в замкнутом объеме жидкости, как это реализовано в эксперименте и

численных расчетах.

На Рис. 2.19 представлены горизонтальные профили температуры на поверхности, получен-

ные численно и экспериментально с помощью метода ИК-термографии. В моделировании источ-

ник нагрева задавался как постоянный тепловой поток на некоторой эффективной длине. Мак-

симальное значение температуры, полученное из моделирования, зависит от указанной длины,

которая подбиралась исходя из сравнения с экспериментальными данными по ИК-термографии.

В случае дистиллированной воды она равнялась 1.4 мм. Совпадение численных и эксперимен-

тальных профилей температуры подтверждает справедливость граничного условия прилипания

и указывает на то, что перенос тепла при наличии пленки на поверхности правильно описыва-

ется данным граничным условием.

Рис. 2.19. Горизонтальные профили температуры, полученные экспериментально и из численного мо-

делирования спустя 8, 22, 60,150 с после начала нагрева.

Следует отметить, что основным отличием горизонтальной конвекции является перераспре-

деление давления за счет поля температур у поверхности. Горизонтальный градиент давления

у поверхности может быть получен из экспериментальных данных по рельефу поверхности и

сопоставлен с численным расчетом и автомодельным решением (в дальней зоне).

На Рис. 2.20 приведены профили давления на поверхности, полученные из эксперимента,

автомодельного решения и численного моделирования при двух разных величинах теплового
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потока: 31 Вт/м и 62 Вт/м. Видно хорошее совпадение данных, несмотря на то, что автомодель-

ное решение было выведено в предположении отсутствия боковых границ. Вблизи источника

нагрева автомодельное решение не описывает течение, так как в этой области несправедливы

приближения погранслоя. Кроме того, как видно из выражения (2.19) при x=0, величина дав-

ления на поверхности, полученная из автомодельного решения и связанная с константой C,

расходится.

Рис. 2.20. Профиль давления на поверхности, полученный из эксперимента, автомодельного решения

и численного моделирования, при а) q=31 Вт/м, t=60 с, б) q=62 Вт/м, t=40 с.

На Рис. 2.21, 2.22 представлено сравнение мгновенных профилей давления, полученных из

численного расчета и экспериментально с помощью метода moon-glade BOS в различные мо-

менты времени. На Рис. 2.21 мощность нагрева источника равнялась q=31 Вт/м, на Рис. 2.22

– q=62 Вт/м. Максимум высоты в профиле рельефа поверхности, образующийся вблизи ис-

точника нагрева, со временем увеличивается и расплывается, но не значительно. Затем, спустя

некоторое время, достигается квазистационарное состояние, которое изображено на Рис. 2.22.

Небольшие отличия экспериментальных профилей связаны с паразитными волнами с амплиту-

дой около 1 мкм. Наблюдаемое изменение рельефа поверхности связано с присутствием поверх-

ностной пленки, которая блокирует термокапиллярную конвекцию, и влияет на механизм теп-

лопереноса под поверхностью жидкости. В данном случае образуется один максимум, который

растет с течением времени, в отличие от случая термокапиллярной конвекции с образовани-

ем двух волн, симметричных относительно источника нагрева, которые со временем переносят

жидкость из области нагрева.
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Рис. 2.21. Мгновенные профили давления на поверхности, полученные экспериментально мето-

дом moon–glade BOS и из численного моделирования через 7, 16 и 50 с после начала нагрева, мощность

нагрева q=31 Вт/м.

Рис. 2.22. Мгновенные профили давления на поверхности, полученные экспериментально методом

moon–glade BOS и из численного моделирования через 8, 22 и 150 с после начала нагрева, мощность

нагрева q=62 Вт/м.

2.7.2 Поля скорости, температуры и профиль поверхности для слу-

чая горизонтальной конвекции при наличии термокапиллярной

конвекции

На Рис. 2.23 – 2.27 показаны сравнения двумерных полей горизонтальной скорости и темпера-

туры, полученных из автомодельного решения и численного моделирования для разных чисел
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Pr= 0.1, 0.2, 1, 10, 17.4 в жидкости при наличии термокапиллярной конвекции.

Рис. 2.23. Двумерные поля горизонтальной скорости, мм/c, (а), (в) и возмущения температуры, K,

(б), (г), полученные численно (а), (б) и с помощью автомодельного решения (в), (г) для Pr=0.1.

Рис. 2.24. Двумерные поля горизонтальной скорости, мм/c, (а), (в) и возмущения температуры, K,

(б), (г), полученные численно (а), (б) и с помощью автомодельного решения (в), (г) для Pr=0.2.
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Рис. 2.25. Двумерные поля горизонтальной скорости, мм/c, (а), (в) и возмущения температуры, K,

(б), (г), полученные численно (а), (б) и с помощью автомодельного решения (в), (г) для Pr=1.

Рис. 2.26. Двумерные поля горизонтальной скорости, мм/c, (а), (в) и возмущения температуры, K,

(б), (г), полученные численно (а), (б) и с помощью автомодельного решения (в), (г) для Pr=10.

Из приведенных графиков видно, что горизонтальная скорость и температура совпадают в

области погранслоя, где выполняется автомодельность. Автомодельное решение не описывает

область возвратного течения под погранслоем, поэтому на графиках с автомодельными полями

скорости и температуры эта область выделена черным цветом. По сравнению с жидкостями с

наличием поверхностной пленки (см. Рис. 2.12–2.15), которая блокирует конвекцию Маранго-

ни, в данном случае толщина пограничного слоя меньше, максимальная скорость достигается

на поверхности жидкости и по величине на порядок больше. Отличие обусловлено разными

механизмами конвекции.
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Рис. 2.27. Двумерные поля горизонтальной скорости, мм/c, (а), (в) и возмущения температуры, K,

(б), (г), полученные численно (а), (б) и с помощью автомодельного решения (в), (г) для Pr=17.4.

Следует отметить, что в численном моделировании и в эксперименте возникает неустой-

чивость, характерная для сдвигового течения и соответствующая неустойчивости Кельвина-

Гельмгольца. С уменьшением числа Прандтля в численном расчете эта неустойчивость исче-

зает. Чтобы привести количественные оценки, необходимо рассмотреть число Ричардсона Ri,

характеризующее данный тип неустойчивости:

Ri =
N2(
∂Vx

∂z

)2 =
g ∂ρ
∂z

ρ0
(
∂Vx

∂z

)2 = −
gβ ∂T

∂z(
∂Vx

∂z

)2 . (2.97)

Здесь N — частота Брента–Вяйсяля[104], N2 ≡ − g
ρ0

∂ρ
∂z

. Число Ричардсона усредняется по рас-

сматриваемой переходной области. На Рис. 2.28 представлены вертикальные профили чисел

Ричардсона: (а) при x=2 см, (б) при x=4 см, для разных чисел Прандтля, полученных из чис-

ленных расчетов. С точки зрения теории, критическими оказываются малые числа Ричардсона

(меньше или порядка 0.25 ([103, 104]). Из профилей видно, что при увеличении числа Прандтля

поле чисел Ричардсона целиком перестраивается. Если при малых числах Pr малые числа Ri

соответствуют границе раздела жидкость–газ и в этой области могут появляться волны, но

условия неустойчивости совсем другие [105], то при больших числах Прандтля неустойчивость

образуется в области между погранслоем и сопряженным течением. Следует отметить, что ав-

томодельное решение не описывает появление неустойчивости.
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Рис. 2.28. Вертикальные профили числа Ричардсона Ri при разных числах Прандтля при а) x =0.02 м,

б) x =0.04 м.

На Рис. 2.29, 2.30 представлены мгновенные двумерные поля горизонтальной и вертикаль-

ной скорости, полученные из численного моделирования и эксперимента PIV спустя 2, 4, 6 и

8 с после начала нагрева. Максимальная скорость в эксперименте оказывается меньше, чем в

моделировании, из-за наличия мениска и плохого разрешения верхнего слоя методом PIV.

Рис. 2.29. Двумерные поля горизонтальной скорости (мм/c), полученные численно и экспериментально

с помощью PIV спустя 2, 4, 6 и 8 с после начала нагрева.
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Рис. 2.30. Двумерные поля вертикальной скорости (мм/c), полученные численно и экспериментально

с помощью PIV спустя 2, 4, 6 и 8 с после начала нагрева.

На Рис. 2.31 показаны вертикальные профили скорости и горизонтальные профили верти-

кальной скорости, полученные в этаноле спустя 4 с после начала нагрева (мощность нагре-

ва q= 4 Вт/м) численно и экспериментально с помощью метода PIV. Видно хорошее количе-

ственное совпадение данных, что указывает на то, что условие Пирсона правильно описывает

течение в этаноле при наличии термокапиллярной конвекции Марангони.

Рис. 2.31. (а) Вертикальные профили горизонтальной скорости, усредненные в области

0.8 ≤ x ≤ 1.2 см; (б) горизонтальные профили вертикальной скорости, усредненные в области

0.4 ≤ z ≤ 0.8 см спустя 4 с после начала нагрева.

На Рис. 2.32 приведены горизонтальные профили возмущения температуры, полученные

67



численно и экспериментально с помощью метода ИК-термографии.

Рис. 2.32. Горизонтальные профили возмущения температуры на поверхности, полученные экспери-

ментально и из численного моделирования в этаноле спустя 2, 4, 6 и 8 с после начала нагрева.

В отличие от жидкости с пленкой на поверхности, в данном случае максимальное значение

температуры увеличивается только на начальном этапе, а не растет постоянно, так как силы

поверхностного натяжения более интенсивно переносят теплую жидкость из области источника

нагрева. Профиль температуры расплывается быстрее с течением времени, чем в дистиллиро-

ванной воде, несмотря на меньшую мощность нагрева.

Величина профиля вблизи поверхности определяется с помощью метода moon-glade BOS.

Его анализ позволяет сделать выводы о корректности моделирования и различии двух меха-

низмов конвекции. Сравнение экспериментальных результатов и численных расчетов приведе-

но на Рис. 2.33. Как видно из графиков, вначале присутствуют нестационарные процессы, но

затем картина стабилизируется. В окрестности источника тепла моделирование не описывает

профиль, так как источник нагрева задавался как тепловыделение на поверхности на некото-

рой длине, как и в случае с дистиллированной водой, но далее совпадение очень хорошее, что

указывает на соответствие теории и эксперимента.
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Рис. 2.33. Профили поверхности, полученные экспериментально с помощью метода moon–glade BOS

и численно спустя а) 0.12 с, б) 1 с после начала нагрева в этаноле.

Таким образом, отличие двух разных механизмов конвекции – за счет горизонтального гра-

диента давления и термокапиллярных сил – наглядно демонстрируется Рис. 2.33 и Рис. 2.21–

2.22. При наличии температурной конвекции Марангони в окрестности источника нагрева обра-

зуются волны, которые распространяются от источника нагрева и переносят теплую жидкость

вдоль поверхности, что оказывается более эффективным механизмом переноса тепла в некото-

рой области вблизи источника нагрева по сравнению с конвекцией в жидкостях при наличии

пленки, блокирующей термокапилярный механизм.
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3 Исследование свойств межфазных поверхностей с помо-

щью локального ИК-нагрева

3.1 Постановка задачи, система уравнений и схема эксперимента

Для изучения свойств поверхности различных жидкостей с помощью метода ИК-термографии

удобно использовать локальный нагрев поверхности CO2-лазером. Излучение лазера фокуси-

руется на поверхности исследуемой жидкости. В данной работе эксперименты проводятся в

жидкостях, имеющих различную структуру поверхности: с наличием пленки на поверхности,

блокирующей термокапиллярную конвекцию Марангони, а также при ее отсутствии. Для изу-

чения процессов распространения тепла в жидкостях с поверхностной пленкой были выбраны

дистиллированная вода и глицерин. Для сравнения в качестве жидкостей с термокапиллярной

конвекцией использовались этанол и силиконовое масло различной вязкости (PDMS). Выбор

жидкостей обусловлен сходными и различающимися параметрами вязкости, которая, вообще

говоря, не связана с наличием или отсутствием пленки.

В результате лазерного излучения происходит нагрев приповерхностной области и разви-

вается конвективное течение, приводящее к расплыванию теплового пятна. В зависимости от

граничных условий на поверхности механизм конвекции определяется или преимущественно

термокапиллярным эффектом, или взаимодействием термокапиллярного и термоконцентраци-

онного эффектов, что приводит к замедлению движения поверхности и ее полной блокировке.

В этом случае перераспределение давления у поверхности при нагреве приводит к появлению

горизонтальной конвекции, как и в случае задачи с линейным источником нагрева.

Двумерная система уравнений в цилиндрических координатах (r̃, z̃) в приближении Бусси-
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неска имеет вид:
1
r̃
∂(r̃Vr)
∂r̃

+ ∂Vz

∂z̃
= 0,

∂
∂t̃
Vr + Vr

∂
∂r̃
Vr + Vz

∂
∂z̃
Vr = −1

ρ
∂
∂r̃
p+ ν∆Vr − ν Vr

r̃2
,

∂
∂t̃
Vz + Vr

∂
∂r̃
Vz + Vz

∂
∂z̃
Vz = −1

ρ
∂
∂z̃
p+ ν∆Vz + g,

∂θ
∂t̃

+ Vr
∂θ
∂r̃

+ Vz
∂θ
∂z

= χ∆θ + q
ρCp

,

(3.1)

где лапласиан в цилиндрических координатах выражается:

∆f =
1

r̃

∂

∂r̃

(
r̃
∂f

∂r̃

)
+
∂2f

∂z̃2
. (3.2)

Здесь Vr, Vz – радиальная и осевая компоненты скорости, p – давление, θ – температура, q(r, z) –

мощность нагрева, ρ – плотность жидкости, ν – кинематическая вязкость, χ – температуропро-

водность.

Граничные условия на свободной поверхности в простейшем случае определяются условиями

Пирсона [106]:

µ
∂Vr
∂z̃

= −∂σ
∂r̃

= −∂σ
∂θ

∂θ

r̃
. (3.3)

При наличии примесей на поверхности добавляется зависимость от поверхностной концен-

трации Γ и действие концентрационного эффекта противоположно температурному:

µ
∂Vr
∂z̃

= −∂σ
∂r̃

= −∂σ
∂θ

∂θ

∂r̃
− ∂σ

∂Γ

∂Γ

∂r̃
. (3.4)

Наблюдаемая деформация поверхности жидкости мала по сравнению с глубиной слоя жидко-

сти H, и ее влиянием на вертикальную скорость вблизи поверхности можно пренебречь [107]:

Vz=0, вследствие большой величины числа Галилея Ga = gH3ρ/(ηχ) и малого значения числа

Cr = ηχ/(σH) (crispation number).

При наличии пленки поверхность блокируется и условие (3.3) переходит в условие прилипа-

ния:

Vr = 0. (3.5)

Система (3.1) с граничными и начальными условиями численно решается в пакете Comsol 6.2

и анализируется с помощью автомодельного решения, которое наглядно демонстрирует основ-

ные свойства конвективного течения и рассматривается в первую очередь.
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3.2 Автомодельное решение для нестационарной конвекции в цилин-

дрическом случае

Для анализа задачи нестационарной конвекции в цилиндрическом случае рассматривается на-

грев поверхности раздела жидкость–газ за счет локального тепловыделения. При выводе ав-

томодельного решения предполагается, что в начале координат задан точечный источник теп-

ла (описываемый дельта-функцией от координат), постоянный во времени, начиная с момента

включения. Такое решение начинает соответствовать реальной задаче, когда диаметр теплового

пятна существенно превышает диаметр лазерного луча.

Для построения автомодельного решения вводится функция тока:

Vr =
1

r̃

∂ψ

∂z̃
, Vz = −1

r̃

∂ψ

∂r̃
, (3.6)

и используется приближение погранслоя, позволяющее упростить систему (3.1). В этом случае в

лапласиане (3.2) остается только производная по z̃, а в уравнении для z-компоненты скорости –

изменение давления и температуры. Также в уравнении движения для Vr остается вязкостной

член, связанный со второй производной по z̃. Система (3.1) принимает вид:

∂Vr

∂t̃
+ Vr

∂
∂r̃
Vr + Vz

∂
∂z̃
Vr = −1

ρ
∂
∂r̃
p+ ν ∂2

∂z̃2
Vr,

∂Vz

∂t̃
+ 1

ρ
∂
∂z̃
p = g,

∂θ
∂t̃

+ Vr
∂T
∂r̃

+ Vz
∂T
∂z̃

= χ ∂2

∂z̃2
θ.

(3.7)

Система (3.7) не отличается от записанной в декартовых координатах. Разница присутствует

в условиях на поток вследствие отличия вида функции тока.

Далее рассматриваются два приближения с точки зрения граничных условий: условие Пир-

сона (3.3) и условие прилипания (3.5). Автомодельные переменные и приближения при этом

сильно различаются.

3.2.1 Автомодельное решение для термокапиллярной конвекции

Рассматривается решение задачи при учете только термокапиллярных сил. Это приближение

выполнено в диапазоне расстояний и времен, оценка которых будет приведена ниже. При этом

особенностью решения является тот факт, что с течением времени вблизи источника течение

становится стационарным. Это позволяет найти параметры подобия.
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Чтобы привести систему (3.7) к безразмерному виду, используются следующие параметры.

Пространственные координаты, время, компоненты скорости, давление и разность температу-

ры обезразмериваются делением на: l, l2/χ, χ/l, ηχ/l2, Q/(λl), соответственно. Q – мощность

тепловыделения (Вт), l — характерный параметр длины, который будет определен ниже.

Для течения Марангони можно пренебречь полем давлений, как в и случае с линейным

источником нагрева, тогда система (3.7) в безразмерном виде:

1
Pr

(
∂vr
∂t

+ vr
∂
∂r
vr + vz

∂
∂z
vr
)
= ∂2

∂z2
vr,

∂T
∂t

+ vr
∂T
∂r

+ vz
∂T
∂z

= ∂2

∂z2
T.

(3.8)

Граничное условие сводится к выражению:

∂vr
∂z

=Ma
∂

∂r
T, (3.9)

где Ma = σTQ
ηχλ

– число Марангони, σT = − ∂σ
∂T

– тепловой градиент поверхностного натяжения.

Стоит отметить, что число Марангони не зависит от параметра длины, так как размерность

тепловыделения – Вт. Как и для случая линейного источника нагрева, характерную длину l

удобно выбрать исходя из условия Ma=1, то есть: l = ηχλ
σTQ

. Для функции тока (3.6) и всех

гидродинамических параметров задачи нестационарное автомодельное решение имеет вид:

ψ (r, z, t) = rf (ξ, r1) ,

vr (r, z, t) =
1
r
∂f
∂ξ
,

vz (r, z, t) =
1
r

(
−f (ξ, r1) + ∂f

∂ξ
ξ − 2 ∂f

∂r1
r1

)
,

T (r, z, t) = g (ξ, r1) /r,

(3.10)

где автомодельные переменные: ξ = z
r
, r1 = r2

t
. Следует отметить, что вид функций в автомо-

дельных переменных (3.10) совпадает с функциями, определенными в работе [96] для стацио-

нарного течения от точечного источника.

В этих переменных система двух уравнений для двух функций f(ξ, r1), g(ξ, r1) будет иметь

вид: (
−r21 + 2r1

∂f
∂ξ

)
∂g
∂r1

− ∂f
∂ξ
g + ∂g

∂ξ

(
−2r1

∂f
∂r1

− f
)
= ∂2g

∂ξ2
,(

−r21 + 2r1
∂f
∂ξ

)
∂2f
∂r1∂ξ

−
(
f + 2r1

∂f
∂r1

)
∂2f
∂ξ2

− Pr ∂3f
∂ξ3

−
(

∂f
∂ξ

)2

= 0.
(3.11)

Граничное условие (3.3) преобразуется к виду:

∂2f

∂ξ2
=Ma

(
−∂g
∂ξ
ξ + 2

∂2g

∂r21
r1 − g

)
. (3.12)
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Для малых r1 система (3.11) переходит в стационарную:

∂f
∂ξ
g + f ∂g

∂ξ
+ ∂2g

∂ξ2
= 0,

f ∂2f
∂ξ2

+ Pr ∂3f
∂ξ3

+
(

∂f
∂ξ

)2

= 0,
(3.13)

и граничное условие принимает вид:

∂2f

∂ξ2
=Ma

(
−∂g
∂ξ
ξ − g

)
. (3.14)

3.2.2 Автомодельное решение для горизонтальной конвекции

При рассмотрении автомодельного решения для горизонтальной конвекции в отсутствие по-

верхностной пленки отличие системы уравнений состоит в учете силы тяжести в уравнении для

скорости Vz. Также в данном случае поле давления является определяющим механизмом гори-

зонтальной конвекции для жидкостей с поверхностной пленкой, поэтому слагаемые с давлением

нельзя исключить из системы. Итоговая система уравнений имеет вид:

∂
∂t̃

Vr + Vr
∂
∂r

Vr + Vz
∂
∂z

Vr = −1
ρ

∂
∂r
p+ ν ∂2

∂z2
Vr,

1
ρ

∂
∂z
p = −gβθ,

∂θ
∂t̃

+ Vr
∂θ
∂r

+ Vz
∂θ
∂z

= χ ∂2

∂z2
θ.

(3.15)

Пространственные координаты, время, компоненты скорости, давление и разность темпера-

туры приводятся к безразмерному виду при помощи тех же констант, как и в случае с термо-

капиллярной конвекцией. Исключение давления выполняется по стандартной процедуре, что в

итоге приводит к соотношению в безразмерном виде:

1

Pr
∂

∂z

(
∂

∂t
vr + vr

∂

∂r
vr + vz

∂

∂z
vr

)
− ∂3vr

∂z3
= Ra

∂

∂r
T, (3.16)

где число Рэлея определяется как: Ra = ρgβQl2

ηχλ
. Остаются три уравнения: непрерывности, кото-

рое учитывается с помощью функции тока, энергии и уравнение (3.16). Параметр длины удобно

выбрать таким образом, чтобы Ra = 1, то есть:

l =

√
ηχλ

ρgβQ
. (3.17)

Итоговая система уравнений в безразмерном виде принимает вид:

1
Pr

∂
∂z

(
∂
∂t
vr + vr

∂
∂r
vr + vz

∂
∂z
vr
)
− ∂3vr

∂z3
= ∂

∂r
T,

∂T
∂t

+ vr
∂T
∂r

+ vz
∂T
∂z

= ∂2

∂z2
T.

(3.18)
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Решение этой нестационарной задачи ищем в виде:

ψ (r, z, t) = r4/3f (ξ, r2) ,

vr (r, z, t) =
1

r1/3
∂f
∂ξ
,

vz (r, z, t) = − 1
3r2/3

(
4f (ξ, r2)− 2∂f

∂ξ
ξ + 4 ∂f

∂r2
r2

)
,

T (r, z, t) = g(ξ,r2)

r4/3
,

(3.19)

где автомодельные переменные имеют вид: ξ = z
r2/3

, r2 = r4/3

t
. Итоговая система уравнений для

функций f и g имеет вид:

3g′′

4
+ ∂(fg)

∂ξ
+ ∂g

∂ξ
∂f
∂r2
r2 +

(
−r2 ∂f∂ξ +

3
4
r22

)
∂g
∂r2

= 0,

P r
(
3f iv − 4g − 2∂g

∂ξ
ξ + 4r2

∂g
∂r2

)
+ 6∂2f

∂ξ2
∂f
∂ξ

+ 4∂3f
∂ξ3
f − 4r2

∂3f
∂ξ2∂r2

∂f
∂ξ
+

+3 ∂3f
∂ξ2∂r2

r22 + 4∂3f
∂ξ3

∂f
∂r2
r2 = 0.

(3.20)

При малых r2 система переходит в «стационарную»:

3g′′

4
+ (fg)′ = 0,

3Pr f iv − 4Pr g − 2Pr g′ξ + 6f ′′f ′ + 4f ′′′f = 0.
(3.21)

Таким образом, для случая горизонтальной конвекции в отсутствие поверхностной пленки си-

стема уравнений принимает вид (3.20) для нестационарного случая и переходит в систему (3.21)

в стационарном случае. С помощью полученных автомодельных переменных можно провести

оценки для скорости распространения тепла.

3.2.3 Сравнительный анализ распространения тепла для двух меха-

низмов конвекции

В отличие от плоского случая, в задаче с локальным ИК-нагревом в цилиндрической геометрии

скорость падает по мере удаления от центра. Это можно объяснить исходя из параметра rn/t,

где n=4/3 в случае горизонтальной конвекции при наличии поверхностной пленки, n=2 для

термокапиллярной конвекции. Если r увеличить в m раз, то время необходимо увеличить в mn

раз, чтобы параметр сохранился. В размерных переменных:

rn

t
=
r̃n/ln

t̃χ/l2
=

r̃2

t̃χln−2
,

где с тильдами указаны размерные переменные. Получившееся соотношение не обязано быть

равным единице, так как описывает зависимость распространения теплового пятна по радиусу
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от времени. Если брать два радиуса, до которых дошло возмущение в два разных момента

времени, то
rn1
t1

=
rn2
t2

= C, (3.22)

где C – константа, которую можно получить численно. Она показывает, до какой точки распро-

странилась тепловая волна в автомодельном решении. На Рис. 3.1 приведены графики автомо-

дельной функции температуры g на поверхности для случаев термокапиллярной конвекции и

горизонтальной конвекции при наличии пленки на поверхности жидкости, полученные из чис-

ленного решения для этанола (Q=0.30 Вт) и для воды (Q=0.22 Вт), соответственно. Из рисунка

видно, что после того, как тепловое возмущение распространилось на расстояние много боль-

ше, чем радиус источника нагрева, в данном случае – радиус теплового пятна от ИК-лазера,

которое имеет размер порядка 5 мм, график g перестает изменяться, выходя на автомодельное

решение.

Рис. 3.1. Зависимость функции g, полученной из численного моделирования при ξ=0, от автомодель-

ной переменной а) r2 = r4/3/t для горизонтальной конвекции при наличии поверхностной пленки в

дистиллированной воде, б) r1 = r2/t в случае термокапиллярной конвекции в этаноле.

Из приведенных графиков можно оценить константы C из выражения (3.22) для двух раз-

ных механизмов конвекции. Обозначим указанные константы Cm и Ch для случаев термока-

пиллярного механизма и конвекции при наличии поверхностной пленки, соответственно. То-

гда Cm = r2/t, что составляет порядка 2700 (Рис. 3.1б). Ch = r4/3/t и приблизительно равна

0.5 (Рис. 3.1а). Чтобы провести сравнительный анализ скорости распространения тепла в ци-

линдрическом случае, удобно составить Табл. 3.1.
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Таблица 3.1. Параметры автомодельного решения для разных механизмов конвекции.

Тип конвекции

Безразмерная

переменная,

зависящая от

времени (r1, r2)

Размерная

переменная
l, параметр длины

Термокапиллярная

конвекция
r2

t

r̃2

χt̃
lm =

ηχλ

σTQ

При наличии

поверхностной

пленки

r4/3

t

r̃4/3l2/3

t̃χ
lh =

√
ηχλ

ρgβQ

Пусть R – радиус распространения теплового возмущения, t̃m – время распространения в

случае термокапиллярной конвекции, t̃h – в случае горизонтальной конвекции при наличии

поверхностной пленки. Тогда:

t̃h

t̃m
=
lh

2/3χmCm

R2/3χhCh

=
1

R2/3

Cm

Ch

(
ηhχh

3

gρhχh
2βhQh

)1/3

. (3.23)

Свойства вещества, указанные с индексом m, рассчитываются для этанола при температуре

24◦C, индекс h указывает на дистилированную воду. Мощность нагрева Qm в этаноле составляет

0.3 Вт, в дистилированной воде — Qh=0.22 Вт. Подстановка величин приводит к зависимости:

t̃h

t̃m
=

(
2.18 м
R

)2/3

. (3.24)

Эта зависимость показана на Рис. 3.2. Видно, что на достаточно большом расстоянии от источ-

ника нагрева (порядка 2 м) начинает преобладать механизм горизонтальной конвекции за счет

перераспределения давления. На расстоянии около 1 см, как в эксперименте, термокапиллярный

механизм оказывается более эффективным с точки зрения скорости теплопереноса.

Таким образом, нестационарная задача сводится к автомодельной как в случае горизонталь-

ной конвекции при наличии поверхностной пленки, так и при ее отсутствии, когда имеет место

термокапиллярный механизм конвекции. Полученные автомодельные переменные позволяют

оценить скорости распространения пятна для двух механизмов конвекции. Из приведенных

оценок видно, что, как и в случае с линейным нагревателем, в области вблизи нагрева скорость

переноса тепла за счет термокапиллярных сил выше, чем за счет перераспределения давления,

и теплоотвод происходит эффективнее.
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Рис. 3.2. Зависимость отношения времени распространения теплового возмущения при горизонтальной

конвекции в дистиллированной воде, t̃h, ко времени распространения при наличии термокапиллярной

конвекции, t̃m, от расстояния R, до которого дошло возмущение, полученная из численных расчетов.

3.3 Экспериментальная установка

В данной задаче одновременно проводятся эксперименты с ИК-термографией и методом moon-

glade BOS для измерения рельефа поверхности. Сколлимированный пучок лазера с длиной вол-

ны излучения λ =10.6 мкм и мощностью излучения от 0.1 до 1 Вт фокусируется на поверхности

исследуемой жидкости, находящейся в чашке Петри диаметром 100 мм. Высота жидкости со-

ставляет 9 мм. Для уменьшения мощности лазера до 0.1 Вт использовался стеклянный фильтр

CaF2, частично прозрачный на длине волны излучения лазера. Схема эксперимента изображена

на Рис. 3.3.
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Рис. 3.3. Схема эксперимента с ИК-термографией поверхности и методом moon-glade BOS для изме-

рения рельефа поверхности при локальном нагреве сверху ИК-лазером.

Интегральная мощность излучения лазерного пучка, попадающего на поверхность жид-

кости, предварительно измерялась в дополнительном эксперименте с маленькой зачерненной

латунной пластинкой размерами 5 мм×5 мм, полностью теплоизолированной, кроме верхней

части, куда попадает лазерное пятно. Коэффициент излучения пластины приблизительно ра-

вен 0.95. Значения теплового потока рассчитываются исходя из разницы температуры, изме-

ренной термопарой после включения лазера. Время излучения лазера варьируется в разных

экспериментах от 1 c до 10 с, мощность во время эксперимента можно считать постоянной,

как показали эксперименты с измерением мощности с латунной пластинкой. Радиальное рас-

пределение мощности предварительно было получено с помощью ИК-термографии поверхности

стеклянного бруска, на который воздействовал ИК-лазер. Полученное поле цифрового сигнала

тепловизора усредняется по углу и нормируется на максимальное значение в центре, рассчи-

тывается радиальный усредненный по углу профиль fh(r). Для моделирования тепловой поток

на поверхности (для экспериментов с водой, глицерином и силиконовым маслом) или объемный

источник тепла (для экспериментов с этанолом) задаются так, чтобы интегральная мощность

совпадала с мощностью, полученной в эксперименте с латунной пластинкой. Измерения прово-

дятся при комнатной температуре 20◦C-24◦C и относительной влажностью примерно 40%. Тем-

пература поверхности измеряется тем же тепловизором FLIR SC7700 M, который используется

для экспериментов с линейным источником тепла. Параметры тепловизора описаны в разде-

ле 2.6.2. Рельеф поверхности определяется методом moon-glade BOS, схема которого представ-
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лена на Рис. 2.11. Проводится видеосъемка с частотой 60 к/сек фотоаппаратом Canon EOS 700D

с объективом Canon EF 100 мм f/2.8. Расстояние от фона до поверхности жидкости, которое

определяет чувствительность метода, в экспериментах с различными жидкостями варьируется

от 4 см до 11 см. Угол наклона фотоаппарата не превышает 20◦. Коррекция трапецевидной дис-

торсии проводится с использованием калибровочного снимка прямоугольника, углы которого

определяют коэффициенты преобразования. В зависимости от структуры поверхности нагрев

поверхности жидкости приводит к формированию одного увеличивающегося пика высотой до

10 мкм, либо к расходящейся от центра волне, максимальная глубина которой составляет 21 мкм,

согласно экспериментам и численному моделированию.

С помощью moon-glade BOS были получены мгновенные поля рельефа поверхности. Так

как течение практически осесимметричное, из двумерных полей были получены усредненные

по углу радиальные профили рельефа поверхности и проведено сравнение с моделированием.

3.4 Сравнение экспериментальных данных с численным моделирова-

нием

Система уравнений (3.1) численно решается в пакете Comsol 6.2. Используется неравномерная

сетка размерами 200×170, сгущающаяся в вертикальном направлении к поверхности жидко-

сти и в радиальном направлении к оси симметрии, с минимальным шагом, равным 2 мкм. В

начальный момент времени жидкость находится в невозмущенном состоянии при комнатной

температуре. Температурные зависимости свойств воды и этанола ρ, cp, λ, η используются та-

кие же, как и в работе [12]. Зависимость плотности и поверхностного натяжения PDMS-1000

от температуры были взяты из работы [108], зависимость вязкости и теплопроводности – из

справочных данных [109]. Для PDMS-6.1 использовались такие же зависимости вязкости, плот-

ности и поверхностного натяжения от температуры, как и в работе [58]. Дно и боковые стенки

принимаются адиабатическими. В экспериментах с водой, глицерином и силиконовым маслом

тепловой поток на поверхности задается как λ∂T
∂z

= Afh (r), где fh(r) – радиальный профиль

распределения мощности излучения лазерного пятна, полученный из эксперимента со стеклян-

ным бруском, A – постоянный коэффициент (Вт/м2), рассчитанный из условия равенства ин-

тегральной мощности полной мощности, измеренной в эксперименте с латунной пластинкой. В

данных жидкостях толщина поглощения в ИК-диапазоне меньше, чем характерные масштабы
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течения [12], что позволяет моделировать тепловой поток как поверхностный. Моделирование

объемного тепловыделения потребовало бы достаточно долгих вычислений, так как в данном

случае минимальный пространственный размер сетки составил бы 0.1 мкм. Так как в этаноле

мощность ИК-лазера поглощается в большем слое, тепловыделение в данном случае задается

как объемное:

λ
∂T

∂z
= Afh (r) a exp (−az) , (3.25)

где a – коэффициент поглощения в этаноле ИК-излучения с длиной волны 10.6 мкм, рав-

ный 3727 1/м. Интегральная мощность излучения в воде, этаноле и масле составила 0.2-0.3 Вт,

в глицерине – 0.1 Вт.

На боковых стенках и дне задаются условия прилипания и непротекания: vr=0, vz=0, соот-

ветственно.

Для учета рельефа поверхности в моделировании используется интерфейс с движущейся

сеткой. Для расчета деформации поверхности решается уравнение на поверхности:

pair − p+ ρgh− σ
∂2h

∂r2
+ 2η

∂vz
∂z

= 0.

При наличии термокапиллярной конвекции Марангони условие на тангенциальную составляю-

щую переходит в:

µ

(
∂vr
∂z

+
∂vz
∂r

)
= −∂σ

∂r
= − ∂σ

∂T

∂T

∂r
.

Далее приведено сравнение результатов численного моделирования и экспериментальных дан-

ных, полученных в дистиллированной воде, 90% растворе глицерина с дистиллированной во-

дой, этаноле, силиконовых маслах PDMS-6.1 и PDMS-1000. В воде средняя глубина поглощения

излучения в спектральном диапазоне тепловизора составляет порядка 50 мкм. Поэтому мож-

но считать, что тепловизор регистрирует температуру поверхности. Для остальных жидкостей

двумерное поле температуры жидкости, полученное в моделировании, было проинтегрировано

и пересчитано в сигнал тепловизора по формуле:

DL = (1− ε)fDL(T0) + ε

H∫
0

αfDL(T − T0) · e−αzdz,

где ε – коэффициент излучения (в данной работе равнялся 0.96), α – средний коэффициент

поглощения жидкости в диапазоне частот, регистрируемых тепловизором, fDL(T ) - функция

пересчета температуры T в сигнал тепловизора DL:

fDL(T ) =
Rf

eBf/T − Ff

,
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где Rf , Bf , Ff – поправочные коэффициенты тепловизора. Для раствора глицерина с водой

коэффициент α равнялся 10000 1/м, PDMS-1000 – 2900 1/м, PDMS-6.1 – 1500 1/м, этанола –

7271 1/м.

Следует отметить, что в дистиллированной воде не удалось измерить рельеф поверхности,

так как паразитные волны, возникающие из-за внешних источников вибрации, которые не уда-

ется исключить из эксперимента, сравнимы с пиком, возникающим при нагреве. Данные моде-

лирования показали, что максимальная высота составляет десятые доли мкм, что сравнимо и

даже меньше паразитных волн, возникающих в дистиллированной воде. В силу большей вяз-

кости раствора глицерина с водой, в нем удалось провести измерения рельефа поверхности.

Некоторые расхождения результатов ИК-термографии и moon-glade BOS с результатами мо-

делирования могут быть связаны с неточностью допущения о постоянной мощности лазера и

с асимметрией распределения лазерного пучка. Также при усреднении из-за ограничения про-

странственного разрешения в экспериментальных данных может быть занижена максимальная

величина пика, что особенно заметно для жидкостей с присутствием конвекции Марангони.

На Рис. 3.4 представлены результаты сравнения двумерных полей отклонения температуры,

полученных в дистиллированной воде экспериментально с помощью тепловизора и рассчитан-

ных в численном моделировании, спустя 0.2, 0.5 и 0.9 с после начала нагрева. На Рис. 3.5

приведены одномерные графики усредненных по углу радиальных профилей отклонений тем-

пературы в разные моменты времени после начала нагрева.

Рис. 3.4. Двумерные поля отклонения температуры, полученные в дистиллированной воде а) ИК-

термографией, б) из моделирования, спустя 0.2, 0.5 и 0.9 с после начала нагрева.
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Рис. 3.5. Сравнение одномерных усредненных по углу радиальных профилей отклонений температу-

ры, полученных в дистиллированной воде ИК-термографией и из моделирования в разные моменты

времени после начала нагрева.

На Рис. 3.6 представлено сравнение термограмм и карт рельефа поверхности, полученных

в 90%-ом растворе глицерина с водой экспериментально и рассчитанных в численном модели-

ровании, спустя 1, 2.6 и 5 с после начала нагрева. Приведены графики усредненных по углу

радиальных профилей сигнала тепловизора и высоты поверхности для разных моментов вре-

мени после начала нагрева.

В дистиллированной воде и в растворе глицерина с водой на поверхности образуется пленка,

блокирующая термокапилярный механизм конвекции. Из термограмм в разные моменты време-

ни видно, что максимум сигнала тепловизора с течением времени растет, радиус теплового пятна

медленно увеличивается. Пик сигнала тепловизора соответствует максимуму высоты поверхно-

сти. Из-за наличия пленки поверхность практически не обновляется, процесс распространения

тепла происходит медленно по сравнению с термокапилярным механизмом конвекции.
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Рис. 3.6. Результаты для 90% раствора глицерина с водой: а) карты рельефа поверхности, полученные

экспериментально с помощью метода moon-glade BOS и из численного моделирования, б) сравнение

усредненных радиальных профилей рельефа поверхности, в) термограммы, полученные эксперимен-

тально с помощью ИК-термографии и из численного моделирования, г) сравнение усредненных ради-

альных профилей сигнала тепловизора спустя 1 с, 2.6 с и 5 с после начала нагрева.

На Рис. 3.7 представлено сравнение термограмм и карт рельефа поверхности, полученных

для этанола экспериментально и рассчитанных в численном моделировании, спустя 0.2, 0.5 и

0.9 с после начала нагрева. Приведены графики усредненных по углу радиальных профилей

сигнала тепловизора и высоты поверхности в разные моменты времени после начала нагрева.
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Рис. 3.7. Результаты для этанола: а) карты рельефа поверхности, полученные экспериментально с

помощью метода moon-glade BOS и из численного моделирования, б) сравнение усредненных ради-

альных профилей рельефа поверхности, в) термограммы, полученные экспериментально с помощью

ИК-термографии и из численного моделирования, г) сравнение усредненных радиальных профилей

сигнала тепловизора спустя 0.2, 0.5 и 0.9 с после начала нагрева.

В экспериментальных данных по термографии в этаноле видны конвективные ячейки вне

области теплового пятна. Это связано с испарением с поверхности жидкости, которое не учиты-

валось в моделировании, поэтому в экспериментальных данных усредненные профили сигнала
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тепловизора вне теплового пятна лежат ниже данных моделирования. Несовпадение данных по

рельефу поверхности связано с наличием паразитных волн и не полной симметричностью теп-

лового пятна. Видно различие в форме профилей поверхности в случае жидкости при наличии

пленки (Рис. 3.6) и в ее отсутствие (Рис. 3.7). За счет термокапиллярного механизма тепловое

пятно расплывается быстрее, от области нагрева распространяется волна, и в первый момент

времени в центре пятна образуется впадина. При наличии пленки ситуация иная: жидкость

нагревается и не уносится термокапиллярными силами, и чтобы компенсировать давление по

сравнению с ненагретой окрестной областью, теплая жидкость под пятном от лазера поднима-

ется и образуется пик. Аналогичная ситуация наблюдается в силиконовых маслах PDMS-6.1

и PDMS-1000, результаты измерений для которых представлены далее. На Рис. 3.8 представ-

лено сравнение термограмм и карт рельефа поверхности, полученных для силиконового масла

PDMS-6.1 экспериментально и рассчитанных в численном моделировании в различные моменты

времени после начала нагрева. Приведены графики усредненных по углу радиальных профилей

сигнала тепловизора и высоты поверхности в разные моменты времени после начала нагрева.

На Рис. 3.9 представлено сравнение двумерных полей отклонения температуры, полученных

для силиконового масла PDMS-1000 экспериментально и рассчитанных в численном моделиро-

вании спустя различные моменты времени после начала нагрева. Графики усредненных по углу

радиальных профилей отклонений температуры приведены на Рис. 3.10.

Из измерений рельефа поверхности для PDMS-6.1 видно, что вначале сразу после вклю-

чения нагрева образуется «впадина», что говорит о наличии термокапиллярных сил, которые

переносят жидкость из зоны нагрева. Затем образуется волна, уходящая от места нагрева, а

на дне минимума образуется пик. Такое же поведение характерно для этанола. В результатах

ИК-термографии видно некоторое отличие максимума сигнала тепловизора по сравнению с мо-

делированием. Это может быть связано с неточным заданием коэффициента поглощения при

пересчете температуры поверхности в сигнал тепловизора. Также видно, что ширина пика со-

ставляет порядка 1 мм в моделировании. Данные тепловизора усредняются по углу и течение

не полностью осесимметричное из-за зависимости распределения мощности лазера от угла, по-

этому в экспериментальных данных пиковая температура может быть занижена. Тем не менее,

скорость расплывания теплового пятна описывается правильно. Это справедливо и для данных,

полученных для масла PDMS-1000 с более высокой вязкостью.

86



Рис. 3.8. Результаты для силиконового масла PDMS-6.1: а) карты рельефа поверхности, полученные

экспериментально с помощью метода moon-glade BOS и из численного моделирования, спустя 0.1 с,

0.5 с и 1.0 с после начала нагрева б) сравнение усредненных радиальных профилей рельефа поверх-

ности, в) термограммы, полученные экспериментально с помощью ИК-термографии и из численного

моделирования, спустя 0.2, 0.4 и 0.8 с после начала нагрева, г) сравнение усредненных радиальных

профилей сигнала тепловизора.
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Рис. 3.9. Термограммы, полученные в силиконовом масле PDMS-1000 а) ИК-термографией, б) из

моделирования, спустя 0.2, 0.5 и 0.9 с после начала нагрева.

Рис. 3.10. Сравнение усредненных по углу радиальных профилей сигнала тепловизора, полученных

в силиконовом масле PDMS-1000 ИК-термографией и из моделирования в разные моменты времени

после начала нагрева.

Таким образом, от свойств межфазных поверхностей зависит скорость расплывания тепло-

вого пятна на поверхности жидкости и ее деформация, что демонстрируют ИК-снимки и поля

рельефа поверхности, полученные методом moon–glade BOS, для жидкостей при наличии по-

верхностной пленки, блокирующей конвекцию Марангони, и в ее отсутствие. За счет выбора

жидкости без пленки интенсифицируется перенос тепла вблизи поверхности. Для таких жид-
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костей возможна очистка поверхности с помощью термокапиллярного потока. Анализ свойств

межфазных поверхностей с помощью ИК-термографии может применяться в задачах монито-

ринга состояния поверхности.
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4 Восстановление характеристик турбулентного течения с

помощью ассимиляции температурных полей

В работе предложены две новые методики ассимиляции данных для турбулентных квазистаци-

онарных течений, которые позволяют восстанавливать поля скорости, давления, турбулентных

вязкости и теплопроводности по экспериментально измеренным полям температуры и значе-

ниям скорости в некоторых точках. Первый способ подразумевает прямую подстановку экс-

периментальных данных температуры, предварительно сглаженных с применением различных

фильтров, в уравнения гидродинамики с последующим численным решением системы уравне-

ний. Во втором способе используется физически-информированная нейросеть (PINN), которая

обучается восстанавливать характеристики течения по исходным экспериментальным данным

температуры и скорости без предварительной фильтрации. В работе поля температуры реги-

стрируются с помощью теневого фонового метода (ТФМ), профили скорости измеряются тер-

моанемометром. Методы ассимиляции данных применяются для двух разных конфигураций

осесимметричных квазистационарных турбулентных течений: свободной и импактной струй го-

рячего воздуха. Оба подхода позволяют из измеренного поля температуры восстановить турбу-

лентные характеристики течения без использования конкретных моделей турбулентности, ко-

торые, как было получено в других работах [78], могут давать значительные расхождения в

полях турбулентных величин (около 60%). При восстановлении с помощью PINN рассматри-

ваются разные варианты ассимиляции данных: в предположении постоянства турбулентного

числа Прандтля, из которого следует подобие полей турбулентной вязкости и теплопроводно-

сти, и при независимом восстановлении данных величин. В численных расчетах турбулентное

число Прандтля часто задается как постоянная величина, что выполняется в некотором при-

ближении [75].

В разделе 4.1 приведены параметры экспериментальной установки. Метод восстановления с

прямой подстановкой экспериментальных данных в систему уравнений гидродинамики с после-
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дующим численным расчетом описывается в разделе 4.2, метод ассимиляции данных при помо-

щи нейросети – в разделе 4.3. Подробности численного моделирования приведены в разделе 4.4.

В разделе 4.5 полученные из ассимиляции данные сравниваются с численным моделированием

с использованием различных моделей турбулентности.

4.1 Экспериментальная установка ТФМ

Поля температуры для струи горячего воздуха измеряются с помощью теневого фонового мето-

да (ТФМ) [117, 127], который становится все более популярным, так как не требует дорогосто-

ящего оборудования и является более простым в реализации по сравнению с другими рефрак-

ционными методами.

Одноракурcный ТФМ подразумевает использование одной камеры и подходит для коли-

чественной визуализации двумерных и осесимметричных течений, а также для качественной

визуализации трехмерных потоков без применения дорогостоящих линз или зеркал. Метод ос-

нован на цифровом сравнении двух снимков одного и того же фона, сделанных при отсутствии

шлирен-объекта (опорное изображение) и при его наличии (рабочее изображение). Из-за пре-

ломления световых лучей при прохождении через шлирен-объект рисунок фона искажается.

Смещения элементов фона пропорциональны усредненному вдоль луча градиенту показателя

преломления. Поле смещений определяется с помощью компьютерной обработки изображений,

затем из полей своих первых пространственных производных восстанавливается поле показате-

ля преломления, по которому рассчитываются связанные величины, такие как плотность, темпе-

ратура и концентрация раствора. В различных задачах могут использоваться разные варианты

фонов и методики обработки в зависимости от пространственного градиента смещений [128].

В большинстве случаев используется фон из хаотически расположенных черно-белых пятен с

последующей кросс-корреляционной обработкой подобно методу PIV. Но такой алгоритм огра-

ничивает пространственное разрешение и обычно недооценивает значения смещений в областях

с большими градиентами смещений, что приводит к неправильному восстановлению поля по-

казателя преломления [118]. В работе [119] было показано, что пространственное разрешение

и устойчивость к большому градиенту смещений можно значительно улучшить, используя пе-

риодический синусоидальный фон или фон из бинарных полос с последующей обработкой с

помощью фурье-профилометрии (алгоритм FTP), который был впервые предложен в [120] для

применения в интерферометрии и трехмерной профилометрии поверхности. В данной работе
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используется фон из бинарных полос и FTP-обработка изображений.

Экспериментальная установка ТФМ для вертикальной свободной струи представлена на

Рис. 4.1a, для импактной струи на Рис. 4.1б.

Рис. 4.1. Схема установки ТФМ для измерения полей температуры для течений а) осесимметричной

свободной струи горячего воздуха, б) импактной струи горячего воздуха.

Вертикальная осесимметричная струя горячего воздуха создается с помощью двух разных

установок: строительного фена и тепловой пушки. Их отличие состоит в конфигурации нагрева-

тельного элемента. Строительный фен имеет кольцеобразный нагреватель, поэтому максимум

температуры наблюдается по краям сопла. В тепловой пушке нагреватель плоский и имеет пря-

моугольную форму, сверху установлена сетка, которая обеспечивает более равномерную турбу-

лизацию потока. Для создания импактной струи использовался строительный фен с насадкой

в виде конуса для дополнительного перемешивания, улучшающего симметрию течения. Чтобы

исключить естественную конвекцию вблизи внешней поверхности сопла, сопло было обернуто

в стеклянную тепловату.

Радиус сопла строительного фена равен 11 мм, максимальная скорость на выходе сопла

составляет около 9 м/с. Эксперименты проводились при разных температурах струи на вхо-

де: 160◦C, 320◦C и 400◦C. Скорость измеряется термоанемометром при температуре воздуха

28◦C. Измерения расхода воздуха в различных режимах фена показали, что расход можно счи-

тать постоянным. При моделировании экспериментов с различными температурными режима-

ми учитывается поправка на скорость, которая рассчитывается из условия постоянного расхода

воздуха.

Число Рейнольдса, основанное на диаметре сопла, для разных экспериментов со свобод-

ной струей воздуха лежит в диапазоне от 13000 до 18000. Радиус сопла для тепловой пушки
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равняется 12 мм, максимальная скорость и температура составляют приблизительно 6 м/с и

175◦C, соответственно. Число Рейнольдса для данной конфигурации установки меняется от 9160

до 15000.

Для создания импактных струй латунный диск радиусом 6 см помещается на высоте 3.3 см,

4.7 см и 14.7 см от выхода сопла. Вблизи пластины становятся заметными эффекты, связанные

с асимметричностью струи. Поэтому для данной конфигурации фен помещается во вращаю-

щийся держатель, ось которого совпадает с осью сопла фена. Среднее поле температуры полу-

чается в результате обработки 10 серий, каждая из которых состоит из 40 кадров и снимается

для определенного углового положения фена с шагом 18◦. Температура струи на входе в раз-

ных экспериментах составляет: 160◦C, 320◦C и 400◦C. Радиус насадки для строительного фена

составляет 18 мм. Число Рейнольдса для данной конфигурации установки лежит в пределах

от 20000 до 30000. Температура воздуха в комнате во всех экспериментах равнялась 22◦C.

В ТФМ используется фон из регулярно расположенных квадратных пятен с периодом

8.5 пикс. Фон, напечатанный на прозрачной пленке, прикрепляется к стеклянной пластине и

подсвечивается сзади светодиодной панелью. Расстояние между фоном и соплом составляет

108 см и 111 см для экспериментов со строительным феном и с тепловой пушкой, соответ-

ственно. Камера Canon EOS 700D с зумобъективом Canon EF-S 18–55 мм f/3.5–5.6 в положении

55 мм, находящаяся в 113 см от сопла, производит фотосъемку с частотой 1 кадр/с. Параметры

экспозиции задаются равными: ISO 400, 1/100 с, f/22. Для получения среднего поля усредняют-

ся 400 мгновенных полей смещения. Для экспериментов со строительным феном максимальные

смещения составляют около 3-5 пикс в радиальном и 0.2-0.4 пикс в осевом направлении, соответ-

ственно. В экспериментах с тепловой пушкой максимальные смещения в радиальном направле-

нии имеют такую же величину, смещения в осевом направлении немного больше и составляют

0.5 пикс. После нахождения среднего поля смещения с помощью обратного преобразования

Абеля определяются пространственные производные показателя преломления, и в результате

решения уравнения Пуассона в цилиндрических координатах находится распределение показа-

теля преломления n(r, z). Поле плотности получается из соотношения Гладстона-Дейла:

n− 1

ρ
= G, (4.1)

где G = 2.26 · 10−4м3/кг — постоянная Гладстона-Дейла для воздуха. Поле температуры рас-

считывается из уравнения состояния с постоянным давлением.

С помощью термоанемометра PCE-423 измеряются профили скорости вдоль оси и поперек
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струи в нескольких сечениях по z, в том числе на выходе сопла. Эти данные используются

для подбора параметров моделей турбулентности в RANS-моделировании, задания граничного

условия на выходе сопла, в качестве дополнительных данных для нейросети и для сравнения с

результатами проведенной ассимиляции данных. Погрешность измерения скорости, указанная

производителем термоанемометра, составляет 5%, но не менее 0.1 м/c.

4.2 Методика восстановления с прямой подстановкой эксперименталь-

ных данных в уравнения

Квазистационарное состояние вертикальной осесимметричной струи горячего воздуха из круг-

лого сопла описывается RANS-уравнениями для слабосжимаемой жидкости:
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где операторы: ∆ = ∂2

∂r2
+ 1

r
∂
∂r
+ ∂2

∂z2
и ∇V⃗ = ∂Vr

∂r
+ Vr

r
+ ∂Vz

∂z
. Ось z направлена вдоль струи, начало

координат соответствует центру сопла. ρ, T и V⃗ – плотность жидкости, температура и скорость,

p – отклонение давления от атмосферного p0. cp – удельная теплоемкость, µ – молярная масса

воздуха, R – универсальная газовая постоянная, g – ускорение свободного падения. η, λ – полные

коэффициенты вязкости и теплопроводности, то есть:

η = η0 + ηt, λ = λ0 + λt, (4.3)

где η0, ηt – молекулярная и турбулентная вязкости, λ0 – молекулярная теплопроводность и

λt = ηtcp/Prt (4.4)

турбулентная теплопроводность. В данном способе ассимиляции данных предполагается, что

турбулентное число Прандтля постоянно.

Если поле температуры известно, то уравнение энергии системы (4.2) можно рассматривать

относительно неизвестной эффективной теплопроводности, а плотность определять через урав-

нение состояния. В таком случае система уравнений (4.2) замкнута относительно радиальной и
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осевой скоростей, давления, турбулентных вязкости и теплопроводности. Численно решая дан-

ную систему с соответствующими граничными условиями, можно получить полное описание

турбулентного течения без использования дополнительной модели турбулентности. Можно ска-

зать, что поле турбулентной вязкости определяется по влиянию эффективной теплопроводности

на квазистационарное поле температуры.

Таким образом, вне струи возмущения температуры малы, производные температуры близки

к нулю, поэтому уравнение энергии вырождается. Для получения устойчивого решения в та-

ких областях необходима регуляризация. С этой целью в уравнение энергии добавляется член,

пропорциональный лапласиану эффективной теплопроводности ∆λ, и оно принимает вид:

Cpρ

(
Vr
∂T

∂r
+ Vz

∂T

∂z

)
+ k∆λ = λ∆T +

∂λ

∂r

∂T

∂r
+
∂λ

∂z

∂T

∂z
. (4.5)

Расчеты, проведенные для свободной струи горячего воздуха, показывают, что устойчивое

решение получается при отрицательных значениях параметра k. Параметр регуляризации опре-

деляется через локальное значение температуры:

k(r, z) =
1

2

(
(kjet + k0) + (kjet − k0) th

(
T (r, z)− T0

δk

))
. (4.6)

где k0 =-100 K, kjet=-0.05 K, δk=1 K. Данная функция позволяет применить сильную регуля-

ризацию в области вне струи, где производные температуры близки к нулю, и более слабую

регуляризацию в самой струе.

Коэффициенты уравнения (4.5) относительно теплопроводности содержат первые и вторые

производные температуры. Так как производные от экспериментальных данных температуры

получаются некорректными из-за шума, необходима предобработка исходных данных. Для сгла-

живания зашумленных данных и определения производных реализуется три разных подхода.

Первый подход подразумевает аппроксимацию поля температуры гауссовой функцией:

TG(r, z)− T0 =

A exp

(
−α

(
r

z+z0

)2
)

z + z1
, (4.7)

где α, A, z0, z1 – коэффициенты аппроксимации, T0 – невозмущенная температура. После этого

производные температуры можно рассчитывать аналитически. Во втором подходе для получе-

ния сглаженного распределения температуры THelm(r, z) решается модифицированное уравне-

ние Гельмгольца:

−c∆THelm + THelm = TBOS, (4.8)
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где TBOS – поле температуры, полученное в эксперименте. Далее производные от сглаженного

поля THelm(r, z) находятся численно с помощью центральных разностей. В третьем подходе ис-

пользуется фильтр Савицкого-Голея, который аппроксимирует фрагменты экспериментальных

данных полиномом низкой степени и определяет как сглаженное поле температуры, так и его

пространственные производные.

Полученные после обработки одним из трех способов поле температур и его производные

подставляются в уравнения системы (4.2), которые решаются численно в пакете Comsol 6.2.

Схема восстановления представлена на Рис. 4.2.

Рис. 4.2. Схема восстановления течения с подстановкой экспериментальных данных температуры в

уравнения гидродинамики и последующим численным расчетом.

Профили скорости вдоль оси струи, на срезе сопла и поперек струи на разных высотах изме-

ряются термоанемометром PCE-423. Эти измерения используются для определения граничного

условия для скорости на срезе сопла (4.13), для подбора параметров моделей турбулентности в

RANS-моделировании и для сравнения с результатами проведенной ассимиляции данных.

С помощью предложенного способа были восстановлены поля скорости, вязкости и тепло-

проводности для течения осесимметричной вертикальной струи горячего воздуха, создаваемой

двумя разными источниками: тепловой пушкой и строительным феном.
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Такой подход с прямой подстановкой данных в уравнения обладает рядом недостатков. Экс-

периментальные измерения характеризуются наличием шума вследствие не строгой симметрич-

ности струи и погрешностью метода измерений. Поэтому для полей температуры и его произ-

водных требуется предварительная обработка, а уравнения необходимо модифицировать для

повышения устойчивости. При изменении конфигурации течения необходимость подбора оп-

тимальных параметров для аппроксимации и вида регуляризирующего слагаемого приводит к

уменьшению универсальности предложенного метода. Поэтому в следующем разделе предло-

жен альтернативный метод восстановления с помощью нейросети, которая используется как

инструмент для подбора наиболее подходящих полей, описывающих течение.

4.3 Методика восстановления с помощью физически-

информированной нейросети (PINN)

В данной работе с помощью физически-информированной нейросети (PINN) было проведено

восстановление течения осесимметричной турбулентной струи воздуха из полей температуры и

радиальных профилей осевой скорости, измеренных соответственно с помощью теневого фоно-

вого метода (ТФМ) и термоанемометра. Следует отметить, что PINN позволяет восстановить

течение для конкретного эксперимента, обучение проходит с использованием одного поля темпе-

ратуры, полученного из этого эксперимента. Была проведена реконструкция в предположении

постоянного турбулентного числа Прандтля, в таком случае турбулентная теплопроводность и

турбулентная вязкость связаны однозначно через соотношение (4.4), и система (4.2) оказывает-

ся замкнутой. В другом варианте восстановления предположение о постоянстве турбулентного

числа Прандтля опускалось и количество неизвестных (Vr, Vz, p, T , λ, η) оказывалось больше,

чем уравнений. Поэтому дополнительно, помимо температурных данных, также использовались

результаты измерений скорости в некоторых точках.

При обычном применении нейронных сетей производится предварительное обучение сети на

большом количестве решенных задач (размеченных данных). Затем обученная сеть использует-

ся для быстрого решения похожих задач. В экспериментальной гидродинамике создать массив

размеченных данных на основе экспериментальных измерений практически невозможно – для

этого требуется измерить поля всех гидродинамических величин, включая давление и турбу-

лентную вязкость. Можно обучить сеть на основе данных моделирования, но при этом встает
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вопрос о соответствии распределений величин в моделировании и реальном эксперименте. Для

турбулентных течений существенные отличия между моделированием и экспериментом могут

возникать из-за ограниченной точности используемой в моделировании полуэмпирической мо-

дели турбулентности. Ассимиляция данных с помощью физически-информированной нейросети

(PINN) не требует предварительного обучения на размеченных данных. Вместо этого на основе

ограниченных данных, полученных в одном эксперименте (например, поля скорости и темпе-

ратуры), производится подбор полей всех величин, которые обеспечивали бы, с одной стороны,

минимальное отклонение от результатов измерений, с другой стороны – минимальные невязки

уравнений гидродинамики и граничных условий. Фактически PINN решает задачу аппрокси-

мации с очень большим число неизвестных параметров. Роль ограничений играют имеющиеся

экспериментальные данные, уравнения, описывающие течение, и известные граничные усло-

вия. При этом используется тот же аппарат, что и при стандартном применении нейронных

сетей. Сеть состоит из нескольких слоев нейронов (Рис. 4.3), которые описываются линейными

функциями, и нелинейных функций активации между слоями. То есть используется многослой-

ная полносвязная нейросеть. В ходе обучения производится поиск минимума целевой функции

LPINN , состоящей из нескольких слагаемых:

LPINN = Ldata + LPDE + LBC . (4.9)

Слагаемое Ldata связано с отклонением предсказанных нейросетью данных от эксперименталь-

ных. В данной работе это значения температуры во всей области измерения и значения осевой

скорости в определенных точках. Слагаемое LPDE описывает невязки уравнений гидродинами-

ки, а LBC связано с отклонением от граничных условий.

Автоматическое дифференцирование [110], которое в стандартных нейросетях применяется

для определения производных целевой функции по весам модели в ходе оптимизации, здесь

также позволяет найти пространственные производные гидродинамических величин, входящие

в уравнения. Одно из преимуществ использования такого подхода состоит в том, что автомати-

ческое дифференцирование позволяет избежать проблем, возникающих при взятии численных

производных от шумных данных, как было показано в работе [79].
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Рис. 4.3. Архитектура PINN и процесс обучения.

В настоящее время существует несколько разных библиотек для создания и обучения нейро-

сетей, а также использования автоматического дифференцирования. В данной работе исполь-

зовался язык программирования Python и библиотека PyTorch.

Для подбора оптимальных параметров нейросети были проведены эксперименты на синте-

тических данных, рассчитанных из RANS-моделирования с включенной k-ε моделью турбу-

лентности, аналогично [112]. Под параметрами подразумеваются: архитектура нейросети (ко-

личество скрытых слоев, количество нейронов в каждом скрытом слое), веса разных частей

целевой функции, шаг оптимизатора. Затем с подобранными параметрами нейросеть обучалась

на экспериментальных данных температуры и скорости. В результате обучения восстанавлива-

ются поля скорости, давления, полных вязкости и теплопроводности, а также сглаженное поле

температуры. Полученные с помощью ассимиляции данных поля сравниваются с рассчитан-

ными из RANS-моделирования с использованием модифицированной модели турбулентности

Спаларта–Аллмараса и модели k-ε. Для вертикальной свободной струи было показано, что
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модель Спаларта–Аллмараса дает завышенный угол расширения струи, поэтому течение им-

пактной струи моделировалось только с применением k-ε модели.

Квазистационарное состояние струи горячего воздуха описывается уравнениями (4.2). Тур-

булентная вязкость и турбулентная теплопроводность связаны соотношением (4.4). Чаще всего

турбулентное число Прандтля Prt предполагается постоянным и равным 0.9. В работе [112] бы-

ло проведено восстановление течения свободной осесимметричной струи для постоянного тур-

булентного числа Прандтля. Стоит отметить, это предположение не совсем верно, как следует

из расчетов LES [75] и из экспериментальных данных [115, 116], в которых было показано,

что турбулентное число Прандтля различно в разных точках струи. Поэтому в данной работе

восстановление течения проведено как в предположении постоянного Prt, так и для случая, ко-

гда турбулентная вязкость и теплопроводность восстанавливаются независимо, а турбулентное

число Прандтля можно получить, исходя из соотношения (4.4).

Все величины в уравнениях (4.2) нормируются так, чтобы выходы нейросети по абсолют-

ному значению не превосходили единицы. Масштабирование параметров увеличивает скорость

обучения и улучшает качество предсказанных данных. Пространственные координаты r и z,

компоненты скорости, давление и отклонение температуры приводятся к безразмерным величи-

нам путем деления на l, V0, ρ0V 2
0 и Tmax, соответственно. Указанные нормировочные параметры

подбирались исходя из максимальных величин из экспериментальных данных.

Выходной слой нейросети состоит из 6 компонент: (a, Vz, T, p, λ, η). Здесь a = Vr/r. Такая

замена позволяет избежать роста величины невязок уравнений вблизи оси из-за слагаемых,

пропорциональных 1/r. Чтобы привести выходы (a, Vz, p) нейросети к диапазону [−1, 1], а вход

(r, z) и оставшиеся выходы (T, λ, η) к диапазону [0, 1], параметр a, координаты r и z, p, λ,

η дополнительно нормируются на безразмерные максимальные значения amax, z0, pmax, λmax,

ηmax, соответственно, полученные из численного моделирования.

Функция потерь (4.9) задается в точках расчетной области, исключая ее границы. Она сов-

падает с областью измерений ТФМ. Для постановки корректных граничных условий в моде-

лировании использовалась более широкая расчетная область. Границы расчетных областей в

моделировании, ТФМ и выбранных для восстановления с PINN показаны на Рис. 4.4.
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Рис. 4.4. Схема расчётных областей для измерений BOS, реконструкции методом PINN и моделиро-

вания RANS.

Размеры области восстановления в PINN, rmax,ТФМ × zmax,ТФМ, составляют: 13×3.3 см2,

15×4.7 см2, 18×14.7 см2 - для экспериментов с импактной струей с расстояниями между со-

плом и пластиной: 3.3 см, 4.7 см, 14.7 см, соответственно. Для свободной струи размеры области

задавались равными 10×20 см2.

Слагаемое LPDE функции потерь (4.9) представляет сумму взвешенных невязок уравне-

ний (4.2). Невязки уравнений непрерывности, движения в осевом и радиальном направлениях и

энергии выражаются соответственно через: Lc, Lr, Lz, Le. Для каждого уравнения рассчитыва-

ется сумма среднеквадратичных отклонений (MSE) во всех узлах расчетной сетки, состоящей из

100×50=5000 узлов. Для экспериментов со свободной струей использовалась равномерная сетка,

для импактной струи с целью разрешения горизонтального погранслоя была выбрана неравно-

мерная прямоугольная сетка, сгущающаяся ближе к поверхности пластины с минимальным

шагом 0.4 мм и в радиальном направлении ближе к оси с минимальным шагом 0.9 мм.

Если предполагается, что турбулентное число Прандтля не фиксировано, то условие (4.4)

включается в целевую функцию со следующим коэффициентом:

wPrt =

 1000 · (1− niter/600) , niter ≤ 600,

0, niter > 600,
(4.10)

где niter обозначает номер итерации во время обучения. Такой вид коэффициента позволяет

постепенно исключать условие (4.4) из целевой функции. Данный подход аналогичен процессу

оптимизации для переменного Prt с начальным приближением, полученным при постоянном
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турбулентном числе Прандтля, что повышает устойчивость обучения нейронной сети на на-

чальных итерациях.

Слагаемое Ldata состоит из средней суммы квадратов отклонений (MSE) между предсказан-

ными значениями температуры T и экспериментальными данными Texp, полученными ТФМ, и

MSE между предсказанными значениями осевой скорости Vz и значениями, измеренными тер-

моанемометром Vz,exp, с соответствующими весовыми коэффициентами wd,T и wd,Vz :

Ldata =
wd,T

N

N∑
i=1

(T (ri, zi)− Texp(ri, zi))
2 +

wd,Vz

M

M∑
j=1

(Vz(rj, zj)− Vz,exp(rj, zj))
2. (4.11)

Отклонения экспериментальных данных по температуре рассчитываются на равномерной сетке,

состоящей из 8100 узлов, отклонения для радиальных профилей скорости задаются в тех же

точках, в которых скорость измеряется термоанемометром (порядка 20 точек).

Слагаемое LBC представляет взвешенную сумму среднеквадратичных отклонений от гранич-

ных условий на входе, Lin; на правой свободной границе, Lfree; на оси, Laxis и для импактных

струй на поверхности диска, Lplate.

LBC = winLin + waxisLaxis + wfreeLfree + wplateLplate. (4.12)

Общее количество точек, в которых рассчитываются отклонения от граничных условий, равня-

ется 500. Были заданы следующие граничные условия.

• На срезе сопла (z=0) осевая скорость аппроксимировалась степенной зависимостью с уче-

том поправки на температуру:

Vz(r, z = 0) = V0

(
1− r

rjet

)α

· Texp,in(r)
T0

, r ≤ rjet, (4.13)

с гладким переходом на спутный внешний поток величиной 0.02V0 при r > rjet, где rjet –

радиус сопла. Включение внешнего потока улучшает сходимость RANS-вычислений. По-

казатель степени α задан равным 6/13 для конфигурации свободной струи и 10/13 для

импактных струй. Радиальная скорость на входе равняется нулю, что соответствует усло-

вию a(r, z = 0) = 0. Отношение полной вязкости к молекулярной η/η0 равняется 80 (для

импактной струи) и 10 (для свободной струи) при r ≤ rjet с гладким переходом на 3 при

r > rjet. Отношение полной теплопроводности к молекулярной λ/λ0 определяется из со-

отношения (4.4) через турбулентное число Prt=0.9. Разность входных профилей скорости

и вязкости для свободной и импактной струй связана с наличием насадки в последней

конфигурации.
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• На оси (r =0) условие для параметра a выводится из уравнения непрерывности при r = 0,

которое в итоге имеет вид: 2ρa + ∂(ρVz)/∂z = 0. Для осевой скорости, полной вязкости и

теплопроводности задаются условия симметрии: ∂Vz/∂r = ∂η/∂r = ∂λ/∂r = 0.

• На правой границе (r = rmax,exp) задаются условия для возмущения давления: p=0 и для

турбулентного числа Прандтля Prt=0.9. для свободной струи. Для импактной струи спра-

ведливы те же условия, исключая область с горизонтальным погранслоем вблизи пласти-

ны.

• На поверхности диска (r ≤ rplate, z = zmax,exp) для импактной струи задается условие при-

липания: a=0 и Vz=0. Значения турбулентных вязкости и теплопроводности устанавлива-

ются равными нулю.

Алгоритм методики восстановления схематично показан на Рис. 4.5.

Выбор весовых коэффициентов связан с количеством слагаемых, которые необходимо мини-

мизировать, и зависит от уровня шума в экспериментальных данных. Самый простой способ –

использование постоянных значений коэффициентов, которые подбираются так, чтобы полу-

чить минимальное значение целевой функции при разумном времени обучения нейросети. В

первую очередь нейросеть будет пытаться минимизировать части с большими весовыми коэф-

фициентами, поэтому обычно перед слагаемым Ldata указывается наибольший коэффициент.

Это приводит к тому, что в начале обучения правильно восстанавливаются те величины, ко-

торые входят в расчет отклонений от экспериментальных данных, а затем минимизируются

остальные слагаемые, связанные с невязками уравнений и граничных условий. При слишком

большом коэффициенте нейросеть может выучить особенности измеренного поля температуры,

которые в силу погрешностей экспериментальной установки и метода являются некорректны-

ми. Если весовой коэффициент перед экспериментальными данными меньше, чем коэффициент

перед слагаемым, связанным с невязками от уравнений, то нейросеть может предсказывать ну-

левые или постоянные значения величин, что соответствует тривиальному решению уравнений.

Если данные эксперимента достаточно шумные, имеет смысл уменьшить связанный с ними ко-

эффициент, так как нейросеть может выучить шум и предсказывать недостоверные поля других

величин, которые соответствует уравнениям, но не являются верными.
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Рис. 4.5. Схема восстановления течения с помощью PINN с использованием температурного поля,

полученного ТФМ.

В данной работе используется функция потерь с постоянными коэффициентами. В связи

с наличием случайного шума в поле температуры и систематической погрешности, связанной

с асимметрией струи, были подобраны такие коэффициенты, чтобы нейросеть не полностью

копировала экспериментальные данные, а приближалась бы к ним при одновременной миними-

зации невязок уравнений. Значения коэффициентов для различных вариантов восстановления

представлены в Табл. 4.1.
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Таблица 4.1. Весовые коэффициенты для целевой функции.

wd,T wd,Vz win wplate waxis wfree wPrt wPrt,free
С

во
бо

дн
ая

ст
ру

я Prt = 0.9 500 0 100 - 10 100 100 100

Prt = 0.9,

с Vz,exp
500 10 100 - 10 100 100 100

Prt ̸= const,

с Vz,exp
500 10 100 - 10 100 см.(4.10) 100

И
м

па
кт

на
я

ст
ру

я Prt = 0.9 100 0 1 1 0.01 1 100 100

Prt = 0.9,

с Vz,exp
100 100 1 1 0.01 1 100 100

Prt ̸= const,

с Vz,exp
100 100 1 1 0.01 1 см.(4.10) 100

Недостаток выбора постоянных значений коэффициентов связан с произвольностью и боль-

шими затратами на время обучения нейросети. Существуют и другие способы задания коэф-

фициентов [68, 111]. Смысл этих методик состоит в адаптивном подборе весов и их обновлении

либо на каждой итерации, либо через несколько шагов.

Для подбора оптимальной архитектуры нейросети (количество скрытых слоев, количество

нейронов в каждом слое, функции активации, оптимизатор и его скорость обучения, критерий

остановки обучения), тесты по восстановлению проводились на синтетических данных, полу-

ченных из моделирования для свободной струи. За метрику качества восстановления выбрано.

нормализованное среднеквадратичное отклонение результатов, предсказанных нейросетью, от

рассчитанных из моделирования с применением k-ε модели турбулентности. В результате те-

стов на синтетических данных была выбрана архитектура нейросети с 7 скрытыми слоями и 180

нейронами на каждом слое (то есть по 30 нейронов на каждый выход). Дальнейшее увеличе-

ние числа слоев и нейронов не дает значительного улучшения результатов восстановления и

увеличивает время обучения. Оптимизация проводится с использованием модифицированного

алгоритма Бройдена-Флетчера-Гольдфарба-Шанно с ограниченным использованием памяти (L-

BFGS) [113], где начальная величина шага была установлена равной 0.1. Процесс обучения пре-

кращается, когда на интервале, равном 1000 итерациям, скользящее среднее функции потерь

изменяется в пределах 0.5%, аналогично критерию остановки в работе [114]. Под итерацией
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здесь подразумевается вычисление функции потерь во всей расчетной области и обратный про-

ход для расчета градиента и обновления параметров модели. В начале обучения веса и сдвиги

нейросети инициализируются случайными величинами с нормальным распределением. Расчеты

проводятся на видеокарте NVIDIA Tesla T4. Обучение нейросети на экспериментальных данных

занимает порядка 6 ч.

4.4 Численное моделирование

RANS-моделирование с применением моделей турбулентности Спаларта-Аллмараса и k-ε моде-

ли проводится в пакете Comsol 6.2. Как известно, оригинальная модель Спаларта–Аллмараса

завышает угол расхождения круглой турбулентной струи [121], поэтому используется модифи-

цированная модель Спаларта–Аллмараса [122].

Для расчетов со свободной струей на основании тестов сеточной сходимости была выбрана

неравномерная сетка в цилиндрических координатах размером 190×200 узлов с минимальным

шагом 0.12 мм. Для задачи с импактными струями расчетная область состоит из нескольких

частей: течение струи от входного сопла до соударения с пластиной и область выше нее. Такой

способ задания области связан с постановкой свободных граничных условий вдали от основного

течения струи, то есть на верхней и правой границах. В области основного течения струи зада-

ется неравномерная сетка размерами 180×150 узлов с минимальным шагом 0.01 мм. Неравно-

мерная сетка размерами 180×150 узлов с таким же минимальным шагом 0.01 мм определяется в

остальной части. Диск считается полностью теплоизолированным, поэтому в моделировании не

рассматривается, на его поверхности ставятся адиабатические граничные условия для темпера-

туры и условия прилипания для скорости. Для экспериментов с импактной струей размеры рас-

четной области в моделировании rmax×zmax (см. Рис. 4.4) составляли: 0.25×0.15 м2, 0.25×0.2 м2,

0.25×0.3 м2 – для экспериментов с расстояниями между соплом и пластиной: 0.033 м, 0.047 м,

0.147 м, соответственно. При сравнении с PINN и экспериментальными данными выбирается

область, размеры которой по вертикали совпадают с расстоянием от сопла до диска, в радиаль-

ном направлении – с радиусом диска. Для эксперимента со свободной струей размеры расчетной

области равняются 0.2×0.4 м2.

Граничные условия в RANS-моделировании совпадают с заданными для PINN. Тот же про-

филь осевой скорости (4.13) задается на входе сопла, радиальная скорость равняется нулю. Пол-

ная вязкость на входе устанавливается равной 80η0 для k-ε-модели и 10η0 в модели Спаларта-
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Аллмараса. Данные значения были подобраны исходя из наилучшего совпадения с эксперимен-

тальными профилями скорости. Профиль отклонения температуры аппроксимировался функ-

цией Гауcса:

T (r, z = 0)− T0 = A exp
(
−βr2

)
, (4.14)

где A и β - параметры аппроксимации. Также на оси задаются условия симметрии:

∂T/∂r=∂Vz/∂r=∂η/∂r=∂λ/∂r=0. Вместо условия для параметра a на оси определяется радиаль-

ная скорость, равная нулю. Мягкие граничные условия задаются на правой и верхней границе

области. Для импактной струи на границе диска ставятся условия прилипания для скорости,

граница считается адиабатической.

4.5 Сравнение восстановленных величин с полученными из численно-

го моделирования с применением разных моделей турбулентности

4.5.1 Результаты восстановления при прямой подстановке эксперимен-

тальных данных в уравнения

На Рис. 4.6 представлены исходные поля температуры, измеренные ТФМ, результаты их сгла-

живания с помощью различных подходов и сравнение с RANS-моделированием. Параметр

c в модифицированном уравнении Гельмгольца задается равным 10−5 м2. Размер фильтра

Савицкого-Голея составляет 51×351, задается третья степень полинома. Из-за кольцеобразной

формы нагревателя строительного фена в эксперименте (Рис. 4.6a) максимальная температу-

ра наблюдается вблизи края сопла. Гауссова аппроксимация не учитывает эту особенность,

поэтому при ее использовании температура на оси оказывается завышенной по сравнению с

экспериментом (Рис. 4.6б).

Несмотря на то, что после сглаживания разными способами поля температуры незначитель-

но различаются, результаты ассимиляции данных для компонент скорости, представленные на

Рис. 4.7аб, похожи друг на друга и хорошо согласуются с результатами RANS-моделирования.

Для данного течения радиальная скорость приблизительно в 50 раз меньше осевой скорости,

поэтому в эксперименте радиальную скорость сложно измерить. Распределения турбулентной

вязкости, представленные на Рис. 4.7в, несколько отличаются друг от друга, но имеют близкие

максимальные значения. Ассимиляция поля температуры, измеренного ТФМ, позволяет пра-
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Рис. 4.6. Поля температуры (T − T0) (К): (а) результат измерения ТФМ, (б) гауссова функция (4.7),

(в) решение модифицированного уравнения Гельмгольца (4.8), (г) результат сглаживания фильтром

Савицкого–Голея, (д) моделирование с модифицированной моделью Спаларта–Аллмараса, (е) модели-

рование с моделью k-ε.

вильно восстановить структуру течения без использования засева и скоростных камер. Разница

между результатами ассимиляции данных и RANS-моделирования сравнима с разницей меж-

ду результатами RANS-моделирования с использованием различных моделей турбулентности.

Полученные поля давления не показаны, поскольку изменения давления в рассматриваемом

течении очень малы.

Количественное сравнение результатов, полученных с помощью ассимиляции данных и

RANS-моделирования, выполнено на Рис. 4.8. Значения скорости, найденные путем ассими-

ляции данных, лежат в пределах ±1 м/c от результатов измерений термоанемометром. Про-

фили турбулентной вязкости сильно отличаются друг от друга, в том числе и те результаты,

которые были получены в моделировании с применением различных моделей турбулентности.

Как показывает сравнение кривых DA-SG и DA-SG-150, результаты ассимиляции данных не

чувствительны к значению турбулентной вязкости на входе. Экспериментально данное гранич-

ное условие нельзя измерить, оно подбирается исходя из наилучшего совпадения с другими

экспериментальными данными, как в RANS-моделировании.
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Рис. 4.7. Поля (a) осевой скорости (м/с), (б) радиальной скорости (м/с), (в) отношения полной вяз-

кости к молекулярной. Результаты ассимиляции данных: DA-G – с аппроксимацией гауссовой функци-

ей (4.7), DA-H – с решением модифицированного уравнения Гельмгольца (4.8), DA-SG – с использовани-

ем фильтра Савицкого–Голея. RANS-моделирование: SA-m – с модифицированной моделью Спаларта-

Аллмараса, k-ε – с k-ε моделью.
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Рис. 4.8. (а) Профиль осевой скорости вдоль оси струи, (б) радиальный профиль осевой скорости при

z =10 см, (c) радиальный профиль отношения турбулентной вязкости к молекулярной при z =10 см. SA

– моделирование с оригинальной моделью Спаларта–Аллмараса, эксп – измерения скорости с помощью

термоанемометра, DA-SG-150 – ассимиляция данных с фильтром Савицкого–Голея и ηt/η=150, а не 70

на входе. Остальные обозначения как на Рис. 4.7.

4.5.2 Результаты восстановления с помощью PINN

Для оценки отличия восстановленных PINN величин по сравнению с результатами из числен-

ного моделирования была выбрана L2-норма, определенная следующим образом:

ε =
∥FPINN − F∥2

∥F∥2
, (4.15)

где поле, восстановленное при помощи PINN, обозначается FPINN , а поле, с которым сравни-

вается, через F (полученное из моделирования или эксперимента). Все поля интерполирова-

ны на общую равномерную сетку для корректного сравнения. Для расчета отклонения (4.15)

используется область с заметным возмущением температуры, то есть удовлетворяющая усло-

вию: (T − T0) ≥ 1 K.

Восстановление течения производится в предположении постоянного или переменного тур-

булентного числа Прандтля, с использованием различных экспериментальных данных по ско-

рости. Эти отличия учитываются в виде целевой функции, в которую входят отклонения от

экспериментальных данных и степень нарушения условия постоянства турбулентного числа

Прандтля. Далее на графиках с полученными результатами восстановления используются сле-

дующие обозначения для различных подходов:

• PINN-1: постоянное турбулентное число Прандтля (Prt = 0.9), без дополнительного про-
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филя скорости;

• PINN-2: постоянное турбулентное число Прандтля (Prt = 0.9), c дополнительным профи-

лем скорости;

• PINN-3: переменное турбулентное число Прандтля (Prt ̸= 0.9) с дополнительным профи-

лем скорости.

Экспериментальные поля температуры, полученные ТФМ, и соответствующие поля из

RANS-моделирования представлены на Рис. 4.9. В эксперименте с импактной струей при высоте

расположения пластины 3.3 см наблюдается небольшое повышение температуры окружающей

среды по сравнению с другими случаями (Рис. 4.9a), вероятно, обусловленное остаточным на-

гревом вблизи сопла после серии экспериментов.

Рис. 4.9. Поля температуры (T − T0), (К), измеренные ТФМ и полученные с помощью RANS-

моделирования с k-ε моделью турбулентности, для экспериментов с импактными струями для разных

расстояний между соплом и пластиной: (а) 3.3 см, (б) 4.7 см, (в) 14.7 см и для (г) свободной струи.

Для импактных струй наблюдается хорошее соответствие между рассчитанными в модели-

ровании и полученными ТФМ распределениями температуры в основной области течения. Сов-

падают углы расширения струй, однако расхождения возникают вблизи пластины и входного

сечения сопла. Согласно численным расчетам, горизонтальный пограничный слой, прилегаю-

щий к пластине, шире при меньших расстояниях между соплом и пластиной и тоньше при боль-

шей высоте (Рис. 4.9). Вероятно, эти отличия связаны с асимметрией экспериментальной струи,

так как предварительные эксперименты без вращения фена и регистрацией снимков только
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при одном положении фена показали еще большие расхождения с численным моделированием.

Усреднение полей смещений, рассчитанных по серии изображений, снятых с разным угловым

положением фена, способствовало уменьшению ошибок, связанных с асимметричностью струи.

В свободной струе температура быстрее уменьшается вдоль струи в эксперименте по срав-

нению с данными моделирования. Расхождения связаны с различными граничными условиями

на входе для температуры, скорости, турбулентной вязкости и турбулентной теплопроводности.

В моделировании профиль скорости и температуры на входе аппроксимируется на основе экс-

периментальных данных, измеренных термоанемометром и ТФМ, соответственно, а граничные

условия для турбулентных вязкости и теплопроводности подбираются исходя из наилучшего

согласования полученных при заданных условиях радиальных профилей скорости на разных

высотах и профиля на оси. Однако радиальные профили скорости, измеренные для различных

углов вращения фена, оказываются неодинаковыми, что объясняется асимметрией струи. Бо-

лее точные данные по скорости потребовали бы сложных измерений PIV для нагретой струи.

Кроме того, неопределенность в положении оси симметрии и применение обратного преобра-

зования Абеля могут вносить погрешности в экспериментально измеряемое поле температуры

вблизи оси. Восстановленные при помощи PINN поля температуры не приводятся, так как при

обучении нейросети экспериментальные температурные данные с хорошим пространственным

разрешением включаются в целевую функцию и нейросеть восстанавливает эти данные с точ-

ностью не хуже ε=0.03.

На Рис. 4.10 представлены восстановленные поля радиальной скорости, осевой скорости,

отношения эффективной вязкости к молекулярной и отношения теплопроводности к молеку-

лярной.

При восстановлении полей с использованием PINN-1 (без учета экспериментального профиля

скорости на фиксированной высоте и при постоянном турбулентном числе Прандтля Prt=0.9)

резкое снижение осевой скорости происходит на меньшей высоте по сравнению с моделиро-

ванием. Как следствие, значения вязкости оказываются, наоборот, завышенными на меньших

высотах. Различия в постановке задачи для моделирования и восстановления с помощью PINN-1

с точки зрения системы уравнений заключается в том, что в моделировании решаются урав-

нения модели турбулентности k-ε, и не подставляется экспериментальное поле температуры.

При восстановлении PINN нет предположений о дополнительной модели турбулентности, а по-

ле температуры более приближенно к экспериментальным данным. Поэтому отличия связаны с
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Рис. 4.10. Поля (a) радиальной скорости (м/с), (б) осевой скорости (м/с), (в) отношения полной вяз-

кости к молекулярной, (г) отношения полной теплопроводности к молекулярной, полученные мето-

дом RANS-моделирования с k-ε моделью турбулентности и восстановленные с использованием PINN-1,

PINN-2, PINN-3 для эксперимента со свободной струей.

различной постановкой задач и погрешностями экспериментальных данных. Следует отметить,

что предсказанные с помощью PINN-1 данные по скорости не согласуются с экспериментальны-

ми данными, измеренными термоанемометром. Включение экспериментальных данных скоро-

сти снижает погрешность предсказаний, что подтверждается осевыми профилями вертикальной

скорости (Рис. 4.11а). При восстановлении с PINN-2 и PINN-3 в целевую функцию включались

экспериментальные данные осевой скорости на высоте 14 см, что помогло уменьшить расхож-

дение с результатами моделирования (Рис. 4.11б).
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Рис. 4.11. Профили вертикальной скорости для эксперимента со свободной струей: (a) осевые про-

фили, (б) радиальные профили на высоте 14 см, полученные из RANS-моделирования с k-ε моделью

турбулентности, восстановленные с использованием PINN и измеренные термоанемометром.

Несмотря на то, что восстановленные PINN-2 и PINN-3 поля компонент скорости похожи,

различия наблюдаются в распределениях вязкости и теплопроводности (Рис. 4.10) в, г). В слу-

чае переменного турбулентного числа Прандтля (PINN-3) максимальное значение вязкости на-

блюдается вблизи оси и распределение характеризуется меньшим углом расширения, тогда как

значения теплопроводности превышают полученные PINN-2. Максимальные величины турбу-

лентных характеристик, восстановленных PINN-2, согласуются с результатами моделирования,

ошибка (4.15) в данном случае наименьшая. Это связано с тем, что в данном случае постановки

задачи наиболее близки с точки зрения систем уравнений. Расхождения между полями осе-

вой скорости, восстановленными PINN-2/PINN-3, и результатами моделирования сопоставимы

и находятся в пределах ε=0.1, для PINN-1 оно больше и составляет 0.16. Данные результаты

согласуются с приведенными в других работах, в которых также используется методика восста-

новления при помощи PINN, но с использованием данных скорости [123] и/или плотности [124].

Так, в работе [123] по данным осевой и радиальной компонент скорости, измеренных PIV для

течения турбулентной закрученной струи, ошибка восстановления азимутальной компоненты

составила 0.21. Для течения жидкости в объеме после извлечения перегородки, разделяющей

секции с жидкостями различных плотностей, в работе [124] были проведены эксперименты по

восстановлению PINN на различных наборах синтетических данных плотности и скорости, ко-

торые экспериментально можно получить соответственно методами ослабления светового излу-

чения (Light Attenuation Technique, LAT) и PIV. Оценка погрешности восстановления разных

компонент скорости на синтетических незашумленных данных лежит в диапазоне от 0.03 до 0.17.
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В отличие от работы [112], использовалась другая архитектура PINN с шестью выходами и от-

личной целевой функцией. Турбулентные теплопроводность и вязкость связаны через условие,

которое включено в целевую функцию. Также в работах [79, 112] рассматривалось течение толь-

ко свободной струи. В данной работе метод восстановления при помощи PINN также применен

для течения импактной струи.

На Рис. 4.12, 4.13 и 4.14 представлены результаты ассимиляции полей компонент скорости,

давления, и турбулентных вязкости и теплопроводности по полям температуры и профилям осе-

вой скорости для разных расстояний пластины от сопла: 3.3 см, 4.7 см и 14.7 см, соответственно.

На Рис. 4.15 показаны радиальные профили для этих экспериментов.

Также, как и для течения свободной струи, ошибка восстановления для всех полей умень-

шается с включением радиального экспериментального профиля скорости (PINN-2/PINN-3) по

сравнению с восстановлением без него (PINN-1).

Для всех экспериментов вблизи пластины достаточно хорошо восстанавливается величина

максимального давления, распределение которого сложно измерить в эксперименте. Ошибка

восстановления всего поля не превышает 0.1 для PINN-2/PINN-3, величина ошибки восстанов-

ленных полей давления в работе [124] с различными исходными данными составляет от 0.03

до 0.12. Для эксперимента с большим расстоянием от сопла до пластины (14.7 см) ошибка вос-

становления для всех полей достаточно большая. Такое расхождение связано с тем, что вблизи

пластины поле температуры определяется с наибольшей погрешностью. Поэтому ситуация ста-

новится более схожей с задачей со свободной струей: скорость быстрее уменьшается, вязкость

и теплопроводность нарабатываются на меньшей высоте, градиент давления меньше по сравне-

нию с данными моделирования. Включение экспериментальных данных скорости на некоторой

высоте улучшает качество восстановления. Так как PINN при обучении подбирает поля так,

чтобы максимально удовлетворить экспериментальным данным и уравнениям, то, чем больше

корректных экспериментальных данных будет включено в целевую функцию, тем более при-

ближенные к моделированию поля скорости, давления и температуры получатся. Турбулентные

характеристики могут отклоняться больше, так как в моделировании могут применяться раз-

личные модели турбулентности, которые показывают существенные расхождения при сравнении

друг с другом [79].
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Рис. 4.12. Поля: (а) радиальной скорости (м/с), (б) осевой скорости (м/с), (в) возмущения давления

(Па), (г) отношения полной вязкости к молекулярной, (д) отношения полной теплопроводности к мо-

лекулярной, полученные из RANS-моделирования с k-ε моделью турбулентности и восстановленные

PINN-1, PINN-2, PINN-3 для эксперимента с импактной струей при высоте расположения пластины

3.3 см.

Вблизи пластины турбулентные вязкость и теплопроводность в горизонтальном погранич-

ном слое сильно отличаются от результатов численного моделирования (ε не превышает 0.75).

Данная область характеризуется большими градиентами радиальной скорости и температуры,

поэтому требуется достаточно мелкая сетка для их разрешения. В другом подходе с применени-

ем модели с тензором турбулентной вязкости (t-EV) [125] расхождения при восстановлении по

синтетическим данным скорости для различных компонент тензора напряжения Рейнольдса в

поперечном потоке лежат в диапазоне от 0.1 до 0.7. Без применения подхода t-EV погрешность

достигает 3.8. Несмотря на расхождения турбулентных характеристик вблизи пластины, поля

компонент скорости и давления меньше отличаются от моделирования.
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Рис. 4.13. Поля: (а) радиальной скорости (м/с), (б) осевой скорости (м/с), (в) возмущения давле-

ния (Па), (г) отношения полной вязкости к молекулярной, (д) отношения полной теплопроводности к

молекулярной, полученные из RANS-моделирования с k-ε моделью турбулентности и восстановленные

PINN-1, PINN-2, PINN-3 для эксперимента с импактной струей при высоте расположения пластины

4.7 см.

Восстановление с применением PINN-3 позволяет получить поле турбулентного числа

Прандтля из соотношения найденных значений турбулентной теплопроводности и вязкости.

На Рис. 4.16 показаны полученные поля турбулентного числа Прандтля для свободной струи

и импактных струй с различными расстояниями от сопла до пластины. Области на графиках,

показанные черным цветом, описываются одним из следующих условий: 1) возмущения темпе-

ратуры T − T0 составляют менее 20 К; 2) турбулентная вязкость ηt < 15η0, 3) турбулентная

теплопроводность λt < 15λ0. Ниже данных пороговых значений значения турбулентного числа

Прандтля могут определяться некорректно из-за малых значений турбулентных величин. Для

всех экспериментов величина Prt находится в пределах от 0.1 до 1.5, но не является постоян-

ной, равной 0.9, как часто задается при моделировании течений. В работе [75] LES-вычисления
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показали, что турбулентное число Прандтля варьируется в пределах от 0.65 до 0.7 в основном

течении струи, уменьшаясь ближе к краям. Такая же особенность наблюдается в результатах,

полученных при восстановлении с помощью PINN-3.

Рис. 4.14. Поля: (а) радиальной скорости (м/с), (б) осевой скорости (м/с), (в) возмущения давле-

ния (Па), (г) отношения полной вязкости к молекулярной, (д) отношения полной теплопроводности к

молекулярной, полученные из RANS-моделирования с k-ε моделью турбулентности и восстановленные

PINN-1, PINN-2, PINN-3 для эксперимента с импактной струей при высоте расположения пластины

14.7 см.

Из одновременных экспериментальных измерений температуры и двумерных полей скоро-

сти в нагретой свободной турбулентной струе в работе [115] были получены распределения

турбулентного числа Прандтля. Для z/d=24 Prt изменяется от 0.1 до 0.5. В данной работе для

эксперимента со свободной струей Prt уменьшается по течению при z >5 см и при z/d=8 рав-

няется 0.4. Для расстояния между соплом и пластиной 14.7 см турбулентное число Прандтля
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Рис. 4.15. Радиальные профили осевой скорости для экспериментов с импактными струями при раз-

личных высотах расположения пластины: (а) 3,3 см, (б) 4,7 см, (в) 14,7 см, полученные из RANS-

моделирования с k-ε моделью турбулентности, восстановленные PINN-1, PINN-2, PINN-3 и измеренные

термоанемометром.

равняется приблизительно 0.5. При меньших высотах пластины (33 мм, 47 мм) оно достигает

значений 0.9 в основном течении струи, и приблизительно 0.3 в горизонтальном погранслое.

Примерно в таком же диапазоне (от 0.1 до 0.4) изменяется турбулентное число Прандтля, полу-

ченное в работе [77] для эксперимента с системой кондиционирования на основе PIV измерений и

точечных измерений температуры термопарой. Также в этой работе было показано, что распре-

деление турбулентного числа Прандтля изменяется в зависимости от скорости входного потока,

то есть числа Рейнольдса. Результаты LES-моделирования для импактных струй [126] показали

немонотонное поведение турбулентного числа Прандтля (0.6-1.2) вблизи области соударения.

В наших экспериментах Prt ≈ 1.0 (33 мм) и Prt ≈ 1.4 (47 мм) вблизи области соударения.

Уменьшение турбулентного числа Прандтля до 0.3-0.5 наблюдается с увеличением радиальной

координаты.

Интересно, что восстановление с постоянным турбулентным числом Прандтля (PINN-1,

PINN-2) и переменным (PINN-3) значительно расходятся в предсказанных распределениях тур-

булентной вязкости и теплопроводности. Во всех случаях с импактными струями формируется

горизонтальный погранслой, PINN-3 показывает большие значения для величины турбулентной

теплопроводности и вязкости по сравнению с моделированием. Такой особенности не наблюда-

ется при восстановлении на синтетических данных из моделирования и Prt восстанавливается

близким к 0.9 во всей области течения. Поэтому можно сделать вывод, что такая особенность

связана с восстановлением на экспериментальных данных.
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Рис. 4.16. Поля турбулентного числа Прандтля для экспериментов с импактными струями при раз-

личных высотах расположения пластины: (а) 3.3 см, (б) 4.7 см, (в) 14.7 см и для (г) свободной струи.

Графики с ошибками (4.15) при восстановлении при помощи PINN-1, PINN-2 и PINN-3 для

разных полей показаны на Рис. 4.17. Результаты восстановления с PINN-2 и PINN-3 характери-

зуются сопоставимыми ошибками, но PINN-3 позволяет получить распределение турбулентного

числа Прандтля напрямую из экспериментального поля температуры. Дополнительные данные

по скорости могут в дальнейшем улучшить качество восстановления полей турбулентной вязко-

сти и других величин. Тем не менее, такой подход (PINN-3) позволяет восстановить турбулент-

ное число Прандтля по температурным данным и измеренным с помощью термоанемометра

профилям скорости.
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Рис. 4.17. Относительные погрешности (L2-норма) для восстановленных полей (осевой и радиальной

компонент скорости, возмущения давления, отношений полных вязкости и теплопроводности к моле-

кулярным) с применением PINN-1, PINN-2 и PINN-3 в экспериментах со свободной и импактными

струями при различных высотах расположения пластины (33 мм, 47 мм и 147 мм).
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Заключение

1. Впервые получены автомодельные решения для задачи конвекции при нагреве поверхно-

сти жидкости линейным источником тепла в жидкостях с различными свойствами меж-

фазной границы. Эти решения хорошо согласуются с результатами проведенных экспери-

ментов (ИК-термография поверхности, методом цифровой трассерной визуализации (PIV)

и теневым фоновым методом (moon-glade BOS) для определения рельефа) и численного

моделирования, что свидетельствует о правильном описании граничных условий на по-

верхности жидкости и механизмов конвекции. В зависимости от граничных условий на

поверхности конвекция обусловлена или преимущественно термокапиллярным эффектом,

или взаимодействием термокапиллярного и концентрационного эффектов, что приводит

к замедлению движения поверхности и ее полной блокировке.

2. С помощью расчетов гидродинамических течений, возникающих при нагреве поверхности

жидкости линейным источником тепла, впервые проведен сравнительный анализ эффек-

тивности теплоотвода от нагреваемого линейного источника в зависимости от свойств по-

верхности. Показано, что при наличии поверхностной пленки горизонтальная конвекция

за счет градиента давления дает намного менее эффективное охлаждение по сравнению

со случаем источника тепла, расположенного в объеме жидкости. Для горизонтальной

конвекции за счет градиента давления получена зависимость числа Нуссельта от числа

Рэлея Nu ∼ Ra1/6, а для вертикальной конвекции Nu ∼ Ra1/5. Но, если поверхностная

пленка отсутствует, отвод тепла за счет термокапиллярного механизма очень эффективен

в ближней зоне с максимальными тепловыми нагрузками (число Нуссельта зависит от

числа Марангони как Nu ∼Ma1/4.

3. Впервые полученные автомодельные решения для нестационарной задачи конвекции при

локальном ИК-нагреве поверхности позволяют рассчитать скорость распространения теп-

ла для двух механизмов горизонтальной конвекции. Полученные результаты хорошо со-
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гласуются с выполненными численными расчетами и экспериментами (ИК-термография

поверхности и теневого фонового метода (moon-glade BOS) для определения рельефа).

4. Показано существенное влияние свойств межфазной границы на параметры конвекции.

При отсутствии поверхностной пленки, когда основной является термокапиллярная кон-

векция, эффективность теплоотвода существенно возрастает. В несколько раз при тех же

условиях возрастают числа Нуссельта и скорость распространения тепла.

5. Показано, что регистрируемое с помощью ИК-термографии поле температуры поверх-

ности жидкости при локальном зондировании поверхности лазерным излучением резко

меняется при наличии поверхностной пленки примесей. Блокировка движения поверхно-

сти пленкой примесей (например, в воде, кроме деионизированной) приводит при тех же

параметрах зондирующего импульса к резкому увеличению температуры в центре и от-

сутствию существенного расплывания теплового пятна. Наблюдаемые отличия позволяют

использовать зондирование лазерным излучением в сочетании с тепловизионными наблю-

дениями для исследования свойств поверхности жидкости.

6. Впервые проведенное экспериментальное исследование рельефа поверхности и поля дав-

лений с помощью теневого фонового метода (moon-glade BOS) привело к выводу о суще-

ственном влиянии на эти поля свойств межфазной поверхности — как в задаче с нагревом

линейным источником тепла, так и в задаче локального зондирования. Это обусловлено

различием механизма конвекции. Если для термокапиллярной конвекции основным фак-

тором являются поверхностные силы, то при наличии пленки конвекция определяется

перераспределением давления вблизи поверхности, приводящим к искривлению поверхно-

сти. Результаты экспериментов хорошо согласуются с численным расчетом, выполненным

с учетом деформации поверхности жидкости.

7. Предложенный новый метод ассимиляции данных для турбулентных квазистационарных

течений с помощью подстановки в уравнения гидродинамики экспериментальных полей

температуры позволяет восстановить поля скорости, турбулентной вязкости и теплопро-

водности по экспериментально измеренным усредненным полям температуры для квази-

стационарной свободной осесимметричной струи горячего воздуха.

8. Впервые примененная для ассимиляции температурных полей и данных скорости
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физически-информированная нейросеть (PINN) позволяет восстановить поля скорости,

давления, турбулентной вязкости и теплопроводности, а также получить распределение

турбулентного числа Прандтля для квазистационарной свободной и импактной осесим-

метричной струи горячего воздуха. Новый метод обладает перспективой развития как для

более подробного анализа неизотермических течений, так и для химически-реагирующей

среды при учете изменения концентраций веществ.

Работа выполнена с использованием оборудования, приобретённого за счёт средств Программы

развития Московского университета.
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