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Äèññåðòàöèÿ Áåëîçåðîâà Ãëåáà Âëàäèìèðîâè÷à ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òîïîëîãèè ñëî-
åíèé Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå,
â ÷àñòíîñòè, ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ è òðåõìåðíûõ áèëëèàðäîâ, îãðà-
íè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè. Èçó÷åíèå áèëëèàðäîâ àêòóàëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ
èññëåäîâàíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íàãëÿä-
íûìè è ïðè ýòîì âåñüìà øèðîêè â êëàññå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïî-
ëîãèè èõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ. Ïîýòîìó âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá èõ êëàññèôèêàöèè
íà ïðåäìåò ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà ñëîåíèé,
ïåðåâîäÿùåãî ñëîè Ëèóâèëëÿ îäíîé ñèñòåìû â ñëîè äðóãîé.

Ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà, ñîïîñòàâëÿþùåãî ñèñòåìå ìå÷åíóþ ìîëåêóëó.
Ãðóáàÿ ìîëåêóëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò îñîáûì
ñëîÿì, ïðè ýòîì â çàâèñèìîñòè îò òèïà ïåðåñòðîéêè ëèóâèëëåâûõ òîðîâ âåðøèíå ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå àòîì, ÷òî è îïðåäåëÿåò ãðóáóþ ìîëåêóëó. Òàêàÿ ìîëåêóëà íà-
çûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî è ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ î ãðóáîé ëèóâèëëåâîé
ýêâèâàëåíòíîñòè (ñóùåñòâîâàíèè ãîìåîìîðôèçìà ìåæäó áàçàìè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ, êî-
òîðûé ëîêàëüíî ïîäíèìàåòñÿ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà ñàìèõ ñëîåíèé). Ãðóáóþ
ìîëåêóëó ìîæíî ñíàáäèòü ìåòêàìè, ïîçâîëÿþùèìè îïðåäåëèòü, êàêèì èìåííî îáðàçîì
ñêëåèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå òîðû àòîìîâ, ÷òî è îïðåäåëÿåò èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà.
Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èõ ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

Ïëîñêèå èíòåãðèðóåìûå áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, à òàê-
æå ñèñòåìû, ïîëó÷åííûå ñêëåéêîé ïëîñêèõ îáëàñòåé âäîëü ñåãìåíòîâ ãðàíèö (áèëëèàðä-
íûå êíèæêè, ââåäåííûå Â.Â. Âåäþøêèíîé), èçó÷àëèñü è êëàññèôèöèðîâàëèñü â ðàáîòàõ
À.Ò. Ôîìåíêî, Â. Äðàãîâè÷à, Ì. Ðàäíîâè÷, Â.Â. Âåäþøêèíîé. Â ñâîåé ðàáîòå Ã.Â. Áå-
ëîçåðîâ èçó÷àåò è êëàññèôèöèðóåò ñ ïîìîùüþ ìå÷åíûõ ìîëåêóë îáîáùåíèå ïîäîáíûõ
ïëîñêèõ áèëëèàðäîâ � áèëëèàðäû â ñîôîêóñíûõ îáëàñòÿõ íà êâàäðèêàõ.

Òàêæå Ã.Â. Áåëîçåðîâûì èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïðåäñòàâ-
ëåííûå áèëëèàðäàìè â òðåõìåðíûõ îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûìè äâóìåðíûìè êâàäðèêàìè
� ýëëèïñîèäàìè, ãèïåðáîëîèäàìè ðàçíûõ òèïîâ è èõ ñîôîêóñíûìè ñåìåéñòâàìè. Äèñ-
ñåðòàíò îïèñûâàåò âñå âîçìîæíûå òðåõìåðíûå ñîôîêóñíûå áèëëèàðäíûå ñòîëû, îäíàêî
äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè áèëëèàðäíûõ ñèñòåì íà òàêèõ ñòîëàõ íà ïðåäìåò
(ãðóáîé) ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè óæå íå ïðèìåíèìà òåîðèÿ Ôîìåíêî-Öèøàíãà:
ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ áèëëèàðäîâ ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êóñî÷íî-ãëàäêèìè, à ðàçìåð-
íîñòü ñëîåâ ðàâíà òðåì, ÷òî âëå÷åò íàëè÷èå ó ñèñòåìû áîëåå ñëîæíûõ ÷åì àòîìû îñî-
áåííîñòåé. Òåì íå ìåíåå Ã.Â. Áåëîçåðîâ îïèñàë ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ïðîâåñòè òàêóþ
êëàññèôèêàöèþ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ áèëëèàðäíûõ ñèñòåì, à òàêæå îïðåäåëèë êëàññ
ãîìåîìîðôíîñòè íåîñîáîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè â ýòîì ñëó÷àå.

Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 151 ñòðàíèöó, ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 4 ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ
è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 76 íàèìåíîâàíèé. Èç íèõ 3 íàèìåíîâàíèÿ � ñòàòüè
àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ.



Âî ââåäåíèè ïðèâåäåíà èñòîðèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñîâ, îáîñíîâàíà àêòóàëü-
íîñòü òåìû, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, à òàêæå ïåðå÷èñ-
ëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Îïèñàíû èñïîëüçóåìûå
ìåòîäû, îáñóæäàåòñÿ òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû. Òàêæå ïðèâåäåíà ñòðóêòóðà äèñ-
ñåðòàöèè è åå êðàòêîå ñîäåðæàíèå.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ. Äàíû îïðåäåëåíèÿ è ñôîðìóëè-
ðîâàíû îáùèå óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è áèëëèàðäîâ,
â ÷àñòíîñòè, îïèñàí ìåòîä èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî. Òàêæå â ýòîé ãëàâå îïèñàíû ñîôîêóñ-
íûå áèëëèàðäû â R3 äâóõ âèäîâ � ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ è òðåõìåðíûå
áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, è ïðèâåäåíî îáîñíîâàíèå èõ èí-
òåãðèðóåìîñòè â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå.

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ, ò.å. áèëëèàðäû
â ñâÿçíîé îáëàñòè íà íåâûðîæäåííîé äâóìåðíîé êâàäðèêå, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè åå
ïåðåñå÷åíèÿ â R3 ñ äðóãèìè êâàäðèêàìè èç òîãî æå ñîôîêóñíîãî ñåìåéñòâà. Ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ è ïðîâîäèòñÿ êëàññè-
ôèêàöèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî,
÷òî íà ýëëèïñîèäå è íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå ñóùåñòâóåò ðîâíî ïî 21 êëàññó
êîìáèíàòîðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ñòîëîâ, à íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå � ðîâíî 13
êëàññîâ êîìáèíàòîðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ñòîëîâ, ïðè÷åì äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïëîñêèìè ñîôîêóñíûìè áèëëèàðäíûìè ñòîëàìè
è áèëëèàðäíûìè ñòîëàìè íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå, ñîõðàíÿþùåå îòíîøåíèå êîì-
áèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêæå â ýòîé ãëàâå äàåòñÿ îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî êîìáèíà-
òîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âëå÷åò ëèóâèëëåâó ýêâèâàëåíòíîñòü, ò.å. áèëëèàðäíûå ñèñòåìû
íà êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ ñòîëàõ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû.

Â ýòîé ãëàâå Ã.Â. Áåëîçåðîâûì òàêæå âû÷èñëåíû èíâàðèàíòû Ôîìåíêî è Ôîìåíêî-
Öèøàíãà äëÿ âñåõ êëàññèôèöèðîâàííûõ ðàíåå ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ, à
òàêæå îïðåäåëåí òîïîëîãè÷åñêèõ òèï (êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè) òðåõìåðíîé èçîýíåðãåòè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ðåçóëüòàò ïðèâåäåí â âèäå òàáëèöû, ñîäåðæàùåé êàê èçîáðàæåíèå
îáëàñòè-ñòîëà, òàê è èíâàðèàíòà, ÷òî äåëàåò åãî áîëåå äîñòóïíûì øèðîêîìó êðóãó ÷è-
òàòåëåé. Òàêæå ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà, â êîòîðîé èçó÷àåìûå áèëëèàðäû ñîïîñòàâëÿþòñÿ
èçâåñòíûì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì èç ôèçèêè, ìåõàíèêè è ãåîìåòðèè ñ òî÷êè çðåíèÿ
ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñëîæíîå äâèæåíèå ýòèõ ñèñòåì
â ìíîãîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå óñòðîåíî òàê æå, êàê äâèæåíèå áèëëèàðäíîãî
øàðà íà âëîæåííîì â R3 áèëëèàðäíîì ñòîëå, ÷òî íåñîìíåííî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ òðåõìåðíûå ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå
ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè. Â ýòîì ñëó÷àå áèëëèàðäíûé ñòîë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìû-
êàíèå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè â R3, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàä-
êèõ ãðàíåé, ëåæàùèõ íà êâàäðèêàõ ñîôîêóñíîãî ñåìåéñòâà. Çäåñü òàêæå Ã.Â. Áåëîçå-
ðîâ ñíà÷àëà ââîäèò ïîíÿòèå êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, à çàòåì êëàññèôèöèðóåò
áèëëèàðäû â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå
äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 35 êëàññîâ êîìáèíàòîðíî íåýêâèâàëåíòíûõ òðåõ-
ìåðíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ îïèñàííîãî âèäà.

Ïîñêîëüêó äëÿ ñèñòåì ñ òðåìÿ è áîëåå ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìåþùèåñÿ ãëîáàëüíûå
êëàññèôèöèðóþùèå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû (Í.Ò. Çóíã) óñòðîåíû ñóùåñòâåííî ñëîæ-
íåå, ÷åì â ñëó÷àå äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû (èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà), òî ïðè èññëå-
äîâàíèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ è åãî îñîáåííîñòåé Ã.Â. Áåëîçåðîâûì èçó÷àëèñü áèôóðêàöè-
îííûå äèàãðàììû ðàññìàòðèâàåìûõ áèëëèàðäíûõ ñèñòåì, äîïîëíèòåëüíî îñíàùåííûå
òèïàìè îñîáåííîñòåé.

Äëÿ êëàññèôèêàöèè âîçíèêàþùèõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ äèññåðòàíòîì ðàçâèò îðèãè-
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íàëüíûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäîâ, îñíîâàííûé
íà ñâåäåíèè òàêîé ñèñòåìû ê ñèñòåìàì íà äâóõìåðíûõ êâàäðèêàõ, äâèæåíèå êîòîðûõ
ïðîèñõîäèò â ïîëå ïîòåíöèàëà Ãóêà. Äàííûé ïåðåõîä áûë ñòðîãî îáîñíîâàí, ÷òî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ÿðêèé è íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò. Ñ ïðèìåíåíèåì äàííîãî ïîäõîäà Ã.Â.
Áåëîçåðîâó óäàëîñü îïèñàòü ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäîâ, îòâå÷àþùèõ íå
òîëüêî äóãàì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, íî è åå âåðøèíàì, ñîîòâåòñòâóþùèì íåâû-
ðîæäåííûì è òèïè÷íûì âûðîæäåííûì îñîáåííîñòÿì. Ïðè ýòîì áûëè ïðèìåíåíû êàê
ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè îñîáåííîñòåé èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, òàê è íåäàâíèå ðåçóëüòà-
òû î íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòÿõ áèëëèàðäîâ ñ ïîòåíöèàëîì, íàïðèìåð, ñîäåðæàùèå
â íåäàâíåé ðàáîòå Â.À. Êèáêàëî è À.Ò. Ôîìåíêî. Òàêæå õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî èòîãîâûé
ðåçóëüòàò (Òàáëèöà 5) îôîðìëåí â óäîáíîì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ âèäå: äëÿ êàæäîãî òðåõ-
ìåðíîãî áèëëèàðäíîãî ñòîëà ïðèâåäåíî íå òîëüêî èçîáðàæåíèå îáëàñòè, íî è îïèñàíèå
óñòðîéñòâà åå ãðàíèöû. Óñòðîéñòâî ïîñëåäíåé íå âñåãäà î÷åâèäíî èñõîäÿ èç äâóìåðíî-
ãî èçîáðàæåíèÿ òàêîãî òðåõìåðíîãî ñòîëà. Íåâûðîæäåííûå è òèïè÷íûå âûðîæäåííûå
îñîáåííîñòè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðÿìûõ è ïî÷òè ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïî-
âåðõíîñòåé, ò.å. ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ýíåðãèè, äëÿ òðåõìåðíûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàð-
äîâ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî òðåõìåðíûé áèëëèàðäíûé ñòîë ãîìåîìîðôåí

òðåì òèïàì îáëàñòåé: ëèáî çàìêíóòîìó äèñêó D
3
(â ýòîì ñëó÷àå èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ

ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ñôåðå S5), ëèáî ñôåðè÷åñêîìó ñëîþ D
1 × S2 (òîãäà èçîýíåð-

ãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ïðîèçâåäåíèþ S2×S3), ëèáî ïîëíîòîðèþ D
2×S1

(â ýòîì ñëó÷àå èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ïðîèçâåäåíèþ S1 × S4).
Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè òðåõìåðíîãî

áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñîèäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà. Ïåðåõîä ê èçó÷åíèþ òàêèõ ñèñòåì,
êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ðàçíîîáðàçèòü êëàññ âîçíèêàþùèõ
òðåõìåðíûõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ è òèïîâ èõ îñîáåííîñòåé. Ïîñëåäíåå ïðîèñòåêàåò èç íà-
ëè÷èÿ ïàðàìåòðà � êîýôôèöèåíòà k â ïîòåíöèàëå. Ñëó÷àé ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöà-
òåëüíîãî çíàêîâ k îòâå÷àþò ïðèòÿãèâàþùåé èëè îòòàëêèâàþùåé ñèëå. Òàêæå â áèëëè-
àðäàõ ñ ïîòåíöèàëîì ñëîåíèå íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íà÷èíàåò ñóùåñòâåííî
çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû, â îòëè÷èå îò áèëëèàðäîâ áåç ïîòåíöèàëà. Åñòå-
ñòâåííûì ïåðâûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà (êëàññà ãîìåî-
ìîðôíîñòè) íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Ã.Â. Áåëîçåðîâûì îïðåäåëåíî,
÷åìó ãîìåîìîðôíû èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ êîýô-
ôèöèåíòà ïîòåíöèàëà Ãóêà. Òàêæå îòäåëüíûì èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ÿâíàÿ
çàïèñü èíòåãðàëîâ áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì â ñëó÷àå ñîôîêóñíîãî ñòîëà ðàçìåðíîñòè n.

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ èòîãè ðàáîòû, à òàêæå îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíûå íàïðàâ-
ëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ïðîäåëàííîé ðàáîòû äèññåðòàíòîì áûëè ïîëó÷åíû ñëåäó-
þùèå ðåçóëüòàòû.

� êëàññèôèöèðîâàíû ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ íà ïðåäìåò êîìáè-
íàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî íà ýëëèïñîèäå è îäíîïîëîñíîì ãèïåðáîëîèäå
èìååòñÿ ïî 21 òèïó íåýêâèâàëåíòíûõ îáëàñòåé, à íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå � 13
òèïîâ;

� äëÿ êàæäîãî òèïà áèëëàðäà íà êâàäðèêàõ âû÷èñëåí èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà,
ò.å. ñèñòåìû íà òàêèõ ñòîëàõ êëàññèôèöèðîâàíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèóâèëëåâîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå ñèñòåìû íà ðàçíûõ êâàäðèêàõ îêàçàëèñü ëèóâèëëåâî
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ýêâèâàëåíòû. Â èòîãå îáíàðóæåíî â òî÷íîñòè 10 ëèóâèëëåâî íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëè-
àðäîâ;

� êëàñèôèöèðîâàíû òðåõìåðíûå ñîôîêóñíûå áèëëèàðäíûå ñòîëû íà ïðåäìåò
êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 35 êîìáèíàòîðíî
íåýêâèâàëåíòíûõ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ;

� â òåðìèíàõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, ðåáðà è âåðøèíû êîòîðûõ îñíàùåíû
òèïàìè îñîáåííîñòåé â ïðîîáðàçå èõ îêðåñòíîñòè, èçó÷åí âîïðîñ ãðóáîé ëèóâèëëåâîé
ýêâèâàëåíòíîñòè áèëëèàðäîâ íà òðåõìåðíûõ ñòîëàõ, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè òðåõ-
îñíûìè êâàäðèêàìè;

� äëÿ òðåõìåðíûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ íàéäåíî, ÷åìó ãîìåîìîðôíû ïÿòè-
ìåðíûå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè.

� îïðåäåëåíî, êàêèì ïîâåðõíîñòÿì ãîìåîìîðôíû íåîñîáûå èçîýíåðãåòè÷åñêèå
ïîâåðõíîñòè òðåõìåðíîãî áèëëèàðäà â ýëëèïñîèäå ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà â çàâèñèìîñòè
îò çíàêà êîýôôèöèåíòà k è çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ Ã.Â. Áåëîçåðîâà ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïî-
ëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è èçëîæåíû â ñòàòüÿõ äèññåðòàíòà, îïóáëèêîâàííûõ â
âåäóùèõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ. Òàêæå ðåçóëüòàòû ïðîøëè àïðîáàöèþ íà ìåæäóíàðîäíûõ
êîíôåðåíöèÿõ è íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî Ã.Â. Áåëîçåðîâ íå òîëüêî ïðèìåíèë ðàçðàáîòàííûé À.Ò. Ôî-
ìåíêî ìåòîä èíâàðèàíòîâ äëÿ êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ
äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû äëÿ áèëëèàðäîâ íà ñîôîêóñíûõ êâàäðèêàõ íà ïðåäìåò ëè-
óâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè, íî è ïðåäëîæèë ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîíèæåíèè ñòåïåíè
ñâîáîäû, ïîçâîëÿþùèé ýôôåêòèâíî êëàññèôèöèðîâàòü áèëëèàðäû â òðåõìåðíûõ îáëà-
ñòÿõ. Â ñâîåé ðàáîòå Ã.Â. Áåëîçåðîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàë ãëóáîêèå çíàíèÿ â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, òàêèõ êàê òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, òåîðèÿ áèëëèàðäîâ,
ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ, êîìïëåêñíûé àíàëèç, à òàêæå ïðîÿâèë ñïîñîáíîñòü òâîð÷åñêè
ïîäõîäèòü ê ðåøåíèþ çàäà÷. Òåêñò äèññåðòàöèè ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàí è áîãàòî ïðîèë-
ëþñòðèðîâàí ðèñóíêàìè, ÷òî äåëàåò èçëàãàåìûé ìàòåðèàë áîëåå íàãëÿäíûì è óäîáíûì
â èñïîëüçîâàíèè ñïåöèàëèñòàìè èç ñìåæíûõ îáëàñòåé.

Â êà÷åñòâå çàìå÷àíèé ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå.

1. Ïðåäëîæåíèå 1.2.4 íà ñòð. 31 ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê, îä-
íàêî íèãäå íå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ýòîìó ïîíÿòèþ. Âîçìîæíî, ñòîèëî ñíà÷àëî åãî
íàïîìíèòü.

2. Ðàçäåë 4.2, ïîñâÿùåííûé èçó÷åíèþ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäîâ ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà,
èçëîæåí îò÷àñòè îáîñîáëåííî. Áûëî áû íåïëîõî äîïîëíèòü èëè ïðåäâîñõèòèòü åãî
(èëè, âîçìîæíî, íà÷àëî ãëàâû 4) áîëåå ïîäðîáíûì èçëîæåíèåì èñòîðèè âîïðîñà
ïî èññëåäîâàíèþ ñëîåíèé ìíîãîìåðíûõ áèëëèàðäîâ, â òîì ÷èñëå ñ ïîòåíöèàëîì. Â
÷àñòíîñòè, â èçâåñòíîé ðàáîòå Â. Äðàãîâè÷à è Ì. Ðàäíîâè÷ (Óñïåõè ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ íàóê, 2010) ïðèâåäåíà ññûëêà íà ðàáîòó Þ.Í. Ôåäîðîâà (Ôóíêöèîíàëüíûé
àíàëèç è ïðèëîæåíèÿ, 2000), ïîñâÿùåííóþ áèëëèàðäó âíóòðè ýëëèïñîèäà ñ êâàä-
ðàòè÷íûì îäíîðîäíûì ïîòåíöèàëîì Ãóêà.

3. Èìååòñÿ ðÿä îïå÷àòîê. Íàïðèìåð, â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2.1.2 íà ñòð. 51 äîëæíî
áûòü "íà êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ ñòîëàõ ÿâëÿþòñÿ" âìåñòî "íà êîìáèíàòîð-
íî ýêâèâàëåíòíûõ ÿâëÿþòñÿ ñòîëàõ" èëè âî âòîðîì ïðåäëîæåíèè íà ñòð. 81 äîëæíî
áûòü "ñòåïåíÿìè" âìåñòî "ñòåïåíåé" . Òàêæå îòñóòñòâóþò òî÷êè ïîñëå ðÿäà âûíå-
ñåííûõ ôîðìóë.
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Îäíàêî îòìå÷åííûå çàìå÷àíèÿ íîñÿò ðåäàêöèîííûé õàðàêòåð, íå ñíèæàþò íàó÷íóþ
öåííîñòü è íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà âûñîêóþ îöåíêó äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû Ã.Â.
Áåëîçåðîâà.

Òàêèì îáðàçîì, äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ¾Òîïîëîãèÿ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ èíòåãðè-
óðåìûõ áèëëèàðäîâ â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå¿ îòâå÷àåò òðåáîâàíèÿì,
óñòàíîâëåííûì Ìîñêîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ê
ðàáîòàì ïîäîáíîãî ðîäà. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóåò ñïåöèàëüíîñòè 1.1.3.
Ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ (ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì íàóêàì), à òàêæå êðèòåðèÿì, îïðå-
äåëåííûì ïï. 2.1-2.5 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàð-
ñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà. Äèññåðòàöèîííîå èññëåäîâàíèå îôîðì-
ëåíî ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì Ïîëîæåíèÿ î ñîâåòå ïî çàùèòå äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå
ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà íàóê, íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà íàóê Ìîñêîâñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà. Òàêèì îáðàçîì, ñîèñêàòåëü
Áåëîçåðîâ Ãëåá Âëàäèìèðîâè÷ çàñëóæèâàåò ïðèñóæäåíèÿ ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.3. Ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ.
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