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Общая характеристика работы

Актуальность темы

Диссертация относится к области дифференциальной геометрии и тополо-
гии и является исследованием на стыке двух актуальных направлений: теория
интегрируемых гамильтоновых систем и теория математического биллиарда.
Работа посвящена изучению софокусных биллиардов в трехмерном евклидо-
вом пространстве как интегрируемых систем. Более точно, изучается тополо-
гия слоений Лиувилля двух видов биллиардов: геодезические биллиарды на
квадриках внутри софокусных областей и трехмерные биллиарды, ограничен-
ные софокусными квадриками. Для каждого из этих видов автором получена
топологическая классификация.

В последние десятилетия активно развивается качественная теория интегри-
руемых гамильтоновых систем (далее ИГС). Наиболее геометрически нагляд-
ными ИГС являются интегрируемые биллиарды и их обобщения. Интегрируе-
мость плоского биллиарда в области, ограниченной эллипсом, отмечена в рабо-
те Дж.Д. Биркгофа1. В книге В.В. Козлова и Д.В. Трещeва2, а также в книге
С.Л. Табачникова3 дан обзор современных и классических исследований, по-
священных теории математического биллиарда.

Биллиарды внутри плоских областей, ограниченных дугами софокусных
квадрик, также являются интегрируемыми. Такие системы с точностью до ли-
увиллевой эквивалентности начали изучаться в работах В. Драговича, M. Рад-
нович4, а также В.В. Ведюшкиной (Фокичевой)5, 6. В. В. Ведюшкина класси-
фицировала все локально-плоские топологические биллиарды, ограниченные
дугами софокусных эллипсов и гипербол, а также области, полученные склей-
ками элементарных областей вдоль выпуклых и невыпуклых сегментов границ.
Ею была определена эквивалентность биллиардных столов7, 8 и для каждого
класса эквивалентности вычислены инварианты Фоменко (грубые молекулы)
и Фоменко-Цишанга (меченые молекулы).

Напомним, что в случае двух степеней свободы грубой молекулой называется

1Биркгоф Дж.Д. Динамические системы//Издательский дом «Удмуртский университет»,
Ижевск. – 1999.

2Козлов В.В., Трещeв Д.В. Генетическое введение в динамику систем с ударами //Издательство
МГУ, Москва. – 1991.

3Табачников С. Геометрия и биллиарды//Научно-издательский центр «Регулярная и хаотиче-
ская динамика», Москва – Ижевск. – 2011.

4Dragovich V., Radnovich M. Bifurcations of Liouville tori in elliptical billiards //Regular and
Chaotic Dynamics. – 2009. – Vol. 14, No. 4-5 – p. 479 – 494.

5Фокичева В.В. Описание особенностей системы «биллиард в эллипсе» //Вестник Московского
университета. Серия 1: Математика. Механика. – 2012. – №5. – С. 31 – 34.

6Фокичева В.В. Описание особенностей системы бильярда в областях, ограниченных софокус-
ными эллипсами и гиперболами //Вестник Московского университета. Серия 1: Математика. Ме-
ханика. – 2014. – №4. – С. 18 – 27.

7Ведюшкина В.В. Инварианты Фоменко–Цишанга невыпуклых топологических биллиар-
дов //Математический сборник. – 2019. – Т. 210, №3. – C. 17 – 74.

8Фокичева В.В. Топологическая классификация биллиардов в локально плоских областях, огра-
ниченных дугами софокусных квадрик // Математический сборник. – 2015. – T. 206, №10. – С. 127 –
176.
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тип базы слоения Лиувилля системы в ограничении на изоэнергетическую по-
верхность. Это граф Риба, вершины которого дополнительно оснащены симво-
лами бифуркаций (3-атомов Фоменко) торов Лиувилля. Они классифицируют
интегрируемые системы в ограничении на инвариантное 3-подмногообразие с
точностью до грубой лиувиллевой эквивалентности (гомеоморфизма баз слое-
ний Лиувилля, поднимаемого в окрестности каждой точки базы до гомеомор-
физма самих слоений Лиувилля).

Инвариант Фоменко-Цишанга получается из инварианта Фоменко добавле-
нием числовых меток 𝑟, 𝜀, 𝑛, вычисляемых по диффеоморфизмам склейки гра-
ничных торов 3-атомов9. Этот инвариант классифицирует системы с точностью
до лиувиллевой эквивалентности — послойного гомеоморфизма слоений Ли-
увилля в ограничении на трехмерный уровень постоянной энергии (с условием
ориентации критических окружностей 3-атомов10).

Инварианты Фоменко и Фоменко-Цишанга вычислены для широкого класса
интегрируемых систем геометрии11, механики 12, 13 и их аналогов на алгебрах
Ли14, 15. При этом, в частности, были обнаружены нетривиальные эквивалент-
ности между различными системами.

Метод инвариантов нашел широкое применение в теории интегрируемых бил-
лиардов, которые, вообще говоря, являются лишь кусочно-гладкими интегри-
руемыми системами. В работах В.В. Ведюшкиной и А.Т. Фоменко биллиарда-
ми были реализованы инварианты Фоменко-Цишанга многих интегрируемых
систем двух степеней свободы16. Активно изучается гипотеза А.Т. Фоменко о
реализации интегрируемыми биллиардами произвольных слоений Лиувилля и
их особенностей17, 18. Для этого рассматриваются не только плоские интегри-
руемые биллиарды, но и их обобщения — биллиарды на клеточных комплек-
сах (введeнные В.В. Ведюшкиной топологические биллиарды и биллиардные

9Фоменко А.Т., Цишанг X. Топологический инвариант и критерий эквивалентности интегриру-
емых гамильтоновых систем с двумя степенями свободы//Известия Академии наук СССР. Серия
математическая. – 1990. – Т. 54, №3. – C. 546 – 575.

10Болсинов А.В., Фоменко А.Т. Интегрируемые гамильтоновы системы. Геометрия. Тополо-
гия. Классификация. Тома 1 и 2 (Монография) //Издательский дом «Удмуртский университет»,
Ижевск. – 1999.

11Bolsinov A.V., Matveev V.S., Fomenko A.T. Two-dimensional Riemannian metrics with integrable
geodesic flows. Local and global geometry // Sbornik: Mathematics. – 1998. – Vol. 189, No. 10. – p. 1441 –
1466.

12Oshemkov A.A. Fomenko invariants for the main integrable cases of rigid body motion
equations //Advances in Soviet Mathematics. – 1991. – Vol. 6. – p. 67 – 146.

13Кудрявцева Е.А., Ошемков А.А. Бифуркации интегрируемых механических систем с магнит-
ным полем на поверхностях вращения //Чебышевский сборник. – 2020. – Т. 21, №2. – C. 244 – 265.

14Козлов И.К. Топология слоения Лиувилля для интегрируемого случая Ковалевской на алгебре
Ли 𝑠𝑜(4) //Математический сборник. – 2014. – Т. 205, №4. – C. 79 – 120.

15Kibkalo V.A. Topological classification of Liouville foliations for the Kovalevskaya integrable case
on the Lie algebra 𝑠𝑜(3, 1) //Topology and its Applications. – 2020. – Vol. 275. – pp. 13.

16Ведюшкина В.В., Фоменко А.Т. Интегрируемые топологические биллиарды и эквивалентные
динамические системы//Известия РАН. Серия математическая. – 2017. – Т. 81, №4. – C. 20 – 67.

17Ведюшкина В.В., Харчева И.С. Биллиардные книжки моделируют все трехмерные бифуркации
интегрируемых гамильтоновых систем //Математический сборник. – 2018. – Т. 209, №12. – С. 17 –
56.

18Ведюшкина В.В., Харчева И.С. Биллиардные книжки реализуют все базы слоений Лиувилля
интегрируемых гамильтоновых систем //Математический сборник. – 2021. – Т. 212, №8. – С. 89 –
150.
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книжки), биллиарды с потенциалом19, 20, биллиарды в постоянном магнитном
поле, биллиарды с проскальзыванием21, а также биллиарды в пространстве с
метрикой Минковского22. Отметим также недавнюю работу23, где введенные
А.Т. Фоменко эволюционные силовые биллиарды были применены для топо-
логического моделирования систем Эйлера и Лагранжа сразу на всех классах
их неособых уровней энергии.

Недавние результаты по доказательству гипотезы Биркгофа (А.А. Глуцюк24,
М. Бялый и А.Е. Миронов25, 26, В.Ю. Калошин27, 28) показывают, что для
интегрируемости плоского биллиарда без потенциала требуется принадлеж-
ность гладких дуг его границы концентрическим окружностям или софокус-
ным квадрикам (с некоторыми уточнениями). Несмотря на конечность количе-
ства классов таких плоских биллиардов (как в смысле комбинаторного устрой-
ства границы, так и топологии их слоений Лиувилля), переход от плоских бил-
лиардов к биллиардам на склеенных столах-комплексах позволил реализовать
широкий класс слоений Лиувилля интегрируемых систем.

Диссертационная работа посвящена изучению топологии слоений Лиувилля
двух видов биллиардов в евклидовом R3: геодезические биллиарды в софокус-
ных областях на квадриках (эллипсоид, однополостный и двуполостный гипер-
болоиды), а также трехмерные софокусные биллиарды.

Конфигурационное пространство софокусного геодезического биллиарда на
квадрике 𝐸 — компактная область 𝒵2, ограниченная конечным числом квад-
рик, софокусных с 𝐸. Будем предполагать, что углы излома на границе 𝒵2

равны 𝜋/2. Такие области будем называть биллиардными столами на квад-
рике 𝐸. Внутри биллиардного стола частица движется вдоль геодезических с
постоянной по модулю скоростью, отражаясь от границы 𝒵2 абсолютно упруго.
Софокусные геодезические биллиарды на квадриках являются интегрируемы-
ми по Лиувиллю в кусочно-гладком смысле. Касательные прямые, проведенные
к каждой точке гладкости траектории такого биллиарда, касаются помимо 𝐸

19Кобцев И.Ф. Эллиптический биллиард в поле потенциальных сил: классификация движений,
топологический анализ //Математический сборник. – 2020. – Т. 211, №7. – С. 93 – 120.

20Пустовойтов С.Е. Топологический анализ биллиарда, ограниченного софокусными квадриками,
в потенциальном поле //Математический сборник. – 2021. – Т. 212, №2. – С. 81 – 105.

21Fomenko A.T., Vedyushkina V.V., Zav’yalov V.N. Liouville Foliations of Topological Billiards with
Slipping // Russian Journal of Mathematical Physics. – 2021. – Vol. 28. – p. 37 – 55.

22Каргинова Е.Е. Биллиарды, ограниченные дугами софокусных квадрик на плоскости Минков-
ского // Математический сборник. – 2020. – Vol. 211, №1. – С. 3 – 31.

23Ведюшкина В.В., Фоменко А.Т. Силовые эволюционные биллиарды и биллиардная эквива-
лентность случая Эйлера и случая Лагранжа // Доклады Российской академии наук. Математика,
информатика, процессы управления. – 2021. – Т. 496, №1. – С. 5 – 9.

24Глуцюк А.А. О двумерных полиномиально интегрируемых бильярдах на поверхностях постоян-
ной кривизны// Доклады Российской академии наук. Математика, информатика, процессы управ-
ления. – 2018. – Т. 481, №6. – С. 594 – 598.

25Bialy M., Mironov A.E. Angular billiard and algebraic Birkhoff conjecture // Advances in
Mathematics. – 2017. – Vol. 313. – p. 102 – 126.

26Бялый М., Миронов А.Е. Полиномиальная неинтегрируемость магнитных бильярдов на сфере
и гиперболической плоскости // Успехи математических наук. – 2019. – Vol. 74, №2. – С. 3 – 26.

27Avila A., Simoi J.D., Kaloshin V. An integrable deformation of an ellipse of small eccentricity is an
ellipse // Annals of Mathematics. – 2016. – Vol. 184, No. 2. – p. 527 – 558.

28Kaloshin V., Sorrentino A. On the local Birkhoff conjecture for convex billiards // Annals of
Mathematics. – 2018. – Vol. 188, No. 1. – p. 315 – 380.
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еще одной квадрики, софокусной с ней и общей для всех точек гладкости тра-
ектории. Параметр этой квадрики является дополнительным первым интегра-
лом системы. Отметим, что в отличие от плоских биллиардов, конфигурацион-
ное пространство софокусного геодезического биллиарда лежит на квадрике,
т.е. на поверхности ненулевой гауссовой кривизны. Этот факт усложняет каче-
ственное исследование системы. Тем не менее, в работе диссертантом получена
полная лиувиллева классификация софокусных геодезических биллиардов на
квадриках при условии постоянства энергии.

Бо́льшая часть диссертации посвящена интегрируемым биллиардам с тре-
мя степенями свободы. Переход к ним — естественный следующий шаг при
изучении биллиардов самих по себе и их связей с гладкими и вещественно-ана-
литическими интегрируемыми системами. Мы будем рассматривать движение
материальной точки внутри компактной трехмерной области, ограниченной ко-
нечным числом софокусных квадрик и имеющей двугранные углы излома на
границе, равные 𝜋/2. Такие области будем называть трехмерными биллиард-
ными столами. Также мы будем считать, что на материальную точку не дей-
ствуют никакие силы, то есть она движется по отрезкам прямых с постоянной
по модулю скоростью. Оказывается, что такие системы обладают тремя незави-
симыми первыми интегралами. Один из них — полная механическая энергия,
два других — параметры софокусных квадрик, которых одновременно каса-
ются все прямые, содержащие звенья данной траектории шара. Отметим, что
биллиард внутри эллипсоида был рассмотрен В. Драговичем и М. Раднович в
работе29, где они описали прообразы точек отображения момента. В диссер-
тации автором описаны все возможные трехмерные софокусные биллиардные
столы и особенности отвечающих им биллиардов, проведена полная классифи-
кация всех трехмерных софокусных биллиардов относительно грубой лиувил-
левой эквивалентности.

Одна из важных задач, возникающих при исследовании интегрируемых га-
мильтоновых систем — определить класс гомеоморфности неособой поверхно-
сти постоянной энергии. Для систем с двумя степенями свободы топологиче-
ский тип изоэнергетического многообразия 𝑄3 (класс гомеоморфности много-
образия без учета возникающего на нем слоения Лиувилля) можно вычислить
по инварианту Фоменко-Цишанга. Отметим, что у биллиардных столов-книжек
(клеточных комплексов с перестановками, задающими динамику шара при пе-
реходе с листа на лист) поверхность 𝑄3 является топологическим многообрази-
ем30. Однако для систем с тремя степенями свободы такой метод определения
класса гомеоморфности 𝑄5 не подходит. Тем не менее, оказалось что тип 𝑄5 за-
висит лишь от класса гомеоморфности биллиардного стола. В работе автором
доказано, что поверхность постоянной энергии произвольного трехмерного со-
фокусного биллиарда гомеоморфна либо сфере 𝑆5, либо произведению 𝑆1×𝑆4,

29Драгович В., Раднович М. Интегрируемые биллиарды, квадрики и многомерные поризмы Пон-
селе // Научно-издательский центр «Регулярная и хаотическая динамика», Москва – Ижевск. –
2010.

30Харчева И.С. Изоэнергетические многообразия интегрируемых бильярдных книжек // Вестник
Московского университета. Серия 1: Математика. Механика. – 2020. – №4. – С. 12 – 22.
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либо произведению 𝑆2 × 𝑆3.

Цели и задачи работы

� Описать все компактные области на эллипсоидах, однополостных и дву-
полостных гиперболоидах, ограниченные софокусными квадриками, с уг-
лами излома на границе, равными 𝜋/2.

� Вычислить инварианты Фоменко-Цишанга софокусных биллиардов на
квадриках, получить их лиувиллеву классификацию.

� Описать все компактные области в трехмерном евклидовом пространстве,
ограниченные софокусными квадриками, с двугранными углами излома
на границе, равными 𝜋/2.

� Классифицировать все трехмерные софокусные биллиарды относительно
грубой лиувиллевой эквивалентности.

� Определить классы гомеоморфности неособых поверхностей постоянной
энергии трехмерных софокусных биллиардов, а также биллиарда внутри
трехосного эллипсоида с потенциалом Гука.

Положения, выносимые на защиту

1. На эллипсоиде имеется 21 тип комбинаторно неэквивалентных областей,
ограниченных софокусными квадриками, с углами излома границы, рав-
ными 𝜋/2, на однополостном гиперболоиде — 21 тип, на двуполостном
гиперболоиде — 13 типов.

2. На эллипсоиде имеется в точности 7 лиувиллево неэквивалентных софо-
кусных геодезических биллиардов, на однополостном гиперболоиде — 7,
на двуполостном гиперболоиде — 6. Некоторые биллиарды на квадриках
разного вида лиувиллево эквивалентны. Всего на квадриках существует в
точности 10 лиувиллево неэквивалентных биллиардов.

3. Существует в точности 35 комбинаторно неэквивалентных трехмерных
биллиардных областей, ограниченных софокусными квадриками, с дву-
гранными углами излома границы, равными 𝜋/2.

4. Cуществует в точности 24 класса грубо лиувиллево неэквивалентных
трехмерных софокусных биллиардов.

5. Если трехмерный софокусный биллиардный стол гомеоморфен трехмер-
ному диску, сферическому слою или полноторию, то поверхность посто-
янной энергии 𝑄5 гомеоморфна 𝑆5, 𝑆2 × 𝑆3 или 𝑆1 × 𝑆4 соответственно.
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6. Если ℎ— неособый уровень энергии биллиарда с потенциалом Гука внутри
эллипсоида, то при 𝑘 > 0 имеем 𝑄5

ℎ
∼= 𝑆5. Если же 𝑘 < 0, то 𝑄5

ℎ — либо
пятимерная сфера 𝑆5, либо несвязное объединение двух пятимерных сфер,
либо 𝑆1 × 𝑆4, либо 𝑆2 × 𝑆3.

Основные результаты диссертации

1. Классифицированы все компактные области на эллипсоидах, однополост-
ных и двуполостных гиперболоидах, ограниченные софокусными квадри-
ками и имеющие углы излома на границе, равные 𝜋/2, относительно их
комбинаторного устройства. На эллипсоиде имеется 21 тип неэквивалент-
ных областей, на однополостном гиперболоиде — 21 тип, на двуполостном
гиперболоиде — 13 типов.

2. Для каждой софокусной области на квадриках вычислены инварианты
Фоменко-Цишанга соответствующего биллиарда. В итоге, на эллипсои-
де имеется 7 лиувиллево неэквивалентных биллиардов, на однополостном
гиперболоиде — 7, на двуполостном гиперболоиде — 6. Некоторые билли-
арды на квадриках разного вида оказались лиувиллево эквивалентными.
Всего на квадриках существует в точности 10 лиувиллево неэквивалент-
ных биллиардов. Все эти биллиарды оказались лиувиллево эквивалентны
известным ИГС физики, механики и геометрии.

3. Классифицированы все компактные области в евклидовом трехмерном
пространстве, ограниченные софокусными квадриками и имеющие дву-
гранные углы излома на границе, равные 𝜋/2. Как оказалось, существует
в точности 35 комбинаторно неэквивалентных трехмерных софокусных
биллиардных областей. При этом, любая такая область гомеоморфна ли-
бо трехмерному диску, либо сферическому слою, либо полноторию.

4. Для каждой трехмерной софокусной области описано слоение Лиувил-
ля соответствующего биллиарда вблизи произвольного слоя. Классифи-
цированы все трехмерные софокусные биллиарды относительно грубой
лиувиллевой эквивалентности. Показано, что существует в точности 24
класса грубо лиувиллево неэквивалентных трехмерных софокусных бил-
лиардов.

5. Найдены классы гомеоморфности поверхностей постоянной энергии 𝑄5

трехмерных софокусных биллиардов. Как оказалось, ответ зависит лишь
от класса гомеоморфности биллиардного стола. Если стол гомеомор-
фен трехмерному диску, то 𝑄5 ∼= 𝑆5. Если стол гомеоморфен сфериче-
скому слою, то 𝑄5 ∼= 𝑆2 × 𝑆3. Если стол гомеоморфен полноторию, то
𝑄5 ∼= 𝑆1 × 𝑆4. Более того, показано, что малая деформация биллиардной
области не изменит класс гомеоморфности 𝑄5 соответствующего, вообще
говоря, неинтегрируемого биллиарда.
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6. Определены классы гомеоморфности неособых изоэнергетических поверх-
ностей 𝑄5

ℎ трехмерного биллиарда с потенциалом Гука внутри эллипсои-
да. Если ℎ — неособый уровень энергии такого биллиарда, то при 𝑘 > 0
имеем 𝑄5

ℎ
∼= 𝑆5. Если же 𝑘 < 0, то 𝑄5

ℎ — либо пятимерная сфера 𝑆5, либо
несвязное объединение двух пятимерных сфер, либо 𝑆1×𝑆4, либо 𝑆2×𝑆3.

Научная новизна

Автором получены новые результаты, которые заключаются в следующем.

Описаны всевозможные софокусные области на квадриках (эллипсоиды и ги-
перболоиды) в трехмерном евклидовом пространстве, вычислены инварианты
Фоменко-Цишанга соответствующих геодезических биллиардов. Получена ли-
увиллева классификация таких систем, найдены лиувиллево эквивалентные им
известные интегрируемые системы механики и геометрии.

Представлен полный список комбинаторно неэквивалентных трехмерных
областей, ограниченных софокусными квадриками. Описано полулокальное
устройство слоения Лиувилля соответствующих биллиардных систем. Прове-
дена классификация таких биллиардов относительно грубой лиувиллевой эк-
вивалентности.

Найдены классы гомеоморфности неособых поверхностей постоянной энер-
гии трехмерных биллиардов, ограниченных софокусными квадриками, а также
биллиарда с потенциалом Гука внутри трехосного эллипсоида.

Теоретическая и практическая значимость

Предлагаемая работа имеет теоретический характер.

Результаты классификации софокусных геодезических биллиардов на квад-
риках, а также биллиардов в трехмерных софокусных областях могут быть
использованы для установления изоморфизмов (по крайней мере локальных)
слоений Лиувилля с другими интегрируемыми системами двух и трех степеней
свободы.

Метод понижения степени свободы, описанный в диссертации и использован-
ный для описания полулокального вида особенностей трехмерных биллиардов,
может быть обобщен на многомерный случай. Этот метод применим не только
к интегрируемым биллиардам, но и к другим ИГС. С помощью него можно
весьма наглядно описать полулокальное устройство особенностей некоторых
довольно сложных ИГС.

Конструкция, описывающая топологические типы изоэнергетических поверх-
ностей трехмерных софокусных биллиардов, (представлена в четвертой главе)
никак не использует интегрируемость и может быть обобщена на многомерные
биллиардные столы, не обязательно софокусные.
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Степень достоверности

Достоверность результатов автора подтверждена строгими математически-
ми доказательствами. Научные результаты автора опубликованы в открытой
печати, прошли апробацию на научных семинарах.

Все результаты, выносимые автором на защиту, получены самостоятельно.

Результаты других авторов, используемые в диссертации, отмечены соответ-
ствующими ссылками.

Публикации по теме диссертации

Основные результаты диссертации опубликованы в 3 печатных работах (об-
щим объемом 5,188 п.л.), в научных изданиях, рекомендованных для защиты
в диссертационном совете МГУ по специальности 1.1.3. Геометрия и топология
и индексируемых базами цитирования Scopus, Web of Science, RSCI и РИНЦ.

Методы исследования

В работе используются методы топологического анализа интегрируемых га-
мильтоновых систем, построенная А.Т. Фоменко, X. Цишангом, А.В. Болсино-
вым, Н.Т. Зунгом и др. Применяются методы исследования слоений Лиувилля
интегрируемых локально-плоских биллиардов двух степей свободы, описанные
В.В. Ведюшкиной. Используются алгебраические методы работы с интегриру-
емыми системами, разработанные М.П. Харламовым.

Апробация работы

Результаты диссертации докладывались на следующих всероссийских и меж-
дународных научных конференциях и семинарах.

� XXVI Международная научная конференция студентов, аспирантов и мо-
лодых ученых «Ломоносов 2019», Москва, Россия, с 8 по 12 апреля 2019.

� Международная конференция «Воронежская зимняя математическая
школа С. Г. Крейна – 2020», Воронеж, Россия, с 27 по 4 февраля 2020.

� Всероссийская конференция «Ломоносовские чтения – 2020», Москва, Рос-
сия, с 17 по 29 октября 2020.

� IV-ая международная молодежная научная школа «Актуальные направ-
ления математического анализа и смежные вопросы», посвященная 90-
летию со дня рождения профессора Ю.Г. Борисовича, Воронеж, Россия,
с 9 по 11 ноября 2020.

� XXVII Международная научная конференция студентов, аспирантов и мо-
лодых ученых «Ломоносов – 2020», Москва, Россия, с 10 по 27 ноября 2020.
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� Международная конференция «Dynamics in Siberia – 2021», Новосибирск,
Россия, c 1 по 7 марта 2021.

� Всероссийская студенческая школа-конференция «Математическая вес-
на – 2021», Нижний Новгород, Россия, с 30 марта по 2 апреля 2021.

� XXVIII Международная научная конференция студентов, аспирантов и
молодых ученых «Ломоносов – 2021», Москва, Россия, с 12 по 23 апреля
2021.

� Третья международная конференция «International Conference on Integrable
Systems & Nonlinear Dynamics», Ярославль, Россия, с 4 по 8 октября 2021

� Международная конференция «Классическая и современная геометрия»,
посвященная 100-летию со дня рождения Левона Сергеевича Атанасяна,
Москва, Россия, с 1 по 4 ноября 2021.

� V-ая международная молодежная научная школа «Актуальные направ-
ления математического анализа и смежные вопросы», посвященная 90-
летию ВГПУ, Воронеж, Россия, с 15 по 17 ноября 2021.

� Всероссийская конференция «Ломоносовские чтения – 2022», Москва, Рос-
сия, с 14 по 22 апреля 2022.

� International conference «XXI geometrical seminar», Belgrade, Serbia, с 26
июня по 2 июля 2022.

� Семинар кафедры дифференциальной геометрии и приложений под рук.
акад. А.Т. Фоменко, 22 марта 2022, 18 апреля 2022, 16 сентября 2024.

� Cеминар «Современные геометрические методы» под рук. акад. А.Т. Фо-
менко, проф. А.В. Болсинова, проф. А.С. Мищенко, проф. Е.А. Кудряв-
цевой, доц. И.М. Никонова, доц. А.Ю. Коняева, асс. В.А. Кибкало, 20 ок-
тября 2021.

Структура и объем

Диссертация состоит из введения и четырех глав. Текст диссертации изложен
на 151 странице. Список литературы содержит 76 наименований.

Краткое содержание работы

Во введении представлены краткая история вопроса, актуальность темы,
цели и задачи работы, описание используемых методов и основных результатов.

Первая глава диссертационной работы является вводной. Она посвящена
основам теории интегрируемых гамильтоных систем, напоминанию метода то-
пологических инвариантов ИГС, постановке задачи и доказательству ее инте-
грируемости.

11



В разделе 1.1 приведены центральные теоремы и определения теории инте-
грируемых гамильтоновых систем, перечислены основные виды эквивалентно-
стей ИГС, описан метод топологических инвариантов, предложенный А.Т. Фо-
менко для качественного исследования таких систем.

Раздел 1.2 посвящен софокусным квадрикам в R3, их основным свойствам, а
также эллиптическим координатам.

В разделе 1.3 представлено подробное описание двух видов биллиардов —
центральных объектов диссертационной работы. Приведены основные характе-
ристики этих систем: задано движение материальной точки, описаны фазовые
и конфигурационные пространства.

В разделе 1.4 приведено авторское доказательство интегрируемости софокус-
ных биллиардов в R3.

Рассмотрим на симплектическом многообразии (𝑀2𝑛, 𝜔) вполне интегрируе-
мую по Лиувиллю гамильтонову систему 𝑣 = sgrad𝐻 с соответствующими пер-
выми интегралами 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛. Совокупность связных компонент поверхностей
совместного уровня этих функций задает слоение Лиувилля на𝑀2𝑛. Напомним
следующие отношения эквивалентности на множестве ИГС.

Определение (1.1.7). Две вполне интегрируемые гамильтоновы системы 𝑣1
и 𝑣2 на симплектических многообразиях 𝑀2𝑛

1 и 𝑀2𝑛
2 называются лиувиллево

эквивалентными, если существует гомеоморфизм 𝜙 : 𝑀2𝑛
1 → 𝑀2𝑛

2 слоений Ли-
увилля этих систем.

Определение (1.1.8). Две вполне интегрируемые гамильтоновы системы 𝑣1 и
𝑣2 на симплектических многообразиях 𝑀2𝑛

1 и 𝑀2𝑛
2 называются грубо лиувил-

лево эквивалентными, если существует гомеоморфизм между базами слоений
Лиувилля этих систем, который локально (т.е. в окрестности каждой точки
базы) поднимается до послойного гомеоморфизма самих слоений.

Аналогичные определения можно сформулировать для ограничений ИГС на
поверхности постоянной энергии. В случае двух степеней свободы для ИГС
на компактных изоэнергетических поверхностях с дополнительным боттовским
первым интегралом А.Т. Фоменко и Х. Цишангом были предложены инвари-
анты, классифицирующие такие системы с точностью до лиувиллевой и грубой
лиувиллевой эквивалентностей.

Пусть 𝑄3 — неособая компактная поверхность постоянной энергии ИГС на
многообразии 𝑀4. В таком случае база слоения Лиувилля на 𝑄3 представля-
ет собой граф Риба, ребрам которого отвечают однопараметрические семейства
2-торов Лиувилля, а вершинам — их бифуркации. Такие бифуркации торов
Лиувилля, рассматриваемые с точностью до послойного гомеоморфизма, на-
зывают 3-атомами. На рисунке 1 приведено несколько примеров 3-атомов.

Оснастим вершины графа Риба символами соответствующим атомов. Полу-
ченный в результате граф называется инвариантом Фоменко (или грубой мо-
лекулой).

Теорема (1.1.3). (А.Т. Фоменко) Пусть 𝑣1 и 𝑣2 — две интегрируемые систе-
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мы на изоэнергетических поверхностях 𝑄3
1 и 𝑄3

2, а 𝑊1 и 𝑊2 — отвечающие
им грубые молекулы. Тогда системы 𝑣1 и 𝑣2 грубо лиувиллево эквивалент-
ны (с учетом ориентации) тогда и только тогда, когда молекулы 𝑊1 и 𝑊2

совпадают.

Рисунок 1 – примеры 3-атомов.

Грубая молекула не содержит информации о том, как склеены между собой
соседние 3-атомы. Разрежем ребра грубой молекулы. В таком случае молекула
распадется в объединение 3-атомов. Выберем на их граничных торах Лиувилля
допустимые базисы, а затем склеим обратно. В результате, на каждом ребре
молекулы образуется целочисленная матрица, описывающая вид слейки сосед-
них 3-атомов по соответствующим граничным торам. Вычислим по этим мат-
рицам числовые метки 𝑟, 𝜀, 𝑛. Грубая молекула, оснащенная этими величинами
называется инвариантом Фоменко-Цишанга (или меченой молекулой).

Теорема (1.1.5). (А.Т. Фоменко, Х. Цишанг) Две интегрируемые гамильто-
новы системы на изоэнергетических поверхностях 𝑄3

1 = {𝑥 ∈ 𝑀4
1 |𝐻1(𝑥) = ℎ1}

и 𝑄3
2 = {𝑥 ∈ 𝑀4

2 |𝐻2(𝑥) = ℎ2} лиувиллево эквивалентны тогда и только тогда,
когда их меченые молекулы совпадают.

Теперь рассмотрим в R3 семейство софокусных квадрик

(𝑏− 𝜆)(𝑐− 𝜆)𝑥2 + (𝑎− 𝜆)(𝑐− 𝜆)𝑦2 + (𝑎− 𝜆)(𝑏− 𝜆)𝑧2 = (𝑎− 𝜆)(𝑏− 𝜆)(𝑐− 𝜆).

Здесь 𝑎 > 𝑏 > 𝑐 — фиксированные числа, а 𝜆 — вещественный параметр. По
этому семейству можно определить 2 различных вида биллиардов: софокусные
биллиарды на квадриках и трехмерные биллиарды, ограниченные софокусны-
ми квадриками.

Определение (1.3.1). Рассмотрим на невырожденной квадрике 𝐸 связную об-
ласть с компактным замыканием, ограниченную конечным числом софокусных
с 𝐸 квадрик и имеющую углы излома на границе, равные 𝜋/2. Замыкание 𝒵2

этой области будем называть биллиардным столом на квадрике 𝐸.
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Определение (1.3.2). Трехмерным биллиардным столом 𝒵3 будем называть
замыкание связной ограниченной области в R3, граница которой состоит из
конечного числа гладких граней, лежащих на софокусных квадриках. Будем
предполагать, что двугранные углы излома на границе 𝒵3 равны 𝜋/2.

Зададим динамику материальной точки для каждого вида столов.

Пусть 𝒵2 — биллиардный стол на квадрике из софокусного семейства. Рас-
смотрим следующую динамическую систему. Материальная точка единичной
массы движется внутри 𝒵2 вдоль геодезических с постоянной по модулю ско-
ростью, отражаясь от границы стола абсолютно упруго. Такую систему будем
называть софокусным геодезическим биллиардом.

Пусть 𝒵3 — трехмерный биллиардный стол. Рассмотрим движение матери-
альной точки единичной массы внутри 𝒵3 по прямым с постоянной по модулю
скоростью. Отражение от границы 𝒵3 считаем абсолютно упругим. Такую си-
стему мы будем называть трехмерным софокусным биллиардом.

Благодаря тому, что углы излома границы равны 𝜋/2, динамику частицы,
попавшей в угловые точки, можно доопределить по непрерывности. Фазовые
многообразия этих систем ввиду отражения являются, вообще говоря, лишь
кусочно-гладкими. Тем не менее, эти биллиарды являются интегрируемыми по
Лиувиллю в кусочно-гладком смысле.

Оказывается, все касательные линии к произвольной траектории софокус-
ного геодезического биллиарда на квадрике 𝐸 касается помимо 𝐸 еще одной
общей квадрики, софокусной с 𝐸. Параметр Λ этой квадрики является допол-
нительным первым интегралом такого биллиарда.

Все звенья произвольной траектории-ломаной (или их продолжения) трех-
мерного софокусного биллиарда касаются двух общих квадрик, софокусных с
границей стола. Параметры этих квадрик Λ1 и Λ2 являются первыми интегра-
лами трехмерного софокусного биллиарда.

Вторая глава диссертации посвящена лиувиллевой классификации геодези-
ческих софокусных биллиардов на поверхностях постоянной энергии. В силу
того, что движение материальной точки происходит в отсутствии внешних сил,
слоение Лиувилля на 𝑄3

ℎ не зависит от ℎ. Поэтому такие биллиардные системы
рассматриваются в работе в ограничении на 𝑄3.

В разделе 2.1 автор вводит отношение комбинаторной эквивалентности со-
фокусных биллиардных столов, лежащих на квадриках, и доказывает теорему
классификации.

Определение (2.1.1). Будем говорить, что софокусные биллиардные столы
𝒵1 и 𝒵2 на квадрике 𝐸 комбинаторно эквивалентны, если и только если 𝒵2

можно получить из 𝒵1 применением нескольких преобразований следующего
вида:

� последовательным изменением сегментов границы путем непрерывной де-
формации в классе софокусных квадрик, так, чтобы параметр 𝜆 изменя-
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емого сегмента границы не принимал значения 𝑏, если 𝐸 — эллипсоид,
значения 𝑐, если 𝐸 — двуполостный гиперболоид, и значений 𝑏, 𝑐, если
𝐸 — однополостный гиперболоид;

� симметрией относительно координатных плоскостей.

Теорема (2.1.1). Пусть 𝐸 — невырожденная квадрика из софокусного семей-
ства, тогда (с точностью до комбинаторной эквивалентности):

1. Если 𝐸 — эллипсоид, то на нем существует ровно 21 тип неэквивалент-
ных биллиардных столов;

2. Если 𝐸 — однополостный гиперболоид, то на нем существует ровно 21
тип неэквивалентных;

3. Если 𝐸 — двуполостный гиперболоид, то на нем существует ровно 13
типов неэквивалентных.

Введенное отношение комбинаторной эквивалентности сохраняет лиувиллеву
эквивалентность соответствующих биллиардов. Поэтому далее в разделах 2.2
и 2.3 автором были вычислены инварианты Фоменко-Цишанга биллиардов на
неэквивалентных столах, и, тем самым, была получена лиувиллева классифи-
кация софокусных биллиардов на эллипсоидах, однополостных и двуполостных
гиперболоидах.

Теорема (2.4.1). Пусть 𝐸 — невырожденная квадрика из софокусного семей-
ства, тогда (с точностью до лиувиллевой эквивалентности):

1. Если 𝐸 — эллипсоид, то на нем существуют ровно 7 неэквивалентных
биллиардов;

2. Если 𝐸 — однополостный гиперболоид, то на нем существуют ровно 7
неэквивалентных биллиардов;

3. Если 𝐸 — двуполостный гиперболоид, то на нем существуют ровно 6
неэквивалентных биллиардов.

4. Оказывается, что некоторые геодезические биллиарды, “живущие” на
разных софокусных квадриках, являются лиувиллево эквивалентными. В
итоге, на всех софокусных квадриках имеется ровно 10 лиувиллево не
эквивалентных геодезических биллиардов.

В разделе 2.4 приведена полная классификация софокусных биллиардов сра-
зу на всех квадриках, найдены лиувиллево эквивалентные им интегрируемые
системы физики, механики и геометрии.
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Таблица 1. Лиувиллева классификация софокусных геодезических
биллиардов на квадриках

Пример области Меченая молекула
Лиувиллево

эквивалентная
система

1 Лагранж,
Эйлер

2 Жуковский

3

Клебш,
Соколов,

Ковалевская -
Яхья

4
Горячев -
Чаплыгин -
Сретенский

5 Эйлер, Клебш

6 Эйлер, Клебш,
Соколов
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7

Плоский
софокусный
биллиард на

столе:

8

Биллиард на
эллипсоиде в
пространстве
Минковского

9

Топологический
биллиард с

невыпуклыми
склейками
границ

10

Топологический
биллиард с

невыпуклыми
склейками
границ

В третьей главе диссертации изучается слоение Лиувилля трехмерных со-
фокусных биллиардов на поверхностях постоянной энергии. Как уже отмеча-
лось, при различных ℎ > 0 слоение Лиувилля на 𝑄5

ℎ будет одинаковым. По-
скольку не существует удобных классификационных инвариантов лиувилле-
вой эквивалентности для ИГС с тремя и выше степенями свободы, трехмерные
биллиарды рассматриваются в работе с точностью до грубой лиувиллевой эк-
вивалентности.

В разделе 3.1 автором введено отношение комбинаторной эквивалентности
трехмерных софокусных столов, доказана теорема классификации.

Определение (3.1.1). Будем говорить, что трехмерные биллиардные столы
𝒵1 и 𝒵2 комбинаторно эквивалентны, если один из них может быть получен
из другого последовательностью следующих преобразований:

� изменением сегмента границы путем непрерывной деформации в классе
софокусных квадрик, при этом, значение изменяемого параметра 𝜆 при
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каждой деформации может равняться 𝑏 или 𝑐 только либо в начале, если
объем стола уменьшается, либо в конце, если — увеличивается;

� симметрией относительно координатных плоскостей.

Теорема (3.1.1). Существует в точности 35 классов комбинаторно неэкви-
валентных трехмерных биллиардных столов.

В разделе 3.2 изучается образ отображения момента и его стратификация
по видам областей возможного движения. Автором описаны регулярные слои
систем и их 1-перестройки.

Рассмотрим отображение момента ℱ : 𝑄5
ℎ ↦→ R2(Λ1,Λ2), где Λ1 ⩾ Λ2 — пара-

метры софокусных квадрик-каустик к соответствующей траектории матери-
альной точки. Оказывается, образ этого отображения — пятиугольник. Ком-
бинаторное устройство областей возможного движения определяет стратифи-
кацию этого пятиугольника на нульмерные, одномерные и двумерные страты.
Далее изучается устройство слоения Лиувилля в окрестности слоев, отвечаю-
щих точкам определенных стратов. Например, слои, отвечающие точкам дву-
мерных стратов, гомеоморфны трехмерному тору, а слоение Лиувилля в их
малой окрестности тривиально. Иными словами, для трехмерных софокусных
биллиардов выполнен кусочно-гладкий аналог теоремы Лиувилля.

Раздел 3.3 посвящен особенностям, отвечающих точкам 0-стратов. Слоение
Лиувилля вблизи таких слоев наиболее трудно поддается изучению. Тем не ме-
нее, эту задачу удается свести к описанию слоения Лиувилля ИГС меньшего
числа степеней свободы. В частности, к геодезическим биллиардам на квад-
риках в поле отталкивающего потенциала Гука. Этот прием описан автором
в пункте 3.3.1 и назван методом понижения степени свободы. Он успешно
сработал для всех трехмерных софокусных биллиардов.

В разделе 3.4 сформулирована итоговая теорема классификации трехмерных
биллиардов, приведена подробная классификационная таблица.

Теорема (3.4.1).

1. Трехмерные софокусные биллиарды на комбинаторно эквивалентных
столах грубо лиувиллево эквивалентны.

2. Относительно грубой лиувиллевой эквивалентности существует в точ-
ности 24 класса трехмерных софокусных биллиардов в R3.

Четвертая глава диссертационной работы посвящена топологии изоэнерге-
тических поверхностей трехмерных софокусных биллиардов, а также биллиар-
да внутри трехосного эллипсоида с потенциалом Гука.

В разделе 4.1 исследуются топологические свойства 𝑄5 трехмерных билли-
ардов (не только софокусных). Автором найдены классы гомеоморфности 𝑄5

всех трехмерных софокусных биллиардов.

Из теоремы классификации трехмерных софокусных столов можно доказать,

что любой такой стол гомеоморфен либо трехмерному замкнутому диску 𝐷
3
,
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либо сферическому слою 𝑆2 ×𝐷
1
, либо полноторию 𝑆1 ×𝐷

2
. Оказалось, класс

гомеоморфности 𝑄5 соответствующего биллиарда зависит лишь от формы сто-
ла.

Теорема (4.1.1). Пусть трехмерный софокусный биллиардный стол 𝒵 гомео-

морфен трехмерному замкнутому диску 𝐷
3
, или сферическому слою 𝐷

1 ×𝑆2,

или полноторию 𝐷
2 × 𝑆1. Тогда изоэнергетическая поверхность 𝑄5 соответ-

ствующего биллиарда гомеоморфна сфере 𝑆5, произведению 𝑆2 × 𝑆3 или про-
изведению 𝑆1 × 𝑆4 соответственно.

Этот результат не использует интегрируемость биллиардов. Более того, по-

казано, что если 𝐺
3
— замкнутая область, диффеоморфная замкнутому еди-

ничному трехмерному шару 𝐷
3
, то изоэнергетические поверхности биллиардов

внутри 𝐺
3
и 𝐷

3
гомеоморфны.

В разделе 4.2 решена аналогичная задача для биллиарда с потенциалом Гука
внутри трехосного эллипсоида. Рассмотрим биллиард внутри трехосного эл-
липсоида 𝐸 в потенциальном поле силы Гука. Предполагается, что центр поля
сил совпадает с центром 𝐸. Такая динамическая система является интегри-
руемой по Лиувиллю в кусочно-гладком смысле. Этот факт следует из ин-
тегрируемости геодезического потока на эллипсоиде в поле упругой силы. С
помощью метода В.В. Козлова найдены первые интегралы этой задачи. Далее
были определены классы гомеоморфности неособых поверхностей постоянной
энергии этой системы. В ответе снова присутствуют сферы и их прямые про-
изведения.

Теорема (4.2.1). Пусть ℎ — небифуркационное значение энергии 𝐻 биллиарда
внутри эллипсоида с потенциалом Гука коэффициента 𝑘, тогда:

1. если 𝑘 > 0, то изоэнергетическая поверхность 𝑄5
ℎ гомеоморфна сфере 𝑆

5,

2. если 𝑘 < 0, то изоэнергетическая поверхность 𝑄5
ℎ гомеоморфна

∙ несвязному объединению двух пятимерных сфер 𝑆5 при ℎ ∈
(︁𝑘𝑎

2
,
𝑘𝑏

2

)︁
;

∙ прямому произведению окружности и четырехмерной сферы 𝑆1 × 𝑆4

при ℎ ∈
(︁𝑘𝑏
2
,
𝑘𝑐

2

)︁
;

∙ прямому произведению двумерной и трехмерной сфер 𝑆2 × 𝑆3 при

ℎ ∈
(︁𝑘𝑐
2
, 0
)︁
;

∙ пятимерной сферe 𝑆5 при ℎ ∈ (0,+∞).

Заключение

В диссертации получена комбинаторная классификация софокусных билли-
ардных столов на квадриках (эллипсоид, пара гиперболоидов) в трехмерном
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евклидовом пространстве, а также лиувиллева классификация соответствую-
щих биллиардов. Все такие системы оказались лиувиллево эквивалентны дру-
гим известным ИГС из физики, механики и геометрии на подходящих уровнях
энергии.

Также в работе проведена классификация трехмерных софокусных билли-
ардных столов. Для биддиардов внутри таких областей изучено локальное
устройство слоения Лиувилля (т.е. вблизи каждого слоя), в результате чего
получена полная классификация трехмерных софокусных биллиардов относи-
тельно грубой лиувиллевой эквивалентности на поверхностях постоянной энер-
гии. Для описания полулокального устройства особенностей таких систем был
описан и использован метод понижения степени свободы. Оказалось, что трех-
мерные софокусные биллиарды тесно связаны с геодезическими биллиардами
на квадриках в поле силы Гука.

Для трехмерных софокусных биллиардов, а также биллиарда внутри эллип-
соида в поле силы Гука определены классы гомеоморфности неособых поверх-
ностей постоянной энергии. Оказалось, что связная компонента такой поверх-
ности гомеоморфна либо сфере 𝑆5, либо 𝑆4×𝑆1, либо 𝑆3×𝑆2. Метод, использу-
емый при доказательстве этого факта, никак не использовал интегрируемость
систем.

Результаты диссертации могут быть интересны специалистам в интегрируе-
мых задачах классической механики, гидромеханики и физики.
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