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Общая характеристика работы

Актуальность темыисследования и степень ее разрабо-
танности

Диссертация относится к одному из основных направлений дис-
кретной математики и математической кибернетики— теории функ-
циональных систем. С. В. Яблонский1 определял теорию функциональ-
ных систем как область знания, которая занимается изучением функ-
ций, описывающих работу дискретных преобразователей, и считал2,
что роль теории функциональных систем для дискретной математики
сравнима с ролью математического анализа для непрерывной матема-
тики. В диссертации изучаются дискретные случайные величины с по-
зиций теории функциональных систем.

В современных представлениях3 функциональная система— это па-
ра (𝑃, 𝜓), где 𝑃 —некоторое множество, а 𝜓—некоторое отображение
множества ℬ(𝑃 ) всех подмножеств множества 𝑃 в себя. Основными ти-
пами задач, которые возникаютприисследованиифункциональных си-
стем, являются задачи выразимости и полноты. К задачам выразимо-
сти, в частности, относится задача определения по множеству𝒜,𝒜 ⊆ 𝑃,

и произвольной функции 𝑓, 𝑓 ∈ 𝑃, принадлежности этой функции мно-
жеству 𝜓(𝒜). Решение задач полноты представляет собой получение от-
вета на вопрос, выполнено ли для заданного множества ℱ , ℱ ∈ ℬ(𝑃 ), и
произвольной системы 𝒜, 𝒜 ⊆ 𝑃, условие 𝜓(𝒜) = ℱ , т. е. порождает ли
система𝒜 множество ℱ . Разновидностями задач полноты являются за-
дачи исследования классов на наличие конечных порождающих систем
и задачи о существовании базиса. Еще одним важным классом задач
при изучении функциональных систем является исследование свойств
семейства классов {𝜓(𝒜)|𝒜 ⊆ 𝑃}, а именно: определение мощности та-
кого семейства классов, его структуры, свойств его элементов и т. д.

В качестве отображения 𝜓 часто рассматривается оператор замыка-
ния4, который для любых множеств A,B из ℬ(𝑃 ), удовлетворяет усло-

1 Яблонский С. В. Введение в дискретную математику // М.: Высш шк., 2008. 384 с.
2 Там же.
3 См., например, Кудрявцев В. Б. Функциональные системы. М.:Изд-во МГУ, 1982. 158

с.; Угольников А. Б. О некоторых задачах в области многозначных логик // Материалы X
Международного семинара «Дискретнаяматематика и ее приложения». (Москва,МГУ, 1–6
февраля, 2010 г.) М.: Изд-во МГУ, 2010. С. 18–34.

4 См., например, Кон П. Универсальная алгебра. М.:Мир, 1968. 351 с.
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виям:

1) A ⊆ 𝜓(A);

2) если A ⊆ B, то 𝜓(A) ⊆ 𝜓(B);

3) 𝜓(𝜓(A)) = 𝜓(A).

Множество ℱ , ℱ ⊆ 𝑃, является замкнутым относительно оператора
𝜓, если выполняется равенство 𝜓(ℱ) = ℱ . Замкнутые множества также
называются замкнутыми классами (относительно 𝜓).

Одной из первых функциональных систем, для которой были реше-
ны вышеприведенные задачи, стала система 𝒫2 = (𝑃2, 𝜙), где 𝑃2—мно-
жество всех булевых функций, а 𝜙—оператор суперпозиции. Для функ-
циональной системы (𝑃2, 𝜙) Э. Л.Постом5 были описаны все замкнутые
относительно операции суперпозиции классы булевых функций и по-
казано, что каждый такой класс имеет конечный базис.

После решения основных задач дляфункциональной системы (𝑃2, 𝜙)

внимание исследователей естественнымобразомобратилось кфункци-
ональной системе 𝒫𝑘 = (𝑃𝑘, 𝜙), содержащей 𝑃𝑘 —множество всех функ-
ций 𝑘-значной логики (𝑘 ≥ 3) и 𝜙—оператор суперпозиции, отобража-
ющий множество ℬ(𝑃𝑘) в себя.

Существуют принципиальные отличия многозначных логик от дву-
значной, в частности, при любом 𝑘 ≥ 3 в 𝑃𝑘 есть замкнутые классы,
не имеющие базиса, и замкнутые классы со счетным базисом, откуда
следует, что семейство замкнутых классов в 𝑃𝑘 является континуаль-
ным6. Задача о полноте в 𝑃3 была решена С. В. Яблонским7. Выявлению
различных семейств предполных классов в 𝑃𝑘 посвящено большое чис-
ло работ 8, описание всех предполных классов функций из 𝑃𝑘 заверше-

5 Post E. L. The two-valued iterative systems ofmathematical logic // Annals ofMath. Studies.
1941. No 5. 122 pp.; Post E. L. Introduction to a general theory of elementary propositions //
Amer. J. Math. 1921. Vol. 43, No 3. p. 63–185.

6 Янов Ю.И., Мучник А.А. О существовании 𝑘-значных замкнутых классов, не имею-
щих конечного базиса // ДАН СССР. 1959. Т. 127, № 1. С. 44–46

7 Яблонский С. В. О функциональной полноте в трехзначном исчислении // ДАН СССР.
1954. Т. 95, № 6. С. 1152–1156.

8 Кузнецов А. В. О проблемах тождества и функциональной полноты для алгебраи-
ческих систем //Труды 3-го Всесоюзного матем. съезда. Т. 2. М.: Изд-во АН СССР, 1956.
С. 145–146; Мартынюк В. В. Исследование некоторых классов в многозначных логиках //
Проблемы кибернетики. Вып. 3. М.: Наука, 1960. C. 49–60; Lo Czu Kai Precomplete classes
defined by normal 𝑘-ary relations in 𝑘-valued logics // Acta Sci. Natur. Univ. Jilinensis. 1964.
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но И. Розенбергом9.
Также важным направлением исследования стало изучение свойств

функциональных системы (𝑃𝑘, 𝜙
+), где в качестве оператора 𝜙+ рас-

сматривается какое-нибудь усиление оператора суперпозиции𝜙.Кдан-
ному направлению исследований, в частности, можно отнести работы
ряда авторов10.

Помимо широко известных функциональных систем для множества
функций 𝑃𝑘, исследователями рассматривались менее распространен-
ные, но так же чрезвычайно интересные и значимые с практической
точки зренияфункциональные системы, связанные с дискретными слу-
чайными величинами—функциями на вероятностном пространстве.
При этом изначально такие задачи могли рассматриваться с общих по-
зиций дискретных моделей, а переход к их рассмотрению именно с по-
зиции теории функциональных систем происходил постепенно. В се-
редине XX века в классических работах Дж.фонНеймана11, К. Э. Шен-
нона и Э.Ф. Мура12 возникает задача синтеза надежных устройств из

Vol. 3. p. 39–50; Байрамов Р. А. Об одной серии предполных классов в 𝑘-значной логике //
Кибернетика. 1967. № 1. С. 7–9; Захарова E.Ю. Критерий полноты системы функций из
𝑃𝑘 // Проблемы кибернетики. Вып. 18. М.: Наука, 1967. C. 5–10.

9 Rosenberg I. G. La structure des functions de plusieurs variables sur un ensemble fini //
C. R. Acad. Sci. Paris. 1965. Vol. 260. P. 3817–3819; Rosenberg I. G. Über die funktionale
Vollständigkeit in den mehrwertigen Logiken // Rozpr. ČSAV Řada Mat. Přiv. Věd. 1970. Vol. 80.
p. 3–93.
10 Данильченко А.Ф. О параметрической выразимости функций трехзначной логики //

Алгебра и логика. 1977. Т .16,№ 4. С. 397–416; Кузнецов А. В. О средствах для обнаружения
невыводимости и невыразимости // Логический вывод. М.: Наука, 1979. С. 5–33; Barris S.,
Willard R. Finitelymany primitive positive clones // Proc. of theAmericanMathematical Society.
1987. Vol. 101, No. 3. p. 427–430; Нгуен Ван Хоа Описание замкнутых классов 𝑘-значной ло-
гики, сохраняемыхвсемиавтоморфизмами // Докл. АНБеларуси. 1994. Т. 38,№3. С. 16–19;
Касим-Заде О.М. О неявной выразимости в двузначной логике и криптоизоморфизмах
двухэлементных алгебр // Доклады РАН. 1996. Т. 348, № 3. С. 299–301; Марченков С. C. 𝑆-
классификацияидемпотентных алгебр с конечныминосителями // Докл. РАН. 1996. Т. 348,
№ 5. C. 587–589; Орехова Е. А. Об одном критерии неявной полноты в трехзначной логи-
ке //Математические вопросыкибернетики. Вып. 12.М.:Физматлит, 2003. C. 27–75; Уголь-
ников А. Б. О некоторых задачах в области многозначных логик // Материалы XМеждуна-
родного семинара «Дискретная математика и ее приложения». (Москва, МГУ, 1–6 февра-
ля, 2010 г.) М.: Изд-воМГУ, 2010. С. 18–34; СтаростинМ.В. Критериальная система неявно
предполных классов в трехзначной логике // Дис. . . .канд. физ.-матем. наук. М., 2021. 133
c.
11 Фон Нейман Дж. Вероятностная логика и синтез надежных организмов из ненадеж-

ных компонент // Автоматы. М.: ИЛ, 1956. C. 68-–139.
12 Mуp Э.Ф., Шеннон К. Э. Надежные схемы из ненадежных реле // Кибернетический

сборник. Вып. 1. М.: ИЛ, 1960. С. 109–148.
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ненадежных элементов. В ЭВМ стали использоваться датчики случай-
ных величин для решения различных задач методомМонте-Карло. При
этом механизмы жеребьевки можно было рассматривать как вычисле-
ние некоторых булевых функций от величин, выдаваемых датчиком13.
Примерно в это же время А. Гиллом14 рассматривались вопросы пре-
образования последовательностей случайных величин конечными ав-
томатами, а Р. Г. Бухараев15 изучал возможности построения управля-
емого генератора вероятностей. Все это послужило толчком к разви-
тию еще одного направления теории функциональных систем—моде-
лированию бернуллиевских (или булевых) случайных величин (т. е. ве-
личин, принимающих только два значения: 0 и 1) с наперед заданными
вероятностями с помощью логических функций. При подобном моде-
лировании мы имеем дело с семейством функциональных систем вида
([0; 1], 𝑉𝐹 ), где 𝑉𝐹 —оператор выразимости, определенный множеством
𝐹 рассматриваемых булевыхфункций. А. А. Ляпунов в 50-е годыXXвека
предложил задачу моделирования бернуллиевских случайных величин
с наперед заданными вероятностями с помощью логических функций
для решения своему ученику Р. Л. Схиртладзе. При решении этой задачи
можно выделить несколько направлений исследований. Одним из ос-
новных является задача конструирования булевой функции, имеющей
заданный закон распределения значений, если известен закон распре-
деления аргументов16.

В общемвиде задача о булевыхпреобразованиях случайных величин
формулируется следующим образом. Пусть есть (потенциально беско-
нечное) множество независимых в совокупности бернуллиевских слу-
чайных величин с распределениями из множества𝐺, и пусть 𝐹 —неко-
торая система булевых функций. Подстановка случайных величин вме-
сто переменных в булеву функцию из множества 𝐹 порождает новую
бернуллиевскую случайную величину, распределение которой уже мо-
жет не принадлежать множеству 𝐺. Эту процедуру можно повторять
многократно, используя при этом в качестве аргументов помимо слу-
чайных величин с распределениями из множества 𝐺 также и ранее по-
13 Схиртладзе Р. Л. Моделирование случайных величин функциями алгебры логики //

Дис. . . .канд. физ.-матем. наук. Тбилиси, 1966. 70 c.
14 Gill A. Synthesis of probability transformers // J. Franklin Inst. 1962. Vol. 274, No. 1. p. 1–19
15 Бухараев Р. Г Об управляемых генераторах случайных величин // Учен. зап. Казан. ун-

та. 1963. Т. 123, № 6. С. 68–87.
16 Схиртладзе Р. Л. Моделирование случайных величин функциями алгебры логики //

Дис. . . .канд. физ.-матем. наук. Тбилиси, 1966. 70 c.
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лученные случайные величины. Требуется определить, какие бернулли-
евские распределения могут быть получены таким образом для задан-
ного множества𝐺 и системы 𝐹 . Данная задача является задачей о выра-
зимости распределений. Множество выразимых распределений будем
обозначать через 𝑉𝐹 (𝐺). С точки зрения теории функциональных си-
стем в рамках решения данной задачи имеем дело с семейством функ-
циональных систем вида ([0; 1], 𝑉𝐹 ).

Поскольку вероятность того, что бернуллиевская случайная величи-
на принимает значение 1, полностью определяет распределение этой
случайной величины, множество𝐺можно рассматривать как набор чи-
сел из отрезка [0; 1]. Для бернуллиевских случайных величин терми-
ны «преобразование распределений» и «преобразование вероятностей»
далее будут использоваться как взаимозаменяемые. Важный частный
случай поставленной задачи — преобразования рациональных распре-
делений, т. е. ситуация, когда все элементы множества 𝐺 являются ра-
циональными числами. В этом случае множество выразимых вероят-
ностей также содержится в некотором подклассе рациональных чисел,
а именно, в семействе дробей, у которых в разложениях знаменателей
встречаются только те простые множители, которые встречаются в раз-
ложениях знаменателей дробей из множества 𝐺. Класс всех дробей, у
которых в разложении знаменателя могут встречаться числа 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠,
обозначим через Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠]. Для заданных простых чисел 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠 и
набора булевых функций 𝐹 возникает важный вопрос о конечной по-
рожденности класса Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠], т. е. существовании такого конечного
множества 𝐺, что 𝑉𝐹 (𝐺) = Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠]. Данная задача называется зада-
чей о конечной порожденности семейств рациональных распределений.
Если существует такое конечное множество𝐺, что 𝑉𝐹 (𝐺) = Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠],

то систему булевых функций 𝐹 мы называем конечно порождающей. С
точки зрения теории функциональных систем в данном случае мы име-
ем дело с семейством функциональных систем вида (Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠], 𝑉𝐹 ),

для которых решается задача о существовании конечного базиса.
Как в задаче о выразимости, так и в задаче о конечной порожден-

ности семейств распределений, различные системы булевых функций
𝐹 могут, вообще говоря, задавать один и тот же класс преобразований
на множестве распределений. Действительно, итерационный процесс
порождения случайных величин путем подстановки в булевы функции
независимых в совокупности случайных величин соответствует беспо-
вторной суперпозиции булевых функций, поэтому совокупность все-
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возможных преобразований над системой 𝐹 в точности соответству-
ет множеству булевых функций, выразимых бесповторными формула-
ми над системой 𝐹 , иначе говоря, бесповторному замыканию множе-
ства булевых функций 𝐹 . С точки зрения теории функциональных си-
стем при работе с бесповторно замкнутыми классами булевых функций
мыизучаемфункциональную систему вида (𝑃2, 𝜙0), где𝑃2—множество
всех булевыхфункций,𝜙0—бесповторная суперпозиция. Исследования
бесповторно замкнутых классов булевых функций ведутся с середины
XX века17, однако к настоящему моменту исчерпывающего описания
бесповторно замкнутых классов, подобного решетке Поста, не получе-
но. В контексте задачи о преобразованиях бернуллиевских случайных
величин бесповторно замкнутые классы булевых функций возникают в
работах Ф.И. Салимова18 и А.Д. Яшунского19.

По-видимому, первые результаты решения задачи конечной по-
рожденности для бернуллиевских случайных величин с вероятностями
из конечного множества рациональных вероятностей были получены
Р. Л. Схиртладзе. В его работах20 было показано, что преобразования с
помощью конъюнкций и дизъюнкций (& и ∨) позволяют из единствен-
ного начального распределения { 1

2} породить все множество двоично-
рациональных чисел. Им же было доказано, что это верно и для троич-
но-рациональных распределений для множества начальных распреде-
17 Кузнецов А. В. О бесповторных контактных схемах и бесповторных суперпозициях

функций алгебры логики // Сборник статей по математической логике и ее приложениям
к некоторым вопросам кибернетики. Труды МИАН СССР. Т. 51. М.: Изд-во АН СССР, 1958.
С. 186–225; Гурвич В.А. О бесповторных булевых функциях // УМН. 1977. Т. 32, № 1(193).
С. 183–184; Перязев Н.А. Реализация булевых функций бесповторными формулами //
Дискретная математика. 1995. Т. 7, № 3. С. 61–68; Вороненко А.А. О длине проверяю-
щего теста для бесповторных функций в базисе {0, 1,&,∨,¬} // Дискретная математи-
ка. 2005. Т. 17, № 2. С. 139–143; Зубков О. В. Нахождение и оценка числа бесповторных
булевых функций в базисе {&,∨,¬} // Известия вузов. Математика. 2008. № 10. С. 17–24;
Черемушкин А. В. К вопросу о линейной декомпозиции двоичных функций // Прикладная
дискретная математика. 2016. № 1(31). С. 46–56.
18 Салимов Ф.И. Об одной системе образующих для алгебр над случайными величина-

ми // Изв. вузов. Математика. 1981. № 5. С. 78—82.
19 Яшунский А.Д. Выпуклые алгебры вероятностных распределений, индуцированные

конечными ассоциативнымикольцами // Дискретнаяматематика. 2019. Т. 31,№1. С. 133–
142.
20 Схиртладзе Р. Л. О синтезе p-схемы из контактов со случайными дискретными со-

стояниями // Сообщ. АН ГрузССР. 1961. Т. 26, № 2. С. 181–186.; Схиртладзе Р. Л. О методе
построения булевой величины с заданным распределением вероятностей // Дискретный
анализ. 1966. Т. 7. С. 71–80.; Схиртладзе Р. Л. Моделирование случайных величин функци-
ями алгебры логики // Дис. . . .канд. физ.-матем. наук. Тбилиси, 1966. 70 c.
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лений { 1
3 ;

2
3}. При этом для простого числа 𝑝, 𝑝 > 3, доказано, что порож-

дение всего множества 𝑝-ично рациональных распределений с помо-
щью системы функций {&,∨} при использовании в качестве множества
начальных распределений { 1

𝑝 ; . . . ;
𝑝−1
𝑝 } невозможно. Такие же результа-

ты независимо существенно позже были заново получены Дж. Браком,
Д. Вильгельмом и Х. Чжоу21. В работе Р. Л. Схиртладзе22 была также вы-
сказана гипотеза, что для простых 𝑝, 𝑝 > 3, не существует конечного
множества рациональных бернуллиевских распределений, порождаю-
щего все множество 𝑝-ично-рациональных распределений. Эта гипоте-
за до настоящего момента не подтверждена и не опровергнута.

Ф.И. Салимовым23 были получены дальнейшие результаты в этой
области. Он показал, что множества 𝑝-ично-рациональных распределе-
ний являются конечно порожденными при использовании в качестве
системы преобразующих операций набора функций {𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥̄1𝑥3, 0, 1}.
При этом в качестве множества начальных распределений можно взять
множество { 1

𝑝 ; . . . ;
𝑝−1
𝑝 }.

В работах Р.М. Колпакова24 показано, что для множеств рациональ-
ных бернуллиевских распределений Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠] относительно преоб-
разований системой {&,∨} при 𝑠 ≥ 2 всегда существуют конечные
множества начальных распределений, порождающие всю совокупность
Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠]. Более того, если среди 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠 встречается 2 или 3, в каче-
стве порождающего множества начальных распределений можно взять
все правильные дроби со знаменателем 𝑝1 · . . . · 𝑝𝑠. Также в статье
21 Wilhelm D., Bruck J. Stochastic switching circuit synthesis // Proc. 2008 IEEE Int. Symp.

on Information Theory (ISIT). 2008. p. 1388—1392.; Zhou H., Bruck J. On the expressibility of
stochastic switching circuits // Proc. 2009 IEEE Int. Symp. on Information Theory (ISIT). 2009.
p. 2061—2065.
22 Схиртладзе Р. Л. О синтезе p-схемы из контактов со случайными дискретными состо-

яниями // Сообщ. АН ГрузССР. 1961. Т. 26, № 2. С. 181–186.
23 Салимов Ф.И. К вопросу моделирования булевых случайных величин функциями ал-

гебры логики // Вероятностные методы и кибернетика. 1979. Т. 15. C. 68—89.; Салимов
Ф.И. Об одной системе образующих для алгебр над случайными величинами // Изв. вузов.
Математика. 1981. № 5. С. 78—82.; Салимов Ф.И. Об одном семействе алгебр распределе-
ний // Изв. вузов. Математика. 1988. № 7. С. 64–72.; Салимов Ф.И. Конечная порожден-
ность алгебр распределений // Дискрет. анализ и исслед. операций. Сер. 1. 1997. Т. 4, № 2.
С. 43–50.
24 Колпаков Р.М. О порождении некоторых классов рациональных чисел вероятностны-

ми 𝜋-сетями // Вестн. Моск. ун-та. Математика. Механика. 1991.№ 2. С. 27—30.; Колпаков
Р.М. Об оценках сложности порождения рациональных чисел вероятностными контакт-
ными 𝜋-сетями // Вестн. Моск. ун-та. Математика. Механика. 1992. № 6. С. 62–65.
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Р.М. Колпакова25 в качестве усиления системы {&,∨} рассмотрен класс
функций, реализуемых бесповторными контактными схемами, относи-
тельно которых множества распределений Γ[5] и Γ[7] оказываются ко-
нечно порожденными. Наконец, в работе Р.М. Колпакова26 предложена
система монотонных функций {𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥4, 0, 1}, относительно
котороймножество Γ[𝑝] при любом простом 𝑝 порождается множеством
всех правильных дробей со знаменателем 𝑝. Р.М. Колпаковым27 для си-
стемы преобразований, состоящей из всех функций 𝑘-значной логи-
ки (функциональное множество 𝑃𝑘), построена вся решетка замкнутых
классов рациональных распределений, тем самым полностью решена
задача выразимости рациональных распределений относительно пре-
образований системой, состоящей из всех функций 𝑘-значной логики.

Впоследствии результаты Ф.И. Салимова были частично заново по-
лучены в работе В. Квана, М. Ридела, Дж. Брака и Х. Чжоу28. В этой же
работе показано, что если брать в качестве системы преобразующих
операций систему {&,¬}, то из множества начальных распределений
{0,4; 0,5} возможно получить произвольную десятичную дробь. Из это-
го результата вытекает, что система {&,¬} является конечно порождаю-
щейвмножестве десятичныхдробей. Вместе с тем, конечнаяпорожден-
ность десятичных дробей относительно системы {&,∨} (не более силь-
ной, чем {&,¬}) была ранее доказана в работах Р.М. Колпакова29 как
частный случай более общего утверждения.

А. Д. Яшунским30 изучались итеративные системыконечных случай-
ных величин, и в частности— вопросы аппроксимации распределений
25 Колпаков Р.М. О порождении рациональных чисел вероятностными контактными се-

тями // Вестн. Моск. ун-та. Математика. Механика. 1992. № 5. С. 46—52.
26 Колпаков Р.М. О порождении рациональных чисел монотонными функциями // Тео-

ретическиеиприкладные аспектыматематическихисследований:Сб. науч. тр.М.:Изд-во
Моск. ун-та, 1994. С. 13–17.
27 Колпаков Р. М. Дискретные преобразования конечных распределений рациональных

вероятностей // Дис. . . .докт. физ.-матем. наук, М., 2004. 180 c.
28 Qian W., Riedel M.D., Zhou H., Bruck J. Transforming probabilities with combinational

logic // Comput.-Aided Des. Integr. Circuits Syst. 2011. Vol. 30, No. 9. p. 1279—1292
29 Колпаков Р.М. О порождении некоторых классов рациональных чисел вероятностны-

ми 𝜋-сетями // Вестн. Моск. ун-та. Математика. Механика. 1991.№ 2. С. 27—30.; Колпаков
Р.М. Об оценках сложности порождения рациональных чисел вероятностными контакт-
ными 𝜋-сетями // Вестн. Моск. ун-та. Математика. Механика. 1992. № 6. С. 62–65.
30 Яшунский А.Д. Исследования по теории итеративных систем, порождаемых конеч-

ными случайными величинами. Арифметический и комбинаторно-логический подход //
Дис. . . .докт. физ.-матем. наук, М., 2021. 245 c.
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дискретных случайных величин. В статье А.Д. Яшунского31, посвящен-
ной решению задачи приближенного выражения распределений бер-
нуллиевских случайных величин, были выделены классы булевыхфунк-
ций, которые не позволяют аппроксимировать произвольное распреде-
ление. Такие классы заведомо не являются конечно порождающими в
указанном ранее смысле.

Вопросы конечной порожденности и выразимости рассматривались
в основном для рациональных распределений, исключением являются
работы Н.Н. Нурмеева32, в которых были анонсированы некоторые ре-
зультаты для алгебраических и трансцендентных распределений, одна-
ко доказательства, по-видимому, так и не были опубликованы.

Автором диссертационной работы установлены новые свойства ко-
нечно порождающих систем для классов дискретных случайных вели-
чин с рациональными вероятностями. Найдены новые бесповторно за-
мкнутые классы булевых функций.

Цели и задачи диссертации

В диссертации получены принципиально новые представления о
свойствах конечно порождающих систем булевых функций для мно-
жеств рациональных распределений. В работе доказываются конеч-
ная и бесконечная порожденность множеств рациональных распреде-
лений для различных систем булевых функций, а также устанавливают-
ся определенные свойства, которыми должны обладать конечно порож-
дающие системы булевых функций для множеств рациональных рас-
пределений.

Объект и предмет исследования

Объектом исследования являются булевы функции и индуцирован-
ные ими преобразования распределенией. Исследуется вопрос конеч-
ной порожденности классов рациональных распределений бернуллиев-
31 YashunskyA.D. Clone-induced approximation algebras of Bernoulli distributions // Algebra

Universalis. 2019. Vol. 80, No. 1. p. 1–16.
32 Нурмеев Н.Н. О булевых функциях с аргументами, принимающими случайные зна-

чения // Проблемы теоретической кибернетики. Тезисы докладов VIII Всесоюзной кон-
ференции. Т. 2. Горький, 1988. С. 59–60.; Нурмеев Н.Н. О сложности реализации преоб-
разователей вероятностей схемами из функциональных элементов // Методы и системы
технической диагностики: Межвуз. сб. науч. тр. Т. 18. Саратов: Изд-во Сарат. ун-та. 1993.
С. 131–132.
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ских случайных величин относительно различных систем преобразова-
ний посредством булевых функций.

Научная новизна

Все результаты диссертации являются новыми и получены автором
самостоятельно. Получены следующие основные результаты:

1. Установлена бесконечная порожденность класса 𝑝-ично-рацио-
нальных распределений (для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5) относительно пре-
образований функцией голосования.

2. Введено понятие 𝑝-сократимости для классификации вероятност-
ных функций, индуцированных булевыми функциями, для про-
стых 𝑝. Оценена доля 𝑝-сократимых вероятностных функций сре-
ди всех вероятностных индуцированныхфункций. Для 𝑝-ично-ра-
циональных распределений получено необходимое условие для
конечно порождающей системы булевых функций, индуцирую-
щих 𝑝-несократимые вероятностные функции, для простого 𝑝, 𝑝 ≥
5.

3. Установлено существование бесповторно замкнутых классов буле-
выхфункций, индуцирующих 𝑝-сократимыеи 𝑝-несократимыеве-
роятностные функции для простых 𝑝, изучены их свойства, в том
числе их расположение относительно решетки замкнутых классов.

4. Доказано, что существует континуум различных бесповторно за-
мкнутых классов булевых функций, а также, что класс всех буле-
вых функций 𝑃2 может быть представлен в виде дизъюнктного
объединения непустых бесповторно замкнутых классов булевых
функций.

Методология и методы исследования

В диссертации используются методы дискретной математики и, в
частности, теории функциональных систем, а также методы математи-
ческого анализа.

Теоретическая и практическая значимость работы

Работа имеет теоретический характер. Результаты работы могут
быть использованы в исследованиях по теории функциональных си-
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стем, математической кибернетике и теоретической информатике.

Положения, выносимые на защиту

1. Класс 𝑝-ично-рациональных распределений для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5,

бесконечно порожден относительно преобразований функцией
голосования.

2. Каждая из вероятностных индуцированных функций принадле-
жит одному из трех классов, введенных согласно 𝑝-сократимо-
сти для простых 𝑝. В конечно порождающей системе булевых
функций, индуцирующих 𝑝-несократимые вероятностные функ-
ции, для 𝑝-ично-рациональных распределений для простого 𝑝,

𝑝 ≥ 5, присутствуют хотя бы одна функция, содержащая ровно од-
ну единицу в таблице истинности, хотя бы однафункция, содержа-
щая ровно один ноль в таблице истинности, и хотя бы одна из этих
функций существенно зависит от не менее чем двух переменных.

3. Доля 𝑝-сократимых функций первого типа среди всех индуциро-
ванных функций от 𝑛 переменных для простого 𝑝 при 𝑛 → ∞
асимптотически убывает какфункция

√︁
2
𝜋

1
2𝑛/2 , доля 𝑝-сократимых

функций второго типа среди всех индуцированных функций от 𝑛
переменных для простого 𝑝 при 𝑛→ ∞ асимптотически не превы-
шает значения 1

𝑝 .

4. Существует континуум различных непустых бесповторно замкну-
тых классов булевых функций. Класс всех булевых функций 𝑃2

представим в виде дизъюнктного объединения непустых беспо-
вторно замкнутых классов булевых функций.

Степень достоверности и апробация диссертации

Все результаты математически строго доказаны. Результаты диссер-
тации докладывались на следующих международных и всероссийских
конференциях и научных семинарах:

1. XIV Международный семинар «Дискретная математика и ее при-
ложения» имени академика О. Б. Лупанова, Россия, Москва, 20–25
июня 2022 г.

2. XI Международная конференция «Дискретные модели в теории
управляющих систем», Россия, Красновидово, 26—29 мая 2023 г.
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3. XX Международная научная конференция «Проблемы теоретиче-
ской кибернетики», Россия, Москва, МГУ, 5–8 декабря 2024 г.

4. Семинар «Теоретическая кибернетика» ИПМ им.М. В. Келдыша
РАН (в 2020–2025 гг. многократно).

5. Семинар кафедры дискретной математики МГУ имени М.В. Ло-
моносова «Функции многозначной логики и смежные вопросы»
(2023 г.).

6. Семинар кафедры дискретнойматематикиМГУимениМ.В. Ломо-
носова «Синтез управляющих систем» (в 2024–2025 гг. неодно-
кратно).

7. Объединенный семинар кафедры дискретнойматематики, кафед-
ры математической теории интеллектуальных систем механико-
математического факультета и кафедры математической кибер-
нетики факультета вычислительной математики и кибернетики
МГУ имени М.В. Ломоносова «Математические вопросы киберне-
тики» (2025 г.).

Публикации автора по теме диссертации

Основные результаты диссертации опубликованы в 4 статьях в ре-
цензируемых научных изданиях, рекомендованных для защиты в дис-
сертационном совете МГУ по специальности 1.1.5. Математическая ло-
гика, алгебра, теория чисел и дискретная математика, в том числе 3
статьи— в рецензируемых научных изданиях, входящих в ядро РИНЦ
и международные базы цитирования (Web of Science, Scopus), RSCI, и 1
статья— в рецензируемом научном издании из дополнительного спис-
ка МГУ, рекомендованном для защиты в диссертационном совете МГУ
по специальности 1.1.5. Математическая логика, алгебра, теория чисел
и дискретная математика и входящем в список ВАК.

Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения и спис-
ка литературы из 124 наименований. Утверждения и уравнения нуме-
руются внутри каждой главы отдельно, их номера предваряются номе-
ром главы. Внутри каждой главы для всех утверждений (лемм, теорем,
следствий) нумерация сплошная. Общий объем работы: 94 стр.
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Краткое содержание работы
Во введении описывается постановка задачи, рассматривается ис-

тория вопроса и актуальность темы исследования, а также формулиру-
ются основные результаты диссертации.

В первой главе изложены основные определения и базовые утвер-
ждения, связанные с постановкой задачи, приведены примеры, а также
доказана бесконечная порожденность длямедианы (функции голосова-
ния).

Помимоуже введенныхвышеобозначенийипонятий, вводится обо-
значение: 𝐴(𝑟)—множество правильных дробей со знаменателем 𝑟.

Формулируется определение индуцированной вероятностной функ-
ции, построенной по данной булевой функции:

̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = ∑︁
(𝑥1,...,𝑥𝑛):

𝑓(𝑥1,··· ,𝑥𝑛)=1

𝑛∏︁
𝑖=1

(𝑥𝑖̂︀𝑥𝑖 + (1− 𝑥𝑖)(1− ̂︀𝑥𝑖)),
где 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : {0, 1}𝑛 → {0, 1}—булева функция,̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) : [0; 1]𝑛 → [0; 1]—индуцированная вероятностная функция,
𝑥𝑖—случайные величины, принимающие значения 1 и 0 c вероятно-
стями ̂︀𝑥𝑖 и 1− ̂︀𝑥𝑖 соответственно, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Итерационно определяется множество 𝑉𝐹 (𝐺) выразимых вероятно-
стей. Для множества булевых функций 𝐹 и множества правильных дро-
бей 𝐺 полагаем 𝑉 1

𝐹 (𝐺) = 𝐺. Для 𝑖 ≥ 1 полагаем 𝑉 𝑖+1
𝐹 (𝐺) = 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐺) ∪
{ ̂︀𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)|𝑓 ∈ 𝐹, 𝑎𝑗 ∈ 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐺)}. Далее полагаем 𝑉𝐹 (𝐺) =
⋃︀∞

𝑖=1 𝑉
𝑖
𝐹 (𝐺).

Множество булевых функций 𝐹 является конечно порождающим в мно-
жестве Γ[𝑝] для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, если найдется такое конечное множе-
ство 𝐺, 𝐺 ⊂ Γ[𝑝], что 𝑉𝐹 (𝐺) = Γ[𝑝].

В разделе 1.2 первой главы приведены примеры построения инду-
цированных вероятностных функций для некоторых булевых функций.

Раздел 1.3 посвящен доказательству бесконечной порожден-
ности для медианы (также ее называют функцией голосования)
𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦 ∨ 𝑦𝑧 ∨ 𝑥𝑧 для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5. Выбор этой функции
обусловлен тем, что система {𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧)} позволяет аппроксимиро-
вать произвольное бернуллиевское распределение с произвольной
точностью, если множество начальных распределений 𝐺 имеет вид
𝐺 = {𝑔1; 𝑔2}, где 𝑔1, 𝑔2 ∈ (0, 1), 𝑔1 < 1/2, 𝑔2 > 1/2. Доказывается ряд
утверждений, позволяющих доказать следующую теорему, которая
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является основным результатом первой главы.

Теорема 1.8 [1]. Для любого 𝑘 ∈ N и простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, имеет место со-
отношение 𝑉{𝑚}(𝐴(𝑝

𝑘)) ̸= Γ[𝑝].

Для любого конечного множества 𝐺, 𝐺 ⊂ Γ[𝑝], существует такое 𝑘,
что 𝐺 ⊂ 𝐴(𝑝𝑘). Поэтому справедливо

Следствие 1.9 [1]. Для любой конечной системы 𝐺, 𝐺 ⊂ Γ[𝑝], где 𝑝—про-
стое, 𝑝 ≥ 5, выполняется неравенство 𝑉{𝑚}(𝐺) ̸= Γ[𝑝].

Тем самым доказана бесконечная порожденность классов рацио-
нальных вероятностей при преобразованиях медианой (функцией го-
лосования).

Во второй главе вводится понятие 𝑝-сократимых и 𝑝-несократимых
индуцированных функций, для простых 𝑝 оценивается доля 𝑝-сокра-
тимых функций среди всех индуцированных вероятностных функций
от 𝑛 переменных, доказывается необходимое условие для конечно по-
рождающей системы булевых функций, индуцирующих 𝑝-несократи-
мые функции.

Вероятностная индуцированная функция записывается в виде сум-
мы одночленов с целыми коэффициентами:

̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = ∑︁
𝜅1,...,𝜅𝑛:∈{0;1}

𝛼𝜅1...𝜅𝑛̂︀𝑥𝜅1
1 · . . . · ̂︀𝑥𝜅𝑛

𝑛 ,

где ̂︀𝑥𝜅𝑖
1 —возведение в степень, т. е. ̂︀𝑥0𝑖 = 1, ̂︀𝑥1𝑖 = ̂︀𝑥𝑖. Обозначим 𝛼1...1

через 𝛼( ̂︀𝑓). Для простого 𝑝 вероятностные функции классифицируются
следующим образом:

1. Если 𝛼( ̂︀𝑓) = 0, то функция ̂︀𝑓 — 𝑝-сократимая первого типа.

2. Если 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑝𝑡𝐴, где 𝑡 ∈ N, 𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0 (mod 𝑝), то функция ̂︀𝑓 —
𝑝-сократимая второго типа.

3. Если 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝐴, где 𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0 (mod 𝑝), то функция ̂︀𝑓 — 𝑝-несок-
ратимая.

В разделе 2.1 второй главы для простых 𝑝 оценена доля 𝑝-сократи-
мых функций среди всех индуцированных вероятностных функций от
𝑛 переменных.
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Теорема 2.6 [4]. Доля 𝑝-сократимых функций первого типа среди всех ин-
дуцированных функций от 𝑛 переменных для простого 𝑝 при 𝑛→ ∞ асимп-
тотически убывает как функция

√︁
2
𝜋

1
2𝑛/2 .

Теорема 2.7 [4]. Доля 𝑝-сократимыхфункций второготипа среди всех ин-
дуцированных функций от 𝑛 переменных для простого 𝑝 при 𝑛→ ∞ асимп-
тотически не превышает значения 1

𝑝 .

Следовательно, 𝑝-несократимые функции составляют асимптотиче-
ски «большую часть» всех индуцированных вероятностных функций от
𝑛 переменных для простых 𝑝 при 𝑛→ ∞.

В разделе 2.2 исследуется, какими свойствами должна обладать ко-
нечно порождающая система булевыхфункций, индуцирующих 𝑝-несо-
кратимыефункции для простых 𝑝, 𝑝 ≥ 5. Вводятся обозначения: 𝜔1(𝑓)—
число единичных наборов функции 𝑓, 𝜔0(𝑓)—число наборов, на кото-
рых функция 𝑓 равна нулю.

Теорема2.14 [2]. Пусть для произвольного простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, вмножестве
булевыхфункций𝐹 содержатсятолькофункции 𝑓, существенно зависящие
от всех своих переменных, и такие, что функция ̂︀𝑓 является 𝑝-несократи-
мой функцией. Тогда если множество функций 𝐹 является конечно порож-
дающим в множестве Γ[𝑝], то в нем найдутся хотя бы две такие функции
𝑓1 и 𝑓2 из множества 𝐹, что

1) 𝜔1(𝑓1) = 1,

2) 𝜔0(𝑓2) = 1,

3) либо функция 𝑓1, либо функция 𝑓2 существенно зависит не менее чем
от двух переменных.

Сформулированное в теореме 2.14 необходимое условие для конеч-
но порождающей системы булевых функций, индуцирующих 𝑝-несо-
кратимые функции, обобщает результат, полученный в первой главе,
поскольку медиана индуцирует 𝑝-несократимую функцию для любого
простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5.

В третьей главе классифицируются булевы функции с точки зрения
индуцированияими 𝑝-сократимыхили 𝑝-несократимыхвероятностных
функций для простых 𝑝, доказывается, что классы таких функций бес-
повторно замкнуты, устанавливаются свойства этих классов, доказы-
вается существование континуума непустых бесповторно замкнутых
классов булевых функций.
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Вводятся следующие обозначения: 𝒵 — множество всех булевых
функций, которые индуцируют 𝑝-сократимые функции первого типа,
ℛ𝑝 — множество всех булевых функций, которые индуцируют 𝑝-сокра-
тимые функции второго типа, 𝒩𝑝 — множество всех булевых функций,
которые индуцируют 𝑝-несократимые функции. Множества всех веро-
ятностных индуцированных функций, которые являются 𝑝-сократимы-
мифункциями первого типа, 𝑝-сократимымифункциями второго типа,
𝑝-несократимыми функциями обозначаются через ̂︀𝒵, ̂︁ℛ𝑝, ̂︁𝒩𝑝 соответ-
ственно.

В разделе 3.1 вводится понятие бесповторного замыкания над мно-
жеством операций. Пусть задано некоторое бесконечное множество пе-
ременных. Определимформулу над множеством операцийℱ индуктив-
но. Каждую функцию 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ ℱ , положим форму-
лой надℱ .Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—функция измножестваℱ , иΦ1, . . . ,Φ𝑛—
выражения, являющиеся либо переменными, либо формулами над ℱ ,
тогда выражение 𝑓(Φ1, . . . ,Φ𝑛) назовемформулой надℱ .Формулу будем
называть бесповторной, если все входящие внее переменныеразличны.
Каждой формуле Φ[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] над множеством ℱ , зависящей от пере-
менных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, сопоставим функцию 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), которая является
суперпозицией функций из множества ℱ . Множество функций, выра-
женных бесповторными формулами над множеством ℱ , будем обозна-
чать через [ℱ ]0 и называть бесповторным замыканием множества ℱ .

В теореме 3.3 [3] доказывается, что классы ̂︀𝒵, ̂︁𝒩𝑝, ̂︁ℛ𝑝 бесповторно
замкнуты, а в следствии 3.4 [4] показано, что соответствующие клас-
сы булевых функций 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 бесповторно замкнуты. Аналогично бес-
повторной замкнутости классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 доказывается существование
других бесповторно замкнутых классов булевых функций.

Теорема 3.5 [3]. Пусть 𝑃 —произвольное множество простых чисел. То-
гда множество всех булевых функций 𝑓 , у которых коэффициент 𝛼( ̂︀𝑓) мо-
жет быть разложен на простые множители только из множества 𝑃 , об-
разует бесповторно замкнутый класс.

В лемме 3.6 [3] доказывается, что каково бы ни было натуральное
число 𝑎, всегда найдется такая булева функция 𝑓, что выполнено равен-
ство 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑎. Отсюда вытекает, что все бесповторно замкнутые классы
в теореме 3.5 [3] не пустые.

Следствие 3.7 [3]. Существует континуум различных бесповторно за-
мкнутых классов булевых функций.
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Как известно, классы булевых функций, замкнутые относительно
обычной суперпозиции, обладают конечным базисом. Для бесповтор-
но замкнутых классов булевых функций ℛ𝑝 и 𝒩𝑝 (и соответствующих
им классов вероятностных функций ̂︁ℛ𝑝 и ̂︁𝒩𝑝) в теореме 3.9 [3] и след-
ствии 3.9 [3] доказывается отсутствие конечного базиса относительно
бесповторной суперпозиции.

Известно, что не существует разбиения множества всех булевых
функций 𝑃2 на непересекающиеся замкнутые классы.

Теорема 3.12 [3]. Класс всех булевых функций 𝑃2 может быть представ-
лен в виде дизъюнктного объединения непустых бесповторно замкнутых
классов.

Для бесповторного замыкания в теореме 3.12 [3] доказано, что
класс всех булевых функций 𝑃2 может быть представлен в виде
дизъюнктного объединения непустых бесповторно замкнутых классов:
𝑃2 = 𝒵 ⊔𝒩𝑝 ⊔ℛ𝑝 ⊔ {0; 1} для любого простого 𝑝. Таких разбиений суще-
ствует бесконечное множество, для каждого простого 𝑝 свое.

В разделе 3.2 рассматривается соотношение классов𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 с клас-
сами булевыхфункций, замкнутыми по суперпозиции. Все обычные за-
мкнутые классы булевых функций также замкнуты бесповторно, следо-
вательно, они входят в решетку бесповторно замкнутых классов. Ис-
пользуются следующие обозначения для замкнутых классов булевых
функций: 𝑇0, 𝑇1—множества булевых функций, сохраняющих констан-
ту 0 и константу 1 соответственно, 𝐾 —класс всех конъюнкций, 𝐷—
класс всех дизъюнкций, 𝐿—класс линейных функций, 𝑀 —класс мо-
нотонных функций, 𝑆𝑀 —класс самодвойственных монотонных функ-
ций; 𝐼∞—класс булевых функций, представимых в виде 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑥𝑖&𝑓0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛−1) для некоторой переменной 𝑥𝑖 и буле-
вой функции 𝑓0; класс 𝑂∞ определяется двойственным к классу 𝐼∞ об-
разом; 𝐷01 = 𝐷 ∩ 𝑇0 ∩ 𝑇1, 𝐾01 = 𝐾 ∩ 𝑇0 ∩ 𝑇1, 𝐿01 = 𝐿 ∩ 𝑇0 ∩ 𝑇1,

𝑀𝑂∞
0 =𝑀 ∩𝑂∞ ∩ 𝑇0, 𝑀𝐼∞1 =𝑀 ∩ 𝐼∞ ∩ 𝑇1.
В теореме 3.14 [3] доказывается, что для простых 𝑝 классы 𝐾01, 𝐷01

лежат в классе 𝒩𝑝, в теореме 3.16 [3] — что классы 𝑀𝐼∞1 ,𝑀𝑂∞
0 , 𝑆𝑀 не

лежат ни в одном из классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝.

В теореме 3.15 [3] показано, что для простых 𝑝, 𝑝 ≥ 3, класс 𝐿01 лежит
в классе𝒩𝑝, при этом класс 𝐿01 не лежит ни в классе𝒩2, ни в классеℛ2,
а класс [{𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧}]0 лежит в классеℛ2.

Четвертая глава посвящена доказательству того, что классы буле-
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вых функций ℛ5 ∪ 𝒵 и 𝒩5 являются конечно порождающими для мно-
жества всех пятеричных дробей.

Вводится понятие представления для натурального числа𝑋:

𝑋 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖)4
𝑖,

где 𝑏𝑖, 𝑎𝑖—целые числа от 0 до 𝐶𝑖
𝑛−1, 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛−1}, 𝑖—номер разряда

представления, 𝑛—количество разрядов представления.

Теорема 4.6. 33 Определенное выше представление с 𝑛 разрядами (𝑛 ≥ 4)

позволяет выразить все числа от 10 до 5𝑛 − 2/3 · (4𝑛 − 1). При этом для
такого представления дополнительно выполняется следующее свойство:

— либо найдетсятакой разряд представления с номером 𝑗 от 2 до𝑛−1,

что для разрядов представления с номером 𝑖 от 1 до 𝑗−1 выполнено соот-
ношение (0 < 𝑏𝑖 < 𝐶𝑖

𝑛−1) ∨ (0 < 𝑎𝑖 < 𝐶𝑖
𝑛−1), а для разрядов представления

с номером 𝑖 от 𝑗 до 𝑛− 1 выполнено соотношение (𝑏𝑖 = 0)&(𝑎𝑖 = 0);
— либо для всех разрядов представления c номером 𝑖 от 1 до 𝑛 − 2 вы-

полнено соотношение (0 < 𝑏𝑖 < 𝐶𝑖
𝑛−1) ∨ (0 < 𝑎𝑖 < 𝐶𝑖

𝑛−1), а для (𝑛 − 1)-
го разряда представления выполнено соотношение (𝑏𝑛−1 = 1)&(𝑎𝑛−1 =

0) ∨ (𝑏𝑛−1 = 0)&(𝑎𝑛−1 = 1).

Используя свойства представления, определенного выше, доказыва-
ются вспомогательные утверждения и основные результаты четвертой
главы, сформулированные в виде двух теорем.

Теорема 4.13. 34 Класс булевых функций 𝒩5 является конечно порожда-
ющим в множестве Γ[5]. В качестве начального множества можно взять
𝐴(52).

Теорема 4.14. 35 Класс булевых функций ℛ5 ∪ 𝒵 является конечно по-
рождающим в множестве Γ[5]. В качестве начального множества можно
взять 𝐴(5).
33 Трифонова Е. Е. О возможности построения произвольной пятеричной дроби с по-

мощью индуцированных вероятностных функций // Препринты ИПМ им. М.В.Келдыша.
2025. №38. 40 c.

34 Трифонова Е. Е. О возможности построения произвольной пятеричной дроби с по-
мощью индуцированных вероятностных функций // Препринты ИПМ им. М.В.Келдыша.
2025. №38. 40 c.
35 там же
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В заключении представлено краткое изложение основных результа-
тов диссертации и дана оценка дальнейших перспектив работы в дан-
ном направлении.

Заключение

Полученные в диссертации результаты расширяют имеющиеся
представления как о свойствах конечно порождающих систем булевых
функций, индуцирующих вероятностные функции, так и о бесповторно
замкнутых классах булевых функций. Доказанная бесконечная порож-
денность для функции голосования для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, показыва-
ет, что системы функций, позволяющие аппроксимировать произволь-
ное бернуллиевское распределение с произвольной точностью, не обя-
зательно являются конечно порождающими для множества рациональ-
ных распределений.

Свойство 𝑝-сократимости для классификации вероятностных инду-
цированныхфункцийпозволилополучить новыерезультатыприиссле-
довании задачи конечной порожденности классов 𝑝-ично-рациональ-
ных распределений для простых 𝑝, 𝑝 ≥ 5. Для 𝑝-сократимых вероят-
ностных индуцированных функций оценена их доля среди всех вероят-
ностных индуцированных функций от 𝑛 переменных, эта оценка поз-
воляет говорить о том, что 𝑝-несократимые функции составляют боль-
шую часть индуцированных функций для простого 𝑝 при 𝑛 → ∞. Было
получено необходимое условие для конечно порождающей системы бу-
левых функций, индуцирующих 𝑝-несократимые вероятностные функ-
ции, для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5. Тем самым для части систем булевых функ-
ций мы можем установить, что они не являются конечно порождающи-
ми для некоторых множеств рациональных вероятностей.

Было установлено, что классы булевыхфункций, классифицируемых
согласно виду индуцируемых ими вероятностных функций, являются
бесповторно замкнутыми. Более того, показано, что существует кон-
тинуум различных бесповторно замкнутых классов булевых функций.
Установлено, что класс всех булевых функций 𝑃2 может быть представ-
лен в виде дизъюнктного объединения непустых бесповторно замкну-
тых классов булевых функций.

Отметим, что изучавшиеся ранее в литературе конечно порождаю-
щие системы булевых функций для множеств рациональных распреде-
лений имеют непустое пересечение как с классом булевыхфункций, ин-
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дуцирующих 𝑝-сократимые функции, так и классом булевых функций,
индуцирующих 𝑝-несократимые функции. В диссертации доказано, что
классы булевых функций, индуцирующие 5-сократимые и 5-несократи-
мые функции, по отдельности являются конечно порождающими для
множества всех пятерично-рациональных вероятностей.

Таким образом, удалось получить принципиально новые представ-
ления о свойствах конечно порождающих систем булевых функций для
множеств рациональных распределений, и выделить новые бесповтор-
но замкнутые классы булевых функций.

Результаты диссертации могут быть интересны специалистам по
теории функциональных систем, математической кибернетике и тео-
ретической информатике.
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