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Введение

Актуальность темы исследования и степень ее
разработанности

Диссертация относится к одному из основных направлений дискрет-
ной математики и математической кибернетики— теории функциональ-
ных систем (см., например, [29,75,77]). С. В. Яблонский определял теорию
функциональных систем как область знания, которая занимается изуче-
нием функций, описывающих работу дискретных преобразователей, и
считал [77], что роль теории функциональных систем для дискретной ма-
тематики сравнима с ролью математического анализа для непрерывной
математики. В диссертации изучаются дискретные случайные величины
с позиций теории функциональных систем.

В современных представлениях (см., например, [29]) функциональная
система— это пара (𝑃, 𝜓), где 𝑃 —некоторое множество, а 𝜓—некоторое
отображение множества ℬ(𝑃 ) всех подмножеств множества 𝑃 в себя. Ос-
новными типами задач, которые возникают при исследовании функци-
ональных систем, являются задачи выразимости и полноты (см., напри-
мер, обзор [71]). К задачам выразимости, в частности, относится задача
определения по множеству 𝒜, 𝒜 ⊆ 𝑃, и произвольной функции 𝑓, 𝑓 ∈ 𝑃,

принадлежности этой функции множеству 𝜓(𝒜). Решение задач полноты
представляет собой получение ответа на вопрос, выполнено ли для задан-
ного множества ℱ , ℱ ∈ ℬ(𝑃 ), и произвольной системы 𝒜, 𝒜 ⊆ 𝑃, условие
𝜓(𝒜) = ℱ , т. е. порождает ли система 𝒜 множество ℱ . Разновидностями
задач полноты являются задачи исследования классов на наличие конеч-
ных порождающих систем и задачи о существовании базиса. Еще одним
важным классом задач при изучении функциональных систем является
исследование свойств семейства классов {𝜓(𝒜)|𝒜 ⊆ 𝑃}, а именно: опре-

3



деление мощности такого семейства классов, его структуры, свойств его
элементов и т. д.

В качестве отображения 𝜓 часто рассматривается оператор замыка-
ния (см., например, [28]), который для любых множествA,B из ℬ(𝑃 ), удо-
влетворяет условиям:

1) A ⊆ 𝜓(A);

2) если A ⊆ B, то 𝜓(A) ⊆ 𝜓(B);

3) 𝜓(𝜓(A)) = 𝜓(A).

Множество ℱ , ℱ ⊆ 𝑃, является замкнутым относительно оператора
𝜓, если выполняется равенство 𝜓(ℱ) = ℱ . Замкнутые множества также
называются замкнутыми классами (относительно 𝜓).

Одной из первых функциональных систем, для которой были решены
вышеприведенные задачи, стала система 𝒫2 = (𝑃2, 𝜙), где 𝑃2—множество
всех булевых функций, а 𝜙—оператор суперпозиции. Для функциональ-
ной системы (𝑃2, 𝜙) в работах Э. Л.Поста [107, 108] были описаны все за-
мкнутые относительно операции суперпозиции классы булевых функций
и показано, что каждый такой класс имеет конечный базис.

После решения основных задач для функциональной системы (𝑃2, 𝜙)

внимание исследователей естественным образом обратилось к функцио-
нальной системе 𝒫𝑘 = (𝑃𝑘, 𝜙), содержащей 𝑃𝑘—множество всех функций
𝑘-значной логики (𝑘 ≥ 3) и 𝜙—оператор суперпозиции, отображающий
множество ℬ(𝑃𝑘) в себя.

Существуют принципиальные отличия многозначных логик от дву-
значной, в частности, при любом 𝑘 ≥ 3 в 𝑃𝑘 есть замкнутые классы, не
имеющие базиса, и замкнутые классы со счетным базисом, откуда следу-
ет, что семейство замкнутых классов в 𝑃𝑘 является континуальным [78].
Задача о полноте в 𝑃3 была решена С. В. Яблонским [74]. Выявлению раз-
личных семейств предполных классов в 𝑃𝑘 посвящено большое число ра-
бот [11,12,30,32,38,102–106], описание всех предполных классов функций
из 𝑃𝑘 завершено И. Розенбергом [110,111].

Также важным направлением исследования стало изучение свойств
функциональных системы (𝑃𝑘, 𝜙

+), где в качестве оператора 𝜙+ рассмат-
ривается какое-нибудь усиление оператора суперпозиции 𝜙. К данному
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направлению исследований можно, в частности, отнести работы ряда ав-
торов [6,14,15,33,42–44,47–49,53,63,92].

Помимо широко известных функциональных систем для множества
функций𝑃𝑘,исследователямирассматривалисьменее распространенные,
но так же чрезвычайно интересные и значимые с практической точки
зрения функциональные системы, связанные с дискретными случайны-
ми величинами—функциями на вероятностном пространстве. При этом
изначально такие задачи могли рассматриваться с общих позиций дис-
кретных моделей, а переход к их рассмотрению именно с позиции тео-
рии функциональных систем происходил постепенно. В середине XX века
в классических работах Дж.фонНеймана [50], К. Э. Шеннона и Э.Ф. Му-
ра [46] возникает задача синтеза надежных устройств из ненадежных эле-
ментов. В ЭВМ стали использоваться датчики случайных величин для
решения различных задач методом Монте-Карло [66]. При этом меха-
низмы жеребьевки можно было рассматривать как вычисление некото-
рых булевых функций от величин, выдаваемых датчиком [66]. Пример-
но в это же время А. Гиллом [100] рассматривались вопросы преобразо-
вания последовательностей случайных величин конечными автоматами,
а Р. Г. Бухараев [3] изучал возможности построения управляемого генера-
тора вероятностей. Все это послужило толчком к развитию еще одного
направления теории функциональных систем—моделированию бернул-
лиевских (или булевых) случайных величин (т. е. величин, принимающих
только два значения: 0 и 1) с наперед заданными вероятностями с помо-
щью логических функций. При подобном моделировании мы имеем де-
ло с семейством функциональных систем вида ([0; 1], 𝑉𝐹 ), где 𝑉𝐹 —опера-
тор выразимости, определенный множеством 𝐹 рассматриваемых буле-
выхфункций. А. А. Ляпунов в 50-е годыXXвекапредложил задачумодели-
рования бернуллиевских случайных величин с наперед заданными веро-
ятностями с помощью логических функций для решения своему ученику
Р. Л. Схиртладзе. Прирешении этой задачиможно выделитьнесколькона-
правлений исследований. Одним из основных является задача конструи-
рования булевой функции, имеющей заданный закон распределения зна-
чений, если известен закон распределения аргументов [66].

В общем виде задача о булевых преобразованиях случайных величин
формулируется следующим образом. Пусть есть (потенциально бесконеч-
ное) множество независимых в совокупности бернуллиевских случайных
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величин с распределениямиизмножества𝐺, и пусть𝐹 —некоторая систе-
ма булевых функций. Подстановка случайных величин вместо перемен-
ных в булеву функцию из множества 𝐹 порождает новую бернуллиевскую
случайную величину, распределение которой уже может не принадлежать
множеству 𝐺. Эту процедуру можно повторять многократно, используя
при этом в качестве аргументов помимо случайных величин с распреде-
лениями измножества𝐺 также и ранее полученные случайные величины.
Требуется определить, какие бернуллиевские распределения могут быть
полученытакимобразомдля заданногомножества𝐺и системы𝐹 . Данная
задача является задачей о выразимости распределений. Множество выра-
зимых распределений будем обозначать через 𝑉𝐹 (𝐺). С точки зрения тео-
рии функциональных систем в рамках решения данной задачи имеем де-
ло с семейством функциональных систем вида ([0; 1], 𝑉𝐹 ).

Поскольку вероятность того, что бернуллиевская случайная величина
принимает значение 1, полностью определяет распределение этой слу-
чайной величины, множество𝐺 можно рассматривать как набор чисел из
отрезка [0; 1]. Для бернуллиевских случайных величин термины «преоб-
разование распределений» и «преобразование вероятностей» далее будут
использоваться как взаимозаменяемые. Важный частный случай постав-
ленной задачи — преобразования рациональных распределений, т. е. си-
туация, когда все элементымножества𝐺 являются рациональнымичисла-
ми. В этом случае множество выразимых вероятностей также содержится
в некотором подклассе рациональных чисел, а именно, в семействе дро-
бей, у которых в разложениях знаменателей встречаются только те про-
стые множители, которые встречаются в разложениях знаменателей дро-
бей из множества𝐺. Класс всех дробей, у которых в разложении знамена-
теля могут встречаться числа 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠, обозначим через Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠]. Для
заданных простых чисел 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠 и набора булевых функций 𝐹 возни-
кает важный вопрос о конечной порожденности класса Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠], т. е.
существовании такого конечного множества 𝐺, что 𝑉𝐹 (𝐺) = Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠].
Данная задача называется задачей о конечной порожденности семейств ра-
циональных распределений. Если существует такое конечное множество
𝐺, что 𝑉𝐹 (𝐺) = Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠], то систему булевых функций 𝐹 мы называем
конечно порождающей. С точки зрения теории функциональных систем в
данном случаемыимеемдело с семействомфункциональных системвида
(Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠], 𝑉𝐹 ), для которых решается задача о существовании конечно-
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го базиса.
Как в задаче о выразимости, так и в задаче о конечной порожденности

семейств распределений, различные системы булевых функций 𝐹 могут,
вообще говоря, задавать один и тот же класс преобразований на множе-
стве распределений. Действительно, итерационный процесс порождения
случайных величин путем подстановки в булевы функции независимых
в совокупности случайных величин соответствует бесповторной супер-
позиции булевых функций, поэтому совокупность всевозможных преоб-
разований над системой 𝐹 в точности соответствует множеству булевых
функций, выразимых бесповторными формулами над системой 𝐹 , ина-
че говоря— бесповторному замыканию множества булевых функций 𝐹 .
С точки зрения теории функциональных систем при работе с бесповтор-
но замкнутыми классами булевых функций мы изучаем функциональную
систему виде (𝑃2, 𝜙0), где 𝑃2—множество всех булевых функций, 𝜙0—бес-
повторная суперпозиция. Исследования бесповторно замкнутых классов
булевых функций ведутся с середины XX века [4, 5, 13, 31, 54, 72], однако к
настоящемумоменту исчерпывающего описания бесповторно замкнутых
классов, подобного решеткеПоста, не получено. В контексте задачи о пре-
образованиях бернуллиевских случайных величин бесповторно замкну-
тые классы булевых функций возникают в работах Ф.И. Салимова [57] и
А.Д. Яшунского [87].

По-видимому, первые результаты решения задачи конечной по-
рожденности для бернуллиевских случайных величин с вероятностями
из конечного множества рациональных вероятностей были получены
Р. Л. Схиртладзе. В его работах [64–66] былопоказано, что преобразования
с помощью конъюнкций и дизъюнкций (& и ∨) позволяют из единствен-
ного начального распределения {1

2} породить все множество двоично-ра-
циональных чисел. Им же было доказано, что это верно и для троично-
рациональных распределений для множества начальных распределений
{1
3 ;

2
3}. При этом для простого числа 𝑝, 𝑝 > 3, доказано, что порождение

всего множества 𝑝-ично рациональных распределений с помощью систе-
мы функций {&,∨} при использовании в качестве множества начальных
распределений {1

𝑝 ; . . . ;
𝑝−1
𝑝 } невозможно. Такие же результаты независимо

существенно позже были заново получены Дж. Браком, Д. Вильгельмом и
Х. Чжоу [116,117]. В работе Р. Л. Схиртладзе [64] была также высказана ги-
потеза, что для простых 𝑝, 𝑝 > 3, не существует конечного множества ра-
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циональных бернуллиевских распределений, порождающего все множе-
ство 𝑝-ично-рациональных распределений. Эта гипотеза до настоящего
момента не подтверждена и не опровергнута.

Дальнейшие результаты в этой области были получены Ф.И. Салимо-
вым [56–62]. Он показал, что множества 𝑝-ично-рациональных распреде-
лений являются конечно порожденными при использовании в качестве
системы преобразующих операций набора функций {𝑥1𝑥2∨ 𝑥̄1𝑥3, 0, 1}. При
этом в качестве множества начальных распределений можно взять мно-
жество {1

𝑝 ; . . . ;
𝑝−1
𝑝 }.

В работах Р.М. Колпакова [16, 18] показано, что для множеств раци-
ональных бернуллиевских распределений Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠] относительно пре-
образований системой {&,∨} при 𝑠 ≥ 2 всегда существуют конечные
множества начальных распределений, порождающие всю совокупность
Γ[𝑝1, . . . , 𝑝𝑠]. Более того, если среди 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠 встречается 2 или 3, в каче-
стве порождающего множества начальных распределений можно взять
все правильные дроби со знаменателем 𝑝1 · . . . ·𝑝𝑠. Также в статье Р.М. Кол-
пакова [17] в качестве усиления системы {&,∨} рассмотрен класс функ-
ций, реализуемых бесповторными контактными схемами, относительно
которых множества распределений Γ[5] и Γ[7] оказываются конечно по-
рожденными. Наконец, в работе Р.М. Колпакова [19] предложена систе-
ма монотонных функций {𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥4, 0, 1}, относительно которой
множество Γ[𝑝] при любом простом 𝑝 порождается множеством всех пра-
вильных дробей со знаменателем 𝑝. В работах Р.М. Колпакова [20–27] для
системы преобразований, состоящей из всех функций 𝑘-значной логи-
ки (функциональное множество 𝑃𝑘), построена вся решетка замкнутых
классов рациональных распределений, тем самым полностью решена за-
дача выразимости рациональных распределений относительно преобра-
зований системой, состоящей из всех функций 𝑘-значной логики.

Впоследствии в работе В. Квана, М. Ридела, Дж. Брака и Х. Чжоу [109]
были частично заново получены результаты Ф.И. Салимова [56–62]. В
этойже работе [109] показано, что если брать в качестве системыпреобра-
зующих операций систему {&,¬}, то из множества начальных распреде-
лений {0,4; 0,5} возможно получить произвольную десятичную дробь. Из
этого результата работы [109] вытекает, что система {&,¬} является ко-
нечно порождающей в множестве десятичных дробей. Вместе с тем, ко-
нечная порожденность десятичных дробей относительно системы {&,∨}
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(не более сильной, чем {&,¬}) была ранее доказана в работах Р.М. Колпа-
кова [16,18] как частный случай более общего утверждения.

В работах А.Д. Яшунского [10, 79–91, 118–120] изучались итератив-
ные системы конечных случайных величин, и в частности— вопросы ап-
проксимации распределений дискретных случайных величин. В статье
А.Д. Яшунского [83], посвященной решению задачи приближенного вы-
ражения распределений бернуллиевских случайных величин, были выде-
лены классы булевых функций, которые не позволяют аппроксимировать
произвольное распределение. Такие классы заведомо не являются конеч-
но порождающими в указанном ранее смысле.

Вопросы конечной порожденности и выразимости рассматривались
в основномдлярациональныхраспределений, исключениемявляютсяра-
ботыН.Н. Нурмеева [51,52], в которых были анонсированы некоторые ре-
зультаты для алгебраических и трансцендентных распределений, однако
доказательства, по-видимому, так и не были опубликованы.

Авторомдиссертационнойработыустановленыновые свойства конеч-
но порождающих систем для классов дискретных случайных величин с
рациональными вероятностями. Найдены новые бесповторно замкнутые
классы булевых функций.

Цели и задачи диссертации

Вдиссертацииполученыпринципиально новые представления о свой-
ствах конечно порождающих систем булевых функций для множеств ра-
циональных распределений. В работе доказываются конечная и беско-
нечная порожденность множеств рациональных распределений для раз-
личных систем булевыхфункций, а также устанавливаются определенные
свойства, которыми должныобладать конечно порождающие системы бу-
левых функций для множеств рациональных распределений.

Объект и предмет исследования

Объектом исследования являются булевы функции и индуцированные
ими преобразования распределенией. Исследуется вопрос конечной по-
рожденности классов рациональных распределений бернуллиевских слу-
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чайных величин относительно различных систем преобразований по-
средством булевых функций.

Научная новизна

Все результаты диссертации являются новыми и получены автором са-
мостоятельно. Получены следующие основные результаты:

1. Установлена бесконечная порожденность класса 𝑝-ично-рациональ-
ных распределений (для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5) при преобразованиях
функцией голосования.

2. Введено понятие 𝑝-сократимости для классификации вероятност-
ных функций, индуцированных булевыми функциями, для про-
стых 𝑝. Оценена доля 𝑝-сократимых вероятностных функций сре-
ди всех вероятностных индуцированных функций. Для 𝑝-ично-ра-
циональных распределений получено необходимое условие для ко-
нечно порождающей системы булевых функций, индуцирующих
𝑝-несократимые вероятностные функции, для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5.

3. Установлено существование бесповторно замкнутых классов буле-
вых функций, индуцирующих 𝑝-сократимые и 𝑝-несократимые ве-
роятностные функции для простых 𝑝, изучены их свойства, в том
числе их расположение относительно решетки замкнутых классов.

4. Доказано, что существует континуум различных бесповторно за-
мкнутых классов булевых функций, а также, что класс всех булевых
функций 𝑃2 может быть представлен в виде дизъюнктного объеди-
нения непустых бесповторно замкнутых классов булевых функций.

Методология и методы исследования

Вдиссертациииспользуютсяметодыдискретнойматематикии, в част-
ности, теории функциональных систем, а также методы математического
анализа.
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Теоретическая и практическая значимость ра-
боты

Работа имеет теоретический характер. Результаты работы могут быть
использованы в исследованиях по теории функциональных систем, мате-
матической кибернетике и теоретической информатике.

Положения, выносимые на защиту

1. Класс 𝑝-ично-рациональных распределений для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5,

бесконечно порожден относительно преобразований функцией го-
лосования.

2. Каждая из вероятностных индуцированных функций принадлежит
одному из трех классов, введенных согласно 𝑝-сократимости для
простых 𝑝. В конечно порождающей системе булевых функций, ин-
дуцирующих 𝑝-несократимые вероятностные функции, для 𝑝-ично-
рациональных распределений для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, присутствуют
хотя бы одна функция, содержащая ровно одну единицу в таблице
истинности, хотя бы одна функция, содержащая ровно один ноль в
таблице истинности, и хотя бы одна из этих функций существенно
зависит от не менее чем двух переменных.

3. Доля 𝑝-сократимых функций первого типа среди всех индуцирован-
ных функций от 𝑛 переменных для простого 𝑝 при 𝑛 → ∞ асимп-
тотически убывает как функция

√︁
2
𝜋

1
2𝑛/2

, доля 𝑝-сократимых функций
второго типа среди всех индуцированных функций от 𝑛 переменных
для простого 𝑝 при 𝑛 → ∞ асимптотически не превышает значения
1
𝑝 .

4. Существует континуумразличныхнепустых бесповторно замкнутых
классов булевых функций. Класс всех булевых функций 𝑃2 предста-
вим в виде дизъюнктного объединения непустых бесповторно за-
мкнутых классов булевых функций.
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Степень достоверности и апробация диссерта-
ции

Все результаты математически строго доказаны. Результаты диссерта-
ции докладывались на следующих международных и всероссийских кон-
ференциях и научных семинарах:

1. XIV Международный семинар «Дискретная математика и ее прило-
жения»имениакадемикаО. Б. Лупанова, Россия,Москва, 20–25июня
2022 г.

2. XI Международная конференция «Дискретные модели в теории
управляющих систем», Россия, Красновидово, 26—29 мая 2023 г.

3. XX Международная научная конференция «Проблемы теоретиче-
ской кибернетики», Россия, Москва, МГУ, 5–8 декабря 2024 г.

4. Семинар «Теоретическая кибернетика» ИПМ им.М. В. Келдыша РАН
(в 2020–2025 гг. многократно).

5. Семинар кафедрыдискретнойматематикиМГУимениМ.В. Ломоно-
сова «Функции многозначной логики и смежные вопросы» (2023 г.).

6. Семинар кафедры дискретной математики МГУ имени М.В. Ломо-
носова «Синтез управляющих систем» (в 2024–2025 гг. неоднократ-
но).

7. Объединенный семинар кафедры дискретной математики, кафед-
ры математической теории интеллектуальных систем механико-
математического факультета и кафедры математической киберне-
тики факультета вычислительной математики и кибернетики МГУ
имени М.В. Ломоносова «Математические вопросы кибернетики»
(2025 г.).

Публикации автора по теме диссертации

Основные результаты диссертации опубликованы в 4 статьях в рецен-
зируемых научных изданиях, рекомендованных для защиты в диссерта-
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ционном совете МГУ по специальности 1.1.5. Математическая логика, ал-
гебра, теория чисел и дискретная математика, в том числе 3 статьи— в
рецензируемых научных изданиях, входящих в ядро РИНЦ и междуна-
родные базы цитирования (Web of Science, Scopus), RSCI, и 1 статья— в
рецензируемом научном издании из дополнительного списка МГУ, реко-
мендованном для защиты в диссертационном совете МГУ по специаль-
ности 1.1.5. Математическая логика, алгебра, теория чисел и дискретная
математика и входящем в список ВАК.

Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения и списка
литературы из 124 наименований. Утверждения и уравнения нумеруются
внутри каждой главы отдельно, их номера предваряются номером главы.
Внутри каждой главы для всех утверждений (лемм, теорем, следствий) ну-
мерация сплошная. Общий объем работы: 94 стр.

Содержание работы

Вовведенииописанапостановка задачи, рассматриваетсяистория во-
проса и актуальность темы исследования, а также формулируются основ-
ные результаты диссертации.

Впервой главе изложены основные определения и базовые утвержде-
ния, связанные с постановкой задачи, приведены примеры. Помимо уже
введенных выше обозначений и понятий, вводится обозначение: 𝐴(𝑟)—
множество правильных дробей со знаменателем 𝑟.

Формулируется определение индуцированной вероятностной функ-
ции, построенной по данной булевой функции:

̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = ∑︁
(𝑥1,...,𝑥𝑛):

𝑓(𝑥1,··· ,𝑥𝑛)=1

𝑛∏︁
𝑖=1

(𝑥𝑖̂︀𝑥𝑖 + (1− 𝑥𝑖)(1− ̂︀𝑥𝑖)),
где 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : {0, 1}𝑛 → {0, 1}—булева функция, ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) : [0; 1]𝑛 →
[0; 1]—индуцированная вероятностная функция, 𝑥𝑖—случайные величи-
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ны, принимающие значения 1 и 0 c вероятностями ̂︀𝑥𝑖 и 1−̂︀𝑥𝑖 соответствен-
но, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Итерационно определяется множество 𝑉𝐹 (𝐺) выразимых вероятно-
стей. Для множества булевых функций 𝐹 и множества правильных дро-
бей 𝐺 полагаем 𝑉 1

𝐹 (𝐺) = 𝐺. Для 𝑖 ≥ 1 полагаем 𝑉 𝑖+1
𝐹 (𝐺) = 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐺) ∪
{ ̂︀𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)|𝑓 ∈ 𝐹, 𝑎𝑗 ∈ 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐺)}. Далее полагаем 𝑉𝐹 (𝐺) =
⋃︀∞

𝑖=1 𝑉
𝑖
𝐹 (𝐺).Мно-

жество булевых функций 𝐹 является конечно порождающим в множестве
Γ[𝑝] для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, если найдется такое конечное множество 𝐺,
𝐺 ⊂ Γ[𝑝], что 𝑉𝐹 (𝐺) = Γ[𝑝].

В разделе 1.2 первой главы приведены примеры построения индуци-
рованных вероятностных функций для некоторых булевых функций.

Раздел 1.3 посвящен доказательству бесконечной порожден-
ности для медианы (также ее называют функцией голосования)
𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦 ∨ 𝑦𝑧 ∨ 𝑥𝑧 для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5. Выбор этой функции
обусловлен тем, что, как показано в [83], система {𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧)} позволя-
ет аппроксимировать произвольное бернуллиевское распределение с
произвольной точностью, если множество начальных распределений 𝐺

имеет вид 𝐺 = {𝑔1; 𝑔2}, где 𝑔1, 𝑔2 ∈ (0, 1), 𝑔1 < 1/2, 𝑔2 > 1/2. Доказывается
ряд утверждений, позволяющих доказать следующую теорему, которая
является основным результатом первой главы.

Теорема 1.8. Для любого 𝑘 ∈ N и простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, имеет место соотноше-
ние 𝑉{𝑚}(𝐴(𝑝

𝑘)) ̸= Γ[𝑝].

Для любого конечного множества 𝐺, 𝐺 ⊂ Γ[𝑝], существует такое 𝑘, что
𝐺 ⊂ 𝐴(𝑝𝑘). Поэтому справедливо

Следствие 1.9. Для любой конечной системы 𝐺, 𝐺 ⊂ Γ[𝑝], где 𝑝—простое,
𝑝 ≥ 5, выполняется неравенство 𝑉{𝑚}(𝐺) ̸= Γ[𝑝].

Тем самым доказана бесконечная порожденность классов рациональ-
ных вероятностей при преобразованиях медианой (функцией голосова-
ния).

Во второй главе вводится понятие 𝑝-сократимых и 𝑝-несократимых
индуцированных функций. Для этого вероятностная индуцированная
функция записывается в виде суммы одночленов с целыми коэффициен-
тами: ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = ∑︁

𝜅1,...,𝜅𝑛:∈{0;1}

𝛼𝜅1...𝜅𝑛
̂︀𝑥𝜅1
1 · . . . · ̂︀𝑥𝜅𝑛

𝑛 ,
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где ̂︀𝑥𝜅𝑖
1 —возведение в степень, т. е. ̂︀𝑥0𝑖 = 1, ̂︀𝑥1𝑖 = ̂︀𝑥𝑖. Обозначим 𝛼1...1 через

𝛼( ̂︀𝑓). Для простого 𝑝 вероятностные функции классифицируются следую-
щим образом:

1. Если 𝛼( ̂︀𝑓) = 0, то функция ̂︀𝑓 — 𝑝-сократимая первого типа.

2. Если 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑝𝑡𝐴, где 𝑡 ∈ N, 𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0 (mod 𝑝), то функция ̂︀𝑓 —
𝑝-сократимая второго типа.

3. Если 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝐴, где 𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0 (mod 𝑝), то функция ̂︀𝑓 — 𝑝-несок-
ратимая.

В разделе 2.1 второй главы для простых 𝑝 оценена доля 𝑝-сократимых
функций среди всех индуцированных вероятностных функций от 𝑛 пере-
менных.

Теорема 2.6. Доля 𝑝-сократимых функций первого типа среди всех индуци-
рованных функций от 𝑛 переменных для простого 𝑝 при 𝑛→ ∞ асимптоти-
чески убывает как функция

√︁
2
𝜋

1
2𝑛/2

.

Теорема 2.7. Доля 𝑝-сократимых функций второго типа среди всех индуци-
рованных функций от 𝑛 переменных для простого 𝑝 при 𝑛→ ∞ асимптоти-
чески не превышает значения 1

𝑝 .

Следовательно, 𝑝-несократимые функции составляют асимптотически
«большую часть» всех индуцированных вероятностных функций от 𝑛 пе-
ременных для простых 𝑝 при 𝑛→ ∞.

В разделе 2.2 исследуется, какими свойствами должна обладать конеч-
нопорождающая система булевыхфункций, индуцирующих 𝑝-несократи-
мые функции для простых 𝑝, 𝑝 ≥ 5. Вводятся обозначения: 𝜔1(𝑓)—число
единичных наборов функции 𝑓, 𝜔0(𝑓)—число наборов, на которых функ-
ция 𝑓 равна нулю.

Теорема 2.14. Пусть для произвольного простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, в множестве бу-
левых функций 𝐹 содержатся только функции 𝑓, существенно зависящие от
всех своих переменных, и такие, что функция ̂︀𝑓 является 𝑝-несократимой
функцией. Тогда еслимножествофункций𝐹 является конечно порождающим
в множестве Γ[𝑝], то в нем найдутся хотя бы две такие функции 𝑓1 и 𝑓2 из
множества 𝐹, что
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1) 𝜔1(𝑓1) = 1,

2) 𝜔0(𝑓2) = 1,

3) либо функция 𝑓1, либо функция 𝑓2 существенно зависит не менее чем от
двух переменных.

Сформулированное в теореме 2.14 необходимое условие для конечно
порождающей системы булевых функций, индуцирующих 𝑝-несократи-
мые функции, обобщает результат, полученный в первой главе, посколь-
ку медиана индуцирует 𝑝-несократимую функцию для любого простого 𝑝,
𝑝 ≥ 5.

В третьей главе классифицируются булевы функции с точки зрения
индуцирования ими 𝑝-сократимых или 𝑝-несократимых вероятностных
функций для простых 𝑝. Вводятся следующие обозначения: 𝒵 — множе-
ство всех булевых функций, которые индуцируют 𝑝-сократимые функции
первого типа, ℛ𝑝 — множество всех булевых функций, которые индуци-
руют 𝑝-сократимые функции второго типа, 𝒩𝑝 — множество всех буле-
выхфункций, которые индуцируют 𝑝-несократимыефункции.Множества
всех вероятностных индуцированных функций, которые являются 𝑝-со-
кратимыми функциями первого типа, 𝑝-сократимыми функциями второ-
го типа, 𝑝-несократимыми функциями обозначаются через ̂︀𝒵, ̂︁ℛ𝑝, ̂︁𝒩𝑝 со-
ответственно.

В разделе 3.1 вводится понятие бесповторного замыкания над множе-
ством операций. Пусть задано некоторое бесконечное множество пере-
менных. Определим формулу над множеством операций ℱ индуктивно.
Каждую функцию 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ ℱ , положим формулой над
ℱ . Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—функция из множества ℱ , и Φ1, . . . ,Φ𝑛—выраже-
ния, являющиеся либо переменными, либоформуламинадℱ , тогда выра-
жение 𝑓(Φ1, . . . ,Φ𝑛)назовемформулойнадℱ .Формулу будемназывать бес-
повторной, если все входящие в нее переменные различны. Каждой фор-
муле Φ[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] над множеством ℱ , зависящей от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛,
сопоставимфункцию𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), которая является суперпозициейфунк-
ций из множества ℱ . Множество функций, выраженных бесповторными
формулами над множеством ℱ , будем обозначать через [ℱ ]0 и называть
бесповторным замыканием множества ℱ .

В теореме 3.3 доказывается, что классы ̂︀𝒵,̂︁𝒩𝑝,̂︁ℛ𝑝 бесповторно замкну-

16



ты, а в следствии 3.4 показано, что соответствующие классы булевых
функций 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 бесповторно замкнуты. Аналогично бесповторной за-
мкнутости классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 доказывается существование других беспо-
вторно замкнутых классов булевых функций.

Теорема 3.5. Пусть 𝑃 —произвольное множество простых чисел. Тогда
множество всех булевых функций 𝑓 , у которых коэффициент 𝛼( ̂︀𝑓) может
быть разложен на простые множители только из множества 𝑃 , образует
бесповторно замкнутый класс.

В лемме 3.6 доказывается, что каково бы ни было натуральное число 𝑎,
всегда найдется такая булева функция 𝑓, что выполнено равенство 𝛼( ̂︀𝑓) =
𝑎. Отсюда вытекает, что все бесповторно замкнутые классы в теореме 3.5
не пустые.

Следствие 3.7. Существует континуум различных бесповторно замкнутых
классов булевых функций.

Как известно, классы булевых функций, замкнутые относительно
обычной суперпозиции, обладают конечным базисом. Для бесповторно
замкнутых классов булевыхфункцийℛ𝑝 и𝒩𝑝 (и соответствующихимклас-
сов вероятностных функций ̂︁ℛ𝑝 и ̂︁𝒩𝑝) в теореме 3.9 и следствии 3.10 дока-
зывается отсутствие конечного базиса относительно бесповторной супер-
позиции.

Известно, что не существует разбиения множества всех булевых функ-
ций 𝑃2 на непересекающиеся замкнутые классы.

Теорема 3.12. Класс всех булевых функций 𝑃2 может быть представлен в
виде дизъюнктного объединения непустых бесповторно замкнутых классов.

Для бесповторного замыкания в теореме 3.12 доказано, что класс
всех булевых функций 𝑃2 может быть представлен в виде дизъ-
юнктного объединения непустых бесповторно замкнутых классов:
𝑃2 = 𝒵 ⊔𝒩𝑝 ⊔ℛ𝑝 ⊔ {0; 1} для любого простого 𝑝. Таких разбиений суще-
ствует бесконечное множество, для каждого простого 𝑝 свое.

В разделе 3.2 рассматривается соотношение классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 с клас-
сами булевых функций, замкнутыми по суперпозиции. Все обычные за-
мкнутые классы булевых функций также замкнуты бесповторно, следо-
вательно, они входят в решетку бесповторно замкнутых классов. Ис-
пользуются следующие обозначения для замкнутых классов булевых
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функций: 𝑇0, 𝑇1—множества булевых функций, сохраняющих констан-
ту 0 и константу 1 соответственно, 𝐾 —класс всех конъюнкций, 𝐷—
класс всех дизъюнкций, 𝐿—класс линейных функций, 𝑀 —класс мо-
нотонных функций, 𝑆𝑀 —класс самодвойственных монотонных функ-
ций; 𝐼∞—класс булевых функций, представимых в виде 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

𝑥𝑖&𝑓0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛−1) для некоторой переменной 𝑥𝑖 и булевой
функции 𝑓0; класс 𝑂∞ определяется двойственным к классу 𝐼∞ образом;
𝐷01 = 𝐷 ∩ 𝑇0 ∩ 𝑇1, 𝐾01 = 𝐾 ∩ 𝑇0 ∩ 𝑇1, 𝐿01 = 𝐿 ∩ 𝑇0 ∩ 𝑇1, 𝑀𝑂∞

0 =𝑀 ∩𝑂∞ ∩ 𝑇0,
𝑀𝐼∞1 =𝑀 ∩ 𝐼∞ ∩ 𝑇1.

В теореме 3.14 доказывается, что для простых 𝑝 классы 𝐾01, 𝐷01 лежат
в классе𝒩𝑝, в теореме 3.16— что классы𝑀𝐼∞1 ,𝑀𝑂∞

0 , 𝑆𝑀 не лежат ни в од-
ном из классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝.

В теореме 3.15 показано, что для простых 𝑝, 𝑝 ≥ 3, класс 𝐿01 лежит в
классе 𝒩𝑝, при этом класс 𝐿01 не лежит ни в классе 𝒩2, ни в классе ℛ2, а
класс [{𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧}]0 лежит в классеℛ2.

Четвертая глава посвящена доказательству того, что классы булевых
функций ℛ5 ∪ 𝒵 и 𝒩5 являются конечно порождающими для множества
всех пятеричных дробей. Вводится понятие представления для натураль-
ного числа𝑋:

𝑋 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖)4
𝑖,

где 𝑏𝑖, 𝑎𝑖—целые числа от 0 до 𝐶 𝑖
𝑛−1, 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛 − 1}, 𝑖—номер разряда

представления, 𝑛—количество разрядов представления.

Теорема 4.6. Определенное выше представление с 𝑛 разрядами (𝑛 ≥ 4) поз-
воляет выразить все числа от 10 до 5𝑛 − 2/3 · (4𝑛 − 1). При этом для такого
представления дополнительно выполняется следующее свойство:

— либо найдется такой разряд представления с номером 𝑗 от 2 до 𝑛− 1,

что для разрядов представления с номером 𝑖 от 1 до 𝑗 − 1 выполнено соот-
ношение (0 < 𝑏𝑖 < 𝐶 𝑖

𝑛−1) ∨ (0 < 𝑎𝑖 < 𝐶 𝑖
𝑛−1), а для разрядов представления

с номером 𝑖 от 𝑗 до 𝑛− 1 выполнено соотношение (𝑏𝑖 = 0)&(𝑎𝑖 = 0);
— либо для всех разрядов представления c номером 𝑖 от 1 до 𝑛− 2 выпол-

нено соотношение (0 < 𝑏𝑖 < 𝐶 𝑖
𝑛−1) ∨ (0 < 𝑎𝑖 < 𝐶 𝑖

𝑛−1), а для (𝑛 − 1)-го разря-
да представления выполнено соотношение (𝑏𝑛−1 = 1)&(𝑎𝑛−1 = 0) ∨ (𝑏𝑛−1 =

0)&(𝑎𝑛−1 = 1).

Используя свойства представления, определенного выше, доказыва-
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ются вспомогательные утверждения и основные результаты четвертой
главы, сформулированные в виде двух теорем.

Теорема 4.13. Класс булевых функций𝒩5 является конечно порождающим в
множестве Γ[5]. В качестве начального множества можно взять 𝐴(52).

Теорема 4.14. Класс булевых функций ℛ5 ∪ 𝒵 является конечно порождаю-
щим в множестве Γ[5]. В качестве начального множества можно взять𝐴(5).

В заключении представлено краткое изложение основных результатов
диссертации и дана оценка дальнейших перспектив работы в данном на-
правлении.
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Глава 1

Бесконечная
порожденность в одном
классе преобразователей
вероятностей

1.1 Основные определения и свойства

Пусть 𝑥—случайная величина, принимающая значение 1 и 0 c веро-
ятностью ̂︀𝑥 и 1 − ̂︀𝑥 соответственно. Тогда распределение этой случайной
величиныоднозначно определяется значением ̂︀𝑥. Будем считать, что каж-
дой случайной величине 𝑥, принимающей значения 0 и 1, сопоставлено
число ̂︀𝑥 ∈ [0; 1].

Будем рассматривать преобразования, осуществляемые в результате
подстановки независимых в совокупности случайных величин со значе-
ниями 0 и 1 вместо переменных булевых функций. Такие преобразования
описываются с помощью вероятностных индуцированных функций.

Пусть задана булева функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : {0, 1}𝑛 → {0, 1}, тогда ве-
роятностная функция ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) : [0; 1]𝑛 → [0; 1], индуцированная булевой
функцией 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), определяется соотношением:

̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = ∑︁
(𝑥1,...,𝑥𝑛):

𝑓(𝑥1,··· ,𝑥𝑛)=1

𝑛∏︁
𝑖=1

(𝑥𝑖̂︀𝑥𝑖 + (1− 𝑥𝑖)(1− ̂︀𝑥𝑖)). (1.1)
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Содержательно ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) выражает вероятность того, что случайная
величина 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) принимает значение 1, если вероятности обраще-
ния в единицу величин 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 равны ̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛 соответственно. Будем
рассматривать индуцированные вероятностные функции, построенные
по булевым функциям без фиктивных переменных.

Для множества правильных дробей со знаменателем 𝑟 введем обозна-
чение 𝐴(𝑟) = {1

𝑟 ,
2
𝑟 . . . ,

(𝑟−1)
𝑟 }, 𝑟 ∈ N. Здесь и далее в этой главе, если не

оговорено иное, 𝑝 —простое число, 𝑝 ≥ 5. Введем следующее обозначе-
ние для множества чисел, выразимых правильными 𝑝-ичными дробями:
Γ[𝑝] =

⋃︀
𝛼∈N

𝐴(𝑝𝛼). Будем обозначать как 𝐻(𝑝𝑘) всевозможные правильные

несократимые дроби со знаменателем 𝑝𝑘, где 𝑘 ∈ N. Очевидно, 𝐻(𝑝𝑘) =

𝐴(𝑝𝑘) ∖ 𝐴(𝑝𝑘−1).

Пусть задано множество булевых функций 𝐹 и множество правильных
дробей 𝐺. Определим множество выразимых вероятностей 𝑉𝐹 (𝐺) итера-
ционно. Положим 𝑉 1

𝐹 (𝐺) = 𝐺. Для 𝑖 ≥ 1 положим 𝑉 𝑖+1
𝐹 (𝐺) = 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐺) ∪
{ ̂︀𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)|𝑓 ∈ 𝐹, 𝑎𝑗 ∈ 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐺)}. Далее положим 𝑉𝐹 (𝐺) =
⋃︀∞

𝑖=1 𝑉
𝑖
𝐹 (𝐺).

Будем говорить, что для простого 𝑝 ≥ 5множество булевых функций 𝐹
является конечно порождающим в множестве Γ[𝑝], если найдется такое ко-
нечное множество 𝐺, 𝐺 ⊂ Γ[𝑝], что 𝑉𝐹 (𝐺) = Γ[𝑝]. Очевидно, что если такое
конечное множество 𝐺 существует, то найдется такое натуральное 𝑘, что
𝐺 ⊂ 𝐴(𝑝𝑘). Таким образом, при проверке того, является ли множество бу-
левых функций конечно порождающим вмножестве Γ[𝑝], достаточно про-
верить, найдется ли такое натуральное 𝑘, что 𝑉𝐹 (𝐴(𝑝𝑘)) = Γ[𝑝].

Для системы булевых функций 𝐹 ′, содержащей одну или две констан-
тыизмножества {0; 1},назовем эквивалентной такуюне содержащуюкон-
стант систему булевых функций 𝐹, что выполнено 𝑉𝐹 ′(𝐺) ∖ {0; 1} = 𝑉𝐹 (𝐺).

Утверждение 1.1. Пусть 𝐹 ′— система булевых функций, для которой вы-
полнено соотношение 𝐹 ′ ∩ {0; 1} ̸= ∅. Тогда существует система булевых
функций 𝐹, не содержащая констант 0 и 1, эквивалентная системе 𝐹 ′.

Доказательство. Система 𝐹 может быть построена по следующему пра-
вилу: для любой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), входящей в 𝐹 ′, добавим в 𝐹 са-
му функцию, а также все функции, которые получаются при подстанов-
ке вместо переменных констант, содержащихся в 𝐹 ′, при этом число за-
меняемых переменных будет изменяться от 1 до 𝑛 − 1. Тогда из опре-
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деления множества выразимых вероятностей следует, что выполняется
𝑉𝐹 ′(𝐺) ∖ {0; 1} = 𝑉𝐹 (𝐺).

Таким образом, без ограничения общности при изучении конечно по-
рождающих возможностей систем булевых функций можно рассматри-
вать системы булевых функций, не включающие константы 0 и 1.

Если 𝐹—какое-то множество булевых функций, то будем обозначать
как ̂︀𝐹 множество, состоящее из вероятностных функций, индуцирован-
ных функциями из множества 𝐹 .

Напомним, что двойственной для булевой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) назы-
вается функция 𝑓 *(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥̄1, . . . , 𝑥̄𝑛).

Следующее утверждение приведено, в частности, в работе Ф.И.Сали-
мова [61].

Утверждение 1.2 (принцип двойственности). Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и
𝑓 *(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—двойственные функции, тогда для вероятностных функ-
ций, индуцированных 𝑓 и 𝑓 *, справедливо соотношение ̂︀𝑓 *(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) =

1− ̂︀𝑓(1− ̂︀𝑥1, . . . , 1− ̂︀𝑥𝑛).
1.2 Примеры

Приведем примеры построения индуцированных вероятностных
функций для некоторых булевых функций.

Пример 1.1. Рассмотрим булевы функции: 𝑓1(𝑥) = 𝑥̄, 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑥&𝑦,

𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦. Исходя из соотношения (1.1) для первых двух функций
индуцированные функции получаются непосредственно: ̂︀𝑓1(̂︀𝑥) = 1 − ̂︀𝑥,̂︀𝑓2(̂︀𝑥, ̂︀𝑦) = ̂︀𝑥̂︀𝑦, для функции 𝑓3 запишем СДНФ: 𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑥̄𝑦 ∨ 𝑥𝑦 ∨ 𝑥𝑦, далее
по СДНФ построим индуцированную функцию следующим образом: 𝑥̄ со-
ответствует 1−̂︀𝑥, а 𝑥 соответствует ̂︀𝑥 индуцированнойфункции. Получим:̂︀𝑓3(̂︀𝑥, ̂︀𝑦) = (1− ̂︀𝑥)̂︀𝑦 + ̂︀𝑥(1− ̂︀𝑦) + ̂︀𝑥̂︀𝑦 = ̂︀𝑦 − ̂︀𝑥̂︀𝑦 + ̂︀𝑥− ̂︀𝑥̂︀𝑦 + ̂︀𝑥̂︀𝑦 = ̂︀𝑥+ ̂︀𝑦 − ̂︀𝑥̂︀𝑦.
Пример 1.2. Пусть даны булевы функции 𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ⊕ 𝑦, 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑥|𝑦,
𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑥→ 𝑦. Запишем СДНФ этих функций: 𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑥̄𝑦 ∨ 𝑥𝑦, 𝑓2(𝑥, 𝑦) =
𝑥̄𝑦 ∨ 𝑥𝑦 ∨ 𝑥̄𝑦, 𝑓3(𝑥, 𝑦) = 𝑥̄𝑦 ∨ 𝑥̄𝑦 ∨ 𝑥𝑦.

По СДНФ запишем индуцированные функции: ̂︀𝑓1(̂︀𝑥, ̂︀𝑦) = (1−̂︀𝑥)̂︀𝑦+̂︀𝑥(1−̂︀𝑦) = ̂︀𝑥 + ̂︀𝑦 − 2̂︀𝑥̂︀𝑦, ̂︀𝑓2(̂︀𝑥, ̂︀𝑦) = (1 − ̂︀𝑥)(1 − ̂︀𝑦) + ̂︀𝑥(1 − ̂︀𝑦) + (1 − ̂︀𝑥)̂︀𝑦 = 1 − ̂︀𝑥̂︀𝑦,̂︀𝑓3(̂︀𝑥, ̂︀𝑦) = (1− ̂︀𝑥)(1− ̂︀𝑦) + (1− ̂︀𝑥)̂︀𝑦 + ̂︀𝑥̂︀𝑦 = 1− ̂︀𝑥+ ̂︀𝑥̂︀𝑦.
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1.3 Доказательство бесконечной порожденно-
сти

Напомним, что булева функция𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦 ∨ 𝑦𝑧 ∨ 𝑥𝑧 называется ме-
дианой или функцией голосования. Соответствующая индуцированная ве-
роятностная функция выражается следующим образом:

̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) = ̂︀𝑥̂︀𝑦̂︀𝑧 + ̂︀𝑥̂︀𝑦(1− ̂︀𝑧) + (1− ̂︀𝑥)̂︀𝑦̂︀𝑧 + ̂︀𝑥(1− ̂︀𝑦)̂︀𝑧 = ̂︀𝑥̂︀𝑦 + ̂︀𝑦̂︀𝑧 + ̂︀𝑥̂︀𝑧 − 2̂︀𝑥̂︀𝑦̂︀𝑧.
Из работы А.Д. Яшунского [83] следует, что в отличие от некоторых

других системфункций, система {𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧)}позволяет аппроксимировать
произвольное бернуллиевское распределение с произвольной точностью,
если множество начальных распределений 𝐺 имеет вид 𝐺 = {𝑔1; 𝑔2}, где
𝑔1, 𝑔2 ∈ (0, 1), 𝑔1 < 1/2, 𝑔2 > 1/2. Примерами систем, которые не позво-
ляют провести подобную аппроксимацию, являются, в частности, систе-
мы {&} и {∨}. Для множества начальных распределений 𝐺 = {𝑔1, . . . , 𝑔𝑙},
𝑔1, . . . , 𝑔𝑙 ∈ (0, 1) все аппроксимируемые системой {&} распределения ле-
жат в интервале (0,max𝑖 𝑔𝑖), системой {∨}—в интервале (min𝑖 𝑔𝑖, 1). Рас-
смотрим выразимость рациональных вероятностей путем преобразова-
ния медианой случайных величин с распределениями из некоторого на-
чального множества. Результаты, приведенные в данном разделе, опуб-
ликованы в статье автора [121].

Лемма 1.3. Функция ̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) является возрастающей по каждому из аргу-
ментовнамножестве

[︁
1
𝑝𝑘1

; 𝑝
𝑘1−1
𝑝𝑘1

]︁
×
[︁

1
𝑝𝑘2

; 𝑝
𝑘2−1
𝑝𝑘2

]︁
×
[︁

1
𝑝𝑘3

; 𝑝
𝑘3−1
𝑝𝑘3

]︁
ипринимаетмини-

мальное и максимальное значения в точках
(︁

1
𝑝𝑘1
, 1
𝑝𝑘2
, 1
𝑝𝑘3

)︁
и
(︁
𝑝𝑘1−1
𝑝𝑘1

, 𝑝
𝑘2−1
𝑝𝑘2

, 𝑝
𝑘3−1
𝑝𝑘3

)︁
соответственно, где 𝑝—простое, 𝑝 ≥ 5 , 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ N.

Доказательство. Рассмотрим ̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) как функцию трех переменных.
Тогда частные производные по каждой из трех переменных могут быть
записаны как⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

̂︀𝑚′̂︀𝑥(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) = ̂︀𝑦 + ̂︀𝑧 − 2̂︀𝑦̂︀𝑧 = ̂︀𝑦(1− ̂︀𝑧) + ̂︀𝑧(1− ̂︀𝑦)̂︀𝑚′̂︀𝑦(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) = ̂︀𝑥+ ̂︀𝑧 − 2̂︀𝑥̂︀𝑧 = ̂︀𝑥(1− ̂︀𝑧) + ̂︀𝑧(1− ̂︀𝑥)̂︀𝑚′̂︀𝑧(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) = ̂︀𝑥+ ̂︀𝑦 − 2̂︀𝑥̂︀𝑦 = ̂︀𝑥(1− ̂︀𝑦) + ̂︀𝑦(1− ̂︀𝑥)
В особых точках частные производные функции по каждой из трех пе-
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ременных должны обращаться в ноль, т. е.:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
̂︀𝑦(1− ̂︀𝑧) + ̂︀𝑧(1− ̂︀𝑦) = 0̂︀𝑥(1− ̂︀𝑧) + ̂︀𝑧(1− ̂︀𝑥) = 0̂︀𝑥(1− ̂︀𝑦) + ̂︀𝑦(1− ̂︀𝑥) = 0

Отсюда получаем, что особыми являются только точки (0, 0, 0)и (1, 1, 1),
которые не принадлежат области

[︁
1
𝑝𝑘1

; 𝑝
𝑘1−1
𝑝𝑘1

]︁
×

[︁
1
𝑝𝑘2

; 𝑝
𝑘2−1
𝑝𝑘2

]︁
×

[︁
1
𝑝𝑘3

; 𝑝
𝑘3−1
𝑝𝑘3

]︁
.

На области определения все частные производные больше 0, функция
возрастает по каждой из переменных. Следовательно, в рассматривае-
мой области в силу возрастания функции и отсутствия особых точек внут-
ри нее, минимальное значение функция принимает в точке

(︁
1
𝑝𝑘1
, 1
𝑝𝑘2
, 1
𝑝𝑘3

)︁
,

а максимальное — в точке
(︁
𝑝𝑘1−1
𝑝𝑘1

, 𝑝
𝑘2−1
𝑝𝑘2

, 𝑝
𝑘3−1
𝑝𝑘3

)︁
.

Следствие 1.4. Пусть ̂︀𝑥 = 𝑎
𝑝𝑘1
, ̂︀𝑦 = 𝑏

𝑝𝑘2
, ̂︀𝑧 = 𝑐

𝑝𝑘3
— правильные дроби. Тогда

справедлива следующая оценка для значения ̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧):
𝑝𝑘1 + 𝑝𝑘2 + 𝑝𝑘3 − 2

𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3
≤ ̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) ≤ 𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3 − 𝑝𝑘1 − 𝑝𝑘2 − 𝑝𝑘3 + 2

𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3
, (1.2)

где 𝑝—простое, 𝑝 ≥ 5, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ N.

Доказательство. Согласно лемме 1.3 наименьшее значение на дробях
со знаменателями 𝑝𝑘1, 𝑝𝑘2, 𝑝𝑘3 функция ̂︀𝑚 принимает в точке

(︁
1
𝑝𝑘1
, 1
𝑝𝑘2
, 1
𝑝𝑘3

)︁
.

Тогда справедливо:

̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) ≥ ̂︀𝑚(︁
1
𝑝𝑘1
, 1
𝑝𝑘2
, 1
𝑝𝑘3

)︁
= 1

𝑝𝑘1+𝑘2
+ 1

𝑝𝑘1+𝑘3
+ 1

𝑝𝑘2+𝑘3
−2· 1

𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3
= 𝑝𝑘1+𝑝𝑘2+𝑝𝑘3−2

𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3
.

Аналогично используем лемму 1.3 для оценки наибольшего значения:

̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) ≤ ̂︀𝑚(︁
𝑝𝑘1−1
𝑝𝑘1

, 𝑝
𝑘2−1
𝑝𝑘2

, 𝑝
𝑘3−1
𝑝𝑘3

)︁
= (𝑝𝑘1−1)(𝑝𝑘2−1)

𝑝𝑘1+𝑘2
+ (𝑝𝑘1−1)(𝑝𝑘3−1)

𝑝𝑘1+𝑘3
+ (𝑝𝑘2−1)(𝑝𝑘3−1)

𝑝𝑘2+𝑘3
−

− 2 · (𝑝
𝑘1 − 1)(𝑝𝑘2 − 1)(𝑝𝑘3 − 1)

𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3
=
𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3 − 𝑝𝑘1 − 𝑝𝑘2 − 𝑝𝑘3 + 2

𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3
.

Лемма доказана.

Утверждение 1.5. Если ̂︀𝑥 = 𝑎
𝑝𝑘1
, ̂︀𝑦 = 𝑏

𝑝𝑘2
, ̂︀𝑧 = 𝑐

𝑝𝑘3
—несократимые правильные

дроби, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ N, то значение ̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) не может быть представ-
лено в виде 𝐵

𝑝ℎ
, где 𝐵, ℎ ∈ N, ℎ < 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3, для простых 𝑝, 𝑝 ≥ 5.

24



Доказательство. Предположим, что ̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) = 𝐵
𝑝ℎ
, где 𝐵, ℎ ∈ N, ℎ < 𝑘1 +

𝑘2 + 𝑘3. тогда (𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3 · ̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧)) mod 𝑝 = 0. Подставляя значения ̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧
в функцию ̂︀𝑚, получим равенства:
(𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3 · ̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧)) mod 𝑝 = (𝑎𝑏·𝑝

𝑘3+𝑏𝑐·𝑝𝑘1+𝑎𝑐·𝑝𝑘2−2𝑎𝑏𝑐
𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3

· 𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3) mod 𝑝 =

= (𝑎𝑏 · 𝑝𝑘3 + 𝑏𝑐 · 𝑝𝑘1 + 𝑎𝑐 · 𝑝𝑘2 − 2𝑎𝑏𝑐) mod 𝑝 = −2𝑎𝑏𝑐 mod 𝑝.

Тогда, если наше предположение верно, то 2𝑎𝑏𝑐 mod 𝑝 = 0. Это может
быть выполнено, только если 𝑎, 𝑏 или 𝑐 равны нулю по mod 𝑝. Однако это
невозможно, поскольку по условию дроби 𝑎

𝑝𝑘1
, 𝑏
𝑝𝑘2
, 𝑐
𝑝𝑘3
являются несократи-

мыми и правильными. Отсюда получаем, что значение ̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) не может
быть представлено в виде 𝐵

𝑝ℎ
, где 𝐵, ℎ ∈ N, ℎ < 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3.

Утверждение 1.6. Для любых чисел 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ N удовлетворяющих 𝑘1 + 𝑘2 +

𝑘3 = 𝑙, выполняется: 𝑝𝑘1 + 𝑝𝑘2 + 𝑝𝑘3 ≥ 3 · 𝑝[ 𝑙3 ] для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5.

Доказательство. Функция 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝𝑘1 + 𝑝𝑘2 + 𝑝𝑘3 возрастает по каждой
из переменных. Так как 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 = 𝑙, то возможны два варианта:

1. Одно из значений 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 больше [ 𝑙3 ]. Без нарушения общности мож-
но считать, что 𝑘1 > [ 𝑙3 ]. Тогда получаем:

𝑝𝑘1 + 𝑝𝑘2 + 𝑝𝑘3 ≥ 𝑝 · 𝑝[
𝑙
3 ] + 𝑝𝑘2 + 𝑝𝑘3 > 𝑝 · 𝑝[

𝑙
3 ] > 3 · 𝑝[

𝑙
3 ].

2. Выполнено условие 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ≤ [ 𝑙3 ]. Это возможно только в том случае,
когда 𝑙 делится на 3 и 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 =

𝑙
3 . Тогда выполнено:

𝑝𝑘1 + 𝑝𝑘2 + 𝑝𝑘3 = 3 · 𝑝
𝑙
3 = 3 · 𝑝[

𝑙
3 ].

Утверждение доказано.

Отметим, что утверждение 1.6 частично следует из 𝑆-выпуклости
функции 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) (см. [45]), однако во всей полноте его проще доказать
непосредственно, чем выводить из более общих свойств.

Утверждение 1.7. Для любого 𝑙 ∈ N, 𝑙 > 3 найдется такое𝐷, что 𝐷
𝑝𝑙
не пред-

ставимо в виде ̂︀𝑚(︁
𝑎
𝑝𝑘1
, 𝑏
𝑝𝑘2
, 𝑐
𝑝𝑘3

)︁
, где 𝑎

𝑝𝑘1
, 𝑏
𝑝𝑘2
, 𝑐
𝑝𝑘3
— несократимые правильные

дроби, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ N, 𝑝—простое, 𝑝 ≥ 5.
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Доказательство. Положим 𝐷 = 3 · 𝑝[ 𝑙3 ] − 3. Очевидно, что 𝐷
𝑝𝑙
является пра-

вильной несократимой дробью. Предположим, что дробь 𝐷
𝑝𝑙
может быть

выражена путем применения ̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) к трем 𝑝-ичным дробям со знаме-
нателями 𝑝𝑘1, 𝑝𝑘2, 𝑝𝑘3 и рассмотрим различные случаи соотношения между
𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 и 𝑙.

1. Если 𝑙 = 𝑘1+𝑘2+𝑘3, то по утверждению 1.6 и следствию 1.4 получаем:

𝐷

𝑝𝑙
<

3 · 𝑝[ 𝑙3 ] − 2

𝑝𝑙
≤ 𝑝𝑘1 + 𝑝𝑘2 + 𝑝𝑘3 − 2

𝑝𝑙
≤ ̂︀𝑚(︂

𝑎

𝑝𝑘1
,
𝑏

𝑝𝑘2
,
𝑐

𝑝𝑘3

)︂
Таким образом, случай 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 = 𝑙 невозможен.

2. Из утверждения 1.5 следует невозможность случая 𝑙 < 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3.

3. Наконец, если предположить, что 𝑙 > 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3, и при этом выпол-
нено равенство

̂︀𝑚(︂
𝑎

𝑝𝑘1
,
𝑏

𝑝𝑘2
,
𝑐

𝑝𝑘3

)︂
=

𝐵

𝑝𝑘1+𝑘2+𝑘3
=
𝐷

𝑝𝑙
,

то 𝐷 = 𝐵 · 𝑝𝑙−(𝑘1+𝑘2+𝑘3). Из этого следует, что 𝐷 mod 𝑝 = 0, что проти-
воречит тому, что 𝐷

𝑝𝑙
— несократимая дробь.

Следовательно, ни для каких 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 нельзя представить дробь
3·𝑝[

𝑙
3 ]−3
𝑝𝑙

в виде ̂︀𝑚(︁
𝑎
𝑝𝑘1
, 𝑏
𝑝𝑘2
, 𝑐
𝑝𝑘3

)︁
. Утверждение доказано.

Теорема 1.8 [121]. Для любого 𝑘 ∈ N и простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, имеет место со-
отношение 𝑉{𝑚}(𝐴(𝑝

𝑘)) ̸= Γ[𝑝].

Доказательство. Пусть задано какое-то 𝑘 ∈ N. Докажем для него утвер-
ждение теоремы. Возьмем 𝑙 = 𝑘 + 1. Тогда дробь 3·𝑝[

𝑙
3 ]−3
𝑝𝑙

, очевидно, будет
являться правильнойинесократимой.Представимвсе дроби, содержащи-
еся в 𝐴(𝑝𝑘), в несократимом виде. Тогда для 3·𝑝[

𝑙
3 ]−3
𝑝𝑙

выполнено следующее:

1. Она не лежит в 𝐴(𝑝𝑘), поскольку 𝑙 > 𝑘.

2. Если ли бы она принадлежала 𝑉{𝑚}(𝐴(𝑝
𝑘)), то в силу утверждения 1.5

она должна выражаться путем подстановки в ̂︀𝑚(̂︀𝑥, ̂︀𝑦, ̂︀𝑧) элементов из
𝐴(𝑝𝑘). Однако последнее невозможно в силу следствия 1.4 (см. дока-
зательство утв. 1.7).
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Следовательно, по определению 3·𝑝[
𝑙
3 ]−3
𝑝𝑙

/∈ 𝑉{𝑚}(𝐴(𝑝
𝑘)). Отсюда получа-

ем, что 𝑉{𝑚}(𝐴(𝑝
𝑘)) ̸= Γ[𝑝], какое бы 𝑘 мы не взяли. Теорема доказана.

Следствие 1.9. Для любой конечной системы 𝐺, 𝐺 ⊂ Γ[𝑝], где 𝑝—простое,
𝑝 ≥ 5, выполняется неравенство 𝑉{𝑚}(𝐺) ̸= Γ[𝑝].

Следовательно, с помощью функции, индуцированной медианой, и
конечного множества 𝑝-ичных дробей невозможно выразить произволь-
ную 𝑝-ичную дробь.

Таким образом, доказана бесконечная порожденность класса рацио-
нальных вероятностей при преобразованиях функцией голосования, яв-
ляющейся достаточно мощным преобразователем вероятностей. Хотя ис-
пользованныеметодыне переносятся непосредственно на другие важные
преобразующие системы (например, {&,∨}), они предоставляют нетри-
виальный пример доказанной бесконечной порожденности класса веро-
ятностей.
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Глава 2

Свойство p-сократимости
функций

2.1 Определение p-сократимых и p-несокра-
тимых функций

Из формулы (1.1), определяющей вероятностную индуцированную
функцию, следует, что если булевафункция 𝑓 задана своейСДНФ, то инду-
цированная функция может быть построена формальной заменой дизъ-
юнкции на сложение, конъюнкции—на умножение, переменной 𝑥𝑖—на̂︀𝑥𝑖, переменной 𝑥̄𝑖—на 1 − ̂︀𝑥𝑖. После раскрытия скобок и приведения по-
добных слагаемых получаем вероятностнуюфункцию, записанную в виде
суммы одночленов с целыми коэффициентами. В общем виде эта запись
выглядит так:

̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = ∑︁
𝜅1,...,𝜅𝑛:∈{0;1}

𝛼𝜅1...𝜅𝑛
̂︀𝑥𝜅1
1 · . . . · ̂︀𝑥𝜅𝑛

𝑛 , (2.1)

где ̂︀𝑥𝜅𝑖
1 —возведение в степень, т. е. ̂︀𝑥0𝑖 = 1, ̂︀𝑥1𝑖 = ̂︀𝑥𝑖.

Тогда для простого 𝑝 классифицируем вероятностные функции по зна-
чению коэффициента 𝛼1...1 перед самым длинным одночленом ̂︀𝑥1 · . . . · ̂︀𝑥𝑛
следующим образом:

1. Если 𝛼1...1 = 0, то функцию ̂︀𝑓 будем называть 𝑝-сократимой первого
типа.

28



2. Если 𝛼1...1 = 𝑝𝑡𝐴, где 𝑡 ∈ N, 𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0 (mod 𝑝), то функцию ̂︀𝑓 будем
называть 𝑝-сократимой второго типа.

3. Если 𝛼1...1 = 𝐴, где 𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0 (mod 𝑝), то функцию ̂︀𝑓 будем назы-
вать 𝑝-несократимой.

Заметим, что 𝑝-сократимые функции первого типа будут
𝑝-сократимыми для любого простого 𝑝, а 𝑝-сократимые функции второго
типа и 𝑝-несократимые будут являться таковыми для одних простых 𝑝 и
не будут для других. Будем также обозначать коэффициент 𝛼1...1 перед
самым длинным одночленом индуцированной функции ̂︀𝑓 как 𝛼( ̂︀𝑓).
Пример 2.1. Булева функция 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5 ∨ 𝑥̄1𝑥̄2𝑥3𝑥4𝑥5 ∨
𝑥1𝑥2𝑥̄3𝑥̄4𝑥5 ∨ 𝑥1𝑥̄2𝑥̄3𝑥4𝑥5 ∨ 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥̄4𝑥̄5 индуцирует вероятностную функ-
цию ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2, ̂︀𝑥3, ̂︀𝑥4, ̂︀𝑥5) = ̂︀𝑥1̂︀𝑥2̂︀𝑥5 + ̂︀𝑥1̂︀𝑥2̂︀𝑥3 + ̂︀𝑥1̂︀𝑥4̂︀𝑥5 + ̂︀𝑥3̂︀𝑥4̂︀𝑥5 − 2̂︀𝑥1̂︀𝑥3̂︀𝑥4̂︀𝑥5 −̂︀𝑥2̂︀𝑥3̂︀𝑥4̂︀𝑥5 − 2̂︀𝑥1̂︀𝑥2̂︀𝑥3̂︀𝑥5 − 2̂︀𝑥1̂︀𝑥2̂︀𝑥4̂︀𝑥5 − ̂︀𝑥1̂︀𝑥2̂︀𝑥3̂︀𝑥4 + 5̂︀𝑥1̂︀𝑥2̂︀𝑥3̂︀𝑥4̂︀𝑥5. Коэффициент
𝛼( ̂︀𝑓) = 5, соответственно, функция ̂︀𝑓 является 5-сократимой 2-го типа
и 𝑟-несократимой для любого простого 𝑟 ̸= 5, например, она является
7-несократимой.

Пример 2.2. Булева функция 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥̄1𝑥3 индуцирует вероят-
ностную функцию ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2, ̂︀𝑥3) = ̂︀𝑥3 − ̂︀𝑥1̂︀𝑥3 + ̂︀𝑥1̂︀𝑥2. Коэффициент 𝛼( ̂︀𝑓) = 0,

соответственно, функция ̂︀𝑓 является 𝑝-сократимой 1-го типа для любого
простого 𝑝.

2.2 Оценка числа p-сократимых функций

Раздел посвящен оценке числа 𝑝-сократимых функций среди всех ве-
роятностных функций от 𝑛 переменных для простого 𝑝 и содержит ре-
зультаты, опубликованные в работе автора [124]. Напомним, что для бу-
левой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) единичными наборами называются совокуп-
ности значений переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, на которых функция 𝑓 принима-
ет единичное значение. Обозначим как 𝜔1(𝑓) число единичных наборов
функции 𝑓, 𝜔0(𝑓)—число наборов, на которыхфункция 𝑓 равна нулю. Сле-
довательно, 𝜔1(𝑓) + 𝜔0(𝑓) = 2𝑛 для булевой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Обозначим число нулей в наборе (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) как

𝜃(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(1− 𝑥𝑖).
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Количество наборов с нечетным числом нулей среди единичных набо-
ров булевой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) запишем как

𝜂𝑜(𝑓) =
∑︁

(𝑥1,...,𝑥𝑛):
𝑓(𝑥1,...,𝑥𝑛)=1

𝜃(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) mod 2.

Выразим количество наборов с четным числом нулей среди единичных
наборов булевой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) следующим образом:

𝜂𝑒(𝑓) =
∑︁

(𝑥1,...,𝑥𝑛):
𝑓(𝑥1,...,𝑥𝑛)=1

(1− 𝜃(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) mod 2).

Лемма 2.1. Для булевой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), не содержащей фиктивных
переменных, и индуцированной ей функции ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) выполняется 𝛼( ̂︀𝑓) =
𝜂𝑒(𝑓)− 𝜂𝑜(𝑓).

Доказательство. Из определения вероятностной функции ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛),
индуцированной булевой функцией 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), следует, что функцию̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) можно записать в виде:

̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 𝜔1(𝑓)∑︁
𝑗=1

𝛿1𝑗 . . . 𝛿𝑛𝑗,

где 𝛿1𝑗 . . . 𝛿𝑛𝑗 соответствует единичному набору функции 𝑓 следующим об-
разом: 𝛿𝑖𝑗 = ̂︀𝑥𝑖, если 𝑥𝑖 = 1 , 𝛿𝑖𝑗 = 1− ̂︀𝑥𝑖, если 𝑥𝑖 = 0.

Очевидно, что после раскрытия всех скобок у выражения 𝛿1𝑗 . . . 𝛿𝑛𝑗, ко-
эффициент перед слагаемым ̂︀𝑥1 . . . ̂︀𝑥𝑛 будет равен либо 1, либо −1. Коэф-
фициент будет равен 1 в том случае, если число скобок вида 1 − ̂︀𝑥𝑖 бу-
дет четно, и будет равен −1, если нечетно. Соответственно, для всех еди-
ничных наборов получим, что суммарный коэффициент (обозначаемый
как 𝛼( ̂︀𝑓)) перед ̂︀𝑥1 . . . ̂︀𝑥𝑛 будет равен 𝜂𝑒(𝑓) − 𝜂𝑜(𝑓). Таким образом, 𝛼( ̂︀𝑓) =

𝜂𝑒(𝑓)− 𝜂𝑜(𝑓).

Лемма 2.2. Если 𝑓 индуцирует 𝑝-сократимую функцию первого типа ̂︀𝑓, то
𝜂𝑒(𝑓) = 𝜂𝑜(𝑓).

Доказательство. По определению 𝑝-сократимой функции первого типа
𝛼( ̂︀𝑓) = 0. Из леммы 2.1 получаем, что 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝜂𝑒(𝑓) − 𝜂𝑜(𝑓) = 0. Следова-
тельно, 𝜂𝑒(𝑓) = 𝜂𝑜(𝑓).
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Лемма 2.3. Если 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) содержит фиктивные переменные, то 𝜂𝑒(𝑓) =
𝜂𝑜(𝑓).

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что 𝑥1—фик-
тивная переменная. Тогда для любого набора (𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) будет выполне-
но 𝑓(0, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Отсюда очевидно следует, что 𝜂𝑒(𝑓) =

𝜂𝑜(𝑓).

Лемма 2.4. Для булевой функции 𝑓 выполнено 𝜂𝑒(𝑓) = 𝜂𝑜(𝑓) тогда и только
тогда, когда 𝑓 содержит не менее одной фиктивной переменной или 𝑓 инду-
цирует 𝑝-сократимую функция первого типа.

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть для булевой функции 𝑓
𝜂𝑒(𝑓) = 𝜂𝑜(𝑓), а наше предположение неверно. Т. е. 𝑓 не будет содержать
фиктивных переменных и индуцированная функция ̂︀𝑓 не будет являть-
ся 𝑝-сократимой первого типа, то есть 𝛼( ̂︀𝑓) ̸= 0. По лемме 2.1 имеем
𝛼( ̂︀𝑓) = 𝜂𝑒(𝑓)− 𝜂𝑜(𝑓), т. е. 𝛼( ̂︀𝑓) = 0. Получили противоречие, необходимость
доказана.

Достаточность доказана в леммах 2.2 и 2.3.

Лемма 2.5. Если булевая функция 𝑓 индуцирует 𝑝-сократимую функцию
второго типа ̂︀𝑓, то разность 𝜂𝑒(𝑓)− 𝜂𝑜(𝑓) будет кратна 𝑝.

Доказательство. Следует из леммы 2.1 и определения 𝑝-сократимых
функций второго типа.

2.2.1 Число p-сократимых функций первого типа

Число булевыхфункций 𝑓 таких, что 𝜂𝑒(𝑓) = 𝜂𝑜(𝑓), мыможемпосчитать
следующим образом. Выбираем от 0 до 2𝑛−1 единичных наборов функции
среди 2𝑛−1 наборов с четным числом нулей и столько же единичных набо-
ров выбираем среди 2𝑛−1 наборов с нечетным числом нулей:

2𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑛−1𝐶𝑘

2𝑛−1.

При этом согласно лемме 2.4 это число будет включать в себя все функции,
которые индуцируют 𝑝-сократимые первого типа, и также и все функции,
которые содержат фиктивные переменные.
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Число функций от 𝑛, содержащих фиктивные переменные, может быть
вычислено как:

22
𝑛 −

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑛2

2𝑛−𝑘

= −
𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑛2

2𝑛−𝑘

.

Тогда число 𝑝-сократимых функций первого типа, будет равно разно-
сти двух выражений, приведенных выше:

2𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑛−1𝐶𝑘

2𝑛−1 +
𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑛2

2𝑛−𝑘

.

Используя свертку Вандермонда [55], преобразуем первое слагаемое
следующим образом:

2𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑛−1𝐶𝑘

2𝑛−1 =
2𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑛−1𝐶2𝑛−1−𝑘

2𝑛−1 = 𝐶2𝑛−1

2𝑛−1+2𝑛−1 = 𝐶2𝑛−1

2𝑛 = 𝐶
2𝑛/2
2𝑛 .

Теперь оценим величину второго слагаемого.

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑛2

2𝑛−𝑘

= −𝑛22𝑛−1

+ . . . .

Известно, что его асимптотика равна −𝑛22𝑛−1.
Для оценки значения выражения вида 𝐶 𝑙

2𝑙 при 𝑛→ ∞ будем использо-
вать формулу Стирлинга в виде 𝑙! ∼

√
2𝜋𝑙( 𝑙𝑒)

𝑙. Тогда𝐶 𝑙
2𝑙 ∼ 22𝑙√

𝜋𝑙
.Подставим 2𝑛

вместо 2𝑙, а 2𝑛−1 вместо 𝑙. Получаем, что 𝐶2𝑛−1

2𝑛 ∼ 22
𝑛

√
𝜋2𝑛−1

= 22
𝑛

√
𝜋
2 (
√
2𝑛)

=
√︁

2
𝜋

22
𝑛

2𝑛/2
.

Оценим асимптотику разности выражений 𝐶
2𝑛/2
2𝑛 − 𝑛22

𝑛−1

. Для этого
представим 𝑛22

𝑛−1 как 𝑛
√
22𝑛.

Тогда 𝐶2𝑛/2
2𝑛 − 𝑛22

𝑛−1 ∼
√
22𝑛

(︁√︁
2
𝜋

√
22𝑛

2𝑛/2
− 𝑛

)︁
∼

√︁
2
𝜋

22
𝑛

2𝑛/2
.

Заметим, что число всех булевых функций асимптотически равно чис-
лу всех булевых функций без фиктивных переменных.

Поскольку число всех булевых функций от 𝑛 переменных равно 22
𝑛

, то
получаем, что тем самым доказана

Теорема 2.6 [124]. Доля 𝑝-сократимых функций первого типа среди всех ин-
дуцированных функций от 𝑛 переменных для простого 𝑝 при 𝑛 → ∞ асимп-
тотически убывает как функция

√︁
2
𝜋

1
2𝑛/2

.
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2.2.2 Число p-сократимых функций второго типа

Для 𝑝-сократимых функций второго типа по определению 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑝𝑡𝐴,

где 𝑡 ≥ 1, 𝑝—простое, 𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0 (mod 𝑝). По лемме 2.1 имеем, что
𝜂𝑒(𝑓)−𝜂𝑜(𝑓) = 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑝𝑡𝐴. Тогдаможем записать, что |𝜂𝑒(𝑓)−𝜂𝑜(𝑓)| = 𝑠𝑝, где
𝑠 ∈ N, т. е. либо 𝜂𝑒(𝑓) = 𝜂𝑜(𝑓)+ 𝑝𝑠, если 𝜂𝑒(𝑓) > 𝜂𝑜(𝑓), либо 𝜂𝑜(𝑓) = 𝜂𝑒(𝑓)+ 𝑝𝑠,

если 𝜂𝑜(𝑓) > 𝜂𝑒(𝑓). Для фиксированного 𝑠 число таких функций равно

2

2𝑛−1−𝑠𝑝∑︁
𝑖=0

𝐶𝑠𝑝+𝑖
2𝑛−1𝐶

𝑖
2𝑛−1,

для всех допустимых 𝑠 получаем, что общее число таких функций равно

[ 2
𝑛−1

𝑝 ]∑︁
𝑠=1

2

2𝑛−1−𝑠𝑝∑︁
𝑖=0

𝐶𝑠𝑝+𝑖
2𝑛−1𝐶

𝑖
2𝑛−1.

Таким образом, число 𝑝-сократимых функций второго типа можно за-
писать как

2

[ 2
𝑛−1

𝑝 ]∑︁
𝑠=1

2𝑛−1−𝑠𝑝∑︁
𝑖=0

𝐶𝑠𝑝+𝑖
2𝑛−1𝐶

𝑖
2𝑛−1.

Преобразуем выражение 𝐶 𝑖
2𝑛−1 следующим образом

𝐶 𝑖
2𝑛−1 = 𝐶2𝑛−1−𝑖

2𝑛−1 = 𝐶2𝑛−1−𝑖+𝑠𝑝−𝑠𝑝
2𝑛−1 = 𝐶

2𝑛−1+𝑠𝑝−(𝑠𝑝+𝑖)
2𝑛−1 .

Запишем число 𝑝-сократимых функций второго типа в виде

2

[ 2
𝑛−1

𝑝 ]∑︁
𝑠=1

∑︁
𝑖

𝐶𝑠𝑝+𝑖
2𝑛−1𝐶

2𝑛−1+𝑠𝑝−(𝑠𝑝+𝑖)
2𝑛−1 .

Рассмотрим сумму
∑︁
𝑖

𝐶𝑠𝑝+𝑖
2𝑛−1𝐶

2𝑛−1+𝑠𝑝−(𝑠𝑝+𝑖)
2𝑛−1 . Положим 𝑗 = 𝑠𝑝 + 𝑖. Применяя

свертку Вандермонда [55], получаем следующую оценку сверху:

∑︁
𝑖

𝐶𝑠𝑝+𝑖
2𝑛−1𝐶

2𝑛−1+𝑠𝑝−(𝑠𝑝+𝑖)
2𝑛−1 ≤

2𝑛−1+𝑠𝑝∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
2𝑛−1𝐶

2𝑛−1+𝑠𝑝−𝑗
2𝑛−1 = 𝐶2𝑛−1+𝑠𝑝

2𝑛 .

Оценим значение

2

[ 2
𝑛−1

𝑝 ]∑︁
𝑠=1

𝐶2𝑛−1+𝑠𝑝
2𝑛 .
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Используя метод мультисекции рядов (см., например, [55]), и приме-

няя его к формуле бинома Ньютона, получим 𝑝

[𝑛−𝑚
𝑝 ]∑︁

𝑠=0

𝐶𝑚+𝑠𝑝
𝑛 ∼ 2𝑛 при 𝑚 < 𝑝.

Следовательно, с учетом симметрии биномиальных коэффициентов мо-
жем получить, что

2

[ 2
𝑛−1

𝑝 ]∑︁
𝑠=1

𝐶2𝑛−1+𝑠𝑝
2𝑛 ∼ 2

1

2𝑝
22

𝑛

=
1

𝑝
22

𝑛

.

Тем самым доказана

Теорема2.7 [124]. Доля 𝑝-сократимыхфункций второготипа среди всех ин-
дуцированных функций от 𝑛 переменных для простого 𝑝 при 𝑛 → ∞ асимп-
тотически не превышает значения 1

𝑝 .

2.3 Необходимое условие для конечно порож-
дающих систем из p-несократимых функ-
ций

Получено, что при 𝑛 → ∞ доля 𝑝-сократимых функций первого типа
среди всех индуцированных функций от 𝑛 переменных асимптотически
убывает как функция

√︁
2
𝜋

1
2𝑛/2

, а доля 𝑝-сократимых функций второго типа
среди всех индуцированных функций от 𝑛 переменных асимптотически
не превышает значения 1

𝑝 для простого 𝑝.
Следовательно, 𝑝-несократимые функции составляют асимптотически

при простых 𝑝 «большую часть» всех индуцированных вероятностных
функций от 𝑛 переменных, однако если с ростом 𝑛 доля 𝑝-сократимых
функций первого типа уменьшается, то верхняя оценка доли 𝑝-сократи-
мых функций второго типа асимптотически постоянна и зависит только
от величины 𝑝. Таким образом, представляется важным изучение вопроса
о том, какими свойствами должна обладать конечно порождающая систе-
ма булевых функций, индуцирующих 𝑝-несократимые функции. Резуль-
таты этого раздела опубликованы в работе автора [122].

Утверждение 2.8. Пусть ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛)—вероятностная функция, индуци-
рованная булевой функцией 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), содержащей ровно одну единицу
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в таблице истинности и существенно зависящей от всех своих перемен-
ных. Тогда для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, минимальное значение ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) при̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐻(𝑝𝑘𝑖) равно 1

𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 .

Доказательство. Можем представить булеву функцию 𝑓 в виде
𝑥𝜎1
1 & . . .&𝑥𝜎𝑛

𝑛 , где 𝜎𝑖 ∈ {0, 1}, 𝑥1𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑥
0
𝑖 = 𝑥̄𝑖. Запишем индуцирован-

ную функцию в виде 𝛿1 · · · · · 𝛿𝑛, где 𝛿𝑖 равно ̂︀𝑥𝑖 для литерала 𝑥𝑖, 𝛿𝑖 равно
1−̂︀𝑥𝑖 для литерала 𝑥̄𝑖. Получаем, чтоmin ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = min

𝑛∏︀
𝑖=1

𝛿𝑖 =
𝑛∏︀

𝑖=1

min 𝛿𝑖.

Для каждого 𝛿𝑖 минимум будет равен 1
𝑝𝑘𝑖
. Для 𝛿𝑖 = ̂︀𝑥𝑖 он будет достигаться

при ̂︀𝑥𝑖 = 1
𝑝𝑘𝑖
; для 𝛿𝑖 = 1 − ̂︀𝑥𝑖 минимум будет достигаться при ̂︀𝑥𝑖 = 1 − 1

𝑝𝑘𝑖
.

Таким образом, min ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) =
𝑛∏︀

𝑖=1

min 𝛿𝑖 = 1
𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 . Утверждение

доказано.

Заметим, что если ̂︀𝑥 ∈ 𝐻(𝑝𝑘), то очевидно, что 1− ̂︀𝑥 ∈ 𝐻(𝑝𝑘).

Утверждение 2.9. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и 𝑓 *(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—двойственныефунк-
ции, тогда для индуцированных ими функций 𝑓 и 𝑓 *, справедливо следующее:̂︀𝑓 * будет являться 𝑝-несократимой функцией тогда и только тогда, когда ̂︀𝑓
является 𝑝-несократимой функцией.

Доказательство. Пусть ̂︀𝑓 является 𝑝-несократимой функцией, тогда
𝛼( ̂︀𝑓) = 𝐴, где𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0 (mod 𝑝).Изпринципадвойственности 1.2 следу-
ет, что ̂︀𝑓 *(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 1− ̂︀𝑓(1−̂︀𝑥1, . . . , 1−̂︀𝑥𝑛). Тогда, представляя обе функ-
ции в виде суммы одночленов (2.1), получаем, что 𝛼( ̂︀𝑓 *) = −(−1)𝑛𝛼( ̂︀𝑓) =

(−1)𝑛+1𝐴 = 𝐵, где 𝐵 ∈ Z, 𝐵 ̸= 0 (mod 𝑝). Таким образом, согласно класси-
фикации, ̂︀𝑓 *— 𝑝-несократимая функция. Из равенства 𝛼( ̂︀𝑓 *) = (−1)𝑛+1𝛼( ̂︀𝑓)
также непосредственно следует, что если 𝑓 *— 𝑝-несократимая функция,
то ̂︀𝑓 является 𝑝-несократимой функцией. Утверждение доказано.

Очевидно, что из определения выразимых вероятностей следует спра-
ведливость следующего утверждения.

Утверждение 2.10. Для любого множества вероятностей 𝐺 и системы бу-
левых функций 𝐹 имеет место следующее равенство 𝑉𝐹 (𝐺) = 𝑉𝐹∪{𝑥}(𝐺).

Заметим, что из утверждения 2.10 получаем, что добавление и удале-
ние тождественной булевой функции к множеству других булевых функ-
ций не изменяет множество выразимых вероятностей.

35



Утверждение 2.11. Для значений, которые может при ̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐻(𝑝𝑘𝑖) прини-
мать вероятностная функция ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛), индуцированная булевой функ-
цией 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), существенно зависящей от всех своих переменных, выпол-
нено 𝜔1(𝑓)

𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 ≤ ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) ≤ 1− 𝜔0(𝑓)
𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 .

Доказательство. Любуюиндуцированнуюфункциюможнопредставить в

виде ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) =
𝜔1(𝑓)∑︀
𝑗=1

̂︀𝑔𝑗(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛), где каждая функция ̂︀𝑔𝑗 соответству-
ет одной единице в таблице истинности булевой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Согласно утверждению 2.8 получаем, что для любого 𝑗 выполняется̂︀𝑔𝑗(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) ≥ 1
𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 . Отсюда справедливо, что ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) ≥ 𝜔1(𝑓)

𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 .

Рассмотрим функцию 𝑓 *(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), двойственную к функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
Для них справедливо равенство 𝜔0(𝑓) = 𝜔1(𝑓

*). По только что доказанно-
му имеем, что ̂︀𝑓 *(̂︀𝑦1, . . . , ̂︀𝑦𝑛) ≥ 𝜔1(𝑓

*)
𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 = 𝜔0(𝑓)

𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 . По принципу двойствен-
ности ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 1 − ̂︀𝑓 *(̂︀𝑦1, . . . , ̂︀𝑦𝑛), где ̂︀𝑦𝑖 = 1 − ̂︀𝑥𝑖. Тогда получаем,
что ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) ≤ 1− 𝜔0(𝑓)

𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 . Утверждение доказано.

Заметим, что оценки значений, которые может принимать вероят-
ностная индуцированная функция, можно усилить, однако для дальней-
ших рассуждений достаточно вышеприведенной оценки.

Теорема 2.12 [122]. Если вмножестве булевыхфункций𝐹 содержатсятоль-
ко такие функции 𝑓, существенно зависящие от всех своих переменных, что
𝜔1(𝑓) ≥ 2, а индуцированные функции ̂︀𝑓 являются 𝑝-несократимыми функ-
циями, то множество 𝐹 не будет являться конечно порождающим в множе-
стве Γ[𝑝], где 𝑝—простое, 𝑝 ≥ 5.

Доказательство. Докажем, что для любого фиксированного 𝑘 выполнено
1

𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉𝐹 (𝐴(𝑝
𝑘)). Для этого покажем индукцией по 𝑖, что для любого фик-

сированного 𝑘 выполнено 1
𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐴(𝑝
𝑘)).

Базис индукции, 𝑖 = 1. Представим все дроби, содержащиеся в 𝐴(𝑝𝑘),
в виде несократимых дробей. Из определения множества выразимых
вероятностей получаем, что 𝑉 1

𝐹 (𝐴(𝑝
𝑘))) = 𝐴(𝑝𝑘). Очевидно, что 1

𝑝𝑘+1 /∈
𝑉 1
𝐹 (𝐴(𝑝

𝑘))). Кроме того, в 𝑉 1
𝐹 (𝐴(𝑝

𝑘))) содержатся только правильные несо-
кратимые 𝑝-ичные дроби со знаменателем, не превышающим 𝑝𝑘.

Шаг индукции. Предположим, что для какого-то 𝑖 выполнено 1
𝑝𝑘+1 /∈

𝑉 𝑖
𝐹 (𝐴(𝑝

𝑘)) и в 𝑉 𝑖
𝐹 (𝐴(𝑝

𝑘)) содержатся только правильные несократимые
𝑝-ичные дроби. Тогда по определению 𝑝-несократимой функции ∀ ̂︀𝑓 ∈
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̂︀𝐹 , ∀̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝑉 𝑖
𝐹 (𝐴(𝑝

𝑘)), 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, имеем, что ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 𝐷
𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 ,

где 𝐷
𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 —несократимая дробь. По определению множества выра-

зимых вероятностей имеем, что все такие 𝐷
𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 будут включены

в 𝑉 𝑖+1
𝐹 (𝐴(𝑝𝑘)). При этом поскольку 𝜔1(𝑓) ≥ 2, то согласно утверждению 2.8

будет выполнено 𝐷
𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 ≥ 2

𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 .Следовательно, получаем, что 1
𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 /∈

𝑉 𝑖+1
𝐹 (𝐴(𝑝𝑘)), а также в 𝑉 𝑖+1

𝐹 (𝐴(𝑝𝑘)) будут содержаться только правильные
несократимые дроби.

Тогда по индукции получаем, что 1
𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐴(𝑝
𝑘)) для любого сколь

угодно большого 𝑖 и для любого фиксированного 𝑘. Таким образом, мно-
жество𝐹 не является конечно порождающим в Γ[𝑝]. Теорема доказана.

Следствие 2.13. Если в множестве булевых функций 𝐹 содержатся толь-
ко такие функции 𝑓, существенно зависящие от всех своих переменных,
что 𝜔0(𝑓) ≥ 2, а функция ̂︀𝑓 является 𝑝-несократимой функцией, то для про-
стого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, множество 𝐹 не будет являться конечно порождающим.

Доказательство. Рассмотрим множество 𝐹 *, состоящее из функций 𝑓 *,
двойственных функциям 𝑓 , содержащимся в множестве 𝐹. Из принципа
двойственности 1.2 следует, что 𝐹 и 𝐹 * являются или не являются конечно
порождающимиодновременно.Очевидно, ∀𝑓 * ∈ 𝐹 * выполнено𝜔1(𝑓

*) ≥ 2,

и по утверждению 2.9 имеем, что функции из множества 𝐹 * являются p-
несократимыми функциями. Тогда для множества 𝐹 * справедлива теоре-
ма 2.12, т. е. 𝐹 * не будет являться конечно порождающим в Γ[𝑝]. Тогда и 𝐹
не будет являться конечно порождающим в Γ[𝑝]. Следствие доказано.

Теорема2.14 [122]. Пусть для произвольного простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, вмножестве
булевых функций 𝐹 содержатся только функции 𝑓, существенно зависящие
от всех своих переменных, итакие, чтофункция ̂︀𝑓 является 𝑝-несократимой
функцией. Тогда еслимножествофункций𝐹 является конечно порождающим
в множестве Γ[𝑝], то в нем найдутся хотя бы две такие функции 𝑓1 и 𝑓2 из
множества 𝐹, что

1) 𝜔1(𝑓1) = 1,

2) 𝜔0(𝑓2) = 1,

3) либо функция 𝑓1, либо функция 𝑓2 существенно зависит не менее чем от
двух переменных.
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Доказательство. Предположим, что наше утверждение неверно. Тогда
множество 𝐹 является конечно порождающим в Γ[𝑝], но в нем нет требуе-
мых функций.

Тогда возможны следующие варианты:

1. В 𝐹 нет ни одной булевой функции с одной единицей в таблице ис-
тинности.

2. В 𝐹 нет ни одной булевой функции с одним нулем в таблице истин-
ности.

3. В 𝐹 есть булева функция с одним нулем в таблице истинности и есть
булева функция с одной единицей в таблице истинности, но среди
них нет ни одной, которая зависит существенно от двух и более пе-
ременных.

В первом случае получаем, что выполнено условие теоремы 2.12, что
противоречит нашему предположению. Во втором случае получаем, что
выполнено условие следствия 2.13, что также противоречит нашему пред-
положению.

Рассмотрим третий случай подробнее. Подобных функций среди всех
булевых функций всего две: тождественная функция 𝑥 и отрицание 𝑥̄. Из
утверждения 2.9 следует, что добавление или удаление тождественной
функции 𝑥 никак не изменяет множество выразимых вероятностей. Та-
ким образом, ее можно не рассматривать. Тогда в качестве функции с од-
ним нулем и одновременно функции с одной единицей может быть ис-
пользовано только отрицание, т.е. 𝑓1 = 𝑓2 = 𝑥̄.

Представим множество 𝐹 следующим образом: 𝐹 = {𝑥̄} ∪ 𝐹1, где в 𝐹1

содержатся все функции из 𝐹 , у которых более чем одна единица и более
чем один ноль в таблице истинности.

По аналогии с доказательством теоремы2.12 рассмотримпроцессфор-
мирования множества 𝑉𝐹 (𝐴(𝑝𝑘)) в итерационной форме и покажем мето-
дом индукции по 𝑖, что дробь 1

𝑝𝑘+1 не будет принадлежать 𝑉 𝑖
𝐹 (𝐴(𝑝

𝑘)) ни для
какого фиксированного 𝑘.

Базис индукции. 𝑖 = 1. Запишем дроби, содержащиеся в 𝐴(𝑝𝑘), в виде
несократимых дробей. Очевидно, что 1

𝑝𝑘+1 ,
𝑝𝑘+1−1
𝑝𝑘+1 = 1 − 1

𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉 1
𝐹 (𝐴(𝑝

𝑘))).

Кроме того, в 𝑉 1
𝐹 (𝐴(𝑝

𝑘))) содержатся только правильные несократимые
𝑝-ичные дроби со знаменателем, не превышающем 𝑝𝑘.
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Предположим, что для произвольного 𝑖 выполнено 1
𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐴(𝑝
𝑘)),

𝑝𝑘+1−1
𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐴(𝑝
𝑘)), а также в 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐴(𝑝
𝑘)) содержатся только правильные несо-

кратимые 𝑝-ичные дроби. Покажем, что 1
𝑝𝑘+1 ,

𝑝𝑘+1−1
𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉 𝑖+1

𝐹 (𝐴(𝑝𝑘)). Рассмот-
рим, какие дроби войдут в 𝑉 𝑖+1

𝐹 (𝐴(𝑝𝑘)). Во-первых, все дроби, которые со-
держались в 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐴(𝑝
𝑘)). Во-вторых, туда войдут несократимые дроби вида

𝐷
𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 , которые можем построить из дробей, содержащихся в 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐴(𝑝
𝑘)),

используя функции из ̂︀𝐹1. При этом согласно утверждению 2.11 выполня-
ется 2

𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 ≤ 𝐷
𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 ≤ 1 − 2

𝑝𝑘1+···+𝑘𝑛 . То есть ни дробь 1
𝑝𝑘+1 , ни дробь 𝑝𝑘+1−1

𝑝𝑘+1

нельзя получить с помощью функций из ̂︀𝐹1. И наконец, значения дро-
бей, которые добавляются в 𝑉 𝑖+1

𝐹 (𝐴(𝑝𝑘)) с использованием функции 1 − ̂︀𝑥
представляют собой числа вида 1 − 𝑏, где 𝑏 ∈ 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐴(𝑝
𝑘)). Так что посколь-

ку 𝑝𝑘+1−1
𝑝𝑘+1 = 1 − 1

𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉 𝑖
𝐹 (𝐴(𝑝

𝑘)), то 1
𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉 𝑖+1

𝐹 (𝐴(𝑝𝑘)). Далее, поскольку
1

𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉 𝑖
𝐹 (𝐴(𝑝

𝑘)), то и 𝑝𝑘+1−1
𝑝𝑘+1 = 1 − 1

𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉 𝑖+1
𝐹 (𝐴(𝑝𝑘)). Также очевидно, что

при применении к дробям из 𝑉 𝑖
𝐹 (𝐴(𝑝

𝑘)) функций из множества ̂︀𝐹 могут
быть получены только правильные несократимые дроби, а значит, и до-
бавлены в 𝑉 𝑖+1

𝐹 (𝐴(𝑝𝑘)).

По индукции для сколько угодно большого 𝑖 получаем, что выполне-
но 1

𝑝𝑘+1 ,
𝑝𝑘+1−1
𝑝𝑘+1 /∈ 𝑉 𝑖

𝐹 (𝐴(𝑝
𝑘)). А значит, и в третьем случае наша система не

является конечно порождающей в Γ[𝑝].
Таким образом, наше предположение неверно. Теорема доказана.

Сформулированное в теореме 2.14 необходимое условие для конечно
порождающей системы булевых функций, индуцирующих 𝑝-несократи-
мые функции, обобщает результат, полученный в первой главе, посколь-
ку медиана индуцирует 𝑝-несократимую функцию для любого простого 𝑝,
𝑝 ≥ 5. Тем самым теорема 2.14 позволяет среди систем булевых функций,
индуцирующих 𝑝-несократимые функции, для простого 𝑝 (𝑝 ≥ 5) выде-
лить те, которые не являются конечно порождающими.

Построим для конечно порождающей системы булевых функций
{𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥̄1𝑥3, 0, 1}, предложенной Ф.И. Салимовым [61], эквивалентную,
не содержащую константы {0; 1}. Запишем ее после проведения проце-
дуры подстановки констант и эквивалентных преобразований: {𝑥1𝑥2 ∨
𝑥̄1𝑥3, 𝑥̄, 𝑥1𝑥2, 𝑥1 ∨ 𝑥2}. Тогда среди вероятностных функций, индуцируемых
булевыми функциями этой системы, содержатся как 𝑝-сократимые, так и
𝑝-несократимые функции.

Эквивалентная система без констант для конечно порождающей си-
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стемы монотонных функций {𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥4, 0, 1}, предложенной
Р.М.Колпаковым [19] выглядит так: {𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥1𝑥3 ∨ 𝑥2𝑥4, 𝑥1 ∨ 𝑥2, 𝑥1𝑥2, 𝑥1 ∨
𝑥2𝑥3, 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥2𝑥3}. Cреди вероятностных функций, индуцируемых булевы-
ми функциями эквивалентной системы, содержатся как 𝑝-сократимые,
так и 𝑝-несократимые функции.

Таким образом, в ранее построенных конечно порождающих системах
булевых функциях содержатся как индуцирующие 𝑝-сократимые, так и
𝑝-несократимые функции. Возникает вопрос, существуют ли конечно по-
рождающие системы булевых функций, содержащие только индуцирую-
щие 𝑝-сократимые или только 𝑝-несократимые функции. Ответ на этот
вопрос дается в четвертой главе диссертации.

40



Глава 3

Сократимость и
бесповторная замкнутость

Классифицируем булевы функции с точки зрения индуцирования ими
𝑝-сократимых или 𝑝-несократимых вероятностных функций. Для каждой
из булевыхфункций сначала удалимфиктивныепеременные, для булевой
функции без фиктивных переменных построим индуцированную функ-
цию. И по тому, какой тип индуцированной функции получился, класси-
фицируем исходную булеву функцию. Будем считать, что после удаления
фиктивных переменных в каждой из булевых функций останется хотя бы
одна существенная переменная, т. е. константы 0 и 1 не будем относить ни
к какому из вышеперечисленных классов.

В рамках данной главы будем под 𝑝 подразумевать произвольное про-
стое число, если не оговорено иное. Обозначим как 𝒵 множество всех бу-
левых функций, которые индуцируют 𝑝-сократимыефункции первого ти-
па, ℛ𝑝 — множество всех булевых функций, которые индуцируют 𝑝-со-
кратимые функции второго типа, 𝒩𝑝 — множество всех булевых функ-
ций, которые индуцируют 𝑝-несократимые функции. Множества всех ве-
роятностных индуцированныхфункций, которые являются 𝑝-сократимы-
ми функциями первого типа, 𝑝-сократимыми функциями второго типа,
𝑝-несократимыми функциями будем обозначать как ̂︀𝒵, ̂︁ℛ𝑝, ̂︁𝒩𝑝 соответ-
ственно.

Каждому произвольному классу булевых функций 𝐹 сопоставим класс
вероятностных индуцированных функций ̂︀𝐹 следующим образом. Для
каждой булевой функции 𝑓 ∈ 𝐹 после устранения из нее фиктивных пере-
менных построим индуцированную вероятностную функцию ̂︀𝑓, констан-
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там 0 и 1, если они получатся после устранения фиктивных переменных,
сопоставим соответственно числа 0 и 1 среди индуцированных функций.
Множество всех таких образом построенных вероятностных индуциро-
ванных функций будем обозначать как ̂︀𝐹 . Результаты главы опубликова-
ны в работе автора [123].

3.1 Бесповторно замкнутые классы

Пусть задано некоторое бесконечное множество переменных. Опре-
делим формулу над множеством операций ℱ индуктивно. Каждую функ-
цию 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ ℱ , положим формулой над ℱ . Пусть
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—функция из множества ℱ , и Φ1, . . . ,Φ𝑛—выражения, явля-
ющиеся либо переменными, либо формулами над ℱ , тогда выражение
𝑓(Φ1, . . . ,Φ𝑛) назовем формулой над ℱ . Формулу будем называть беспо-
вторной, если все входящие внеепеременныеразличны.Каждойформуле
Φ[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] надмножествомℱ , зависящей от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, сопо-
ставим функцию 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), которая является суперпозицией функций
из множества ℱ .Множество функций, выраженных бесповторными фор-
мулами над множеством ℱ , будем обозначать через [ℱ ]0 и называть бес-
повторным замыканием множества ℱ .

Утверждение3.1 [87]. Построенной с помощьюбесповторной суперпозиции
булевой функции 𝑓(𝑥11, . . . , 𝑥𝑚𝑛𝑚

) = 𝑔0(𝑔1(𝑥11, . . . , 𝑥1𝑛1
), . . . , 𝑔𝑚(𝑥𝑚1, . . . , 𝑥𝑚𝑛𝑚

))

однозначно соответствует построенная с помощью бесповтор-
ной суперпозиции индуцированная функция ̂︀𝑓(̂︀𝑥11, . . . , ̂︀𝑥𝑚𝑛𝑚

) =̂︀𝑔0(̂︀𝑔1(̂︀𝑥11, . . . , ̂︀𝑥1𝑛1
), . . . , ̂︀𝑔𝑚(̂︀𝑥𝑚1, . . . , ̂︀𝑥𝑚𝑛𝑚

)).

Лемма 3.2. Класс булевых функций 𝐹 бесповторно замкнут тогда и только
тогда, когда ̂︀𝐹 — бесповторно замкнут.

Доказательство. Классу булевых функций 𝐹 однозначно соответствует
класс индуцированных вероятностных функций ̂︀𝐹 . В утверждении 3.1 до-
казано, что построенной с помощьюбесповторной суперпозиции булевой
функции однозначно соответствует построенная с помощью бесповтор-
ной суперпозиции индуцированная функция. Таким образом, классы 𝐹 и̂︀𝐹 бесповторно замкнуты или не замкнуты одновременно.
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Заметим, что бесповторная суперпозиция является более слабой опе-
рацией по сравнению с обычной суперпозицией. Например, система
{𝑥&𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥̄} с использованием обычной суперпозиции позволяет вы-
разить все булевы функции, а с помощью бесповторной суперпозиции
все булевы функции посредством системы {𝑥&𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥̄} выразить нель-
зя [5,31].

Теорема 3.3 [123]. Классы ̂︀𝒵,̂︁𝒩𝑝,̂︁ℛ𝑝 бесповторно замкнуты.

Доказательство. Запишем выражение для бесповторной суперпозиции
произвольных функций из ̂︀𝐹̂︀𝑓(̂︀𝑥11, . . . , ̂︀𝑥𝑚𝑛𝑚

) = ̂︀𝑔0(̂︀𝑔1(̂︀𝑥11, . . . , ̂︀𝑥1𝑛1
), . . . , ̂︀𝑔𝑚(̂︀𝑥𝑚1, . . . , ̂︀𝑥𝑚𝑛𝑚

)),

где ̂︀𝑔0 ∈ ̂︀𝐹 , ̂︀𝑔𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚},—либо являются переменными, либо при-
надлежат ̂︀𝐹 , а переменные ̂︀𝑥11, . . . , ̂︀𝑥𝑚𝑛𝑚

различны. Представим функции̂︀𝑔𝑖, 𝑖 ∈ {0, . . . ,𝑚} в виде суммы одночленов, тогда

̂︀𝑔0(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑚) = . . .+ 𝛼(̂︀𝑔0) · ̂︀𝑥1 · . . . · ̂︀𝑥𝑚,̂︀𝑔1(̂︀𝑥11, . . . , ̂︀𝑥1𝑛1
) = . . .+ 𝛼(̂︀𝑔1) · ̂︀𝑥11 · . . . · ̂︀𝑥1𝑛1

,

. . . ,̂︀𝑔𝑚(̂︀𝑥𝑚1, . . . , ̂︀𝑥𝑚𝑛𝑚
) = . . .+ 𝛼(̂︀𝑔𝑚) · ̂︀𝑥𝑚1 · . . . · ̂︀𝑥𝑚𝑛𝑚

,

Вместо каждой из переменных ̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑚 в функцию ̂︀𝑔0 подставим выра-
жение для соответствующей функции ̂︀𝑔𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}.

Тогда выражение для ̂︀𝑓 может быть записано следующим образом:
̂︀𝑓(̂︀𝑥11, . . . , ̂︀𝑥𝑚𝑛𝑚

) = ̂︀𝑔0(̂︀𝑔1(̂︀𝑥11, . . . , ̂︀𝑥1𝑛1
), . . . , ̂︀𝑔𝑚(̂︀𝑥𝑚1, . . . , ̂︀𝑥𝑚𝑛𝑚

)) =

= . . .+ 𝛼(̂︀𝑔0)((. . .+ 𝛼(̂︀𝑔1) · ̂︀𝑥11 · . . . · ̂︀𝑥1𝑛1
) · . . . · (. . .+ 𝛼(̂︀𝑔𝑚) · ̂︀𝑥𝑚1 · . . . · ̂︀𝑥𝑚𝑛𝑚

)) =

= . . .+ 𝛼(̂︀𝑔0) · 𝛼(̂︀𝑔1) · . . . · 𝛼(̂︀𝑔𝑚) · ̂︀𝑥11 · . . . · ̂︀𝑥𝑚𝑛𝑚
.

Следовательно,

𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑚∏︁
𝑖=0

𝛼(̂︀𝑔𝑖), (3.1)

т. е. коэффициент 𝛼( ̂︀𝑓) для функции ̂︀𝑓, полученной в результате беспо-
вторной суперпозиции функций ̂︀𝑔𝑖 равен произведению всех коэффици-
ентов 𝛼(̂︀𝑔𝑖) этих функций. Заметим, что если при бесповторной суперпо-
зиции ̂︀𝑔𝑖—переменная, то 𝛼(̂︀𝑔𝑖) = 1.

Тогда
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• для произвольной функции ̂︀𝑓 ∈ [ ̂︀𝒵]0 получаем, что 𝛼( ̂︀𝑓) = 0, посколь-
ку 𝛼(̂︀𝑔𝑖) = 0 (так как ̂︀𝑔𝑖 ∈ ̂︀𝒵), т. е. ̂︀𝑓 ∈ ̂︀𝒵.

• для произвольной функции ̂︀𝑓 ∈ [̂︁𝒩𝑝]0 получаем, что поскольку ̂︀𝑔𝑖 ∈̂︁𝒩𝑝, то 𝛼(̂︀𝑔𝑖) = 𝐴𝑖, где 𝐴𝑖 ̸= 0 (mod 𝑝), 𝐴𝑖 ∈ Z. Тогда 𝛼( ̂︀𝑓) = ∏︀𝑚
𝑖=0𝐴𝑖 = 𝐵,

следовательно, 𝐵 ̸= 0 (mod 𝑝), 𝐵 ∈ Z. Отсюда получаем, что ̂︀𝑓 ∈ ̂︁𝒩𝑝.

• для произвольной функции ̂︀𝑓 ∈ [̂︁ℛ𝑝]0 получаем, что поскольку ̂︀𝑔𝑖 ∈̂︁ℛ𝑝, то 𝛼(̂︀𝑔𝑖) = 𝑝𝑡𝑖 · 𝐴𝑖, 𝐴𝑖 ̸= 0 (mod 𝑝), 𝐴𝑖 ∈ Z, 𝑡𝑖 ∈ N. Тогда 𝛼( ̂︀𝑓) =∏︀𝑚
𝑖=0 𝑝

𝑡𝑖 · 𝐴𝑖 = 𝑝𝑡 · 𝐵, где 𝐵 =
∏︀𝑚

𝑖=0𝐴𝑖, 𝑡 =
∑︀𝑚

𝑖=0 𝑡𝑖. Следовательно, 𝐵 ̸= 0

(mod 𝑝), 𝐵 ∈ Z, 𝑡 ∈ N. Отсюда получаем, что ̂︀𝑓 ∈ ̂︁ℛ𝑝.

Следовательно, данные три класса бесповторно замкнуты.

Следствие 3.4. Классы 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 бесповторно замкнуты.

Доказательство. Следует из леммы 3.2 и теоремы 3.3.

Из формулы (3.1), используемой в доказательстве теоремы 3.3 и лем-
мы 3.2, вытекает также следующее утверждение:

Теорема 3.5 [123]. Пусть 𝑃 —произвольное множество простых чисел. То-
гда множество всех булевых функций 𝑓 , у которых коэффициент 𝛼( ̂︀𝑓)может
быть разложен на простые множители только из множества 𝑃 , образует
бесповторно замкнутый класс.

Напомним, что для булевой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), не содержащейфик-
тивных переменных, и индуцированной ей функции ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) выпол-
няется 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝜂𝑒(𝑓) − 𝜂𝑜(𝑓) (см. лемму 2.1), где 𝜂𝑜(𝑓)—число наборов
с нечетным числом нулей среди единичных наборов булевой функции
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝜂𝑒(𝑓)—число наборов с четным числом нулей среди единич-
ных наборов булевой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). При этом 𝜂𝑒(𝑓) ≤ 2𝑛−1, 𝜂𝑜(𝑓) ≤
2𝑛−1 для функции 𝑓 от 𝑛 переменных.

Лемма 3.6. Каково бы ни было натуральное число 𝑎, всегда найдется такая
булева функция 𝑓 : 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑎.

Доказательство. Докажем это утверждение индукцией по значению 𝑎.

Базис индукции. Для 𝑎 = 1 возьмем 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1&𝑥2. Индуцированная
функция будет равна ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2) = ̂︀𝑥1̂︀𝑥2. И соответственно, 𝛼( ̂︀𝑓) = 1.
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Предположим, что для некоторого 𝑎 ∈ N, ∃𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑎. По-
строим функцию 𝑔 от 𝑛 + 1 переменной следующим образом. Среди всех
2𝑛+1 наборов выберем 𝜂𝑒(𝑓)+ 1 наборов с четным числом нулей и 𝜂𝑜(𝑓) на-
боров с нечетным числом нулей, на которых функция 𝑔 будет принимать
значение 1.Так как 𝜂𝑒(𝑓)+𝜂𝑜(𝑓) ≤ 2𝑛, то очевидно, что 𝜂𝑒(𝑓)+𝜂𝑜(𝑓)+1 ≤ 2𝑛+1

для 𝑛 ∈ N, и следовательно, нам хватит наборов для подобного определе-
ния функции. Тогда 𝛼(̂︀𝑔) = 𝜂𝑒(𝑔)−𝜂𝑜(𝑔) = 𝜂𝑒(𝑓)+1−𝜂𝑜(𝑓) = 𝛼( ̂︀𝑓)+1 = 𝑎+1.

Таким образом по индукции получаем, что ∀𝑎 ∈ N можем построить
такую булеву функцию, что 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑎.

Лемма 3.6 обеспечивает существование непустого бесповторно за-
мкнутого класса булевых функций для любого множества простых чисел
𝑃 из теоремы 3.5. Поэтому будет справедливо

Следствие 3.7. Существует континуум различных бесповторно замкнутых
классов булевых функций.

Следствие 3.8. В классах ̂︁ℛ𝑝, ̂︁𝒩𝑝 содержатся индуцированные функции ̂︀𝑓
со всеми положительными коэффициентами𝛼( ̂︀𝑓), удовлетворяющими опре-
делениям классов.

Доказательство. Следует из леммы 3.6 и определения классов ̂︁ℛ𝑝, ̂︁𝒩𝑝.

Теорема 3.9 [123]. У классов индуцированных функций ̂︁ℛ𝑝 и ̂︁𝒩𝑝 нет конечно-
го базиса относительно бесповторной суперпозиции.

Доказательство. 1) Докажем, что у класса индуцированных функций ̂︁𝒩𝑝

не будет конечного базиса. Возьмем какое-то конечное множество функ-
ций ̂︀𝐹0 ⊂ ̂︁𝒩𝑝. Пусть в ̂︀𝐹0 содержится 𝑚 элементов. Обозначим коэффици-
енты 𝛼( ̂︀𝑓𝑖) функций ̂︀𝑓𝑖, содержащихся в ̂︀𝐹0, как 𝛼( ̂︀𝑓𝑖) = 𝐵𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}.
По определению класса ̂︁𝒩𝑝 имеем𝐵𝑖 ̸= 0 (mod 𝑝), 𝐵𝑖 ∈ Z. Возьмем простое
число𝐵, такое что𝐵 > max𝑖 |𝐵𝑖|. Его нельзя выразить с помощьюпроизве-
дения коэффициентов𝛼( ̂︀𝑓𝑖), тогда, соответственно, мыне сможемпостро-
ить функцию ̂︀𝑓 с коэффициентом 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝐵, хотя согласно следствию 3.8 в̂︁𝒩𝑝 она содержится. Получаем, что каким бы образом мы не выбрали мно-
жество ̂︀𝐹0 ⊂ ̂︁𝒩𝑝, оно не будет базисным. Следовательно, у класса ̂︁𝒩𝑝 нет
конечного базиса.
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2) Аналогичным образом проведем доказательство того, что у класса
индуцированных функций ̂︁ℛ𝑝 не будет конечного базиса. Возьмем какое-
то конечное множество функций ̂︀𝐹0 ⊂ ̂︁ℛ𝑝. Пусть в ̂︀𝐹0 содержится 𝑚 эле-
ментов. Тогда коэффициенты 𝛼( ̂︀𝑓𝑖) функций ̂︀𝑓𝑖, содержащихся в ̂︀𝐹0, могут
быть записаны как 𝛼( ̂︀𝑓𝑖) = 𝑝𝑡𝑖 ·𝐴𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑚}.По определению класса ̂︁ℛ𝑝

имеем 𝐴𝑖 ̸= 0 (mod 𝑝), 𝐴𝑖 ∈ Z, 𝑡𝑖 ∈ N. Возьмем простое число 𝐴, такое что
𝐴 > max𝑖 |𝐴𝑖|. Выражение 𝑝 · 𝐴 нельзя получить с помощью произведения
чисел 𝛼( ̂︀𝑓𝑖), тогда, соответственно, мы не сможем построить функцию ̂︀𝑓
с коэффициентом 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑝 ·𝐴, хотя согласно следствию 3.8 в ̂︁ℛ𝑝 она содер-
жится. Тогда каким бы образом мы не выбрали множество ̂︀𝐹0 ⊂ ̂︁ℛ𝑝, оно не
будет базисным, т. е. у класса ̂︁ℛ𝑝 нет конечного базиса.

Следствие 3.10. У классов булевых функций ℛ𝑝 и 𝒩𝑝 нет конечного базиса
относительно бесповторной суперпозиции.

Доказательство. Предположим, что у класса 𝒩𝑝 есть конечный базис 𝐹 ,
состоящий из𝑚 функций, тогда любая функция 𝑓 ∈ 𝒩𝑝,может быть выра-
жена как бесповторная суперпозицияфункцийиз𝐹.Тогда согласно утвер-
ждению 3.1 имеем, что соответствующую индуцированную функцию ̂︀𝑓 ∈̂︁𝒩𝑝 можем выразить, используя бесповторную суперпозицию индуциро-
ванных функций из ̂︀𝐹 , т. е. у класса ̂︁𝒩𝑝 есть конечный базис, что противо-
речит доказанному в теореме 3.9.

Аналогичным образом доказывается отсутствие конечного базиса
у классаℛ𝑝.

Теорема 3.11 [123]. Для классовℛ𝑝,𝒩𝑝,𝒵 булевых функций справедливо сле-
дующее:

1) [𝒩𝑝 ∪ 𝒵]0 = 𝒩𝑝 ∪ 𝒵,

2) [ℛ𝑝 ∪ 𝒵]0 = ℛ𝑝 ∪ 𝒵,

3) [ℛ𝑝 ∪𝒩𝑝]0 = ℛ𝑝 ∪𝒩𝑝.

Доказательство. Из доказательства теоремы 3.3 следует, что в [𝒩𝑝 ∪ 𝒵]0

содержатся только функции ̂︀𝑓 с коэффициентами 𝛼( ̂︀𝑓) = 0 или 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝐴,

𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0 (mod 𝑝). А значит, [𝒩𝑝 ∪ 𝒵]0 = 𝒩𝑝 ∪ 𝒵. Отсюда в силу лем-
мы 3.2 справедливо соответствующее соотношение [𝒩𝑝 ∪ 𝒵]0 = 𝒩𝑝 ∪ 𝒵
для классов булевых функций. Аналогично получаем, что в [ℛ̂𝑝 ∪ 𝒵]0 со-
держатся только функции ̂︀𝑓 с коэффициентами, представимыми в виде
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𝛼( ̂︀𝑓) = 0 или 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑝𝑡 · 𝐴, 𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0 (mod 𝑝), 𝑡 ∈ N. А значит,
[ℛ̂𝑝 ∪ 𝒵]0 = ℛ̂𝑝 ∪ 𝒵. Следовательно, справедливо [ℛ𝑝∪𝒵]0 = ℛ𝑝∪𝒵.Анало-
гично получаем, что в [ℛ̂𝑝 ∪𝒩𝑝]0 содержатся только функции ̂︀𝑓 с коэффи-
циентами, представимыми в виде 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝐴 или 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑝𝑡 · 𝐴, 𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0

(mod 𝑝), 𝑡 ∈ N.Следовательно, [ℛ̂𝑝 ∪𝒩𝑝]0 = ℛ̂𝑝 ∪𝒩𝑝.А значит, выполняется
[ℛ𝑝 ∪𝒩𝑝]0 = ℛ𝑝 ∪𝒩𝑝.

Таким образом, используя бесповторную суперпозицию двух классов,
нельзя получить функцию из третьего класса.

Замечание 3.1. Известно, что не существует разбиения множества всех
булевых функций 𝑃2 на непересекающиеся замкнутые классы.

Теорема 3.12 [123]. Класс всех булевых функций 𝑃2 может быть представ-
лен в виде дизъюнктного объединения непустых бесповторно замкнутых
классов.

Доказательство. Приведенная выше классификация однозначно относит
каждую булеву функцию, кроме констант 0 и 1, к какому-либо из классов
𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝. Таким образом, 𝑃2 может быть представлен как

𝑃2 = 𝒵 ⊔𝒩𝑝 ⊔ℛ𝑝 ⊔ {0; 1}

для любого простого 𝑝. Согласно следствию 3.4 каждый из классов беспо-
вторно замкнут.

Замечание 3.2. Разбиений, подобных указанному в теореме 3.12, суще-
ствует бесконечное множество, для каждого простого 𝑝—свое.

Теорема 3.13 [123]. Каждый из классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 является самодвойствен-
ным.

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и 𝑓 *(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—двойственныефунк-
ции, тогда для вероятностных функций, индуцированных 𝑓 и 𝑓 *, справед-
ливо соотношение: ̂︀𝑓 *(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 1 − ̂︀𝑓(1 − ̂︀𝑥1, . . . , 1 − ̂︀𝑥𝑛) (см. утвержде-
ние 1.2). Представим функции ̂︀𝑓 и ̂︀𝑓 * в виде суммы одночленов. Нетрудно
заметить, что 𝛼( ̂︀𝑓 *) = −(−1)𝑛 · 𝛼( ̂︀𝑓).

Тогда для функции ̂︀𝑓 * коэффициент
𝛼( ̂︀𝑓 *) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, если 𝛼( ̂︀𝑓) = 0;

(−1)𝑛+1𝐵, если 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝐵,𝐵 ̸= 0 (mod 𝑝), 𝐵 ∈ Z;

(−1)𝑛+1𝑝𝑡 · 𝐴, если 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝑝𝑡 · 𝐴, 𝑡 ∈ N, 𝐴 ∈ Z, 𝐴 ̸= 0 (mod 𝑝).
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Таким образом, булева функция и двойственная ей принадлежат од-
ному и тому же классу. Следовательно, классы𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝—самодвойствен-
ные.

3.2 Место классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 в решетке беспо-
вторно замкнутых булевых классов

В данном разделе будем рассматривать замкнутые классы буле-
вых функций в тех обозначениях, которые были даны в [39]. Напом-
ним, что 𝑇0, 𝑇1—множества булевых функций, сохраняющих констан-
ту 0 и константу 1 соответственно, 𝐾 —класс всех конъюнкций, 𝐷—
класс всех дизъюнкций, 𝐿—класс линейных функций, 𝑀 —класс мо-
нотонных функций, 𝑆𝑀 —класс самодвойственных монотонных функ-
ций. 𝐼∞—класс булевых функций, представимых в виде 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

𝑥𝑖&𝑓0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛−1) для некоторой переменной 𝑥𝑖 и булевой
функции 𝑓0, класс 𝑂∞ определяется двойственным к классу 𝐼∞ образом.
Также напомним, что𝐷01 = 𝐷 ∩ 𝑇0 ∩ 𝑇1, 𝐾01 = 𝐾 ∩ 𝑇0 ∩ 𝑇1, 𝐿01 = 𝐿∩ 𝑇0 ∩ 𝑇1,
𝑀𝑂∞

0 =𝑀 ∩𝑂∞ ∩ 𝑇0, 𝑀𝐼∞1 =𝑀 ∩ 𝐼∞ ∩ 𝑇1.
Все обычные замкнутые классы булевых функций также замкнуты бес-

повторно, следовательно, они входят в решетку бесповторно замкнутых
классов. Тогда можем рассматривать, как классы 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 расположены
относительно обычных замкнутых классов.

Теорема 3.14 [123]. Классы𝐾01, 𝐷01 лежат в классе𝒩𝑝.

Доказательство. Рассмотрим класс 𝐾01. Все функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в нем
после удаления фиктивных переменныхмогут быть представлены в виде:
𝑥1& . . .&𝑥𝑛. Тогда индуцированные функции ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) можно предста-
вить как: ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = ̂︀𝑥1 · . . . · ̂︀𝑥𝑛, т. е. 𝛼( ̂︀𝑓) = 1 для таких функций. Таким
образом, 𝐾01 ⊂ 𝒩𝑝 для любого простого 𝑝. Из соображений двойственно-
сти𝐷01 ⊂ 𝒩𝑝.

Теорема 3.15 [123]. Класс 𝐿01 лежит в классе 𝒩𝑝 для простых 𝑝, 𝑝 ≥ 3, при
этом класс 𝐿01 не лежит ни в классе𝒩2, ни в классеℛ2, а класс [{𝑥⊕ 𝑦⊕ 𝑧}]0
лежит в классеℛ2.
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Доказательство. Рассмотрим класс 𝐿01. Любая функция 𝑓 ∈ 𝐿01 может
быть записана как 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1 ⊕ 𝑥2 ⊕ . . . ⊕ 𝑥𝑛, где 𝑛—нечетное, и
равна единице на таких наборах 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, у которых число единиц будет
нечетным, а число нулей— четным. Число таких наборов для 𝑛-местной
функции будет 2𝑛−1, соответственно, 𝜂𝑒(𝑓) = 2𝑛−1, 𝜂𝑜(𝑓) = 0. Следователь-
но, по лемме 2.1 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝜂𝑒(𝑓)− 𝜂𝑜(𝑓) = 2𝑛−1, где 𝑛—нечетное.

Таким образом 𝛼( ̂︀𝑓) ̸= 0, 𝛼( ̂︀𝑓) ̸= 0 (mod 𝑝), т. е. 𝐿01 ⊂ 𝒩𝑝 для простых
𝑝 ≥ 3.

Для 𝑝 = 2 класс 𝐿01 не лежит целиком ни в одном из классов𝒩2,ℛ2, по-
скольку при 𝑛 = 1 коэффициент 𝛼( ̂︀𝑓) = 1, т. е. не кратен 2, и такая функция
принадлежит𝒩2, а для 𝑛 ≥ 3 коэффициент 𝛼( ̂︀𝑓) будет равен степени двой-
ки, т. е. 𝑓 ∈ ℛ2.Однако для бесповторно замкнутого подкласса [{𝑥⊕𝑦⊕𝑧}]0
класса 𝐿01 выполняется 𝐿01 ∖ {𝑥} = [{𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧}]0. Тогда для любой булевой
функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) из [{𝑥 ⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧}]0 справедливо равенство 𝛼( ̂︀𝑓) = 2𝑛−1,

где 𝑛—нечетное. Таким образом, [{𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 𝑧}]0 лежит в классеℛ2.

Теорема 3.16 [123]. Классы𝑀𝐼∞1 ,𝑀𝑂∞
0 , 𝑆𝑀 не лежат ни в одном из классов

𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝.

Доказательство. В классе 𝑆𝑀 содержатся, в частности, функции
𝑚(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1𝑥2∨𝑥2𝑥3∨𝑥1𝑥3, 𝑚2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1𝑥2∨𝑥2𝑥3𝑥4∨𝑥1𝑥3∨𝑥1𝑥4.
Коэффициенты при самом длинном одночлене соответствующих инду-
цированных функций равны 𝛼(̂︀𝑚) = −2, 𝛼(̂︀𝑚2) = 0, т. е.𝑚2 ∈ 𝒵 для любого
простого 𝑝, 𝑚 ∈ 𝒩𝑝 для простых 𝑝 ≥ 3, а для 𝑝 = 2 выполнено 𝑚 ∈ ℛ2.

Таким образом, класс 𝑆𝑀 не будет лежать ни в одном из классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝

для любого простого 𝑝.
В классе 𝑀𝐼∞1 будут содержаться функции 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =

𝑥4&𝑚(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝛼(̂︀𝑓1) = −2, 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = 𝑥5&𝑚2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),

𝛼(̂︀𝑓2) = 0, т. е. 𝑓2 ∈ 𝒵 для любого простого 𝑝, 𝑓1 ∈ 𝒩𝑝 для простых 𝑝 ≥ 3,

𝑓1 ∈ ℛ2 для 𝑝 = 2. Следовательно, класс𝑀𝐼∞1 не будет лежать ни в одном
из классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 для любого простого 𝑝.

Из соображений двойственности класс𝑀𝑂∞
0 также не будет лежать ни

в одном из классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝.

Результаты, полученные в теоремах 3.14–3.16, отражены в графиче-
ской форме на рис. 3.1. Приведено размещение классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 относи-
тельно решетки замкнутых классов для простых 𝑝, 𝑝 ≥ 3. Сплошной ли-
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Рис. 3.1: Размещение классов 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝 относительно решетки замкнутых
классов для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 3.

нией обозначено включение классов, при этом возможно существование
других подклассов и надклассов на протяжении всей сплошной линии.
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Глава 4

Конечное порождение
пятеричных дробей

Известные к настоящему моменту конечно порождающие системы бу-
левых функций не принадлежат целиком ни одному из выделенных бес-
повторно замкнутых классов булевых функций 𝒵,𝒩𝑝,ℛ𝑝. Поэтому есте-
ственным образом возникает вопрос о том, является ли хотя бы один из
этих классов конечно порождающим. Глава посвящена доказательству то-
го, что объединение двух классов 5-сократимых функций, а также класс
5-несократимых функций являются конечно порождающими для множе-
ства всех пятеричных дробей. Результаты главы опубликованы в работе
автора [70].

Лемма 4.1. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑃2 не содержит фиктивных переменных,̂︀𝑓 —индуцированная 𝑓 вероятностная функция. Вместо переменных в ̂︀𝑓 бу-
дем подставлять значения ̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐻(𝑝𝑘𝑖), где 𝑝—простое, 𝑘𝑖 ∈ N для 𝑖 ∈
{1, . . . , 𝑛}.Представим значение индуцированной функции ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 𝐷

𝑝𝑚 ,

𝐷 ̸= 0 (mod 𝑝). Тогда

• если найдутся такие значения ̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐻(𝑝𝑘𝑖), 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, что выполня-
ется𝑚 = 𝑘1 + · · ·+ 𝑘𝑛, то ̂︀𝑓 ∈ ̂︁𝒩𝑝;

• если найдутся такие значения ̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐻(𝑝𝑘𝑖), 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, что выполня-
ется𝑚 < 𝑘1 + · · ·+ 𝑘𝑛, то ̂︀𝑓 ∈ ̂︁ℛ𝑝 ∪ ̂︀𝒵.

Доказательство. Приподстановке в ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) значений ̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐻(𝑝𝑘𝑖) (для
𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}) для результирующего выражения ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 𝐷

𝑝𝑚 , 𝐷 ̸= 0
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(mod 𝑝), степень знаменателя 𝑚 зависит от коэффициента 𝛼( ̂︀𝑓) следую-
щим образом: если 𝛼( ̂︀𝑓) кратен 𝑝, то𝑚 < 𝑘1 + · · ·+ 𝑘𝑛, если 𝛼( ̂︀𝑓) не кратен
𝑝, то𝑚 = 𝑘1+ · · ·+𝑘𝑛. Таким образом, если вместо переменных в ̂︀𝑓 подста-
вим несократимые дроби со знаменателями вида 𝑝𝑘𝑖, то по степени зна-
менателя получившейся несократимой дроби можно определить, кратен
коэффициент 𝛼( ̂︀𝑓) числу 𝑝 или нет. Соответственно, когда𝑚 < 𝑘1+ · · ·+𝑘𝑛,
то 𝛼( ̂︀𝑓) либо равен 0, либо кратен 𝑝, т. е. ̂︀𝑓 ∈ ̂︁ℛ𝑝∪ ̂︀𝒵.А когда𝑚 = 𝑘1+ · · ·+𝑘𝑛,
то 𝛼( ̂︀𝑓) не равен 0 и не кратен 𝑝, т. е. ̂︀𝑓 ∈ ̂︁𝒩𝑝.

Следствие 4.2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—булева функция, возможно, с фиктив-
ными переменными, ̂︀𝑓 —индуцированная 𝑓 вероятностнаяфункция. Вместо
переменных в ̂︀𝑓 будем подставлять значения ̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐴(5) для 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.
Представим значение индуцированной функции ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 𝐷

5𝑚 , где𝑚 ∈ N,
𝐷 mod 5 ̸= 0.Тогда если найдутсятакие значения ̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐴(5) для 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.
что выполняется𝑚 < 𝑛, то 𝛼( ̂︀𝑓) = 5𝐵, где 𝐵 ∈ Z.

Доказательство. Следует из лемм 4.1, 2.1, 2.4.

Лемма 4.3. Пусть для индуцированной функции ̂︀𝑓 найдутся такие значе-
ния ̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐻(𝑝𝑘𝑖), где 𝑝—простое, 𝑘𝑖 ∈ N для 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, что выполнено̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 𝐷

𝑝𝑚 , 𝐷 ̸= 0 (mod 𝑝), 𝑚 =
∑︀𝑛

1 𝑘𝑖. Тогда 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) не содер-
жит фиктивных переменных.

Доказательство. Из условия леммы следует, что 𝛼( ̂︀𝑓) ̸= 0, следователь-
но, согласно лемме 2.1 выполнено 𝜂𝑒(𝑓) − 𝜂𝑜(𝑓) ̸= 0, т. е. 𝜂𝑒(𝑓) ̸= 𝜂𝑜(𝑓) и по
лемме 2.4 булева функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) не содержит фиктивных перемен-
ных.

Лемма 4.4. Если булева функция 𝑓 принадлежит одному из классов 𝒵, ℛ𝑝,

𝒩𝑝, то функция 𝑓 принадлежит тому же классу.

Доказательство. Будем рассматривать 𝑓 после удаления фиктивных пе-
ременных. Построим индуцированную функцию ̂︀𝑓 и классифицируем 𝑓

по величине 𝛼( ̂︀𝑓). Пусть 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), тогда ̂︀𝑓1(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) =
1− ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛).Представим ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛)и ̂︀𝑓1(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) в виде суммыодно-
членов с целымикоэффициентами, тогда выполнено𝛼( ̂︀𝑓) = −𝛼( ̂︀𝑓1).Отсю-
да по определению классов получаем, что 𝑓1 принадлежит тому же классу,
что и 𝑓. Лемма доказана.
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Следствие 4.5. Если правильная дробь вида 𝑎/5𝑘 принадлежит одному
из классов 𝑉𝒩5

(𝐺), 𝑉ℛ5∪𝒵(𝐺), то дробь вида 1 − 𝑎/5𝑘 принадлежит этому же
классу.

4.1 Специальное представление натуральных
чисел и его свойства

Пусть натуральное число𝑋 выражается как

𝑋 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖)4
𝑖, (4.1)

где 𝑏𝑖, 𝑎𝑖—целые числа от 0 до 𝐶𝑖
𝑛−1, 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛 − 1}. Будем называть по-

добное выражение числа 𝑋 представлением, число 𝑖—номером разряда
представления, 𝑛—количеством разрядов представления и записывать
следующим образом: 𝑏𝑛−1𝑎𝑛−1. . . . .𝑏3𝑎3.𝑏2𝑎2.𝑏1𝑎1.𝑏0𝑎0.

Теорема 4.6 [70]. Определенное выше представление с 𝑛 разрядами (𝑛 ≥ 4)

позволяет выразить все числа от 10 до 5𝑛−2/3·(4𝑛−1).При этом длятакого
представления дополнительно выполняется следующее свойство:

— либо найдется такой разряд представления с номером 𝑗 от 2 до 𝑛− 1,

что для разрядов представления с номером 𝑖 от 1 до 𝑗 − 1 выполнено соот-
ношение (0 < 𝑏𝑖 < 𝐶 𝑖

𝑛−1) ∨ (0 < 𝑎𝑖 < 𝐶 𝑖
𝑛−1), а для разрядов представления

с номером 𝑖 от 𝑗 до 𝑛− 1 выполнено соотношение (𝑏𝑖 = 0)&(𝑎𝑖 = 0);
— либо для всех разрядов представления c номером 𝑖 от 1 до 𝑛− 2 выпол-

нено соотношение (0 < 𝑏𝑖 < 𝐶 𝑖
𝑛−1) ∨ (0 < 𝑎𝑖 < 𝐶 𝑖

𝑛−1), а для (𝑛 − 1)-го разря-
да представления выполнено соотношение (𝑏𝑛−1 = 1)&(𝑎𝑛−1 = 0) ∨ (𝑏𝑛−1 =

0)&(𝑎𝑛−1 = 1).

Доказательство. Покажем, что для 𝑛 ≥ 4 подобным образомможно пред-
ставить все числа, начиная с 10 вплоть до 5𝑛 − 2/3 · (4𝑛 − 1).

Представление для 10 выглядит как 00. . . . .00.01.01.Очевидно, что свой-
ство для него выполняется.

Покажем, как будем строить представления для чисел, больших 10, и
что для каждого вновь построенного представления свойство будет вы-
полняться.
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Будем вести доказательство по индукции. Представление для первого
числа 10 мы построили, и свойство для него выполняется. Предположим,
у нас есть представление для какого-то числа 𝑋 и свойство для него вы-
полняется. Покажем, как построить представление для числа𝑋 ′ = 𝑋+1 и
что для этого представления свойство также будет выполняться. Элемен-
ты представления числа 𝑋 будем обозначать как 𝑏𝑖, 𝑎𝑖, а элементы пред-
ставления числа𝑋 ′ будем обозначать как 𝑏′𝑖, 𝑎′𝑖, где 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛− 1}.

Тогда значения элементов 𝑏′𝑖, 𝑎′𝑖 для числа𝑋 ′ определим следующимоб-
разом.

1. Попытаемся прибавить единицу к 0-му разряду. Тогда возможны
следующие варианты:

• 𝑏0 = 0, 𝑎0 = 1, тогда 𝑏′0 = 1, 𝑎′0 = 0, а для остальных 𝑖 ≥ 0 поло-
жим 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑎

′
𝑖 = 𝑎𝑖, построение представления для𝑋 ′ закончено.

Запишем формулу для получившегося числа:

𝑋 ′ =
𝑛−1∑︀
𝑖=0

(3𝑏′𝑖 + 2𝑎′𝑖)4
𝑖 =

𝑛−1∑︀
𝑖=1

(3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖)4
𝑖 + 3 =

𝑛−1∑︀
𝑖=1

(3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖)4
𝑖+

+ (2 + 1) = 𝑋 + 1.

• 𝑏0 = 1, 𝑎0 = 0, тогда 𝑏′0 = 0, 𝑎′0 = 0 и прибавляем единицу к 1-му
разряду. Запишем формулу для произведенной операции:

𝑋 ′ =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝑏′𝑖 + 2𝑎′𝑖)4
𝑖 =

𝑛−1∑︁
𝑖=2

(3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖)4
𝑖 + (3𝑏1 + 2𝑎1 + 1) · 4 =

=
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖)4
𝑖 + 3 + 1 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖)4
𝑖 + 1 = 𝑋 + 1.

• 𝑏0 = 0, 𝑎0 = 0, тогда 𝑏′0 = 1, 𝑎′0 = 1 и в зависимости от значений в
1-м разряде возможны следующие варианты:

– 𝑏1 ≤ 1, 𝑎1 ≥ 2, тогда 𝑏′1 = 𝑏1 + 1, 𝑎′1 = 𝑎1 − 2, а для остальных
𝑖 > 1 положим 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑎

′
𝑖 = 𝑎𝑖, построение представления для

𝑋 ′ закончено (после этой операции 0 < 𝑏′1 < 𝐶1
𝑛−1). Запишем
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формулу получившегося числа:

𝑋 ′ =
𝑛−1∑︀
𝑖=0

(3𝑏′𝑖+2𝑎′𝑖)4
𝑖 =

𝑛−1∑︀
𝑖=2

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖+(3(𝑏1+1)+2(𝑎1−2))·4+

+3+2 =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖− 4+5 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖+1 = 𝑋 +1.

– 𝑏1 = 1, 𝑎1 ≤ 1, тогда 𝑏′1 = 𝑏1 − 1, 𝑎′1 = 𝑎1 + 1, а для остальных
𝑖 > 1 положим 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑎

′
𝑖 = 𝑎𝑖, построение представления для

𝑋 ′ закончено (после этой операции 0 < 𝑎′1 < 𝐶1
𝑛−1). Запишем

формулу получившегося числа:

𝑋 ′ =
𝑛−1∑︀
𝑖=0

(3𝑏′𝑖+2𝑎′𝑖)4
𝑖 =

𝑛−1∑︀
𝑖=2

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖+(3(𝑏1−1)+2(𝑎1+1))·4+

+3+2 =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖− 4+5 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖+1 = 𝑋 +1.

– 1 < 𝑏1 ≤ 𝐶1
𝑛−1, 𝑎1 < 𝐶1

𝑛−1, тогда 𝑏′1 = 𝑏1 − 1, 𝑎′1 = 𝑎1 + 1, а
для остальных 𝑖 > 1 положим 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑎

′
𝑖 = 𝑎𝑖, построение

представления для 𝑋 ′ закончено (после этой операции 0 <

𝑏′1 < 𝐶1
𝑛−1). Запишем формулу получившегося числа:

𝑋 ′ =
𝑛−1∑︀
𝑖=0

(3𝑏′𝑖+2𝑎′𝑖)4
𝑖 =

𝑛−1∑︀
𝑖=2

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖+(3(𝑏1−1)+2(𝑎1+1))·4+

+3+2 =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖− 4+5 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖+1 = 𝑋 +1.

– 1 < 𝑏1 < 𝐶1
𝑛−1, 𝑎1 = 𝐶1

𝑛−1, тогда 𝑏′1 = 𝑏1 + 1, 𝑎′1 = 𝑎1 − 2,

а для остальных 𝑖 > 1 положим 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑎
′
𝑖 = 𝑎𝑖, построе-

ние представления для 𝑋 ′ закончено (после этой операции
0 < 𝑎′1 < 𝐶1

𝑛−1). Запишем формулу получившегося числа:

𝑋 ′ =
𝑛−1∑︀
𝑖=0

(3𝑏′𝑖+2𝑎′𝑖)4
𝑖 =

𝑛−1∑︀
𝑖=2

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖+(3(𝑏1+1)+2(𝑎1−2))·4+

+3+2 =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖− 4+5 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖)4
𝑖+1 = 𝑋 +1.

Заметим, что случай, когда 𝑏1 = 0 и 𝑎1 = 1 не рассматривается
сознательно, обоснование того, что не может быть такого пред-
ставления числа, у которого 𝑏0 = 0, 𝑎0 = 0, 𝑏1 = 0 и 𝑎1 = 1, будет
приведено далее.
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• 𝑏0 = 1, 𝑎0 = 1, тогда 𝑏′0 = 0, 𝑎′0 = 1 и прибавляем единицу к 1-му
разряду. Запишем формулу для произведенной операции:

𝑋 ′ =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝑏′𝑖 + 2𝑎′𝑖)4
𝑖 =

𝑛−1∑︁
𝑖=2

(3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖)4
𝑖 + (3𝑏1 + 2𝑎1 + 1) · 4 =

=
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖)4
𝑖 + 3 + 1 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖)4
𝑖 + 1 = 𝑋 + 1.

Далее, в зависимости от того, что произошло на данном этапе, ли-
бо построение представления закончено и для каждого из разобран-
ных случаев свойство не перестало выполняться, либо прибавляем
1 к 1-му разряду. Определим операцию прибавления к 𝑖-му разряду
для 𝑖 ≥ 1.

2. Операцию прибавления 1 к 𝑖-му разряду (0 < 𝑖 < 𝑛 − 1) определим
так:

• 0 ≤ 𝑏𝑖 < 𝐶𝑖
𝑛−1−1, 𝑎𝑖 > 0, тогда 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖+1, 𝑎′𝑖 = 𝑎𝑖−1, а для остальных

𝑗 > 𝑖 положим 𝑏′𝑗 = 𝑏𝑗, 𝑎
′
𝑗 = 𝑎𝑗, построение представления для 𝑋 ′

закончено (после этой операции 0 < 𝑏′𝑖 < 𝐶𝑖
𝑛−1).

• 𝑏𝑖 = 𝐶𝑖
𝑛−1 − 1, 𝑎𝑖 > 1, тогда 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖 + 1, 𝑎′𝑖 = 𝑎𝑖 − 1, а для остальных

𝑗 > 𝑖 положим 𝑏′𝑗 = 𝑏𝑗, 𝑎
′
𝑗 = 𝑎𝑗, построение представления для 𝑋 ′

закончено (после этой операции 0 < 𝑎′𝑖 < 𝐶𝑖
𝑛−1).

Для двух вышеприведенных случаев запишемформулу, показы-
вающую, что происходит в ходе данного преобразования с ча-
стью числа𝑋 ′, соответствующей 𝑖-му разряду:

(3𝑏′𝑖 + 2𝑎′𝑖)4
𝑖 = (3(𝑏𝑖 + 1) + 2(𝑎𝑖 − 1)) · 4𝑖 = (3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖 + 1) · 4𝑖,

т. е. выполнение данного действия действительно позволяет до-
бавить единицу к 𝑖-му разряду.

• 0 < 𝑏𝑖 ≤ 𝐶𝑖
𝑛−1−1, 𝑎𝑖 = 0, тогда 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖−1, 𝑎′𝑖 = 𝑎𝑖+2, а для остальных

𝑗 > 𝑖 положим 𝑏′𝑗 = 𝑏𝑗, 𝑎
′
𝑗 = 𝑎𝑗, построение представления для 𝑋 ′

закончено (после этой операции 0 < 𝑎′𝑖 < 𝐶𝑖
𝑛−1).

• 𝑏𝑖 = 𝐶𝑖
𝑛−1 − 1, 𝑎𝑖 = 1, тогда 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖 − 1, 𝑎′𝑖 = 𝑎𝑖 + 2, а для остальных

𝑗 > 𝑖 положим 𝑏′𝑗 = 𝑏𝑗, 𝑎
′
𝑗 = 𝑎𝑗, построение представления для 𝑋 ′

закончено (после этой операции 0 < 𝑏′𝑖 < 𝐶𝑖
𝑛−1, 0 < 𝑎′𝑖 ≤ 𝐶𝑖

𝑛−1).
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• 𝑏𝑖 = 𝐶 𝑖
𝑛−1, 𝑎𝑖 = 0, тогда 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖 − 1, 𝑎′𝑖 = 𝑎𝑖 + 2, а для остальных

𝑗 > 𝑖 положим 𝑏′𝑗 = 𝑏𝑗, 𝑎
′
𝑗 = 𝑎𝑗, построение представления для 𝑋 ′

закончено (после этой операции 0 < 𝑏′𝑖 < 𝐶𝑖
𝑛−1, 0 < 𝑎′𝑖 < 𝐶𝑖

𝑛−1).

• 𝑏𝑖 = 𝐶 𝑖
𝑛−1, 0 < 𝑎𝑖 < 𝐶 𝑖

𝑛−1 − 1, тогда 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖 − 1, 𝑎′𝑖 = 𝑎𝑖 + 2, а для
остальных 𝑗 > 𝑖 положим 𝑏′𝑗 = 𝑏𝑗, 𝑎

′
𝑗 = 𝑎𝑗, построение представ-

ления для𝑋 ′ закончено (после этой операции 0 < 𝑏′𝑖 < 𝐶𝑖
𝑛−1).

Для четырех вышеприведенных случаев запишем формулу, по-
казывающую, что происходит в ходе данного преобразования с
частью числа𝑋 ′, соответствующей 𝑖-му разряду:

(3𝑏′𝑖 + 2𝑎′𝑖)4
𝑖 = (3(𝑏𝑖 − 1) + 2(𝑎𝑖 + 2)) · 4𝑖 = (3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖 + 1) · 4𝑖,

т. е. выполнение данного действия действительно позволяет до-
бавить единицу к 𝑖-му разряду.

• 𝑏𝑖 = 𝐶𝑖
𝑛−1, 𝑎𝑖 = 𝐶𝑖

𝑛−1 − 1, 𝑏𝑖+1 ̸= 0 или 𝑎𝑖+1 ̸= 0 тогда 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖 − 1,

𝑎′𝑖 = 𝑎𝑖, прибавляем 1 к (𝑖 + 1)-му разряду (после этой операции
0 < 𝑎′𝑖 < 𝐶𝑖

𝑛−1, 0 < 𝑏′𝑖 < 𝐶𝑖
𝑛−1). Запишем формулу, показывающую,

что происходит в ходе данного преобразования с частью числа
𝑋 ′, соответствующей 𝑖-му и (𝑖+ 1)-му разрядам:

(3𝑏′𝑖+1 + 2𝑎′𝑖+1) · 4𝑖+1 + (3𝑏′𝑖 + 2𝑎′𝑖) · 4𝑖 = (3𝑏𝑖+1 + 2𝑎𝑖+1 + 1) · 4𝑖+1+

+(3(𝑏𝑖−1)+2𝑎𝑖) ·4𝑖 = (3𝑏𝑖+1+2𝑎𝑖+1) ·4𝑖+1+4 ·4𝑖+(3𝑏𝑖+2𝑎𝑖−3) ·4𝑖 =
= (3𝑏𝑖+1 + 2𝑎𝑖+1) · 4𝑖+1 + (3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖 + 1) · 4𝑖.

• 𝑏𝑖 = 𝐶𝑖
𝑛−1, 𝑎𝑖 = 𝐶𝑖

𝑛−1−1, 𝑏𝑖+1 = 0, 𝑎𝑖+1 = 0, тогда 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖−1, 𝑎′𝑖 = 𝑎𝑖−2,

𝑏′𝑖+1 = 0, 𝑎′𝑖+1 = 1, а для остальных 𝑗 > 𝑖 + 1 положим 𝑏′𝑗 = 𝑏𝑗,

𝑎′𝑗 = 𝑎𝑗, построение представления для𝑋 ′ закончено (после этой
операции 0 < 𝑏′𝑖 < 𝐶 𝑖

𝑛−1, 𝑎
′
𝑖+1 = 1, 𝑏′𝑖+1 = 0). Запишем формулу,

показывающую, что происходит в ходе данного преобразования
с частью числа𝑋 ′, соответствующей 𝑖-му и (𝑖+ 1)-му разрядам:

(3𝑏′𝑖+1+2𝑎′𝑖+1)·4𝑖+1+(3𝑏′𝑖+2𝑎′𝑖)·4𝑖 = 2·4𝑖+1+(3(𝑏𝑖−1)+2(𝑎𝑖−2))·4𝑖 =
= (3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖 − 3− 4 + 8) · 4𝑖 = (3𝑏𝑖 + 2𝑎𝑖 + 1) · 4𝑖.

Таким образом, после добавления 1 к 𝑖-му разряду (0 < 𝑖 < 𝑛 − 1)
свойство не перестает выполняться.
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3. Проведем операцию прибавления 1 к (𝑛− 1)-му разряду:

• 𝑏𝑛−1 = 0, 𝑎𝑛−1 = 1, тогда после добавления единицы получаем,
что 𝑏′𝑛−1 = 1, 𝑎′𝑛−1 = 0, построение представления для 𝑋 ′ закон-
чено. Запишем формулу, показывающую, что происходит в хо-
де данного преобразования с частью числа𝑋 ′, соответствующей
(𝑛− 1)-му разряду:

(3𝑏′𝑛−1+2𝑎′𝑛−1)4
𝑛−1 = 3·4𝑛−1 = (2+1)·4𝑛−1 = (3𝑏𝑛−1+2𝑎𝑛−1+1)·4𝑛−1,

т. е. выполнение данного действие действительно позволяет до-
бавить единицу к (𝑛− 1)-му разряду.

• 𝑏𝑛−1 = 1, 𝑎𝑛−1 = 0, тогда не можем построить представление для
числа 𝑋 ′, число𝑋 является максимально возможным для пред-
ставления с 𝑛 разрядами.

Очевидно, чтопослеприбавления единицык (𝑛−1)-му разряду свой-
ство не перестает выполняться.

Таким образом, по индукции можем построить представление для чи-
сел начиная с 10 вплоть до максимального, при этом свойство будет вы-
полняться.

Докажем, что в процессе построения представления для чисел, начи-
ная с 10, не возникнет такая ситуация, что в первом и нулевом разря-
де будут содержаться 01 и 00, то есть ни для какого числа не возникнет
представления вида . . . .01.00. Произведем доказательство от противного.
Пусть у нас есть представление вида . . . .01.00, последовательно построен-
ное согласно приведенному выше алгоритму, для какого-то числа. Обо-
значим число с подобным представление как 𝑌, поскольку все числа, как
описано выше, могут быть получены путем последовательного прибав-
ления 1 к представлению числа 10, рассмотрим, как выглядит представ-
ление для числа, равного 𝑌 − 1, из которого прибавлением 1 по приве-
денному выше алгоритму можно получить 𝑌. Будем обозначать элемен-
ты представления числа 𝑌 как 𝑏′1 = 0, 𝑎′1 = 1, 𝑏′0 = 0, 𝑎′0 = 0. Очевидно,
что (𝑏′2 ̸= 0) ∨ (𝑎′2 ̸= 0), иначе 𝑌 было бы меньше 10 или не выполнялось
бы свойство представления. Пусть элементы числа 𝑌 − 1 будем обозна-
чать как 𝑏𝑖, 𝑎𝑖, тогда очевидно, что для них справедливо 𝑏0 = 1, 𝑎0 = 0, рас-
смотрим, каковы могут быть значения 𝑏1, 𝑎1. Поскольку 𝑏0 = 1, 𝑎0 = 0, то
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после прибавления единицы к числу имеем 𝑏′0 = 0, 𝑎′0 = 0 и добавляем
1 к первому разряду. Запишем, какое соотношение должно выполняться
для 1-го разряда:(3𝑏′1 + 2𝑎′1) · 4 = (3𝑏1 + 2𝑎1 + 1) · 4. Отсюда следует, что
(3𝑏1+2𝑎1) · 4 = 4, т. е. 3𝑏1+2𝑎1 = 1, откуда не могут быть получены неотри-
цательные целые значения для 𝑏1, 𝑎1. Таким образом, получили противо-
речие в том, что число 𝑌 может быть получено с помощью прибавления
1 из представления какого-то числа. Следовательно, 𝑌 не является пред-
ставлением и, следовательно, не может быть ситуации, когда в первом и
нулевом разрядах содержатся соответственно 01 и 00.

Посчитаем, какова будет величина 𝑋 —максимального числа, для ко-
торогоможемзаписатьподобноепредставление сиспользованиемтолько
𝑛 разрядов. Согласно представленному алгоритму, это число будет равно:

𝑋 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3𝐶𝑖
𝑛−1 + 2(𝐶 𝑖

𝑛−1 − 1))4𝑖 = 5𝑛 − 2/3 · (4𝑛 − 1).

Таким образом, с помощью данного представления с помощью 𝑛 раз-
рядов можно выразить все числа в диапазоне от 10 до 5𝑛−2/3 · (4𝑛−1), при
этом будет выполняться сформулированное свойство.

Следствие 4.7. С помощью представления с 𝑛 разрядами выражаются все
числа от 10 до 5𝑛/2 при 𝑛 ≥ 4.

Доказательство. Следует из теоремы 4.6 и того, что 5𝑛/2 ≤ 5𝑛−2/3·(4𝑛−1)

для 𝑛 ≥ 4.

Лемма 4.8. По представлению с помощью 𝑛 разрядов (𝑛 ≥ 4) для числа 𝑋,
10 ≤ 𝑋 < 5𝑛/2, можно построить семейство таких булевых функций, что
каждая из этих функций индуцирует вероятностную функцию ̂︀𝑓, для кото-
рой найдутся ̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐴(5) : ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 𝑋/5𝑛, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Доказательство. Построенное представление для числа𝑋 будет соответ-
ствовать семейству булевых функций 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), построенных следую-
щим образом: каждый 𝑖-й разряд соответствует части СДНФ в следую-
щей форме: 𝑏𝑖—число слагаемых, представимых в виде 𝑥̄1 𝑥𝜎2

2 . . . 𝑥𝜎𝑛
𝑛⏟  ⏞  

𝑖 отрицаний

, где

𝜎𝑗 ∈ {0; 1}, 𝑥0𝑗 = 𝑥̄𝑗, 𝑥
1
𝑗 = 𝑥𝑗, 𝑎𝑖—число слагаемых, представимых в виде

𝑥1 𝑥
𝜎2
2 . . . 𝑥𝜎𝑛

𝑛⏟  ⏞  
𝑖 отрицаний

, где 𝜎𝑗 ∈ {0; 1}, 𝑥0𝑗 = 𝑥̄𝑗, 𝑥
1
𝑗 = 𝑥𝑗.Целикомбулевуфункциюбудем
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записывать как дизъюнкцию всех таких частей, записанных для каждого
разряда. Очевидно, что подобный алгоритм с учетом свойств представ-
ления, сформулированных в теореме 4.6, позволяет построить не одну, а
целое семейство булевых функций.

Запишем по СДНФ одной из построенных булевых функций индуци-
рованную вероятностную функцию. Дизъюнкцию заменяем на сложение,
конъюнкцию—на умножение. Вместо переменной 𝑥𝑖 записываем ̂︀𝑥𝑖, вме-
сто переменной 𝑥̄𝑖 записываем 1 − ̂︀𝑥𝑖. Рассмотрим значение полученной
индуцированной функции ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) при подстановке 2/5 вместо пере-
менной ̂︀𝑥1, и значения 1/5 вместо переменных ̂︀𝑥2, . . . ̂︀𝑥𝑛.

В этом случае значение индуцированной функции будет равно:

̂︀𝑓(2/5, 1/5, . . . , 1/5) = 𝑛−1∑︁
𝑖=0

(3/5 · 𝑏𝑖 + 2/5 · 𝑎𝑖)(4/5)𝑖(1/5)𝑛−1−𝑖 = 𝑋/5𝑛,

где 𝑋—число от 10 до 5𝑛/2. Тем самым мы показали, как для любой дро-
би вида 𝑋/5𝑛, где 𝑛 ≥ 4, 10 ≤ 𝑋 < 5𝑛/2 можно построить индуцирован-
ную функцию, которая позволяет выразить𝑋/5𝑛, используя значения пе-
ременных из 𝐴(5).

Пример 4.1. Покажем, как с помощью индуцированной функции можно
получить дробь 311/54. Представление, введенное в теореме 4.6, для чис-
лителя 311 выглядит как 01.21.32.10. Это соответствует семейству булевых
функций, определяемых согласно лемме 4.8 следующим образом:

• один единичный набор вида (1, 0, 0, 0), что соответствует элементар-
ной конъюнкции 𝑥1𝑥̄2𝑥̄3𝑥̄4 в СДНФ,

• два единичных набора вида (0, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3⏟  ⏞  
2 нуля

), где 𝜎𝑖 ∈ {0, 1}.

• один единичный набор вида (1, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3⏟  ⏞  
2 нуля

), где 𝜎𝑖 ∈ {0, 1}.

• три единичных набора вида (0, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3⏟  ⏞  
1 нуль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0, 1}.

• два единичных набор вида (1, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3⏟  ⏞  
1 нуль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0, 1}.
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• один единичный набор вида (0, 1, 1, 1), что соотвествует элементар-
ной конъюнкции 𝑥̄1𝑥2𝑥3𝑥4 в СДНФ функции.

Выберем, на каких конкретных наборах, удовлетворяющих записан-
ным выраженим, функция будет принимать единичное значение. Запи-
шем СДНФ получившейся функции:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑥1𝑥̄2𝑥̄3𝑥̄4 ∨ 𝑥̄1𝑥̄2𝑥̄3𝑥4 ∨ 𝑥̄1𝑥2𝑥̄3𝑥̄4 ∨ 𝑥1𝑥̄2𝑥̄3𝑥4 ∨ 𝑥̄1𝑥̄2𝑥3𝑥4∨
∨ 𝑥̄1𝑥2𝑥̄3𝑥4 ∨ 𝑥̄1𝑥2𝑥3𝑥̄4 ∨ 𝑥1𝑥̄2𝑥3𝑥4 ∨ 𝑥1𝑥2𝑥̄3𝑥4 ∨ 𝑥̄1𝑥2𝑥3𝑥4.

Тогда индуцированная функция равна:

̂︀𝑓(̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2, ̂︀𝑥3, ̂︀𝑥4) = ̂︀𝑥1(1− ̂︀𝑥2)(1− ̂︀𝑥3)(1− ̂︀𝑥4) + (1− ̂︀𝑥1)(1− ̂︀𝑥2)(1− ̂︀𝑥3)̂︀𝑥4+
+ (1− ̂︀𝑥1)𝑥2(1− ̂︀𝑥3)(1− ̂︀𝑥4) + ̂︀𝑥1(1− ̂︀𝑥2)(1− ̂︀𝑥3)̂︀𝑥4 + (1− ̂︀𝑥1)(1− ̂︀𝑥2)̂︀𝑥3̂︀𝑥4+

+ (1− ̂︀𝑥1)̂︀𝑥2(1− ̂︀𝑥3)̂︀𝑥4 + (1− ̂︀𝑥1)̂︀𝑥2̂︀𝑥3(1− ̂︀𝑥4) + ̂︀𝑥1(1− ̂︀𝑥2)̂︀𝑥3̂︀𝑥4 + ̂︀𝑥1̂︀𝑥2(1− ̂︀𝑥3)̂︀𝑥4+
+ (1− ̂︀𝑥1)̂︀𝑥2̂︀𝑥3̂︀𝑥4.

Значение индуцированной функции после подстановки значений из 𝐴(5)
равно:

̂︀𝑓 (︂2

5
,
1

5
,
1

5
,
1

5

)︂
=

2 · 43 + 2 · 3 · 42 + 1 · 2 · 42 + 3 · 3 · 4 + 2 · 2 · 4 + 3

54
=

311

54
.

Лемма 4.9. Для любой булевой функции 𝑓, построенной по представлению
числа𝑋, 10 ≤ 𝑋 < 5𝑛/2, с помощью 𝑛 (𝑛 ≥ 4) разрядов выполнено:

𝛼( ̂︀𝑓) = [𝑛−1
2 ]∑︁

𝑖=0

(𝛼2𝑖 + 𝛽2𝑖+1)−
[𝑛−1

2 ]∑︁
𝑖=0

(𝛼2𝑖+1 + 𝛽2𝑖).

Доказательство. Согласно лемме 2.1 имеем, что 𝛼( ̂︀𝑓) = 𝜂𝑒(𝑓) − 𝜂𝑜(𝑓). Из
леммы 4.8 следует, что 𝑏2𝑖 и 𝑎2𝑖+1 будут соответствовать единичным набо-
рам с нечетным числом нулей, а 𝑏2𝑖+1 и 𝑎2𝑖 будут соответствовать единич-
ным наборам с четным числом нулей, где 1 ≤ 𝑖 ≤ [𝑛−1

2 ]. Отсюда непосред-
ственно выводится требуемая формула.

Следствие 4.10. Если в формулировке леммы 4.9 величина 𝑋 кратна 5, то
дополнительно выполнено

[𝑛−1
2 ]∑︁

𝑖=0

(𝛼2𝑖 + 𝛽2𝑖+1)−
[𝑛−1

2 ]∑︁
𝑖=0

(𝛼2𝑖+1 + 𝛽2𝑖) = 5𝐵,

где 𝐵 ∈ Z.
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Доказательство. Следует из леммы 4.9 и следствия 4.2.

Лемма 4.11. Для любой дроби 𝑋/5𝑛, у которой для числителя 𝑋 выполне-
ны соотношения 20 ≤ 𝑋 < 5𝑛/2, 𝑛 ≥ 4, 𝑋 mod 5 = 0, можем построить
𝑛-местную булеву функцию 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) без фиктивных переменных, кото-
рая индуцирует вероятностнуюфункцию ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛), для которой найдут-
ся ̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐴(5) : ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 𝑋/5𝑛, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Доказательство. Для числа 𝑋 построим представление. Напомним, что
переменная 𝑥𝑖 называется существенной [77], если найдутся такие два на-
бора

(𝜎1, . . . , 𝜎𝑖−1, 1, 𝜎𝑖+1, . . . , 𝜎𝑛),

(𝜎1, . . . , 𝜎𝑖−1, 0, 𝜎𝑖+1, . . . , 𝜎𝑛),

что
𝑓(𝜎1, . . . , 𝜎𝑖−1, 1, 𝜎𝑖+1, . . . , 𝜎𝑛) ̸= 𝑓(𝜎1, . . . , 𝜎𝑖−1, 0, 𝜎𝑖+1, . . . , 𝜎𝑛),

где 𝜎𝑗 ∈ {0; 1}.
Покажем, что можно так определить функцию по представлению (со-

гласно описанному в лемме 4.8), что каждая из 𝑛 переменных будет суще-
ственной.

Для 0-го разряда представления возможны следующие варианты:

1. 𝑏0 = 0, 𝑎0 = 0. Это соответствует тому, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 1) = 0,

𝑓(1, 1, . . . , 1, 1) = 0. Для 1-го разряда представления возможны сле-
дующие варианты:

(a) 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1 = 𝐶1
𝑛−1, 𝑏1 = 0. Справедливость равенства

𝑏1 = 0 означает, что на любом наборе вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где

𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0, в том числе выпол-
нено 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 0. Выполнение неравенства 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1

означает, что среди наборов вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

есть хотя бы один набор, на которомфункция равна нулю, и еще
хотя бы один, на котором функция равна единице. Определим
𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1, 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 0. Отсюда следует, что пере-
менные 𝑥1 и 𝑥2 являются существенными.
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(b) 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1, 𝑎1 = 0. Выполнение соотношения 𝑎1 = 0 озна-
чает, что на любом наборе вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0, в том числе 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 0. Справедли-
вость неравенства 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1 означает, что среди наборов
вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хотя бы один набор, на ко-

торомфункция равна нулю, и хотя быодин, на которомфункция
равна единице. Определим 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 0, 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 1.

Отсюда следует, что переменные 𝑥1 и 𝑥2 являются существенны-
ми.

(c) 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1, 𝑏1 = 𝑛 − 1. Равенство 𝑏1 = 𝑛 − 1 означает, что
на любом наборе вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполне-

но 𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1, в том числе 𝑓(0, 1, . . . , 0) = 1 Поскольку
𝑓(0, 1, . . . , 1) = 0 (в силу 𝑏0 = 0), следовательно, все переменные
𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 являются существенными.Поскольку 𝑎1 < 𝑛−1, то най-
дется хотя бы одиннабор вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},на ко-

торомфункция равна нулю. Определим 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 0.Соот-
ветственно, переменная 𝑥1 тоже существенная. Таким образом,
все 𝑛 переменных являются существенными.

(d) 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1, 𝑎1 = 𝑛 − 1. Из равенства 𝑎1 = 𝑛 − 1 следует,
что на любом наборе вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполне-

но 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1, в том числе 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1. Поскольку
𝑓(1, 1, . . . , 1) = 0 (в силу 𝑎0 = 0), следовательно, все переменные
𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 являются существенными. Поскольку 𝑏1 < 𝑛−1, то есть
хотя бы один набор вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, на кото-

ром функция равна нулю. Определим 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 0. Соот-
ветственно, переменная 𝑥1 тоже существенная. Таким образом,
все 𝑛 переменных являются существенными.

(e) 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1, 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1. Выполнение неравенства
0 < 𝑏1 < 𝑛− 1 означает, что среди наборов вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где

𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хотя бы один набор, на котором функция равна
нулю, и еще хотя бы один, на котором функция равна единице.
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Определим 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1, 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 0. Выполнение
неравенства 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1 означает, что среди наборов ви-
да (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хотя бы один, на котором

функция равна нулю, и хотя бы один, на котором функция рав-
на единице. Определим 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1, 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 0.Из
такого определения функции следует, что переменные 𝑥1, 𝑥2 и
𝑥𝑛 являются существенными.

2. 𝑏0 = 0, 𝑎0 = 1. Это соответствует тому, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 1) = 0,

𝑓(1, 1, . . . , 1, 1) = 1. Очевидно, что отсюда следует, что 𝑥1—суще-
ственная переменная. Для 1-го разряда представления возможны
следующие варианты:

(a) 0 < 𝑎1 < 𝑛− 1, 𝑏1 = 0. Справедливость равенства 𝑏1 = 0 означает,
что на любом наборе вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполне-

но 𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Выполнение неравенства 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1

означает, что среди наборов вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

есть хотя бы один набор, на которомфункция равна нулю, и еще
хотя бы один, на котором функция равна единице. Определим
𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 0, 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 1. Из такого определения
функции следует, что переменные 𝑥1 и 𝑥2 являются существен-
ными.

(b) 0 < 𝑏1 < 𝑛− 1, 𝑎1 = 0. Выполнение соотношения 𝑎1 = 0 означает,
что на любом наборе вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполне-

но 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Из этого следует, что переменные с 𝑥2 по
𝑥𝑛 являются существенными, а значит, все 𝑛 переменных суще-
ственные.

(c) 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1, 𝑏1 = 𝑛 − 1. Равенство 𝑏1 = 𝑛 − 1 означает, что
на любом наборе вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено

𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Поскольку 𝑓(0, 1, . . . , 1) = 0, следовательно,
все переменные 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 являются существенными. Следова-
тельно, все 𝑛 переменных существенные.
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(d) 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1, 𝑎1 = 𝑛 − 1. Из равенства 𝑎1 = 𝑛 − 1 следует, что
на любом наборе вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, справедли-

во 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Выполнение неравенства 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1

означает, что среди наборов вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

есть хотя бы один набор, на которомфункция равна нулю, и еще
хотя бы один, на котором функция равна единице. Определим
𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 0, 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 1. Таким образом, перемен-
ные 𝑥1 и 𝑥2 будут существенными.

(e) 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1, 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1. Выполнение неравенства
0 < 𝑏1 < 𝑛− 1 означает, что среди наборов вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где

𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хотя бы один набор, на котором функция равна
нулю, и еще хотя бы один, на котором функция равна единице.
Определим 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1, 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 0. Выполнение
неравенства 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1 означает, что среди наборов ви-
да (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хотя бы один, на котором

функция равна нулю, и хотя бы один, на котором функция рав-
на единице. Определим 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 1, 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 0.Из
такого определения функции следует, что переменные 𝑥1, 𝑥2 и
𝑥𝑛 являются существенными.

3. 𝑏0 = 1, 𝑎0 = 0. Это соответствует тому, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 1) = 1,

𝑓(1, 1, . . . , 1, 1) = 0.Очевидно, что отсюда следует существенность пе-
ременной 𝑥1. Для 1-го разряда представления возможны следующие
варианты:

(a) 0 < 𝑎1 < 𝑛− 1, 𝑏1 = 0. Справедливость равенства 𝑏1 = 0 означает,
что на любом наборе вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполне-

но 𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Из этого следует, что переменные с 𝑥2 по
𝑥𝑛 являются существенными, а значит, все 𝑛 переменных суще-
ственные.

(b) 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1, 𝑏1 = 𝑛 − 1. Равенство 𝑏1 = 𝑛 − 1 означает, что
на любом наборе вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено
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𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Выполнение неравенства 0 < 𝑎1 < 𝑛− 1 озна-
чает, что срединаборов вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хо-

тя бы один, на котором функция равна нулю, и хотя бы один, на
котором функция равна единице. Определим 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1,

𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 0. Из такого определения функции следует, что
переменные 𝑥1 и 𝑥2 являются существенными.

(c) 0 < 𝑏1 < 𝑛− 1, 𝑎1 = 0. Выполнение соотношения 𝑎1 = 0 означает,
что на любом наборе вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполне-

но 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Выполнение неравенства 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1

означает, что среди наборов вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

есть хотя бы один набор, на которомфункция равна нулю, и еще
хотя бы один, на котором функция равна единице. Определим
𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1, 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 0. Из такого определения
функции следует, что переменные 𝑥1 и 𝑥2 являются существен-
ными.

(d) 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1, 𝑎1 = 𝑛 − 1. Из равенства 𝑎1 = 𝑛 − 1 следует, что
на любом наборе вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, справедливо

𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Из такого определения функции следует, что
существенными являются переменные с 𝑥2 по 𝑥𝑛, а значит, все 𝑛
переменных будут существенными.

(e) 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1, 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1. Выполнение неравенства
0 < 𝑏1 < 𝑛− 1 означает, что среди наборов вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где

𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хотя бы один набор, на котором функция равна
нулю, и еще хотя бы один, на котором функция равна единице.
Определим 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 0, 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 1. Выполнение
неравенства 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1 означает, что среди наборов вида
(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хотя бы один, на котором функ-

ция равна нулю, и хотя бы один, на которомфункция равна еди-
нице. Определим 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1, 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 0. Таким
образом, можем доопределить функцию 𝑓 так, что переменные
𝑥1, 𝑥2 и 𝑥𝑛 станут существенными.
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4. 𝑏0 = 1, 𝑎0 = 1. Это соответствует тому, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 1) = 1,

𝑓(1, 1, . . . , 1, 1) = 1. Для 1-го разряда представления возможны сле-
дующие варианты:

(a) 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1, 𝑏1 = 0. Справедливость равенства 𝑏1 = 0 озна-
чает, что на любом наборе вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, вы-

полнено 𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0, в том числе 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 0. Из
этого следует, что переменные с 𝑥2 по 𝑥𝑛 являются существен-
ными. Поскольку 𝑎1 > 0, то найдется хотя бы один набор вида
(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, на котором функция равна единице,

тогда можем доопределить 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1. Отсюда следует,
что 𝑥1—существенная. Таким образом, все 𝑛 переменных явля-
ются существенными.

(b) 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1, 𝑎1 = 0. Выполнение соотношения 𝑎1 = 0 озна-
чает, что на любом наборе вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, вы-

полнено 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0. в том числе 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 0. Из
этого следует, что переменные с 𝑥2 по 𝑥𝑛 являются существен-
ными. Поскольку 𝑏1 > 0, то найдется хотя бы один набор вида
(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, на котором функция равна единице,

тогда можем доопределить 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 1. Отсюда следует,
что 𝑥1—существенная, а значит, все 𝑛 переменных являются су-
щественными.

(c) 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1, 𝑏1 = 𝑛 − 1. Равенство 𝑏1 = 𝑛 − 1 означает, что
на любом наборе вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено

𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1, в том числе 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 1. Выполнение
неравенства 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1 означает, что среди наборов вида
(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хотя бы один, на котором функ-

ция равна нулю, и хотя бы один, на которомфункция равна еди-
нице. Тогда определим 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 1, 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1, 1) = 0.

Из такого определения функции следует, что переменные 𝑥1 и
𝑥2 являются существенными.

(d) 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1, 𝑎1 = 𝑛 − 1. Равенство 𝑎1 = 𝑛 − 1 означает, что
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на любом наборе вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполне-

но 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1, в том числе 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1. Выпол-
нение неравенства 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1 означает, что среди наборов
вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хотя бы один набор, на

котором функция равна нулю, и еще хотя бы один, на котором
функция равна единице. Тогда определим 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 1) = 0,

𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1. Из такого определения функции следует, что
переменные 𝑥1 и 𝑥2 являются существенными.

(e) 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1, 0 < 𝑏1 < 𝑛 − 1. Выполнение неравенства
0 < 𝑏1 < 𝑛− 1 означает, что среди наборов вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где

𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хотя бы один набор, на котором функция равна
нулю, и еще хотя бы один, на котором функция равна единице.
Тогда определим 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1, 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 0. Выпол-
нение неравенства 0 < 𝑎1 < 𝑛 − 1 означает, что среди наборов
вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, есть хотя бы один, на котором

функция равна нулю, и хотя бы один, на которомфункция равна
единице. Тогда определим 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1, 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 0.

Из такого определения функции следует, что переменные 𝑥1, 𝑥2
и 𝑥𝑛 являются существенными.

Таким образом, для возможных значений в 0-м и 1-м разрядах пред-
ставления в случаях 1a, 1b, 1e, 2a, 2d, 2e, 3b, 3c, 3e, 4c, 4d и 4e не все пере-
менные получится сделать существенными. Как следует из предыдущих
рассуждений, для всех случаев 1e, 2e, 3e, 4e при переходе от 0-го к 1-му
разряду представления получается определить функцию 𝑓 так, чтобы сде-
лать существеннымипеременные𝑥1, 𝑥2, 𝑥𝑛.Такимобразом, остаетсяпока-
зать, что для этих случаев также и переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 можно сделать
существенными. Для остальных случаев удается сделать существенными
переменные 𝑥1, 𝑥2. Соответственно, остается показать, что переменные с
𝑥3 по 𝑥𝑛 можно сделать существенными.

Рассмотрим, как доопределить функцию 𝑓 при переходе от 1-го к 2-
му разряду, чтобы все переменные стали существенными. Возможны два
варианта. Первый вариант, когда хотя бы одно из значений 𝑏2, 𝑎2 не равно
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нулю, второй— когда 𝑏2 = 𝑎2 = 0.

Рассмотрим первый вариант. Для случаев 1e, 2e, 3e и 4e выполнено 1 ≤
𝑏1 ≤ 𝑛− 2 и 1 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑛− 2. Тогда поскольку хотя бы одно из значений 𝑏2, 𝑎2
не равно нулю и выполняется свойство представления, то хотя бы одно из
этих значений больше нуля и меньше максимального значения, равного
𝐶2

𝑛−1. Тогда:

I. если 𝑛− 3 ≤ 𝑏2 < 𝐶2
𝑛−1,

– для случаев 1e, 2e и 4e уже определили, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1,

𝑓(0, 0, 1 . . . , 1) = 0. Тогда доопределим 𝑓 следующим образом: на
всех наборах вида (0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 1), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим

𝑓(0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 1) = 1. Поскольку таких единичных наборов
𝑛 − 3, а 𝑏2 ≥ 𝑛 − 3, то все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 будут суще-
ственными.

– для случая 3e ранее уже определили, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 0,

𝑓(0, 0, 1 . . . , 1) = 1. Тогда доопределим 𝑓 следующим образом:
на наборах вида (0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим

𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 1. Поскольку таких единичных наборов
𝑛 − 3, а 𝑏2 ≥ 𝑛 − 3, то все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 будут суще-
ственными.

II. если 1 ≤ 𝑏2 < 𝑛− 3 (это возможно только в случае 𝑛 ≥ 5),

– для случаев 1e, 2e и 4e уже определили, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1,

𝑓(0, 0, 1 . . . , 1) = 0. Тогда доопределим 𝑓 следующим образом: на
всех наборах вида (0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 нуль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим

𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Поскольку число подобных наборов, на
которых 𝑓 принимает нулевое значение, не меньше 𝐶2

𝑛−1 − (𝑛−
4) > 𝑛 − 3 для 𝑛 ≥ 5, тогда переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются
существенными.

– для случая 3e ранее уже определили, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 0,

𝑓(0, 0, 1 . . . , 1) = 1. Тогда доопределим 𝑓 следующим образом:
на всех наборах вида (0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 нуль

, 1), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, поло-
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жим 𝑓(0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 1) = 0. Поскольку число подобных на-
боров, на которых 𝑓 принимает нулевое значение, не меньше
𝐶2

𝑛−1 − (𝑛 − 4) > 𝑛 − 3 для 𝑛 ≥ 5, тогда переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1

являются существенными.

III. если 𝑛− 3 ≤ 𝑎2 < 𝐶2
𝑛−1,

– для случаев 1e, 3e и 4e уже определили, что 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1,

𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 0. Тогда доопределим 𝑓 следующим образом:
на всех наборах вида (1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 нуль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим

𝑓(1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 1. Поскольку таких единичных наборов
𝑛 − 3, а 𝑎2 ≥ 𝑛 − 3, то все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 будут суще-
ственными.

– для случая 2e ранее уже определили, что 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 0,

𝑓(1, 1 . . . , 1, 0) = 1. Тогда доопределим 𝑓 следующим образом: на
всех наборах вида (1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 нуль

, 1), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим

𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 1) = 1. Поскольку таких единичных наборов
𝑛 − 3, а 𝑎2 ≥ 𝑛 − 3, то все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 будут суще-
ственными.

IV. если 1 ≤ 𝑎2 < 𝑛− 3 (это возможно только в случае 𝑛 ≥ 5),

– для случаев 1e, 3e и 4e уже определили, что 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1,

𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 0. Тогда доопределим 𝑓 следующим образом:
на всех наборах вида (1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 1), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, поло-

жим 𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 1) = 0. Поскольку число подобных на-
боров, на которых 𝑓 принимает нулевое значение, не меньше
𝐶2

𝑛−1 − (𝑛 − 4) > 𝑛 − 3 для 𝑛 ≥ 5, то переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1

являются существенными.

– для случая 2e ранее уже определили, что 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 0,

𝑓(1, 1 . . . , 1, 0) = 1. Тогда доопределим 𝑓 следующим образом:
на всех наборах вида (1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, поло-

жим 𝑓(1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Поскольку число подобных на-
боров, на которых 𝑓 принимает нулевое значение, не меньше
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𝐶2
𝑛−1 − (𝑛 − 4) > 𝑛 − 3 для 𝑛 ≥ 5, то переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1

являются существенными.

Таким образом, полностью показали, как надо определить функцию 𝑓,

чтобы для случаев 1e, 2e, 3e и 4e все 𝑛 переменных были существенными.
Рассмотрим случай 1a. Напомним, что среди прочего мы определили

для функции 𝑓 ранее, что 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1, 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 0.

Тогда возможны следующие варианты:

• 𝑛 − 3 ≤ 𝑎2 < 𝐶2
𝑛−1. Доопределим 𝑓 следующим образом: на

всех наборах вида (1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  
1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим, что

𝑓(1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 1. Поскольку таких единичных наборов 𝑛 − 3,

а 𝑎2 ≥ 𝑛 − 3, то все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 будут существенными.
Также положим, что 𝑓(1, 0, 1, . . . , 0) = 0, тогда переменная 𝑥𝑛 также
будет существенной.

• 1 ≤ 𝑎2 < 𝑛−3 (это возможно только для 𝑛 ≥ 5). Доопределим 𝑓 следу-
ющим образом: на всех наборах вида (1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

положим 𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Поскольку число подобных наборов,
на которых 𝑓 принимает нулевое значение, неменьше𝐶2

𝑛−1−(𝑛−4) >

𝑛− 2 для 𝑛 ≥ 5, тогда переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенны-
ми.

• 𝑎2 = 𝐶2
𝑛−1, тогда по свойству представления 1 ≤ 𝑏2 < 𝐶2

𝑛−1. Из 𝑎2 =

𝐶2
𝑛−1 следует, что на всех наборах вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

2 нуля

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

выполнено 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1, в том числе на всех наборах вида
(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 1. Следователь-

но, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются существенными. Кроме то-
го, из равенства 𝑏1 = 0 следует, в частности, что 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 0,

а из того, что 𝑏2 ≥ 1 следует, что можем доопределить функцию так:
𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 0) = 1. Тогда переменная 𝑥𝑛 будет также существенной.

• 𝑎2 = 0, поэтому на всех наборах вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
2 нуля

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

выполнено 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0, в том числе на всех наборах вида
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(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, 𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Следовательно,

переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенными.

Таким образом, для случая 1a показали, как определить функцию 𝑓 так,
что все 𝑛 переменных будут существенными.

Рассмотрим случай 1b. Напомним, что среди прочего мы определили
для функции 𝑓 ранее, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 0, 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 1. Тогда воз-
можны следующие варианты:

• 𝑛 − 3 ≤ 𝑏2 < 𝐶2
𝑛−1. Тогда доопределим 𝑓 следующим образом: на

всех наборах вида (0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  
1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим, что

𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 1. Поскольку таких единичных наборов 𝑛 − 3,

а 𝑏2 ≥ 𝑛−3, топеременные с𝑥3 по𝑥𝑛−1 являются существенными. Так-
же определим 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 0) = 0, тогда переменная 𝑥𝑛 также будет
существенной.

• 1 ≤ 𝑏2 < 𝑛 − 3 (возможно только для 𝑏 ≥ 5). Тогда доопреде-
лим 𝑓 следующим образом: на всех наборах вида (0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где

𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим 𝑓(0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Поскольку число подобных
наборов, на которых 𝑓 принимает нулевое значение не меньше, чем
𝐶2

𝑛−1− (𝑛−4) ≥ 𝑛−3 для 𝑛 ≥ 5, тогда переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются
существенными.

• 𝑏2 = 𝐶2
𝑛−1, тогдапо свойствупредставления 1 ≤ 𝑎2 < 𝐶2

𝑛−1.Из 𝑏2 = 𝐶2
𝑛−1

следует, что на всех наборах вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
2 нуля

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выпол-

нено 𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1, в томчисленанаборах вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  
1 ноль

, 0),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 1. Следовательно, пе-
ременные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются существенными. Из того, что 𝑎2 ≥ 1,

следует, что мы можем доопределить 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1, 0) = 1, отсюда
в силу того, что 𝑓(1, 0, 1 . . . , 1) = 0 (так как 𝑎1 = 0), следует, что 𝑥𝑛
будет существенной.

• 𝑏2 = 0, тогда по свойству представления 1 ≤ 𝑎2 < 𝐶2
𝑛−1. Из 𝑏2 = 0 сле-

дует, что на всех наборах вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
2 нуля

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено

72



𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0, в том числе на всех наборах вида (0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Следовательно, пере-
менные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенными.

Таким образом, для случая 1b показали, как определить функцию 𝑓 так,
что все 𝑛 переменных будут существенными.

Рассмотрим случай 2a. Напомним, что среди прочего мы определили
для функции 𝑓 ранее, что 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 0, 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 1. Тогда воз-
можны следующие варианты:

• 𝑛 − 2 ≤ 𝑎2 < 𝐶2
𝑛−1. Дополнительно определим 𝑓 следующим обра-

зом: на всех наборах вида (1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим

𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Поскольку число подобных единичных наборов
𝑛−2, а 𝑎2 ≥ 𝑛−2, то переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенными.

• 1 ≤ 𝑎2 < 𝑛 − 2. Дополнительно определим 𝑓 следующим образом:
на всех наборах вида (1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим

𝑓(1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Поскольку число подобных наборов, на ко-
торых 𝑓 принимает нулевое значение, неменьше𝐶2

𝑛−1−(𝑛−3) > 𝑛−3

для 𝑛 ≥ 4, то переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются существенными. Так
как 𝑎2 ≥ 1, тогда определим 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1, 0) = 1, тогда 𝑥𝑛 является
существенной.

• 𝑎2 = 0, тогда 1 ≤ 𝑏2 < 𝐶2
𝑛−1. На всех наборах вида (1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Следовательно,
переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются существенными. Так как 𝑏2 ≥ 1,

тогда определим 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 0) = 1, тогда 𝑥𝑛 является существен-
ной, так как 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 0 (поскольку 𝑏1 = 0).

• 𝑎2 = 𝐶2
𝑛−1, тогда на всех наборах вида (1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

выполнено 𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Следовательно, переменные с 𝑥3 по
𝑥𝑛 являются существенными.

Таким образом, для случая 2a показали, как определить функцию 𝑓 так,
что все 𝑛 переменных будут существенными.
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Рассмотрим случай 2d. Напомним, что среди прочего мы определили
для функции 𝑓 ранее, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 0, 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 1. Тогда воз-
можны следующие варианты:

• 𝑛 − 3 ≤ 𝑏2 < 𝐶2
𝑛−1. Дополнительно определим 𝑓 следующим обра-

зом: на всех наборах вида (0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  
1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим

𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 1. Поскольку таких единичных наборов 𝑛 − 3,

а 𝑏2 ≥ 𝑛 − 3, то все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 существенные. Далее
положим 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 0) = 0, тогда 𝑥𝑛 является существенной.

• 1 ≤ 𝑏2 < 𝑛 − 3 (возможно только для 𝑛 ≥ 5). Доопределим 𝑓 следую-
щим образом: на всех наборах вида (0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, по-

ложим 𝑓(0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Поскольку число подобных наборов, на
которых 𝑓 принимает нулевое значение, не меньше 𝐶2

𝑛−1 − (𝑛− 4) >

𝑛− 2 для 𝑛 ≥ 5, тогда переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенны-
ми.

• 𝑏2 = 0, тогда на всех наборах вида (0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, вы-

полнено 𝑓(0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Следовательно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛
являются существенными.

• 𝑏2 = 𝐶2
𝑛−1, тогда 1 ≤ 𝑎2 < 𝐶2

𝑛−1. На всех наборах (0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  
1 ноль

, 0),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 1. Следовательно,
переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются существенными. Так как 𝑎2 < 𝐶2

𝑛−1,

тогда определим 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1, 0) = 0, тогда 𝑥𝑛 является существен-
ной, так как 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1 (в силу 𝑎1 = 𝑛− 1).

Таким образом, для случая 2d показали, как определить функцию 𝑓 так,
что все 𝑛 переменных будут существенными.

Рассмотрим случай 3b. Напомним, что среди прочего мы определили
для функции 𝑓 ранее, что 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1, 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 0. Тогда воз-
можны следующие варианты:

• 𝑛 − 3 ≤ 𝑎2 < 𝐶2
𝑛−1. Дополнительно определим 𝑓 следующим обра-

зом: на всех наборах вида (1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  
1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим
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𝑓(1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 1. Поскольку таких единичных наборов 𝑛 − 3,

а 𝑎2 ≥ 𝑛 − 3, то все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 существенные. Кроме
этого, положим 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1, 0) = 0, тогда 𝑥𝑛 станет существенной.

• 1 ≤ 𝑎2 < 𝑛 − 3 (возможно только для 𝑛 ≥ 5). Дополнительно опре-
делим 𝑓 следующим образом: на всех наборах вида (1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим 𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Поскольку число подоб-
ных наборов, на которых 𝑓 принимает нулевое значение, не меньше
𝐶2

𝑛−1 − (𝑛 − 4) > 𝑛 − 2 для 𝑛 ≥ 5, то переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются
существенными.

• 𝑎2 = 0, тогда на всех наборах вида (1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, вы-

полнено 𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются суще-
ственными.

• 𝑎2 = 𝐶2
𝑛−1, тогда 1 ≤ 𝑏2 < 𝐶2

𝑛−1.На всех наборах (1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  
1 ноль

, 0), где

𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 1. Тогда все перемен-
ные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1—существенные. Дополнительно, так как 𝑏2 < 𝐶2

𝑛−1,

доопределим 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 0) = 0 (заметим, что 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 1

в силу 𝑏1 = 𝑛− 1). Тогда все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 станут существен-
ными.

Таким образом, для случая 3b показали, как определить функцию 𝑓 так,
что все 𝑛 переменных будут существенными.

Рассмотрим случай 3c. Напомним, что среди прочего мы определили
для функции 𝑓 ранее, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1, 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 0. Тогда воз-
можны следующие варианты:

• 𝑛 − 2 ≤ 𝑏2 < 𝐶2
𝑛−1. Дополнительно определим 𝑓 следующим об-

разом: на всех наборах вида (0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 нуль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, поло-

жим 𝑓(0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Поскольку таких единичных наборов 𝑛− 2,

а 𝑏2 ≥ 𝑛− 2, то все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 будут существенными.

• 1 ≤ 𝑏2 < 𝑛 − 2. Дополнительно определим 𝑓 следующим образом:
на всех наборах вида (0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 нуль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим
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𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Поскольку число подобных наборов, на ко-
торых 𝑓 принимает нулевое значение, неменьше𝐶2

𝑛−1−(𝑛−3) > 𝑛−3

для 𝑛 ≥ 4, тогда переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются существенными.
Дополнительно определим 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 0) = 1, тогда 𝑥𝑛 станет су-
щественной переменной.

• 𝑏2 = 0, тогда 1 ≤ 𝑎2 < 𝐶2
𝑛−1. На всех наборах вида (0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Следовательно,
переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются существенными. Кроме того, по-
скольку 𝑎2 ≥ 1определим 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1, 0) = 1, соответственно, в силу
того, что 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 0, переменная 𝑥𝑛 станет существенной.

• 𝑏2 = 𝐶2
𝑛−1, тогда на всех наборах вида (0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

выполнено 𝑓(0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Следовательно, переменные с 𝑥3 по
𝑥𝑛 являются существенными.

Таким образом, для случая 3c показали, как определить функцию 𝑓 так,
что все 𝑛 переменных будут существенными.

Рассмотрим случай 4c. Напомним, что, среди прочего, мы определили
для функции 𝑓 ранее, что 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 1, 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1, 1) = 0. Тогда
возможны следующие варианты:

• 𝑛 − 2 ≤ 𝑎2 < 𝐶2
𝑛−1. Дополнительно определим 𝑓 следующим об-

разом: на всех наборах вида (1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, поло-

жим 𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Поскольку таких единичных наборов 𝑛− 2,

а 𝑎2 ≥ 𝑛− 2, то все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 будут существенными.

• 1 ≤ 𝑎2 < 𝑛 − 2. Дополнительно определим 𝑓 следующим образом:
на всех наборах вида (1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим

𝑓(1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Поскольку число подобных наборов, на ко-
торых 𝑓 принимает нулевое значение, неменьше𝐶2

𝑛−1−(𝑛−3) > 𝑛−3

для 𝑛 ≥ 4, то переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются существенными. Кро-
ме того, определим 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1, 0) = 1, тогда 𝑥𝑛 станет существен-
ной.
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• 𝑎2 = 0, тогда 1 ≤ 𝑏2 < 𝐶2
𝑛−1. На всех наборах вида (1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Тогда переменные
с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются существенными. Поскольку 𝑏2 < 𝐶2

𝑛−1, то опре-
делим 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 0) = 0, а поскольку 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 1 (в силу
𝑏1 = 𝑛− 1), то 𝑥𝑛 станет существенной.

• 𝑎2 = 𝐶2
𝑛−1, тогда на всех наборах вида (1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

выполнено 𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Тогда все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 бу-
дут существенными.

Таким образом, для случая 4c показали, как определить функцию 𝑓 так,
что все 𝑛 переменных будут существенными.

Рассмотрим случай 4d. Напомним, что среди прочего, мы определили
для функции 𝑓 ранее, что 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 1) = 0, 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1. Тогда
возможны следующие варианты:

• 𝑛 − 2 ≤ 𝑏2 < 𝐶2
𝑛−1. Тогда доопределим 𝑓 следующим обра-

зом: на всех наборах вида (0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим

𝑓(0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Поскольку таких единичных наборов 𝑛 − 2,

а 𝑏2 ≥ 𝑛− 2, то все переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 будут существенными.

• 1 ≤ 𝑏2 < 𝑛 − 2. Тогда доопределим 𝑓 следующим образом: на
всех наборах вида (0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, положим

𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Поскольку число подобных наборов, на ко-
торых 𝑓 принимает нулевое значение, неменьше𝐶2

𝑛−1−(𝑛−3) > 𝑛−3

для 𝑛 ≥ 4, тогда переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются существенными.
Также определим 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 0) = 1, тогда 𝑥𝑛 является существен-
ной.

• 𝑏2 = 0, тогда 1 ≤ 𝑎2 < 𝐶2
𝑛−1. На всех наборах вида (0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Следователь-
но, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются существенными. Кроме то-
го, определим 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1, 0) = 0, соответственно, в силу того, что
𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1 (поскольку 𝑎1 = 𝑛− 1), переменная 𝑥𝑛 станет суще-
ственной.
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• 𝑏2 = 𝐶2
𝑛−1, тогда на всех наборах вида (0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1},

выполнено 𝑓(0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Следовательно, переменные с 𝑥3 по
𝑥𝑛 являются существенными.

Таким образом, для случая 4d показали, как определить функцию 𝑓 так,
что все 𝑛 переменных будут существенными.

Рассмотрим второй вариант, когда 𝑏2 = 0 и 𝑎2 = 0. Из следствия 4.10 и
свойства представления следует справедливость соотношения:

𝑎0 + 𝑏1 − 𝑎1 − 𝑏0 = 5𝐵, (4.2)

где 𝐵 ∈ Z.
Разберем, как доопределить функцию так, чтобы все переменные ста-

ли существенными, для всех двенадцати случаев.
Случай 1a. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.0𝑎1.00.

Из соотношения 4.2 следует, что 𝑎1 = 5𝑙, где 𝑙 ∈ N. Таким образом, 𝑎1 ≥ 5.

Ранее для этого случая было получено в том числе, что выполне-
но 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1. Поскольку 𝑎2 = 0, то для всех наборов вида
(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 нуль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Следова-

тельно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенными.
Случай 1b. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.𝑏10.00.

Из соотношения 4.2 следует, что 𝑏1 = 5𝑙, где 𝑙 ∈ N. Таким образом, 𝑏1 ≥ 5.

Ранее для этого случая определили, что 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1) = 1, в силу того,
что 𝑏2 = 0, на всех наборах вида (0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполне-

но 𝑓(0, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Следовательно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются
существенными.

Случай 1e. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.𝑏1𝑎1.00.
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Из соотношения 4.2 следует, что 𝑏1 − 𝑎1 = 5𝐵, где 𝐵 ∈ Z. Ранее для
этого случая определили, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1. В силу того, что 𝑏2 =

0, для всех наборов вида (0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  
1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено

𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Следовательно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 суще-
ственные.

Случай 2a. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.0𝑎1.01.

Из соотношения 4.2 следует, что 1− 𝑎1 = 5𝐵, где 𝐵 ∈ Z.
Если 𝐵 = 0, то это соответствует представлению для числа 𝑋 = 10,

этот случай не рассматриваем в рамках данной леммы. Если 𝐵 ̸= 0, то
получаем, что 𝑎1 ≥ 6. Ранее для этого случая было в том числе определено,
что 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0) = 1, 𝑓(1, 0, 1 . . . , 1) = 0,доопределим 𝑓(1, 1, 0, 1, . . . , 1) = 1.

Поскольку 𝑎2 = 0, то для всех наборов вида (1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  
1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈

{0; 1}, выполнено 𝑓(1, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0. Следовательно, переменные с
𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенными.

Случай 2d. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.𝑏1𝐶
1
𝑛−1.01.

В силу того, что 𝑎1 = 𝐶1
𝑛−1 = 𝑛 − 1, для всех наборов вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Поскольку 𝑎2 = 0, то для всех
наборов вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

2 нуля

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0.

Следовательно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенными.
Случай 2e. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.𝑏1𝑎1.01.

Для данного случая справедливо, что 1 ≤ 𝑏1, 𝑎1 < 𝐶1
𝑛−1. Ранее для этого

случая, в частности, было определено, что 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1. Поскольку
𝑏2 = 0, то для всех наборов (0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено

𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0.Следовательно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛−1 являются
существенными.
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Случай 3b. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.𝐶1
𝑛−1𝑎1.10.

В силу того, что 𝑏1 = 𝐶1
𝑛−1 = 𝑛 − 1, для всех наборов вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Поскольку 𝑏2 = 0, то для всех
наборов вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

2 нуля

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0.

Следовательно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенными.
Случай 3c. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.𝑏10.10.

Из соотношения 4.2 следует, что 𝑏1 − 1 = 5𝐵, где 𝐵 ∈ Z. Если 𝐵 =

0, то это соответствует представлению для числа 𝑋 = 15, этот случай
не рассматриваем в рамках данной леммы. Если 𝐵 ̸= 0, то получаем,
что 𝑏1 ≥ 6. Ранее для этого случая, в частности, было определено, что
𝑓(0, 1, . . . , 1, 0) = 1, 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 1) = 0. Поскольку 𝑏1 ≥ 6, тогда доопре-
делим 𝑓(0, 1, . . . , 1, 0, 1) = 1. Поскольку 𝑏2 = 0, то для всех наборов вида
(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1⏟  ⏞  

1 ноль

, 0), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(0, 1, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛−1, 0) = 0.Сле-

довательно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенными.
Случай 3e. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.𝑏1𝑎1.10.

Для данного случая справедливо, что 1 ≤ 𝑏1, 𝑎1 < 𝐶1
𝑛−1. Ранее для этого

случая, в частности, было определено, что 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1. Поскольку
𝑎2 = 0, то для всех наборов вида (1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполне-

но 𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Следовательно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются
существенными.

Случай 4c. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.𝐶1
𝑛−1𝑎1.11.

В силу того, что 𝑏1 = 𝐶1
𝑛−1 = 𝑛 − 1, для всех наборов вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Поскольку 𝑏2 = 0, то для всех
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наборов вида (0, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  
2 нуля

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0.

Следовательно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенными.
Случай 4d. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.𝑏1𝐶
1
𝑛−1.11.

В силу того, что 𝑎1 = 𝐶1
𝑛−1 = 𝑛 − 1, для всех наборов вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

),

где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 1. Поскольку 𝑎2 = 0, то для всех
наборов вида (1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

2 нуля

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполнено 𝑓(1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛) = 0.

Следовательно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются существенными.
Случай 4e. Представление числа выглядит так:

00. . . .⏟ ⏞ 
нули

.00.𝑏1𝑎1.11.

Для данного случая справедливо, что 1 ≤ 𝑏1, 𝑎1 < 𝐶1
𝑛−1. Ранее для этого

случая, в частности, было определено, что 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1) = 1. Поскольку
𝑎2 = 0, то для всех наборов вида (1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛⏟  ⏞  

1 ноль

), где 𝜎𝑖 ∈ {0; 1}, выполне-

но 𝑓(1, 0, 𝜎3, . . . , 𝜎𝑛) = 0. Следовательно, переменные с 𝑥3 по 𝑥𝑛 являются
существенными.

Такимобразом, для второго варианта такжепоказали, какможноопре-
делить функцию 𝑓 для того, чтобы все 𝑛 переменных были существенны-
ми.

Следует заметить, что при указании на то, как определить функцию 𝑓,

только для части наборов задано жестко, будет на них функция равна ну-
лю или единице. Соотвественно, на оставшейся части наборов при опре-
делении функции руководствуемся алгоритмом, описанным в лемме 4.8.
Это доопределение не будет влиять на существенность переменных, и
следовательно, для некоторых чисел по представлению можно построить
несколько функций без фиктивных переменных.

Таким образом, лемма доказана, показали, что для любой дроби𝑋/5𝑛,
у которой 20 ≤ 𝑋 ≤ 5𝑛/2, 𝑛 ≥ 4, сможем построить 𝑛-местную буле-
ву функцию 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) со всеми существенными переменными, которая
индуцирует вероятностную функцию ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛), для которой ∃̂︀𝑥𝑖 ∈ 𝐴(5),

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} : ̂︀𝑓(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) = 𝑋/5𝑛.
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4.2 Доказательство конечной порожденности

Лемма 4.12. Для множества 5-несократимых функций 𝒩5 выполняется
𝐴(53) ⊂ 𝑉𝒩5

(𝐴(52)).

Доказательство. Введем обозначения для некоторых вероятностных
функций, индуцированных булевыми функциями из 𝒩5. Будем обозна-
чать как ̂︀&(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) функцию, индуцированную конъюнкцией 𝑛 пере-
менных 𝑥1& . . .&𝑥𝑛, как ̂︀ℎ1(̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2)—функцию, индуцированную 𝑥1𝑥2∨ 𝑥̄1𝑥̄2,
и наконец обозначим как ̂︀ℎ2(̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2, ̂︀𝑥3)функцию, индуцированную 𝑥̄1𝑥̄2𝑥̄3∨
𝑥2𝑥3. Запишем выражения для индуцированных функций: ̂︀&(̂︀𝑥1, . . . , ̂︀𝑥𝑛) =̂︀𝑥1 . . . ̂︀𝑥𝑛, ̂︀ℎ1(̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2) = 1−̂︀𝑥1−̂︀𝑥2+2̂︀𝑥1̂︀𝑥2, ̂︀ℎ2(̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2, ̂︀𝑥3) = 1−̂︀𝑥1−̂︀𝑥2−̂︀𝑥3+̂︀𝑥1̂︀𝑥2+̂︀𝑥1̂︀𝑥3 + 2̂︀𝑥2̂︀𝑥3 − ̂︀𝑥1̂︀𝑥2̂︀𝑥3.

Рассмотрим различные правильные дроби 𝑎/53 ∈ 𝐴(53). Возможно
несколько вариантов.

1. Если числитель 𝑎 у правильной дроби 𝑎/53 кратен 5, т. е. представим
в виде 𝑎 = 5𝑏, то получаем, что 𝑎/53 = 5𝑏/53 = 𝑏/52, а любая правиль-
ная дробь 𝑏/52 ∈ 𝐴(52). Следовательно такая дробь уже принадлежит
𝑉𝒩5

(𝐴(52)), так как 𝑉 1
𝒩5
(𝐴(52)) = 𝐴(52).

2. Если числитель 𝑎 у правильной дроби 𝑎/53 представим в виде 𝑎 = 𝑏𝑐,

где 1 ≤ 𝑏 ≤ 24, 𝑏 ∈ N, 𝑏 mod 5 ̸= 0, 𝑐 ∈ {1, 2, 3, 4}, то такая дробь может
быть получена следующим образом: ̂︀&(𝑏/52, 𝑐/5) = 𝑏𝑐/53 = 𝑎/53, где
𝑏/52 ∈ 𝐴(52), 𝑐/5 ∈ 𝐴(5). Следовательно, 𝑎/53 ∈ 𝑉𝒩5

(𝐴(52)).

3. Если числитель 𝑎 у правильной дроби 𝑎/53 может быть представлен
как 𝑎 = 125 − 𝑏𝑐, где 1 ≤ 𝑏 ≤ 24, 𝑏 mod 5 ̸= 0, 𝑏 ∈ N, 𝑐 ∈ {1, 2, 3, 4},
то в силу того, что 𝑏𝑐/53 ∈ 𝑉𝒩5

(𝐴(52)), как показано в предыдущем
пункте, и следствия 4.5 получаем, что поскольку 𝑎/53 = (125−𝑏𝑐)/53 =
1− 𝑏𝑐/53, то выполнено 𝑎/53 ∈ 𝑉𝒩5

(𝐴(52)).

Приведенными выше способами можно выразить все числите-
ли правильных дробей из 𝐴(53), кроме числителей из множества
{31, 43, 47, 58, 67, 78, 82, 94}.

4. Дроби 𝑎/53 с числителями 31, 43, 47, 58 могут быть получены следую-
щим образом: ̂︀ℎ2(3/5, 1/5, 3/5) = 31/125,
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̂︀ℎ2(2/5, 2/5, 2/5) = 47/125,̂︀ℎ1(4/5, 6/25) = 43/125,̂︀ℎ1(2/5, 17/25) = 58/125.

Таким образом, эти дроби принадлежат 𝑉𝒩5
(𝐴(52)).

5. Дроби 𝑎/53 с числителями 94, 82, 78, 67 в силу следствия 4.5 и того, что
31/125, 43/125, 47/125, 58/125 ∈ 𝑉𝒩5

(𝐴(52)), также будут принадлежать
𝑉𝒩5

(𝐴(52)).

Таким образом, показали, что все правильные дроби со знаменателем 53

из множества 𝐴(53) принадлежат множеству 𝑉𝒩5
(𝐴(52)). Лемма доказана.

Теорема 4.13 [70]. Класс булевых функций 𝒩5 является конечно порожда-
ющим в множестве Γ[5]. В качестве начального множества можно взять
𝐴(52).

Доказательство. Очевидно, что если дробь𝑋/5𝑛 является несократимой,
то в результате операции 1 − 𝑋/5𝑛 = (5𝑛 − 𝑋)/5𝑛 также получим несо-
кратимую дробь. Возьмем произвольную правильную дробь 𝑌/5𝑛0 ∈ Γ[5],

𝑛0 ≥ 1, 𝑛0 ∈ N. Представим ее в виде несократимой дроби 𝑋/5𝑛 ∈ Γ[5],

𝑛 ≥ 1, 𝑛 ∈ N. Тогда для показателя степени знаменателя 𝑛 возможны сле-
дующие варианты:

1. Если 𝑛 ≤ 2, то по определению𝑋/5𝑛 ∈ 𝐴(52), т. е.𝑋/5𝑛 ∈ 𝑉𝒩5
(𝐴(52))).

2. Если 𝑛 = 3, то по доказанному в Лемме 4.12 получаем, что 𝑋/5𝑛 ∈
𝑉𝒩5

(𝐴(52)).

3. Если 𝑛 ≥ 4 и 1 ≤ 𝑋 < 25, то 𝑋/5𝑛 = ̂︀&(𝑋/52, 1/5, . . . , 1/5) = 𝑋/5𝑛,

где &— (𝑛 − 1)-местная конъюнкция. Тогда получаем, что 𝑋/5𝑛 ∈
𝑉𝒩5

(𝐴(52))).

4. Если 𝑛 ≥ 4 и 5𝑛−25 < 𝑋 ≤ 5𝑛−1, то𝑋/5𝑛 = (5𝑛−𝑅)/5𝑛 = 1−𝑅/5𝑛, где
1 ≤ 𝑅 < 25 и по доказанному выше выполнено 𝑅/5𝑛 ∈ 𝑉𝒩5

(𝐴(52))).

Тогда согласно следствию 4.5 имеем, что𝑋/5𝑛 ∈ 𝑉𝒩5
(𝐴(52))).
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5. Если 𝑛 ≥ 4 и 25 < 𝑋 < 5𝑛/2, то по доказанному выше в теореме 4.6
и лемме 4.8 для числителя дроби 𝑋/5𝑛 можем записать представле-
ние, позволяющее построить 𝑛-местную булеву функцию 𝑓 , чья ин-
дуцированная порождает указанную дробь из 𝐴(5). Поскольку дробь
𝑋/5𝑛—несократимая, а у булевойфункции𝑛переменных, то по лем-
ме 4.3 у булевой функции 𝑓 все переменные существенные и по лем-
ме 4.1 выполнено ̂︀𝑓 ∈ ̂︁𝒩5. Следовательно,𝑋/5𝑛 ∈ 𝑉𝒩5

(𝐴(52))).

6. Если𝑛 ≥ 4и 5𝑛/2 < 𝑋 < 5𝑛−25, то𝑋/5𝑛 = 1−𝑅/5𝑛, где 25 < 𝑅 < 5𝑛/2,и
по доказанному выше выполнено 𝑅/5𝑛 ∈ 𝑉𝒩5

(𝐴(52))). Тогда согласно
следствию 4.5 имеем, что𝑋/5𝑛 ∈ 𝑉𝒩5

(𝐴(52))).

Таким образом, для любой правильной дроби из Γ[5] показали, что она
принадлежит множеству 𝑉𝒩5

(𝐴(52))), т. е. 𝑉𝒩5
(𝐴(52))) = Γ[5].

Теорема 4.14 [70]. Класс булевых функцийℛ5 ∪ 𝒵 является конечно порож-
дающим в множестве Γ[5]. В качестве начального множества можно взять
𝐴(5).

Доказательство. Пусть 𝑋/5𝑛—произвольная правильная дробь, 𝑛 ∈ N.
Докажем, что𝑋/5𝑛 принадлежит 𝑉ℛ5∪𝒵(𝐴(5)).

Будем проводить доказательство по индукции. Пусть 𝑛 = 1, очевидно,
что𝑋/5 принадлежит 𝐴(5), а значит,𝑋/5 принадлежит 𝑉ℛ5∪𝒵(𝐴(5)).

Пусть для некоторого 𝑖 ∈ N выполняется, что всякая правильная дробь
𝑋/5𝑖 принадлежит 𝑉ℛ5∪𝒵(𝐴(5)). Докажем, что для 𝑖 + 1 всякая правильная
дробь 𝑌/5𝑖+1 также принадлежит 𝑉ℛ5∪𝒵(𝐴(5)).

Обозначим как 𝑓𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥̄1𝑥3 универсальную функцию и̂︀𝑓𝑢(̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2, ̂︀𝑥3) = ̂︀𝑥3 − ̂︀𝑥1̂︀𝑥3 + ̂︀𝑥1̂︀𝑥2 = ̂︀𝑥3 + ̂︀𝑥1(̂︀𝑥2 − ̂︀𝑥3)—индуцированную ей
вероятностную функцию. Очевидно, что 𝑓𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝒵.

Рассмотрим дробь 𝑌/5𝑖+1. Для нее возможно несколько вариантов.

1. Если 𝑌 mod 5 = 0, то числитель дроби 𝑌 может быть представлен как
𝑌 = 5𝑚𝐷, где 𝑚 ∈ N, 𝐷 mod 5 ̸= 0. Тогда 𝑌/5𝑖+1 = 5𝑚−1𝐷/5𝑖, отсюда
следует, что дробь 𝑌/5𝑖+1 с числителем в указанном диапазоне при-
надлежит 𝑉ℛ5∪𝒵(𝐴(5)).

2. Если 5𝑖 < 𝑌 < 4 · 5𝑖, то используем способ построения дроби 𝑌/5𝑖+1,

изложенный Ф.И. Салимовым в [61]. Представим 𝑌 = 𝑎 · 5𝑖 + 𝑏, где
1 ≤ 𝑎 ≤ 3, 0 < 𝑏 < 5𝑖. Тогда очевидно, что таким образом можем
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выразить все числители, кроме 2 · 5𝑖, 3 · 5𝑖, которые кратны 5. Дробь
𝑌/5𝑖+1 можем получить следующим образом:

𝑌/5𝑖+1 = ̂︀𝑓𝑢(𝑏/5𝑖, (𝑎+ 1)/5, 𝑎/5) = 𝑎/5 + 𝑏/5𝑖((𝑎+ 1)/5− 𝑎/5) =

= 𝑎/5 + 𝑏/5𝑖 · 1/5 = (5𝑖 · 𝑎+ 𝑏)/5𝑖+1,

при этом 𝑏/5𝑖, (𝑎 + 1)/5, 𝑎/5 принадлежат 𝑉ℛ5∪𝒵(𝐴(5)). Таким обра-
зом, дробь 𝑌/5𝑖+1 с числителем в указанном диапазоне принадлежит
𝑉ℛ5∪𝒵(𝐴(5)).

3. Если 0 < 𝑌 < 5𝑖, то запишем 𝑌/5𝑖+1 следующим образом: 𝑌/5𝑖+1 =

(𝑌 · 52)/5𝑖+3.Очевидно, что выполнено 20 < 25 ≤ 𝑌 · 52 < 5𝑖+2 < 5𝑖+3/2.

Тогда для числителя 𝑌 · 52 согласно теореме 4.6 можем построить
представление с использованием 𝑖+3 разрядов, а по представлению
согласно леммам 4.8 и 4.11— построить функцию 𝑓 с (𝑖+3)-мя суще-
ственными переменными, чья индуцированная функция позволяет
выразить дробь (𝑌 ·52)/5𝑖+3,используя значения переменныхизмно-
жества 𝐴(5). Поскольку 𝑌 · 52 кратно 5, то по лемме 4.1 получаем, что̂︀𝑓 ∈ ̂︁ℛ5 ∪ ̂︀𝒵, следовательно, 𝑓 ∈ ℛ5 ∪ 𝒵, и дробь 𝑌/5𝑖+1 с числителем в
указанном диапазоне принадлежит 𝑉ℛ5∪𝒵(𝐴(5)).

4. Если 4 · 5𝑖 < 𝑌 < 5𝑖+1, то имеем, что по доказанному ранее 1− 𝑌/5𝑖+1

принадлежит 𝑉ℛ5∪𝒵(𝐴(5)). Тогда согласно следствию 4.5 дробь 𝑌/5𝑖+1

с числителем в указанном диапазоне тоже принадлежит 𝑉ℛ5∪𝒵(𝐴(5)).

Таким образом, по индукции имеем, что любая правильная дробь 𝑋/5𝑛

принадлежит 𝑉ℛ5∪𝒵(𝐴(5)). Следовательно, класс булевых функций ℛ5 ∪ 𝒵
является конечно порождающим в Γ[5].
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Заключение

Полученные в диссертации результаты расширяют имеющиеся пред-
ставления как о свойствах конечно порождающих систем булевых функ-
ций, индуцирующих вероятностные функции, так и о бесповторно за-
мкнутых классах булевых функций. Доказанная бесконечная порожден-
ность для функции голосования для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5, показывает, что си-
стемы функций, позволяющие аппроксимировать произвольное бернул-
лиевское распределение с произвольной точностью, не обязательно явля-
ются конечно порождающими для множества рациональных распределе-
ний.

Свойство 𝑝-сократимости для классификации вероятностных индуци-
рованных функций позволило получить новые результаты при решении
задачи конечной порожденности классов 𝑝-ично-рациональных распре-
делений для простых 𝑝, 𝑝 ≥ 5. Примечательно, что известные до сих пор
конечно порождающие системы имеют непустое пересечение как с клас-
сом булевыхфункций, индуцирующих 𝑝-сократимыефункции, так и клас-
сом булевых функций, индуцирующих 𝑝-несократимые функции. Для 𝑝-
сократимых вероятностных индуцированных функций оценена доля сре-
ди всех вероятностных индуцированных функций от 𝑛 переменных, эта
оценка позволяет говорить о том, что 𝑝-несократимые функции состав-
ляют большую часть индуцированных функций для простого 𝑝 при 𝑛 →
∞. Тем значительнее представляется полученное необходимое условие
для конечно порождающей системы булевых функций, индуцирующих 𝑝-
несократимые вероятностные функции, для простого 𝑝, 𝑝 ≥ 5. Тем самым
для части систем булевых функций мы можем установить, что они не яв-
ляются конечно порождающими для некоторых множеств рациональных
вероятностей.

Было установлено, что классы булевых функций, классифицируемых
согласно виду индуцируемых ими вероятностныхфункций, являются бес-
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повторно замкнутыми. Более того, удалось установить, что существует
континуум различных бесповторно замкнутых классов булевых функций.

Известно, что не существует разбиения множества всех булевых функ-
ций 𝑃2 на непересекающиеся замкнутые классы. В ходе проведенного ис-
следования удалось установить, что класс всех булевых функций 𝑃2 мо-
жет быть представлен в виде дизъюнктного объединения непустых бес-
повторно замкнутых классов булевых функций.

Отметим, что изучавшиеся ранее в литературе конечно порождаю-
щие системы имеют непустое пересечение как с классом булевых функ-
ций, индуцирующих 𝑝-сократимыефункции, так и классом булевыхфунк-
ций, индуцирующих 𝑝-несократимые функции. В диссертации доказано,
что классы булевых функций, индуцирующие 5-сократимые и 5-несокра-
тимые функции, по отдельности являются конечно порождающими для
множества всех пятерично-рациональных вероятностей.

Таким образом, удалось получить принципиально новые представле-
ния о свойствах конечно порождающих систем булевыхфункций длямно-
жеств рациональных распределений, и выделить новые бесповторно за-
мкнутые классы булевых функций.

Результаты диссертации могут быть интересны специалистам по тео-
рии функциональных систем, математической кибернетике и теоретиче-
ской информатике.
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logics”,MTA SZTAKI Közlemenyek, 23 (1979), 7–16.

[95] Demetrovics J., Hannák L., “Some remarks on the structure of 𝑃3”, C. R. Math. Rep. Acad.
Sci. Canada, 2 (1980), 215–219.

[96] Demetrovics J., Hannák L., “The number of reduct of a preprimal algebra”, Algebra
Universalis, 16:1 (1983), 178–185.

[97] Demetrovics J., Hannák L., Rónyai L., “Near unanimity functions and partial orderings”,
Proc.14 ISMVL, Manitoba, 1984, 52–56.

[98] Demetrovics J., Hannák L., Rónyai L., “On algebraic properties of monotone clones”,
Order, 3 (1986), 219–225.

[99] Demetrovics J., Hannák L., Rónyai L., “On monotone clones”,MTA SZTAKI Tanulmanyok,
202 (1987), 39–62.

[100] Gill A., “Synthesis of probability transformers”, J. Franklin Inst., 274:1 (1962), 1–19.
[101] Lau D., “Bestimmung der Ordnung maximaler Klassen von Funktionen der 𝑘-wertigen

Logik”, Zeitschr. f. Math. Logik und Grundlagen. d. Math., 24 (1978), 79–96.
[102] Lo CzuKai, “Precompleteness of a set and rings of linear functions”,Acta Sci. Natur. Univ.

Jilinensis, 2 (1963), 1–14.
[103] Lo Czu Kai, “On the precompleteness of the classes of functions preserving a partition”,

Acta Sci. Natur. Univ. Jilinensis, 2 (1963), 105–116.
[104] Lo Czu Kai, Lju Sjui Hua, “Precomplete classes defined by binary relations in many-

valued logics”, Acta Sci. Natur. Univ. Jilinensis, 4 (1963), 27–33.
[105] Lo Czu Kai, “Precomplete classes defined by normal 𝑘-ary relations in 𝑘-valued logics”,

Acta Sci. Natur. Univ. Jilinensis, 3 (1964), 39–50.
[106] Pan Jun-Cze, “A solving method for finding all precomplete classes in many-valued

logics”, Acta Sci. Natur. Univ. Jilinensis, 2 (1963).
[107] Post E. L., “Introduction to a general theory of elementary propositions”, Amer. J. Math.,

43:3 (1921), 163–185.

92



[108] Post E. L., “The two-valued iterative systems of mathematical logic”, Annals of Math.
Studies, 1941, №5, 122 с.

[109] QianW., RiedelM.D., ZhouH., Bruck J., “Transforming probabilities with combinational
logic”, Comput.-Aided Des. Integr. Circuits Syst, 30:9 (2011), 1279—1292

[110] Rosenberg I. G., “La structure des functions de plusieurs variables sur un ensemble fini”,
C. R. Acad. Sci. Paris, 260 (1965), 3817–3819
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