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1 Введение 

Актуальность исследования обусловлена тем, что ортофосфаты натрия и калия 

находят широкое применение в различных областях химической промышленности: от 

производства минеральных удобрений, пищевых добавок и бытовой химии до разработки 

теплоаккумулирующих материалов, очистки вод и переработки ядерных отходов, являясь 

как целевыми продуктами, так и промежуточными веществами в различных технологиче-

ских цепочках.  

В настоящее время при разработке новых и оптимизации существующих техноло-

гий активно привлекают термодинамическое моделирование. При описании многоком-

понентных многофазных систем, в которых присутствуют химические равновесия, возни-

кает необходимость использования совокупности моделей для воспроизведения свойств 

отдельных фаз, стандартных состояний компонентов растворов (например, чистой воды 

или ионов при бесконечном разбавлении), а также условий химических или фазовых рав-

новесий. Для обеспечения корректности расчётов модели различных фаз интересующей 

системы должны быть согласованы между собой в рамках единого подхода к описанию 

термодинамических характеристик. При этом численные значения параметров должны 

быть подобраны таким образом, чтобы совместное использование моделей обеспечивало 

согласованное воспроизведение экспериментальных данных в пределах погрешностей их 

определения. Совокупность взаимосогласованных моделей далее называется комплекс-

ной моделью системы. 

Процессы с участием ортофосфатов обычно реализуются с использованием много-

компонентных водно-солевых систем и включают стадии упаривания, концентрирования 

и высаливания, как правило, проводимые при атмосферном давлении в широком интер-

вале температур. В связи с этим возникает потребность в моделях, которые могут описы-

вать свойства растворов во всём интервале их устойчивости. Дополнительной сложностью 

при описании ортофосфатных растворов является наличие множественных кислотно-ос-

новных равновесий, оказывающих существенное влияние на их термодинамические и 

термохимические характеристики. 

Степень разработанности данной проблемы отражает то, что существующие в 

литературе модели многокомпонентных систем с участием ортофосфатов натрия и калия 

либо ограничены комнатной температурой [1,2], либо не включают все формы ортофос-

фатов [3,4], либо обладают невысокой точностью [5,6]. В связи с этим, актуальной задачей 
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является разработка комплексной термодинамической модели водно-солевых ортофос-

фатных систем, учитывающей кислотно-основные равновесия в растворах ортофосфатов 

и корректно описывающей термодинамические свойства и фазовые равновесия в широ-

ком диапазоне температур и концентраций. 

Объектом настоящего исследования является многокомпонентная система H₂O 

– H⁺, Na⁺, K⁺ || H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻, её двух- и трёхкомпонентные подсистемы: H₂O – 

NaH₂PO₄, H₂O – Na₂HPO₄, H₂O – Na₃PO₄, H₂O – KH₂PO₄, H₂O – K₂HPO₄, H₂O – K₃PO₄, H₂O 

– NaH₂PO₄ – Na₂HPO₄, H₂O – Na₂HPO₄ – Na₃PO₄, H₂O – KH₂PO₄ – K₂HPO₄, H₂O – K₂HPO₄ – 

K₃PO₄, H₂O – NaH₂PO₄ – KH₂PO₄, H₂O – Na₂HPO₄ – K₂HPO₄, H₂O – Na₃PO₄ – K₃PO₄, а также 

вспомогательная система H₂O – H₃PO₄. Предметом исследования являются термодина-

мические модели фаз этой многокомпонентной системы. 

Цель данной работы – предложить комплексную термодинамическую модель, 

позволяющую корректно предсказывать термодинамические свойства фаз и фазовые рав-

новесия в системах, образованных водой и ортофосфатами натрия и калия. 

Для достижения этой цели были поставлены следующие задачи: 

1. провести сбор и анализ литературных данных, посвящённых эксперименталь-

ному исследованию термодинамических свойств фаз и фазовых равновесий в 

рассматриваемых системах и их подсистемах; 

2. проанализировать существующие и выбрать наиболее подходящие термодина-

мические модели фаз, предложить комплексную модель для описания интере-

сующей системы; 

3. с использованием доступных экспериментальных данных рассчитать пара-

метры такой термодинамической модели. 

Научная новизна настоящей работы заключается в следующем: 

1. предложено единое комплексное описание термодинамических свойств и фа-

зовых равновесий в подсистемах многокомпонентной системы H₂O – H⁺, Na⁺, 

K⁺ || H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻ в диапазоне температур от замерзания до кипения 

жидкой фазы при 1 атм; 

2. предложено теоретически последовательное модельное описание стандартных 

свойств H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻ в бесконечно разбавленном водном рас-

творе; 
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3. предложен новый способ экстраполяции температурной зависимости первой 

константы кислотности ортофосфорной кислоты в область низких температур 

(<230 K); 

4. впервые получено выражение для энергии Гиббса смешения идеального ион-

ного твёрдого раствора внедрения; 

5. получены новые рекомендованные значения стандартных термодинамических 

свойств некоторых чистых фаз (виртуальная жидкая ортофосфорная кислота, 

чистая кристаллическая ортофосфорная кислота, чистый кристаллический мо-

ногидрофосфат калия). 

Теоретическая и практическая значимость работы. Термодинамическая мо-

дель, предложенная в рамках настоящей работы, может быть использована для расчёта 

термодинамических свойств водных растворов ортофосфатов натрия и калия, включая ак-

тивности компонентов, pH, энтальпию разбавления и теплоёмкость растворов; фазовых 

равновесий жидкость–газ и жидкость–твёрдое в водно-солевых системах на основе орто-

фосфатов натрия и калия. Она также может использоваться при моделировании реальных 

процессов (например, производства удобрений) или при оптимизации составов много-

компонентных теплоаккумулирующих материалов. Помимо этого, предложенная модель 

может служить основой для построения моделей технологически значимых водно-элек-

тролитных систем большей компонентности. 

Методология и программное обеспечение, разработанные в рамках настоящей ра-

боты, могут быть использованы для построения моделей других водно-солевых систем с 

кислотно-основными равновесиями. 

Работа выполнена в рамках проектов РФФИ 21-33-70031 «Термодинамическое мо-

делирование водно-солевых систем как основа создания новых термоаккумулирующих 

материалов», РНФ 23-13-00138 «Термодинамика водно-солевых систем: от моделей высо-

кой точности до программной реализации расчетов равновесий» и хозяйственных дого-

воров с компанией АО «ОХК «Уралхим». 

Методология исследования основана на расчётных методах классической термо-

динамики растворов и фазовых равновесий. На основе теоретических положений и эмпи-

рических данных разрабатывались и модифицировались полуэмпирические модели, па-

раметры которых определялись нелинейной регрессией. Особое внимание уделялось со-

гласованности моделей фаз и стандартных состояний, параметризация осуществлялась с 

применением иерархического итеративного подхода.  
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Использованные методы включают: теоретические – термодинамический анализ 

и разработку полуэмпирических моделей; расчётные – термодинамическое моделирова-

ние на основе литературных данных; программные – разработку и использование соб-

ственных инструментов в среде MATLAB®; статистические – параметризацию моделей, 

определение доверительных интервалов и оценку точности. 

Основные положения, выносимые на защиту: 

1. Уравнение состояния Хелгесона–Киркхама–Фловерса (УС HKF) с предложен-

ным набором параметров и модифицированным вкладом для полярных моле-

кул обеспечивает корректное воспроизведение констант кислотности ортофос-

форной кислоты по трём ступеням диссоциации и термодинамических свойств 

анионов H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻, а также недиссоциированной молекулы 

H₃PO₄⁰ в бесконечно разбавленных водных растворах в широком диапазоне 

температур и давлений; 

2. Для корректной экстраполяции констант кислотности ниже 230 К целесооб-

разно использовать специально модифицированное уравнение состояния HKF, 

построенное по адаптированному методу Тонера–Катлинга, в сочетании с моде-

лями PC-SAFT и Путинцева–Путинцева для оценки свойств воды; 

3. Предложенная термодинамическая модель, основанная на формализме Пит-

цера–Симонсона–Клегга в сочетании с модифицированным УС HKF, воспроиз-

водит термодинамические свойства жидкой фазы, а также все типы фазовых 

равновесий в системе H₂O – H⁺, Na⁺, K⁺ || H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻ и её подсисте-

мах в диапазоне от разбавленных до насыщенных растворов, от замерзания до 

кипения жидкой фазы при стандартном давлении. 

Достоверность результатов обусловлена использованной методологией расчё-

тов, основанной на общепризнанных принципах химической термодинамики. Все основ-

ные и промежуточные выводы настоящей работы согласуются с имеющимися экспери-

ментальными данными, полученными независимыми методами в различных научных 

коллективах. Дополнительным подтверждением достоверности полученных результатов 

служат публикации в ведущих рецензируемых научных журналах. 

Апробация результатов исследования. Основные результаты работы представ-

лены в виде устных и стендовых докладов на следующих конференциях: XXIII Interna-

tional Conference on Chemical Thermodynamics in Russia (Казань, 2022); XXIV International 

Conference on Chemical Thermodynamics in Russia (Иваново, 2024); I Лунинские Чтения 
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(Москва, 2025); Международная научная конференция студентов, аспирантов и молодых 

учёных «Ломоносов-2025» (Москва, 2025). 

Личный вклад автора заключается в сборе и критическом анализе литературных 

данных, посвящённых термодинамическим свойствам фаз двух- и трёхкомпонентных 

подсистем многокомпонентной системы H₂O – H⁺, Na⁺, K⁺ || H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻; вы-

боре термодинамических моделей; написании компьютерных программ, предназначен-

ных для проведения термодинамических расчётов; непосредственном проведении термо-

динамических расчётов; обсуждении результатов; подготовке публикаций, докладов и 

текста диссертации. В работах, опубликованных в соавторстве, вклад Новикова А. А. явля-

ется основным в части термодинамического моделирования и анализа его результатов в 

соотнесении с экспериментальными данными. 

Публикации. По материалам данной диссертационной работы опубликовано  

4 статьи общим объёмом в 6.85 печатных листов, опубликованные в рецензируемых науч-

ных изданиях, индексируемых в базе ядра Российского индекса научного цитирования 

«eLibrary Science Index» и рекомендованных для защиты в диссертационном совете МГУ 

по специальности 1.4.4 Физическая химия: 

1. Новиков А. А. Применение расширенного уравнения состояния Хелгесона–

Киркхама–Фловерса для сильнополярных недиссоциированных веществ: свой-

ства мышьяковистой и ортофосфорной кислот при бесконечном разбавлении // 

Журнал физической химии. – 2022. – Т. 96. – № 12. – С. 1746–1758. (1.41 п. л., 

вклад Новикова А. А. 100%; Импакт-фактор 0.704 (РИНЦ); EDN: SMQBZT) 

Novikov A. A. Applying the Extended Helgeson–Kirkham–Flowers Equation of State 

to Strongly Polar Undissociated Substances: Properties of Arsenous Acid and Ortho-

phosphoric Acids at Infinite Dilution // Russian Journal of Physical Chemistry A – 

2022 – Vol. 96 – № 12. – P. 2667–2679. (1.41 п. л., вклад Новикова А. А. 100%; Им-

пакт-фактор 0.204 (SJR); EDN: XJWUZK) 

2. Novikov A. A., Luo Y., Kurdakova S. V., Kovalenko N., Uspenskaya I. A. Thermody-
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Импакт-фактор 5.2 (JIF); EDN: RSKTJM) 

3. Novikov A. A., Luo Y., Kurdakova S. V., Kovalenko N., Uspenskaya I. A. Thermody-
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EDN: YSZXVO) 
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Объём и структура работы. Работа состоит из введения, 4 глав, заключения, па-

раграфа с благодарностями, спис-ка цитируемой литературы и 13 приложений. Работа из-

ложена на 227 страницах машинописного текста и содержит 50 рисунков и 31 таблицу, 

включая приложения. Список цитируемой литературы включает 461 наименование. 
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2 Обзор литературы 

Целью настоящей работы является построение комплексной термодинамической 

модели многофазной водно-солевой системы с учётом кислотно-основных равновесий. 

Процесс построения такой модели включает выбор модельных приближений, сбор и ана-

лиз экспериментальных данных и параметризацию модели. Этой логике отвечает после-

довательность представления информации в обзоре литературы.  

В параграфе 2.1 обсуждается общее понятие термодинамической модели и сведе-

ния, необходимые для её построения. В параграфе 2.2 приводится литературный обзор 

экспериментальных данных по термодинамическим свойствам и фазовым равновесиям в 

исследуемых системах. В параграфе 2.3 представлен краткий обзор термодинамических 

моделей, применяемых для описания основных типов фаз, составляющих исследуемую 

водно-солевую систему, и фазовых равновесий.1 В параграфе 2.4 проводится обзор част-

ных моделей, предложенных для исследуемых систем. В завершение, в параграфе 2.5 

представлены выводы из обзора литературы. 

2.1 Основы термодинамического моделирования 

Термодинамическая модель – это функциональная зависимость, связывающая 

термодинамические параметры данной системы в равновесном состоянии. Основными 

требованиями к такой модели являются её физическая корректность и способность вос-

производить данные эксперимента по термодинамическим свойствам в пределах погреш-

ности их измерения. В вычислительной термодинамике под термодинамической моде-

лью обычно понимают аналитическую зависимость характеристической функции (𝐺, 𝐹, 

𝑈, 𝐻), от её естественных переменных, что соответствует калорическому уравнению состо-

яния. В более широком смысле термодинамическая модель может включать также терми-

ческие уравнения состояния, выражающие взаимосвязь между параметрами 𝑝, 𝑉  и 𝑇 , а 

также выражения для избыточных свойств или свойств в виртуальных состояниях (таких 

                                                      
1 В настоящей работе рассматривается построение модели для хорошо изученных систем, пригодной 

для точных научных и инженерных расчётов. В связи с этим обзор ограничен параметрическими моде-

лями, обеспечивающими высокое соответствие экспериментальным данным. Предсказательные мо-

дели не рассматриваются. Учитывая ключевую роль воды как растворителя, а также высокую слож-

ность, связанную с описанием её свойств, её модели рассматриваются как отдельная категория термо-

динамических моделей. В связи с этим, обсуждение моделей воды и льда включено в параграф 2.3 

наряду с универсальными моделями фаз. 
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как идеальный газ или бесконечно разбавленный раствор). Большинство термодинамиче-

ских моделей являются полуэмпирическими и содержат варьируемые параметры для 

адекватного описания экспериментальных данных. В зависимости от требуемой точности 

такие модели могут различаться по степени физической строгости и экстраполяционным 

характеристикам. 

При решении прикладных задач химической термодинамики в качестве основной 

характеристической функции, как правило, используется энергия Гиббса (𝐺), естествен-

ными переменными которой являются температура (𝑇), давление (𝑝) и количества компо-

нентов (𝑛𝑖). Как и другие термодинамические потенциалы, энергия Гиббса для реальной 

системы не может быть непосредственно измерена. Тем не менее её производные непо-

средственно связаны с экспериментально определяемыми свойствами, включая плот-

ность (𝑑), теплоёмкость (𝐶𝑝), теплоты различных процессов (Δ𝑄), давления паров (𝑝𝑖) и пр. 

Таким образом, принимая определённые предположения о функциональной зависимо-

сти энергии Гиббса, то есть используя конкретную модель с аналитической формой 

𝐺(𝑝, 𝑇, 𝑛𝑖), её можно косвенно восстановить на основе экспериментальных данных и стан-

дартных термодинамических соотношений. 

Архитектура модели многокомпонентной системы. В современной вычисли-

тельной термодинамике для построения моделей многокомпонентных систем широко 

применяется архитектура CALPHAD (от Calculation of Phase Diagrams). В её основе лежит 

метод иерархического построения модели сложной системы из моделей подсистем более 

низкой компонентности [7]. На первом этапе, используя экспериментальные данные, раз-

рабатываются модели индивидуальных веществ и фаз двухкомпонентных подсистем. Да-

лее на основе этих моделей формируются модели систем большей компонентности: при 

необходимости вводятся параметры взаимодействий более высокого порядка, а также 

описываются новые смешанные фазы, если они образуются. 

Архитектура CALPHAD обладает рядом важных преимуществ. Среди них следует 

отметить модульность, расширяемость и ориентацию на экспериментальные данные. 

Благодаря единой структуре представления моделей становится возможным описывать 

системы произвольной компонентности, комбинируя модели подсистем. Кроме того, 

структура моделей позволяет гибко расширять описание, включая новые подсистемы. 

CALPHAD также обеспечивает хорошую совместимость с базами данных и вычислитель-

ными программами, что открывает возможность для автоматизации расчётов. 

В случае многокомпонентных водно-солевых систем при давлениях, близких к ат-

мосферному, составными блоками обычно служат водно-электролитные подсистемы. 
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Подсистемы, содержащие только соли, как правило, не включаются в расчёты, поскольку 

они не вносят вклада в описание водно-солевых равновесий. Исключение составляют слу-

чаи, когда безводные соли, находящиеся в равновесии с раствором, образуют твёрдые рас-

творы. Ещё один возможный случай – участие жидких кислот: тогда данные по равнове-

сиям в кислотно-солевых подсистемах могут быть использованы при моделировании, од-

нако такие ситуации встречаются редко. 

Хотя архитектура CALPHAD хорошо подходит для описания систем без химических 

равновесий, её применение к системам с кислотно-основными свойствами сопряжено с 

трудностями. Например, в концентрированных растворах NaH₂PO₄ вследствие гидролиза 

дигидрофосфат-анионов (H₂PO₄⁻) могут присутствовать значительные количества ионов 

H⁺, HPO₄²⁻ и недиссоциированных молекул H₃PO₄. В этом случае необходимо дополни-

тельно учитывать взаимодействия между водой и кислотой (например, H₂O–H₃PO₄). Дан-

ные о таких взаимодействиях должны быть получены из сопряжённой двухкомпонентной 

системы H₂O–H₃PO₄. То же касается взаимодействий Na⁺–HPO₄²⁻. 

В случае солей многоосновных кислот это приводит к тому, что параметры всех 

двойных взаимодействий оказываются задействованными в моделировании всех сопря-

жённых систем. Это делает невозможным получение их значений исключительно на ос-

нове отдельных двойных подсистем. В таких случаях строгое построение модели требует 

отхода от архитектуры CALPHAD и проведения совместной оптимизации параметров вза-

имодействий по всем двойным и тройным системам одновременно. На практике, однако, 

полная совместная оптимизация может оказаться чрезмерно ресурсоёмкой. Поэтому ча-

сто применяют пошаговую оптимизацию и переоптимизацию групп параметров по раз-

ным наборам данных. При этом необходимо учитывать возникающую корреляцию пара-

метров. 

Экспериментальные данные, необходимые для моделирования. В общем 

случае, энергия Гиббса многофазной системы может быть выражена как сумма энергий 

Гиббса отдельных фаз. В связи с этим, моделирование многофазной системы может быть 

сведено к моделированию свойств отдельных фаз. 

𝐺 = ∑𝑛(𝑘)𝐺𝑚(𝑘)(𝑝, 𝑇, 𝑥𝑖(𝑘))
𝑘

 (1) 

где 𝐺 – энергия Гиббса системы, 𝑛(𝑘)  – количество вещества 𝑘-ой фазы, 𝐺𝑚(𝑘)  – мольная 

энергия Гиббса 𝑘-ой фазы, 𝑝 – давление, 𝑇 – температура, 𝑥𝑖(𝑘) – мольная моля 𝑖-го компо-

нента в 𝑘-ой фазе. Для определения параметров функциональной зависимости энергии 
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Гиббса необходимы экспериментальные данные о свойствах (𝐻, 𝑆, 𝐶𝑝, 𝜇𝑖, 𝑉  и т. д.), выра-

жающихся через производные 𝐺𝑚(𝑘)(𝑝, 𝑇, 𝑥𝑖(𝑘)) по её естественным термодинамическим 

переменным, а также сведения о фазовых равновесиях.  

Выбор типов экспериментальных данных, привлекаемых для параметризации мо-

дели, зависит от задач, которые она должна решать. При моделировании растворов к ка-

лорическим и объёмным свойствам добавляются сведения о химическом составе, данные 

об активностях компонентов (𝑎𝑖, pH), свойствах смешения (Δ𝑑𝑖𝑙𝐻, Δ𝑚𝑖𝑥𝐻) и функции обра-

зования растворённых компонентов. На практике, как правило, для водно-солевых востре-

бованы термодинамические модели, способные адекватно описывать фазовые равновесия 

и активности компонентов при атмосферном давлении. Калорические свойства растворов 

менее востребованы, но могут использоваться как вспомогательные данные для уточне-

ния температурной зависимости энергии Гиббса жидкости. 

2.2 Обзор литературных данных по термодинамическим свойствам фаз 

Системы на основе ортофосфатов натрия и калия исследованы в существенно раз-

ной степени: лучше всего изучены системы с дигидрофосфатами, несколько хуже – с мо-

ногидрофосфатами, наименее полно представлены данные о системах с фосфатами. В 

настоящее время опубликовано значительное количество работ, посвящённых фазовым 

равновесиям. Основная часть данных по растворимостям собрана в 31-м томе справоч-

ника ИЮПАК серии Solubility Data Series (SDS)2 [8]. В связи с этим при рассмотрении двой-

ных систем в настоящей работе мы опирались на сведения из SDS, обращаясь к первоис-

точникам только в тех случаях, когда данные различных авторов заметно расходились и 

требовали дополнительного анализа. Известно, что при высоких температурах (выше 

620 К) и давлениях в растворах ортофосфатов наблюдается расслаивание жидкой фазы [9–

11], однако эта область выходит за пределы исследуемого диапазона в настоящей работе. 

При построении модели, учитывающей кислотно-основные равновесия, также 

необходимы данные о термодинамических свойствах сопряжённых систем: H₂O – H₃PO₄,  

H₂O – NaOH и H₂O – KOH. Для воды H₂O и водных растворов NaOH и KOH уже предло-

жены исчерпывающие модели, и нет надобности строить новые, поэтому обзор экспери-

ментальных данных по этим системам в диссертации не приведён. Напротив, сведения о 

системе H₂O – H₃PO₄ включены в обзор. 

                                                      
2 В справочнике SDS отсутствуют сведения о криоскопии льда. 
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2.2.1 Химические равновесия в растворах ортофосфатов 

Стандартные свойства частиц H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻. При описании 

растворов электролитов обычно используется асимметричная система отсчёта, при кото-

рой стандартным состоянием растворённых веществ является бесконечно разбавленный 

раствор. В таком случае свойства частиц при бесконечном разбавлении называют стан-

дартными свойствами. Далее для наглядности стандартные свойства обозначены индек-

сом ∞, как принято в международной литературе. 

Стандартные функции образования (Δ𝑓𝐺298.15 К
∞ , Δ𝑓𝐻298.15 К

∞ ) и стандартная энтро-

пия (𝑆298.15 К
∞ ) недиссоциированной ортофосфорной кислоты (H₃PO₄⁰) и ортофосфат-анио-

нов (H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻) приводятся в ряде справочников термодинамических дан-

ных, таких как ТКВ [12], NBS [13,14] и NEA [15] (основан на CODATA Key Values [16]). По-

скольку рекомендованные значения функций в разных справочниках несколько разнятся, 

для согласованных расчётов следует использовать значения из одних и тех же справочни-

ков. Рард и Уолери [17] сравнили значения NBS и NEA/CODATA и пришли к выводу, что 

первые основаны на устаревших и неточных данных по энтальпии образования P₄O₁₀ и 

рекомендовали использовать NEA/CODATA. Они также представили уточнённое значе-

ние энтропии H₂PO₄⁻. Значения ТКВ ближе к NBS, что косвенно указывает на их пони-

женную точность. 

Стандартные объём и теплоёмкость H₃PO₄⁰ при 298.15 К и 0.1 МПа измерялись во 

многих работах [12,18–22]. Шарыгин с соавт. [23] экспериментально определили 𝐶
𝑝,H3PO4

0
∞  

при 28 МПа в диапазоне 303–623 К и рассчитали значения 𝐶
𝑝,H3PO4

0
∞  при 0.1 МПа на основе 

сглаженных данных Игана с соавт. [24]. Балера-Бюссероль с соавт. [22] измерили 𝐶
𝑝,H3PO4

0
∞  

и 𝑉
H3PO4

0
∞  в диапазоне 322–623 К и 1.8–29.4 МПа. Их исследование остаётся единственным 

источником температурной зависимости 𝑉
H3PO4

0
∞ . В ряде работ представлены измерения 

стандартных объёма и теплоёмкости H₂PO₄⁻ при 298.15 К и 0.1 МПа [19,21,25,26]. Един-

ственные измерения при других температурах выполнены Балерой-Бюссероль с соавт. 

[22] при 322–623 К и 1.8–29.4 МПа. Для HPO₄²⁻ и PO₄³⁻ стандартные объём и теплоёмкость 

известны только при 298.15 К и 0.1 МПа [19,25,27]. Значения стандартных объёмов анио-

нов можно получить из условия аддитивности, если известны стандартные объёмы их со-

лей. Так, стандартный объём аниона 𝑉
H𝑛PO4

𝑛−3
∞  может быть вычислен вычитанием вклада 

катиона 𝑉M+
∞ . 

𝑉
H𝑛PO4

𝑛−3
∞ = 𝑉

(3−𝑛)M+,H𝑛PO4
𝑛−3

∞ − (3 − 𝑛)𝑉M+
∞  (2) 
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Для ряда ортофосфатов натрия и калия имеются данные при 0.1 МПа вблизи 298.15 К 

[18,20,28–30]. Вулстон с соавт. [31] также провели высокотемпературные измерения стан-

дартных объёмов ортофосфатов натрия при 15 МПа: в диапазоне 473–598 К для дигидро-

фосфатов, 473–570 К для моногидрофосфатов и 373–497 К для фосфатов. Аналогичные дан-

ные по стандартной теплоёмкости в литературе не найдены. 

Константы кислотности. Ортофосфорная кислота является слабой кислотой по 

всем трём ступеням диссоциации (p𝐾𝑎,1 = 2.15, p𝐾𝑎,2 = 7.20, p𝐾𝑎,3 = 12.33 [32]). 

Первая и вторая константы кислотности подробно исследованы. Их значения из-

мерены во множестве работ (𝐾𝑎,1 [32–40], 𝐾𝑎,2 [32,34,41–48]), охватывающих широкий тем-

пературный диапазон – от точки замерзания воды до кипения при 0.1 МПа и до 573.15 К 

при давлении насыщенного пара. Также Рид [49] произвёл измерения 𝐾𝑎,1 и 𝐾𝑎,2 при дав-

лениях 0.1–200 МПа в диапазоне температур 298.15–473.15 К. Основная часть эксперимен-

тальных данных собрана в обзоре Изатта с соавт. [50], после которого вышло всего не-

сколько экспериментальных работ [38–40,48], в целом согласующиеся с результатами 

предыдущих публикаций. Третья константа кислотности изучена меньше. До недавнего 

времени надёжные данные ограничивались диапазоном 273.15–323.15 К [32,41,51,52]. Не-

сколько лет назад Конрад и Тремейн [53] измерили 𝐾𝑎,3 при 20.4 МПа в диапазоне 298.15–

573.15 К.  

Отдельно следует упомянуть, что в отчёте Райта и ФонНиды [54] приведено эмпи-

рическое уравнение на основе данных Трелоара [55]. Данное уравнение занижает значе-

ния 𝐾𝑎,3 относительно Конрада и Тремейна. Найти оригинальную работу Трелоара не уда-

лось, но по названию можно предположить, что он изучал равновесия методом КР-спек-

троскопии при 298.15–423.15 К. Однако эта работа предшествует основным работам по КР-

спектроскопии растворов ортофосфатов, включая ошибочную работу Престона и Адамса 

[56] и её последующую критику [57,58], что ставит под сомнение надёжность уравнения из 

отчёта Райта и ФонНиды [54]. 

Анион-анионная ассоциация. Кислотно-основные равновесия ортофосфатов 

могут осложняться образованием анионных ассоциатов ([HnPO4·HmPO4]n+m–6 = 

Hn+mP2O8
n+m–6), известных как «фосфатные димеры». В кристаллах ортофосфатов между 

анионами формируются водородные связи [59,60], поэтому предполагается, что димеры в 

растворах также удерживаются водородными связями между частицами. 
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Наиболее изученным считается ассоциат H₅P₂O₈⁻ (H₃PO₄·H₂PO₄⁻), образующийся 

в сильно кислых растворах. Единого мнения о его существовании нет, однако возмож-

ность его формирования подтверждается экспериментальными исследованиями [61–64] 

и термодинамическим моделированием [65–68]. В более щелочных растворах предлага-

лось образование менее протонированных ассоциатов (H₄P₂O₈²⁻, H₃P₂O₈³⁻, H₂P₂O₈⁴⁻ и 

даже HP₂O₈⁵⁻) [69–74]. В работах по потенциометрии растворов ортофосфатов они зача-

стую вводятся в расчёт как виртуальные частицы, однако есть спектральные [59,60,74–77] 

и квантово-химические [78–80] данные в пользу их образования. Впрочем, если такие ас-

социаты образуются, то можно ожидать, что они менее стабильны, чем H₅P₂O₈⁻, из-за 

электростатического отталкивания одноимённых зарядов. 

Катион-анионная ассоциация. Литературные данные свидетельствуют о том, 

что все ортофосфат-анионы склонны образовывать ассоциаты с катионами щелочных ме-

таллов. Количественные параметры этого процесса противоречивы, поскольку значения 

констант ассоциации (𝐾𝑎𝑠) зависят от методики измерения. В ранних исследованиях, где 

использовалось потенциометрическое титрование [81,82], значения 𝐾𝑎𝑠 примерно на по-

рядок ниже, чем в более поздних работах с применением высокоточной кондуктометрии 

[83] и спектроскопии [84,85]. Хотя результаты последних методов более надёжны, таких 

исследований немного, и они обычно ограничены температурой 298.15 K, что затрудняет 

выбор предпочтительных значений. Тем не менее, наблюдается тенденция к увеличению 

𝐾𝑎𝑠 в ряду щелочных металлов Li > Na > К и с увеличением заряда анионной формы. 

Гидролиз в растворах M₃PO₄. Количественные спектральные исследования гид-

ролиза фосфатов немногочисленны. Одной из первых была работа Престона и Адамса 

[56], в которой с использованием КР-спектроскопии растворов Na₃PO₄ и K₃PO₄ определя-

лись концентрации анионов HPO₄²⁻ и PO₄³⁻ по полосам колебательного спектра. Эта ра-

бота подверглась критике за неверную атрибуцию полос и некорректную методику рас-

чёта концентраций [57,58], что могло привести к ошибочному выводу о специфическом 

влиянии катионов, не подтверждённому последующими исследованиями [86]. 

𝑄𝑏,3
(𝑐)

=
𝑐HPO4

2−𝑐OH−

𝑐PO4
3−

 
(3) 

где 𝑐𝑖 – молярность 𝑖-го компонента. 

Позднее Миллер и Макклин [57] применили КР-спектроскопию к растворам, при-

готовленным из NaH₂PO₄·H₂O и NaOH. Концентрации OH⁻ измерялись отдельно pH-

метрией и титрованием, причём предпочтение отдавалось первому методу. Более поздняя 

работа Рудольфа и Ирмера [86] опиралась на отнесение полос, подтверждённое расчётами 
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по методу DFT, и показала отсутствие специфических эффектов катионов. Эти данные 

находятся в удовлетворительном согласии с результатами работы [57]. Несмотря на раз-

брос экспериментальных точек, во всех исследованиях наблюдается тенденция к сниже-

нию концентрационной константы основности (𝑄𝑏,3
(𝑐)

) с ростом концентрации M₃PO₄. 

2.2.2 Система H₂O – H₃PO₄ 

Свойства чистой ортофосфорной кислоты. Ортофосфорная кислота (H₃PO₄) 

плавится при 312–315 К и кипит при 523–529 К. В твёрдом состоянии H₃PO₄ образует кри-

сталлы [87,88]. Температура плавления H₃PO₄ зависит от метода измерения. В работах 

[89,90] указывается 315.5 К, однако при очень медленном нагревании (0.1 K/день) плавле-

ние начинается при 312.0 К [91]. Это связано с установлением равновесного содержания 

пирофосфорной кислоты в первых каплях расплава, что снижает концентрацию H₃PO₄ и 

понижает температуру плавления. Иган и Уэйкфилд измерили изобарную теплоёмкость 

кристаллической кислоты в диапазоне 10–275 К и предложили линейную экстраполяцию 

до 300 К [92], которая обычно и приводится в термодинамических справочниках. 

Описание жидкой ортофосфорной кислоты осложнено тем, что она претерпевает 

обратимую реакцию конденсации с образованием воды и пирофосфорной кислоты, а 

также протолитические реакции [93–97].  

2 H₃PO₄ ⇄ H₂O + H₄P₂O₇ (4) 

H₂O + H₃PO₄ ⇄ H₃O⁺ + H₂PO₄⁻ (5) 

H₂O + H₄P₂O₇ ⇄ H₃O⁺ + H₃P₂O₇⁻  (6) 

2 H₃PO₄ ⇄ H₄PO₄⁺ + H₂PO₄⁻ (7) 

H₃PO₄ + H₄P₂O₇ ⇄ H₄PO₄⁺ + H₃P₂O₇⁻ (8) 

Таким образом, в равновесии жидкая H₃PO₄ представляет собой раствор, а не про-

стую молекулярную жидкость. При умеренных температурах реакция самоконденсации 

протекает медленно, кинетика была исследована Мансоном в 100 мол. % H₃PO₄ [98] (см. 

параграф 3.4). Это позволяет получать метастабильное состояние неконденсированной 

H₃PO₄ в лабораторных и промышленных условиях. 

Калорические свойства расплава исследовались Лаффом [99] (𝐶𝑝 от 310 до 530 К) и 

Уэйкфилдом с соавт. [100] (температурные инкременты 𝐻𝑇 −𝐻298.15 К  от 323.15 до 

473.15 К). В справочниках иногда приводятся значения из NIST-JANAF [101], однако они 

являются оценочными и противоречат экспериментальным данным. 
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Температура кипения расплава при 1 атм определялась в нескольких работах, изу-

чавших зависимость температуры кипения жидкой фазы от соотношения H₂O и P₄O₁₀. 

МакДональд и Бояк [102] получили 523 К, Браун и Уитт [103] – 529 К. Данные Гельбштейна 

и Тёмкина [104] существенно отличаются (556 К) и содержат необъяснимый излом кри-

вой, не воспроизводящийся другими исследованиями. 

По данным Брауна и Уитта, газовая фаза над кипящим расплавом состоит из моле-

кул H₂O и P₄O₁₀. Конденсат насыщенного пара обогащён водой, а содержание фосфора в 

пересчёте на H₃PO₄ составляет 0.01 масс. %. 

Система H₂O – H₃PO₄. Исследованию фазовых равновесий в данной системе по-

священо множество работ [89,90,111–115,91,94,105–110]. Однако, несмотря на обилие дан-

ных, до сих пор нет полного консенсуса относительно положения границ фазовых равно-

весий. 

В системе выделяются четыре твёрдые фазы: H₂O, H₃PO₄·½H₂O, H₃PO₄·⅒H₂O и 

H₃PO₄. Гемигидрат ортофосфорной кислоты (H₃PO₄·½H₂O) изучен подробно: установлена 

его кристаллическая структура [116,117] и определена температурная зависимость изобар-

ной теплоёмкости в диапазоне 10–185 К [92]. Существование децигидрата (H₃PO₄·⅒H₂O) 

долгое время оставалось под вопросом. В течение многих лет единственным упоминанием 

о нём была работа [90]. В 2018 году Бакеру и Кадами [105] удалось выделить H₃PO₄·⅒H₂O, 

подтвердить его состав и доказать однофазность. 

В диапазоне 0.0–66.7 мол. % данные разных авторов в целом согласуются, особенно 

по линии кристаллизации льда. Существенные расхождения наблюдаются только в дан-

ных Жирана [109]. В ряде ранних работ [110,118] линия кристаллизации льда приведена в 

молярностях. Так как плотности растворов H₃PO₄ при низких температурах неизвестны, 

пересчёт этих данных в более удобные и конвенциональные шкалы невозможен. 

Значительная часть диаграммы лежит в области низких температур. Ниже 235 К 

фазовые равновесия изучены в работах [89,90,109,114]. Из-за высокой вязкости растворов 

и низкой скорости установления равновесия значения растворимости могут быть завы-

шены вследствие переохлаждения. В области высоких концентраций (66.7–100.0 мол. %) 

наблюдаются существенные расхождения между данными разных авторов. Возможной 

причиной является процесс конденсации ортофосфорной кислоты, протекающий в кон-

центрированных растворах. Дополнительным фактором может быть неполное достиже-

ние равновесия из-за высокой вязкости. Исследования равновесного состава жидкой фазы 

при варьировании отношения H₂O/P₄O₁₀ показывают, что конденсация H₃PO₄ начинается 
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при 70–75 мол. %, а при 100 мол. % кислоты около 10 мол. % всего фосфора находится в 

составе пирофосфорной кислоты или её анионов [93,95–97]. 

Температура кипения при атмосферном давлении исследовалась рядом авторов 

[102–104,119]. Существенные расхождения обнаруживаются только вблизи 100 мол. %, при 

этом, данные [104] считаются ненадёжными. Согласно Брауну и Уитту [103], газовая фаза 

над раствором состоит из H₂O и P₄O₁₀. По их данным и результатам [120], пар насыщен 

водой, а фосфорсодержащие соединения присутствуют в следовых количествах вплоть до 

температуры кипения 100 мол. % кислоты. Такое поведение объясняется тем, что парожид-

костные равновесия в системе H₂O – H₃PO₄ являются частью более общей системы H₂O – 

P₄O₁₀. Смеси H₂O и P₄O₁₀ кипят с образованием верхнего азеотропа при 1143.6 К и 91.6 

масс. % P₄O₁₀ [121]. Содержание H₃PO₄ в газовой фазе превышает 1 мол. % только выше 

635 К, то есть более чем на 100 К выше температуры кипения 100 мол. % H₃PO₄ (523–529 К) 

[103]. 

Давления пара в системе H₂O – H₃PO₄ исследованы весьма полно, охватывая диа-

пазон температур от 298.15 К до линии кипения и составов до 100 мол. % при повышенных 

температурах [90,102,126–128,103,106,119,120,122–125]. Элмор с соавт. [122] провели изопи-

естические исследования при 298.15 К в широком диапазоне концентраций, включая пе-

ресыщенные растворы. В [125] изопиестические измерения были выполнены при давле-

ниях насыщенного пара в интервале температур от 383.15 до 523.15 К. Кроме того, две ра-

боты [129,130] были посвящены потенциометрическим исследованиям растворов H₃PO₄ 

при 298.15 К, их результаты находятся в согласии. Согласуются между собой измерения 

pH [61,131–133] и функции Гаммета [134] в растворах при 298.15 К. 

Кислотно-основные равновесия исследовались при помощи различных методов, 

включая моделирование на основе pH-метрии [61], спектральные методы [38,62,135] и ис-

следование транспортных свойств [93,136]. 

Калорические свойства системы изучены столь же подробно. Энтальпии образова-

ния и разбавления растворов измерены в широком диапазоне концентраций вблизи 

298.15 К [137–141]. Теплоёмкости также исследовались в ряде работ в широком интервале 

температур [23,24,142]. 

2.2.3 Системы на основе солей натрия  

Система H₂O – NaH₂PO₄. В этой системе наблюдаются четыре устойчивые кри-

сталлические фазы: H₂O, NaH₂PO₄·2H₂O, NaH₂PO₄·H₂O и NaH₂PO₄. Из них только для без-

водной соли (NaH₂PO₄) имеются данные по 𝐶𝑝(𝑇), полученные методами адиабатической 
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калориметрии (АК) в диапазоне температур от 10 до 320 К [143] и дифференциальной ска-

нирующей калориметрии (ДСК) от 298 до 520 К [144]. Результаты ДСК завышены по срав-

нению с АК. 

Данные по растворимости солей в целом хорошо согласуются [8]. Криоскопические 

сведения ниже 271 К представлены только в работах [145] и [146], причём их результаты 

не согласуются. Учитывая, что данные [146] расходятся со всеми остальными работами по 

растворимости, результаты [145] представляются более надёжными. 

Активность воды исследована достаточно подробно. При 298.15 К результаты раз-

личных авторов согласуются между собой в пределах погрешности [1,72,147–154]. Данные 

по осмотическим коэффициентам при повышенных температурах из работ [155] и [156] 

также находятся в хорошем согласии и охватывают диапазон температур до 523.15 К при 

давлении насыщенного пара.  

Согласующиеся между собой сведения о pH растворов приведены в работах [85] и 

[157]. Окада с соавт. [158] также измеряли pH 0.05 М раствора NaH₂PO₄ при низких темпе-

ратурах и при частичном замерзании. 

Калорические сведения весьма ограничены. Информация о теплоёмкости приве-

дена в работе Мариньяка 1876 года [159], причём она отнесена к диапазону температур от 

297 до 328 К. Энтальпии разбавления были исследованы в работе [139] при 303.15 К. 

Система H₂O – Na₂HPO₄. В этой системе образуются четыре устойчивые кристал-

лические фазы: H₂O, Na₂HPO₄·12H₂O, Na₂HPO₄·7H₂O, Na₂HPO₄·2H₂O и безводная соль 

Na₂HPO₄. Для всех соединений опубликованы данные по теплоёмкости. Теплоёмкость 

кристаллогидратов измерена методом АК от 10 до 300 К [160]. Для безводной соли иссле-

дования проводились методом АК в диапазоне температур от 10 до 320 К [143] и методом 

ДСК от 298 до 460 К [144]. Результаты ДСК оказались занижены по сравнению с данными 

АК. 

Имеющиеся в литературе данные по фазовым равновесиям в системе в целом нахо-

дятся в согласии. Следует отметить, что в справочнике SDS [8] допущена опечатка: высо-

котемпературные данные для безводного Na₂HPO₄ отнесены к дигидрату, что противоре-

чит тексту справочника и исходной публикации [161], из которой были заимствованы дан-

ные. Данные по криоскопии льда [118,162–166] находятся в хорошем согласии, однако ли-

ния кристаллизации льда на диаграмме очень короткая вследствие низкой растворимости 

додекагидрата. Система характеризуется резким увеличением растворимости с ростом 

температуры: от 0.8 моль/кг при 298.15 К до 5.7 моль/кг при 323.15 К и 7.2 моль/кг при 

373.15 К [8]. Вследствие этого, экспериментальные данные при 298.15 К охватывают лишь 
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узкий диапазон концентраций, а свойства раствора, полученные при этой температуре, не 

могут быть адекватно экстраполированы на более высокие температуры. Линия кипения 

представлена в работах [167,168]. Следует отметить, что обозначение «фосфат натрия» (фр. 

phosphate de soude) в эбуллиоскопическом исследовании Леграна [168] вносит двусмыс-

ленность относительно конкретного исследуемого ортофосфата натрия. Но большинство 

ранних справочников (например, [169,170]) однозначно приписывают данные Леграна 

Na₂HPO₄. 

Данные по активностям воды при 298.15 К хорошо согласуются [1,147,149,151,171]. 

Результаты работы Шарге с соавт. [1] несколько отличаются от остальных, но с учётом вы-

сокой погрешностью измерений также могут быть отнесены к общему массиву. В работе 

[171] приведены сведения об осмотических коэффициентах пересыщенных растворов до 

2.1 моль/кг. Данные об осмотических коэффициентах при повышенных температурах со-

общались только в работах [172] и [156], однако они демонстрируют серьёзные расхожде-

ния. Также имеются измерения активности при 373.15 K, выполненные Тамманном [124], 

однако их точность сравнительно невысока. 

Значения pH, приведённые в работе [158] и в отчёте Райта и ФонНиды [54], не со-

гласуются с результатами [85] и [157]. Окада с соавт. [158] также проводили измерения pH 

0.05 М раствора Na₂HPO₄ при низких температурах в условиях частичного замерзания. 

Калорические данные по системе весьма ограничены. Теплоёмкость растворов из-

мерялась Мариньяком [159] для двух концентраций. Энтальпии разбавления растворов 

при 303.15 К приведены в работе [139]. В литературе также встречаются значения тепло-

ёмкости расплавленного Na₂HPO₄·12H₂O, плохо согласующиеся между собой [173–176]. 

Система H₂O – Na₃PO₄. В литературе отмечается значительная неопределённость 

в описании фазовых равновесий в этой системе. Принято считать, что образуются пять 

кристаллических фаз: H₂O, Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH, Na₃PO₄·8H₂O, Na₃PO₄·6H₂O и 

Na₃PO₄·½H₂O. Все они, за исключением Na₃PO₄·6H₂O, выделены и структурно охаракте-

ризованы [177–180].  

Основным дискуссионным вопросом является природа додекагидрата фосфата 

натрия, который представляет собой фазу переменного состава с формулой 

Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH, где 0.00 ≤  n ≤  0.25 (для краткости обозначается как 

ψ-Na₃PO₄·12H₂O [181]). Согласно исследованиям Тиллманнса и Баура [177,178], кристал-

лическая решётка Na₃PO₄·12H₂O содержит ½ вакансий («позиций A») на 1 формульную 

единицу Na₃PO₄. Позиции A окружены молекулами H₂O, которые способны в равной сте-

пени координировать как катионы Na⁺, так и анионы OH⁻. Заполнение вакансий ионами 
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является чисто статистическим, и порядок в расположении ионов Na⁺ и OH⁻ отсутствует. 

Следует отметить, что некоторые авторы (например, [182,183]) приводят устаревшее опи-

сание этой фазы как твёрдого раствора замещения с формулой  

Na₃PO₄·12((H₂O)12–n(NaOH)n), основываясь на более ранних и менее надёжных данных 

[181]. Содержание NaOH в конкретных образцах определяется условиями синтеза и 

очистки и может варьироваться. Дополнительные сложности создаёт неверная идентифи-

кация твёрдых фаз в ряде публикаций [184–188], а в некоторых работах состав твёрдой 

фазы не приводился вовсе [182,189–193].  

Из-за значительного разброса экспериментальных данных составители справоч-

ника SDS [8] не смогли предложить рекомендуемую диаграмму растворимости. В других 

справочных изданиях также встречаются аномалии, например, вогнутая линия октогид-

рата в диаграмме, приведённой в Kirk‐Othmer Encyclopedia of Chemical Technology [194]. 

Присутствие примеси NaOH обуславливает необходимость рассматривать систему 

H₂O – Na₃PO₄ как часть трёхкомпонентной системы H₂O – Na₃PO₄ – NaOH. Для последней 

исследованы фазовые равновесия при 273.15–373.15 К [181,182,192,195–199]. Данные боль-

шинства авторов удовлетворительно согласуются, за исключением работ [192,199], в кото-

рых наблюдаются расхождения в идентификации твёрдых фаз. 

Сведения по активностям воды получены только для псевдо-двухкомпонентной си-

стемы в диапазоне температур 298.15–373.15 К [124,147,200,201]. Результаты различных ав-

торов не противоречат друг другу, однако во всех случаях содержание NaOH в образцах 

неизвестно. Криоскопические данные представлены в работе [162]. Температура кипения 

насыщенного раствора Na₃PO₄ приводится в двух работах одного коллектива [187,188], но 

её значение аномально высокое. 

Значения pH разбавленных растворов приведены в отчёте Райта и ФонНиды [54]. 

Степень гидролиза аниона PO₄³⁻ изучалась спектроскопическими методами в ряде работ 

(см. параграф 2.2.1). 

Калорические данные по системе крайне ограничены. Энтальпии разбавления при 

303.15 К представлены в работе [139], а теплоёмкость исследована только для разбавлен-

ных растворов [19,27]. 

Система H₂O – NaH₂PO₄ – Na₂HPO₄. Фазовые равновесия в системе H₂O – 

NaH₂PO₄ – Na₂HPO₄ исследованы в работе [202] при 298.15 К и в диапазоне от 273.15 до 

373.15 К [195,196]. Положение фазовых границ согласуется, однако есть расхождения в 

идентификации фаз. Данные Уэндроу и Кобе [195,196] считаются более надёжными ввиду 

большого числа измерений, лучшей методологии и указанию составов влажных осадков, 
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по которым они установили составы твёрдых фаз. Согласно Уэндроу и Кобе, в системе об-

разуются две смешанные соли, устойчивые при разных температурах: 

2NaH₂PO₄·Na₂HPO₄·2H₂O (изотермы при 298.15 и 313.15 К) и NaH₂PO₄·Na₂HPO₄ (изотермы 

при 333.15 и 373.15 К). 

Для растворов составов <1 моль/кг есть информация о концентрациях изопиести-

ческих растворов [2] и о теплоёмкостях [19]. 

Система H₂O – Na₂HPO₄ – Na₃PO₄. Растворимость соединений в системе H₂O – 

Na₂HPO₄ – Na₃PO₄ при 298.15 К измерялась рядом авторов [181,195–197,202]. Помимо 

этого, Менцель и фон Зар получили изотерму при 293.15 К [181], Уэндроу и Кобе изучили 

фазовые равновесия от 273.15 до 373.15 К [195,196]. В системе не образуются смешанные 

соли. Данные по активности в данной системе представлены только работой Скэтчарда и 

Брекенриджа [151]. 

2.2.4 Системы на основе солей калия  

Система H₂O – KH₂PO₄. В этой системе наблюдаются две устойчивые кристалли-

ческие фазы: H₂O и KH₂PO₄. Теплоёмкость KH₂PO₄ измерялась в ряде работ, однако зна-

чительная часть данных относятся к низкотемпературному региону вблизи 123 К, где у 

KH₂PO₄ наблюдается твердофазный переход [203–205]. В широком диапазоне температур 

теплоёмкость измерена методами АК (от 15 до 300 К [206]) и ДСК (от 296 до 443 К [207]), 

данные согласуются. В некоторых ранних работах предполагалось существование фазо-

вого перехода около 385 К, однако надёжные измерения его не подтвердили. По-види-

мому, наблюдавшиеся артефакты были связаны с испарением адсорбированной воды 

[208]. 

Сведения о растворимости KH₂PO₄, приведённые в различных источниках, в целом 

находятся в хорошем согласии [8]. В то же время данные по линии кристаллизации льда 

оказываются противоречивыми. Среди публикаций можно выделить две группы работ: в 

первой из них [118,162,163] температуры кристаллизации систематически занижены по 

сравнению с данными второй группы [145,209–212] на 0.3–0.5 К. 

Активность воды подробно исследована. При 298.15 К данные из разных источни-

ков согласуются между собой в пределах экспериментальной погрешности [1,147,150–

152,155,213–215]. Данные по осмотическим коэффициентам при повышенных температу-

рах также находятся в хорошем согласии и совместно охватывают диапазон температур от 

298.15 до 523.15 К при давлении насыщенного пара [124,155,156,216].  
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Значения pH растворов при 298.15 К приведены в работах [85] и [157]. Окада с соавт. 

[158] измеряли pH 0.05 М раствора KH₂PO₄ при низких температурах. 

В литературе имеются данные об энтальпиях раствора при 296.15 К [217] и 298.15 К 

[218]. Теплоёмкость растворов KH₂PO₄ исследована при 298.15 К [219] и повышенных тем-

пературах [220]. 

Система H₂O – K₂HPO₄. В этой системе образуются четыре устойчивые кристал-

лические фазы: H₂O, K₂HPO₄·6H₂O, K₂HPO₄·3H₂O и K₂HPO₄. Теплоёмкость исследована 

только для безводной соли: в работе Лаффа и Рида [221] приведены значения 𝐶𝑝 в интер-

вале от 9 до 316 К. Также в ряде справочников [222–224] рекомендованы значения 𝐶𝑝 для 

температур выше 298.15 К, однако они основаны на расчётах по приближённой эмпири-

ческой схеме [225] и не согласуются с экспериментальными данными Лаффа и Рида [221].  

Наиболее детальные исследования фазовых равновесий приведены в работах 

[9,226–228]. Помимо этого, встречаются отдельные значения растворимости кристалло-

гидратов [214,229–234], которые в целом согласуются между собой. Среди ортофосфатов 

щелочных металлов соединение K₂HPO₄ имеет максимальную растворимость при повы-

шенных температурах. Единственные найденные данные по линии кипения принадле-

жат Ушаровой с соавт. [235], но они немногочисленные и приведены без описания мето-

дики, что затрудняет оценку их достоверности. 

Активность воды в растворах K₂HPO₄ исследовалась в работах 

[1,147,151,213,214,236], включая область пересыщенных растворов [236]. Большинство ис-

точников согласуются, однако данные [1,214] демонстрируют систематические отклоне-

ния. При повышенных температурах данные имеются в работах Холмса с соавт. [156] 

(383.15–523.15 K) и Абуфариса Эль-Алауи с соавт. [172] (313.15–353.15 K), однако между 

ними наблюдаются значительные противоречия. 

Значения pH растворов исследованы при 298.15 К [85,157,158,237] и при понижен-

ных температурах [158]. 

Калорические свойства раствора (𝐶𝑝, 𝐻) при 298.15 К исследованы в работе [219]. 

Система H₂O – K₃PO₄. В этой системе образуются четыре устойчивые кристалли-

ческие фазы: H₂O, K₃PO₄·9H₂O, K₃PO₄·7H₂O и K₃PO₄·3H₂O. Фазовая диаграмма ниже 

333.15 К представлена в работе [227]. Система при высоких температурах (до 575.15 K) и 

давлениях исследовалась Мазгуни с соавт. [238], но данная работа нередко упускалась в 
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расчётных работах. В литературе также представлены растворимости при отдельных тем-

пературах [214,229,230,239,240], большая часть данных согласуется. Температуры кипения 

экспериментально измерены только в работе Безделя с соавт. [241]. 

Литературные сведения об активности воды противоречивы. Данные при 298.15 К 

в работах [214] и [147] не согласуются друг с другом. Результаты измерений работа 

Скэтчарда и Брекенриджа [151] ограничены весьма низкими концентрациями. 

Данные при повышенных температурах представлены в работах Мазгуни с соавт. 

[238] и Абуфариса Эль-Алауи и Эль-Гендуси [242], и они также противоречат друг другу. 

В литературе опубликованы значения pH растворов K₃PO₄ при 298.15 К [85,243]. 

Степень гидролиза аниона PO₄³⁻ изучалась спектроскопическими методами (см. пара-

граф 2.2.1). 

Калорические свойства раствора (𝐶𝑝, 𝐻) при 298.15 К исследованы Лаффом и Ридом 

[219]. Помимо этого, в работе [241] измерена теплоёмкость растворов при 330.15 К, а Ал-

лред [239] определил значение теплоёмкости расплава K₃PO₄·3H₂O при температуре плав-

ления (320 К). 

Система H₂O – KH₂PO₄ – K₂HPO₄. Описание трёхкомпонентной системы на ос-

нове моно- и дигидрофосфатов калия существенно осложнено тем, что с одной стороны, 

их растворы склонны к пересыщению и образованию метастабильных осадков [234,244], а 

с другой – данные соли образуют целый ряд смешанных солей [245,246]. В связи с этим, 

сложно сделать окончательный вывод о том, какие именно соли являются равновесными 

и каковы положения фазовых границ. 

Исследованию системы при 298.15 К посвящены публикации 

[202,230,232,240,244,247–249]. За исключением работ [240] и [230], данные о растворимости 

хорошо согласуются. В ряде работ сообщается о существовании узкого поля смешанной 

соли, однако её состав остаётся предметом дискуссии (см. Таблицу 1). 

Таблица 1. Предполагаемый состав смешанной соли в системе H₂O – KH₂PO₄ – K₂HPO₄ 

при 298.15 К. 

Состав Источник 

KH₂PO₄·K₂HPO₄·3H₂O, KH₂PO₄·2K₂HPO₄·H₂O (метастаб.) [244] 

KH₂PO₄·2K₂HPO₄·H₂O [232] 

KH₂PO₄·2K₂HPO₄·H₂O [230] 

KH₂PO₄·2K₂HPO₄ [249] 
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Эта система также исследовалась при 273.15 К [240,250,251], 323.15 К [234] и 

348.15 К [229]. Предполагается, что при 323.15 К наблюдаются равновесия с двумя смешан-

ными солями – KH₂PO₄·3K₂HPO₄·2H₂O и KH₂PO₄·K₂HPO₄·2H₂O – однако неизвестно, ка-

кая из них является равновесной. Бургиба и Жуини [230] указывают, что при 348.15 К в 

равновесии находится KH₂PO₄·3K₂HPO₄·2H₂O, однако они не проводили анализ фаз, до-

стоверность данных вызывает сомнение. 

Исследованию активности воды в данном системе посвящено несколько работ 

[2,213,215,248]. Данные разных авторов хорошо согласуются между собой, кроме работы 

[215]. Отдельно стоит отметить работы [237,248] по измерению pH и давления паров над 

насыщенными растворами. 

Калорические свойства растворов при 298.15 К изучены Лаффом и Ридом [219].  

Система H₂O – K₂HPO₄ – K₃PO₄. Тройная система изучена в работах 

[108,232,234,240,244,247,250,251], охватывающих в совокупности температурный диапазон 

от 273.15 до 348.15 К. При 298.15 К наблюдается хорошее согласие между большинством 

исследований, за исключением эвтонической точки, указанной Бургибой и Жуини [230], 

и данных Йенеке [240]. В системе не образуются смешанные соли. 

Бездель с соавт. [241] провели измерения температуры кипения для серии раство-

ров, содержащих различные количества K₃PO₄ и 0.5 моль K₂HPO₄ на килограмм раствора. 

Данные об активности воды сообщаются только в работе [151] при 298.15 К. Калорические 

свойства растворов при 298.15 К изучены Лаффом и Ридом [219].  

2.2.5 Системы смешанного типа  

Система H₂O – NaH₂PO₄ – KH₂PO₄. Эта система является самой исследованной 

из рассматриваемых смешанных систем с ортофосфатами. Фазовые равновесия исследо-

вались в работах [252–256], совместно покрывающих диапазон от 263.15 до 348.15 К. Ряд 

работ [254–256] характеризуются большой погрешностью измерения. С поправкой на вы-

сокие погрешности, различные источники согласуются между собой, кроме работы [254], 

в которой допущена систематическая ошибка при определении концентрации ионов Na⁺, 

из-за которой на диаграмме наблюдается смещение полей. В работе Гирича с соавт. также 

представлена нонвариантная точка кипения раствора, насыщенного по обеим солям [257]. 

Смешанные соли не образуются в данной системе.  

Активность воды при 298.15 К исследовались в достаточно разбавленных растворах 

в работах [2,148], а в более широком диапазоне концентраций – в работе [258]. Калориче-

ские свойства растворов этой системы не исследованы. 
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Система H₂O – Na₂HPO₄ – K₂HPO₄. Фазовые равновесия исследовались в ряде ра-

бот в диапазоне от 263.15 до 313.15 К. Система была экспериментально изучена Равичем и 

Поповой при 273.15 и 298.15 К [259], Цзя с соавт. – при 298.15 К [260] и Лазраком с соавт. – 

при 313.15 К [261]. При температурах ниже 273.15 К система исследовалась Кунью с соавт. 

[262], однако, к сожалению, найти текст данной публикации не удалось. 

Данные двух работ при 298.15 К находятся в согласии. Следует отметить, что при 

приготовлении насыщенных растворов Лазрак с соавт. [261], судя по всему, не достигли 

равновесных составов для поля калиевой соли. Согласно их собственному описанию, оса-

док в этой области практически не образовался, что ожидаемо, учитывая склонность орто-

фосфатов калия к образованию пересыщенных растворов [244]. Это могло негативно по-

влиять на точность работы. 

Все авторы сходятся в том, что в системе образуется смешанная соль состава  

NaKHPO₄·5H₂O. Лазрак с соавт. выделили данное соединение и установили его темпера-

туру плавления (312.9 K). 

Сведения об активности воды представлены двумя изопиестическими исследова-

ниями при низких концентрациях [2,263]. Калорические свойства системы не исследо-

ваны. 

Система H₂O – Na₃PO₄ – K₃PO₄. Единственной работой, посвящённой термодина-

мическим свойствам данной системы, является публикация [264], посвящённая твердо-

жидкостным равновесиям при 293.15 К. Согласно их результатам, в системе существуют 

два поля кристаллизации, соответствующие фазе додекагидрата фосфата натрия 

(ψ-Na₃PO₄·12H₂O) и твёрдым растворам на основе структуры гептагидрата фосфата калия 

(K₃PO₄·7H₂O). Структура данных твёрдых растворов не исследовалась, однако установ-

лено, что их оптические свойства близки к свойствам K₃PO₄·7H₂O. 

2.3 Термодинамические модели  

Энергия Гиббса многофазной многокомпонентной системы равна сумме энергий 

Гиббса отдельных фаз, которые принято рассчитывать относительно выбранного уровня 

отсчёта. В этом случае энергию Гиббса образования сложной системы (Δ𝑓𝐺) выражается 

по уравнению: 

Δ𝑓𝐺(𝑝, 𝑇, 𝑥𝑖) = ∑𝑥(𝑘)Δ𝑓𝐺(𝑘)(𝑝, 𝑇, 𝑥𝑖(𝑘))
𝑘

 (9) 
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где 𝑥𝑖 – общая мольная доля 𝑖-го компонента в системе в целом,  𝑥(𝑘) – мольная доля 𝑘-ой 

фазы в системе, Δ𝑓𝐺(𝑘) – мольная энергия Гиббса образования 𝑘-ой фазы, 𝑝 – давление, 𝑇 

– температура, 𝑥𝑖(𝑘) – мольная моля 𝑖-го компонента в 𝑘-ой фазе.  

При известной функциональной зависимости Δ𝑓𝐺(𝑝, 𝑇, 𝑥𝑖) могут быть вычислены 

все термодинамические свойства системы, а также фазовые равновесия, поэтому задача 

построения комплексной модели сводится к моделированию отдельных фаз. Кроме того, 

при расчёте фазовых равновесий с участием жидкой фазы в ряде случаев бывает более 

удобно использовать не энергии Гиббса образования, а соответствующие параметры ста-

бильности фаз (Δ𝑓𝑢𝑠𝐺(𝑘)
⚬  или Δ𝑣𝑎𝑝𝐺(𝑘)

⚬ ). 

В силу сказанного, данный параграф посвящён основным типам моделей отдель-

ных фаз, встречающихся в исследуемых водно-солевых системах, и способам описания па-

раметров стабильности. 

2.3.1 Модели стехиометрических кристаллических фаз 

Энергия Гиббса точечной фазы зависит только от давления и температуры, но в 

большинстве случаев рассматривают только температурные зависимости, которые полу-

чают при известных значениях стандартных термодинамических функций с помощью 

уравнений: 

Δ𝑓𝐺
⚬(true)(𝑇) = Δ𝑓𝐺298.15 K

⚬ − Δ𝑓𝑆298.15 K
⚬ (𝑇 − 𝑇𝑟) + ∫ Δ𝑓𝐶𝑝

⚬(𝑇)

𝑇

298.15 K

𝑑𝑇

− 𝑇 ∫
Δ𝑓𝐶𝑝

⚬(𝑇)

𝑇
𝑑𝑇

𝑇

298.15 K

 

(10) 

Δ𝑓𝐺
⚬(𝑇) = Δ𝑓𝐺298.15 K

⚬ − 𝑆298.15 K
⚬ (𝑇 − 𝑇𝑟) + ∫ 𝐶𝑝

⚬(𝑇)

𝑇

298.15 K

𝑑𝑇 − 𝑇 ∫
𝐶𝑝
⚬(𝑇)

𝑇
𝑑𝑇

𝑇

298.15 K

 (11) 

  

Δ𝑓𝐺
⚬(𝑇) = Δ𝑓𝐻298.15 K

⚬ − 𝑇𝑆298.15 K
⚬ + ∫ 𝐶𝑝

⚬(𝑇)

𝑇

298.15 K

𝑑𝑇 − 𝑇 ∫
𝐶𝑝
⚬(𝑇)

𝑇
𝑑𝑇

𝑇

298.15 K

 (12) 

 

где Δ𝑓𝐺
⚬(true)  – энергия Гиббса образования фазы, Δ𝑓𝐺

⚬(𝑇)  – вспомогательная энергия 

Гиббса фазы, используемая в промежуточных расчётах, Δ𝑓𝐺298.15 K
⚬  – стандартная энергия 

Гиббса образования при 298.15 К, 𝑆298.15 K
⚬ , Δ𝑓𝑆298.15 K

⚬  – стандартная энтропия вещества 
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или стандартная энтропия его образования при 298.15 К, 𝐶𝑝
⚬, Δ𝑓𝐶𝑝

⚬ – теплоёмкость веще-

ства или её изменение в реакции образования соединения.  

Таким образом, для расчёта энергии Гиббса образования необходимы значения 

стандартных термодинамических функций при 298.15 К и сведения о теплоёмкости. Зна-

чения стандартных термодинамических функций при 298.15 К для исследуемых систем 

собраны в справочниках термодинамических величин [12–14,16,101,265] и в обзорных пуб-

ликациях (например, [17,266]). 

В случае, если расчёты ведутся в узком температурном диапазоне вблизи 298.15 К, 

вкладом теплоёмкости в уравнения (10)–(12) можно пренебречь. Однако при моделирова-

нии в широком диапазоне температур или при температурах, далёких от 298.15 К, стано-

вится необходимым учитывать температурную зависимость теплоёмкости. Зависимость 

теплоёмкости твёрдых тел от температуры описывают полиномами, полуэмпирическими 

моделями или их комбинациями. 

Одной из наиболее используемых полиноминальных моделей является уравнение 

Майера–Келли [267]. 

𝐶𝑝
⚬(MK)

= 𝐴 + 𝐵𝑇 + 𝐶𝑇−2 (13) 

На практике также широко применяются расширения полинома Майера–Келли, такие 

как уравнение базы данных SGTE [268] и уравнение Шомейта, используемое в справоч-

нике NIST-JANAF [101]. 

𝐶𝑝
⚬(SGTE)

= 𝐴 + 𝐵𝑇 + 𝐶𝑇2 + 𝐷𝑇−2 (14) 

𝐶𝑝
⚬(Shomate)

= 𝐴 + 𝐵𝑇 + 𝐶𝑇2 + 𝐷𝑇3 + 𝐸𝑇−2 (15) 

где 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 – эмпирические параметры.  

Полиномиальные модели обладают ограниченными экстраполяционными воз-

можностями, поэтому для описания теплоёмкости твёрдых тел применяются полуэмпи-

рические модели, основанные на классических теориях Эйнштейна и Дебая [269–271]. 

Например, в модели Воронина–Куценка [269,270] изобарная теплоёмкость кристалла опи-

сывается как линейная комбинация функций Планка–Эйнштейна (ЛКПЭ). 

2.3.2 Модели индивидуальных растворителей 

Для описания термодинамических свойств индивидуальных жидкостей, так же, 

как и для твёрдых фаз, могут применяться различные модификации полиноминальных 

моделей теплоёмкости. Более физически обоснованными являются 𝑝𝑉𝑇-уравнения состо-
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яния, обеспечивающие единое описание жидкого, газообразного и сверхкритического со-

стояний. Эти уравнения обычно успешно описывают парожидкостные равновесия, а 

также зависимости плотности от температуры и давления. Вместе с тем, как правило, они 

демонстрируют относительно низкую точность при описании калорических свойств, 

включая изобарную теплоёмкость.  

Уравнения состояния воды. В контексте моделирования водно-солевых систем 

интерес представляют уравнения состояния воды (H₂O). Это обусловлено не только необ-

ходимостью точного расчёта вклада воды в энергию Гиббса раствора, но и тем, что такие 

свойства воды, как плотность (𝑑) и диэлектрическая проницаемость (𝜀), входят в выраже-

ние для коэффициента Дебая–Хюккеля 𝐴𝜙. Кроме того, диэлектрическая проницаемость 

играет важную роль и в моделях стандартных свойств ионов. 

Учитывая исключительную значимость воды в промышленности и природных 

процессах, для неё разработаны специальные высокоточные эмпирические уравнения со-

стояния, основанные на корреляции большого массива экспериментальных данных. К 

наиболее широко применяемым для научных расчётов относятся уравнение состояния 

Хилла [272], а также уравнения IAPWS-95 [273] и IAPWS-97F [274,275], рекомендованные 

Международной Ассоциацией по Свойствам Воды и Водяного Пара (IAPWS). 

Уравнения Хилла [272] и IAPWS-95 [273] разработаны в качестве высокоточных эм-

пирических уравнений состояния, предназначенных для научных расчётов. Они пред-

ставлены в форме калорических уравнений состояния, выражающих энергию Гельм-

гольца через плотность и температуру 𝐹(𝑑, 𝑇). Эти уравнения охватывают широкий диа-

пазон условий: от температуры замерзания воды до 1273 К и от 0 до 1000 МПа, позволяя 

описывать свойства воды в жидком, газообразном и сверхкритическом состояниях. 

Уравнение состояния IAPWS-95 считается эталонным и более надёжным. Оно со-

провождается рядом дополнительных уравнений, рекомендованных IAPWS для расчёта 

таких свойств воды, как давление пара [273], диэлектрическая проницаемость [276], кон-

станта самодиссоциации воды (𝐾𝑤) [277,278], коэффициент преломления [279] и другие. 

Кроме того, к IAPWS-95 прилагаются уравнения, описывающие фазовые границы между 

жидкой водой и льдом Ih, а также между жидкой водой и льдом III. Всё это делает систему 

уравнений IAPWS универсальным инструментом для расчёта всех значимых термодина-

мических свойств воды. Уравнение IAPWS-97F [274,275] представляет собой упрощённую 

версию IAPWS-95, разработанную для инженерных и промышленных применений. В от-

личие от уравнений Хилла и IAPWS-95, оно записано в виде зависимости энергии Гиббса 

от давления и температуры 𝐺(𝑝, 𝑇), что упрощает его реализацию и позволяет ускорить 
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вычисления. При этом IAPWS-97F охватывает другой рабочий диапазон: от 273 до 2273 К 

при давлениях до 10 МПа и от 273 до 1073 К при давлениях до 100 МПа. 

Диэлектрическая проницаемость воды. Одним из важнейших параметров в 

термодинамике растворов электролитов является коэффициент Дебая–Хюккеля. В ориги-

нальной работе [280] энергия электростатических взаимодействий ионов в растворе рас-

считывается на основе объёмной концентрации, однако для практических расчётов часто 

удобнее использовать выражения в шкалах моляльности или мольных долей. В обозначе-

ниях Питцера коэффициент Дебая–Хюккеля в шкале моляльностей долей обозначается 

как 𝐴𝜙. Его значение определяется следующим уравнением [281]: 

𝐴𝜙 =
1

3
(2𝜋𝑁𝐴𝑑)

1 2⁄ (
ℯ2

4𝜋𝜀𝜀0𝑘𝑇
)

3 2⁄

 (16) 

где 𝑁𝐴 – число Авогадро, 𝑑 – плотность чистой воды (кг/м³), ℯ – элементарный заряд, 𝜀 – 

диэлектрическая проницаемость чистой воды, 𝜀0  – электрическая постоянная, 𝑘  – кон-

станта Больцмана. 

Как видно из уравнения (16), выражение для 𝐴𝜙 включает в себя такие свойства рас-

творителя, как плотность (𝑑) и диэлектрическая проницаемость (𝜀). Последняя также вхо-

дит в выражения для энергии Гиббса сольватации и используется в различных моделях 

стандартных свойств. Исходя из этого, высокоточное описание диэлектрической прони-

цаемости имеет критическое значение для корректного моделирования свойств растворов 

электролитов. 

Исторически для описания статической диэлектрической проницаемости воды в 

широком интервале температур и давлений было предложено множество эмпирических 

корреляций [282–284]. В настоящее время распространение получили модель, разработан-

ная Арчером и Ваном [285], а также модель, рекомендованная IAPWS [276]. 

Модель Арчера–Вана [285] опирается на уравнение состояния Хилла [272] и приме-

нима в диапазоне температур до 823.15 К и при давлениях до примерно 500 МПа. Для пе-

реохлаждённой воды её можно использовать при атмосферном давлении до температур 

около 238.15 К. Модель IAPWS [276] охватывает сопоставимый температурный диапазон, 

но обладает существенно более широким интервалом по давлениям – до 1000 МПа. Обе 

модели широко используются для расчёта коэффициента Дебая–Хюккеля 𝐴𝜙 и его произ-

водных при различных температурах и давлениях. Вместе с тем, в практических расчётах 

нередко применяют температурные зависимости, аппроксимирующие значения 𝐴𝜙, полу-
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ченные на основе этих универсальных моделей. Так, в работе [286] была предложена эм-

пирическая зависимость для расчёта 𝐴𝜙 и его производных, аппроксимирующая значения 

IAPWS, с рабочим диапазоном от 273.15 до 523.15 К и до 100 МПа. 

Вода при низких температурах. В контексте моделирования растворов электро-

литов особый интерес представляют свойства воды в переохлаждённом состоянии. Это 

обусловлено тем, что эвтектические температуры растворов высоко растворимых электро-

литов (например, CaCl₂ [287], H₃PO₄ [89,90]) могут лежать ниже температуры гомогенной 

нуклеации льда, равной ~235 К [288]. В таких растворах вода может сохранять жидкое со-

стояние при температурах, при которых чистая вода не может существовать даже в пере-

охлаждённой форме. 

Однако описание и предсказание свойств в данной области температур представ-

ляет большую сложность, поскольку в ней особенно ярко выражены низкотемпературные 

аномалии воды [289].  

Согласно современным представлениям, наилучшие результаты в описании 

свойств воды в условиях переохлаждения демонстрирует гипотеза фазового перехода жид-

кость–жидкость, впервые предложенная Пулом с соавт. [290] и позднее получившая зна-

чительную экспериментальную и теоретическую поддержку [289].  

Согласно этой гипотезе, если бы вода не замерзала, то при температурах ниже 

~228 К она могла бы разделяться на две разные жидкости: низкоплотную (LDL, low-density 

liquid) и высокоплотную (HDL, high-density liquid), называемые по аналогии с двумя фор-

мами аморфного льда (LDA и HDA, соответственно). Предполагается, что температура 

~228 К соответствует критической температуре, ближе к которой свойства воды устремля-

ются к экстремумам. 

Непосредственно подтвердить существование HDL и LDL невозможно, поскольку 

область их устойчивости находится ниже температуры гомогенной нуклеации льда. Тем 

не менее, их существование косвенно подтверждается данными молекулярной дина-

мики [291], экспериментами с водой в нанопорах [292,293], исследованием аморфных 

льдов [289], а также результатами термодинамического моделирования [294]. В частности, 

рекомендованное IAPWS уравнение состояния для переохлаждённой воды, разработанное 

Холтеном с соавт. [295], включает двухжидкостную модель. 

Наличие низкотемпературных аномалий в свойствах воды существенно затрудняет 

экстраполяцию её параметров при переходе к областям низких температур, особенно 



34 

ниже примерно 228 K. Однако такие оценки необходимы для термодинамических расчё-

тов. В первую очередь интересна оценка коэффициента Дебая-Хюккеля 𝐴𝜙. 

В научной литературе представлены различные подходы [286] к экстраполяции ко-

эффициента Дебая–Хюккеля 𝐴𝜙 к низком температурам. Наиболее простым из них явля-

ется прямое продолжение температурных зависимостей, полученных при более высоких 

температурах, за пределы экспериментально доступного интервала (например, [287]). 

Вместе с тем, существуют и более продвинутые методы, среди которых можно отметить 

подход, предложенный Клеггом и Бримблкомбом [296]. Согласно данному методу, вво-

дится предположение о том, что ниже некоторой температуры отсечки 𝑇с𝑢𝑡  (например, 

𝑇с𝑢𝑡 = 273.15 K) коэффициент Дебая-Хюккеля 𝐴𝐶 , определяющий вклад электростатиче-

ских взаимодействий в теплоёмкость раствора, линейно зависит от температуры.  

𝐴𝐶 = 8𝑇 (
𝜕𝐴𝜙

𝜕𝑇
)
𝑝

+ 4𝑇2 (
𝜕2𝐴𝜙

𝜕𝑇2
)
𝑝

 (17) 

На основе этого допущения, а также значений функции 𝐴𝜙 и её производных, рас-

считанных при температуре отсечки, температурная зависимость 𝐴𝜙(𝑇) в низкотемпера-

турной области восстанавливается путём интегрирования. В математическом отношении 

такая процедура эквивалентна разложению функции 𝐴𝜙(𝑇) в ряд Тейлора при 𝑇 = 𝑇𝑐𝑢𝑡 с 

использованием первых четырёх членов (вплоть до слагаемого, содержащего (𝑇 − 𝑇𝑐𝑢𝑡)
3) 

[296]. 

Аналогичный подход был применён Восковым и Коваленко [286] при построении 

модели 𝐴𝜙(𝑝, 𝑇), в рамках которой была предложена экстраполяция температурной зави-

симости до значений вплоть до 173.15 К. 

2.3.3 Модели твёрдых растворов 

Твёрдые растворы замещения. Ионные растворы замещения – это твёрдые рас-

творы, в которых ионы одного типа в кристаллической решётке частично или полностью 

замещаются ионами другого типа с тем же зарядом. Такие растворы образуются, если за-

мещающие ионы имеют схожие размеры, заряд и кристаллохимические свойства. Обра-

зование раствора замещения сопровождается небольшим искажением решётки, но при 

сильных различиях между ионами может приводить к фазовому расслоению [297,298]. 

Большинство ионных твёрдых растворов относится к данному типу растворов. Притом, 

замещение может проходить по ионам любого заряда, как в безводных, так и в гидратиро-

ванных солях. 
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Основой термодинамического описания ионных растворов замещения является 

модель подрешёток Тёмкина [298–300]. Согласно ней, смешение ионов в твёрдом проис-

ходит по отдельным подрешёткам катионов и анионов. Считая распределение случайным, 

можно получить выражение для энтропии смешения идеального раствора замещения. В 

общем случае она выражается уравнением (18): 

Δ𝑚𝑖𝑥𝑆
𝑖𝑑 = −𝑅∑𝜈(𝑘)

𝑘

∑𝑋𝑖,𝑘
𝑖

ln 𝑋𝑖,𝑘 (18) 

где 𝜈(𝑘)– число узлов 𝑘-ой подрешётки на формульную единицу (стехиометрический коэф-

фициент 𝑘-ой позиции формулы), 𝑋𝑖,𝑘 – мольная доля 𝑖-го иона среди всех ионов в 𝑘-ой 

подрешётке. 

Активность компонента в идеальном растворе замещения выражается через кон-

центрации составляющих его ионов в соответствующих подрешётках по уравнению (19). 

𝑎𝑖 =∏𝑋
𝑗,𝑘

𝜈(𝑘)

𝑗,𝑘

 (19) 

где 𝑎𝑖 – актвность 𝑖-го компонента, 𝑗 – индекс ионов, составляющих 𝑖-ый компонент. 

Для твёрдых растворов замещения предложены различные модели [297,299], од-

нако наиболее широко используется разложение в ряд Редлиха–Кистера [301]: 

𝐺𝑒𝑥 =∑∑𝑋𝑖,𝑘𝑋𝑗,𝑘 ∑ 𝐿𝑖𝑗
(𝑛)
(𝑋𝑖,𝑘 − 𝑋𝑗,𝑘)

𝑛
𝑁𝑛

𝑛=0𝑖>𝑗𝑘

 (20) 

где 𝐿𝑖𝑗
(𝑛)

 – эмпирический параметр взаимодействия 𝑖-го и 𝑗-го ионов, 𝑁𝑛 – максимальная 

степень полинома Редлиха–Кистера. В случае сложных взаимных систем могут также вво-

дится дополнительные параметры для тройных и четверных взаимодействий, включая 

взаимодействия между различными подрешётками [299]. 

Твёрдые растворы внедрения. Ионные растворы внедрения образуются, когда в 

структуре ионного соединения существуют свободные позиции – вакансии, возникающие 

в силу стехиометрии или дефектности решётки. Внедрение ионов в эти позиции воз-

можно лишь при соблюдении условия электронейтральности. Механизмы компенсации 

заряда при этом могут быть различны и зависят от природы как матрицы, так и внедряе-

мого компонента. Одним из таких механизмов является изменение степени окисления 

ионов матрицы. Другим механизмом является внедрение, сопровождаемое замещением 

ионов матрицы. Так, в растворах Sr1–xLaxF2+x, построенных на основе SrF₂, внедрение до-

полнительного аниона F⁻ уравновешивается замещением катиона Sr²⁺ на катион La³⁺ с 



36 

более высоким зарядом [297]. Возможны и противоположные примеры, в которых проис-

ходит замещение с уменьшением заряда и числа ионов. Это реализуется, например, в фазе 

Na3–xP1–xSxO4 (на основе Na₃PO₄) [302]. 

Как и в случае ионных растворов замещения, термодинамического описания несте-

хиометрических фаз и растворов внедрения с замещением наиболее широко используется 

модель подрешёток. При этом свободные вакансии рассматриваются как виртуальные со-

ставляющие раствора и включаются в расчёт подрешёточных концентраций 𝑋𝑖,𝑘. За ис-

ключением этого дополнения, уравнения (19) и (20) сохраняют свой вид. 

Сравнительно редким классом являются ионные растворы внедрения, в которых 

компенсационные механизмы отсутствуют. Такие растворы условно можно назвать струк-

турными растворами внедрения. Подобный тип растворения гораздо более характерен 

для не-ионных кристаллов. Для ионных соединений примеры структурных растворов 

внедрения крайне немногочисленны. Из обзора литературы удалось выделить лишь один 

изоструктурный ряд подобных систем [177,178]. Тем не менее, они представляют интерес 

в контексте настоящего исследования, поскольку к ним относятся растворы на основе 

структуры додекагидрата фосфата натрия Na₃PO₄·12H₂O. Его аналогами являются кри-

сталлы Na₃AsO₄·12H₂O и Na₃VO₄·12H₂O. 

Исследования кристаллической структуры, проведённые Тиллманнсом и Бауром 

[177,178], показали способность кристаллов Na₃XO₄·12H₂O растворять в себе NaOH (см. па-

раграф 2.2.3). Более ранние данные Белла [303] также позволяют предположить возмож-

ность встраивания других пар ионов, таких как NaCl, в структуру Na₃PO₄·12H₂O. Однако 

это требует дополнительных подтверждений, поскольку фосфат натрия также способен к 

образованию смешанных соединений постоянного состава, например, 

2Na₃PO₄·NaF·19H₂O, которые без структурного анализа могут быть приняты за твёрдые 

растворы [304].  

Термодинамика структурных растворов внедрения принципиально отличается от 

термодинамики других типов твёрдых растворов. В частности, энергия Гиббса таких си-

стем не может быть сведена к описанию на основе модели подрешёток [298]. В литературе 

подробно описан случай, когда в кристаллическую матрицу растворителя внедряются 

нейтральные частицы растворённого вещества [298]. Для такой системы энтропия идеаль-

ного раствора описывается уравнением (21). 

Δ𝑚𝑖𝑥𝑆
𝑖𝑑 = −𝑅 (𝑛1 ln

𝜃

1 − 𝜃
+ 𝑛2𝛽 ln(1 − 𝜃)) (21) 
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где 𝜃 – степень заполнения вакансий, 𝛽 – число вакансий на одну формульную единицу 

кристалла растворителя. При этом выражения для химических потенциалов и активно-

стей компонентов – растворителя (1) и растворённого вещества (2) – оказываются различ-

ными. 

𝜇1 = 𝜇1
⌀ + 𝛽𝑅𝑇 ln(1 − 𝜃) (22) 

𝑎1 = (1 − 𝜃)
𝛽 (23) 

𝜇2 = 𝜇2
⌀ + 𝑅𝑇 ln

𝜃

1 − 𝜃
 (24) 

𝑎2 =
𝜃

1 − 𝜃
 (25) 

где 𝜇𝑖
⌀ – стандартный химический потенциал 𝑖-го компонента (𝑖 = 1 для растворителя, 𝑖 =

2 для растворённого вещества). 

Для описания реальных структурных растворов внедрения успешно применяется 

квазихимическая модель, позволяющая учитывать локальное окружение растворённого 

вещества [305,306]. Кроме того, Чжаоян с соавт. [307] предложили модель регулярного рас-

твора внедрения и успешно апробировали её на примере раствора углерода C в аустените 

γ-Fe. Для данной модели избыточная энергия Гиббса выражается уравнением (26). 

𝐺𝑒𝑥 = Ω𝜃 (1 −
𝛽

2
𝜃) (26) 

где Ω – эмпирический параметр. 

В ходе обзора литературы не было обнаружено работ, посвящённых термодинами-

ческому моделированию структурных растворов внедрения, образованных ионными кри-

сталлами типа Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH. 

2.3.4 Модели водных растворов электролитов 

Энергии Гиббса раствора электролита. Энергия Гиббса раствора может быть 

выражена в виде суммы формальных химических потенциалов (𝜇𝑖) его составляющих (мо-

лекул, ионов, ассоциатов), умноженных на их количества (𝑛𝑖): 

𝐺𝑚(liq) = ∑ 𝑛𝑖𝜇𝑖

сост.

𝑖

 (27) 

Представив химический потенциал через стандартный химический потен-

циал (𝜇𝑖
⌀), коэффициент активности 𝑖-го составляющего раствора в асимметричной си-

стеме отсчёта в шкале мольных долей (𝑓𝑖) и концентрацию (𝑥𝑖), можно выразить энергию 

Гиббса раствора в виде трёх основных вкладов – уровня отсчёта (𝐺𝑠𝑠), энергии Гиббса иде-

ального смешения (Δ𝑚𝑖𝑥𝐺
𝑖𝑑) и избыточной энергии Гиббса (𝐺𝑒𝑥). 
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𝐺(liq) = 𝑛1𝜇1
⚬ +∑𝑛𝑖𝜇𝑖

∞

𝑖≠1⏟          
𝐺𝑠𝑠

+ 𝑅𝑇∑𝑛𝑖 ln 𝑥𝑖
𝑖⏟        

Δ𝑚𝑖𝑥𝐺𝑖𝑑

+ 𝑅𝑇∑𝑛𝑖 ln 𝑓𝑖
𝑖⏟        
𝐺𝑒𝑥

 
(28) 

Для практических расчётов как правило переходят к мольной энергии образования рас-

твора. Среди её составляющих (уравнение (28)) только энергия Гиббса идеального смеше-

ния описывается простым аналитическим выражением:  

Δ𝑓𝐺(liq) = 𝑥1Δ𝑓𝐺1
⚬ +∑𝑥𝑖Δ𝑓𝐺𝑖

∞

𝑖≠1

+ Δ𝑚𝑖𝑥𝐺𝑚
𝑖𝑑 + 𝐺𝑚

𝑒𝑥 (29) 

Вычисление стандартных энергий Гиббса чистого растворителя (Δ𝑓𝐺1
⚬) и раство-

рённых частиц (Δ𝑓𝐺𝑖
∞), а также избыточной энергии Гиббса раствора (𝐺𝑒𝑥) требует приме-

нения специализированных моделей, учитывающих особенности рассматриваемых ве-

ществ и взаимодействий в системе. Далее представлено обсуждение влияния электроли-

тов на свойства воды и обзор моделей стандартных и избыточных свойств растворов элек-

тролитов. 

Влияние ионов на свойства воды. Как отмечалось выше, одной из определяю-

щих особенностей воды при умеренных и низких температурах являются её низкотемпе-

ратурные структурные аномалии.  

Эти особенности необходимо учитывать при рассмотрении свойств водных раство-

ров электролитов, поскольку они играют ключевую роль в объяснении ряда наблюдаемых 

эффектов. Кроме того, структурные аномалии воды учитываются в некоторых моделях 

расчёта стандартных свойств ионов, а также при описании фазовых равновесий. 

Экспериментальные данные свидетельствуют о том, что введение электролитов 

приводит к подавлению аномальных свойств воды (Рис. 1) [308–311]. 

Качественно этот эффект можно объяснить через явление электрострикции: бу-

дучи заряженными частицами, ионы индуцируют локальное сжатие объёма воды 

[312,313], выступающей как диэлектрик. В результате этого локальная плотность воды воз-

растает, что стабилизирует высокоплотную структуру воды (HDL) и приводит к сглажива-

нию или полному исчезновению её аномалий. По этой причине введение ионов в воду 

подобно приложению значительного внешнего давления [311,314,315]. 
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(a) (б) 

Рисунок 1. Влияние концентрации на температурную зависимость (а) теплоёмкости рас-
твора NaCl [308] и (б) плотности раствора H₂SO₄ [316]. На Рисунке (а) нанесены изокон-

центрационные линии, подписаны мольные доли NaCl. На Рисунке (б) нанесены изокон-
центрационные линии, подписаны весовые доли H₂SO₄ (масс. %). TM – температура плав-
ления, TH – температура гомогенной нуклеации льда. 

При высоких концентрациях ионов все молекулы воды оказываются вовлечён-

ными в область повышенной плотности, и поведение раствора в целом приближается к 

поведению «нормальной» жидкости, не демонстрирующей структурных аномалий [313]. 

Как демонстрирует теоретическая диаграмма на Рис. 2, при низких температурах вода в 

концентрированных растворах электролитов находится в состоянии высокоплотной жид-

кости (HDL). 

Аналогичный эффект может наблюдаться не только в присутствии ионов, но и при 

растворении сильнополярных молекул и нейтральных цвиттер-ионов, способных вызы-

вать электрострикцию благодаря большому дипольному моменту [317,318]. 

Следует также отметить, что добавление любой жидкости, не обладающей анома-

лиями, приводит к постепенному исчезновению аномальных свойств воды при увеличе-

нии концентрации растворённого вещества. В данном контексте, электролиты выделя-

ются своей способностью подавлять аномалии уже при относительно малых концентра-

циях [317]. 
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Рисунок 2. Теоретическая диаграмма состояния (𝑝, 𝑇, 𝑥) системы H₂O – LiCl из работы 
[311]. x – мольная доля LiCl, TH – температура гомогенной нуклеации льда, Tg – темпера-
тура стеклования, TAAT – температура перехода аморфный лёд–аморфный лёд, HDL – вы-
сокоплотная жидкость, LDL – низкоплотная жидкость, HDA – высокоплотный аморфный 
лёд, LDA – низкоплотный аморфный лёд, HDL-like – подобный высокоплотной жидкости 
раствор LiCl, HDA-like – подобное высокоплотному льду стеклообразное состояние рас-
твора LiCl. 

Несмотря на наличие качественного понимания механизмов подавления анома-

лий воды электролитами, воспроизвести этот эффект средствами молекулярной термоди-

намической модели пока не удалось. Это представляется вполне ожидаемым, поскольку 

современные полуэмпирические модели до сих пор неспособны адекватно воспроизво-

дить даже сами аномалии чистой воды [319]. 

Описание стандартных свойств растворов электролитов. Стандартные термо-

динамические функции частиц при бесконечном разбавлении (Δ𝑓𝐺𝑖
∞, Δ𝑓𝐻𝑖

∞, 𝑆𝑖
∞, 𝐶𝑝,𝑖

∞, 𝑉𝑖
∞) 

приводятся в справочниках в соответствии с международной конвенцией, согласно кото-

рой все функции для иона H⁺ при бесконечном разбавлении принимаются равными 

нулю. В связи с этим, конвенциональные значения термодинамических функций сме-

щены относительно гипотетических абсолютных значений на величину, равную произве-

дению зарядового числа и соответствующего свойства H⁺. 

Ξ∞(A𝑧A) = Ξ∞,abs(A𝑧A) − 𝑧AΞ
∞,abs(H+) (30) 

где Ξ  – произвольная термодинамическая функция (Ξ = Δ𝑓𝐺 , Δ𝑓𝐻 , 𝑆 , 𝐶𝑝 , 𝑉  и т. д.), 

A𝑧A – произвольная заряженная частица в растворе с зарядовым числом 𝑧A. 
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Как и в случае с чистыми веществами, определение температурной зависимости 

термодинамических функций образования частиц при бесконечном разбавлении требует 

знания температурной зависимости их стандартной изобарной теплоёмкости (𝐶𝑝
∞) (урав-

нения (11)–(12)). Однако в случае бесконечно разбавленных растворов эта задача сопро-

вождается рядом принципиальных трудностей. Стандартные теплоёмкости водных ча-

стиц невозможно измерить напрямую, их определяют экстраполяцией данных к нулевой 

концентрации, что сопряжено с высокой погрешностью. Кроме того, температурная зави-

симость 𝐶𝑝
∞ достаточно резкая, носит немонотонный характер и плохо описывается про-

стыми полиномами. В связи с этим, возникает потребность в физически обоснованных 

полуэмпирических моделях с малым числом параметров. Такие модели обеспечивают 

устойчивость к экспериментальным погрешностям и позволяют надёжно экстраполиро-

вать свойства за пределы температурных областей, где доступны экспериментальные дан-

ные. 

Для описания стандартных свойств ионов в растворах предложено множество раз-

личных моделей [320]. Однако в области прикладной вычислительной термодинамики 

доминирующее положение занимает уравнение состояния Хелгесона–Киркхама–Фло-

верса (HKF), являющееся фактическим стандартом в моделировании частиц при беско-

нечном разбавлении [321–324]. 

Уравнение состояния HKF основано на предположении, согласно которому стан-

дартные свойства ионов (𝐶𝑝
∞, 𝑉∞), могут быть выражены в виде сумм электростатического 

(Ξ𝑠
∞) и неэлектростатического (структурного) (Ξ𝑛

∞) вкладов: 

Ξ𝑖
∞ = Ξ𝑠,𝑖

∞ + Ξ𝑛,𝑖
∞  (31) 

Электростатический вклад рассчитывается в рамках теории сольватации Борна [325]:.  

Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑖
∞,abs = 𝜔𝑖

abs(
1

𝜀
− 1) (32) 

𝜔𝑖
abs =

𝜂𝑧𝑖
2

𝑟𝑒,𝑖
,           𝜂 =

𝑁𝐴ℯ
2

8𝜋𝜀0
 (33) 

  

где 𝑁𝐴  – постоянная Авогадро, ℯ – элементарный заряд, 𝜀0  – электрическая постоянная, 

𝑟𝑒,𝑖 – радиус Борна 𝑖-го иона. 

Для практических вычислений от абсолютной энергии Гиббса сольватации перехо-

дят к конвенциональной (Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺H+
∞ ≡ 0): 

Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑖
∞ = Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑖

∞,abs − 𝑧𝑖Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺H+
∞,abs (34) 

Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑖
∞ = 𝜔𝑖(

1

𝜀
− 1) (35) 
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𝜔𝑖 = 𝜔𝑖
abs − 𝑧𝑖𝜔H+

abs (36) 

𝐶𝑝,𝑠,𝑖
∞ = −𝑇 (

𝜕2Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑖
∞

𝜕𝑇2
)
𝑝

 (37) 

𝑉𝑠,𝑖
∞ = (

𝜕Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑖
∞

𝜕𝑝
)
𝑇

 (38) 

В общем случае также предполагается, что радиус Борна (𝑟𝑒,𝑖) связан с кристалло-

графическим радиусом по системе Шеннона–Превитта [326] (𝑟𝑥,𝑖) и зависит от давления и 

температуры [284]: 

𝑟𝑒,𝑖 = 𝑟𝑥,𝑖 + |𝑧𝑖|(𝑘𝑧𝑖 + 𝑔(HKF)(𝑝, 𝑇)) (39) 

где 𝑟𝑥,𝑖 – (эффективный) кристаллографический Борна 𝑖-го иона, 𝑘𝑧𝑖– константа, опреде-

ляемая зарядом иона (𝑘𝑧𝑖  = 0.94 Å для катионов, 𝑘𝑧𝑖  = 0.00 Å для анионов), 𝑔(HKF)(𝑝, 𝑇) – 

эмпирическая функция [284]. 

Структурный вклад включает в себя собственные свойства ионов, а также полуэм-

пирическую функцию, предназначенную для учёта подавления аномальных свойств воды 

при пониженных температурах. При приближении к 228 К стандартные теплоёмкости 

ионов 𝐶𝑝,𝑖
∞ стремительно снижаются, достигая отрицательных значений. 

𝐶𝑝,𝑛,𝑖
∞ ||

𝑝=𝑝𝑟
= 𝑐1 +

𝑐2

(𝑇 − 𝛩)
2
 (40) 

𝑉𝑛,𝑖
∞ = 𝑣1(𝑝) +

𝑣2(𝑝)

𝑇 − 𝛩
 (41) 

𝑣𝑗(𝑝) = 𝑎2𝑗−1 +
𝑎2𝑗

𝑝 + 𝛹
 (42) 

где 𝛩 = 228 К, 𝛹  = 260 МПа, 𝑐𝑖 и 𝑎𝑖 – эмпирические параметры (𝑐2 < 0). 

Несмотря на формальную простоту, эмпирические уравнения (40)–(41) позволяют 

с высокой точностью описывать стандартные свойства переохлаждённых растворов элек-

тролитов в интервале температур вплоть до 238.15 К [327]. 

𝐶𝑝,𝑖
∞||

𝑝=𝑝𝑟
= 𝐶𝑝,𝑠,𝑖

∞ ||
𝑝=𝑝𝑟

+ 𝐶𝑝,𝑛,𝑖
∞ ||

𝑝=𝑝𝑟
 (43) 

𝑉𝑖
∞ = 𝑉𝑖,𝑠

∞ + 𝑉𝑖,𝑛
∞ (44) 

Зависимость энергии Гиббса образования от температуры и давления восстанавли-

вается из уравнений (37)–(44) при помощи стандартных термодинамических соотноше-

ний, а также значений энергии Гиббса образования и стандартной энтропии при 298.15 К 

и 0.1 МПа. Модель HKF также привязана к значениям стандартных термодинамических 

функций, рекомендованных в справочнике NBS [13,14]. Это делает её удобной для практи-

ческих расчётов с использованием значений NBS для других фаз. 
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 Одним из важнейших преимуществ модели HKF состоит в том, что она сопровож-

дается набором рекомендованных корреляций между параметрами модели и термодина-

мическими свойствами при 298.15 К и 0.1 МПа для разных классов ионов. Это позволяет 

получать достаточно надёжные оценки всех параметров модели даже на основе весьма 

ограниченного объёма экспериментальных данных [328]. Ограничением стандартного 

набора рекомендованных параметров HKF является тот факт, что для многих ионов пара-

метры были получены на основании ограниченных и не всегда надёжных эксперимен-

тальных данных. Кроме того, значительная часть этих параметров не подвергалась пере-

смотру и актуализации с конца XX века [328]. Ещё одной проблемой уравнения состояния 

HKF является его пониженная точность в экстремальных и сверхкритических условиях, 

где зависимость диэлектрической проницаемости 𝜀(𝑝, 𝑇) известна с недостаточной точно-

стью [320]. 

Хотя уравнение состояния HKF изначально разрабатывалось для описания ионов, 

Шок с соавт. [324] предложили обобщить его на нейтральные молекулы. Авторы показали, 

что модель способна воспроизводить термодинамические свойства ряда незаряженных 

компонентов. Однако этот подход впоследствии подвергся критике, в частности, за некор-

ректное применение теории Борна к нейтральным частицам [329]. В работах [329,330] 

была показана ограниченная применимость модели к малополярным соединениям. В 

контексте настоящего исследования следует отметить, что рекомендованные в [324] пара-

метры для недиссоциированной ортофосфорной кислоты H₃PO₄⁰ приводят к значитель-

ным ошибкам и предсказывают нефизичные значения стандартных термодинамических 

свойств [38]. 

Ограничения модели HKF стимулировали разработку новых уравнений состояния 

для бесконечно разбавленных растворов, как для ионов, так и для нейтральных молекул. 

Большинство современных подходов отказались от использования теории Борна и ди-

электрической проницаемости, заменяя их полуэмпирическими функциями, завися-

щими от плотности воды [329–331]. Среди таких моделей можно выделить уравнения со-

стояния Зедльбауэра–О’Коннелла–Вуда (SOCW) [331] и Плясунова–О’Коннелла–Вуда 

(POCW) [332–334]. Уравнение SOCW включает полуэмпирические структурные вклады, 

аналогичные уравнениям (40)–(41), что делает его пригодным и для описания ионов. 

Использование плотности вместо диэлектрической проницаемости делает модель 

SOCW несколько более точной в критических условиях, чем HKF. Вследствие этого модель 

SOCW может быть полезна для вспомогательных расчётов в условиях высоких температур 
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и давлений. Тем не менее, в практических расчётах модель HKF по-прежнему остаётся 

наиболее широко используемой. 

Модели избыточных свойств растворов электролитов. В моделях растворов 

электролитов избыточную энергию Гиббса обычно представляют в виде суммы двух вкла-

дов – энергии дальнодействующих взаимодействий (𝐺𝑒𝑥,𝑙𝑟) и энергии короткодействую-

щих взаимодействий (𝐺𝑒𝑥,𝑠𝑟). Для расчёта вклада дальнодействующих сил используется 

теория Дебая–Хюккеля (𝐺𝐷𝐻) [280]. Конкретные формулы для 𝐺𝑒𝑥,𝑙𝑟 могут варьироваться, 

однако все они сходятся к одному и тому же пределу при малых концентрациях. Основные 

различия между моделями избыточных свойств заключаются в способе описания вклада 

𝐺𝑒𝑥,𝑠𝑟. В этом контексте можно выделить несколько семейств моделей. К числу основных 

относятся модели специфических взаимодействий и модели локального состава. 

Простейшей моделью первого семейства является теория специфичных ионных 

взаимодействий (SIT, от Specific ionic Interaction Theory). В современном виде она была раз-

работана и подробно изложена в работах Гуггенгейма с соавт. [335,336]. В рамках этой мо-

дели избыточная энергия Гиббса описывается с помощью параметров 𝜖𝑐,𝑎, отражающих 

парные взаимодействия между катионами и анионами. Несмотря на ограниченный рабо-

чий диапазон (до 1–2 моль/кг) модель SIT отличается простотой и удобством применения. 

Это делает её востребованной при расчётах в многокомпонентных растворах с химиче-

скими равновесиями низкой концентрации – например, для фоновых электролитов или 

систем с низкой растворимостью.  

Более развитой моделью, относящейся к семейству моделей специфичных взаимо-

действий, является модель Питцера [37,281,337–340]. В рамках этой модели избыточная 

энергия Гиббса выражается через парные и тройные параметры взаимодействия, что поз-

воляет более гибко описывать термодинамические свойства растворов (уравнение (45)). В 

общем случае учитываются взаимодействия между всеми компонентами раствора, вклю-

чая как ионы, так и нейтральные молекулы растворённых веществ. 

𝐺𝑒𝑥

𝑤1𝑅𝑇
= 𝑓𝐷𝐻(𝐼𝑚) +∑∑𝜆𝑖𝑗(𝐼𝑚)𝑚𝑖𝑚𝑗

𝑗𝑖

+∑∑∑𝜇𝑖𝑗𝑘𝑚𝑖𝑚𝑗𝑚𝑘
𝑘𝑗𝑖

 (45) 

где 𝑤1 – масса растворителя, 𝑓𝐷𝐻 – вклад Дебая–Хюккеля, 𝜆𝑖𝑗, 𝜇𝑖𝑗𝑘 – параметры двойных и 

тройных взаимодействий между частицами в растворе. Двойные параметры взаимодей-

ствия ионов 𝜆𝑖𝑗  в модели Питцера зависят от общей ионной силы.  

Модель Питцера позволяет описывать электролитные растворы в широком диапа-

зоне концентраций – до 4–6 моль/кг, что делает её подходящей для описания большинства 

неорганических электролитов при температуре 298.15 К. Тем не менее, для расширения 
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пределов применимости модели и повышения её точности в литературе предложено не-

сколько модификаций. Стандартной модификацией считается версия, изложенная Харви 

с соавторами [341]. Другие варианты модели основаны на добавление новых членов к вы-

ражениям парных и тройных параметров взаимодействия, уточняющих их зависимость 

от ионной силы [65,342]. В настоящее время модель Питцера рассматривается как одна из 

наиболее надёжных моделей растворов неорганических электролитов. Благодаря нали-

чию тройных параметров взаимодействия, она отличается большей гибкостью в описании 

многокомпонентных растворов по сравнению с моделями локального состава [343]. Кроме 

того, её способность точно экстраполировать свойства в область низких концентраций на 

основе данных, полученных при более высоких концентрациях [344], делает модель Пит-

цера эталонной при вычислении стандартных термодинамических свойств электролитов 

на основе экспериментальных данных [19,20,27,345–348]. 

Модель Питцера–Симонсона–Клегга (PSC) [349–352] представляет собой адап-

тацию модели Питцера, ориентированную на использование шкалы мольных долей 

(уравнение (46)). В модели PSC избыточная энергия Гиббса выражается в виде полинома 

по концентрациям, что обеспечивает удобство расчётов и интерпретации параметров: 

𝐺𝑚
𝑒𝑥

𝑅𝑇
= 𝐺𝑚

𝐷𝐻(𝐼𝑥) +∑∑𝑎𝑖𝑗(𝐼𝑥)𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑗𝑖

+∑∑∑𝑎𝑖𝑗𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗𝑥𝑘
𝑘𝑗𝑖

+∑∑∑∑𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑥𝑖𝑥𝑗𝑥𝑘𝑥𝑙
𝑙𝑘𝑗𝑖

 
(46) 

𝐼𝑥 =
1

2
∑𝑧𝑖

2𝑥𝑖
𝑖

 (47) 

где 𝐺𝑚
𝑒𝑥 – избыточная энергия Гиббса, рассчитанная на 1 моль всех частиц раствора, 𝐺𝑚

𝐷𝐻 – 

вклад Дебая–Хюккеля, рассчитанный на 1 моль всех частиц раствора, 𝑎𝑖𝑗, 𝑎𝑖𝑗𝑘, 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙 – пара-

метры двойных, тройных и четверных взаимодействий между частицами в растворе, 𝐼𝑥 – 

ионная сила в шкале мольных долей. 

Ключевым отличием модели PSC является введение дополнительных параметров, 

учитывающих специфические взаимодействия ионов с растворителем, а также четверные 

межчастичные взаимодействия. Переход на концентрационную шкалу мольных долей в 

сочетании с расширенным набором параметров позволяет модели адекватно описывать 

свойства растворов электролитов в широком диапазоне концентраций. В предельных слу-

чаях, когда электролит в чистом виде представляет собой жидкость (например, HNO₃ 

[353,354]), модель PSC может быть использована для описания всего диапазона составов – 

от разбавленного раствора до чистого вещества. 
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Благодаря этим особенностям модель PSC нашла применение при описании водно-

солевых систем с высокой растворимостью электролитов (например, [355,356]). Тем не ме-

нее, несмотря на свои преимущества, модель PSC используется реже по сравнению с мо-

делью Питцера и её модификациями. 

Модели ионных растворов локального состава используют выражения для избы-

точной энергии Гиббса, изначально разработанные для неэлектролитов. Их названия, как 

правило, отсылают к соответствующим моделям неэлектролитных растворов: eNRTL и 

eUNIQUAC. Как и модель PSC, модели локального состава используют шкалу мольных до-

лей и теоретически применимы к широкому диапазону концентраций. Однако обычно 

они включают меньше параметров, что снижает их гибкость. Большинство этих моделей 

не включает параметры тройных взаимодействий, что затрудняет их точную настройку 

для описания многокомпонентных систем. При описании растворов сильных электроли-

тов они в среднем уступают модели Питцера по точности, обычно не более чем на поря-

док [357,358]. 

Несколько особняком стоят модели LIQUAC (Li et al. UNIQUAC) [359–361] и 

MSE [362] (Mixed-Solvent Electrolyte). Обе модели представляет собой модификацию модели 

eUNIQUAC, в которую введён дополнительный вклад для среднедействующих сил. Этот 

дополнительный вклад по форме близок к вкладу парных взаимодействий из моделей 

Питцера и PSC. За счёт более сложной концентрационный зависимости и большого числа 

параметров, модели LIQUAC и MSE хорошо подходят для описания растворов электроли-

тов в широком диапазоне концентраций, превосходя по точности модель Питцера в шкале 

моляльностей [360,363]. 

Расчёт констант равновесия. Константы равновесия химических реакций в рас-

творах напрямую зависят от стандартных термодинамических свойств участвующих в них 

составляющих. Поскольку эти стандартные свойства непосредственно участвуют в расчё-

тах калорических и объёмных характеристик раствора, при построении согласованной 

термодинамической модели возникает необходимость учитывать связь термодинамиче-

ских свойств раствора и констант равновесия. 

ln 𝐾𝑙(𝑝, 𝑇) = −
Δ𝑟𝐺𝑙

⚬(𝑝, 𝑇)

𝑅𝑇
 (48) 

Δ𝑟𝐺𝑙
⚬(𝑝, 𝑇) = 𝜈1

(𝑙)
Δ𝑓𝐺1

⚬(𝑝, 𝑇) + ∑ 𝜈𝑗
(𝑙)
Δ𝑓𝐺𝑗

∞(𝑝, 𝑇)
𝑗≠1

 (49) 
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где 𝐾𝑙 – конвенциональная константа равновесия 𝑙-ой реакции, Δ𝑟𝐺𝑙
⚬ – стандартная энер-

гия Гиббса 𝑙-ой реакции, 𝜈𝑗
(𝑙)

 – стехиометрический коэффициент 𝑗-го компонента в 𝑙-ой хи-

мической реакции (𝜈𝑗
(𝑙)
> 0 для продуктов и 𝜈𝑗

(𝑙)
< 0 для реагентов). 

Если модель включает описание стандартных свойств, например, с использова-

нием уравнения HKF, то константы равновесия реакций могут быть определены через мо-

дельные значения энергии Гиббса образования соответствующих составляющих. В случае 

упрощённых моделей константы равновесия могут описываться при помощи температур-

ных зависимостей вида уравнения (50):  

ln 𝐾𝑙(𝑇) = ln 𝐾𝑙(𝑇𝑟) +
Δ𝑟𝐻𝑙

⚬(𝑇𝑟)

𝑅
(
1

𝑇𝑟
−
1

𝑇
) +

Δ𝑟𝐶𝑝,𝑙
⚬ (𝑇𝑟)

𝑅
(
𝑇𝑟
𝑇
− 1 + ln

𝑇

𝑇𝑟
) (50) 

где 𝐾𝑙 – конвенциональная константа равновесия 𝑙-ой реакции 𝑇𝑟 – референтная темпера-

тура, Δ𝑟𝐻𝑙
⚬(𝑇𝑟) и Δ𝑟𝐶𝑝,𝑙

⚬ (𝑇𝑟) – энтальпия и изменение теплоёмкости в 𝑙-ой реакции при тем-

пературе 𝑇𝑟, соответственно. Если параметры этого уравнения (ln 𝐾𝑙(𝑇𝑟), Δ𝑟𝐻𝑙
⚬(𝑇𝑟), Δ𝑟𝐶𝑝,𝑙

⚬ ) 

неизвестны, то они подбираются как оптимизируемые параметры. 

При описании кислотно-основных равновесий используются две модели, называе-

мые по Брёнстеду [364] конвенциональной и рациональной. В конвенциональной модели 

процесс диссоциации кислоты описывается по Аррениусу (с образованием иона H⁺), в ра-

циональной – по Брёнстеду–Лоури (с образованием иона H₃O⁺). При низких концентра-

циях для большинства электролитов выбор модели несущественно влияет на расчёты, в 

отличие от моделирования кислот при высоких концентрациях, где снижение количества 

H₂O начинает лимитировать образование H₃O⁺. В современных расчётах используется 

практически только конвенциональная модель кислотно-основных равновесий. 

Расчёт свойств раствора с химическими равновесиями. Хотя выражения для 

всех термодинамических свойств раствора могут быть получены с помощью стандартных 

термодинамических преобразований энергии Гиббса, особое внимание следует уделить 

процедуре дифференцирования. 

В случае, когда в растворе отсутствуют химические равновесия, задача упрощается, 

так как состав раствора не зависит от температуры, давления и соотношения компонентов. 

Однако при наличии химических равновесий равновесный химический состав раствора 

(𝑥𝑖
eq

) сам по себе является функцией температуры, давления и компонентного состава рас-

твора. В связи с этим возникает вопрос о необходимости учёта изменения 𝑥𝑖
eq

 при вычис-

лении производных энергии Гиббса. 
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Применение аппарата математического анализа применительно к термодинами-

ческим системам показывает, что термодинамические функции состояния условно под-

разделяются на «сильные» и «слабые» [365,366]. При постоянных температуре, давлении 

и общем составе раствора к сильным функциям состояния относятся первые производные 

энергии Гиббса (−𝑆, 𝑉 , 𝜇𝑖), а также связанные с ними величины (𝐻). Равновесное значе-

ние сильной термодинамической функции совпадает с её значением, рассчитанным для 

равновесного химического состава, что часто описывается как режим «замороженного 

равновесия». Например, равновесная энтальпия раствора может быть определена по урав-

нениям (51)–(52). 

𝐻eq = 𝐻(𝑝, 𝑇, 𝑥𝑖
eq
) (51) 

𝐻(𝑝, 𝑇, 𝑥𝑖
eq
) = −𝑇2 (

𝜕(𝐺 𝑇⁄ )

𝜕𝑇
)
𝑝|
|
|

𝑥𝑖
eq

 (52) 

К слабым функциям состояния относятся свойства, связанные со вторыми произ-

водными энергии Гиббса, например, изобарная теплоёмкость 𝐶𝑝 и коэффициент изобар-

ного расширения 𝜅𝑝. Для таких свойств равновесные значения не совпадают с их значени-

ями, рассчитанными для равновесного состава, и должны включать вклад, обусловлен-

ный изменением 𝑥𝑖
eq

 при дифференцировании. В термодинамике слабых электролитов 

исторически принято называть соответствующие вклады «релаксационными эффектами» 

[19,20,27,367–370]. Для расчёта слабой функции состояния сначала определяется соответ-

ствующая сильная функция, после чего вычисляется её производная с учётом изменения 

𝑥𝑖
eq

. Например, равновесная теплоёмкость раствора может быть вычислена из энтальпии 

по уравнению (54) [365,366].  

𝐶𝑝
eq
≠ 𝐶𝑝(𝑝, 𝑇, 𝑥𝑖

eq
) (53) 

𝐶𝑝
eq
= (

𝜕𝐻

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑥𝑖

eq

⏟      

𝐶𝑝
𝑓

+∑(
𝜕𝐻

𝜕𝑥
𝑖

eq)

𝑝,𝑇

(
𝜕𝑥𝑖

eq

𝜕𝑇
)
𝑝𝑖

⏟            
𝐶𝑝
𝑟

 
(54) 

где 𝐶𝑝
𝑓

 – вклад в теплоёмкость при «замороженном равновесии», 𝐶𝑝
𝑟 – «релаксационный» 

вклад в теплоёмкость. 

Тем не менее, в литературе встречаются отдельные работы, в которых рекоменду-

ется проводить полное дифференцирование, учитывающее изменение 𝑥𝑖
eq

, для всех функ-

ций состояния. В частности, Симонсон с соавт. [371], Клегг и Бримблкомб [296], а также 

Ван с соавт. [362] рекомендуют полное дифференцирование при расчёте избыточной эн-
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тальпии, включая производные энергии Гиббса по отношению к составу. Однако боль-

шинство других источников [4,27,369,372–375] придерживается более строгой, корректной 

процедуры.  

2.3.5 Описание параметров стабильности 

Парожидкостные равновесия. Обычно для расчёта парожидкостных равновесий 

вместо параметра стабильности (Δ𝑣𝑎𝑝𝐺𝑖
⚬) напрямую пользуются температурной зависимо-

стью давления насыщенного пара над жидкой фазой (𝑝𝑖
𝑠𝑎𝑡(𝑇)). 

При наличии общего описания для жидкого и газообразного состояний в рамках 

полуэмпирической модели, например, кубического уравнения состояния, данная зависи-

мость может быть вычислена из модели. Но, как правило, зависимость 𝑝𝑖
𝑠𝑎𝑡(𝑇) может быть 

описана без существенной потери точности при помощи простых полуэмпирических 

уравнений, таких как уравнение Антуана: 

ln 𝑝𝑖
𝑠𝑎𝑡 = 𝐴 −

𝐵

𝑇 + 𝐶
 (55) 

где 𝑝𝑖
𝑠𝑎𝑡 – давление насыщенного пара 𝑖-го вещества, 𝐴, 𝐵, 𝐶 – эмпирические параметры. 

В случае растворов нелетучих электролитов, как правило, единственным летучим 

компонентом является вода. Ввиду высокой важности воды как растворителя, для неё 

было предложено несколько высокоточных уравнений давления пара. В системе уравне-

ний IAPWS для воды рекомендовано уравнение, пригодное для всего диапазона темпера-

тур вплоть до критической температуры воды (647.096 К) [273]. 

Растворение без диссоциации. Если растворение фазы происходит без диссоци-

ации, то в качестве параметра стабильности используется её стандартная энергия Гиббса 

плавления (Δ𝑚𝐺𝑘
⚬). В зависимости от желаемой степени точности и наличия необходимых 

сведений, Δ𝑚𝐺𝑘
⚬ может быть вычислена при помощи моделей соответствующих жидкой и 

твёрдой фаз или из параметров плавления (Δ𝑚𝐻𝑘
⚬(𝑇𝑚,𝑘), Δ𝑚𝐶𝑝,𝑘

⚬ (𝑇)) по уравнению (57). 

Δ𝑚𝐺𝑘
⚬(𝑇) = Δ𝑓𝐺𝑘(liq)

⚬ (𝑇) − Δ𝑓𝐺𝑘(cryst)
⚬ (𝑇) (56) 

Δ𝑚𝐺𝑘
⚬(𝑇) = Δ𝑚𝐻𝑘

⚬(𝑇𝑚,𝑘) (1 −
𝑇

𝑇𝑚,𝑘
) + ∫Δ𝑚𝐶𝑝,𝑘

⚬ (𝑇)

𝑇

𝑇𝑚,𝑘

𝑑𝑇 − 𝑇 ∫
Δ𝑚𝐶𝑝,𝑘

⚬ (𝑇)

𝑇
𝑑𝑇

𝑇

𝑇𝑚,𝑘

 (57) 

Δ𝑚𝐶𝑝,𝑘
⚬ (𝑇) = 𝐶𝑝,𝑘(liq)

⚬ (𝑇) − 𝐶𝑝,𝑘(cryst)
⚬ (𝑇) (58) 

где Δ𝑓𝐺𝑘(𝑙)
⚬ , 𝐶𝑝,𝑘(𝑙)

⚬  – мольная стандартная энергия Гиббса образования и теплоёмкость 𝑘-го 

соединения в 𝑙-ом состоянии, индексы cryst и liq обозначают кристаллическое и жидкое 
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состояние, соответственно, 𝑇𝑚,𝑘  – температура плавления 𝑘-ой фазы, Δ𝑚𝐻𝑘
⚬  – энтальпия 

плавления 𝑘-ой фазы. 

В случае водно-солевых систем единственным компонентом, который участвует в 

твердожидкостных равновесиях без диссоциации, является вода. Однако использование 

уравнения (57) для неё становится затруднительным в низкотемпературных растворах. 

Как обсуждалось ранее, при понижении температуры вода демонстрирует ано-

мально резкий рост ряда термодинамических свойств, в том числе теплоёмкости. В лите-

ратуре обсуждаются различные подходы к экстраполяции свойств переохлаждённой 

воды. Один из простейших методов заключается в оценке зависимости теплоёмкости 

𝐶𝑝,1(liq)
⚬ (𝑇) по данным при более высоких температурах. Например, Клегг и Бримблкомб 

[296] предложили разложить 𝐶𝑝,1(liq)
⚬ (𝑇) в ряд Тейлора при 273.15 К до квадратного члена 

и использовать полученное выражение для экстраполяции в область переохлаждения. Как 

видно на Рис. 3а (чёрная линия), такая аппроксимация даёт значительно заниженные зна-

чения по сравнению с экспериментальными данными [309] для переохлаждённой воды. 

  
(a) (б) 

Рисунок 3. (а) Экстраполяции теплоёмкости жидкой воды в область низких температур, 

полученные разными методами и (б) приведённая энергия Гиббса плавления льда, рас-
считанная при помощи этих экстраполяций. Символы – экспериментальные данные 
[309], линии – расчёт. Цвета обозначают метод расчёта: чёрный – по [296], красный – по 
данным [376], синий – по [287]. Для расчёта теплоёмкости льда использовалось уравнение 

состояния Файстеля–Вагнера [377].  

Другой подход заключается в грубой оценке «истинной» температурной зависимо-

сти термодинамических свойств воды, с учётом предполагаемого перехода в состояние 

низкоплотной жидкости (LDL) ниже 228 К. Это позволяет восстановить Δ𝑚𝐺1
⚬(𝑇), которая 
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может быть использована в расчётах при низких температурах. Подобный метод был при-

менён Клеггом и Векслером [316] для построения температурной зависимости мольного 

объёма чистой воды при моделировании плотности низкотемпературных растворов элек-

тролитов. Позднее, Тонер и Катлинг [287] рассмотрели вариант использования зависимо-

стей теплоёмкости при низких температурах, полученных на основе интерполяционных 

уравнений Мёрфи и Коопа [376] (красная линия, Рис. 3а). Эти уравнения были основаны 

на экспериментальных данных по переохлаждённой воде и использовали теплоёмкость 

льда Ih как предельное значение при низких температурах. Также Тонер и Катлинг пред-

ложили третий способ экстраполяции, учитывающий влияние электролитов на структуру 

воды. Согласно их подходу, необходимо учитывать, что электролиты подавляют аномаль-

ные свойства воды и способствуют стабилизации её высокоплотной модификации (HDL). 

Следовательно, при плавлении льда в раствор электролита образуется не LDL-вода, а 

именно HDL-вода [287]. Из этого следует важное следствие: расчёт энергии Гиббса плав-

ления должен производиться для фазового перехода между льдом и HDL-водой. В рамках 

данного подхода Тонер и Катлинг приближённо выделили HDL-составляющую в зависи-

мости теплоёмкости воды – «нормальную составляющую» по терминологии Огуни и Эн-

джелла [318] – и использовали её (синяя линия, Рис. 3а) для расчёта изменения энергии 

Гиббса плавления (Δ𝑚𝐺1
⚬(𝑇)). 

Сравнение экстраполяций 𝐶𝑝,1(liq)
⚬ , полученных различными методами, показано 

на Рис. 3а. Как видно из Рис. 3б, существенные расхождения между предсказаниями мо-

делей наблюдаются только при температурах ниже примерно 233 К. Из анализа зависи-

мостей приведённой энергии Гиббса плавления (Рис. 3б) следует, что модель Тонера–Кат-

линга предсказывает самые высокие температуры кристаллизации льда в растворе при 

прочих равных (линия кристаллизации проходит выше по температуре). Модель Клегга–

Бримблкомба занимает промежуточное положение, тогда как наименьшие температуры 

кристаллизации предсказывает модель, построенная на основе данных Мёрфи и Коопа. 

Растворение с диссоциацией. Если растворение фазы происходит c диссоциа-

цией, то в качестве параметра стабильности используется её стандартная энергия Гиббса 

растворения (Δ𝑠𝑜𝑙𝐺𝑘
⚬). Для практических расчётов также удобно переходить от Δ𝑠𝑜𝑙𝐺𝑘

⚬  к тер-

модинамическому произведению растворимости (𝐾𝑆𝑃,𝑘). 

Если для стандартных свойств компонентов раствора и для чистой фазы есть тер-

модинамические модели, то Δ𝑠𝑜𝑙𝐺𝑘
⚬  может быть вычислена по уравнению (59): 

Δ𝑠𝑜𝑙𝐺𝑘
⚬(𝑇) = 𝜈1Δ𝑓𝐺1(liq)

⚬ (𝑇) +∑𝜈𝑖 Δ𝑓𝐺𝑖
∞(𝑇)

𝑖≠1

− Δ𝑓𝐺𝑘(cryst)
⚬ (𝑇) (59) 
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ln 𝐾𝑆𝑃,𝑘 = −
Δ𝑠𝑜𝑙𝐺𝑘

⚬(𝑇)

𝑅𝑇
 

(60) 

где Δ𝑓𝐺𝑖
∞ – мольная стандартная энергия Гиббса образования бесконечно разбавленного 

раствора 𝑖-го составляющего, 𝜈𝑖 – количество частиц 𝑖-го составляющего раствора, образу-

ющихся при растворении одной формульной единицы 𝑘-ой фазы. 

При отсутствии надёжных данных о стандартных термодинамических функциях 

компонентов раствора или твёрдой фазы, термодинамическое произведение растворимо-

сти часто описывается температурным полиномом. 

ln 𝐾𝑆𝑃,𝑘 = 𝐴 +
𝐵

𝑇
+ 𝐶 ln 𝑇 + 𝐷𝑇 + … (61) 

где 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 – эмпирические параметры. 

2.4 Модели исследуемых водно-электролитных систем 

Системы H₂O – NaOH и H₂O – KOH. Ввиду высокой практической значимости 

натриевой и калиевой щелочей, для их растворов в литературе предложено термодинами-

ческое описание в рамках большинства популярных моделей растворов электролитов 

[3,359,378–382]. Высокая растворимость щелочей, а также обширная исследованность их 

свойств в широком диапазоне температур обуславливают необходимость применения до-

статочно гибких моделей. Модели локального состава (eUNIQUAC, eNRTL) и модель Пит-

цера, как правило, ограничены применением при умеренных концентрациях. В связи с 

этим для полноценного описания растворов щелочей возникает потребность в гибких мо-

делях, обеспечивающих корректное воспроизведение свойств в широких концентрацион-

ных диапазонах, таких как PSC, MSE и LIQUAC. 

Для NaOH и KOH предложены модели во всех упомянутых формализмах. При этом 

описание моделей MSE [3,380] и LIQUAC [359] для щелочей в соответствующих публика-

циях носит сдержанный характер, поскольку основное внимание уделено изложению об-

щей структуры модели, а не параметризации отдельных электролитов.  

Напротив, в публикациях по моделям PSC для NaOH [381] и KOH [382] представлен 

подробный обзор литературы и критический отбор данных для параметризации. На этой 

основе разработаны модели, применимые в диапазоне температур от 273.15 до 573.15 К и 

вплоть до концентраций насыщенных растворов. 

Также следует отметить, при описании растворов NaOH и KOH в модели 

MSE [3,380] вводятся ассоциаты NaOH⁰ и KOH⁰. Учёт равновесий с их участием повышает 

вычислительные затраты в сравнении с LIQUAC [359] и PSC [381,382]. 
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Система H₂O – H₃PO₄. Для растворов ортофосфорной кислоты предложено мно-

жество моделей, охватывающих все наиболее распространённые формализмы. Обзор ос-

новных разработанных моделей был проведён Меснауи и Бунахмиди [67]. Большинство 

предложенных моделей ограничено применением при умеренных концентрациях (до 10 

моль/кг) и температуре 298.15 К [67]. Это является существенным недостатком, поскольку 

многие промышленные процессы используют концентрированную ортофосфорную кис-

лоту (10–40 моль/кг) и протекают при повышенных температурах. Для сравнения, раство-

римость H₃PO₄ при 298.15 К составляет 68 моль/кг.  

В литературе описаны модели с более широкой областью применимости: в форма-

лизме Питцера (до 24 моль/кг, 298 К) [65], eUNIQUAC (до 10 моль/кг, 298–353 К) [5] и 

eNRTL (до 36 моль/кг, 298–430 К) [67]. Особое место занимает модель MSE, предложенная 

Ваном с соавт. [3], охватывающая весь концентрационный диапазон от 0 до 100 мол. % и 

температурный диапазон от 243 до 443 К. Эта модель обеспечивает наиболее подробное 

описание системы, включая фазовые равновесия, однако в соответствующей публикации 

отсутствует ряд деталей: не приведено описание pH и калорических свойств, не указаны 

параметры короткодействующих взаимодействий. Более того, при описании расчёта ка-

лорических свойств авторы ссылаются на свою предыдущую работу [362], где изложен не-

корректный способ вычисления энтальпии раствора с химическим равновесием. 

Важным аспектом моделирования растворов H₃PO₄ является учёт образования ас-

социата H₅P₂O₈⁻. Сравнительный анализ, проведённый Меснауи и Бунахмиди [67], пока-

зал, что только включение этой частицы позволяет корректно воспроизвести зависимость 

pH от концентрации, хотя остальные термодинамические свойства могут быть успешно 

описаны и без ней. В противном случае значения pH систематически завышаются. Ассо-

циат H₅P₂O₈⁻ вводится в предложенных моделях Питцера [65] и eNRTL [67], тогда как мо-

дели eUNIQUAC [5] и MSE [362] такого учёта не предусматривают. 

Модели систем с ортофосфатами. Для водно-солевых систем с участием орто-

фосфатов натрия и калия предложено множество моделей, как для отдельных подсистем, 

так и для общей многокомпонентной системы. В современных работах эксперименталь-

ные данные по растворам ортофосфатов зачастую сопровождаются упрощёнными моде-

лями, не учитывающими кислотно-основных равновесий. Такие модели разработаны для 

двухкомпонентных (например, [147,155,156]) и отдельных трёхкомпонентных систем 

(например, [383]), однако они обычно ограничены фиксированными температурами и 

уступают в практической значимости комплексным моделям, учитывающим химические 

равновесия. 
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В литературе несколько раз предлагались комплексные модели, описывающие от-

дельные подсистемы. Одной из знаковых работ в моделировании ортофосфатов является 

публикация Вебера с соавт. [4], в которой предложено описание системы H₂O – Na₂HPO₄ 

– Na₃PO₄ с акцентом на калорические свойства и с учётом фазовых равновесий в диапа-

зоне температур до 373.15 К. Избыточные свойства растворов описывались в формализме 

Питцера, для стандартных свойств чистых фаз и растворённых частиц использовались вы-

ражения, основанные на полиномиальном представлении теплоёмкости. Температурные 

зависимости свойств частиц при бесконечном разбавлении были заимствованы из базы 

данных [384], использующей метод Крисса–Коббла [385,386] для предсказания 𝐶𝑝
∞(𝑇) . 

Этот метод нельзя считать надёжным, и, в частности, вызывает сомнения предложенная 

Вебером с соавт. температурная зависимость третьей константы основности H₃PO₄ (𝐾𝑏,3). 

Кроме того, работа не учитывала природу ψ-Na₃PO₄·12H₂O как твёрдого раствора. Тем не 

менее, в целом, данную модель можно считать довольно успешной. Из относительно све-

жих работ следует отметить [387], в которой для моделирования системы H₂O – NaH₂PO₄ 

– KH₂PO₄ использована модель SIT. Она учитывает химические равновесия (в т. ч. анион-

анионную ассоциацию), но ограничена относительно низкими концентрациями и 

298.15 К. 

В настоящее время предложены три крупные комплексные модели, описывающие 

водно-солевые системы на основе ортофосфатов натрия и калия: модель Кристенсена и 

Томсена (eUNIQUAC) [5,6], модель Шарге с соавт. (Питцер) [1,2] и модель Вана с соавт. 

(MSE) [3]. В контексте моделирования взаимодействий H₂O – H₃PO₄ следует отметить, что 

комплексные модели зачастую пренебрегают ионной ассоциацией и не вводят в рассмот-

рение ион H₄P₂O₈⁻. Считается, что введение дополнительного равновесия и частицы из-

быточно усложняет модель, не обеспечивая при этом значительного улучшения описания 

основных термодинамических свойств. Поскольку ортофосфаты представляют значитель-

ный коммерческий интерес, параметры моделей нередко публикуются в сокращённом 

виде, что не позволяет полностью воспроизвести расчёты. 

Модель Кристенсена и Томсена описывает все водно-солевые системы в широ-

ком диапазоне температур в рамках формализма eUNIQUAC. Стандартные свойства чи-

стых фаз и растворённых частиц задаются с использованием стандартных термодинами-

ческих функций в приближении постоянной теплоёмкости. Значения 𝐶𝑝
⌀ для компонен-

тов взяты из литературы, а для твёрдых фаз, сведения о которых отсутствуют, теплоёмко-

сти оценены по простой инкрементной схеме.  
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В оригинальной публикации [5], по-видимому, представлена урезанная версия мо-

дели, охватывающая только кислые подсистемы. О качестве полной версии можно кос-

венно судить по техническому отчёту Томсена в рамках датского государственного проекта 

ForskEL [6]. К преимуществам модели можно отнести её широкую применимость и совме-

стимость с другими моделями eUNIQUAC. Однако она имеет и ряд недостатков. Ограни-

ченная гибкость модели eUNIQUAC, обусловленная малым числом параметров, приводит 

к относительно большим ошибкам в описании термодинамических свойств ортофосфа-

тов, в частности активностей воды. Значения активностей могут быть успешно согласо-

ваны с твердожидкостными равновесиями лишь за счёт снижения точности описания 

давления пара воды (см. Рис. 4). 

При построении модели, судя по всему, были упущены высокотемпературные дан-

ные Мазгуни с соавт. [238] для системы H₂O – K₃PO₄ и Бургибы и Жуини [229] для системы 

H₂O – KH₂PO₄ – K₂HPO₄ – K₃PO₄, что может сверху ограничивать корректность описания 

калиевых систем температурой 323.15 К. Кроме того, в описании калиевых систем не учи-

тывалось образование смешанных солей. По всей видимости, модель также не проходила 

апробацию для смешанных натрий-калиевых систем. 

 
Рисунок 4. Практический осмотический коэффициент в растворе NaH₂PO₄ при 298.15 К. 
Символы – экспериментальные данные [1,72,147–154], синяя линия – модель eUNIQUAC 
[5], красная линия – Питцера [1]. 
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Модель Шарге, Муньоса и Мога. Модель Шарге с соавт. [1,2] представляет тер-

модинамическое описание свойств жидкой фазы и фазовых равновесий в ортофосфатных 

системах при 298.15 К в рамках формализма Питцера. К достоинствам работы можно от-

нести детальный литературный анализ и предложенные авторами расширения модели на 

хлорид– и сульфат–ортофосфатные смеси. 

Существенным ограничением модели является её применимость исключительно 

при температуре 298.15 К. Между тем растворимость некоторых ортофосфатов значи-

тельно возрастает с повышением температуры – так, при 373.15 К растворимость NaH₂PO₄ 

достигает 20.2 моль/кг, а K₂HPO₄ – 16.2 моль/кг. Эти значения выходят за пределы стан-

дартного рабочего диапазона модели Питцера, что затрудняет возможное расширение мо-

дели Шарге с соавт. на более высокие температуры. Более того, даже при 298.15 К модель 

демонстрирует систематические отклонения от экспериментальных данных для систем 

хорошо растворимых ортофосфатов (см. Рис. 4). Другим недостатком работы является не-

достаточное внимание к щелочным подсистемам. При оптимизации параметров не учи-

тывались данные о фазовых равновесиях в тройных фосфат–фосфатной и моногидрофос-

фат–фосфатных системах, что ограничивает область применения модели преимуще-

ственно ди- и моногидрофосфатными системами. 

Модель Вана, Спрингера, Андерко и Юнга. Оригинальная публикация Вана с 

соавт. [3], в которой сообщается о разработке модели MSE для ортофосфатных систем, не 

содержит параметров модели и, следовательно, не может быть воспроизведена. Вероятно, 

это связано с коммерческими соображениями, поскольку модель MSE лежит в основе ком-

мерческого программного пакета OLI. 

Статья Вана с соавт. отличается ограниченной детализацией. Из представленных 

диаграмм можно установить, что авторами предложена модель MSE для двухкомпонент-

ных систем ди- и моногидрофосфатов в широких диапазонах температур, а также прове-

дена её апробация для системы H₂O – NaH₂PO₄ – KH₂PO₄. При этом невозможно оценить, 

насколько точно модель описывает активности воды и калорические свойства. Следует 

ещё раз отметить, что в работе Вана с соавт. [362] приведена некорректная процедура вы-

числения калорических свойств в растворах с равновесиями. Однозначно сказать, дей-

ствительно ли эта процедура использовалась на практике или ошибка находится только в 

формуле, затруднительно. Таким образом, хотя модель MSE формально разработана для 

рассматриваемых систем, в литературе она описана крайне неполно и не может быть вос-

произведена независимо. В связи с этим сохраняется актуальность разработки описаний 
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ортофосфатов на основе более гибких моделей, применимых в широких диапазонах кон-

центраций (PSC, LIQUAC). 

2.5 Выводы из обзора литературы 

Современное термодинамическое моделирование основано на архитектуре CAL-

PHAD, согласно которой описание многокомпонентной системы производится ступен-

чато: на первом шаге описываются отдельные фазы и двухкомпонентные системы, затем 

на их основе строятся модели трёхкомпонентных систем, затем – модели четырёхкомпо-

нентных систем и так далее. В случае систем с кислотно-основными равновесиями архи-

тектура модифицируется, так как возникает необходимость учитывать свойства сопря-

жённых систем. В случае ортофосфатов натрия и калия сопряжёнными системами явля-

ются H₂O – H₃PO₄, H₂O – NaOH и H₂O – KOH. 

Термодинамические свойства водно-солевых систем на основе ортофосфатов 

натрия и калия исследованы достаточно хорошо, однако более кислые системы система-

тически исследованы лучше, чем щелочные системы. 

В исследуемых системах ортофосфаты образуют безводные соли и кристаллогид-

раты, а также ряд смешанных солей и твёрдых растворов. Гептагидрат фосфата калия об-

разует твёрдые растворы неизвестной структуры в системе с фосфатом натрия. Додекагид-

рат фосфата натрия является уникальным твёрдым раствором внедрения, способным 

встраивать в свою решётку ионы NaOH. Теплоёмкости твёрдых фаз исследованы в нерав-

ной степени. Для большей части кристаллогидратов литературных данных нет даже для 

298.15 К. 

Для всех двухкомпонентных подсистем имеются данные об активностях компонен-

тов в широком диапазоне температур, а также сведения о калорических свойствах (энталь-

пии и теплоёмкости) и кислотно-основных равновесиях при 298.15 К. Фазовые равновесия 

в двухкомпонентных системах исследованы от эвтектической температуры до, по крайней 

мере, 373.15 К. Двухкомпонентная система H₂O – H₃PO₄ исследована чрезвычайно по-

дробно, во всём диапазоне температур и концентраций – от линии кристаллизации до ли-

нии кипения при 1 атм, от 0 до 100 мол. %. 

Данные об активностях в трёхкомпонентных подсистемах есть только при 298.15 К 

и, за несколькими исключениями, ограничены низкими концентрациями. Калорические 

свойства подробно исследованы только для калиевых трёхкомпонентных систем. Равно-

весия конденсированных фаз в натриевых системах изучены в диапазоне 273.15–373.15 К, 
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в калиевых системах – 273.15–348.15 К. Сведения о растворимости в смешанных система 

представлены в неравной степени: дигидрофосфатная система исследована при 263.15–

348.15 К, моногидрофосфатная – при 273.15–313.15 К, фосфатная – только при 293.15 К. 

В целом, данных достаточно много, чтобы построить комплексное описание в ши-

роком диапазоне температур для большинства ортофосфатных систем. Для реализации 

этой задачи необходимы определиться с выбором модели стандартных и избыточных 

свойств жидкой фазы, а также модели точечных твёрдых фаз и твёрдых растворов.  

Наиболее широко для описания стандартных свойств ионов используется модифи-

цированное уравнение состояния Хелгесона–Киркхама–Фловерса (HKF), однако оно 

имеет ограниченную точность при описании нейтральных частиц (например, H₃PO₄⁰) и 

при высоких температурах и давлениях. 

Поскольку некоторые ортофосфаты имеют высокую растворимость при повышен-

ных температурах, для них могут быть актуальны гибкие модели, пригодные для концен-

трированных растворов, такие как PSC, MSE, LIQUAC. Однако для вспомогательных рас-

чётов при низких концентрациях предпочтительна классическая модель Питцера. 

При описании твёрдых и жидких фаз зачастую использую эмпирические темпера-

турные зависимости. Но для того, чтобы избежать ошибочных экстраполяций, для твёр-

дых фаз предпочтительнее использовать более физичные модели, такие как модель Воро-

нина–Куценка. Описание чистой воды является чрезвычайно сложной задачей, однако 

для неё предложено несколько уравнений состояний, среди которых в настоящее время 

эталонным является система уравнений IAPWS. 

Предложенные в литературе модели ортофосфатных систем обладают рядом недо-

статков, включая недостаточно высокую точность, ограниченность по концентрациям и 

температурам, описание не всех ортофосфатов и неполноту наборов опубликованных па-

раметров. Таким образом, разработка новых комплексных моделей ортофосфатов остаётся 

актуальной задачей. 
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3 Комплексная термодинамическая модель изучаемой 

системы  

Данная глава посвящена обсуждению теоретических приближений и термодина-

мических моделей, использованных для описания исследуемых водно-солевых систем. 

Поскольку при построении комплексной модели использованы разные типы частных мо-

делей, обсуждение разделено на несколько тематических блоков. 

В параграфе 3.1 рассматриваются модели жидкой фазы – водных растворов элек-

тролитов. Здесь же обсуждаются приближения, использованные при расчёте кислотно-ос-

новных равновесий, а также метод вычисления калорических свойств для двухкомпонент-

ных растворов. В параграфе 3.2 приводятся модели твёрдых фаз, включая твёрдые рас-

творы, образуемые фосфатами натрия и калия. В параграфе 3.3 рассматриваются уравне-

ния, описывающие фазовые равновесия. Моделирование подсистемы H₂O – H₃PO₄ пред-

ставляет собой сложную задачу, требующую специфичных приближений и модельных ре-

шений, и поэтому вынесено в отдельный параграф 3.4. 

Каждый из параграфов содержит описание и обоснование выбора соответствую-

щих термодинамических моделей. В некоторых случаях для иллюстрации работы моделей 

или для обсуждения их теоретических следствий привлекаются отдельные результаты мо-

делирования. Основная часть результатов приведена в Обсуждении результатов, реализа-

ция моделей в практических расчётах подробно рассматривается в Расчётной части. 

3.1 Моделирование свойств жидкой фазы 

В настоящей работе для моделирования жидкой фазы была выбрана комбинация 

модели Питцера–Симонсона–Клегга (PSC) для избыточных свойств, уравнения состояния 

Хелгесона–Киркхама–Фловерса (HKF) для стандартных свойств растворённых частиц при 

бесконечном разбавлении и уравнения состояния IAPWS-95 для свойств чистой воды. 

Модель PSC. Выбор этой модели обусловлен рядом факторов. Прежде всего, ис-

пользование шкалы мольных долей и наличие большого числа параметров обеспечивает 

применимость данной модели в широком диапазоне концентраций вплоть до 100 мол. %, 

что особенно важно при моделировании хорошо растворимых при повышенных темпера-

турах ортофосфатов и ортофосфорной кислоты. Эта модель обладает теоретически обос-

нованной формой, гарантирующей корректное асимптотическое поведение при низких 
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концентрациях, и сохраняет способность косвенно воспроизводить влияние ионной ассо-

циации на свойства растворов и активности основных компонентов без явного введения 

в расчёт ассоциативных равновесий. Такой подход упрощает моделирование, сокращает 

число независимых переменных и параметров, снижает вычислительные затраты и повы-

шает стабильность предсказаний модели. Это особенно важно для ортофосфатов, для рас-

творов которых характерна выраженная ионная ассоциация. 

В трёхкомпонентных растворах, ввиду эффектов конкурентной ассоциации, могут 

наблюдаться отклонения от усреднённых характеристик соответствующих двойных рас-

творов. Учёт этих явлений возможен за счёт введения параметров тройных и четверных 

взаимодействий PSC, которые нередко отсутствуют в других моделях. 

Наконец, в последние годы опубликован ряд исследований [356,388–391], посвя-

щённых моделированию в рамках PSC систем, имеющих высокую практическую значи-

мость для производства минеральных удобрений, включая фосфорсодержащие удобре-

ния. 

Модель PSC содержит выражение для избыточной энергии Гиббса (𝐺𝑚
𝑒𝑥), приведён-

ной на 1 моль всех частиц (молекул, ионов, ассоциатов), в общем случае применимое для 

многокомпонентного раствора из электролитов и неэлектролитов. Полное выражение для 

𝐺𝑚
𝑒𝑥 модели PSC представлено в Приложении А. Для расчёта коэффициента Дебая–Хюк-

келя 𝐴𝜙 использовалось уравнение, предложенное в работе Воскова и Коваленко [286]. 

Было протестировано несколько эмпирических температурных зависимостей для 

параметров модели (Y). В результате была отобрана зависимость, описываемая уравне-

нием (62). 

𝑌 = 𝑌0 + 𝑌1(
𝑇𝑟
𝑇
− 1) + 𝑌2 ln (

𝑇

𝑇𝑟
) + 𝑌3 (

𝑇

𝑇𝑟
− 1) + 𝑌4 (

300

𝑇 − 647
−

300

𝑇𝑟 − 647
) (62) 

где 𝑌 𝑖 – оптимизируемые эмпирические параметры, 𝑇𝑟 – референтная температура. Пара-

метры 𝑌4 использовались только для описания свойств растворов H₃PO₄. 

По умолчанию, выражение 𝐺𝑚
𝑒𝑥 приводится в асимметричной системе отсчёта, од-

нако в оригинальных публикациях [349–352] приводятся рекомендованные уравнения для 

расчёта коэффициентов активности незаряженных компонентов в симметричной системе 

отсчёта. 

Выбор уравнения состояния HKF обусловлен двумя основными причинами. Во-

первых, оно является наиболее популярным и широко используемым уравнением состоя-

ния стандартных свойств ионов. Для многих ионов есть рекомендованные параметры, что 
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обеспечивает возможность расширения комплексной модели на другие системы. Во-вто-

рых, уравнение состояния HKF предлагает теоретически обоснованные выражения для 

стандартных свойств, которые допускают устойчивую экстраполяцию при ограниченном 

наборе входных данных. При этом появление новых экспериментальных сведений о стан-

дартных свойствах ортофосфатов, накопленных с конца прошлого века, делает актуаль-

ным пересмотр некоторых параметров модели. 

Система уравнений IAPWS для свойств чистой воды представляет собой эталон-

ную модель, предназначенную для научных расчётов. Её выбор также обусловлен тем, что 

IAWPS предлагает единую систему, с помощью которой могут быть рассчитаны все значи-

мые свойства воды, необходимые для моделирования раствора электролита, включая тер-

модинамическое уравнение состояния и уравнения для расчёта давления насыщенного 

пара (𝑝1
𝑠𝑎𝑡), константы самодиссоциации воды (𝐾𝑤) и диэлектрической проницаемости (𝜀). 

3.1.1 Модифицированное уравнение состояния HKF 

Теоретические результаты, представленные в данном разделе, изложены в работе 

автора диссертации [392].3 

Рекомендованные в литературе параметры уравнения состояния HKF для частиц 

H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻ и PO₄³⁻ обладают рядом ограничений. Они были получены на 

основе данных при 298.15 К и 0.1 МПа и эмпирических корреляций. Это приводит к неточ-

ным предсказаниям стандартных свойств ортофосфатных форм и вносит погрешность в 

расчёты калорических характеристик. Особую проблему представляет описание нейтраль-

ной молекулы H₃PO₄⁰ в рамках уравнения HKF. Предсказания модели HKF для H₃PO₄⁰ в 

её рекомендованной форме не только существенно расходятся с экспериментальными ре-

зультатами, но и оказываются физически некорректными. Более того, применение клас-

сического подхода Борна к сольватации ионов в отношении нейтральных частиц в рамках 

исходного уравнения HKF является теоретически непоследовательным.  

В связи с этим в настоящей работе было принято решение пересмотреть параметры 

H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻ и PO₄³⁻, а также использовать модифицированное уравнение со-

стояния HKF с уточнённым вкладом для описания сольватации нейтральных частиц. 

                                                      
3 При подготовке данного раздела диссертации использована следующая публикация, выполненная ав-

тором, в которой отражены основные результаты, положения и выводы исследования:  

Новиков, А. А. Применение расширенного уравнения состояния Хелгесона–Киркхама–Фловерса для 

сильнополярных недиссоциированных веществ: свойства мышьяковистой и ортофосфорной кислот 

при бесконечном разбавлении / А. А. Новиков // Журнал физической химии. – 2022. – Т. 96. – № 12. – С. 

1746–1758. Вклад Новикова А. А. составил 100%. 



62 

В случае нейтральных частиц альтернативой модели Борна является теория 

Кирквуда [393]. В ней растворитель рассматривается как непрерывная среда, а полярная 

молекула или многоатомный ион описываются как система точечных зарядов в сфериче-

ской полости диэлектрика. Энергия сольватации в этой теории выражается через мульти-

польное разложение (уравнение (63)), где параметры 𝑄𝑛  определяются геометрией рас-

пределения зарядов: 

Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑒𝑙
∞ =

𝑁𝐴

8𝜋𝜀0
∑

𝑄𝑛

𝑟𝑐𝑎𝑣
2𝑛+1

(𝑛 + 1)(1 − 𝜀)

(𝑛 + 1)𝜀 − 𝑛
 

∞

𝑛=0

 (63) 

где 𝑟𝑐𝑎𝑣 – радиус полости, в которую погружена частица,  

Общее выражение для 𝑄𝑛 является громоздким. Тем не менее ряд (63) можно упро-

стить, если выделить мультипольные составляющие молекулы и представить её как сово-

купность диполя, квадруполя и т. д., помещённых в центр полости диэлектрика. 

Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑒𝑙
∞ = Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑒𝑙

∞(диполь) + Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑒𝑙
∞(квадруполь) + … (64) 

Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑒𝑙
∞(диполь) = 𝜔1

1 − 𝜀

2𝜀 − 1
 (65) 

𝜔(1) =
𝑁𝐴

4𝜋𝜀0

𝜇dip
2

𝑟𝑐𝑎𝑣
3

 (66) 

Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑒𝑙
∞(квадруполь) = 𝜔(2)

1 − 𝜀

3𝜀 − 2
 (67) 

𝜔(2) =
𝑁𝐴

4𝜋𝜀0

3𝜃q̅uad

2𝑟𝑐𝑎𝑣
5

 (68) 

𝜃q̅uad = ∑ 4𝜃𝑖𝑖
2 + 3(𝜃𝑖𝑗 + 𝜃𝑗𝑖)

2
− 4𝜃𝑖𝑖𝜃𝑗𝑗

𝑖≠𝑗

𝑖,𝑗={𝑥,𝑦,𝑧}

 (69) 

где 𝜇dip – дипольный момент, 𝜃𝑖𝑗  – элементы тензора квадрупольного момента. 

Мультипольное разложение удобно записывать как сумму произведений констант 

𝜔𝑛 и универсальных функций от диэлектрической проницаемости 𝑓𝑛.  

Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑒𝑙
∞ = ∑ 𝜔(𝑛)𝑓𝑛 

∞

𝑛=0

 (70) 

𝑓𝑛 =
1 − 𝜀

(𝑛 + 1)𝜀 − 𝑛
 (71) 

Параметры 𝜇dip , 𝜃𝑖𝑗  и 𝑟𝑐𝑎𝑣  для большинства молекул неизвестны или известны с 

большими погрешностями, поэтому целесообразно рассматривать 𝜔(𝑛) как эмпирические 

коэффициенты. На практике значимый вклад дают лишь первые два-три члена ряда [394], 

а в термодинамических моделях, как правило, ограничиваются первым членом [395,396].  

Таким образом, для большинства молекул оказывается возможным аппроксимиро-

вать электростатический вклад в энергию сольватации Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑒𝑙
∞  всего одной функцией 
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вида 𝜔(𝑛)𝑓𝑛 . Выбор функции определяется симметрией распределения зарядов: диполи 

описываются функцией вида 𝜔(1)𝑓1, квадруполи – функцией вида 𝜔(2)𝑓2.  

Хотя значения параметров 𝜔(1) и 𝜔(2) могут быть подобраны эмпирически, анализ 

уравнений (66) и (68) позволяет наложить на них определённые ограничения. В частно-

сти, из уравнения (66) следует, что параметр 𝜔1 не может быть отрицательным. С другой 

стороны, видно, что в случае малополярных молекул электростатический вклад в сольва-

тацию будет стремится к нулю, и поэтому данные уравнения пригодны только для описа-

ния сильнополярных молекул. 

При расчётах параметры 𝜔(𝑛) принимали независимыми от температуры и давле-

ния (как и в работе [324]). Для упрощения расчётов также приняли, что 𝜔𝑖
abs ионов не за-

висят от температуры и давления, положив функцию 𝑔(HKF)(𝑝, 𝑇) = 0 в уравнении (39). 

Это не сказалось негативно на результатах моделирования. При необходимости можно бу-

дет переоптимизировать параметры зависимости от давления (𝑎𝑖) для ионов, используя 

конвенциональную функцию 𝑔(HKF)(𝑝, 𝑇). Переоптимизация температурных параметров 

(𝑐𝑖) при этом не потребуется, поскольку они определены при низком давлении, где кон-

венциональная функция 𝑔(HKF)(𝑝, 𝑇) ≈ 0 [284]. 

Как и в случае ионов, сильнополярные молекулы вызывают сжатие диэлектрика 

вокруг себя, увеличивая локальную плотность воды и подавляя её аномальные свойства. 

В связи с этом, можно ожидать, что форма температурной зависимости для неэлектроста-

тического (структурного) (Ξ𝑛,𝑖
∞ ) вклада в стандартные свойства будет такой же, как и в ори-

гинальном уравнении состояния HKF. Действительно, как показано на примере тестовых 

веществ (Рис. 5), в области умеренных и низких температур стандартные свойства сильно-

полярных молекул подчиняются уравнениям (40)–(41) оригинальной модели HKF.  

Полные выражения для основных термодинамических функций модифицирован-

ного уравнения состояния HKF приведены в Приложении Б. 
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(a) (б) 

 
(в) (г) 

Рисунок 5. Стандартная теплоёмкость (а, в) и стандартный объём (б, г) карбамида 

CO(NH₂)₂ (а, б) и цвиттер-иона аланина Ala± (в, г) при умеренных давлениях (0.1–0.4 МПа). 
Символы – экспериментальные данные: ○ [397], ◊ [398], ▽ [399], □ [400], △ [401],  
◁ [402], ▷ [403]. Линии – расчёт по уравнениям, представленным на рисунках  

(𝛩 = 228 К). Коэффициенты в уравнениях получены в настоящей работе. 

3.1.2 Экстраполяция ln Ka в низкотемпературную область 

Одним из ограничений уравнения состояния HKF является жёсткая привязка 

структурного вклада к значению параметра 𝛩 = 228 К. Выражение для температурной за-

висимости структурного вклада в энергию Гиббса при 0.1 МПа задаётся уравнением (72).  

Δ𝑠𝑜𝑙𝑣𝐺𝑛
∞(𝑇, 𝑝𝑟) = −𝑐1 (𝑇 ln

𝑇

𝑇𝑟
+ 𝑇𝑟 − 𝑇) 

                                −𝑐2 ([
1

𝑇 − 𝛩
−

1

𝑇𝑟 − 𝛩
]
𝛩 − 𝑇

𝛩
−
𝑇

𝛩2
ln
𝑇𝑟(𝑇 − 𝛩)

𝑇(𝑇𝑟 − 𝛩)
) 

(72) 

где 𝑐𝑖 – параметры уравнения состояния HKF, 𝑇𝑟 = 298.15 К, 𝑝𝑟 = 0.1 МПа.  

Как следует из этого выражения, модель HKF предсказывает уход энергии Гиббса в 

бесконечность при 228 К, а также неопределённые значения ниже этой температуры. Та-

ким образом, уравнение HKF неприменимо при 𝑇 < 228 К. В то же время нижняя эвтекти-

ческая температура в системе H₂O – H₃PO₄ лежит при 188–192 К [89,109], что существенно 
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ниже 228 К. Следовательно, для корректных расчётов в этой области необходима хотя бы 

приближённая экстраполяция энергии Гиббса образования растворённых частиц, обеспе-

чивающая непрерывность зависимости для первой константы кислотности (p𝐾𝑎,1).  

Для того чтобы экстраполяция сохраняла форму, близкую к физически обоснован-

ной зависимости HKF, в ходе настоящей работы был рассмотрен подход, аналогичный ме-

тоду Тонера и Катлинга [287], предложенному для экстраполяции энергии Гиббса плавле-

ния льда. Строгое моделирование требует построение единого уравнения состояния для 

переохлаждённого раствора электролита, однако вывод такого уравнения является чрез-

вычайно затруднённым. Поэтому, по аналогии с методом Тонера и Катлинга [287], пред-

ставляется разумным выделить «нормальную» составляющую свойств воды (HDL) и вы-

полнять моделирование сольватации частиц именно в ней (𝐺𝑖(HDL)
∞ ). 

Для практических приложений достаточно ограничиться расчётами температур-

ной зависимости энергии сольватации при 0.1 МПа. Для этого рассмотрим стандартную 

теплоёмкость растворённых частиц (𝐶𝑝,𝑖
∞). Ранее отмечалось, что в рамках модели HKF учи-

тывается электростатический (𝐶𝑝,𝑠,𝑖
∞ ) и структурный (𝐶𝑝,𝑛,𝑖

∞ ) вклады. Последний включает 

собственную теплоёмкость частицы и эффект, связанный с подавлением аномалий воды: 

𝐶𝑝,𝑖
∞(HKF)

= 𝐶𝑝,𝑛,𝑖
∞(HKF)

+ 𝐶𝑝,𝑠,𝑖
∞(HKF) (73) 

𝐶𝑝,𝑛,𝑖
∞(HKF)

= 𝑐1,𝑖 +
𝑐2,𝑖

(𝑇 − 𝛩)
2
 (74) 

𝐶𝑝,𝑠,𝑖
∞(HKF)

= 𝜔𝑖
conv 𝑇

𝜀
[(
𝜕2 ln 𝜀

𝜕𝑇2
)
𝑝

− (
𝜕 ln 𝜀

𝜕𝑇
)
𝑝

2

] (75) 

Далее рассмотрим предлагаемое нами моделирование этих вкладов для HDL-воды. 

Структурный вклад. При сольватации в воде в высокоплотном состоянии данный 

вклад подавления аномалий ~(𝑇 − 𝛩)
−2 исчезает, и структурный член сводится исключи-

тельно к собственной теплоёмкости частицы. Расчёт температурной зависимости послед-

ней является нетривиальной задачей. Однако её можно упростить, рассматривая не 𝐶𝑝,𝑛,𝑖
∞  

отдельных частиц, а изменение Δ𝐶𝑝,𝑎,𝑛
∞  в ходе реакции диссоциации кислоты (HA). 

Δ𝐶𝑝,𝑎,𝑛
∞ = 𝐶𝑝,𝑛,H+

∞ + 𝐶𝑝,𝑛,A−
∞ − 𝐶𝑝,𝑛,HA

∞  (76) 

Учитывая близость структуры и свойств молекулы кислоты (HA) и её остатка (A⁻), а также 

особенности иона H⁺, можно предположить, что основные температурно-зависимые 

вклады в Δ𝐶𝑝,𝑎,𝑛
∞  будут взаимно компенсированы и Δ𝐶𝑝,𝑎,𝑛

∞  можно принять постоянной 

(𝑐0). Тогда выражение для конвенциальной теплоёмкости иона приобретает форму урав-

нения (77). 
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𝐶𝑝,𝑖(HDL)
∞ = 𝑐0 + 𝜔𝑖

conv 𝑇

𝜀(HDL)
[(
𝜕2 ln 𝜀(HDL)

𝜕𝑇2
)
𝑝

− (
𝜕 ln 𝜀(HDL)

𝜕𝑇
)
𝑝

2

] (77) 

Электростатический вклад. Вопрос моделирования электростатического вклада 

упирается в оценку температурной зависимости диэлектрической проницаемости воды в 

гипотетическом состоянии высокоплотной жидкости (𝜀(HDL)). В настоящей работе для мо-

делирования 𝜀(HDL)(𝑑, 𝑇) при низких температурах использована комбинация уравнения 

состояния PC-SAFT [404] для предсказания низкотемпературной плотности и модели Пу-

тинцева–Путинцева [405] для расчёта значений диэлектрической проницаемости. Описа-

ние моделей приведены, соответственно, в Приложении В и Приложении Г.  

Модели семейства SAFT в принципе не способны воспроизводить низкотемпера-

турные аномалии воды, поскольку они предназначены для описания «нормальных» жид-

костей [319]. Тем не менее PC-SAFT удовлетворительно описывает высокоплотное состоя-

ние (HDL), стабилизирующееся при повышенных давлениях (см. Рис. 6). 

 
Рисунок 6. Плотность жидкой воды H₂O при различных значениях T и p. Символы – экс-
периментальные данные: × [406], □ [407], ○ [408]. Чёрная сплошная линия – линия сосу-

ществования жидкость–пар, рассчитанная по уравнениям IAPWS [273], чёрная пунктир-

ная линия – линия сосуществования жидкость–твёрдое (для льдов Ih, III и IV), рассчитан-
ная по уравнениям IAPWS [273], красные линии – расчёт по уравнению PC-SAFT [404]. 

Поэтому модель PC-SAFT может служить эвристической опорой для моделирова-

ния «нормальной» составляющей свойств воды, не предсказывающей перехода в низ-

коплотное состояние (LDL). 
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На Рис. 7 показана температурная зависимость плотности переохлаждённой «нор-

мальной» воды (HDL), рассчитанная по модели PC-SAFT при 0.1 МПа. Для сравнения на 

тот же график нанесены значения плотности высокоплотного аморфного льда (HDA), по-

лученные экстраполяцией из области высоких давлений. Следует отметить, что при 

0.1 МПа фаза HDA является нестабильной и обратимо переходит в лёд LDA. 

 
Рисунок 7. Экстраполяция плотности жидкой воды при 0.1 МПа к низким температурам. 
Красная линия – расчёт по уравнению состояния PC-SAFT [404], чёрные пунктирные ли-
нии обозначают температуры равновесной кристаллизации льда Ih (𝑇𝑚), гомогенной нук-
леации льда Ih (𝑇𝐻) и начала кристаллизации аморфного льда (𝑇𝑋). Символы – экспери-

ментальные данные: × [406], ○ [408], + [409], ▽ [410], △ [411], ◊ [412]. Цвета символов 
обозначают фазу: синий – жидкость, зелёный – высокоплотный аморфный лёд (HDA). 

Моделирование константы кислотности. Обобщая полученные результаты на 

энергию Гиббса по схеме HKF, были получены выражения для энергии Гиббса образова-

ния иона (78) и дипольной молекулы (79) в переохлаждённой HDL-воде: 

Δ𝑓𝐺𝑖
∞(𝑇) = Δ𝑓𝐺298.15 К

∞ − 𝑆298.15 К
∞ (𝑇 − 𝑇𝑟) − 𝑐0,𝑖 (𝑇 ln

𝑇

𝑇𝑟
+ 𝑇𝑟 − 𝑇)

+ 𝜔𝑖
conv (

1

𝜀(HDL)
−

1

𝜀(HDL)(𝑇𝑟)
−

1

𝜀(HDL)
2

(
𝜕𝜀(HDL)
𝜕𝑇

)
𝑝|
|
|

𝑇𝑟

(𝑇 − 𝑇𝑟)) 

(78) 
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Δ𝑓𝐺𝑖
∞(𝑇) = Δ𝑓𝐺298.15 К

∞ − 𝑆298.15 К
∞ (𝑇 − 𝑇𝑟) − 𝑐0,𝑖 (𝑇 ln

𝑇

𝑇𝑟
+ 𝑇𝑟 − 𝑇)

+ 𝜔(1),𝑖 (
1 − 𝜀(HDL)
2𝜀(HDL) + 1

−
1 − 𝜀(HDL)(𝑇𝑟)

2𝜀(HDL)(𝑇𝑟) + 1

−
1

(2𝜀(HDL) − 1)
2
(
𝜕𝜀(HDL)
𝜕𝑇

)
𝑝|
|
|

𝑇𝑟

(𝑇 − 𝑇𝑟)) 

(79) 

где 𝑇𝑟 = 298.15 К. В таком случае энергия Гиббса диссоциации кислоты (HA) по первой 

ступени может быть рассчитана по уравнению (80), а по второй и более высоким ступеням 

диссоциации – по уравнению (82): 

Δ𝐺𝑎,HA
∞ (𝑇) = Δ𝑎𝐺298.15 К

∞ − Δ𝑎𝑆298.15 К
∞ (𝑇 − 𝑇𝑟) − Δ𝑎𝑐0 (𝑇 ln

𝑇

𝑇𝑟
+ 𝑇𝑟 − 𝑇)

+ 𝜔A−
conv (

1

𝜀(HDL)
−

1

𝜀(HDL)(𝑇𝑟)
−

1

𝜀(HDL)
2

(
𝜕𝜀(HDL)
𝜕𝑇

)
𝑝|
|
|

𝑇𝑟

(𝑇 − 𝑇𝑟))

− 𝜔(1),HA0 (
1 − 𝜀(HDL)
2𝜀(HDL) + 1

−
1 − 𝜀(HDL)(𝑇𝑟)

2𝜀(HDL)(𝑇𝑟) + 1

−
1

(2𝜀(HDL) − 1)
2
(
𝜕𝜀(HDL)
𝜕𝑇

)
𝑝|
|
|

𝑇𝑟

(𝑇 − 𝑇𝑟)) 

(80) 

Δ𝑎𝑐0 = 𝑐0,A− − 𝑐0,HA0 (81) 

Δ𝐺𝑎,HA𝑧−
∞ (𝑇) = Δ𝑎𝐺298.15 К

∞ − Δ𝑎𝑆298.15 К
∞ (𝑇 − 𝑇𝑟) − Δ𝑎𝑐0 (𝑇 ln

𝑇

𝑇𝑟
+ 𝑇𝑟 − 𝑇)

+ (𝜔A(𝑧+1)−
conv − 𝜔HA𝑧−

conv ) (
1

𝜀(HDL)
−

1

𝜀(HDL)(𝑇𝑟)

−
1

𝜀(HDL)
2

(
𝜕𝜀(HDL)
𝜕𝑇

)
𝑝|
|
|

𝑇𝑟

(𝑇 − 𝑇𝑟)) 

(82) 

Δ𝑎𝑐0 = 𝑐0,A(𝑧+1)− − 𝑐0,HA𝑧− (83) 

ln 𝐾𝑎(𝑘) = −Δ𝐺𝑎,𝑘
∞ (𝑇)/𝑅𝑇 (84) 

где ln 𝐾𝑎(𝑘) – константа кислотности 𝑘-ой частицы. 

На практике в качестве значений параметров 𝜔𝑖
conv  и 𝜔(𝑛),𝑖  могут быть использо-

ваны значения, полученные или рекомендованные для (модифицированного) уравнения 

состояния HKF. В таком случае, для описания константы кислотности остаётся один неза-
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висимый варьируемый параметр – Δ𝑎𝑐0. Чтобы обеспечить согласованность между низко-

температурной экстраполяцией и основным описанием, параметр Δ𝑎𝑐0 определяли, ми-

нимизирую разницу между значениями ln 𝐾𝑎 (𝑇), полученными при помощи модели HKF 

и экстраполяционного уравнения в интервале от 273.15 до 373.15 К. 

3.1.3 Расчёт кислотно-основных равновесий 

Приближения при расчётах равновесий. В настоящей работе при моделирова-

ния химических равновесий в растворах ортофосфатов натрия и калия учитывались 

только кислотно-основные равновесия между основными ортофосфатными формами 

(Рис. 8). Анион-анионной и катион-анионной ассоциацией с участием ионов Na⁺ и K⁺ 

пренебрегали. 

 
Рисунок 8. Рассчитанное соотношение ортофосфатных форм HmPO4

m–3 в зависимости от 
pH для идеального раствора (вне зависимости от концентрации). Цвета обозначают 
формы: чёрный для H₃PO₄⁰, синий для H₂PO₄⁻, зелёный для HPO₄²⁻, красный для PO₄³⁻. 

Ортофосфорная кислота относится к слабым кислотам, диссоциирующим по трём 

степеням. В связи с этим, в её растворах и растворах её солей в общем случае протекают 

четыре реакции: три сопряжены с диссоциацией и гидролизом ортофосфатных форм, и 

одна связана с самодиссоциацией воды. Однако единовременный учёт всех четырёх кис-

лотно-основных равновесий может существенно увеличивать вычислительные затраты, 

не приводя при этом к заметному росту точности расчётов. Для практических вычислений 
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достаточно использовать приближение, в котором для двухкомпонентного раствора рас-

сматривается только одна доминирующая форма, находящаяся в значимом количестве, и 

одна-две сопряжённые формы, которыми нельзя пренебречь (см. Рис. 8). Концентрации 

остальных форм можно принять равными нулю, а самодиссоциацию воды считать подав-

ленной. В трёхкомпонентных растворах число доминирующих форм возрастает до двух.4 

Наборы составляющих раствора, полученные в рамках приближения доминирующих 

форм, приведены в Таблице 2 для всех исследуемых систем. 

Таблица 2. Составляющие раствора, учитываемые при моделировании кислотно-основ-

ных равновесий в растворах ортофосфатов и ортофосфорной кислоты. 

Система 

Составляющие жидкой фазы 
Константы 

равновесия а 
Доминирующие 

формы 

Сопряжённые 

формы 

Другие  

частицы 

Д
в

о
й

н
ы

е 

H₂O – H₃PO₄ H₃PO₄⁰ H₂PO₄⁻ H⁺ 𝐾𝑎,1 

H₂O – MH₂PO₄ 
H₂PO₄⁻ 

H₃PO₄⁰, 

HPO₄²⁻ 
H⁺, M⁺ 𝐾𝑎,1, 𝐾𝑎,2 

H₂O – M₂HPO₄ HPO₄²⁻ H₂PO₄⁻, PO₄³⁻ M⁺, OH⁻ 𝐾𝑏,2, 𝐾𝑏,3 

H₂O – M₃PO₄ PO₄³⁻ HPO₄²⁻ M⁺, OH⁻ 𝐾𝑏,3 

Т
р

о
й

н
ы

е 

H₂O – H₃PO₄ – 

MH₂PO₄ 
H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻ HPO₄²⁻ H⁺, M⁺ 𝐾𝑎,1, 𝐾𝑎,2 

H₂O – MH₂PO₄ 

– M₂HPO₄ 
H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻ H₃PO₄⁰, PO₄³⁻ H⁺, M⁺ 

𝐾𝑎,1, 𝐾𝑎,2, 

𝐾𝑎,3, 𝐾𝑤 

H₂O – M₂HPO₄ 

– M₃PO₄ 
HPO₄²⁻, PO₄³⁻ H₂PO₄⁻ M⁺, OH⁻ 𝐾𝑏,2, 𝐾𝑏,3 

H₂O – MH₂PO₄ 

– NH₂PO₄ 
H₂PO₄⁻ 

H₃PO₄⁰, 

HPO₄²⁻ 
H⁺, M⁺, N⁺ 𝐾𝑎,1, 𝐾𝑎,2 

H₂O – M₂HPO₄ 

– N₂HPO₄ 
HPO₄²⁻ H₂PO₄⁻, PO₄³⁻ M⁺, N⁺, OH⁻ 𝐾𝑏,2, 𝐾𝑏,3 

H₂O – M₃PO₄ – 

N₃PO₄ 
PO₄³⁻ HPO₄²⁻ M⁺, N⁺, OH⁻ 𝐾𝑏,3 

а 𝐾𝑎,𝑘 и 𝐾𝑏,𝑘 – соответственно, 𝑘-ые константы кислотности и основности ортофосфорной 

кислоты, 𝐾𝑤 – константа самодиссоциации воды. 

                                                      
4 Для того чтобы такое приближение было применимо, концентрации ортофосфатов должны быть до-

статочно высокими, а значения pH должны заметно отличаться от нейтрального. Как показывают рас-

чёты и экспериментальные измерения pH разбавленных растворов, даже при концентрации соли по-

рядка 1 ppm (части на миллион) pH ортофосфатных растворов отличается от нейтрального более чем 

на единицу [54]. Это существенно ниже концентраций, используемых при построении модели. 
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Такой подход позволяет сократить число учитываемых ортофосфатных форм до 

двух или трёх и число равновесий до одного или двух в двухкомпонентных системах и в 

трёхкомпонентных системах с общим анионом. В кислотно-дигидрофосфатной и моно-

гидрофосфат-фосфатной системах необходимо учитывать три формы и два равновесия. И 

только в дигидрофосфат-моногидрофосфатной системе требуется учёт всех четырёх форм 

и четырёх равновесий. 

Таким образом, чтобы описать любую ортофосфатную систему, нужны значения 

параметров взаимодействия, определённых для её сопряжённых парных систем. При этом 

чувствительность расчётов к этим параметрам может сильно различаться. Например, для 

системы H₂O – M₂HPO₄ результаты расчётов сильно зависят от параметров взаимодей-

ствия M⁺–PO₄³⁻ и M⁺–H₂PO₄⁻. В то же время описание систем H₂O – MH₂PO₄ в целом 

слабо зависит от параметров взаимодействия M⁺–HPO₄²⁻. 

Предлагаемый модельный подход остаётся приближённым и может давать неточ-

ности, главным образом из-за игнорирования ионной ассоциации. Тем не менее, коррект-

ность расчётов равновесного состава может быть проверена сравнением эксперименталь-

ных и расчётных значений pH, степеней диссоциации и гидролиза. 

Расчёт равновесного химического состава. Для расчёта конвенциональных кон-

стант кислотности (𝐾𝑎,𝑘) использовались энергии Гиббса образования частиц, рассчитан-

ные при помощи модифицированного уравнения состояния HKF. 

ln 𝐾𝑎,1 = (𝑅𝑇)
−1
(Δ𝑓𝐺H2PO4

−
∞ − Δ𝑓𝐺H3PO4

∞ ) (85) 

ln 𝐾𝑎,2 = (𝑅𝑇)
−1
(Δ𝑓𝐺HPO4

2−
∞ − Δ𝑓𝐺H2PO4

−
∞ ) (86) 

ln 𝐾𝑎,3 = (𝑅𝑇)
−1
(Δ𝑓𝐺PO4

3−
∞ − Δ𝑓𝐺HPO4

2−
∞ ) (87) 

Конвенциональные константы основности (𝐾𝑏,𝑘) вычисляли из конвенциональных 

констант кислотности при помощи константы самодиссоциации воды (𝐾𝑤), рассчитанной 

по уравнению IAPWS. 

Поскольку для расчётов активностей использовалась модель PSC, константы кис-

лотности и основности пересчитывались в шкалу мольных долей в асимметричной си-

стеме отсчёта с помощью уравнений (88) и (89): 

ln 𝐾𝑎,𝑘
𝑥 = ln𝐾𝑎,𝑘 − 𝑅𝑇 ln

1000

𝑀1
 (88) 

ln 𝐾𝑏,𝑘
𝑥 = ln𝐾𝑏,𝑘 − 𝑅𝑇 ln

1000

𝑀1
 (89) 
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где 𝐾𝑎,𝑘
𝑥  и 𝐾𝑏,𝑘

𝑥  – константы кислотности и основности ортофосфорной кислоты в шкале 

мольных долей, 𝑀1 – мольная масса растворителя (H₂O, 𝑀1 = 18.01528 г/моль). 

Метод расчёта химического состава раствора зависит от его кислотности. Для кис-

лых растворов реакции ортофосфатных форм с участием ионов H⁺ приведены ниже: 

H₃PO₄ ⇄ H⁺ + H₂PO₄⁻, 

(90) 
𝐾𝑎,1
𝑥 =

𝑎H+𝑎H2PO4
−

𝑎H3PO4

 

H₂PO₄⁻ ⇄ H⁺ + HPO₄²⁻, 

(91) 
𝐾𝑎,2
𝑥 =

𝑎H+𝑎HPO4
2−

𝑎H2PO4
−

 

HPO₄²⁻ ⇄ H⁺ + PO₄³⁻, 

(92) 
𝐾𝑎,3
𝑥 =

𝑎H+𝑎PO4
3−

𝑎HPO4
2−

 

где 𝑎𝑖  – активность 𝑖-ой частицы в шкале мольных долей в асимметричной системе от-

счёта. 

Для щелочных растворов надо учитывать следующие реакции ортофосфатных 

форм с участием ионов OH⁻, а при записи констант основности явно учитывать актив-

ность воды (𝑎1): 

H₂PO₄⁻ + H₂O ⇄ H₃PO₄ + OH⁻, 

(93) 
𝐾𝑏,1
𝑥 =

𝑎H3PO4
𝑎OH−

𝑎H2PO4
−𝑎1

 

HPO₄²⁻ + H₂O ⇄ H₂PO₄⁻ + OH⁻, 

(94) 
𝐾𝑏,2
𝑥 =

𝑎H2PO4
−𝑎OH−

𝑎HPO4
2−𝑎1

 

PO₄³⁻ + H₂O ⇄ H⁺ + PO₄³⁻, 

(95) 
𝐾𝑏,3
𝑥 =

𝑎HPO4
2−𝑎OH−

𝑎PO4
3−𝑎1

 

где 𝑎1 – активность растворителя (воды) в шкале мольных долей в асимметричной системе 

отсчёта.  

В растворах со средой, близкой к нейтральной, также учитывалась самодиссоциа-

ция воды. 

H₂O ⇄ H⁺ + OH⁻, 

(96) 
𝐾𝑤 =

𝑎H+𝑎OH−

𝑎1
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3.1.4 Расчёт свойств растворов с учётом химических равновесий 

Термодинамические свойства. В качестве характеристики активности воды как 

растворителя часто используют истинный (теоретический) осмотический коэффициент: 

𝜙 = −
1000

𝑀1

ln 𝑎1

∑ 𝑚𝑖
сост.

𝑖≠1

 (97) 

– и практической осмотический коэффициент: 

𝜙′ = −
1000

𝑀1

ln 𝑎1
∑ 𝜈𝑗𝑚𝑗

комп.

𝑗≠1

 (98) 

где 𝑚𝑗 – моляльность 𝑗-го компонента, 𝜈𝑗 – число частиц, образующихся при полной дис-

социации единицы 𝑗-го компонента. В первом случае суммирование ведётся по всем со-

ставляющим раствора (т. е. ионам, нейтральным молекулам и т. д.), за исключением мо-

лекул растворителя, во втором – по компонентам раствора. Таким образом, осмотический 

коэффициент (𝜙) следует рассчитывать с учётом химического равновесия в растворе.  

В случае сильных электролитов суммы в знаменателях уравнений (97) и (98) равны, 

∑ 𝑚𝑖
сост.

𝑖≠1
= ∑ 𝜈𝑗𝑚𝑗

комп.

𝑗≠1
, что обеспечивает равенство теоретического и практического коэф-

фициентов. Однако оно нарушается в случае слабых электролитов. 

𝜙′ = {
= 𝜙,   сильные электролиты

≠ 𝜙,   слабые электролиты   
 (99) 

Расхождения между 𝜙 и 𝜙′ становятся значительны при низких концентрациях и 

должны учитываться при моделировании и представлении результатов. В качестве при-

мера рассмотрим раствор фосфата калия в приближении, что протекает только первая сту-

пень гидролиза.5 Для K₃PO₄ обычно предполагается полная диссоциация (𝜈 = 4). Тем не 

менее, истинное количество растворённых частиц будет определяться степенью гидро-

лиза (𝛼) аниона PO₄³⁻.  

K₃PO₄ + H₂O → 3 K⁺ + (1–α) PO₄³⁻ + α HPO₄²⁻ + α OH⁻ + (1– α) H₂O, 

(100) 
𝜙 = −

1000

𝑀1

ln 𝑎1
(4 + 𝛼)𝑚K3PO4

 

𝜙′ = −
1000

𝑀1

ln 𝑎1
4𝑚K3PO4

 (101) 

𝜙′

𝜙
=
4 + 𝛼

4   𝑚→0  
→→→→ 1.25  (102) 

                                                      
5 Можно показать, что включение дополнительных ступеней незначительно влияет на результаты. 
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Последняя быстро приближается к единице при низких концентрациях, что при-

водит к расхождению между практическим и истинным осмотическими коэффициен-

тами (Рис. 9). 

Несмотря на очевидный факт, нам не удалось найти упоминаний об этом в экспе-

риментальных или теоретических термодинамических исследованиях растворов ортофос-

фатов. При этом данное явление имеет существенное значение, поскольку начальный 

наклон зависимости 𝜙′  оказывается сильно зависимым от кислотно-основных равнове-

сий. Поскольку теоретический осмотический коэффициент завязан на конкретную мо-

дель раствора и не может быть напрямую пересчитан в активность воды, мы полагаем 

практический 𝜙′ коэффициент более удобным для термодинамических расчётов. В связи 

с этим, в настоящей работе все результаты моделирования будут представлены через 𝜙′. 

 
Рисунок 9. Истинный (сплошная линия) и практический (пунктирная линия) осмотиче-
ский коэффициент в растворе K₃PO₄ при 298.15 К, рассчитанный с использованием мо-

дели PSC с параметрами, полученными в настоящем исследовании. 

Активности компонентов вычислялись из энергии Гиббса раствора при помощи 

стандартных термодинамических преобразований. Для расчёта кислотности раствора ко-

эффициент активности переводили в шкалу моляльностей. Для выражения pH и pOH ис-

пользовались значения моляльных коэффициентов индивидуальных ионов, рассчитан-

ных в рамках модели PSC. Прямое сопоставление формальной активности иона H⁺ из мо-
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дели PSC с данными pH-метрии допустимо, так как они оба основаны на конвенции о ра-

венстве активностей катионов и анионов в растворах сильных симметричных электроли-

тов. 

Калорические свойства. Для упрощения анализа было решено учитывать кало-

рические данные только в двухкомпонентных подсистемах.  

При рассмотрении энтальпии двухкомпонентного раствора обычно используют ка-

жущуюся энтальпию растворённого вещества ( 𝐿2
𝜙

), которая определяется как разность 

энтальпий раствора, приходящихся на 1 моль растворённого вещества, при заданной кон-

центрации (𝐻𝑚,2) и при бесконечном разбавлении (𝐻𝑚,2
∞ ):  

𝐿2
𝜙

= 𝐻𝑚,2(𝑚2) − 𝐻𝑚,2
∞  (103) 

Однако величина 𝐻𝑚,2
∞  является не в полной мере однозначной для систем с кис-

лотно-основными равновесиями. При истинно бесконечном разбавлении растворённые 

ортофосфаты будут подвергаться диссоциации и гидролизу до достижения равновесного 

распределения ортофосфатных форм, соответствующего нейтральному pH (см. Рис. 8). В 

практическом плане это крайне неудобно, поскольку требует нормировки на результат 

расчёта соотношения форм в пределе бесконечного разбавления с учётом всех возможных 

кислотно-основных равновесий. Особенную сложность вносит то, что независимо от ис-

ходного раствора доминирующими формами в этом пределе будут H₂PO₄⁻ и HPO₄²⁻, даже 

если одна из них не учитывалась в рамках приближённого моделирования состава. 

По сравнению со строгим определением, практически более удобным является ис-

пользование суммы стандартных энтальпий составляющих электролита (без учёта диссо-

циации и гидролиза) в качестве его энтальпии при бесконечном разбавлении, как это 

обычно делается для сильных электролитов. Это определение использовалось в качестве 

рабочего при выводе соотношений для теплоёмкости в рамках настоящей работы. 

𝐻𝑚,2
∞ = ∑𝜈𝑖𝐻𝑖

∞

𝑖

 (104) 

Для устранения неоднозначности, связанной с 𝐻𝑚,2
∞ , в настоящей работе все экспе-

риментальные данные были пересчитаны в энтальпии разбавления Δ𝑑𝑖𝑙𝐻  с помощью 

уравнений (105) и (106). Это позволило исключить проблемный член 𝐻𝑚,2
∞  из дальнейших 

расчётов. 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻(𝑚2,𝑖𝑛𝑖 → 𝑚2,𝑓𝑖𝑛) = 𝐿2
𝜙

(𝑚2,𝑓𝑖𝑛) − 𝐿2
𝜙

(𝑚2,𝑖𝑛𝑖) (105) 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻(𝑚2,𝑖𝑛𝑖 → 𝑚2,𝑓𝑖𝑛) = 𝐻𝑚,2(𝑚2,𝑓𝑖𝑛) − 𝐻𝑚,2(𝑚2,𝑖𝑛𝑖) (106) 
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Расчёт теплоёмкости растворов производился с учётом релаксационных эффектов 

кислотно-основных равновесий. 

𝐶𝑝 = 𝐶𝑝
𝑓
+ 𝐶𝑝

𝑟 (107) 

𝐶𝑝
𝑓
=∑𝑥𝑖𝐶𝑝,𝑖

⌀

𝑖

+ (
𝜕𝐻𝑚

𝑒𝑥

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑥𝑖

eq
 (108) 

𝐶𝑝
𝑟 = ∑[𝑥𝑖Δ𝑓𝐻𝑖

⌀ + (
𝜕𝐻𝑚

𝑒𝑥

𝜕𝑥𝑖
)
𝑝,𝑇

] (
𝜕𝑥𝑖

eq

𝜕𝑇
)
𝑝𝑖

 
(109) 

Для упрощения вычислений и снижения вычислительных затрат, универсальные 

уравнения (107)–(109) сводили для каждой системы по отдельности к выражению для ка-

жущейся теплоёмкости растворённого вещества ( 𝐶𝑝,2
𝜙

). Для понижения числа перемен-

ных, состав раствора выражали через степени превращения (𝛼𝑘) по реакциям диссоциа-

ции или гидролиза. Полные выражения для 𝐶𝑝,2
𝜙

 в каждом из исследованных двухкомпо-

нентных растворов приведены в Приложении Д. 

3.1.5 Вспомогательные расчёты свойств растворов 

В ряде случаев для обработки и интерпретации экспериментальных данных приме-

нялись вспомогательные модели, преимущественно для расчёта объёмных свойств. Так, 

для пересчёта литературных данных из молярности в моляльность при расчёте плотности 

растворов применялась модель Лалиберте [413] (уравнения (110)–(112)). 

𝑑 = (
𝑤1

𝑑1
+
𝑤2

𝑑2
)
−1

 (110) 

𝑑1 =
((((𝐴0𝜏 + 𝐴1)𝜏 + 𝐴2)𝜏 + 𝐴3)𝜏 + 𝐴4)𝜏 + 𝐴5

1 + 𝐴6𝜏
 (111) 

𝑑2 =
(𝐶0(1 − 𝑤1) + 𝐶1) exp(10

−6 · (𝜏 + 𝐶4)
2
)

1 − 𝑤1 + 𝐶2 + 𝐶3𝜏
 (112) 

где 𝑤𝑖 – весовая доля 𝑖-го вещества, 𝑑1 – плотность воды, 𝑑2 – кажущаяся плотность раство-

рённого вещества,  = T – 273.15 (K), 𝐴𝑖 – эмпирические параметры, заданные для воды, 𝐶𝑖 

– эмпирические параметры, подбираемые для электролита. Для определения значений 

стандартных объёмов 𝑉𝑖
∞  из экспериментальных данных, использовавшихся далее при 

параметризации модифицированного уравнения HKF, была использована модель Пит-

цера. Для обработки данных по ортофосфорной кислоте была построена температурно-за-

висимая модель Питцера, учитывающая кислотно-основные равновесия. За основу были 

взяты параметры, полученные Ло Сурдо с соавт. [20] при 298.15 К.  
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В случае обработки экспериментальных данных по ортофосфатам оказалось доста-

точно уравнения (113) на базе уравнения Питцера без учёта кислотно-основных равнове-

сий. При этом данные при низких концентрациях были исключены в связи с высокой по-

грешностью, а процессы гидролиза не учитывались, исходя из допущения об их незначи-

тельном влиянии при исследуемых концентрациях. Ошибка, создаваемая таким прибли-

жением, оказалась меньше разброса данных между различными источниками. 

𝑉2
𝜙

= 𝑉2
∞ + 𝜈|𝑧+𝑧−|

𝐴𝑉

2𝑏
ln(1 + 𝑏𝐼𝑚

1/2) + 2𝜈+𝜈−𝑅𝑇𝑚(𝐵
𝑉 + 𝜈+𝑧+𝑚𝐶

𝑉 ) (113) 

где 𝜈 и 𝜈𝑖 – суммарное число ионов и число 𝑖-ых ионов, образующийся при диссоциации 

электролита, 𝑧𝑖 – зарядовое число 𝑖-го иона, 𝐼𝑚 – ионная сила в шкале моляльностей, 𝐴𝑉  – 

коэффициент Дебая–Хюккеля для объёма, 𝑏 = 1.2 – фиксированный параметр модели, 𝐵𝑉 , 

𝐶𝑉  – параметры модели, индексы + и – обозначают катион и анион, соответственно. 

Для повышения точности при расчёте стандартных объёмов ионов Na⁺ и K⁺ при 

высоких давлениях и температурах было использовано уравнение состояния SOCW (урав-

нение (114)). 

𝑉2
∞ = 𝜅1,𝑇

⚬ 𝑅𝑇 + 𝑑(𝑉𝑚,1
⚬ − 𝜅1,𝑇

⚬ 𝑅𝑇)

+ [𝑎 + 𝑐𝑒𝜃/𝑇 + 𝑏(𝑒𝜗𝑑1
⚬
− 1) + 𝛿(𝑒𝜆𝑑1

⚬
− 1)]𝑑1

⚬𝜅1,𝑇
⚬ 𝑅𝑇 

(114) 

где 𝑉𝑚,1
⚬ , 𝑑1

⚬ , 𝜅1,𝑇
⚬  – мольный объём, плотность и изотермическая сжимаемость чистой 

воды, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝛿, 𝜃, 𝜗, 𝜆 – параметры модели [331]. 

3.2 Твёрдые фазы 

3.2.1 Индивидуальные твёрдые фазы 

Для большинства твёрдых фаз, образующихся в исследуемой системе, отсутствуют 

данные о стандартных функциях образования и теплоёмкостях даже при 298.15 К. Вслед-

ствие этого построение полноценных термодинамических моделей для таких фаз оказы-

вается невозможным. В этих условиях более рациональным подходом для описания твер-

дожидкостных равновесий является использование эмпирических температурных зави-

симостей произведений растворимости (𝐾𝑆𝑃,𝑘 ) индивидуальных твёрдых фаз (уравне-

ние (61)). Для упрощения и обеспечения единообразия модели такие эмпирические зави-

симости целесообразно применять и для тех фаз, по которым имеются эксперименталь-

ные данные. 

Модели H₃PO₄(cryst) и K₂HPO₄(cryst). В рамках настоящей работы были построены 

полные термодинамические модели двух твёрдых соединений – H₃PO₄(cryst) и K₂HPO₄(cryst). 
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Поскольку энергия Гиббса плавления или растворения напрямую связана с активностями 

компонентов в насыщенных растворах, она может служить дополнительным источником 

информации о термодинамических свойствах в случаях, когда имеются данные о раство-

римости, но отсутствуют сведения об активностях. В системе H₂O – K₂HPO₄ отсутствуют 

надёжные данные о концентрированных растворах при повышенных температурах: досто-

верные значения ограничены ~7 моль/кг при растворимости ~16 моль/кг. В этой связи 

модель твёрдой фазы K₂HPO₄(cryst) использовалась в качестве «якоря» при высоких концен-

трациях при оптимизации параметров модели жидкой фазы. В системе H₂O – H₃PO₄, 

напротив, не хватает данных по активностям при умеренных температурах. 

В качестве модели для H₃PO₄(cryst) и K₂HPO₄(cryst) была выбрана модель Воронина–

Куценка – уравнения (115)–(117).  

𝐶𝑝
⚬(𝑇) = ∑ 𝛼𝐸,𝑖

𝑁𝐸

𝑖=1
𝐶𝐸(

𝜃𝐸,𝑖

𝑇
),                                              𝐶𝐸(𝜉) =

3𝑅𝜉2𝑒𝜉

(𝑒𝜉−1)
2 (115) 

𝑆⚬(𝑇) = ∑𝛼𝐸,𝑖

𝑁𝐸

𝑖=1

𝑆𝐸 (
𝜃𝐸,𝑖
𝑇
),                           𝑆𝐸(𝜉) = 3𝑅 [

𝜉

𝑒𝜉 − 1
− ln(1 − 𝑒−𝜉)] (116) 

𝐻⚬(𝑇) − 𝐻0 K
⚬ = ∑ 𝛼𝐸,𝑖

𝑁𝐸

𝑖=1
[𝑈𝐸(

𝜃𝐸,𝑖

𝑇
) − 𝑈0],               𝑈𝐸(𝜉) − 𝑈0 =

3𝑅𝑇𝜉

𝑒𝜉−1
 (117) 

где 𝑎𝐸,𝑖 , 𝜃𝐸,𝑖  – эмпирические параметры, 𝑁𝐸  – число функций Планка-Эйнштейна, 𝐶𝐸  – 

функция Планка-Эйнштейна. Для перехода к практической энергии Гиббса образования 

используются следующие соотношения: 

𝐺⚬(𝑇) − 𝐻0 K
⚬ = 𝐻⚬(𝑇) − 𝐻0 K

⚬ − 𝑇𝑆⚬(𝑇) (118) 

Δ𝑓𝐺
⚬(𝑇) = Δ𝑓𝐺298.15 K

⚬ + 𝐺⚬(𝑇) − 𝐺⚬(𝑇 = 298.15 K) (119) 

Для пересчёта низкотемпературных данных по теплоёмкости между межударными 

шкалами температур IPTS-68 to ITS-90 использовались рекомендованные уравнения связи 

шкал [414]. В том числе учитывалось смещение теплоёмкости по уравнению (120). 

𝐶𝑝
ITS90 = (

𝜕𝑇 IPTS68

𝜕𝑇 ITS90
)𝐶𝑝

IPTS68 (120) 
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3.2.2 Твёрдые растворы фосфатов 

Раствор Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH. Теоретические результаты, изложенные в данном 

разделе, изложены в работе [415].6 

Псевдо-додекагидрат фосфата натрия представляет собой твёрдый раствор, относя-

щийся к уникальному классу ионных растворов внедрения на основе структуры 

Na₃XO₄·12H₂O (X = P, As, V). Как обсуждается в параграфе 2.2.3, матрица Na₃PO₄·12H₂O 

содержит уникальные вакансии, образованные молекулами воды, которые способны ко-

ординировать как катионы, так и анионы (но одна вакансия может содержать только один 

ион). В равновесии с раствором ионы Na⁺ и OH⁻ входят в эти вакансии в равных количе-

ствах, поддерживая электронейтральность фазы. Как отмечалось в параграфе 2.3.3, для 

растворов внедрения такого типа модель не предложена. В связи с этим, в рамках настоя-

щей работы было выведено уравнение для основных термодинамических функций иде-

ального ионного раствора внедрения типа Na₃XO₄·12H₂O·nMY.7 

Допуская электронейтральность фазы (𝑁M+ = 𝑁Y−), можно получить, что число воз-

можных перестановок ионов между вакансиями (𝑊 ). Обозначим число ионов одного 

сорта как 𝑁𝑢, а число вакансий как 𝑁𝑣. Тогда число перестановок выражается уравнением: 

𝑊 =
𝑁𝑣!

(𝑁𝑢!)
2
(𝑁𝑣 − 2𝑁𝑢)!

 (121) 

Заметим, что числа катионов и анионов (𝑁𝑢 ) симметричного электролита формально 

равно числу его формульный единиц MY. Обозначим последнее как 𝑁2. 

Пусть матрица содержит 𝛽  вакансий на 1 формульную единицу Na₃XO₄·12H₂O. 

Обозначим число единиц растворителя Na₃XO₄·12H₂O как 𝑁1. 

𝑁𝑣 = 𝛽𝑁2 (122) 

𝑊 =
(𝛽𝑁1)!

(𝑁2!)
2
(𝛽𝑁1 − 2𝑁2)!

 (123) 

Пользуясь уравнением Больцмана и стандартными математическими преобразованиями, 

можно показать, что энтропия смешения такого раствора выражается уравнением (125). 

𝜃 =
2𝑁𝑢
𝑁𝑣

 (124) 

                                                      
6 При подготовке данного раздела диссертации использована следующая публикация, выполненная ав-

тором в соавторстве, в которой, согласно пп. 2.2 – 2.5 Положения о присуждении учёных степеней в МГУ 

имени М.В. Ломоносова, отражены основные результаты, положения и выводы исследований: 

Thermodynamic Properties of H₂O–Na₃PO₄ and H₂O–Na₃PO₄–K₃PO₄ Systems: Experimental Study 

andModeling / A. A. Novikov, Y. Luo, S. V. Kurdakova [et al.] // Journal of Chemical & Engineering Data. – 

2025. –Vol. 70. – № 3. – P. 1215–1230. Подготовка полученных результатов проводилась совместно с 

соавторами, причём вклад Новикова А. А. составил 70%. 
7 Подробный вывод уравнений (121)–(130) представлен в Приложение Е. 
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−
Δ𝑚𝑖𝑥𝑆

𝑘
= 𝑁1 ln(1 − 𝜃)

𝛽
+ 𝑁2 ln (

𝜃

1 − 𝜃
)
2

 
(125) 

где 𝑘 – постоянная Больцмана. Считая, что энтальпия смешения равна нулю, можно вы-

разить энергию Гиббса идеального смешения по уравнению: 

Δ𝑚𝑖𝑥𝐺
𝑖𝑑 = 𝑅𝑇 (𝑛1 ln(1 − 𝜃)

𝛽
+ 𝑛2 ln (

𝜃

1 − 𝜃
)
2

) (126) 

где 𝑛𝑖 – число моль 𝑖-го компонента. 

Из уравнения (126) можно получить выражения для химических потенциалов ком-

понентов твёрдого раствора. 

𝜇1 = 𝜇1
⚬ + 𝑅𝑇 ln(1 − 𝜃)

𝛽 (127) 

𝑎1 = (1 − 𝜃)
𝛽 (128) 

𝜇2 = 𝜇2
⌀ + 𝑅𝑇 ln (

𝜃

1 − 𝜃
)
2

 
(129) 

𝑎2 = (
𝜃

1 − 𝜃
)
2

 
(130) 

где 𝑎𝑖  – активность 𝑖-го компонента твёрдого раствора (𝑖 = 1 для растворителя, 𝑖 = 2 для 

растворённого вещества). 

Заметим, что для растворителя стандартным состоянием является чистое вещество 

(𝑎1|𝜃=0 = 1), в то время как для растворённого компонента формальным стандартным со-

стоянием является раствор с наполовину заполненными вакансиями (𝑎2|𝜃=½ = 1). 

Раствор (KyNa1–y)3PO4·7H2O. Согласно литературным сведениям [264] и новым 

экспериментальным данным в системе H₂O – Na₃PO₄ – K₃PO₄ при 293.15–298.15 К образу-

ются твёрдые растворы на основе фазы K₃PO₄·7H₂O. Однако точная кристаллическая 

структура этих растворов неизвестна. Исходя из структуры K₃PO₄·7H₂O и близких разме-

ров катионов Na⁺ и K⁺, логично предположить, что данная фаза, вероятно, является твёр-

дым раствором замещения, где ионы Na⁺ замещают ионы K⁺. Простейшей формулой та-

кого раствора может быть (KyNa1–y)3PO4·7H2O. Данная формула предполагает существова-

ние фазы Na₃PO₄·7H₂O, которая соответствует предельному составу твёрдого раствора. Од-

нако достоверных доказательств её существования нет. В нескольких литературных источ-

никах утверждалось о синтезе гептагидрата фосфата натрия (например, [416,417]), но 

обычно это можно объяснить ошибочной идентификацией октагидрата. Последний был 

выделен и кристаллографически описан, что не оставляет сомнений в его существова-

нии [180]. 

Недавно Гуле и с соавт. [418] сообщили о возможном образовании гептагидрата в 

качестве промежуточного метастабильного продукта при термическом разложении  
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ψ-Na₃PO₄·12H₂O на основе результатов КР-спектроскопии. Однако выводы Гуле с соавт. не 

могут служить убедительным основанием для утверждения об образовании гептагидрата, 

учитывая высокий уровень шума в их измерениях и отсутствие независимых подтвержде-

ний. В связи с этим, в рамках настоящей работы формула (KyNa1–y)3PO4·7H2O используется 

в качестве рабочей гипотезы. 

Согласно кристаллографическому исследованию дейтериевого гептагидрата фос-

фата калия (K₃PO₄·7D₂O) [419], положения ионов K⁺ в решётке гептагидрата несколько 

различаются. Однако их структурное окружения достаточно близкое, в связи с чем стоит 

ожидать, что положения всех катионов можно считать энергетически эквивалентными. 

Энергия Гиббса такого регулярного твёрдого раствора замещения (KyNa1–y)3PO4·7H2O в 

рамках модели подрешёток будет описываться уравнением: 

𝐺𝑚 = 𝑦𝜇K3PO4·7H2O
⚬ + (1 − 𝑦)𝜇Na3PO4·7H2O

⚬ + 3𝑅𝑇(𝑦 ln 𝑦 + (1 − 𝑦) ln(1 − 𝑦))

+ 3𝛺𝑦(1 − 𝑦) 
(131) 

𝜇K3PO4·7H2O
= 𝜇K3PO4·7H2O

⚬ + 3𝑅𝑇 ln 𝑦 +
3𝛺

𝑅𝑇
(1 − 𝑦)

2 (132) 

𝜇Na3PO4·7H2O
= 𝜇Na3PO4·7H2O

⚬ + 3𝑅𝑇 ln(1 − 𝑦) +
3𝛺

𝑅𝑇
𝑦2 (133) 

где 𝜇𝑖
⚬ – стандартный химический потенциал 𝑖-го компонента (стандартное состояния – 

чистое вещество), 𝛺 – эмпирический параметр взаимодействий. 

Для практических расчётов также может быть полезна упрощённая модель твёр-

дого раствора, где смешение происходит по формульным единицам 

(K3PO4·7H2O)y(Na3PO4·7H2O)1–y. В таком случае энергия Гиббса описывается уравнением:  

𝐺𝑚 = 𝑦𝜇K3PO4·7H2O
⚬ + (1 − 𝑦)𝜇Na3PO4·7H2O

⚬ + 𝑅𝑇(𝑦 ln 𝑦 + (1 − 𝑦) ln(1 − 𝑦))

+ 𝛺𝑦(1 − 𝑦) 
(134) 

𝜇K3PO4·7H2O
= 𝜇K3PO4·7H2O

⚬ + 𝑅𝑇 ln 𝑦 +
𝛺

𝑅𝑇
(1 − 𝑦)

2 (135) 

𝜇Na3PO4·7H2O
= 𝜇Na3PO4·7H2O

⚬ + 𝑅𝑇 ln(1 − 𝑦) +
𝛺

𝑅𝑇
𝑦2 (136) 

3.3 Фазовые равновесия 

3.3.1 Равновесия с конденсированными фазами 

Плавление и растворение твёрдых фаз можно рассматривать как квазихимические 

процессы, что позволяет характеризовать их термодинамическими произведениями рас-
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творимостями (𝐾𝑆𝑃), равными соответствующим произведениям активностей (AP). В слу-

чае твёрдых фаз, плавление которых можно описать без диссоциации, удобно использо-

вать симметричную систему отсчёта. 

H₂O(cryst) ⇄ H₂O(liq), (137) 

𝐾𝑆𝑃(H2O) = 𝑎1 

H₃PO₄(cryst) ⇄ H₃PO₄(liq), 
(138) 

𝐾𝑆𝑃(H3PO4) = 𝑎H3PO4

(𝑠𝑦𝑚)  

где 𝑎𝑖
(𝑠𝑦𝑚)

 – активность 𝑖-го растворённого вещества в симметричной системе отсчёта. 

В настоящей работе для описания плавления льда H₂O использовалось полуэмпи-

рическое уравнение Тонера–Катлинга (139) (см. параграф 2.3.5). 

ln 𝐾𝑆𝑃(H2O) = 𝐴1 + 𝐴2 (
1

𝑇
−
1

𝑇𝑟
) + 𝐴3 ln (

𝑇

𝑇𝑟
) + 𝐴4(𝑇 − 𝑇𝑟) + 𝐴5(𝑇

2 − 𝑇𝑟
2)

+ 𝐴6 (
1

𝑇2
−

1

𝑇𝑟
2
) 

(139) 

где 𝑇𝑟 = 298.15 К , 𝐴1 = 2.378363 · 10−1 , 𝐴2 = 8.033261 · 102 , 𝐴3 = 3.654094 , 𝐴4 = 1.178913 ·

10−2, 𝐴5 = −1.173369 · 10−5, 𝐴6 = −1.731021 · 104. Моделирование ln 𝐾𝑆𝑃(H3PO4) подробнее 

описано в параграфах 3.2.1 и 3.4.2. 

Растворение фаз с диссоциацией обычно описывается при помощи асимметричной 

системы отсчёта. Как для индивидуальных фаз (уравнения (140)–(143)), так и для смешан-

ных солей (уравнения (144)–(145)) при описании растворения вводится только одно тер-

модинамическое произведение растворимости.  

2H₃PO₄·H₂O(cryst) ⇄ 2 H⁺ + 2 H₂PO₄⁻ + H₂O(liq), 
(140) 

𝐾𝑆𝑃(2H3PO4 · H2O) = 𝑎H+
2 𝑎H2PO4

−
2 𝑎1 

MH₂PO₄·nH₂O(cryst) ⇄ M⁺ + H₂PO₄⁻ + n H₂O(liq), 
(141) 

𝐾𝑆𝑃(MH2PO4 · 𝑛H2O) = 𝑎M+𝑎H2PO4
−𝑎1

𝑛 

M₂HPO₄·nH₂O(cryst) ⇄ 2 M⁺ + HPO₄²⁻ + n H₂O(liq), 
(142) 

𝐾𝑆𝑃(M2HPO4 · 𝑛H2O) = 𝑎M+
2 𝑎HPO4

2−𝑎1
𝑛 

M₃PO₄·nH₂O(cryst) ⇄ 3 M⁺ + PO₄³⁻ + n H₂O(liq), 
(143) 

𝐾𝑆𝑃(M3PO4 · 𝑛H2O) = 𝑎M+
3 𝑎PO4

3−𝑎1
𝑛 

NaKHPO₄·5H₂O(cryst) ⇄ Na⁺ + K⁺ + HPO₄²⁻ + 5 H₂O(liq), 
(144) 

𝐾𝑆𝑃(NaKHPO4 · 5H2O) = 𝑎Na+𝑎K+𝑎HPO4
2−𝑎1

5 

nMH₂PO₄·mM₂HPO₄·kH₂O(cryst) ⇄ (n+2m) M⁺ + n H₂PO₄⁻ + m HPO₄²⁻ + k H₂O(liq), 
(145) 

𝐾𝑆𝑃(𝑛MH2PO4 · 𝑚M2HPO4 · 𝑘H2O) = 𝑎
M+
(𝑛+2𝑚)

𝑎H2PO4
−

𝑛 𝑎
HPO4

2−
𝑚 𝑎1

𝑘 
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При описании растворимости твёрдого раствора, рассматриваются равновесия по 

каждому компоненту твёрдого раствора по отдельности. То есть, в случае двухкомпонент-

ных твёрдых растворов вводятся два термодинамических произведения растворимости. 

Для раствора замещения (KyNa1–y)3PO4·7H2O в качестве компонентов рассматрива-

лись индивидуальные предельные фазы K₃PO₄·7H₂O и Na₃PO₄·7H₂O. 

{K₃PO₄·7H₂O}y (solid sol.) ⇄ 3 K⁺ + PO₄³⁻ + 7 H₂O(liq), 

(146) 
𝐾𝑆𝑃(K3PO4 · 7H2O) =

𝑎K+
3 𝑎PO4

3−𝑎1
7

𝑎
K3PO4·7H2O

(𝑠𝑠)
 

{Na₃PO₄·7H₂O}1–y (solid sol.) ⇄ 3 Na⁺ + PO₄³⁻ + 7 H₂O(liq), 

(147) 
𝐾𝑆𝑃(Na3PO4 · 7H2O) =

𝑎Na+
3 𝑎PO4

3−𝑎1
7

𝑎
Na3PO4·7H2O

(𝑠𝑠)
 

где 𝑎𝑖
(𝑠𝑠)

 – активность 𝑖-го компонента твёрдого раствора. При этом произведение активно-

сти 𝐾𝑆𝑃(K3PO4 · 7H2O) одинаково для чистой фазы и для компонента твёрдого раствора. 

Для раствора внедрения Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH компонентами служат раствори-

тель (матрица) Na₃PO₄·12H₂O и растворённое вещество NaOH. 

{Na₃PO₄·12H₂O}(solid sol.) ⇄ 3 Na⁺ + PO₄³⁻ + 12 H₂O(liq), 

(148) 
𝐾𝑆𝑃(Na3PO4 · 12H2O) =

𝑎K+
3 𝑎PO4

3−𝑎1
12

𝑎
Na3PO4·12H2O

(𝑠𝑠)
 

{NaOH}θ (solid sol.) ⇄ Na⁺ + OH⁻, 

(149) 
𝐾𝑆𝑃
𝑑 (NaOH) =

𝑎Na+𝑎OH−

𝑎
NaOH

(𝑠𝑠)
 

Стандартным состоянием Na₃PO₄·12H₂O в твёрдом растворе является чистое веще-

ство, поэтому произведение растворимости 𝐾𝑆𝑃(Na3PO4 · 12H2O) относится к гипотетиче-

скому чистому додекагидрату натрия. В реальности такая фаза никогда не кристаллизу-

ется, поскольку насыщенный раствора фосфата натрия имеет сильнощелочную среду, и 

Na₃PO₄·12H₂O потому всегда содержит в себе включение NaOH. В то же время для NaOH 

в твёрдом растворе стандартное состояние не соответствует чистому веществу, и потому 

константа 𝐾𝑆𝑃
𝑑 (NaOH) не эквивалентна произведению растворимости чистого NaOH. По 

физическому смыслу, она соответствует коэффициенту распределения NaOH между твёр-

дой и жидкой фазами. 

Для идеального раствора внедрения возможно выразить степень заполнения ва-

кансий (𝜃) через константу распределения 𝐾𝑆𝑃
𝑑  и средняя ионная активность 𝑎Na+,OH−  в 
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жидком растворе по уравнению (152). Как видно из уравнения, в таком случае степень за-

полнения подчиняется зависимости, аналогичной изотерме Ленгмюра. 

𝑎Na+,OH− = √𝑎Na+𝑎OH− (150) 

𝑎NaOH
(𝑠𝑠)

= (
𝜃

1 − 𝜃
)
2

 (151) 

𝜃 =
𝑎Na+,OH−

𝑎Na+,OH− +√𝐾𝑆𝑃
𝑑

 
(152) 

В настоящей работе во всех случаях, кроме фаз H₂O, H₃PO₄ и K₂HPO₄, для описания 

температурной зависимости термодинамических констант использовались эмпирическое 

уравнение (153). 

ln 𝐾𝑆𝑃 = 𝐴 + 𝐵(
𝑇𝑟
𝑇
− 1) + 𝐶 ln (

𝑇

𝑇𝑟
) + 𝐷 (

𝑇

𝑇𝑟
− 1) (153) 

где 𝑇𝑟 – референтная температура, 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 – эмпирические параметры. 

3.3.2 Парожидкостные равновесия 

Единственным летучим компонентов водно-солевых системах является вода. Для 

давления насыщенного пара воды использовалось уравнение IAPWS [273]. 

ln
𝑝1
𝑠𝑎𝑡

𝑝1,𝑐
=
𝑇1,𝑐
𝑇

(𝐴1𝜗 + 𝐴2𝜗
1.5 + 𝐴3𝜗

3 + 𝐴4𝜗
3.5 + 𝐴5𝜗

4 + 𝐴6𝜗
7.5) (154) 

где 𝜗 = 1 − 𝑇/𝑇1,𝑐,  𝑝1,𝑐 = 22.064 Мпа – критическое давление воды, 𝑇1,𝑐 = 647.096 К – крити-

ческая температура воды, 𝐴1 = −7.85951783 , 𝐴2 = 1.84408259 , 𝐴3 = −211.78664970 , 

 𝐴4 = 22.6807411, 𝐴5 = −15.9618719, 𝐴6 = 1.80122502. 

Для расчёта давления пара над раствором использовалось известное уравнение: 

𝑝1 = 𝑎1𝑝1
𝑠𝑎𝑡 (155) 

Для расчёта линии кипения принималось, что равновесное давление водяного пара 

равно атмосферному давлению (𝑝atm = 0.101325 МПа) в системе: 

𝑝atm = 𝑎1𝑝1
𝑠𝑎𝑡 (156) 

Далее уравнение (156) решалось относительно состава или температуры. 

3.4 Особенности моделирования системы H₂O – H₃PO₄ 

Несмотря на то, что для целей настоящей работы было достаточно построить мо-

дель раствора ортофосфорной кислоты, описывающей систему H₂O – H₃PO₄ при умерен-

ных концентрациях, значительный практический интерес представляют также модели, 

применимые к концентрированным и высокотемпературным растворам. В связи с этим в 
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рамках настоящего исследования была поставлена задача построить общую модель си-

стемы H₂O – H₃PO₄, пригодную во всей области существовании жидкой фазы при давле-

нии 1 атм. 

Активность воды в растворе и фазовые равновесия в системе исследованы доста-

точно подробно, поэтому было решено не учитывать калорические данные и восстанавли-

вать температурную зависимость модельных параметров исключительно на основе дан-

ных об активностях и фазовых равновесиях. Поскольку в растворах ортофосфатов кислота 

присутствует лишь в незначительных количествах, такое упрощение не должно повлиять 

на корректность описания их калорических свойств. 

Термодинамическое моделирование системы H₂O – H₃PO₄ сопряжено с рядом 

сложностей. В связи с этим при построении модели был использован ряд приближений и 

ограничений, позволяющих сохранить точность описания без избыточного усложнения. 

Эти допущения рассмотрены ниже применительно к моделированию отдельных свойств 

системы.  

Особенно трудоёмкой задачей является описание области высоких концентраций 

и температур, где существенно проявляются эффекты, связанные с разложением ортофос-

форной кислоты. Полноценный учёт указанных эффектов потребовал бы построения го-

раздо более полной модели, вплоть до описания системы H₂O – P₄O₁₀, что является чрез-

мерным для практических приложений. Дополнительные трудности связаны с тем, что, в 

отличие от области низких концентраций, где модель PSC обеспечивает асимптотически 

корректное выражение для энергии Гиббса, она не гарантирует строгой формы при кон-

центрациях, близких к 100 мол. %. В сильно концентрированных растворах, где диссоциа-

ция подавлена, модель PSC фактически сводится к субрегулярной модели раствора. 

С учётом этих обстоятельств задачей данного исследования являлось достижение 

высокой точности описания при концентрациях вплоть до насыщенного раствора при 

298.15 К (68 моль/кг, 55 мол. %) и температур (до ~400 К). Для более высоких температур и 

концентраций модель должна была обеспечивать качественно правильное поведение, 

при этом допускалась меньшая точность. Следует отметить, что полученное описание 

ограничено давлением 0.101325 МПа и не распространяется на область выше линии кипе-

ния. 

3.4.1 Моделирование водных растворов H₃PO₄ 

При описании водных растворов ортофосфорной кислоты было принято допуще-

ние, что доминирующим химическим равновесием в жидкой фазе является диссоциация 
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H₃PO₄ по первой ступени. Соответственно, мы пренебрегли образованием ассоциативных 

димеров H₅P₂O₈⁻ и конденсацией ортофосфорной кислоты в пирофосфорную кислоту. 

Димер H₅P₂O₈⁻. Ранее Меснауи и Бунахмиди [67] показали, что недоучёт димера 

H₅P₂O₈⁻ существенно влияет на описание кислотно-основных равновесий. В первую оче-

редь это отражается на точности воспроизведения степени диссоциации H₃PO₄ и связан-

ных с ней характеристик кислотности растворов, таких как pH и 𝐻0. В рамках нашей мо-

дели можно ожидать, что значения pH будут завышены. Тем не менее, при наличии до-

статочно гибкой модели термодинамические свойства основных компонентов и раствора 

в целом могут быть воспроизведены корректно и без учёта димера. Как будет показано в 

параграфе 5.2.1, модель PSC позволяет адекватно описывать как активности воды (𝑎1), так 

и среднеионный коэффициент активности (𝛾H+,H2PO4
−). 

Образование H₄P₂O₇. Приближение об отсутствии конденсации H₃PO₄ требует бо-

лее детального анализа. С точки зрения строгого рассмотрения равновесного состояния 

такое упрощение является достаточно грубым. Однако построение модели для системы 

H₂O – H₃PO₄ в предположении, что процесс конденсации не идёт вследствие кинетиче-

ских причин, представляет значительный практический интерес. 

 
Рисунок 10. Сопоставление литературных данных по фрагменту диаграммы растворимо-

сти системы H₂O – H₃PO₄. Символы – литературные данные: ○ [105], △ [114], ◁ [113], 
☆[109], ◊ [115], ▷ [94], ▽ [89], □ [90], + [112], × [91]. Цвета обозначают твёрдые фазы: (◾) 

– H₃PO₄, фиолетовый (◾) – H₃PO₄·½H₂O, тёмно-голубой (◾) – H₃PO₄·⅒H₂O, серый (◾) – эв-
тектические точки. Сплошные линии – метастабильное равновесие, пунктирные линии – 

устойчивое равновесие. Линии – сглаженные кривые на основе экспериментальных дан-
ных. 

При умеренных температурах скорость протекания реакции конденсации доста-

точно мала, что приводит к зависимости наблюдаемых свойств раствора от времени вы-

держки образцов. В частности, в области выше 67 мол. % H₃PO₄ на диаграмме состояния 
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можно наблюдать существенно различные значения растворимости в зависимости от вре-

мени проведения эксперимента. Это особенно отчётливо видно при сопоставлении лите-

ратурных данных. Как следует из Рис. 10, большинство исследователей воспроизводимо 

фиксировали именно метастабильную фазовую диаграмму. 

Скорость процесса конденсации можно приблизительно оценить, используя тем-

пературные зависимости кинетических параметров, определённые Мансоном [98]. На 

Рис. 11 приведены характерные времена протекания реакции на 90% в концентрирован-

ных растворах H₃PO₄. Видно, что скорость процесса существенно возрастает с температу-

рой. При температурах кристаллизации ортофосфорной кислоты и её гидратов процесс 

может продолжаться в течение нескольких суток. 

  
(a) (б) 

Рисунок 11. Время протекания на 90% реакции конденсации ортофосфорной кислоты в 
75 мол. % и 100 мол. % H₃PO₄ в (а) линейной и (б) полулогарифмической шкалах. Цвета 
обозначают концентрацию H₃PO₄: красный – 100 мол. %, синий – 75 мол. %. Линии – расчёт 

на основе кинетической схемы Мансона [98], см. Приложение Ж. 

Таким образом, при умеренных температурах приближение об отсутствии H₄P₂O₇ 

в растворе оказывается оправданным и может быть полноценно использовано для описа-

ния фазовых равновесий. В этом случае речь фактически идёт о моделировании метаста-

бильной фазовой диаграммы. В то же время при более высоких температурах данное при-

ближение теряет свою обоснованность, что, как обсуждается далее, существенно сказыва-

ется на описании давления пара. 

3.4.2 Моделирование жидкой H₃PO₄ 

Для описания линии кристаллизации H₃PO₄ была использована температурно-за-

висимая энергия Гиббса плавления (Δ𝑚𝐺H3PO4

⚬ (𝑇)). Для её вычисления необходимо знать 

𝐶𝑝,
⚬ (𝑇) кристаллической и недиссоциированной жидкой ортофосфорной кислоты. Первая 
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из них доступна в литературе [92] и была аппроксимирована при помощи модели Воро-

нина–Куценка. Литературные данные по температурной зависимости 𝐶𝑝,H3PO4(liq)
⚬ (𝑇) жид-

кости требуют дополнительного анализа и описания. 

Теплоёмкость несконденсированной кислоты. Для согласованного моделиро-

вания системы следует опираться на данные о жидкой H₃PO₄, в которой отсутствует кон-

денсация ортофосфорной кислоты. Эти данные были получены Лаффом [99] при измере-

нии теплоёмкости расплава H₃PO₄ методом ДСК. При температурах выше 350 К Лафф за-

фиксировал тепловой эффект реакции конденсации, но подробно его не анализировал. 

Сопоставление экспериментальных значений теплового эффекта с расчётными при раз-

личных соотношениях H₂O/P₄O₁₀ подтверждает, что это эффект конденсации (см. Рис. 

12а). Косвенным доказательством служит и то, что термокинетические данные Лаффа пре-

красно согласуются с кинетическими параметрами конденсации, определёнными Мансо-

ном (см. Рис. 12б). Соответствующий термокинетический расчёт приведён в Приложе-

нии З. Таким образом, можно уверенно заключить, что низкотемпературные данные 

Лаффа (до 350 К) относятся к несконденсированной ортофосфорной кислоте. 

 
 

(a) (б) 
Рисунок 12. (а) Тепловой эффект конденсации H₃PO₄ в смесях при разном соотношении 

H₂O и P₄O₁₀ при 350 К и (б) наблюдаемая теплоёмкость 100 мол. % H₃PO₄ при нагревании 

со скоростью 10 К/мин. Символы – экспериментальные данные [99]. Чёрные линии – рас-
чёт. На Рисунке (а) пунктирная серая линия соответствует составу 100 мол. % H₃PO₄. Для 
расчёта использованы данные из справочника NBS [13] и работы [98]. Подробности рас-
чёта изложены в Приложении З. 

Модель жидкости. Побочным следствием применения конвенциональной мо-

дели диссоциации кислоты является то, что она допускает самодиссоциацию H₃PO₄ с об-

разованием ионов H⁺ и H₂PO₄⁻. В результате в пределе 𝑥H2O
 =  0 комплексная модель 
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жидкой фазы (HKF + PSC) описывает чистую ортофосфорную кислоту не как молекуляр-

ную жидкость, а как раствор H⁺ – H₂PO₄⁻ – H₃PO₄. Следовательно, при выделении 

𝐶𝑝,H3PO4(liq)
⚬ (𝑇) чистой молекулярной жидкости из экспериментальных данных надо учи-

тывать эффекты диссоциации. 

Для того, чтобы в выражении теплоёмкости раствора перейти к теплоёмкости чи-

стой жидкой ортофосфорной кислоты (𝐶𝑝,H3PO4(liq)
⚬ ), коэффициент активности недиссоци-

ированной H₃PO₄ переводился в симметричную систему отсчёта (𝑓H3PO4

(𝑠𝑦𝑚)
). С учётом релак-

сационных эффектов диссоциативного равновесия, термодинамические свойства жидкой 

H₃PO₄ рассчитывалась по уравнениям (157)–(163). 

𝐶𝑝,𝑚 = (1 − 𝛼)𝐶𝑝,H3PO4(liq)
⚬ + 𝛼 𝐶

𝜙
𝑝,2 (157) 

𝐶
𝜙

𝑝,2 = 𝐶
𝜙

𝑝,2
𝑓
+ 𝐶

𝜙
𝑝,2
𝑟  (158) 

𝐶
𝜙

𝑝,2
𝑓
= 𝛼Δ𝐶𝑝,𝑎,1

∞ + (
𝜕𝐿𝑒𝑥

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑥𝑖

 (159) 

Δ𝐶𝑝,𝑎,1
∞ = 𝐶𝑝,H2PO4

−
∞ − 𝐶𝑝,H3PO4

∞  (160) 

𝐶
𝜙

𝑝,2
𝑟 = [∆𝐻𝑎,1

∞ + (
𝜕𝐿𝑒𝑥

𝜕𝛼
)
𝑝,𝑇
] (
𝜕𝛼

𝜕𝑇
)
𝑝
 (161) 

𝐿𝑒𝑥 = −𝑇2 (
𝜕(𝐺𝑚

𝑒𝑥 𝑇⁄ )

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑥𝑖

𝑛H3PO4
+ 𝑛H+ + 𝑛H2PO4

−

𝑛H2PO4
−

 (162) 

𝐺𝑚
𝑒𝑥 = 𝑅𝑇(𝑥H3PO4

ln 𝑓H3PO4

(𝑠𝑦𝑚)
+ 𝑥H+ ln 𝑓H+ + 𝑥H2PO4

− ln 𝑓H2PO4
−) (163) 

где 𝛼 – степень диссоциации H₃PO₄, 𝐺𝑚
𝑒𝑥 – избыточная энергия Гиббса в расчёте на 1 моль 

всех частиц раствора. 

Температурную зависимость теплоёмкости чистой ортофосфорной кислоты ап-

проксимировали линейным уравнением: 

𝐶𝑝,H3PO4(liq)
⚬ = 𝐴 + 𝐵𝑇 (164) 

где 𝐴, 𝐵 – эмпирические параметры. Для определения этих параметров использовали дан-

ные Лаффа при температурах ниже 350 К [99] (см. Рис. 13) и модель жидкой фазы. По-

скольку при переходе к чистой H₃PO₄ должна сохраняться непрерывность модели жидкой 

фазы (Δ𝑓𝐺𝑖
∞(HKF) и 𝐺𝑚

𝑒𝑥(PSC)), то в модели жидкой H₃PO₄ сохраняется тот же самый уро-

вень отсчёта (бесконечно разбавленный водный раствор) и используется коэффициент Де-

бая–Хюккеля 𝐴𝜙 чистой воды. 
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Рисунок 13. Теплоёмкость жидкой H₃PO₄, полученная экспериментально и рассчитанная 

по модели, предложенной в настоящей работе. Символы – экспериментальные данные 
[99]. Чёрная линия – расчёт. Пунктирная линия обозначает метастабильную область. 

Следует отметить, что выбор водного раствора в качестве уровня отсчёта для рас-

твора в ортофосфорной кислоте не является заведомо неудовлетворительным приближе-

нием. В частности, значения коэффициента Дебая–Хюккеля в шкале мольных долей 𝐴𝑥, 

используемого в PSC, для H₂O и H₃PO₄ достаточно близки и составляют при 298.15 К, со-

ответственно, 2.915 и 2.497 [420,421].8 

𝐴𝑥 = 𝐴𝜙
√

1000

𝑀solvent
 (165) 

где 𝑀solvent – молярная масса растворителя (г/моль). 

3.4.3 Моделирование парожидкостных равновесий 

Обработка данных по давлению пара. Особенностью парожидкостных равнове-

сий в системе H₂O – H₃PO₄ является то, что газовая фаза над растворами ортофосфорной 

кислоты представляет собой водяной пар [103,120], соединения фосфора присутствуют 

лишь в следовых количествах. Это связано с тем, что при высоких концентрациях в рас-

творах происходит конденсация H₃PO₄. В результате даже при 100 мол. % H₃PO₄ паровая 

фаза практически полностью состоит из воды вплоть до температуры кипения. Поэтому 

                                                      
8 Также косвенным показателем близости стандартных свойств ионов в H₂O и H₃PO₄ является близость 

их стандартных объёмов 𝑉𝑖
∞ [459] в этих растворителях. Известно, что стандартные объёмы ионов суще-

ственно зависят от природы растворителя, а не только от собственных размеров [460]. 
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при обработке данных в рамках настоящей работы исходили из приближения, что всё дав-

ление пара над раствором обусловлено исключительно давлением паров воды.  

Сложности при моделировании парожидкостных равновесий возникают в связи с 

предположением об отсутствии конденсации H₃PO₄. В этом случае активность воды 

жёстко связана с составом так, что 𝑎1 = 0 при 𝑥1 = 0. Таким образом, в модели PSC давле-

ние паров воды над 100 мол. % H₃PO₄ строго равно нулю, что не вполне соответствует дей-

ствительности. Давление паров воды над чистой H₃PO₄ резко возрастает с температурой, 

вследствие чего модель при 𝑥1 → 0 становится всё менее точной с ростом температуры. 

концентраций эти эффекты оказывают значимое влияние лишь в области высоких темпе-

ратур и давлений, где в рамках настоящей работы предъявлялось лишь требование каче-

ственного согласия с экспериментальными данными. 

Расчёт температуры кипения. Отдельную проблему представляет моделирова-

ние линии кипения. Если во всём диапазоне принимать приближение о наличии в паре 

только воды, то линия кипения при 𝑥1 → 0 уходит в бесконечность. Поэтому при модели-

ровании температуры кипения была введена формальная зависимость давления пара 

H₃PO₄ (𝑝2
𝑠𝑎𝑡) в форме уравнения Клаузиуса–Клапейрона.  

ln 𝑝2
𝑠𝑎𝑡 = −

Δ𝑣𝑎𝑝𝐻2
⚬

𝑅𝑇
+
Δ𝑣𝑎𝑝𝑆2

⚬

𝑅
 (166) 

𝑝 = 𝑎1𝑝1
𝑠𝑎𝑡 + 𝑎H3PO4

(𝑠𝑦𝑚)
𝑝2
𝑠𝑎𝑡 (167) 

В этом случае газообразная H₃PO₄ рассматривается как виртуальный компонент. Для обес-

печения того, чтобы вплоть до температуры кипения чистой H₃PO₄ газовая фаза была обо-

гащена водой, при построении модельной зависимости 𝑝2
𝑠𝑎𝑡(𝑇) была введена завышенная 

энтропия испарения Δ𝑣𝑎𝑝𝑆2
⚬ = 900 Дж/(моль·К). Такое высокое значение Δ𝑣𝑎𝑝𝑆2

⚬ обеспечи-

вает резкую температурную зависимость 𝑝2
𝑠𝑎𝑡(𝑇), благодаря чему паровая фаза остаётся 

обогащена водой вплоть до температуры кипения при 1 атм. Следует подчеркнуть, что 

данное решение представляет собой исключительно модельное приближение, не имею-

щее физической интерпретации и предназначенное для компенсации недостатков при-

ближения относительно состава жидкой фазы. Однако оно представляется более рацио-

нальным, чем построение полной модели системы H₂O – P₄O₁₀ для воспроизведения па-

рожидкостных равновесий в системе H₂O – H₃PO₄. 

Данная модель кипения строго привязана к давлению в 1 атм. 
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4 Расчётная часть  

Все расчёты выполнялись в программной среде MATLAB® с использованием вер-

сий от 2021b до 2024a. Финальные верификационные расчёты проводились в MATLAB 

2024a. Решение нелинейных уравнений, включая задачи оптимизации параметров моде-

лей, осуществлялось с использованием алгоритмов Левенберга–Маркуарда и метода дове-

рительных областей с отражением на границе, реализованных в стандартных функциях 

MATLAB (lsqnonlin, fsolve). Для решения дифференциальных уравнений применялся алго-

ритм на основе парной схемы Рунге–Кутты, реализованный в функциях пакета MATLAB 

(ode). Статистическая обработка также проводилась с помощью функций пакета MATLAB. 

Расчёт термодинамических свойств. Для расчёта коэффициентов активности в 

рамках модели PSC применялся алгоритм автоматического дифференцирования на ос-

нове двойственных чисел. В остальных случаях (твёрдые растворы, модель Питцера) ис-

пользовались аналитические выражения. Для вычисления производных по температуре 

𝑇, давлению 𝑝 и степени протекания реакции 𝛼 применялся метод конечных разностей: 

четырёхточечная схема использовалась для первых производных, а пятиточечная – для 

вторых. 

Расчёт химических равновесий. Равновесный состав раствора вычисляли путём 

решения нелинейного уравнения или системы нелинейных уравнений (168) относи-

тельно состава при фиксированных давлении и температуре. В качестве варьируемых па-

раметров служили степени диссоциации или гидролиза и их комбинации. 

{
ln𝐾𝑙

𝑥(𝑝, 𝑇) = ∑𝜈𝑗
(𝑙)

𝑗

ln 𝑎𝑗(𝑥𝑖; 𝑝, 𝑇)

𝑙 = 1,… , 𝐿

 (168) 

где 𝐾𝑙
𝑥  – константа равновесия 𝑙-ой реакции (𝐾𝑎,𝑛

𝑥  или 𝐾𝑏,𝑛
𝑥 ), 𝑎𝑗  – активность 𝑗-го компо-

нента, 𝜈𝑗
(𝑙)

 – стехиометрический коэффициент 𝑗-го компонента в 𝑙-ой химической реакции 

(𝜈𝑗 > 0 для продуктов и 𝜈𝑗 < 0 для реагентов), 𝐿 – число химических равновесий. 

Расчёт равновесий конденсированных фаз. Расчёт фазовых границ проводили 

путём решения нелинейных уравнений (169)–(171) относительно состава при фиксиро-

ванных давлении и температуре. В многокомпонентной системе фиксировали составы 

всех компонентов, кроме одного. Для растворения без диссоциации использовали уравне-

ние: 

ln 𝐾𝑆𝑃,𝑖(𝑇) = ln 𝑎𝑖
(𝑠𝑦𝑚)

(𝑥𝑖; 𝑝, 𝑇)  (169) 
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Для растворения с диссоциацией использовали уравнение: 

ln 𝐾𝑆𝑃,𝑘(𝑇) = ln∏𝑎
𝑖

𝜈𝑖(𝑘)(𝑥𝑖; 𝑝, 𝑇)
𝑖

  (170) 

где 𝑎𝑖 – активность 𝑖-го составляющего раствора в асимметричной системе отсчёта, обра-

зующегося при растворении 𝑘-ой фазы, 𝜈𝑖(𝑘) – количество частиц 𝑖-го составляющего рас-

твора, образующихся при растворении одной формульной единицы 𝑘-ой фазы.  

Для фазовых равновесий с твёрдыми растворами использовали уравнение: 

ln 𝐾𝑆𝑃,𝑗(𝑇) = ln
∏ 𝑎

𝑖

𝜈𝑖(𝑗)
(𝑥𝑖; 𝑝, 𝑇)𝑖

𝑎
𝑗

(𝑠𝑠)
(𝑦𝑗: 𝑝, 𝑇)

  (171) 

где 𝜈𝑖(𝑗) – количество частиц 𝑖-го составляющего раствора, образующихся при растворении 

одной формульной единицы 𝑗-го компонента твёрдого раствора, 𝑎𝑗
(𝑠𝑠)

 – активность 𝑗-го 

компонента в твёрдом растворе. 

Расчёт парожидкостных равновесий (температуры кипения). Положение ли-

нии кипения раствора определяли путём решения нелинейного уравнения (172) при за-

данном давлении (𝑝atm = 0.101325 МПа). В качестве варьируемого параметра использо-

вали температуру или состав раствора. 

ln(𝑝1
𝑠𝑎𝑡(𝑇)𝑎1(𝑥𝑖, 𝑇; 𝑝atm)) = ln𝑝atm  (172) 

Обработка данных разных типов. Данные криоскопии (по H₂O и по H₃PO₄) и 

эбуллиоскопии пересчитывали при помощи уравнений (169) и (172) в наборы данных по 

активности компонентов {𝑥𝑖, 𝑇, 𝑎1}𝑗  или {𝑥𝑖, 𝑇, 𝑎H3PO4
}
𝑗
. Данные по давлению пара пере-

считывали в активности воды 𝑎1  через давления насыщенного пара 𝑝1
𝑠𝑎𝑡(𝑇), рассчитан-

ного по IAPWS. В целевой функции они использовались как данные по активности. Высо-

коточные данные по активностям пересчитывались в значения практического осмотиче-

ского коэффициента 𝜙′. При записи целевой функции данные по 𝜙′ оставлялись без изме-

нений. Все данные по энтальпиям растворов пересчитывались в энтальпии разбавления 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻 до наименьшей концентрации, приведённой в источнике. Если приводилось значе-

ние кажущейся теплоёмкости 𝐶
𝜙

𝑝,2, то при оптимизации использовали её. В противном 

случае использовали значения теплоёмкости раствора 𝐶𝑝. Данные о pH растворов и степе-

нях превращения (диссоциации или гидролиза) при оптимизации параметров модели не 

учитывались. 

Процедура оптимизации. В общем случае, оптимизация модельных параметров 

производилась путём минимизации значения целевой функции (𝜏opt), заданной по урав-

нению (173). 
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𝜏opt = ∑ 𝜔𝑖 ∑ 𝜔𝑖𝑗 ∑ 𝜔𝑖𝑗𝑘 (
Ξ𝑖𝑗𝑘
exp

− Ξ𝑖𝑗𝑘
calc(𝑥𝑖𝑗𝑘

exp
, 𝑝𝑖𝑗𝑘

exp
, 𝑇𝑖𝑗𝑘

exp
)

Ξ
𝑖𝑗𝑘

exp )

2𝑁P,𝑖𝑗

𝑘

𝑁S,𝑖

𝑗

𝑁DT

𝑖

+ ∑ ∑ 𝜔𝑖𝑗 ∑ 𝜔𝑖𝑗𝑘 (ln𝐾𝑆𝑃,𝑖(𝑇𝑖𝑗𝑘
exp

)

𝑁P,𝑖𝑗

𝑘

𝑁S,𝑖

𝑗

𝑁Sd

𝑖

− ln∏𝑎𝑠
𝜈𝑠(𝑖)(𝑥𝑖𝑗𝑘

exp
, 𝑝𝑖𝑗𝑘

exp
, 𝑇𝑖𝑗𝑘

exp
)

𝑠

)
2

 

(173) 

где Ξ = 𝑎1, 𝑎H3PO4
, 𝛾±, 𝜙

′, Δ𝑑𝑖𝑙𝐻,𝐶𝑝, 𝐶
𝜙

𝑝,2, 𝑉
𝜙

2, ln 𝐾𝑎,𝑛 , 𝐶𝑝
∞, 𝑉∞, Δ𝑓𝐻

⚬  – термодинамические 

свойства, 𝑁DT  – чисто типов данных, 𝑁S,𝑖  – число источников данных 𝑖-го типа, 𝑁P,𝑖𝑗  – 

число точек 𝑖-го типа в 𝑗-ом источнике, 𝑁Sd – число твёрдых фаз, 𝜔𝑖, 𝜔𝑖𝑗, 𝜔𝑖𝑗𝑘 – статистиче-

ские веса данного типа данных, данного источника, данной точки, индексы exp и calc озна-

чают экспериментальные и расчётные значения. 

Выбор весов. Статистические веса данных подбирались вручную для разных ти-

пов данных (см. Таблицу 3). Веса различных источников могли существенно варьиро-

ваться, в зависимости от надёжности работы и от целей оптимизации. 

Таблица 3. Характерные статистические веса различных наборов термодинамических дан-
ных, использованных при оптимизации параметров модели. 

Тип  

данных 

𝑎1, 𝑎H3PO4
, 

𝛾±, 𝜙
′ 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻 𝐶𝑝, 𝐶
𝜙

𝑝,2 
ln 𝐾𝑎,𝑛, 

Δ𝑓𝐻
⚬ 

𝐶𝑝
∞ 𝑉∞ ln 𝐾𝑆𝑃 

𝜔𝑖 10 1 1 1 1 0.2 10 

 

Наиболее важным с практической точки зрения свойством модели является её спо-

собность адекватно воспроизводить фазовые равновесия. Поскольку они определяются 

активностями компонентов, данным, непосредственно связанным с активностью, были 

присвоены наибольшие статистические веса. Предварительные расчёты показали, что 

применение равных весов для всех типов экспериментальных данных приводит к неболь-

шому улучшению описания термохимических свойств, однако сопровождается неприем-

лемыми отклонениями в представлении активностей. По этой причине при оптимизации 

параметров парных взаимодействий наибольший вес придавали данным по осмотиче-

ским коэффициентам, активности H₂O, а также результатам криоскопических и эбуллио-

скопических измерений. Термохимическим данным назначался меньший вес. 
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В тройных системах большая часть доступных данных по активности воды отно-

сится к растворам невысокой концентрации. В этих условиях поведение модели практи-

чески полностью определяется параметрами парных ион-ионных взаимодействий, осно-

ванных на данных по соответствующим двухкомпонентным подсистемам. Поэтому тер-

модинамические данные о тройных системах в области разбавленных растворов имели 

ограниченное значение для параметризации модели. Более того, значительные отклоне-

ния между экспериментальными и расчётными данными при низких концентрациях, как 

правило, трудно скорректировать: попытки улучшить согласие в этой области требуют су-

щественного увеличения параметров тройного взаимодействия, что может резко ухуд-

шить воспроизведение фазовых равновесий при более высоких концентрациях. По этой 

причине при оценке параметров для тройных систем больший вес придавался данным по 

растворимости. 

Порядок оптимизации. Моделирование проходило в два этапа. На первом этапе 

был собран массив данных для стандартных свойств H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻. На 

основе этих данных были пересмотрены параметры уравнения состояния HKF. На втором 

этапе на основе полученной модели стандартных свойств проводили моделирование 

водно-солевых систем на основе ортофосфатов натрия и калия в рамках модели PSC. 

Большой объём литературных данных, значительное количество оптимизируемых 

параметров и высокие вычислительные затраты при численном дифференцировании де-

лали принципиально невозможной совместную оптимизацию всех параметров модели. 

Дополнительную сложность представлял выбор начальных приближений для парамет-

ров. В связи с этим в настоящей работе широко применялась стратегия дробной оптими-

зации на ограниченных наборах параметров и сокращённых массивах эксперименталь-

ных данных. Полученные таким образом значения параметров использовались в качестве 

начальных приближений на следующих этапах оптимизации, где объём данных увеличи-

вался, а число варьируемых параметров расширялось. Процесс имел итеративный харак-

тер и включал многочисленные промежуточные шаги, часто с перебором различных схем 

статистического взвешивания, что позволяло получать более адекватные значения пара-

метров и улучшенные начальные приближения для последующих шагов. Следует отме-

тить, что даже такие промежуточные расчёты на ограниченных наборах данных и пара-

метров занимали значительное время. Поэтому для выполнения работы в разумные сроки 

приходилось жертвовать точностью отдельных промежуточных вычислений. 

Как правило, на первом этапе проводилась оптимизация параметров краевых двой-

ных подсистем (H₂O – H₃PO₄ и H₂O – M₃PO₄). Затем оптимизировались параметры для 
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средних систем (H₂O – MH₂PO₄, H₂O – M₂HPO₄). После этого выполнялась корректировка 

параметров тройных взаимодействий с использованием данных по тройным системам. 

На каждом этапе параметры переоптимизировались с учётом предыдущих шагов, что 

обеспечивало согласованность модели. В отдельных случаях (например, H₂O – Na₂HPO₄ – 

Na₃PO₄) оптимизация параметров проводилась одновременно по нескольким подсисте-

мам.  
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5 Обсуждение результатов 

Подробный список источников, данные из которых были использованы при опти-

мизации параметров модели, приведён в Приложении И. 

5.1 Моделирование стандартных термодинамических свойств 

Результаты, представленные в данном разделе, изложены в работах [392] и [422].9 

5.1.1 Стандартные свойства и константы кислотности 

Объёмные свойства H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻. Для получения новых зна-

чений стандартного объёма H₃PO₄⁰ использованы данные работы [420] по плотностям 

растворов H₃PO₄ при температурах 289–355 К.  

  
(a) (б) 

Рисунок 14. Кажущийся объём H₃PO₄ в водном растворе при (а) 298.15 К и (б) 289.00, 298.33, 
313.97, 333.96 и 354.55 К (снизу вверх). Символы – экспериментальные данные: △ [423],  

▽ [20], □ [420]. Линии – расчёт по модели Питцера (настоящая работа).  

                                                      
9 При подготовке данного раздела диссертации использованы следующие публикации, выполненные 

автором в соавторстве, в которых, согласно пп. 2.2 – 2.5 Положения о присуждении учёных степеней в 

МГУ имени М.В. Ломоносова, отражены основные результаты, положения и выводы исследования:  

Применение расширенного уравнения состояния Хелгесона–Киркхама–Фловерса для сильнополярных 

недиссоциированных веществ: свойства мышьяковистой и ортофосфорной кислот при бесконечном 

разбавлении / А. А. Новиков // Журнал физической химии. – 2022. – Т. 96. – № 12. – С. 1746–1758. Вклад 

Новикова А. А. составил 100%; 

Thermodynamics of alkali metal orthophosphate water-salt systems. I. Dissociation constants and the H₂O – 

K₃PO₄ system: Experimental study and modeling / A. A. Novikov, Y. Luo, S. V. Kurdakova [et al.] // Journal of 

Molecular Liquids. – 2024. – Vol. 401. – P. 124614. Подготовка полученных результатов проводилась сов-

местно с соавторами, причём вклад Новикова А. А. составил 70%. 
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Значения параметров при 298.15 К взяты из литературы [21,37], температурная за-

висимость в рамках формализма Питцера получена на основе экспериментальных данных 

об активностях воды до 383.15 К. Результаты моделирования представлены на Рис. 14. Де-

тали моделирования изложены в Приложении К. 

  
(a) (б) 

  
(в) (г) 

Рисунок 15. Кажущийся объём (а) Na₂HPO₄ при 283.15, 288.15, 293.15, 298.15, 303.15 К (снизу 
вверх), (б) Na₃PO₄ при 283.15, 288.15, 293.15, 298.15, 303.15 К (снизу вверх), (в) Na₃PO₄ при 

373, 423, 473 и 497 К при 15 МПа (снизу вверх), (г) KH₂PO₄ при 273.15, 283.15, 293.15, 298.15, 
303.15 и 313.15 К (снизу вверх). Символы – экспериментальные данные: (а) [424], (б) [425], 

(в) [31], (г) [426]. Линии – расчёт по модели Питцера (настоящая работа). 

Стандартные объёмы ортофосфат-анионов рассчитывались на основе литератур-

ных данных [18,20,28–31] об объёмах соответствующих солей натрия и калия по уравне-

нию (2). Для получения новых данных также были использованы результаты измерений 
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плотности из работ [424,425] (Na₂HPO₄, Na₃PO₄), [31] (Na₃PO₄) и сведения из справочника 

International Critical Tables (ICT) [426] (KH₂PO₄). Результаты моделирования отображены 

на Рис. 15, параметры и стандартные объёмы анионов представлены в Приложении Л. 

Оптимизация параметров уравнения HKF. На основе литературных данных 

была проведена оптимизация параметров модифицированного уравнения состояния HKF 

для H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻ и PO₄³⁻. Полученные параметры представлены в Приложе-

нии М. Как видно на Рис. 16, модель корректно описывает литературные данные по 

H₃PO₄⁰ в широком диапазоне давлений и температур. Также, в отличие оригинальной мо-

дели [328], она не демонстрирует нефизичное поведение свойств H₃PO₄⁰. 

  
(a) (б) 

 
 

(в) (г) 

Рисунок 16. (а, в) Стандартный объём и (б, г) стандартная теплоёмкость H₃PO₄⁰ при (а, б) 

0.1 МПа и (в, г) 28 МПа. Символы – экспериментальные данные: + [19], △ [420], ▽ [24], 
○ [23], □ [22]. Сплошные линии – расчёт по модифицированную уравнению HKF (насто-
ящая работа), пунктирные линии – расчёт по оригинальному уравнению HKF с парамет-

рами, рекомендованными Шоком с соавт. [328]. 
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Наибольшие отклонения модели от экспериментальных значений наблюдаются 

при высоких температурах, что частично может быть связано как с погрешностями экспе-

римента, так и расчёта. Сравнение экспериментальных значений 𝐶
𝑝,H3PO4

0
∞  при 28 МПа на 

Рис. 16в показывает, что расхождения между данными различных авторов могут суще-

ственно превышать номинальные значения погрешностей измерений. С другой стороны, 

при приближении к критической температуре (647 К) возрастает неопределённость в рас-

чётах диэлектрической проницаемости воды и, как следствие, модифицированное урав-

нение HKF становится менее надёжным. 

Параметры модели HKF для анионов H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻ и PO₄³⁻ были получены на 

основе данных о стандартных свойствах и соответствующих константах диссоциации 𝐾𝑎,𝑛.  

  
(а) (б) 

Рисунок 17. (а) Стандартный объём и (б) стандартная теплоёмкость аниона H₂PO₄⁻ при 
различных давлениях. Символы – экспериментальные данные: (а) ○ [426], ● [25], □ [18],  

◊ [29], △ [21], ▽ [20], ▷ [19], ◁ [27], + [28], × [31], ✳ [22]; (б) ○ [427], □ [19], ◊ [27]  

✳ [22]. Сплошные линии – расчёт по модифицированную уравнению HKF (настоящая ра-

бота). Чёрный цвет соответствует давлению 𝑝 = 0.1 МПа (при 𝑇 ≤ 373.15 K) и 𝑝 = 𝑝𝑠𝑎𝑡 (при 
𝑇 > 373.15 K), синий цвет – давлению 𝑝 = 15 МПа. 

В литературе представлено достаточно сведений о свойствах H₂PO₄⁻, чтобы прове-

сти оптимизацию всех параметров модели. Как видно из Рис. 17, полученное описание 

𝐶𝑝,H2PO4
−

∞  близко к результатам Балера-Бюссероль с соавт. [22] (✳, Рис. 17а). В то же время 

0.1 

𝑝𝑠𝑎𝑡 

15 

0.1 

𝑝𝑠𝑎𝑡 



101 

описание 𝑉 H2PO4
−

∞  лучше согласуется с экспериментальными данными Вулстона с соавт. (×, 

Рис. 17б). 

Информации по анионам HPO₄²⁻ и PO₄³⁻ в среднем меньше, чем для H₂PO₄⁻ и 

H₃PO₄⁰. Недостаток данных о HPO₄²⁻ и PO₄³⁻ при высоких давлениях и низких темпера-

турах может привести к переобучению модели и, как следствие, к аномальным предсказа-

ниям. В связи с этим для PO₄³⁻ была ужесточена процедура оптимизации путём ограни-

чения числа независимых параметров 𝑎𝑖. Для этого использовалось соотношение между 

параметрами 𝑎2 и 𝑎4, предложенное Шоком и Хелгесоном [428]. Результаты моделирова-

ния представлены на Рис. 18. 

𝑎4 = −4.134𝑎2 − 27790 (174) 

 

  
(а) (б) 

  
(в) (г) 

Рисунок 18. Стандартный объём аниона HPO₄²⁻ при (а) 0.1 МПа и (б) 15 МПа и аниона 

PO₄³⁻ при (в) 0.1 МПа и (г) 15 МПа. Символы – экспериментальные данные: × [20], ◁ [19],  
▷ [27], □ [31], ○ [424], △ [28], ▽ [25], + [425]. Сплошные линии – расчёт по модифици-

рованную уравнению HKF (настоящая работа). 
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Стандартные теплоёмкости 𝐶𝑝,𝑖
∞  анионов HPO₄²⁻ и PO₄³⁻ измерены только при 

298.15 К и 0.1 МПа [19,27]. В связи с этим, при оптимизации параметров модели HKF па-

раметр 𝑐2 был зафиксирован по уравнению (175) для обеспечения согласования модели с 

экспериментальными данными. В качестве эталонных значений были выбраны дан-

ные [19] (Рис. 19). 

𝑐2 = (𝐶𝑝,𝑖
∞||

эталон
− 𝑐1 − 𝜔𝑇𝑟𝑋𝑟)(𝑇𝑟 − 𝛩)

2 (175) 

𝑋𝑟 = (
1

𝜀
[(
𝜕2 ln 𝜀

𝜕𝑇2
)
𝑝

− (
𝜕 ln 𝜀

𝜕𝑇
)
𝑝

2

])
|
|
|

𝑇=𝑇𝑟

 (176) 

  
(а) (б) 

Рисунок 19. Стандартная теплоёмкость (а) аниона HPO₄²⁻ и (б) аниона PO₄³⁻ при 0.1 МПа. 

Символы – экспериментальные данные: ○ [19], □ [27]. Сплошные линии – расчёт по мо-
дифицированную уравнению HKF (настоящая работа). 

Уравнение состояния HKF традиционно опирается на значения стандартных 

свойств (Δ𝑓𝐺𝑖
∞, Δ𝑓𝐻𝑖

∞, 𝑆𝑖
∞), рекомендованные в справочнике NBS [13,14]. Хотя рекоменда-

ции NBS для соединений фосфора подвергались критике [17], нами было установлено, что 

данные NBS для H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻ и HPO₄²⁻ обеспечивают точное воспроизведение первой 

и второй констант кислотности. Полученное в настоящей работе описание в рамках моди-

фицированного уравнения состояния HKF демонстрирует согласие с эксперименталь-

ными данными в широком диапазоне температур и давлений и не уступает по точности 

существующим литературным моделям. Наибольшее отклонение наблюдается для изме-

рений p𝐾𝑎,2 при 200 МПа, выполненных Хауфе [47] (см. Рис. 20). 
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(а) (б) 

  
(в) (г) 

Рисунок 20. Температурная зависимость (а, б) первой и (в, г) второй констант кислотности 
ортофосфорной кислоты при (а, в, г) 𝑝 = 0.1 МПа (𝑇 ≤ 373.15 K) и 𝑝 = 𝑝𝑠𝑎𝑡 (𝑇 > 373.15 K), 

(б) 𝑝 = 20 МПа, (б, г) 𝑝  = 100, 200 МПа. Символы – экспериментальные данные: (а, б) 

○ [33], □ [34], + [35], △ [36], ◊ [37], ▽ [49], ▷ [32], ◁ [39], ✳ [38], × [40]; (в, г) ● [32], 

□ [47], ○ [34], △ [44], ▽ [43], ▷ [41], ◁ [42], × [45], ◊ [46], + [48]. Сплошные линии – рас-

чёт по модифицированную уравнению HKF (настоящая работа). 

Для описания свойств аниона PO₄³⁻ также были выбраны значения NBS с учётом 

скорректированного значения энтропии 𝑆
PO4

3−
∞  [13,14], однако этот выбор требует допол-

нительных комментариев. Описание третьей константы диссоциации осложнено из-за 

0.1 

𝑝𝑠𝑎𝑡 
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100 
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расхождения между справочным значением энтальпии диссоциации по третьей ступени 

(Δ𝐻𝑎,3
∞ ) и наклоном температурной зависимости p𝐾𝑎,3, вытекающей из данных [41] при 

0.1 МПа (см. Рис. 21). Из них следует, что энтальпия Δ𝐻𝑎,3
∞  составляет 21.4 кДж/моль, что 

значимо выше 14.74 кДж/моль, рекомендованного NBS. Помимо этих данных, имеется не-

давняя экспериментальная работа Конрада и Тремейна [53], однако все их измерения вы-

полнены при высоком давлении (20.4 МПа). Нехватка надёжных данных о величине Δ𝑉𝑎,3
∞  

затрудняет пересчёт этих результатов к давлению 0.1 МПа. 

   
(а) (б) (в) 

Рисунок 21. Температурная зависимость третьей константы кислотности ортофосфорной 
кислоты при (а) 𝑝 = 0.1 МПа (𝑇 ≤ 373.15 K) и 𝑝 = 𝑝𝑠𝑎𝑡 (𝑇 > 373.15 K), (б) 𝑝 = 20.4 Мпа; и (в) 
температурная зависимость энтальпии диссоциации по третьей ступени при 𝑝 = 0.1 МПа 
(𝑇 ≤ 373.15 K) и 𝑝 = 𝑝𝑠𝑎𝑡 (𝑇 > 373.15 K). Символы – экспериментальные данные: (а, б) ▷ 
[41], × [53], △ [52], ▽ [51]; (в) □ [19], ○ [139], ◊ [429], ▽ [430], △ [52]. Сплошные линии 

– расчёты, пунктирные линии – погрешность расчётов. Цвета обозначают расчётные мо-

дели и уравнения: чёрный – модифицированное уравнение состояния HKF (настоящая 
работа), красный – уравнение из отчёта Райта и ФонНиды [54], синий – уравнение Даниэле 
с соавт. [32] (закрашенные круги (●) указывают исследованные температуры), зелёный – 
модель Вебера с соавт. [4]. Расчёты приведены в рабочих температурных диапазонах соот-

ветствующих моделей. 
 

На основе потенциометрических исследований [32] было предложено выражение 

для ln 𝐾𝑎,3 в интервале 283.15–323.15 K, однако неопределённость описания быстро возрас-

тает при удалении от 298.15 К. В отчёте [54] приводится уравнение для ln 𝐾𝑏,3, однако ори-

гинальные данные недоступны и их надёжность вызывает сомнение. Результаты расчётов 

Вебера с соавт. [4] могут использоваться только для сравнения, так как основаны не на 
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эксперименте, а на эмпирической экстраполяции. Перечисленные сглаженные зависимо-

сти совместно дают оценку Δ𝐻𝑎,3
∞  = 25 ± 3 кДж/моль при 298.15 К, что согласуется резуль-

татом на основе данных Бьёррума и Унмака [41] (21.4 кДж/моль). С другой стороны, неза-

висимые экспериментальные термохимические исследования при усреднении дают зна-

чение Δ𝐻𝑎,3
∞  = 15.6 ± 0.7 кДж/моль, что гораздо ближе к величине, рекомендованной NBS 

(14.74 кДж/моль). 

Учитывая вышеизложенное, в настоящей работе принято решение использовать 

величину NBS при описании третьей ступени диссоциации. Такой выбор обеспечивает со-

гласованность расчётов и соответствует термохимическим измерениям, которые пред-

ставляются более надёжными, чем данные Бьёррума и Унмака [41] и значения, получен-

ные по сглаженным зависимостям. Полученное уравнение находится в согласии с дан-

ными Конрада и Тремейна [53] при 20.4 МПа. 

5.1.2 Низкотемпературная экстраполяция ln Ka,1 

Среди всех исследованных двухкомпонентных подсистем только в системе H₂O – 

H₃PO₄ эвтектическая точка располагается ниже 230 К. В связи с этим только для первой 

константы кислотности p𝐾𝑎,1 потребовалась экстраполяция в область низких температур. 

Существуют косвенные экспериментальные данные [431], указывающие на то, что 

в низкотемпературных растворах H₃PO₄ вода находится в состоянии HDL. Это служит до-

полнительным обоснованием применения предложенной нами процедуры экстраполя-

ции, основанной на моделировании ионов в бесконечно разбавленном растворе HDL-

воды. Однако в литературе отсутствуют сведения об измерениях или моделировании p𝐾𝑎,1 

H₃PO₄ при температурах ниже 273.15 К, что делает невозможной прямую проверку физи-

ческой корректности предложенной экстраполяции. В связи с этим процедуру апробации 

проводили на серной кислоте, для которой соответствующие данные доступны.  

На основе спектральных измерений степени диссоциации в низкотемпературных 

растворах H₂SO₄ Кнопф с соавт. [432–434] предложили сглаженное выражение для второй 

константы диссоциации (p𝐾𝑎,2). Для низкотемпературной экстраполяции использовали 

уравнения (82)–(83). Параметры 𝜔SO4
2− и 𝜔HSO4

− взяты из литературы [428], параметр Δa𝑐0 

рассматривался как варьируемый. Значение Δa𝑐0  определяли минимизацей целевой 

функции 𝜏LT (уравнение (177)), оно составило Δa𝑐0 = −180.291 ± 4 Дж/(моль·К). 

𝜏LT = ∑ (
ln𝐾𝑎

(HDL)
(Δa𝑐0, 𝑇) − ln𝐾𝑎

(HKF)
(𝑇)

ln 𝐾𝑎
(HKF)

(𝑇)
)

2

𝑇=273.15,283.15,…,373.15 К

 (177) 
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где 𝐾𝑎
(HDL)

 – константа кислотности, рассчитанная при помощи низкотемпературной экс-

траполяции (уравнения (80)–(81)), 𝐾𝑎
(HKF)

 – константа кислотности, рассчитанная при по-

мощи (модифицированного) уравнения состояния HKF.  

На Рис. 22 представлены результаты расчёта p𝐾𝑎,2 по уравнению состояния HKF с 

использованием параметров из литературы [428], результат экстраполяции, а также рас-

чёт по уравнению Кнопфа и соавт. [432] при исследованных ими температурах. Как видно, 

уравнение HKF уходит в бесконечность при 228 К, что делает его неприменимым для рас-

чётов в низкотемпературной области. С другой стороны, предложенная в настоящем ис-

следовании процедура экстраполяции согласуется с результатами Кнопфа с соавт. вплоть 

до 200 К в пределах погрешности. Таким образом, можно заключить, что предложенная 

нами процедура пригодна для проведения экстраполяций в низкотемпературную область. 

 
Рисунок 22. Температурная зависимость второй константы кислотности серной кислоты 

при 0.1 МПа, включая низкотемпературную область. Символы без погрешностей – экспе-

риментальные данные: ▲ [435], ■ [436]. Закрашенные круги с погрешностями (⧳) – расчёт 
по уравнению Кнопфа с соавт. [432]. Синяя сплошная линия – расчёт по УС HKF [428], 

чёрная сплошная линия – низкотемпературная экстраполяция с Δa𝑐0 = −180.291 ± 4 
Дж/(моль·К) (настоящая работа). Вертикальная пунктирная линия указывает 228 К. 

Аналогичный расчёт был проведён для первой константы кислотности ортофос-

форной кислоты (уравнения (80)–(81)). Параметр Δa𝑐0 также определяли минимизацией 

целевой функции 𝜏LT, его значение составило Δa𝑐0 = −72.999 ± 5 Дж/(моль·К). Результат 

моделирования представлен на Рис. 23. 



107 

 
Рисунок 23. Температурная зависимость первой константы кислотности ортофосфорной 

кислоты при 0.1 МПа, включая низкотемпературную область. Синяя сплошная линия – 
расчёт по модифицированному уравнению состояния HKF, чёрная сплошная линия – низ-
котемпературная экстраполяция с Δa𝑐0 = −72.999 ± 5  Дж/(моль·К) (настоящая работа). 
Вертикальная пунктирная линия указывает 228 К. 

Для последующих расчётов при температуре ниже 273.15 К было принято решение 

использовать значения p𝐾𝑎,1
(HDL)

, полученные с помощью экстраполяции. Прямое вычис-

ление этих величин требует сравнительно большие расчётные времена, что непринципи-

ально для научных расчётов, но неприемлемо для прикладных задач. В связи с этим тем-

пературная зависимость p𝐾𝑎,1
(HDL)

, полученная по предложенной методике, была аппрокси-

мирована функцией вида: 

p𝐾𝑎,1 = p𝐾𝑎,1
0 − [(𝐻 − 𝐶𝑇0 +

1

2
𝐷𝑇0

2) (
1

𝑇
−
1

𝑇0
) − (𝐶 − 𝐷𝑇0) ln

𝑇

𝑇0
−
1

2
𝐷(𝑇 − 𝑇0)] (178) 

где 𝑇0 = 273.15 К, p𝐾𝑎,1
0 , 𝐻, 𝐶, 𝐷 – эмпирические параметры.  

При этом аппроксимация была выполнена таким образом, чтобы в точке 𝑇0  = 

273.15 К обеспечивалась «сшивка» с уравнением HKF с точностью до первой производной. 

Параметры аппроксимирующего уравнения приведены в Таблице 4. 

Таблица 4. Параметры аппроксимирующего уравнения p𝐾𝑎,1(H₃PO₄) при 𝑇 < 273.15 К. 

p𝐾𝑎,1
0  𝐻 𝐶 𝐷 

2.0478 271.4319 5.078722 –1.740713·10⁻³ 
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5.2 Моделирование водно-солевых систем 

Результаты, представленные в данном разделе, частично изложены в работах 

[415,422,437].10 Полученные в настоящей работе параметры моделей жидкой и твёрдых фаз 

представлены в Приложении М. Нонвариантные точки равновесия в двухкомпонентных 

системах приведены в Приложении Н. 

5.2.1 Система H₂O – H₃PO₄ 

Свойства раствора при 298.15 К. Важным фактором, облегчающим моделирова-

ние растворов ортофосфорной кислоты, является наличие обширных экспериментальных 

данных по термодинамическим свойствам жидкой фазы вблизи 298.15 К, охватывающих 

широкий диапазон концентраций. За исключением данных Каблукова и Загвоздкина 

[127], все имеющиеся сведения об активностях воды демонстрируют отличное согласие 

между собой. Особое значение имеют результаты Элмора с соавт. [122], которые смогли 

определить изопиестические концентрации пересыщенных растворов серной и ортофос-

форной кислот вплоть до 80 мол. % H₃PO₄ (217.4 моль/кг). Однако в исходной работе ав-

торы не смогли рекомендовать значения осмотических коэффициентов для области высо-

ких концентраций H₃PO₄ (выше 57 мол. %), поскольку на тот момент не было возможности 

рассчитать активность в растворах H₂SO₄ выше 22 моль/кг. В настоящее время эта про-

блема устранена: используя модель Фризе и Эбеля [438] для системы H₂O – H₂SO₄, мы рас-

считали недостающие значения 𝜙, что позволило расширить диапазон доступных данных 

до 80 мол. %. 

На Рис. 24 представлены результаты моделирования осмотического коэффициента 

и среднеионной активности при 298.15 К. Видно, что модель Фризе и Эбеля позволяет про-

гнозировать значения 𝜙′ в области пересыщенных растворов (○, Рис. 24). 

                                                      
10 При подготовке данного раздела диссертации использованы следующие публикации, выполненные 

автором в соавторстве, в которых, согласно пп. 2.2 – 2.5 Положения о присуждении учёных степеней в 

МГУ имени М.В. Ломоносова, отражены основные результаты, положения и выводы исследований: 

Thermodynamics of alkali metal orthophosphate water-salt systems. I. Dissociation constants and the H₂O – 

K₃PO₄ system: Experimental study and modeling / A. A. Novikov, Y. Luo, S. V. Kurdakova [et al.] // Journal of 

Molecular Liquids. – 2024. – Vol. 401. – P. 124614 (вклад Новикова А. А. составил 70%); 

Thermodynamic Properties of H₂O–Na₃PO₄ and H₂O–Na₃PO₄–K₃PO₄ Systems: Experimental Study and Mod-

eling / A. A. Novikov, Y. Luo, S. V. Kurdakova [et al.] // Journal of Chemical & Engineering Data. – 2025. – Vol. 

70. – № 3. – P. 1215–1230. Подготовка полученных результатов проводилась совместно с соавторами, при-

чём вклад Новикова А. А. составил 70%; 

Novikov, A. A. Thermodynamic Modeling of the H₂O–Na⁺, K⁺ || HPO₄²⁻, PO₄³⁻ System / A. A. Novikov, N. 

Kovalenko, I. A. Uspenskaya // Journal of Chemical & Engineering Data. – 2025. – Vol. 70. – № 9. – P. 3638–

3655. Подготовка полученных результатов проводилась совместно с соавторами, причём вклад Нови-

кова А. А. составил 80%. 
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(а) (б) 

Рисунок 24. (a) Практический осмотический коэффициент (𝜈 = 2) и (б) среднеионный ко-
эффициент активности в растворе H₃PO₄ при 298.15 К. Символы – экспериментальные 
данные: (a) + [127], ○ [122], × [106], □ [123]; (б) □ [129], ▽ [130]. Сплошная линия – расчёт, 
пунктирная линия – расчёт для пересыщенного раствора (настоящая работа). Красным 

цветом выделены выпадающие данные Каблукова и Загвоздкина [127]. 

Помимо этого, поскольку линия кристаллизации чистой H₃PO₄ была привязана к 

её параметрам плавления, стало возможным с помощью стандартных криоскопических 

соотношений рассчитать активность 𝑎H3PO4 
в диапазоне от 77 до 100 мол. % при темпера-

турах 298–315 К. Таким образом удалось получить набор данных, охватывающий весь диа-

пазон от 0 до 100 мол. % вблизи 298.15 К. 

Твердожидкостные равновесия при умеренных температурах (240–315 К). 

При описании фазовых равновесий из рассмотрения были исключены данные при  

𝑥 > 67 мол. %, относящиеся к «стабильному равновесию» (см. параграф 2.2.2). Анализ огра-

ничивался данными, для которых ожидались низкие степени конденсации H₃PO₄. 

При описании линии льда были использованы все доступные данные, за исключе-

нием представленных в шкале молярностей. Несмотря на включение в оптимизацию как 

данных Жирана [109], так и данных Бакера и Кадами [105], при низких температурах мо-

дель значительно лучше согласуется с последними (Рис. 25). Предварительные вычисле-

ния показали, что воспроизведение низкотемпературных результатов Жирана [109] воз-

можно только за счёт существенного ухудшения описания температурной зависимости ак-

тивностей (𝑎1). Поскольку других криоскопических данных ниже 240 К не имеется, то в 

этой области модель в основном опирается на экстраполяцию из высокотемпературной 

области. 
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Рисунок 25. Фрагмент фазовой диаграммы H₂O – H₃PO₄. Символы – экспериментальные 

данные: ○ [105], ▽ [114], △ [113], ◁ [103], ▷ [110], □ [104], + [109], × [111], [107],  

▲ [115], ■ [102], ◆ [94], ● [106], ▼ [439], ▲ [89], ◀ [90], ▶ [91]. Линия – расчёт по модели 

PSC (настоящая работа). Надписи указывают фазовый состав: L – жидкая фаза, I – H₂O(лёд), 
H – H₃PO₄·½H₂O, A – H₃PO₄(крист.). 

Гемигидрат (H₃PO₄·½H₂O) плавится конгруэнтно. Рассчитанная температура плав-

ления составляет 302.45 К, что хорошо согласуется с данными [92]. Обе ветви плавления 

гемигидрата должны описываться единой температурной зависимостью 

ln 𝐾𝑆𝑃(H3PO4·½H2O)(𝑇). Это позволяет проверить согласованность различных эксперимен-

тальных данных с моделью по степени наложения обеих ветвей на единую зависимость 

ln 𝐾𝑆𝑃(H3PO4·½H2O)(𝑇). Из всех работ, в которых исследованы обе ветви кристаллизации 

H₃PO₄·½H₂O, только данные Бассетта [114] удовлетворяют этому условию. В связи с этим 

данные Бассетта, а также результаты, согласующиеся с ними в области 𝑥 < 67 мол. %, рас-

сматривались как наиболее надёжные. К ним относятся результаты работ [105] и, ча-

стично, [109]. Для [89,90] характерна заниженная растворимость гемигидрата, хотя до 

240 К эти работы хорошо согласуются между собой и с результатами моделирования. 
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Линия кристаллизации H₃PO₄. Для расчётов параметров плавления H₃PO₄ необ-

ходимы значения стандартных функций образования H₃PO₄ в твёрдом и жидком состоя-

ниях. Значения, рекомендуемые в справочниках NBS и ТКВ, очень близки. Для расчётов 

были выбраны значения ТКВ. Теплоёмкость кристаллической H₃PO₄ при 298.15 К и выше 

не была измерена экспериментально. В связи с этим, данные Игана и Уэйкфилда [92] в 

диапазоне 10–275 К были аппроксимированы моделью Воронина–Куценка (Рис. 26). Рас-

хождение модели и эксперимента не превышает 1%, параметры модели представлены в 

Приложении М. 

 
Рисунок 26. Теплоёмкость кристаллической ортофосфорной кислоты. Символы – экспери-
ментальные данные [92]. Красным цветом выделены значения, полученные в [92] при по-
мощи линейной экстраполяции. Линия – расчёт по модели Воронина–Куценка (настоя-

щая работа). 

Теплоёмкость жидкой H₃PO₄ была получена из данных Лаффа [101] по процедуре, 

описанной в параграфе 3.4.2. 

Для кристаллической H₃PO₄ известны стандартные энтальпия и энергия Гиббса об-

разования, для жидкой H₃PO₄ – только энтальпия образования. В связи с этим, при опи-

сании параметра стабильности необходим один варьируемый параметр, в качестве кото-

рого использовалась формальная температура плавления «чистой» H₃PO₄ (𝑇𝑚). Реальная 

температура плавления несколько ниже из-за самодиссоциации жидкой H₃PO₄. 

Стандартная энергия Гиббса образования жидкой H₃PO₄ рассчитывалась из усло-

вия равенства энергий Гиббса при 𝑇 = 𝑇𝑚 и температурных зависимостей теплоёмкостей. 

Рекомендованные для расчётов значения стандартных термодинамических функций при-

ведены в Таблице 5. Формальная температура плавления определена как 𝑇𝑚 = 315.606 К 

(реальная температура равна 314.76 К). 
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Таблица 5. Стандартные термодинамический функции ортофосфорной кислоты в кри-

сталлическом и жидком состояниях. 

Фаза Δ𝑓𝐺298.15 К
⚬ , кДж/моль Δ𝑓𝐻298.15 К

⚬ , кДж/моль 𝑆298.15 К
⚬ , Дж/(моль·К) 

H₃PO₄(cryst) -1119.107 а -1279.048 а 126.679 б 

H₃PO₄(liq) -1118.351 в -1266.078 а 167.646 в 

а Значение из справочника Термические Константы Веществ [12]. 
б Рассчитано по модели Воронина–Куценка. 
в Рассчитано из равенства энергий Гиббса при 𝑇𝑚 = 315.606 К. 

 

Парожидкостные равновесия. Предложенная нами модель описывает актив-

ность воды в широком диапазоне условий, вплоть до температуры кипения растворов при 

0.101325 МПа. С учётом погрешности измерений давления пара, модель демонстрирует 

удовлетворительную точность в широком интервале составов и температур. Как и ожида-

лось (см. параграф 3.4.3), наибольшие расхождения между экспериментальными дан-

ными и расчётами наблюдаются в области сильно концентрированных растворов. По-

скольку модель построена в предположении отсутствия реакции конденсации H₃PO₄, она 

неизбежно занижает активность воды (𝑎1) при 𝑥H3PO4
→ 1 (Рис. 27). 

 
Рисунок 27. Сравнение экспериментальных (exp) и расчётных (calc) значений активности 

воды в растворах H₃PO₄. Символы – экспериментальные данные: × [124], + [122], △ [106], 
▽ [123], ☆ [120], ◻ [103], ◁ [102], ▷ [119], ◊ [126], ○ [93]. Расчёт по модели PSC (настоящая 

работа). 
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Это особенно заметно при сравнении расчётных и экспериментальных значений 

𝑎1 в двойной логарифмической шкале (Рис. 27). Экспериментальные значения активности 

воды практически не опускаются ниже 10⁻², поскольку в концентрированных растворах 

H₃PO₄ протекают процессы конденсации с выделением дополнительной H₂O. Притом мо-

дельный расчёт даёт заниженные значения активности, доходящие до порядка 10⁻⁴. 

При моделировании температуры кипения из рассмотрения были исключены дан-

ные Гельбштейна и Тёмкина [104] как ненадёжные. Полученная модель успешно воспро-

изводит линию кипения раствора во всём диапазоне составов (Рис. 28). Исходя из модель-

ных соображений и усреднения литературных данных, в качестве температуры кипения 

чистой жидкой H₃PO₄ при давлении 1 атм было принято значение 528.5 К. 

 
Рисунок 28. Фазовая диаграмма H₂O – H₃PO₄ при 1 атм. Символы – экспериментальные 
данные: ○ [105], ▽ [114], △ [113], ◁ [103], ▷ [110], □ [104], + [109], × [111], [107],  
▲ [115], ■ [102], ◆ [94], ● [106], ▼ [439], ▲ [89], ◀ [90], ▶ [91]. Линия – расчёт по модели 
PSC (настоящая работа). Надписи указывают фазовый состав: L – жидкая фаза, V – пар, I – 

H₂O(лёд), H – H₃PO₄·½H₂O, A – H₃PO₄(крист.). 
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Кислотно-основные равновесия. Расчётные исследования показывают [66,67], 

что без введения в модель димера H₅P₂O₈⁻ невозможно с высокой точностью воспроизве-

сти кислотно-основные равновесия в растворах ортофосфорной кислоты. Поскольку в 

рамках настоящей работы ставилась задача построить упрощённую модель без учёта 

H₅P₂O₈⁻, данные по кислотно-основным равновесиям не использовались при оптимиза-

ции параметров. 

Тем не менее, хотя полного количественного соответствия между расчётными и 

экспериментальными данными нет, при сопоставлении значений степени диссоциации 

H₃PO₄ с расчётными результатами можно отметить качественное согласие в характере за-

висимости (Рис. 29а). По мере увеличения концентрации величина 𝛼 проходит через ми-

нимум, затем максимум и далее уменьшается при приближении к чистой H₃PO₄. Анало-

гичная зависимость наблюдается для второй ступени диссоциации H₂SO₄. 

  

(a) (б) 

Рисунок 29. (а) Степень диссоциации H₃PO₄ и (б) показатель кислотности pH в растворах 

H₃PO₄ при 298.15 К. Символы – экспериментальные данные: (a) + [61], ○ [62], × [38],  
□ [136], ▽ [93], ▷ [94], △ [135]; (б) + [61], ○ [132], × [133], □ [131]. Сплошная линия – 

расчёт, пунктирная линия – расчёт для пересыщенного раствора (настоящая работа). На 
Рисунке (а) цвета отображают разные группы данных: синий – большая часть данных, 
красный – результаты работы [135], подвергавшейся критике за неточную интерпретацию 

спектральных данных, и результаты [132], получение в приближении, что H₅P₂O₈⁻ не об-

разуется, зелёный – данные [93] при 333.15 К. 

Как и ожидалось (см. параграф 3.4.3), модель завышает значения pH по сравнению 

с измерениями, выполненными с использованием стандартного водородного электрода 
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(Рис. 29б). Однако примечательно, что, несмотря на невысокое качество описания pH, мо-

дель с высокой точностью воспроизводит среднеионный коэффициент активности 𝛾± 

(Рис. 24б). 

5.2.2 Системы на основе солей натрия 

Система H₂O – NaH₂PO₄. При построении модели использовались значения рас-

творимости, рекомендованные справочником SDS. Поскольку значения SDS ограничены 

температурой 356.15 К, были привлечены дополнительные литературные данные, охваты-

вающие диапазон до 420.15 К. С учётом разброса экспериментальных данных, полученная 

модель обеспечивает удовлетворительное описание фазовых равновесий в системе (Рис. 

30). Благодаря наличию согласованных значений активности в широком температурном 

диапазоне удалось разработать модель, описывающую осмотические коэффициенты 

вплоть до 443.15 К (Рис. 31). Это, в свою очередь, обеспечивает достаточно надёжное пред-

сказание линии кипения, несмотря на отсутствие прямых эбуллиоскопических данных. 

Также модель хорошо воспроизводит значения pH и калорические свойства вблизи 

298.15 К. 

 
Рисунок 30. Фазовая диаграмма H₂O – NaH₂PO₄. Символы – экспериментальные данные:  
○ [8], △ [184], ▽ [440], □ [195], ◊ [441], ◁ [442], ▷ [145], ☆ [163]. Линия – расчёт (насто-

ящая работа). Надписи указывают фазовый состав: L – жидкая фаза, V – пар, Na₁nw – 
NaH₂PO₄·nH₂O. 
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(a) (б) 

Рисунок 31. (а) Практический осмотический коэффициент при 298.15, 313.15, 333.15, 
373.15, 383.15, 413.15 и 443.15 К (сверху вниз) и (б) показатель кислотности pH при 298.15 К 
в растворах NaH₂PO₄. Символы – экспериментальные данные: (а) + [443], × [152], ☆ [72],  
◁ [147], ▽ [149], ▷ [1], △ [124], □ [155], ○ [156]; (б) ○ [85], □ [157]. Линии – расчёт (насто-
ящая работа). Для наглядности данные смещены на (𝑇 − 298.15)/200 по вертикали. 

Система H₂O – Na₂HPO₄. Гидраты Na₂HPO₄·nH₂O представляют интерес как теп-

лоаккумулирующие материал, поэтому особое внимание уделяется их температурам плав-

ления. Данные для дигидрата и гептагидрата согласуются между собой и с модельным 

описанием, для додекагидрата большинство источников указывают 308.3 K, что близко к 

расчётному значению 308.2 К (см. Приложение Н). Активность воды при 298.15 К и темпе-

ратурная зависимость растворимости также воспроизводятся с высокой точностью  

(Рис. 32). 
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(a) (б) 

Рисунок 32. Фазовая диаграмма H₂O – Na₂HPO₄. Символы – экспериментальные данные: 
◊ [162], ▷ [163], ◁ [164], □ [165], × [166], + [118], ○ [8], △ [168], ▽ [167]. Линия – расчёт 
(настоящая работа). Надписи указывают фазовый состав: L – жидкая фаза, V – пар, Na₂nw 
– Na₂HPO₄·nH₂O. 

Растворимость Na₂HPO₄ резко возрастает с температурой: от 0.82 моль/кг при 298.15 

К до 7.19 моль при 373.15 К, что делает особенно ценными высокотемпературные данные 

для высоких концентраций. Помимо работы Тамманна, обладающей невысокой точно-

стью, есть только две работы: Холмса с соавт. [156] (383.15–523.15 K) и Абуфариса Эль-

Алауи с соавт. [172] (313.15–353.15 K), результаты которых противоречат друг другу (см. 

Рис. 33). Абуфарисом Эль-Алауи с соавт. для растворов Na₂HPO₄ был получен аномально 

резкий рост между 298.15 и 313.15 K, который не продолжается при дальнейшем увеличе-

нии температуры и не согласуется с данными Тамманна при 373.15 К и эбуллиоскопией 

(см. Рис. 33). Такое поведение необычно для осмотических коэффициентов и не может 

быть воспроизведено моделью с реалистичными параметрами. Напротив, данные Холмса 

с соавт. лишены этих недостатков.  

В связи с этим, нами были использованы только данные Холмса и соавт. Поскольку 

область применимости модели ограничена температурами до ~378 K, в оптимизацию 

были включены только данные при 383 и 413 К, с пониженным статистическим весом. 
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(a) (б) 

Рисунок 33. Сравнение литературных данных по осмотическим коэффициентами в рас-
творах Na₂HPO₄ при 298.15 и 373.15 К с данными из работ (а) Абуфариса Эль-Алауи с соавт. 

[172] (▷) и (б) Холмса с соавт. [156] (△). Символы – экспериментальные данные: ◁ [151], 
☆ [171], ○ [147], □ [149], ◊ [1], ▽ [124], + [168], × [167]. Линия добавлены для наглядности. 
Цвета указывают температуры. 

Расчёты при 298.15 К согласуются с экспериментальными значениями pH, приве-

дёнными в работах [54] и [158], но не совпадают с измеренными в [85] и [157] (Рис. 34). 

Предсказания модели для холодных растворов согласуются с измерениями Окады и соавт. 

[158] вплоть до температуры замерзания. Энтальпия разбавления, измеренная Милльеро 

при 303.15 К [139], воспроизводится моделью. Данные по теплоёмкости растворов [159] и 

расплава Na₂HPO₄·12H₂O также согласуются с расчётами [174]. 

 
Рисунок 34. pH растворов Na₂HPO₄ при 298.15 К. Символы – экспериментальные данные: 
■ [158], × [54], ○ [85], △ [157]. Линии – расчёт (настоящая работа). 
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Система H₂O – Na₃PO₄ – NaOH. Моделирование фазовых равновесий осложня-

лось наличием твёрдого раствора Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH (ψ-Na₃PO₄·12H₂O), содержащего 

NaOH, что влияет на растворимость фаз. Для учёта этого эффекта рассмотрена система 

H₂O – Na₃PO₄ – NaOH с ограничением концентрации NaOH до 5 моль/кг, чтобы обеспе-

чить точность описания термодинамических свойств раствора и растворимости фосфатов 

натрия. Моделирование показало, что фазовые границы Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH удовлетво-

рительно описываются моделью идеального ионного твёрдого раствора внедрения: 

𝐾𝑆𝑃(Na3PO4 · 12H2O) =
𝑎K+
3 𝑎PO4

3−𝑎1
12

(1 − 𝜃)
𝛽

 (179) 

𝐾𝑆𝑃
𝑑 (NaOH) = 𝑎Na+𝑎OH−

(1 − 𝜃)
2

𝜃2
 (180) 

Для достижения более точного согласия с экспериментом и учёта сильного влия-

ния анионов OH⁻ на растворимость гидратов фосфата натрия в модели был использован 

редко применяемый параметр PSC для четвертичных межионных взаимодействий 

𝑋PO4
3−,HPO4

2−,OH−,Na+. Содержание NaOH в коммерческих образцах ψ-Na₃PO₄·12H₂O обычно 

близко к 0.22 или 0.13. Для расчётов использовано n = 0.20, за исключением данных по 

метастабильному плавлению [303] и данных [195,196] по двухкомпонентному сечению си-

стемы (n = 0.00). Отдельно отметим, что результаты [195,196] при 333.15 К содержат опе-

чатку: интерполяция даёт 2.84 моль/кг вместо рекомендованного 3.31 моль/кг. При этом 

концентрации фосфата пересчитывались с учётом щёлочи (см. Приложение И). 

Модель воспроизводит растворимости фаз в трёхкомпонентной системе до 

353.15 K, но неважно описывает устойчивость гекса- и полугидрата из-за нехватки данных 

при высоких температурах (Рис. 35). Экспериментальные значения активности воды зави-

сят от содержания NaOH. В зависимости от способа приготовления растворов, данным из 

разных работ сопоставлялись различные значения n. Для новых данных [415] использо-

вано n = 0.133, полученное химическим анализом. Рассчитанная степень гидролиза ани-

она PO₄³⁻ согласуется со спектроскопическими данными и pH.  

Калорические данные ограничены низкими концентрациями. Нам не удалось по-

лучить параметры, которые могли бы одновременно с высокой точностью описать актив-

ности, энтальпии и теплоёмкости. Модель с невысокой точностью воспроизводит энталь-

пии разбавления при высоких концентрациях, при этом описывает теплоёмкость, демон-

стрируя выраженный релаксационный эффект (Рис. 36). 
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(a) (б) 

 
(в) (г) 

 
(д) (е) 

Рисунок 35. Изотермические сечения фазовой диаграммы H₂O – Na₃PO₄ – NaOH при 

(а) 293.15, (б) 298.15, (в) 323.15, (г) 333.15, (д) 353.15, (е) 373.15 К. Символы – эксперимен-

тальные данные: ○ [195,196], ◊ [181], □ [198], ◁ [182], △ [197], ▽ [202]. Цвета обозначают 
твёрдые фазы: синий – Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH, зелёный – Na₃PO₄·8H₂O, красный – 
Na₃PO₄·6H₂O, фиолетовый – Na₃PO₄·½H₂O. Линии – расчёт (настоящая работа). Сплош-

ные линии – растворимость и конноды. Пунктирные линии соответствуют максималь-

ному возможному содержанию NaOH в Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH. Синие пунктирные линии 
– конноды, соединяющие составы насыщенных водные растворы и твёрдых растворов. 

Надписи и цвета указывают, какая твёрдая фаза находится в равновесии с раствором: 
Na₃nw – Na₃PO₄·nH₂O, ψNa₃12w – Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH. 
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(а) (б) 

Рисунок 36. (а) Энтальпии разбавления и (б) кажущаяся теплоёмкость растворённого ве-
щества растворов Na₃PO₄ при 298.15 К. Символы – экспериментальные данные: ○ [27], 

□ [19], △ [139]. На Рисунке (а) сопоставлены экспериментальные и расчётные значения 
(настоящая работа) энтальпий разбавления. На Рисунке (б) чёрная линия – результат рас-
чёта (настоящая работа). 

Система H₂O – NaH₂PO₄ – Na₂HPO₄. Данные по активностям в рассматриваемой 

системе относятся к области низких концентраций [2], где свойства раствора в основном 

определяются парными параметрами взаимодействий. Следует отметить, что эти данные 

демонстрируют очень хорошее согласие с предсказаниями модели. Также хорошо воспро-

изводятся моделью и фазовые равновесия. Для отдельных полей диаграммы наблюдаются 

отклонения, часть которых может быть объяснена расхождением между данными Уэндроу 

и Кобе [195,196] по трёхкомпонентной системе и данными по растворимости в двухкомпо-

нентных подсистемах. Тем не менее, в среднем величина отклонений не превышает стан-

дартной погрешности моделирования. 

В системе образуются две смешанные соли. Каждая из них наблюдалась экспери-

ментально при двух температурах: соль 2NaH₂PO₄·Na₂HPO₄·2H₂O при 298.15 и 313.15 К, а 

соль NaH₂PO₄·Na₂HPO₄ при 333.15 и 373.15 К. Это позволяет определить температурную 

зависимость термодинамического произведения растворимости 𝐾𝑆𝑃(𝑇)  для каждой из 

этих фаз. На основе этих зависимостей можно построить всю диаграмму в интервале от 

273.15 до 373.15 К без привлечения дополнительных оценок. Данное обстоятельство вы-

годно отличает систему на основе ортофосфатов натрия от её аналога, содержащего соли 

калия. 
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(а) 

 
(б) 

Рисунок 37. Изотермические сечения диаграммы растворимости системы H₂O – NaH₂PO₄ 
– Na₂HPO₄ при (а) 298.15 и (б) 333.15 К. Символы – экспериментальные данные: ○ 

[195,196], □ [202]. Линии – расчёт (настоящая работа). Надписи и цвета указывают, какая 

твёрдая фаза находится в равновесии с раствором: Na₁nw – NaH₂PO₄·nH₂O, Na₂nw – 
Na₂HPO₄·nH₂O, 2Na₁Na₂2w – 2NaH₂PO₄·Na₂HPO₄·2H₂O, Na₁Na₂0w – NaH₂PO₄·Na₂HPO₄. 

Система H₂O – Na₂HPO₄ – Na₃PO₄. Как видно из Рис. 38, при 298.15 К модель точно 

описывает границу кристаллизации Na₂HPO₄·12H₂O, менее точно – кривую 

Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH. Литературные данные указывают на почти линейную границу 
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кристаллизации этой фазы в координатах моляльностей, тогда как модель предсказывает 

наличие кривизны. Несовпадение может быть связано с ограниченной точностью описа-

ния активности NaOH (𝑎Na+𝑎OH−) или твёрдого раствора внедрения. Тем не менее резуль-

тат можно считать удовлетворительным: среднее отклонение растворимости сопоставимо 

с другими фазами тройной системы. 

 
(а) 

  
(б) (в) 

Рисунок 38. Изотермические сечения диаграммы растворимости системы H₂O – Na₂HPO₄ 
– Na₃PO₄ при (а) 298.15, 313.15, 333.15 К, (б) 353.15 К и (в) 373.15 К. Символы – эксперимен-
тальные данные: ○ [195,196], □ [202], △ [197]. Линии – расчёт (настоящая работа). 

Надписи и цвета указывают, какая твёрдая фаза находится в равновесии с раствором: 

Na₂nw – Na₂HPO₄·nH₂O, Na₃nw – Na₃PO₄·nH₂O. 
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Данные при повышенных температурах (до 373.15 К) приведены только у Уэндроу 

и Кобе [195,196], однако полученными ими значения растворимости выше 333.15 К не со-

гласуются с растворимостью в двухкомпонентной подсистеме H₂O – Na₂HPO₄. Смещение 

не является систематическим и отличается для разных температур. Построенная нами мо-

дель для H₂O – Na₃PO₄ во многом основана на данных Уэндроу и Кобе, что обеспечивает 

удовлетворительное воспроизведение линий кристаллизации Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH и 

Na₃PO₄·nH₂O. Однако расхождения с данными по H₂O – Na₂HPO₄ вызывают сдвиг рассчи-

танных линий Na₂HPO₄·2H₂O и Na₂HPO₄ в сторону большей растворимости, демонстри-

руя при этом качественное согласие с общими тенденциями. 

Единственный источник данных об активности – изопиестические измерения 

Скэтчарда и Брекенриджа [151] при 298.15 К для растворов с Na₂HPO₄/Na₃PO₄ = 0.9–1.0 и 

𝐼𝑚 до ~3.9 моль/кг. Подбор параметров, удовлетворяющий этим данным и растворимости, 

оказался затруднительным. Итоговая модель слегка занижает активность воды, но откло-

нения не превышают 0.1% для 𝑎1 и 6.1% для 𝜙′. 

5.2.3 Системы на основе солей калия 

Система H₂O – KH₂PO₄. Модельное описание фазовых равновесий демонстрирует 

хорошее согласие с экспериментальными данными во всём диапазоне температур. В част-

ности, рассчитанные координаты точки кипения насыщенного раствора (7.8 моль/кг, 

377.5 К) находятся в удовлетворительном согласии с литературными значениями (8.2 

моль/кг, 378.3 К) [8] (Рис. 39). 

Наличие экспериментальных данных по активности воды в широком температур-

ном диапазоне позволило построить согласованное описание свойств раствора до 

443.15 К. При этом модель также корректно воспроизводит значения pH. Особенностью 

данной системы является то, что она является единственной водно-солевой системой, для 

которой измерены теплоёмкости растворов более чем для двух температур [220]. Разрабо-

танная модель успешно описывает литературные данные в диапазоне от 298.15 до 348.15 

К (Рис. 40). Кроме того, энтальпии разбавления также воспроизводятся с хорошей точно-

стью. 
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Рисунок 39. Фазовая диаграмма H₂O – KH₂PO₄. Символы – экспериментальные данные:  
○ [8], △ [211,212], ▽ [210], ◁ [209], ▷ [163], □ [162], ◊ [118,444]. Линия – расчёт (настоя-
щая работа). Надписи и цвета указывают, какая твёрдая фаза находится в равновесии с 

раствором. 

 
Рисунок 40. Теплоёмкость растворов KH₂PO₄ при 298.15, 323.25 и 348.15 К (снизу вверх). 
Символы – экспериментальные данные: + [219], × [220]. Линия – расчёт (настоящая ра-
бота). Для наглядности графики смещён на +0.1 при 323.15 К и на +0.2 при 348.15 К. 
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Система H₂O – K₂HPO₄. В условиях отсутствия надёжных термодинамических 

данных для растворов при высоких T и концентрациях была разработана модель раство-

рения безводного K₂HPO₄. Для частиц в растворе использовано уравнение HKF, для кри-

сталла – модель Воронина–Куценка на основе данных Лаффа и Рида [221] по теплоёмко-

сти. 

Теплоёмкость твёрдой фазы описана комбинацией пяти функций Планка–Эйн-

штейна. Модель воспроизводит литературные данные с высокой точностью: отклонения 

не превышают 0.4% при 𝑇 > 50 K, меньше 1% в диапазоне 14–50 К и не превышают 20% при 

более низких 𝑇. Данные Лаффа и Рида ограничены 316 K, но линейная зависимость теп-

лоёмкости выше 200 К позволяет экстраполировать её в пределах исследуемого диапазона 

температур. Для согласования вычислений величина Δ𝑓𝐺298.15К
⚬ (K2HPO4) оптимизирова-

лась как подгоночный коэффициент по растворимости K₂HPO₄. Полученные значения 

функций при 298.15 К оказались промежуточными между ТКВ и NBS, рассчитанная эн-

тальпия образования близка к значению, рекомендованному в обзоре Виелларда и Тарди 

[266] (Таблица 6). 

Таблица 6. Стандартные термодинамические функции моногидрофосфата калия  

Δ𝑓𝐻298.15 К
⚬ , 

кДж/моль 

Δ𝑓𝐺298.15 К
⚬ , 

кДж/моль 

𝑆298.15 К
⚬ , 

Дж/(моль·К) 
Источник 

-1775.773 -1636.621 179.075 ТКВ [12] 

-1779.90 – – [266] 

-1781.585 -1642.410 182.432 
Оценка по NBS a 

[13,14] 

-1778.577 -1638.376 178.910 Настоящая работа 

a Значения, оценённые на основе значений NBS для стандартных термодинамических 

функций ионов K+ и HPO4
2– и значений ТКВ для функций растворения (Δ𝑠𝑜𝑙Ξ

∞). 
 

Разработанная модель успешно воспроизводит фазовые равновесия, включая мета-

стабильные, в температурном диапазоне до 373.15 К. При более высоких температурах 

наблюдается нехватка достоверных экспериментальных данных. Следует подчеркнуть, 

что отсутствие надёжных высокотемпературных данных по фазовым равновесиям ограни-

чивает точность модели в этой области. Расчёты показывают, что она не способна кор-

ректно экстраполировать поведение системы выше температуры кипения при 1 атм, что 

следует учитывать при её практическом использовании. 
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Данные Ушаровой с соавт. [235] по линии кипения рассматривались как ненадёж-

ные, хотя модель качественно с ними согласуется. Для параметризации выбраны данные 

Холмса (383 и 413 K), обеспечившие лучшее воспроизведение экспериментальных свойств 

и энтальпий разбавления при 298.15 К. Данные Абуфариса Эль-Алауи не использовались, 

причины описаны выше при обсуждении натриевой системы. Модель систематически за-

нижает pH по сравнению с экспериментом при 298.15 K, что, вероятно, связано с непол-

ным учётом химических равновесий, в частности, катион–анионной ассоциации. Калори-

ческие свойства описаны на основе энтальпий из справочника ТКВ. Теплоёмкость жидкой 

фазы оценена по данным Лаффа и Рида для системы H₂O – K₂O – P₂O₅. Модель удовлетво-

рительно воспроизводит калорические данные. 

Система H₂O – K₃PO₄. Модель обеспечивает корректное описание фазовых равно-

весий во всей исследуемой области, включая метастабильные твердожидкостные равно-

весия и линию кипения растворов (Рис. 41). 

Предварительные расчёты показали наличие существенных противоречий между 

литературными данными по активностям воды при 298.15 К и данными, полученными 

методами криоскопии. Попытки воспроизвести линию льда с использованием разумных 

значений параметров оказались безуспешными. Только новые экспериментальные дан-

ные работы [422] согласуются с наблюдаемыми фазовыми равновесиями. С учётом по-

грешности измерений, модель воспроизводит эти данные в диапазоне 288.15–308.15 К, а 

также литературные значения при 323.15–363.15 К (Рис. 42). 

Рассчитанные значения степени гидролиза аниона PO₄³⁻ находятся в хорошем со-

гласии со спектрометрическими результатами. Тем не менее модель систематически за-

нижает значения pH по сравнению с экспериментальными данными, что, вероятно, свя-

зано с недоучётом ассоциативных равновесий в растворе. 
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Рисунок 41. Фазовая диаграмма H₂O – K₂HPO₄. Символы – экспериментальные данные:  

○ [227], □ [238], △ [239], ◊ [196], × [234,244], + [232], ✳ [445], ▷ [214], ◁ [446],  [240], 

☆[229,230], ▽ [241]. Линия – расчёт (настоящая работа). Надписи и цвета указывают, ка-
кая твёрдая фаза находится в равновесии с раствором: I – H₂O(лёд), V – пар, K₃nw – 
K₃PO₄·nH₂O. 

Калорические свойства при 298.15 К воспроизводятся моделью удовлетворительно. 

В течение длительного времени нам не удавалось обнаружить данные Безделя с соавт. 

[241] о теплоёмкостях при повышенных температурах, поэтому исходная параметризация 

проводилась с использованием завышенного значения из работы Аллреда [239]. В резуль-

тате модель несколько завышает теплоёмкости в области высоких температур. 

 

m, моль/кг 
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(a) (б) 

Рисунок 42. (a) Практический осмотический коэффициент при 298.15 К и (б) активность 
воды при 288.15, 293.15, 298.15, 308.15, 323.15, 333.15, 343.15, 353.15, 363.15 К (снизу вверх, 

для наглядности графики смещены на (𝑇 − 298.15)/50) по вертикали. Символы – экспери-
ментальные данные: □ [151], △ [214], + [242], × [227], ○ [238] и ⧳ (новые данные [422]). 
Цвета указывают типы данных: синий и красный – соответственно, использованные и не-
использованные данные по давлению пара и осмотическим коэффициентам, тёмно-си-

ний (символы ×, ○ на (а)) – пересчёт данных криоскопии, зелёный – насыщенные рас-
творы. 

 
Система H₂O – KH₂PO₄ – K₂HPO₄. Одним из ключевых преимуществ термодина-

мического моделирования является возможность косвенного определения вероятных со-

ставов фаз, не установленных экспериментально. Поскольку наклон линии растворимо-

сти определяется как составом соли, так и свойствами раствора, модель жидкой фазы поз-

воляет оценить, какая формула соли лучше согласуется с экспериментальными данными. 

В частности, результаты моделирования показали, что наклон кривой растворимо-

сти смешанной соли при 298.15 К во всех рассмотренных экспериментальных работах 

наилучшим образом соответствует составу KH₂PO₄·K₂HPO₄·3H₂O, эту соль Берг [244] рас-

сматривал как равновесную. В то же время построенная кривая растворимости для 

KH₂PO₄·2K₂HPO₄·H₂O демонстрирует значительно худшее соответствие имеющимся дан-

ным. Таким образом, в рамках настоящего исследования было принято, что при 298.15 К 

равновесной фазой является тригидрат KH₂PO₄·K₂HPO₄·3H₂O. 

Сложность моделирования тригидрата KH₂PO₄·K₂HPO₄·3H₂O заключается в том, 

что из исследованных температур он образуется только при 298.15 К. В связи с этим для 
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произведения растворимости 𝐾𝑆𝑃  невозможно напрямую установить температурную за-

висимость, что ограничивает возможность расчёта фазовых равновесий с его участием 

температурами, близкими к комнатной. 

 
Рисунок 43. Изотермическое сечение диаграммы растворимости H₂O – KH₂PO₄ – K₂HPO₄ 

при 323.15 К. Символы – экспериментальные данные [234]. Линии – расчёт (настоящая 

работа). Сплошные линии – равновесная растворимость, пунктирные линии – метаста-
бильные равновесия. Надписи и цвета указывают, какая фаза находится в равновесии с 
раствором: K₁0w – KH₂PO₄, K₂0w – K₂HPO₄, K₁K₂2w – KH₂PO₄·K₂HPO₄·2H₂O, K₁3K₂2w – 

KH₂PO₄·3K₂HPO₄·2H₂O. Чёрные точки – точки сонасыщения. 

Ещё более сложная ситуация наблюдается при 323.15 К. При этой температуре Берг 

не смог установить границы фазовых полей, так как наблюдал как метастабильные, так и 

равновесные точки для двух фаз (KH₂PO₄·3K₂HPO₄·2H₂O и KH₂PO₄·K₂HPO₄·2H₂O), кото-

рые накладывались друг на друга. Проведённое нами моделирование показывает, что рав-

новесные составы и наклоны кривых хорошо соответствуют линиям растворимости этих 

двух фаз. Вероятно, обе фазы имеют свои участки равновесного сосуществования с жидкой 

фазой: KH₂PO₄·3K₂HPO₄·2H₂O стабилен в области, где преобладает моногидрофосфат, а 

KH₂PO₄·K₂HPO₄·2H₂O – в области с преобладанием дигидрофосфата. 
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Измерения растворимостей при 348.15 K, выполненные Бургибой и Жуини [230], 

были проведены без независимого установления состава смешанной соли. Авторы при-

няли состав KH₂PO₄·3K₂HPO₄·2H₂O на основании литературных данных. Оптимизация 

параметров с использованием различных формул показала, что наилучшее согласие с экс-

периментальными данными действительно обеспечивает формула 

KH₂PO₄·3K₂HPO₄·2H₂O.  

Таким образом, среди всех смешанных солей только для KH₂PO₄·3K₂HPO₄·2H₂O 

удалось установить температурную зависимость 𝐾𝑆𝑃(𝑇). 

Система H₂O – K₂HPO₄ – K₃PO₄. Данные по твердожидкостным равновесиям хо-

рошо воспроизводятся моделью во всём исследованном диапазоне температур. Для упро-

щения моделирования из процедуры оптимизации были исключены сведения о метаста-

бильных равновесиях (Рис. 44). 

 
Рисунок 44. Изотермические сечения диаграммы растворимости системы H₂O – K₂HPO₄ – 

K₃PO₄ при 273.15, 298.15, 323.15 и 348.15 К. Символы – экспериментальные данные: ▽ 
[251], ○ [244], □ [234], ◊ [247], ▷ [232], △ [229,230]. Линия – расчёт (настоящая работа). 

Надписи и цвета указывают, какая твёрдая фаза находится в равновесии с раствором: K₂nw 
– K₂HPO₄·nH₂O, K₃nw – K₃PO₄·nH₂O. 
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Предсказанная поверхность кипения в трёхкомпонентной системе не согласуется с 

экспериментальными результатами работы [241], достоверность которых вызывает сомне-

ния, поскольку экстраполяция данных на чистый раствор K₂HPO₄ (0 моль/кг K₃PO₄) при-

водит к завышенной на 2 К температуре кипения по сравнению с ожидаемым значением. 

Как и в аналогичной натриевой системе, предсказанные моделью значения прак-

тического осмотического коэффициента занижены относительно низкоконцентрацион-

ных данных Скэтчарда и Брекенриджа [151] при 298.15 К. Отклонение в среднем состав-

ляет 0.2% для 𝑎1 и 5.5% для 𝜙′. 

5.2.4 Системы смешанного типа 

Система H₂O – NaH₂PO₄ – KH₂PO₄. Модель успешно описывает данные по твер-

дожидкостным равновесиям в широком диапазоне температур, включая высокие темпе-

ратуры. В работе Гирича с соавт. [257] приводятся координаты нонвариантной точки ки-

пения сонасащенного растворив, однако они не сходятся с предсказаниями модели. По 

данным Гирича с соавт., температура кипения сонасащенного раствора равна 397.5 К, мо-

дель же предсказывает 400.2 К. Включение данных Гирича с соавт. в параметризацию мо-

дели значительно ухудшает описание растворимостей при других температурах, поэтому 

она была исключена из рассмотрения. Также были исключены из рассмотрения данные 

[148], которые не согласуются с другими данными и не позволяют описать линии раство-

римости. В целом, модель с высокой точность воспроизводит данные по активности воды, 

включая изопиестические измерения, проведённые в широком диапазоне концентра-

ций [258]. 

Система H₂O – Na₂HPO₄ – K₂HPO₄. Полученная модель превосходно воспроизво-

дит данные по фазовым равновесиям в системе, за исключением результатов Лазрака с 

соавт. [261] в области кристаллизации моногидрофосфата калия. Расхождение с литера-

турными данными, вероятно связано с тем, что в ходе эксперимента в области, насыщен-

ной калием, не установилось термодинамическое равновесие, что отмечали сами авторы. 

Модель хорошо согласуется с изопиестическими измерениями Шарге с соавт. [2], 

но систематически не сходится с данными [263]. 

Система H₂O – Na₃PO₄ – K₃PO₄. Ключевым вопросом при моделировании данной 

системы является выбор модели для твёрдых растворов, образующихся на основе струк-

туры K₃PO₄·7H₂O. Расчёты показывают, что применение модели идеального раствора за-
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мещения (случайное распределение ионов Na⁺ и K⁺ по подрешётке катионов) не позво-

ляет удовлетворительно описать фазовые равновесия. Это указывает на необходимость ис-

пользования более адекватной модели. 

В качестве альтернативных подходов были проанализированы модель подрешёточ-

ного регулярного раствора (K1–xNax)₃PO₄·7H₂O и модель «простого» раствора, в которой 

смешение происходит не по подрешёткам, а по формульным единицам  

(K₃PO₄·7H₂O)1–x(Na₃PO₄·7H₂O)x. Несмотря на определённую нефизичность второго под-

хода, он, без применения подгоночных параметров, обеспечивает более точное воспроиз-

ведение экспериментальных данных по сравнению с моделью регулярного раствора, ис-

пользующей эмпирический параметр (Рис. 45).  

  
(а) (б) 

Рисунок 45. Термодинамические произведения растворимости компонентов твёрдых рас-

творов (K1–xNax)₃PO₄·7H₂O на основе K₃PO₄·7H₂O, рассчитанные при 298.15 К в рамках мо-
делей (а) регулярного раствора с параметром 𝛺 = −5.3962 ± 1.5 кДж/моль и (б) простого 

раствора смешения по формульным единицам. Символы – результаты расчёта по моделям 

твёрдых фаз из экспериментальных данных по растворимости и составам насыщенных 
твёрдых фаз [415]. Красная линяя – значение ln 𝐾𝑆𝑃(K3PO4·7H2O)

, полученное из двойной 

подсистемы. Синяя линия – значение ln 𝐾𝑆𝑃(Na3PO4·7H2O)
, полученное усреднением резуль-

татов расчёта. 

На рисунке Рис. 45 показаны «эмпирические» значения произведений растворимо-

сти, рассчитанные из экспериментальных данных (○). Горизонтальные линии соответ-

ствуют значению 𝐾𝑆𝑃  из двухкомпонентной подсистемы для K₃PO₄·7H₂O и усреднённому 

значению 𝐾𝑆𝑃 для Na₃PO₄·7H₂O. В идеальном случае значения 𝐾𝑆𝑃 должны оставаться не-

зависимыми от состава твёрдого раствора (𝑥) и располагаться на этих горизонтальных ли-

ниях. Визуальный анализ данных свидетельствует, что модель смешения по формульным 
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единицам даёт существенно лучшее согласие, это подтверждает и расчёт. Среднее абсо-

лютное относительное отклонение (AARD) ln 𝐾𝑆𝑃(𝑘) для регулярного раствора составляет 

4.4%, а для «простого» раствора – 1.2%; соответствующие значения среднеквадратичного 

относительного отклонения (RMSRD) равны 5.3% и 1.4%. Учитывая отсутствие эмпириче-

ских параметров и более высокую точность, модель «простого» раствора следует рекомен-

довать для описания твёрдых растворов данной системы. 

При совместном описании фазовых равновесий и новых данных по активности 

воды фаз [415] было установлено, что параметры тройных взаимодействий статистически 

незначимы. Модель удовлетворительно описывает данные по 𝑎1. 

5.3 Статистические показатели модели водно-солевой системы 

5.3.1 Общие показатели 

Для оценки надёжности описания водно-солевых систем целесообразно проанали-

зировать распределение отклонений экспериментальных данных от расчётных значений 

модели PSC для водных растворов ортофосфатов натрия и калия. Следует отметить, что 

проведение анализа взвешенных отклонений по уравнению (173) в этом случае затрудни-

тельно и мало информативно, так как оптимизация параметров выполнялась через мно-

жество итераций с использованием вручную подобранных весов. Показатели отклонений 

по растворимости в двухкомпонентных подсистемах также не могут служить индикато-

ром качества модели жидкой фазы, так как параметры описания растворимости (𝐴, 𝐵, 𝐶, 

𝐷) напрямую подбирались для этих подсистем. 

Таким образом, для анализа использовались термодинамические и калорические 

свойства жидкой фазы в двух- и трёхкомпонентных системах, а также произведения рас-

творимости (ln 𝐾𝑆𝑃), рассчитанные в трёхкомпонентных системах, поскольку эти данные 

использовались для подбора параметров модели раствора. На Рис. 46 представлено сопо-

ставление экспериментальных и расчётных значений термодинамических свойств (всего 

1821 точка). 
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Рисунок 46. Сопоставление экспериментальных (Ξexp) и расчётных (Ξcalc) значений тер-
модинамических свойств растворов ортофосфатов натрия и калия, включая 𝑎1, 𝜙

′, 𝛾±, 𝐶𝑝, 

𝐶𝑝,2
𝜙

, Δ𝑑𝑖𝑙𝐻, ln 𝐾𝑆𝑃. 

Поскольку амплитуды значений различных термодинамических свойств суще-

ственно различаются, для анализа использовались отклонения 𝛿𝑖
′ (уравнение (181)): 

𝛿𝑖
′ =

Ξ𝑖
exp

− Ξ𝑖
calc

Ξ
𝑖

exp  (181) 

Однако в ряде случаев это уравнение приводит к завышенной оценке ошибки. В частно-

сти, значения энтальпий разбавления могут проходить через ноль или находиться вблизи 

нуля, что при делении на Δ𝑑𝑖𝑙𝐻𝑖
exp

 вызывает значительное увеличение 𝛿𝑖
′ даже при малых 

абсолютных отклонениях. В связи с этим нами применялась смешанная оценка 𝛿𝑖 по урав-

нению (182), при которой отклонения по данным об энтальпиях разбавления Na₂HPO₄ и 

NaH₂PO₄ из работы [139] и для K₃PO₄ из справочника ТКВ [12] нормировались на среднюю 

величину 〈Δ𝑑𝑖𝑙𝐻
exp〉𝑖 в наборе данных. 
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𝛿𝑖   =

{
 
 

 
 
Ξ𝑖
exp

− Ξ𝑖
calc

Ξ
𝑖

exp , если Ξ ≠ Δ𝑑𝑖𝑙𝐻

Ξ𝑖
exp

− Ξ𝑖
calc

〈Ξexp〉𝑖
, если Ξ = Δ𝑑𝑖𝑙𝐻

 (182) 

где 〈Ξexp〉𝑖 – среднее значение Ξexp по набору данных, к которому принадлежит 𝑖-ая точка, 

то есть по набору данных по данному веществу из данного источника. 

В результате расчётов среднее абсолютное относительное отклонение (AARD) со-

ставило 2.1%, а среднеквадратичное относительное отклонение (RMSRD) составило 7.4%, 

что свидетельствует о высоком качестве описания экспериментальных данных. Коэффи-

циент детерминации модели 𝑅2 = 0.972455. 

AARD =
1

𝑁
∑|𝛿𝑖|
𝑁

𝑖=1

 (183) 

RMSRD =
√

  
 

1

𝑁
∑𝛿𝑖

2
𝑁

𝑖=1

 (184) 

5.3.2 Распределение отклонений и оценка значимости параметров 

Плотность распределения отклонений представлена в форме гистограммы на  

Рис. 47. Проведённый статистический анализ показал, что распределение остатков не под-

чиняется нормальному распределению. При этом оно является симметричным и характе-

ризуется «тяжёлыми хвостами», что типично для задач физического моделирования и 

указывает на наличие отдельных крупных выбросов. Дополнительно установлено, что рас-

пределение может быть удовлетворительно аппроксимировано с использованием обоб-

щённого t-распределения Стьюдента (уравнение (185)) (красная пунктирная линия на 

Рис. 47). 

𝑓(𝑥) =
Γ(
𝜈 + 1
2

)

Γ(
𝜈 + 1
2

)𝜎√𝜋𝜈
(1 +

1

𝜈

(𝑥 − 𝜇)
2

𝜎2
)

−
𝜈+1
2

 (185) 
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Рисунок 47. Распределение отклонений (𝛿𝑖) модели жидкой фазы. Красная пунктирная ли-
ния – обобщённое t-распределение Стьюдента с параметрами 𝜇  = 0.000, 𝜈  = 0.845, 

𝜎 = 0.00421. 

На промежуточных этапах оптимизации и для вспомогательных моделей довери-

тельные интервалы параметров (Δ𝑌 𝑖) рассчитывали при помощи стандартной процедуры, 

основанной на приближении о нормальном распределении отклонений. 

Δ𝑌 𝑖 = 𝑡
1−

𝛼
2
,𝑀
√Cov𝑖𝑖 (186) 

𝐂𝐨𝐯 = 𝑠2(𝐉𝑇𝐉)
−1

 (187) 

J𝑖𝑗 = (
𝜕𝛿𝑖
𝜕𝑌 𝑗

) (188) 

𝑠2 =
∑ 𝛿𝑖

2𝑁

𝑖=1

𝑁 − 𝑃
 (189) 

𝑀 = 𝑁 − 𝑃 (190) 

где 𝑡1−𝛼

2
,𝑀 – квантиль t-распределения со 𝑀 степенями свободы и уровнем значимости 𝛼, 

𝐂𝐨𝐯  – ковариационная матрица, 𝐉  – якобиан отклонений по параметрам модели, 𝑁  – 

число данных, 𝑃 – число параметров модели. 

Тем не менее, данная процедура ведёт к неверным оценкам доверительных интер-

валов в случае, если распределение ошибок сильно отклоняется от нормального распреде-

ления, как в настоящей работе. Поскольку эмпирически найденное распределение 𝛿𝑖 мо-

жет быть описано с помощью обобщённого t-распределения Стьюдента, то можно рассчи-

тать консервативную оценку для доверительных интервалов при помощи уравнения (191). 
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Δ𝑌 𝑖 = 𝑡
1−

𝛼
2
,𝜈√Cov

𝑖𝑖

(𝑡) (191) 

𝐂𝐨𝐯(𝑡) = 𝜎2(𝐉𝑇𝐉)
−1

 (192) 

где 𝜈 и 𝜎 – параметры распределения. 

Однако консервативная оценка доверительных интервалов параметров в данном 

случае является номинальной, поскольку она не учитывает структуру якобиана модели 𝐉. 

Особенность комплексной модели растворов ортофосфатов заключается в том, что раз-

личные наборы параметров распределены по разным подсистемам таким образом, что не-

возможно выделить независимые блоки параметров и данных. В результате параметры 

оказываются взаимозависимыми через сопряжённые системы, в которые они входят. С 

другой стороны, не все параметры участвуют в описании всех систем, что приводит к по-

явлению в якобиане значительных областей со значениями J𝑖𝑗 = 0. Таким образом, яко-

биан, с одной стороны, является плохо обусловленным, а с другой – не может быть приве-

дён к блочно-диагональному виду, чтобы разделить параметры (Рис. 48). 

 
Рисунок 48. «Тепловая карта» якобиана модели 𝐉. Цвет отражает абсолютные значения 
матричных элементов J𝑖𝑗 . Шкала указана на рисунке. Чёрный цвет соответствует 

 J𝑖𝑗 < 10−12 и J𝑖𝑗 = 0. 

Значительные области недообусловленности (J𝑖𝑗 = 0) приводят к неадекватному за-

нижению оценок значимости параметров, поскольку формальная значимость рассчиты-

вается в том числе по влиянию параметра на системы, в которые он не входит. Для того 

чтобы учесть структуру якобиана и получить более корректные доверительные интервалы, 
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была применена оценка с регуляризацией по Тихонову. В этом случае в матрицу 𝐂𝐨𝐯 вво-

дится дополнительный поправочный вклад, содержащий эмпирический параметр регу-

ляризации 𝜆0. 

Δ𝑌 𝑖 = 𝑡
1−

𝛼
2
,𝜈√Coṽ𝑖𝑖 (193) 

𝐂𝐨𝐯̃ = 𝜎2(𝐉𝑇𝐉 + 𝜆0𝐈)
−1

 (194) 

Для снижения вычислительных затрат значение параметра 𝜆0 подбиралось таким 

образом, чтобы выполнялось условие, при котором число обусловленности скорректиро-

ванной обратной матрицы составляло cond((𝐉𝑇𝐉 + 𝜆0𝐈)
−1
)~107. Удовлетворительным ока-

залось значение 𝜆0 = 10−7. В Таблице 7 приведены число значимых параметров, опреде-

лённое с разной степенью надёжности. Учитывая, что из-за сложности процедуры опти-

мизации зачастую на промежуточных шагах оптимизации было допущено сохранение из-

быточного числа параметров, итог не является удивительным. 

Таблица 7. Статистические показатели надёжности полученных параметров модели PSC 
для водно-солевых систем. 

Формула доверительного  

интервала а 

Модель распреде-

ления отклонений 

Число статистиче-

ски значимых пара-

метров из 140 

Δ𝑌 𝑖 = 𝑡
1−

𝛼
2
,𝑀√(𝑠2(𝐉𝑇𝐉)

−1
)
𝑖𝑖

 (186) нормальное 70 (50%) 

Δ𝑌 𝑖 = 𝑡
1−

𝛼
2
,𝜈√(𝜎2(𝐉𝑇𝐉)

−1
)
𝑖𝑖

 (191) t-распределение 94 (67%) 

Δ𝑌 𝑖 = 𝑡
1−

𝛼
2
,𝜈√(𝜎2(𝐉𝑇𝐉 + 𝜆0𝐈)

−1
)
𝑖𝑖

 (193) t-распределение 135 (96%) 

а 𝜈 = 0.845, 𝜎 = 0.00421, 𝜆0 = 10⁻⁷. 

 

Примечательно, что при регуляризации практически все полученные параметры 

статистически значимы. Пять незначимых параметров относятся к различным компонен-

там температурной зависимости разных параметров PSC. Четыре из них относятся к раз-

ным натриевым системам, один – к взаимодействию H₂O–Na⁺–K⁺–HPO₄²⁻. 

Впрочем, следует заметить, что несмотря на статистическую переопределённость 

(«переученность») модели, для неё не было обнаружено никаких аномальных результатов 

или предсказаний.  
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6 Заключение 

В ходе проведённого расчётно-теоретического исследования были получены следу-

ющие основные результаты. 

1. Получены новые значения стандартных объёмов частиц H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻, 

HPO₄²⁻, PO₄³⁻ при бесконечном разбавлении; 

2. Предложено теоретически последовательное расширение уравнения состояния 

Хелгесона–Киркхама–Фловерса, на основе которого получено согласованное 

описание стандартных свойств частиц H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻ в широ-

ком диапазоне температур и давлений; 

3. Построена термодинамически согласованная модель многокомпонентной 

водно-солевой системы H₂O – H⁺, Na⁺, K⁺ || H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻, воспроизво-

дящая свойства жидкой фазы, а также фазовые равновесия с её участием в диа-

пазоне от разбавленных до насыщенных растворов, от замерзания до кипения 

жидкой фазы при стандартном давлении; 

4. Построена термодинамическая модель системы H₂O – H₃PO₄, применимая в 

диапазоне составов от чистой воды до чистой кислоты, от температур замерза-

ния до температуры кипения при стандартном давлении; 

5. Предложены новые наборы стандартных термодинамических свойств при 

298.15 К для виртуальной жидкой H₃PO₄, кристаллических H₃PO₄ и K₂HPO₄; 

при описании последних использована модель Воронина–Куценка; 

6. Предложена физически обоснованная низкотемпературная экстраполяция кон-

стант кислотности p𝐾𝑎,1(H₃PO₄) и p𝐾𝑎,2(H₂SO₄); 

7. Предложено для описания свойства фазы Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH  

(0.00 ≤ n ≤ 0.25) использовать модель идеального ионного твёрдого раствора 

внедрения; получены выражение для функций смешения такого раствора. 

На основе результатов проведённого исследования могут быть сформулированы 

следующие выводы. 

1. Применение модифицированного уравнения состояния Хелгесона–Киркхама–

Фловерса c вкладом для полярных молекул обеспечивает согласованное описа-

ние стандартных свойств частиц H₃PO₄⁰, H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻ в широком диа-

пазоне температур и давлений. 
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2. Учёт особенностей низкотемпературного поведения воды и использование 

адаптированного метода Тонера–Катлинга обеспечивает физически обоснован-

ную экстраполяцию констант кислотности ортофосфорной кислоты (p𝐾𝑎,1) и 

серной кислоты (p𝐾𝑎,2). 

3. Использование модели Питцера–Симонсона–Клегга в сочетании с уравнением 

состояния Хелгесона–Киркхама–Фловерса позволяет воспроизводить термоди-

намические свойства жидкой фазы и фазовые равновесия в системе H₂O – H⁺, 

Na⁺, K⁺ || H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, PO₄³⁻ от разбавленных до насыщенных растворов. 

4. Описание фазовых равновесий в системе H₂O – H₃PO₄ при умеренных темпера-

турах возможно в рамках формализма Питцера–Симонсона–Клегга при допу-

щении низкой скорости конденсации ортофосфорной кислоты. 

Рекомендации и перспективы дальнейшей разработки темы. Дальнейшее 

развитие темы настоящего исследования может осуществляться по нескольким направле-

ниям, основными из которых являются расчётное и экспериментальное. 

С расчётной точки зрения естественным продолжением представленной работы 

является расширение разработанной комплексной модели на более сложные и практиче-

ски значимые системы с большим числом компонентов. Иными словами, речь идёт о 

включении новых компонентов в водно-солевые системы для получения параметров вза-

имодействий модели PSC в рамках методологии, разработанной в настоящем исследова-

нии. В контексте задач, связанных с моделированием процессов производства минераль-

ных удобрений, особый интерес представляют системы с участием нитратов, хлоридов и 

сульфатов натрия и калия, а также растворы с добавлением мочевины. 

Кроме того, для получения согласованного описания водно-солевых систем в ши-

роком диапазоне температур и давлений, совместимого с основными термодинамиче-

скими базами данных, рациональным направлением является уточнение и переоптими-

зация параметров уравнения состояния HKF для ортофосфат-анионов (H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻, 

PO₄³⁻) с использованием конвенциональной 𝑔(HKF)-функции. 

Помимо этого, проведённый литературный обзор и анализ экспериментальных 

данных, в том числе в ходе моделирования, выявил недостаток надёжных эксперимен-

тальных измерений. Несмотря на то, что использование физически обоснованных моде-

лей, основанных на ограниченных надёжных данных, позволяет получать достоверные 

предсказания в условиях отсутствия эксперимента, расчётные оценки не могут заменить 

экспериментальные данные по степени точности и воспроизводимости. В связи с этим, 
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перспективным направлением дальнейшей работы может быть получение новых экспе-

риментальных данных, необходимых для уточнения параметров модели и повышения её 

точности. Наиболее актуальными областями для дальнейшего экспериментального изу-

чения представляются: 

 исследование термодинамических свойств растворов в трёхкомпонентных си-

стемах при 298.15 К и при повышенных температурах; 

 изучение фазовых равновесий в трёхкомпонентных системах при температурах, 

отличных от 298.15 К, в первую очередь для калиевых и смешанных систем (мо-

ногидрофосфат–фосфат); 

 определение термодинамических свойств растворов моногидрофосфатов 

натрия и калия при повышенных температурах; 

 исследование термодинамических свойств растворов фосфатов натрия при раз-

личных содержаниях щёлочи в области повышенных температур; 

 получение данных о калорических свойствах натриевых систем при температу-

рах 298.15 К и выше, а также калиевых систем при температурах выше 298.15 К. 
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9 Приложения 

Приложение А. Модель Питцера–Симонсона–Клегга 

𝐺𝑚
𝑒𝑥 = 𝐺𝑚

𝐷𝐻 + 𝐺𝑚
𝑆 + 𝐺𝑚

𝐻𝑂𝐸 (А.1) 

𝐺𝑚
𝐷𝐻

𝑅𝑇
= −

4𝐴𝑥
𝜌

𝐼𝑥 ln(1 + 𝜌𝐼𝑥
1 2⁄ ) +∑∑𝑥𝑐𝑥𝑎𝐵𝑐𝑎𝑔(𝛼𝑐𝑎𝐼𝑥

1 2⁄ )
𝑎𝑐

+∑∑𝑥𝑐𝑥𝑎𝐵𝑐𝑎
1 𝑔(𝛼𝑐𝑎

1 𝐼𝑥
1 2⁄ )

𝑎𝑐

 (А.2) 

𝐺𝑚
𝑆

𝑅𝑇
= 2∑𝐸𝑎

𝑎

∑ ∑ 𝑥𝑐𝑥𝑐′𝑊 𝑐𝑐′𝑎
𝑐<𝑐′𝑐

+ 2∑𝐸𝑐
𝑐

∑ ∑ 𝑥𝑎𝑥𝑎𝑊 𝑎𝑎′𝑐
𝑎<𝑎′𝑎

+ 2∑𝐸𝑎
𝑎

∑ ∑ 𝑥𝑐𝑥𝑐′
𝑐<𝑐′𝑐

(
𝑥𝑐
𝜈𝑐(𝑎)

−
𝑥𝑐′

𝜈𝑐′(𝑎)
)𝑈 𝑐𝑐′𝑎

+ 2∑𝐸𝑐
𝑐

∑ ∑ 𝑥𝑎𝑥𝑎′
𝑎<𝑎′𝑎

(
𝑥𝑎
𝜈𝑎(𝑐)

−
𝑥𝑎′

𝜈𝑎′(𝑐)
)𝑈𝑎𝑎′𝑐

+
1

𝐹
∑𝑥𝑛
𝑛

∑∑𝐸𝑐𝐸𝑎
𝑧𝑐 + 𝑧𝑎
𝑧𝑐𝑧𝑎

𝑊𝑛𝑐𝑎
𝑎𝑐

+∑𝑥𝑛
𝑛

∑∑𝑥𝑐𝑥𝑎
(𝑧𝑐 + 𝑧𝑎)

2

𝑧𝑐𝑧𝑎
𝑈𝑛𝑐𝑎

𝑎𝑐

+ 4∑𝑥𝑛
2

𝑛

∑∑𝑥𝑐𝑥𝑎𝑉𝑛𝑐𝑎
𝑎𝑐

+ 4∑𝑥𝑛
𝑛

∑𝐸𝑎
𝑎

∑ ∑ 𝑥𝑐𝑥𝑐′𝑄𝑛𝑐𝑐′𝑎
𝑐<𝑐′𝑐

+ 4∑𝑥𝑛
𝑛

∑𝐸𝑐
𝑐

∑ ∑ 𝑥𝑎𝑥𝑎′𝑄𝑛𝑎𝑎′𝑐
𝑎<𝑎′𝑎

+
1

𝐹
∑ ∑ 𝑥𝑛𝑥𝑛′∑∑𝐸𝑐𝐸𝑎

𝑧𝑐 + 𝑧𝑎
𝑧𝑐𝑧𝑎

𝑌 𝑛𝑛′𝑐𝑎
𝑎𝑐𝑛<𝑛′𝑛

+∑𝐸𝑎
𝑎

∑ ∑ ∑𝑥𝑐𝑥𝑐′𝑥𝑐′′𝑋𝑐𝑐′𝑐′′𝑎
𝑐′′ < 𝑐′<  𝑐

+∑𝐸𝑐
𝑐

∑ ∑ ∑𝑥𝑎𝑥𝑎′𝑥𝑎′′𝑋𝑎𝑎′𝑎′′𝑐
𝑎′′ < 𝑎′<  𝑎

+ 𝐹∑ ∑ ∑ ∑ 𝑥𝑐𝑥𝑐′𝑥𝑎𝑥𝑎′𝑍𝑐𝑐′𝑎𝑎′
𝑎<𝑎′𝑎𝑐<𝑐′𝑐

+∑ ∑ 𝑥𝑛𝑥𝑛′(𝑤𝑛𝑛′ + 𝑢𝑛𝑛′(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛′))
𝑛<𝑛′𝑛

+∑ ∑ ∑𝑥𝑛𝑥𝑛′𝑥𝑛′′𝐶𝑛𝑛′𝑛′′

𝑛′′ < 𝑛′<  𝑛

 

(А.3) 

𝐺𝑚
𝐻𝑂𝐸

𝑅𝑇
= 2∑ ∑ 𝑥𝑐𝑥𝑐′𝜗𝑐𝑐′

𝑐<𝑐′𝑐

+ 2∑ ∑ 𝑥𝑎𝑥𝑎′𝜗𝑎𝑎′
𝑎<𝑎′𝑎

 (А.4) 

𝜗𝑖𝑗 =
𝑧𝑖𝑧𝑗
4𝐼𝑥

(𝐽(𝑥𝑖𝑗) −
1

2
𝐽(𝑥𝑖𝑖) −

1

2
𝐽(𝑥𝑗𝑗)) (А.5) 

𝑥𝑖𝑗 = 6𝑧𝑖𝑧𝑗𝐴𝑥𝐼𝑥
1 2⁄  (А.6) 

𝐽(𝜉) =
𝜉

4 + 4.581 · 𝜉−0.7237 exp(−0.012 · 𝜉0.528)
 (А.7) 
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𝐼𝑥 =
1

2
∑𝑥𝑖𝑧𝑖

2

𝑖

 (А.8) 

𝑔(𝜉) =
2(1 − (1 + 𝜉)𝑒−𝜉)

𝜉2
 (А.9) 

𝐸𝑐 =
𝑥𝑐𝑧𝑐

∑ 𝑥𝑐𝑧𝑐𝑐

, 𝐸𝑎 =
𝑥𝑎𝑧𝑎

∑ 𝑥𝑎𝑧𝑎𝑎

 (А.10) 

𝐹 = [
1

2
(∑𝑥𝑐𝑧𝑐

𝑐

+∑𝑥𝑎𝑧𝑎
𝑎

)]
−1

 (А.11) 

𝜈𝑐(𝑎) =
𝑧𝑎

𝑧𝑐 + 𝑧𝑎
, 𝜈𝑎(𝑐) =

𝑧𝑐
𝑧𝑐 + 𝑧𝑎

 (А.12) 

где 𝑐, 𝑎, 𝑛 – индексы катионов, анионов и нейтральных молекул, соответственно; 𝐴𝑥 – па-

раметр Дебая–Хюккеля для шкалы мольных долей; 𝜌, 𝐵𝑐𝑎, 𝛼𝑐𝑎, 𝐵𝑐𝑎
1 , 𝛼𝑐𝑎

1 , 𝑊 𝑐𝑐′𝑎, 𝑊 𝑎𝑎′𝑐, 𝑈 𝑐𝑐′𝑎, 

𝑈𝑎𝑎′𝑐, 𝑊𝑛𝑐𝑎, 𝑈𝑛𝑐𝑎, 𝑉𝑛𝑐𝑎, 𝑄𝑛𝑐𝑐′𝑎, 𝑄𝑛𝑎𝑎′𝑐, 𝑌 𝑛𝑛′𝑐𝑎, 𝑋𝑐𝑐′𝑐′′𝑎, 𝑋𝑎𝑎′𝑎′′𝑐, 𝑍𝑐𝑐′𝑎𝑎′ , 𝑤𝑛𝑛′, 𝑢𝑛𝑛′ , 𝐶𝑛𝑛′𝑛′′ – пара-

метры модели (обычно 𝜌 = 13). 
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Приложение Б. Модифицированное уравнение состояния HKF 

𝑉∞ = 𝑎1 +
𝑎2

𝑝 + 𝛹
+ (𝑎3 +

𝑎4
𝑝 + 𝛹

)
1

𝑇 − 𝛩
− 𝜔𝑛𝑄𝑛 (Б.1) 

𝐶𝑝
∞ = 𝑐1 +

𝑐2

(𝑇 − 𝛩)
2
−

2𝑇

(𝑇 − 𝛩)
3
(𝑎3(𝑝 − 𝑝𝑟) + 𝑎4 ln

𝑝 + 𝛹

𝑝𝑟 + 𝛹
) + 𝜔𝑛𝑇𝑋𝑛 (Б.2) 

𝑆∞ = 𝑆𝑝𝑟,𝑇𝑟
∞ + 𝑐1 ln

𝑇

𝑇𝑟
−
𝑐2
𝛩
[

1

𝑇 − 𝛩
−

1

𝑇𝑟 − 𝛩
+
1

𝛩
ln
𝑇𝑟(𝑇 − 𝛩)

𝑇(𝑇𝑟 − 𝛩)
]

+
1

(𝑇 − 𝛩)
2
(𝑎3(𝑝 − 𝑝𝑟) + 𝑎4 ln

𝑝 + 𝛹

𝑝𝑟 + 𝛹
) + 𝜔𝑛(𝑌 − 𝑌𝑝𝑟,𝑇𝑟) 

(Б.3) 

Δ𝑓𝐻
∞ = Δ𝑓𝐻𝑝𝑟,𝑇𝑟

∞ + 𝑐1(𝑇 − 𝑇𝑟) − 𝑐2 (
1

𝑇 − 𝛩
−

1

𝑇𝑟 − 𝛩
) + 𝑎1(𝑝 − 𝑝𝑟) + 𝑎2 ln

𝑝 + 𝛹

𝑝𝑟 + 𝛹

+
2𝑇 − 𝛩

(𝑇 − 𝛩)
2
(𝑎3(𝑝 − 𝑝𝑟) + 𝑎4 ln

𝑝 + 𝛹

𝑝𝑟 + 𝛹
)

+ 𝜔𝑛(𝑇𝑌 − 𝑇𝑟𝑌𝑝𝑟,𝑇𝑟 + 𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑝𝑟,𝑇𝑟
) 

(Б.4) 

Δ𝑓𝐺
∞ = Δ𝑓𝐺𝑝𝑟,𝑇𝑟

∞ − 𝑆𝑝𝑟,𝑇𝑟
∞ − 𝑐1 (𝑇 ln

𝑇

𝑇𝑟
+ 𝑇𝑟 − 𝑇)

− 𝑐2 ((
1

𝑇 − 𝛩
−

1

𝑇𝑟 − 𝛩
)
𝛩 − 𝑇

𝛩
−
𝑇

𝛩2
ln
𝑇𝑟(𝑇 − 𝛩)

𝑇(𝑇𝑟 − 𝛩)
) + 𝑎1(𝑝 − 𝑝𝑟)

+ 𝑎2 ln
𝑝 + 𝛹

𝑝𝑟 + 𝛹
+

1

𝑇 − 𝛩
(𝑎3(𝑝 − 𝑝𝑟) + 𝑎4 ln

𝑝 + 𝛹

𝑝𝑟 + 𝛹
)

+ 𝜔𝑛(𝑓𝑛 − 𝑓𝑛𝑝𝑟,𝑇𝑟
− 𝑌𝑝𝑟,𝑇𝑟(𝑇 − 𝑇𝑟)) 

(Б.5) 

𝑓𝑛 =
1 − 𝜀

(𝑛 + 1)𝜀 − 𝑛
 (Б.6) 

𝑄𝑛 = −(
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑝

)
𝑇

=
1

((𝑛 + 1)𝜀 − 𝑛)
2
(
𝜕𝜀

𝜕𝑝
)
𝑇

  (Б.7) 

𝑌𝑛 = −(
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑇

)
𝑝
=

1

((𝑛 + 1)𝜀 − 𝑛)
2
(
𝜕𝜀

𝜕𝑇
)
𝑝
  (Б.8) 

𝑋𝑛 = (
𝜕𝑌𝑛
𝜕𝑇

)
𝑝
= −(

𝜕2𝑓𝑛
𝜕𝑇2

)
𝑝

= −
2(𝑛 + 1)

((𝑛 + 1)𝜀 − 𝑛)
3
(
𝜕𝜀

𝜕𝑇
)
𝑝

2

+
1

((𝑛 + 1)𝜀 − 𝑛)
2
(
𝜕2𝜀

𝜕𝑇2
)
𝑝

  (Б.9) 

где 𝛩 = 228 К, 𝛹  = 260 МПа, 𝑇𝑟 = 298.15 К, 𝑝𝑟 = 0.1 МПа, 𝑎𝑖, 𝑐𝑖, 𝜔𝑛 – параметры модели. 
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Приложение В. Уравнение состояния PC-SAFT 

Уравнение состояния PC-SAFT является калорическим уравнением состояния, вы-

ражающим энергию Гельмгольца фазы через естественные переменные. Существуют раз-

личные модификации и вариации данного уравнения состояния. В настоящей работе ис-

пользовалась модификация из работы [404]. Следует иметь ввиду, что [404] допущены не-

значительные опечатки в формулах для дисперсионного вклада (𝐹𝑑𝑖𝑠𝑝) [447]. 

𝑝 =
𝑛𝑅𝑇

𝑉
− (

𝜕𝐹𝑟𝑒𝑠

𝜕𝑉
)
𝑇,𝑛

 (В.1) 

𝐹𝑟𝑒𝑠 = 𝐹 − 𝐹𝑖𝑑 (В.2) 

𝐹𝑟𝑒𝑠 = 𝐹ℎ𝑠 + 𝐹𝑐ℎ𝑎𝑖𝑛 + 𝐹𝑑𝑖𝑠𝑝 + 𝐹𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐 (В.3) 

𝐹ℎ𝑠

𝑛𝑅𝑇
= 𝑚

4𝜂 − 3𝜂2

(1 − 𝜂)
2
  (В.4) 

𝐹𝑐ℎ𝑎𝑖𝑛

𝑛𝑅𝑇
= (1 − 𝑚) ln 𝑔𝑠𝑒𝑔 (В.5) 

𝐹𝑑𝑖𝑠𝑝

𝑛𝑅𝑇
= −2𝜋𝜌𝑚𝑚

2𝜎3
𝜖

𝑘𝑇
𝐼1(𝑚, 𝜂) − 𝜋𝜌𝑚𝑚

3𝜎3(
𝜖

𝑘𝑇
)
2

𝐶1(𝑚, 𝜂)𝐼2(𝑚, 𝜂) (В.6) 

𝐹𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐

𝑛𝑅𝑇
= 4(ln𝑋 −

𝑋

2
+
1

2
) (В.7) 

𝑋 =
−1 +√1 + 8𝜌𝑚Δ

4𝜌𝑚Δ
 (В.8) 

Δ = σ0
3𝑔𝑠𝑒𝑔𝜅AB(exp(

𝜖AB
𝑘𝑇

) − 1) (В.9) 

𝑔𝑠𝑒𝑔 =
1 − 𝜂/2 

(1 − 𝜂)
3
 (В.10) 

𝜂 =
𝜋

6
𝑚𝜌𝑚𝜎

3 (В.11) 

𝐼1(𝑚, 𝜂) = ∑ 𝑎𝑘(𝑚)𝜂
𝑘

6

𝑘=0

, 𝐼2(𝑚, 𝜂) = ∑ 𝑏𝑘(𝑚)𝜂
𝑘

6

𝑘=0

 (В.12) 

𝑎𝑘(𝑚) = 𝑎0𝑘 +
𝑚− 1

𝑚
𝑎1𝑘 +

(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)

𝑚2
𝑎2𝑘 (В.13) 

𝑏𝑘(𝑚) = 𝑏0𝑘 +
𝑚− 1

𝑚
𝑏1𝑘 +

(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)

𝑚2
𝑏2𝑘 (В.14) 

𝐶1(𝑚, 𝜂) = [1 + 𝑚
8𝜂 − 2𝜂2

(1 − 𝜂)
4
+ (1 − 𝑚)

20𝜂 − 27𝜂2 + 12𝜂3 − 2𝜂4

[(1 − 𝜂)(2 − 𝜂)]
2

]

−1

 (В.15) 

𝜂 =
𝜋

6
𝑚𝜌𝑚𝜎

3 (В.16) 

𝜎 = 𝜎0(1 − 0.12 exp(−
3𝜖

𝑘𝑇
)) (В.17) 
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где 𝜌𝑚 – концентрация частиц (1/см³). 

Значения параметров модели представлены в Тaблице В.1 и Тaблице В.2. 

Тaблицa В.1. Параметры уравнения состояния PC-SAFT для H₂O [404].  

𝜎0, Å 𝜖/𝑘, К 𝜖AB/𝑘, К 𝜅AB, Å⁻³ 𝑚 

2.229 141.66 1804.17 0.2039 2.1945 

Тaблицa В.2. Параметры дисперсионного вклада (𝐹𝑑𝑖𝑠𝑝) [447].  

𝑘 𝑎0𝑘 𝑎1𝑘 𝑎2𝑘 𝑏0𝑘 𝑏1𝑘 𝑏2𝑘 

0 0.910563145 -0.308401692 -0.090614835 0.724094694 -0.575549808 0.097688312 

1 0.636128145 0.186053116 0.452784281 2.238279186 0.699509552 -0.255757498 

2 2.686134789 -2.503004726 0.596270073 -4.002584949 3.892567339 -9.155856153 

3 -26.54736249 21.41979363 -1.724182913 -21.00357682 -17.21547165 20.64207597 

4 97.75920878 -65.25588533 -4.130211253 26.85564136 192.6722645 -38.80443005 

5 -159.5915409 83.31868048 13.77663187 206.5513384 -161.8264617 93.62677408 

6 91.29777408 -33.74692293 -8.672847037 -355.6023561 -165.2076935 -29.66690559 
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Приложение Г. Модель диэлектрической проницаемости воды 

В качестве основной модели для предсказаний диэлектрической проницаемости 

воды при низких температурах использовалась модель Путинцева–Путинцева, основан-

ная на обобщённой теории диэлектрической проницаемости Онзагера–Кирквуда–Фрё-

лиха. В рамках модели диэлектрическая проницаемость H₂O рассчитывается по уравне-

нию (Г.1). 

𝜀 = 1 +
𝑁𝐴

𝑉𝑚𝜀0

𝑃2

𝑘𝑇
𝐿 (Г.1) 

𝐿 =
2𝑈 𝑖𝑛𝑡

2𝑈 𝑖𝑛𝑡 + 𝑅𝑇
 (Г.2) 

𝑈 𝑖𝑛𝑡 = 𝑈 𝑖𝑛𝑡,273.15 К − 50.2(𝑇 − 273.15) (Г.3) 

𝑈 𝑖𝑛𝑡,273.15 К = 𝑁𝐴𝑢𝑖𝑛𝑡,273.15 К (Г.4) 

где 𝑃 – эффективный дипольный момент молекулы в диэлектрике. 

Значение эффективного поля вычисления путём решения уравнения (Г.5) относи-

тельно 𝑃. 

𝑃 = 𝜇𝑑 + (𝛼𝐹 +
1

2
𝛽𝐹2 +

1

6
𝛾𝐹3)𝐿 (Г.5) 

𝐹 =
2𝑈 𝑖𝑛𝑡

𝑃𝑁𝐴𝐿
 (Г.6) 

Значения параметров модели представлены в Тaблице Г.1. 

Тaблицa Г.1. Параметры модели Путинцева–Путинцева [405].  

𝑢𝑖𝑛𝑡,273.15 К, Дж 𝜇𝑑, Кл·м 𝛼 𝛽 𝛾 

0.7105·10⁻¹⁹ 6.1875e-30 166.308·10⁻⁴² –321.049·10⁻⁵² 747.085·10⁻⁶² 
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Приложение Д. Калорические свойства двухкомпонентных растворов 

Общие уравнения: 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻(𝑚𝑖𝑛𝑖 → 𝑚𝑓𝑖𝑛) = 𝐻𝑚,2(𝑚𝑓𝑖𝑛) − 𝐻𝑚,2(𝑚𝑖𝑛𝑖) (Д.1) 

𝑐𝑝 = 𝑛1𝐶𝑝,𝑚,1
⚬ + 𝑛2 𝐶𝑝,2

𝜙
 (Д.2) 

𝐿𝑒𝑥 = −𝑇2 (
𝜕(𝐺𝑚

𝑒𝑥  𝑇⁄ )

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑛𝑖

∑ 𝑛𝑖𝑖

𝑛2
 (Д.3) 

Δ𝐻𝑏,𝑘
∞ = Δ𝐻𝑤

⚬ − Δ𝐻𝑎,𝑘
∞  (Д.4) 

Δ𝐶𝑝,𝑏,𝑘
∞ = Δ𝐶𝑝,𝑤

⚬ − Δ𝐶𝑝,𝑎,𝑘
∞  (Д.5) 

Система H₂O – M₃PO₄: 

𝐻𝑚,2 = 3Δ𝑓𝐻M+
∞ + Δ𝑓𝐻PO4

3−
∞ + 𝛼Δ𝐻𝑏,3

∞ + 𝐿𝑒𝑥 (Д.6) 

𝐿2
𝜙

= 𝛼Δ𝐻𝑏,3
∞ + 𝐿𝑒𝑥 (Д.7) 

Δ𝐻𝑏,3
∞ = Δ𝐻𝑤

⚬ − Δ𝐻𝑎,3
∞  (Д.8) 

𝐶𝑝,2
𝜙

= 𝐶𝑝,2
𝑓𝜙
+ 𝐶𝑝,2

𝑟𝜙
 (Д.9) 

𝐶𝑝,2
𝑓𝜙
= 3𝐶𝑝,M+

∞ + 𝐶
𝑝,PO4

3−
∞ + 𝛼Δ𝐶𝑝,𝑏,3

∞ + (
𝜕𝐿𝑒𝑥

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑛𝑖

 (Д.10) 

𝐶𝑝,2
𝑟𝜙
= [Δ𝐻𝑏,3

∞ + (
𝜕𝐿𝑒𝑥

𝜕𝛼
)
𝑝,𝑇
] (
𝜕𝛼

𝜕𝑇
)
𝑝
 (Д.11) 

где 𝛼 – степень гидролиза аниона PO₄³⁻. 

Система H₂O – M₂HPO₄: 

𝐻𝑚,2 = 2Δ𝑓𝐻M+
∞ + Δ𝑓𝐻HPO4

2−
∞ + (𝛼1 − 1)Δ𝐻𝑏,2

∞ − 𝛼2Δ𝐻𝑏,3
∞ + 𝐿𝑒𝑥 (Д.12) 

𝐿2
𝜙

= (𝛼1 − 1)Δ𝐻𝑏,2
∞ − 𝛼2Δ𝐻𝑏,3

∞ + 𝐿𝑒𝑥 (Д.13) 

𝐶𝑝,2
𝜙

= 𝐶𝑝,2
𝑓𝜙
+ 𝐶𝑝,2

𝑟𝜙
 (Д.14) 

𝐶𝑝,2
𝑓𝜙
= 2𝐶𝑝,M+

∞ + 𝐶
𝑝,HPO4

2−
∞ + 𝛼1Δ𝐶𝑝,𝑏,2

∞ − 𝛼2Δ𝐶𝑝,𝑏,3
∞ + (

𝜕𝐿𝑒𝑥

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑛𝑖

 (Д.15) 

𝐶𝑝,2
𝑟𝜙
= 𝐶𝑝,2

𝑟(1)𝜙
+ 𝐶𝑝,2

𝑟(2)𝜙
 (Д.16) 

𝐶𝑝,2
𝑟(1)𝜙

= [Δ𝐻𝑏,2
∞ + (

𝜕𝐿𝑒𝑥

𝜕𝛼1
)
𝑝,𝑇

] (
𝜕𝛼1
𝜕𝑇

)
𝑝
 (Д.17) 

𝐶𝑝,2
𝑟(2)𝜙

= [−Δ𝐻𝑏,3
∞ + (

𝜕𝐿𝑒𝑥

𝜕𝛼2
)
𝑝,𝑇

] (
𝜕𝛼2
𝜕𝑇

)
𝑝
 (Д.18) 

где 𝛼1 и 𝛼2 – степени гидролиза и реакции с основанием аниона HPO₄²⁻. 
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Система H₂O – MH₂PO₄: 

𝐻𝑚,2 = Δ𝑓𝐻M+
∞ + Δ𝑓𝐻H2PO4

−
∞ + (𝛼1 − 1)Δ𝐻𝑎,2

∞ − 𝛼2Δ𝐻𝑎,1
∞ + 𝐿𝑒𝑥 (Д.19) 

𝐿2
𝜙

= (𝛼1 − 1)Δ𝐻𝑎,1
∞ − 𝛼2Δ𝐻𝑎,2

∞ + 𝐿𝑒𝑥 (Д.20) 

𝐶𝑝,2
𝜙

= 𝐶𝑝,2
𝑓𝜙
+ 𝐶𝑝,2

𝑟𝜙
 (Д.21) 

𝐶𝑝,2
𝑓𝜙
= 𝐶𝑝,M+

∞ + 𝐶𝑝,H2PO4
−

∞ + 𝛼1Δ𝐶𝑝,𝑎,2
∞ − 𝛼2Δ𝐶𝑝,𝑎,1

∞ + (
𝜕𝐿𝑒𝑥

𝜕𝑇
)
𝑝,𝑛𝑖

 (Д.22) 

𝐶𝑝,2
𝑟𝜙
= 𝐶𝑝,2

𝑟(1)𝜙
+ 𝐶𝑝,2

𝑟(2)𝜙
 (Д.23) 

𝐶𝑝,2
𝑟(1)𝜙

= [Δ𝐻𝑎,2
∞ + (

𝜕𝐿𝑒𝑥

𝜕𝛼1
)
𝑝,𝑇

] (
𝜕𝛼1
𝜕𝑇

)
𝑝
 (Д.24) 

𝐶𝑝,2
𝑟(2)𝜙

= [−Δ𝐻𝑏,1
∞ + (

𝜕𝐿𝑒𝑥

𝜕𝛼2
)
𝑝,𝑇

] (
𝜕𝛼2
𝜕𝑇

)
𝑝
 (Д.25) 

где 𝛼1 и 𝛼2 – степени диссоциации и гидролиза аниона H₂PO₄⁻. 
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Приложение Е. Энергия Гиббса ионного раствора внедрения 

Рассмотрим задачу растворения симметричного электролита в ионном растворе 

внедрения, в котором имеются эквивалентные вакансии, способные координировать как 

катионы, так и анионы.  

Пусть образующийся твёрдый раствор содержит 𝑁𝑣 вакансий, в котором распреде-

лены 𝑁+ катионов и 𝑁− анионов. Число способов распределить 𝑁+ катионов и 𝑁− анионов 

по 𝑁𝑣 вакансиям определяется комбинаторным соотношением (Е.1). 

𝑊 =
𝑁𝑣!

𝑁+! 𝑁−! (𝑁𝑣 − 𝑁+ − 𝑁−)!
 (Е.1) 

Для удобства перейдём к выражению числа частиц через количества компонентов 

твёрдого раствора. Пусть на одну формульную единицу растворителя приходится 𝛽 вакан-

сий. Тогда число вакансий связано с числом формульных единиц растворителя по урав-

нению (Е.2). 

𝑁𝑣 = 𝛽𝑁1 (Е.2) 

Считая, что раствор является электронейтральным, а электролит – симметричным, 

можно связать число формульных единицы электролита с числами катионов и анионов 

по уравнению (Е.3). 

𝑁2 = 𝑁+ = 𝑁− (Е.3) 

Энтропия смешения ионного раствора внедрения может быть выражено через 

уравнение Больцмана. 

Δ𝑚𝑖𝑥𝑆 = 𝑘 ln𝑊 (Е.4) 

Для практических расчётов ln𝑊  используем формулу Стирлинга. 

ln𝑀! ≃ 𝑀 ln𝑀 −𝑀 (Е.5) 

ln𝑊 = 𝛽𝑁1 ln 𝛽𝑁1 − 2𝑁2 ln 2𝑁2 − (𝛽𝑁1 − 2𝑁2) ln(𝛽𝑁1 − 2𝑁2) (Е.6) 

Для практический расчётов целесообразно перейти к степени заполнения как спо-

собу выражения концентрации. 

𝜃 =
𝑁+ + 𝑁−

𝑁𝑣
=
2𝑁2

𝛽𝑁1
 (Е.7) 

2𝑁2 = 𝛽𝑁1𝜃 (Е.8) 

В таком случае выражение для ln𝑊  преобразуется в уравнение (Е.9). 

ln𝑊 = −𝛽𝑁1 ln(1 − 𝜃) − 2𝑁2 ln 𝜃 + 2𝑁2 ln(1 − 𝜃), 

(Е.9) 
ln𝑊 = −𝑁1 ln(1 − 𝜃)

𝛽 + 𝑁2 ln (
𝜃

1 − 𝜃
)
2
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Энтропия смешения, таким образом, выражается уравнениями (Е.10)–(Е.11). 

Δ𝑚𝑖𝑥𝑆 = −𝑘𝑁1 ln(1 − 𝜃)
𝛽
− 𝑘𝑁2 ln (

𝜃

1 − 𝜃
)
2

 (Е.10) 

Δ𝑚𝑖𝑥𝑆𝑚 = −𝑅 [𝑥1 ln(1 − 𝜃)
𝛽 + 𝑥2 ln (

𝜃

1 − 𝜃
)
2

] (Е.11) 

Мольную долю (𝑥𝑖) также возможно заменить на степень заполнения. 

Δ𝑚𝑖𝑥𝑆𝑚 = −𝑅 [
2

2 + 𝛽𝜃
ln(1 − 𝜃)

𝛽
+

𝛽𝜃

2 + 𝛽𝜃
ln (

𝜃

1 − 𝜃
)
2

] 

(Е.12) 

или   Δ𝑚𝑖𝑥𝑆𝑚 = −𝑅 [
2𝛽

2 + 𝛽𝜃
ln(1 − 𝜃) +

2𝛽𝜃

2 + 𝛽𝜃
ln (

𝜃

1 − 𝜃
)] 

Можно показать, что данное уравнение стремится к нулю в пределах чистого рас-

творителя (𝜃 → 0) и полного заполнения (𝜃 → 1). Необходимые для этого пределы рас-

смотрены ниже. 

lim
𝜃→0

2𝛽

2 + 𝛽𝜃
ln(1 − 𝜃) = lim

𝜃→0
𝛽 ln(1) = 0 (Е.13) 

lim
𝜃→0

2𝛽𝜃

2 + 𝛽𝜃
ln (

𝜃

1 − 𝜃
) = lim

𝜃→0
𝛽𝜃 ln 𝜃 = 0 (Е.14) 

lim
𝜃→1

[
2𝛽

2 + 𝛽𝜃
ln(1 − 𝜃) +

2𝛽𝜃

2 + 𝛽𝜃
ln (

𝜃

1 − 𝜃
)] = lim

𝜃→1
[
2𝛽

2 + 𝛽
ln(1 − 𝜃) +

2𝛽

2 + 𝛽
ln(

1

1 − 𝜃
)]

= lim
𝜃→1

[
2𝛽

2 + 𝛽
ln(1 − 𝜃) −

2𝛽

2 + 𝛽
ln(1 − 𝜃)] = lim

𝜃→1
 [0] = 0 

(Е.15) 

Таким образом, выражение для Δ𝑚𝑖𝑥𝑆𝑚  удовлетворяет предельным требованиям 

для раствора. 
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Приложение Ж. Кинетическая схема конденсации H₃PO₄ Мансона 

Мансон [98] исследовал простую схему (Ж.1) равновесия ортофосфат–пирофосфат, 

основанную на шкале мольных долей при выражении кинетических уравнений (Ж.2)–

(Ж.3). 

2 H3PO4

𝑘1
    ⇄    
𝑘2

H4P2O7 +H2O (Ж.1) 

𝑟1 = 𝑘1𝑥H3PO4

2  (Ж.2) 

𝑟2 = 𝑘2𝑥H2O
𝑥H4P2O7

 (Ж.3) 

В контексте концентрированных растворов H₃PO₄, представляет интерес характер-

ное время установления равновесия в растворе, не содержащем в начальный момент пи-

рофосфорной кислоты (𝑥H4P2O7,0
= 0). Пусть 𝛼 – степень превращения, 𝑥0 – начальная кон-

центрация H₃PO₄ (𝑥H3PO4,0
= 𝑥0, 𝑥H2O

= 1 − 𝑥0). Тогда решение кинетического уравнения 

представимо в виде уравнений (Ж.4)–(Ж.6). 

𝑡 = ∫
𝑑𝛼

2𝑘1𝑥0(1 − 𝛼)
2 − 𝛼𝑘2(1 − 𝑥0 +

𝛼𝑥0
2
)

𝛼(𝑡)

0

 (Ж.4) 

𝑡 =
1

√𝐵2 − 4𝐴𝐶
ln
|
|
|2𝐴𝛼 + 𝐵 −√𝐵2 − 4𝐴𝐶

2𝐴𝛼 + 𝐵 +√𝐵2 − 4𝐴𝐶
·
𝐵 + √𝐵2 − 4𝐴𝐶

𝐵 −√𝐵2 − 4𝐴𝐶|
|
|
 (Ж.5) 

𝐴 =
𝑥0
2
(4𝑘1 − 𝑘2), 𝐵 = −(4𝑘1𝑥0 + 𝑘2(1 − 𝑥0)), 𝐶 = 2𝑘1𝑥0 (Ж.6) 

где 𝑡 – время реакции. 

Равновесный выход выражается по уравнению (Ж.7). 

𝛼eq =
−𝐵 −√𝐵2 − 4𝐴𝐶

2𝐴
 (Ж.7) 

На основе кондуктометрических измерений Мансон [98] определил константы ско-

рости в диапазоне температур 313–374 К. В настоящей работе для них получены параметры 

уравнения Аррениуса (см. Тaблицу Ж.1). 

Тaблицa Ж.1. Параметры Аррениуса для констант скорости конденсации ортофосфорной 
кислоты (𝑘1) и гидролиза пирофосфорной кислоты (𝑘2). 

𝑘01, мин
−1 𝐸𝑎,1, кДж/моль 𝑘02, мин

−1 𝐸𝑎,2, кДж/моль 

1.083 · 1010 69.57 1.844 · 109 83.29 
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Расчётные значения констант скорости по уравнению Аррениуса сходятся с экспе-

риментальными в пределах погрешности (см. Тaблицу Ж.2). Мансон [98] отмечает, что 

энергия активации реакции гидролиза снижается в водных растворах, причём, она зави-

сит от pH. Реакция гидролиза протекает быстрее в кислой среде, что указывает на возмож-

ность специфичного кислотного катализа.  

Тaблицa Ж.2. Сопоставление экспериментальных [98] и расчётных значений скорости 
конденсации ортофосфорной кислоты (𝑘1) и гидролиза пирофосфорной кислоты (𝑘2). 

𝑇, К 
𝑘1, мин

−1 𝑘2, мин
−1 

Эксп. Расч. Эксп. Расч. 

313.15 (2.31 ± 0.04) · 10−5 2.36 · 10−5 (2.64 ± 0.05) · 10−2 2.69 · 10−2 

318.15 (3.87 ± 0.1) · 10−5 3.91 · 10−5 (4.05 ± 0.1) · 10−2 4.10 · 10−5 

353.15 (9.85 ± 1.2) · 10−4 8.85 · 10−4 0.615 ± 0.07 0.555 

373.65 (3.9 ± 0.7) · 10−3 4.20 · 10−3 1.9 ± 0.4 2.04 

 

Экспериментальных работ по кинетике реакции конденсации в концентрирован-

ных растворах найти не удалось. 

Другим ограничением схемы Мансона (Ж.1) является то, что она разработана в при-

ближении идеального раствора H₂O – H₃PO₄ – H₄P₂O₇, и может не точно воспроизводить 

распределение фосфора между ортофосфорной и пирофосфорной кислотами в водных 

растворах (см. Рис. Ж.1). 

 
Рисунок Ж.1. Соотношение ортофосфорных и пирофосфорных форм в растворах H₂O – 
P₄O₁₀ при 400 К. Символы – экспериментальные данные (³¹P-ЯМР) [93]. Линии – расчёт из 

константы равновесия (𝐾𝑥 =
𝑘1

𝑘2
), полученной из данных Мансона [98]. 
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Приложение З. Термокинетическая модель конденсации H₃PO₄ 

Термокинетическая кривая. Для того, чтобы проверить, действительно ли 

наблюдавшийся Лаффом [99] сигнал на кривой ДСК является тепловым эффектом кон-

денсации H₃PO₄, представляется целесообразным изучить, насколько измерения Лаффа 

соотносятся с кинетическими и термодинамическими характеристиками конденсации. 

Для этого необходимо построить термокинетическую модель конденсации, получить вы-

ражение для теплового сигнала и соотнести его с данными Лаффа. 

Если в качестве приближения считать, что H₂O – H₃PO₄ – H₄P₂O₇ образуют идеаль-

ный раствор, то эффективная мольная теплоёмкость в ДСК (сигнал 𝐶𝑝,𝑚
DSC) будет склады-

ваться из теплоёмкости исходной кислоты H₃PO₄, теплоёмкости продуктов реакции и 

мгновенной эффективной теплоёмкости реакции (𝐶𝑒𝑓𝑓). 

В данном случае удобнее представить степень превращения H₃PO₄ как 2𝛼, что от-

личается от обозначений в Приложении Ж. 

𝐶𝑝,𝑚
DSC = (1 − 2𝛼)𝐶𝑝,𝑚,H3PO4

⚬ + 𝛼(𝐶𝑝,𝑚,H2O
⚬ + 𝐶𝑝,𝑚,H4P2O7

⚬ ) + 𝐶𝑒𝑓𝑓 (З.1) 

𝐶𝑒𝑓𝑓 =
𝑑𝑄

𝑑𝑇
 (З.2) 

При постоянной скорости нагрева (𝛽𝑟 = 10 К/мин), вклад 𝐶𝑒𝑓𝑓 может быть выражен 

из мгновенного теплового эффекта (теплового потока) реакции (𝑞). 

𝑞 =
𝑑𝑄

𝑑𝑡
, 𝛽𝑟 =

𝑑𝑇

𝑑𝑡
 (З.3) 

𝐶𝑒𝑓𝑓 =
𝑞

𝛽𝑟
 (З.4) 

Мгновенный тепловой эффект зависит от энтальпии и кинетики процесса.  

𝑞 = Δ𝑟𝐻
⚬ 𝑑𝛼

𝑑𝑡
 (З.5) 

Для расчёта скорости реакции при нагревании рассмотрим термокинетический 

процесс конденсации H₃PO₄, пользуясь схемой Мансона. В случае 𝑥H3PO4,0
= 1 скорость 

конденсации определяется уравнением (З.6), которое переходит в уравнение (З.7) при ис-

пользовании уравнения Аррениуса. 

𝑑𝛼

𝑑𝑡
= 𝑘1(𝑇)(1 − 2𝛼)

2 − 𝑘2(𝑇)𝛼
2 (З.6) 

𝑑𝛼

𝑑𝑡
= 𝑘01𝑒

−𝐸𝑎,1 𝑅𝑇⁄ (1 − 2𝛼)
2 − 𝑘02𝑒

−𝐸𝑎,2 𝑅𝑇⁄ 𝛼2 (З.7) 

Уравнение (З.7) можно свести к обыкновенному дифференциальному уравнению 

(З.8) относительно 𝛼(𝑇) путём деления скорости реакции на скорость нагрева. 
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𝑑𝛼

𝑑𝑇
=
𝑘01
𝛽𝑟
 𝑒−𝐸𝑎,1 𝑅𝑇⁄ (1 − 2𝛼)

2
−
𝑘02
𝛽𝑟

𝑒−𝐸𝑎,2 𝑅𝑇⁄ 𝛼2 (З.8) 

Численное решение дифференциального уравнения (З.8) позволяет получить зави-

симость степени превращения от температуры 𝛼(𝑇). С её помощью оказывается возмож-

ным выразить полную зависимость эффективной теплоёмкости ДСК 𝐶𝑝,𝑚
DSC  от темпера-

туры. 

𝐶𝑝,𝑚
DSC = [1 − 2𝛼(𝑇)]𝐶𝑝,𝑚,H3PO4

⚬ (𝑇) + 𝛼(𝑇)[𝐶𝑝,𝑚,H2O
⚬ (𝑇) + 𝐶𝑝,𝑚,H4P2O7

⚬ (𝑇)]

+
Δ𝑟𝐻

⚬

𝛽𝑟
[𝑘01𝑒

−𝐸𝑎,1 𝑅𝑇⁄ (1 − 2𝛼(𝑇))
2
− 𝑘02𝑒

−𝐸𝑎,2 𝑅𝑇⁄ 𝛼(𝑇)
2
] 

(З.9) 

Значение стандартной энтальпии реакции Δ𝑟𝐻
⚬ в справочниках ТКВ [12] и NBS [13] 

различаются. Сопоставление с данными Лаффа [99] показали, что значение NBS [13] 

лучше соответствует эксперименту. Значения 𝑘0𝑖 и 𝐸𝑎,𝑖 получены на основе работы Ман-

сона (см. Приложение Ж). Значение 𝐶𝑝,H2O
⚬  рассчитывались из уравнения состояния 

IAPWS-97F. 

Поскольку эффективные теплоёмкости жидких ортофосфорной и пирофосфорной 

кислот неизвестны, они могут быть аппроксимированы при помощи температурных по-

линомов. Лучшее согласие с экспериментом дало простое квадратичное уравнение (З.10).  

𝐶𝑝,𝑚,𝑖
⚬ = 𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝑇 + 𝐶𝑖𝑇

2 (З.10) 

Для H₃PO₄ статистически значимыми оказались только параметры 𝐴𝑖  и 𝐵𝑖 , для 

H₄P₂O₇ – только 𝐵𝑖 и 𝐶𝑖. Полученные значения приведены в Тaблице З.1. 

Тaблицa З.1. Параметры температурной зависимости эффективных мольных теплоёмко-
стей H₃PO₄ и H₄P₂O₇. 

Параметр H₃PO₄ H₄P₂O₇ 

𝐴𝑖, Дж/(моль·К) 106.57 ± 0.1 – 

𝐵𝑖, Дж/(моль·К²) 0.16015 ± 0.0001 0.943 ± 0.03 

𝐶𝑖, Дж/(моль·К³) – −(1.367 ± 0.06) · 10−3 

  

Примечательно, что исследуемом диапазоне температур (310–530 К) эффективная 

теплоёмкость H₄P₂O₇ уменьшается с ростом температуры. Неожиданное поведение 

𝐶𝑝,𝑚,H4P2O7

⚬  обусловлено несовершенством схемы Мансона, не учитывающей диссоциа-

цию.  

В действительности, H₃PO₄ и H₄P₂O₇ подвираются как автодиссоциации, так и дис-

социации в образующейся воде, высвобождая ионы H⁺, H₂PO₄⁻, H₃P₂O₇⁻. Благодаря Бор-

новскому вкладу теплоёмкость ионов 𝐶𝑝,𝑖
∞ в растворах стремительно уменьшается с ростом 
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температуры.11 Это сказывается на теплоёмкости раствора, образующегося при конденса-

ции H₃PO₄. 

Тепловой эффект реакции. Для расчёта интегрального эффекта реакции Δ𝐻 в за-

висимости от соотношения H2O  P4O10⁄  на Рис. 12а использовался простой термодинами-

ческий расчёт на основе концентрационной константы равновесия, рассчитанной из кон-

стант скорости. 

𝐾𝑥(𝑇) =
𝑘1(𝑇)

𝑘2(𝑇)
 (З.11) 

При 𝑛(H2O) 𝑛(P4O10)⁄ > 6 полагалось, что в начальный момент реакции смесь со-

стоит только из H₂O и H₃PO₄. 

При 𝑛(H2O) 𝑛(P4O10)⁄ < 6 полагалось, что в начальный момент реакции смесь со-

стоит только из H₃PO₄ и H₄P₂O₇. 

Из константы равновесия рассчитывали степень превращения и затем, с её помо-

щью – эффективный тепловой эффект в расчёте на 1 г смеси. 

 

  

                                                      
11 Данное явление хорошо известно для водных растворов. Оно также наблюдается и в полярных невод-

ных растворителях, например, в метаноле [461]. Его можно ожидать и для фосфорных кислот.  
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Приложение И. Список источников данных для моделирования 

Тaблицa И.1. Источники данных о стандартных свойствах. 

Тип  

данных 

Диапазон температур 

𝑇, K 

Диапазон давлений 

𝑝, МПа 

Исполь-

зование 
Источник 

H₃PO₄⁰ 

𝐶𝑝,2
∞  298.15 0.1 + [19] 

𝐶𝑝,2
∞  288 – 623 0.1 – 28 + [23,24] 

𝐶𝑝,2
∞  322.65 – 623.45 1.8 – 29.4 + [22] 

𝑉2
∞ 288.15 – 353.15 0.1 + [420] 

𝑉2
∞ 298.15 0.1 + [19] а 

𝑉2
∞ 298.15 – 573.19 0.10 – 28.51 + [22] 

H₂PO₄⁻ 

𝐶𝑝,2
∞  298.15 – 623.15 0.1 – 𝑝𝑠𝑎𝑡 + [22] 

𝐶𝑝,2
∞  298.15 0.1 + [427] 

𝐶𝑝,2
∞  298.15 0.1 + [19] 

𝐶𝑝,2
∞  298.15 0.1 + [27] 

𝑉2
∞ 298.15 0.1 + [25] 

𝑉2
∞ 283.15 – 298.15 0.1 + [18] 

𝑉2
∞ 298.15 – 373.15 0.1 + [29] 

𝑉2
∞ 298.15 0.1 + [21] 

𝑉2
∞ 298.15 0.1 + [20] 

𝑉2
∞ 298.15 0.1 + [19] 

𝑉2
∞ 298.15 0.1 + [27] 

𝑉2
∞ 298.15 – 318.15 0.1 + [28] 

𝑉2
∞ 473.38 – 597.71 15 + [31] 

𝑉2
∞ 298.15 – 623.15 0.1 – 𝑝𝑠𝑎𝑡 + [22] 

𝑉2
∞ 273.15 – 313.15 0.1 + [426] а 

HPO₄²⁻ 

𝐶𝑝,2
∞  298.15 0.10 + [19] 

𝐶𝑝,2
∞  298.15 0.10 – [27] 

𝑉2
∞ 298.15 0.10 + [25] 

𝑉2
∞ 298.15 0.10 + [20] 
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Продолжение таблицы И.1. 

Тип  
данных 

Диапазон температур 
𝑇, K 

Диапазон давлений 
𝑝, МПа 

Исполь-
зование 

Источник 

𝑉2
∞ 298.15 0.10 + [19] 

𝑉2
∞ 313.15 – 353.15 0.10 – [30] 

𝑉2
∞ 298.15 0.10 + [27] 

𝑉2
∞ 298.15 – 318.15 0.10 + [28] 

𝑉2
∞ 283.15 – 303.15 0.10 + [424] а 

𝑉2
∞ 473.11 – 570.50 15 + [31] а 

PO₄³⁻ 

𝐶𝑝,2
∞  298.15 0.10 + [19] 

𝐶𝑝,2
∞  298.15 0.10 – [27] 

𝑉2
∞ 298.15 0.10 + [20] 

𝑉2
∞ 298.15 0.10 + [19] 

𝑉2
∞ 313.15 – 353.15 0.10 – [30] 

𝑉2
∞ 298.15 0.10 + [27] 

𝑉2
∞ 283.15 – 303.15 0.10 + [425] а 

𝑉2
∞ 373.14 – 497.40 15.0 + [31] а 

а Стандартные свойства были оценены на основе экспериментальных данных. 

Тaблицa И.2. Источники данных о константах кислотности H₃PO₄. 

Тип  
данных 

Диапазон температур 
𝑇, K 

Диапазон давлений 
𝑝, МПа 

Исполь-
зование 

Источник 

p𝐾𝑎,1 273.15 – 298.15 0.1 + [33] 

p𝐾𝑎,1 273.15 – 573.15 0.1 – 𝑝𝑠𝑎𝑡 + [34] 

p𝐾𝑎,1 273.45 – 298.15 0.1 + [35] 

p𝐾𝑎,1 298.15 0.1 + [36] 

p𝐾𝑎,1 298.15 0.1 + [37] 

p𝐾𝑎,1 298.15 – 473.15 0.1 – 200 + [49] 

p𝐾𝑎,1 283.15 – 323.15 0.1 + [32] 

p𝐾𝑎,1 278.15 – 574.15 0.1 + [39] 

p𝐾𝑎,1 297.65 – 372.85 0.1 + [38] 

p𝐾𝑎,1 298.174 – 571.91 0.1 – 𝑝𝑠𝑎𝑡 + [40] 

p𝐾𝑎,2 291.15 – 310.15 0.1 + [41] 

p𝐾𝑎,2 293.15 – 323.15 0.1 + [42] 
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Продолжение таблицы И.2. 

Тип  
данных 

Диапазон температур 
𝑇, K 

Диапазон давлений 
𝑝, МПа 

Исполь-
зование 

Источник 

p𝐾𝑎,2 278.15 – 323.15 0.1 + [43] 

p𝐾𝑎,2 273.15 – 333.15 0.1 + [44] 

p𝐾𝑎,2 298.15 – 333.15 0.1 + [45] 

p𝐾𝑎,2 298.15 0.1 + [46] 

p𝐾𝑎,2 273.15 – 298.15 0.1 – 𝑝𝑠𝑎𝑡 + [34] 

p𝐾𝑎,2 373.15 – 473.15 50 – 100 + [47] 

p𝐾𝑎,2 283.15 – 323.15 0.1 + [32] 

p𝐾𝑎,2 273.15 – 333.15 0.1 + [48] 

p𝐾𝑎,3 298.15 – 310.15 0.1 + [41] 

p𝐾𝑎,3 298.15 0.1 + [51] 

p𝐾𝑎,3 298.15 0.1 + [52] 

p𝐾𝑎,3 283.15 – 323.15 0.1 + [32] 

p𝐾𝑎,3 298.15 – 573.15 20.4 + [53] 

 

В ряде исследований представлены данные по свойствам смесей H₂O – P₄O₁₀ при 

концентрациях, где формально не остаётся не связанной воды. В таких случаях в Тaблице 

И.3 приводится максимальная доступная концентрация до 100 мол. % H₃PO₄. В Тaблице 

И.3 также не учитываются данные о стабильной (не метастабильной) фазовой диаграмме. 

Тaблицa И.3. Источники данных о системе H₂O – H₃PO₄. 

Тип  

данных 

Диапазон концен-

траций 𝑥, мол. % 

Диапазон  

температур 𝑇, K 

Исполь-

зование 
Источник 

𝑎1 3.7 – 37.8 373.15 + [124] 

𝑎1 𝑚𝑠𝑎𝑡 298.15 – [90] 

𝑎1 0.3 – 79.7 298.15 + [122] 

𝑎1 0.2 – 25.0 298.15 + [106] 

𝑎1 0.7 – 21.9 298.15 – 373.15 + [123] 

𝑎1 54.1 – 82.3 307.85 – 428.25 + [120] 

𝑎1 51.1 – 85.9 358.65 – 497.15 + [103] 

𝑎1 34.9 – 99.3 402.80 – 442.90 – [102] 

𝑎1 7.3 – 51.0 312.52 – 431.41 + [119] 

𝑎1 52.0 328.15 – 483.15 + [126] 
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Продолжение таблицы И.3. 

Тип  
данных 

Диапазон концен-
траций 𝑥, мол. % 

Диапазон  
температур 𝑇, K 

Исполь-
зование 

Источник 

𝑎1 62.8 – 99.6 435.15 – 455.15 – [93] 

𝑎1 1.9 – 16.6 383.15 – 523.15 – [125] 

𝑇𝑏 51.1 – 99.8 427.35 – 528.45 + [103] 

𝑇𝑏 49.1 – 94.8 424.07 – 511.85 + [102] 

𝑇𝑏 0.0 – 68.0 372.55 – 449.17 + [119] 

𝑇𝑏 10.93 – 99.84 376.15 – 556.15 – [104] 

𝑇𝑓(H2O) 0.7 272.36 + [439] 

𝑇𝑓(H2O) 0.0 – 0.3 272.802 – 273.143 + [111] 

𝑇𝑓(H2O) 0.2 – 3.1 268.937 – 272.876 + [110] 

𝑇𝑓(H2O) 2.6 – 23.8 192.15 – 269.85 + [109] 

𝑇𝑓(H2O) 188.15 23.5 – [89] 

𝑇𝑓(H2O) 0.0 – 1.8 270.953 – 273.150 + [106] 

𝑇𝑓(H2O) 0.1 – 14.3 235.15 – 273.05 + [105] 

𝑇𝑓(H3PO4) 76.8 – 96.2 296.65 – 313.17 + [89] 

𝑇𝑓(H3PO4) 77.8 – 93.4 298.15 – 310.75 + [114] 

𝑇𝑓(H3PO4) 86.7 – 99.8 306.78 – 312.00 + [91] 

𝑇𝑓(H3PO4) 91.4 – 99.8 310.281 – 316.101 + [94] 

Sol. 23.8 – 66.7 192.15 – 302.25 + [109] 

Sol. 32.1 – 66.4 245.15 – 302.15 + [105] 

Sol. 27.5 – 76.0 207.15 – 302.50 + [114] 

Sol. 23.5 – 76.8 188.15 – 302.47 ± [89] 

Sol. 40.6 – 66.7 273.15– 302.50 + [115] 

Sol. 37.7 – 66.7 256.85 – 302.50 ± [90] 

Тaблицa И.4. Источники данных о двухкомпонентных водно-солевых системах. 

Тип  
данных 

Диапазон концен-
траций 𝑚, моль/кг 

Диапазон  
температур 𝑇, K 

Исполь-
зование 

Источник 

H₂O – Na₃PO₄ 

SLE 0.56 – 6.12 273.08 – 272.58 + [162] 

SLE 0.09 – 6.98 273.15 – 379.35 – [448] 

SLE 0.85 – 0.86 298.15 + [193] 

SLE 0.27 – 3.30 273.15 – 348.15 + [184] 
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Продолжение таблицы И.4. 

Тип  
данных 

Диапазон концен-
траций 𝑚, моль/кг 

Диапазон  
температур 𝑇, K 

Исполь-
зование 

Источник 

H₂O – Na₃PO₄ 

SLE 4.53 – 9.25 343.15 – 383.15 + [303] 

SLE 1.63 – 3.78 317.27 – 351.63 + [191] 

SLE 1.79 – 1.79 323.15 + [185] 

SLE 1.25 – 4.47 313.15 – 353.15 + [182] 

SLE 0.26 – 3.88 271.94 – 373.15 + [197] 

SLE 0.94 – 0.94 298.15 + [449] 

SLE 0.74 – 1.98 293.15 – 323.15 + [450] 

SLE 0.39 – 0.39 288.15 + [451] 

SLE 0.30 – 1.08 283.15 – 313.15 + [190] 

SLE 0.94 – 6.03 298.15 – 378.15 + [452] 

SLE 0.85 – 0.85 298.15 + [445] 

SLE 0.86 – 0.86 298.15 + [453] 

SLE 3.07 – 5.68 356.15 – 487.15 – [186] 

SLE 0.33 – 0.33 273.15 + [454] 

SLE 0.33 – 5.77 273.15 – 373.15 + [195,196] 

SLE 5.22 – 5.22 385.55 – [187,188] 

𝑎1 0.01 – 0.70 298.15 + [151] 

𝑎1 0.10 – 0.68 298.15 + [147] 

𝑎1 0.10 – 9.00 298.15 – 353.15 + [201] 

𝑎1 0.38 – 2.76 373.15 + [124] 

𝑎1 0.50 – 1.99 373.15 + [200] 

𝑎1 0.51 – 1.47 298.15 – 323.15 + [415] 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻 0.016 – 0.498 298.15 + [139] 

𝐶𝑝 0.02 – 0.18 298.15 + [19] 

𝐶𝑝 0.06 – 0.46 298.15 + [27] 

H₂O – K₃PO₄ 

SLE 3.73 – 6.98 280.65 – 318.25 + [240] 

SLE 0.22 – 8.40 244.95 – 333.15 + [227] 

SLE 4.82 – 8.11 298.15 – 323.15 + [234,244] 

SLE 3.74 – 8.11 273.15 – 323.15 + [196] 

SLE 4.37 298.15 + [232] 
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Продолжение таблицы И.4. 

Тип  
данных 

Диапазон концен-
траций 𝑚, моль/кг 

Диапазон  
температур 𝑇, K 

Исполь-
зование 

Источник 

H₂O – K₃PO₄ 

SLE 6.20 298.15 – [214] 

SLE 4.85 298.15 + [445] 

SLE 1.04 – 28.94 248.95 – 575.15 ± [238] 

SLE 4.87 298.15 + [446] 

SLE 8.74 348.15 + [229] 

SLE 4.96 298.15 + [230] 

SLE 7.93 319.96 + [239] 

𝑎1 0.10 – 0.70 298.15 + [151] 

𝑎1 0.82 – 6.20 298.15 – [214] 

𝑎1 6.56 – 44.06 294.15 – 363.15 ± [238] 

𝑎1 0.10 – 8.90 298.15 – 353.15 – [242] 

𝑎1 0.25 – 4.46 288.15 – 308.15 + [422] 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻 0.00 – 2.00 d 298.15 – [219] 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻 0.11 – 5.97 298.15 + [12] 

𝐶𝑝 0.00 – 2.00 d 298.15 + [219] 

𝐶𝑝 7.93 319.96 + [239] 

𝐶𝑝 0.57 – 5.51 298.15 – 330.15 – [241] 

𝑇𝑏 0.99 – 6.72 374.4 – 395.2 – [241] 

H₂O – Na₂HPO₄ 

SLE 0.102 – 7.564 268.45 – 372.87 + [8] 

SLE 0.010 – 0.100 272.715 – 273.100 + [162] 

SLE 0.021 – 0.112 272.655 – 273.050 + [163] 

SLE 0.050 – 0.100 272.72 – 272.91 + [164] 

SLE 0.104 – 0.104 272.67 – 272.67 + [165] 

SLE 0.104 – 0.104 272.680 – 272.680 + [166] 

SLE 0.050 – 0.100 272.723 – 272.913 + [118] 

𝑇𝑏 0.00 – 7.93 373.15 – 379.75 + [168] 

𝑇𝑏 0.00 – 7.78 373.15 – 379.65 + [167] 

𝑎1 0.10 – 1.10 298.15 + [151] 

𝑎1 0.23 – 2.12 298.15 + [171] 
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Продолжение таблицы И.4.  

Тип  
данных 

Диапазон концен-
траций 𝑚, моль/кг 

Диапазон  
температур 𝑇, K 

Исполь-
зование 

Источник 

H₂O – Na₂HPO₄ 

𝑎1 0.10 – 0.83 298.15 + [147] 

𝑎1 0.41 – 0.87 298.15 + [149] 

𝑎1 0.17 – 0.79 298.15 – [1] 

𝑎1 0.53 – 5.97 373.15 + [124] 

𝑎1 0.74 – 0.95 313.15 – 353.15 – [172] 

𝑎1 0.64 – 14.27 383.15 – 523.15 ± [156] 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻 0.06 – 0.49 303.15 + [139] 

𝐶𝑝 0.28 – 0.56 297 – 328 + [159] 

𝐶𝑝 4.63 323.15 – [173] 

𝐶𝑝 4.63 𝑇𝑚 + [174,175] 

H₂O – K₂HPO₄ 

SLE 1.16 – 15.36 259.65 – 335.15 + [227,250] 

SLE 1.13 – 16.17 259.25 – 372.55 + [228] 

SLE 14.34 – 20.87 297.15 – 673.15 ± [9] 

SLE 9.69 – 14.75 298.15 – 323.15 + [234,244] 

SLE 9.73 298.15 + [232] 

SLE 4.84 273.15 + [231] 

SLE 4.92 – 14.75 273.15 – 323.15 + [196] 

SLE 15.50 348.15 + [229] 

SLE 10.81 298.15 – [230] 

𝑇𝑏 0.0 – 8.6 373.05 – 386.65 – [235] 

𝑎1 0.10 – 1.10 298.15 + [151] 

𝑎1 0.44 – 2.20 298.15 + [213] 

𝑎1 2.24 – 10.85 298.15 – [214] 

𝑎1 1.38 – 13.94 298.15 + [236] 

𝑎1 0.10 – 9.66 298.15 + [147] 

𝑎1 0.18 – 4.09 298.15 – [1] 

𝑎1 0.01 – 0.40 310.15 + [216] 

𝑎1 0.74 – 0.95 313.15 – 353.15 – [172] 

𝑎1 0.64 – 14.27 383.15 – 523.15 ± [156] 

 



209 

Продолжение таблицы И.4. 

Тип  
данных 

Диапазон концен-
траций 𝑚, моль/кг 

Диапазон  
температур 𝑇, K 

Исполь-
зование 

Источник 

H₂O – K₂HPO₄ 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻 0.06 – 9.99 298.15 + [12] 

𝐶𝑝 0.98 – 4.27 298.15 + [99] 

H₂O – NaH₂PO₄ 

SLE 0.03 – 0.23 272.41 – 273.04 + [163] 

SLE 0.02 – 0.15 272.66 – 273.09 + [442] 

SLE 0.63 – 3.99 263.25 – 271.15 + [145] 

SLE 14.77 – 20.55 331.15 – 372.25 + [440] 

SLE 13.82 – 20.20 333.15 – 373.15 + [195] 

SLE 39.0 – ∞ 420.15 – 790.1 ± [441] 

SLE 3.64 – 18.66 263.30 – 356.20 + [8] 

𝑎1 0.10 – 6.00 298.15 + [443] 

𝑎1 1.01 – 6.50 298.15 + [152] 

𝑎1 0.15 – 6.46 298.15 + [72] 

𝑎1 0.10 – 7.90 298.15 + [147] 

𝑎1 0.51 – 1.03 298.15 + [149] 

𝑎1 0.34 – 2.37 298.15 + [1] 

𝑎1 2.07 – 7.59 298.15 – [153,154] 

𝑎1 0.88 – 2.13 373.15 + [455] 

𝑎1 0.1 – 18.0 313.15 – 353.15 + [155] 

𝑎1 0.78 – 15.48 383.15 – 523.15 + [156] 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻 0.09 – 0.83 303.15 + [139] 

𝐶𝑝 0.04 – 0.83 298.15 + [19] 

𝐶𝑝 0.05 – 0.96 298.15 + [27] 

𝐶𝑝 0.28 – 2.25 297 – 328 + [159] 

H₂O – KH₂PO₄ 

SLE 0.98 – 8.19 273.20 – 378.30 + [8] 

SLE 0.31 – 0.97 273.20 – 378.30 + [211,212] 

SLE 0.23 – 0.96 273.20 – 378.30 + [210] 

SLE 0.31 – 0.95 273.20 – 378.30 + [209] 

SLE 0.06 – 0.39 273.20 – 378.30 + [163] 
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Продолжение таблицы И.4. 

Тип  
данных 

Диапазон концен-
траций 𝑚, моль/кг 

Диапазон  
температур 𝑇, K 

Исполь-
зование 

Источник 

H₂O – KH₂PO₄ 

SLE 0.01 – 0.20 273.20 – 378.30 + [162] 

SLE 0.49 – 0.96 273.20 – 378.30 + [118] 

𝑎1 0.10 – 1.80 298.15 + [150] 

𝑎1 0.10 – 1.83 298.15 + [147] 

𝑎1 0.85 – 2.19 298.15 + [152] 

𝑎1 0.69 – 1.99 298.15 + [213] 

𝑎1 0.10 – 1.30 298.15 + [151] 

𝑎1 0.21 – 1.85 298.15 + [1] 

𝑎1 0.10 – 1.98 298.15 + [214] 

𝑎1 0.51 – 1.56 298.15 + [148] 

𝑎1 0.10 – 5.00 313.15 – 353.15 + [155] 

𝑎1 0.79 – 15.15 383.15 – 523.15 ± [156] 

𝑎1 0.99 – 6.60 373.15 + [455] 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻 0.20 – 1.78 298.15 + [218] 

Δ𝑑𝑖𝑙𝐻 0.10 – 1.79 296.15 + [217] 

𝐶𝑝 0.73 – 1.61 298.15 + [219] 

𝐶𝑝 0.56 – 2.22 298.15 – 348.15 + [220] 

Тaблицa И.5. Источники данных о трёхкомпонентных водно-солевых системах. 

Тип  

данных 

Диапазон  

температур 𝑇, K 
Использование Источник 

H₂O – Na₃PO₄ – NaOH 

SLE 298.15 – 373.15 + [195,196] 

SLE 293.15 + [181] 

SLE 298.15 + [197] 

SLE 298.15 ± [202] 

SLE 298.15 – 323.15 ± [198] 

SLE 313.15 – 353.15 ± [182] 

SLE 273.15 – 293.15 – [199] 

SLE 298.15 – 338.15 – [192] 

 

 



211 

Продолжение таблицы И.5. 

Тип  
данных 

Диапазон  
температур 𝑇, K 

Использование Источник 

H₂O – Na₃PO₄ – K₃PO₄ 

SLE 293.15 + [264] 

SLE 298.15 + [415] 

𝑎1 288.15 – 323.15 + [415] 

H₂O – Na₂HPO₄ – Na₃PO₄ 

SLE 298.15 + [197] 

SLE 298.15 + [202] 

SLE 273.15 – 373.15 + [195] 

SLE 283.15 + [181] 

𝑎1 298.15 – [151] 

H₂O – K₂HPO₄ – K₃PO₄ 

SLE 273.15 – 298.15 – [240] 

SLE 298.15 – [247] 

SLE 298.15 + [232] 

SLE 273.15 ± [251] 

SLE 298.15 + [244] 

SLE 323.15 + [234] 

SLE 298.15 + [230] 

SLE 348.15 + [229] 

𝑇𝑏 379.0 – 391.7 – [241] 

𝑎1 298.15 – [151] 

𝐶𝑝 298.15 – [219] 

H₂O – Na₂HPO₄ – K₂HPO₄ 

SLE 273.15 – 298.15 + [259] 

SLE 313.15 ± [261] 

SLE 298.15 + [260] 

SLE 263.15 – 273.05 – [262] 

𝑎1 298.15 – [2] 

𝑎1 298.15 – [263] 

H₂O – NaH₂PO₄ – Na₂HPO₄ 

SLE 298.15 ± [202] 

SLE 273.15 – 373.15 + [195] 
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Продолжение таблицы И.5. 

Тип  
данных 

Диапазон  
температур 𝑇, K 

Использование Источник 

H₂O – NaH₂PO₄ – Na₂HPO₄ 

𝑎1 298.15 – [2] 

H₂O – KH₂PO₄ – K₂HPO₄ 

SLE 273.15 – 298.15 – [240] 

SLE 298.15 – [247] 

SLE 298.15 + [232] 

SLE 273.15 ± [251] 

SLE 298.15 + [244] 

SLE 323.15 + [234] 

SLE 298.15 + [230] 

SLE 348.15 + [229] 

SLE 298.15 + [249] 

SLE 298.15 + [237,248] 

𝑎1 298.15 + [237,248] 

𝑎1 298.15 + [213] 

𝑎1 298.15 – [2] 

𝑎1 298.15 – [148] 

𝐶𝑝 298.15 – [219] 

H₂O – NaH₂PO₄ – KH₂PO₄ 

SLE 273.15 – 348.15 + [252] 

SLE 288   318 ± [255] 

SLE 303.15 – [254] 

SLE 313.15 + [456] 

SLE 263.15 – 293.15 – [256] 

SLE 397.45 – [257] 

𝑎1 298.15 + [258] 

𝑎1 298.15 – [148] 

𝑎1 298.15 – [2] 
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Приложение К. Вспомогательная модель Питцера для раствора H₃PO₄ 

Объём H₃PO₄⁰ при бесконечном разбавлении (𝑉
H3PO4

0
∞ ) рассчитывался из данных по 

кажущемуся объёму ( 𝑉
𝜙

2) растворённого вещества согласно уравнению (К.2).  

𝑉
𝜙

2 =
𝑉 − 𝑛1𝑉𝑚,1

⚬

𝑛2
 (К.1) 

𝑉
𝜙

2 = 𝛼𝑉H2PO4
−

∞ + (1 − 𝛼)𝑉 H3PO4
0

∞ + 𝑉𝑒𝑥 (К.2) 

где 𝛼 – степень диссоциации H₃PO₄, 𝑉𝑚,1
⚬  – мольный объём чистой воды, 𝑉𝑒𝑥 – избыточ-

ный объём раствора. 

Избыточный объём раствора (𝑉𝑒𝑥) и степень диссоциации (𝛼) рассчитывались при 

помощи модели Питцера. Для параметров модели была использована эмпирическая зави-

симость от температуры и давления в соответствии с уравнением (К.3). 

𝑌 𝑖 = 𝑌 𝑖0 + 𝑌 𝑖1(𝑝 − 𝑝𝑟) + (𝑌 𝑖2 + 𝑌 𝑖3(𝑝 − 𝑝𝑟))(𝑇 − 𝑇𝑟) (К.3) 

где 𝑌 𝑖  – параметры модели Питцера, 𝑌 𝑖𝑗  – эмпирические параметры, 𝑇𝑟 = 298.15 К, 𝑝𝑟 =

0.1 МПа. 

Значения параметров 𝑌 𝑖0 и 𝑌 𝑖1 были заимствованы из работ [21,37]. Так как пред-

ложенные в этих исследованиях модели ограничены концентрацией до 6 моль/кг, в насто-

ящей работе использовались экспериментальные данные только в пределах данного кон-

центрационного диапазона. 

Температурная зависимость 𝑉
H3PO4

0
∞  описывалась с помощью эмпирического урав-

нения (К.4). 

𝑉
H3PO4

0
∞ = 𝐴1 +

𝐴2

(𝑇 − 230)
2
 (К.4) 

где 𝐴𝑖 – эмпирические параметры. 

Значение константы диссоциации ортофосфорной кислоты (𝐾𝑎,1), необходимое для 

вычисления 𝛼, рассчитывалось на основе уравнения, предложенного Даниэле с соавт. [32]. 

В отсутствие более подходящей альтернативы, на данном этапе величина объёма аниона 

H₂PO₄⁻ при бесконечном разбавлении была определена из уравнения состояния HKF с 

использованием параметров, приведённых в литературе [328]. В рассматриваемом темпе-

ратурном диапазоне расхождения между расчётами по параметрам, полученным в данной 

работе, и литературными данными невелики, а возникающая ошибка не превышает по-

грешности определённых значений 𝑉
H3PO4

0
∞ . 
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Оптимизация параметров 𝑌 𝑖2 проводилась нами на основе данных об активностях 

воды (𝑎1) при температурах до 383.15 К [106,122–125,127]. Данные Каблукова и Загвоздкина 

[127], обладающие низкой точностью (Рис. К.1, символы ○), учитывались с пониженным 

статистическим весом (𝜔𝑖 = 0.1). Как следует из Рис. К.1, предложенная модель удовлетво-

рительно описывает приведённые в литературе значения активностей. 

 
Рисунок К.1. Активность воды в растворах H₃PO₄ при температурах 298.15, 313.15, 333.15, 
353.15, 373.15 и 383.15 К (снизу вверх). Символы – экспериментальные данные: △ [122], □ 

[106], ◊ [123], ○ [127], × [124], ▽ [125]. Линии – расчёт по модель Питцера (настоящая ра-
бота). Расчётные линии и экспериментальные данные для каждой последующей темпера-
туры выше 298.15 К смещены на +0.1 по вертикали для наглядности. 

С учётом погрешностей полученное нами значение 𝑉
H3PO4

0
∞  = 47.8 см³/моль при 

комнатной температуре также согласуется с литературными данными (Тaблицa К.1). 
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Тaблицa К.1. Стандартный объём H₃PO₄. 

𝑽𝐇𝟑𝐏𝐎𝟒
𝟎

∞ (𝟐𝟗𝟖. 𝟏𝟓 𝐊), 

см³/моль 
Источники 

43.3 [18] 

48.1 [19] 

47.71 

47.67 
[20] 

48.01 [21] 

47.5 [22] 

47.9 Настоящая работа 

 

Параметры модели приведены в Тaблице К.2. 

Тaблицa К.2. Параметры модели Питцера системы H₂O – H₃PO₄ и эмпирической зависимо-

сти стандартного объёма H₃PO₄⁰. 

Параметры модели Питцера a Стандартный объём 

𝑌 𝑖(𝑝, 𝑇) = 𝑌 𝑖0 + 𝑌 𝑖1(𝑝 − 𝑝𝑟) + (𝑌 𝑖2 + 𝑌 𝑖3(𝑝 − 𝑝𝑟))(𝑇 − 𝑇𝑟) 

𝑉
H3PO4

0
∞ (𝑇)

= 𝐴1 +
𝐴2

(𝑇 − 230)
2
 

Параметр 𝒀𝒊𝟎 𝒀𝒊𝟏 𝒀𝒊𝟐 · 𝟏𝟎
𝟒 𝒀𝒊𝟐 · 𝟏𝟎

𝟑 𝑨𝟏 𝑨𝟐 · 𝟏𝟎
−𝟑

 

𝝀𝐇+,𝐇𝟑𝐏𝐎𝟒
 0.290 𝝀𝐇+,𝐇𝟑𝐏𝐎𝟒

 

+ 

𝝀𝐇𝟐𝐏𝐎𝟒
−,𝐇𝟑𝐏𝐎𝟒

 

2.187 0 0 

49.09 ± 0.6 –5.380 ± 3 

𝝀𝐇𝟐𝐏𝐎𝟒
−,𝐇𝟑𝐏𝐎𝟒

 –0.400 

𝝀𝐇𝟑𝐏𝐎𝟒,𝐇𝟑𝐏𝐎𝟒
 0.05031 0.9062 

–3.5540 

± 0.2 

11.717 

± 8 

𝝁𝐇𝟑𝐏𝐎𝟒,𝐇𝟑𝐏𝐎𝟒,

𝐇𝟑𝐏𝐎𝟒

 0.01095 0.2237 
–0.7871 
± 0.02 

–4.998  
± 1 

Источник [37] [21] Настоящая работа 
a 𝑇𝑟 = 298.15 К, 𝑝𝑟 = 0.1 МПа. 
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Таким образом, полученные в ходе этого моделирования значения 𝑉
H3PO4

0
∞  пред-

ставлены в Тaблице К.3. 

Тaблицa К.3. Стандартный объём H₃PO₄⁰, рассчитанный из данных Игана и Лаффа [420]. 

𝑻, К 𝑽𝐇𝟑𝐏𝐎𝟒
𝟎

∞ , см3/моль 

289.00 47.547 

298.33 47.940 

313.97 48.330 

333.96 48.595 

354.55 48.746 
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Приложение Л. Вспомогательные модели Питцера объёмных свойств 

Тaблицa Л.1. Стандартные объёмы H₂PO₄⁻, HPO₄²⁻ и PO₄³⁻ и параметры объёмных моде-

лей Питцера (уравнение (113)) двухкомпонентных систем. 

H₂O – KH₂PO₄ 

𝑇, K 𝑉KH2PO4

∞ , 

см³/моль 

𝑉K+
∞ , 

см³/моль 

𝑉H2PO4
−

∞ , 

см³/моль 

𝐵𝑉 · 103, 

кг/(моль·МПа) 

𝐶𝑉 · 104, 

кг²/(моль²·МПа) 

Источник 

273.15 33.37 8.33 25.04 2.976 – 

[426] 

283.15 36.21 8.88 27.33 2.571 – 

293.15 37.90 9.30 28.60 2.340 – 

298.15 38.61 9.48 29.13 2.214 – 

303.15 39.39 9.64 29.75 2.036 – 

313.15 40.35 9.95 30.40 1.805 – 

H₂O – Na₂HPO₄ 

𝑇, K 𝑉Na2HPO4

∞ , 

см³/моль 

𝑉Na+
∞ , 

см³/моль 

𝑉
HPO4

2−
∞ , 

см³/моль 

𝐵𝑉 · 103, 

кг/(моль·МПа) 

𝐶𝑉 · 104, 

кг²/(моль²·МПа) 

Источник 

283.15 -1.44 -2.20 2.96 1.908 -4.060 

[424] 

288.15 0.62 -1.88 4.39 1.615 -3.245 

293.15 2.23 -1.60 5.43 1.407 -2.710 

298.15 3.49 -1.34 6.18 1.246 -2.304 

303.15 4.49 -1.11 6.71 1.113 -1.977 

H₂O – Na₃PO₄ 

𝑇, K 𝑉Na3PO4

∞ , 

см³/моль 

𝑉Na+
∞ , 

см³/моль 

𝑉
PO4

3−
∞ , 

см³/моль 

𝐵𝑉 · 103, 

кг/(моль·МПа) 

𝐶𝑉 · 104, 

кг²/(моль²·МПа) 

Источник 

283.15 -42.82 -2.20 -35.49 2.410 -11.600 

[425] 

288.15 -39.70 -1.88 -33.55 1.750 -7.800 

293.15 -37.17 -1.60 -32.06 1.230 -4.800 

298.15 -35.20 -1.34 -30.98 0.840 -2.800 

303.15 -33.59 -1.11 -30.23 0.460 -0.600 

373 -31.96 1.51 -36.48 0.743 – 

[31] 
423 -58.89 2.20 -65.49 0.393 – 

473 -101.39 1.86 -106.97 -0.466 – 

497 -142.04 1.03 -145.14 -1.455 – 
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Приложение М. Параметры основных моделей 

Тaблицa М.1. Параметры модифицированного уравнения состояния HFK. 

 H₃PO₄⁰ H₂PO₄⁻ HPO₄²⁻ PO₄³⁻ 

Δ𝑓𝐺
∞, кДж/моль -1142.54 -1130.28 -1089.15 -1018.7 

Δ𝑓𝐻
∞, кДж/моль -1288.34 -1296.29 -1292.14 -1277.4 

𝑆∞, Дж/(моль·K) 158.2 90.43 -33.5 -220.3 

𝑎1, Дж/(моль·бар) 57.16 49.93 15.194 -294.19 

𝑎2 · 10
−2, Дж/моль -12.13 -33.16 4.5426 858.41 

𝑎3 · 10
−1, Дж·K/(моль·бар) -68.06 -28.6 22.273 -145.85 

𝑎4 · 10
−4, Дж·K/моль 10.69 3.572 -11.815 -38.266 

𝑐1, Дж/(моль·K) 170.8 145 56.68 77.62 

𝑐4 · 10
−4, Дж·К/моль -34.69 -55.31 -95.4 -161.73 

𝜔𝑛 · 10
−5, Дж/моль 1.896 8.152 14.19 29.756 

Тaблицa М.2. Параметры модели Воронина–Куценка. 

Вещество 𝑖 𝛼𝐸,𝑖 𝜃𝐸,𝑖 

K₂HPO₄ 

1 0.403192 63.012830 

2 1.917040 143.23099 

3 1.830520 269.55635 

4 2.031601 734.16401 

5 5.142471 1836.3603 

H₃PO₄ 

1 3.950444 1106.9887 

2 1.584408 422.8923 

3 1.213967 151.2398 

4 0.297540 63.9530 
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Приложение Н. Нонвариантные точки равновесия 

Тaблицa Н.1. Особые точки, рассчитанные в системе H₂O – Na₃PO₄. 

m, моль/кг T, K Фазовый состав Источник 

Нонвариантные точки 

0.30 248.9 H₂O(крист.) + 

Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH 

Наст. раб. 

2.22 321.4 Na₃PO₄·12H₂O·nNaOH + 
Na₃PO₄·8H₂O 

Наст. раб. 

3.79 346.7 Na₃PO₄·8H₂O + Na₃PO₄·6H₂O Наст. раб. 

6.86 379.7 Na₃PO₄·6H₂O + H₂O(пар) Наст. раб. 

Температуры плавления (метастаб.) 

4.63 335.4 

348.6 

343.2 

349.4 

347.2 

Na₃PO₄·12H₂O 

Na₃PO₄·12H₂O·⅐NaOH 

Na₃PO₄·12H₂O·⅐NaOH 

Na₃PO₄·12H₂O·⅕NaOH 

Na₃PO₄·12H₂O·⅕NaOH 

Наст. раб. 

Наст. раб. 

[303] 

Наст. раб. 

[303] 

6.94 

 

359.0 

359.2 

Na₃PO₄·8H₂O  

Na₃PO₄·8H₂O 

Наст. раб. 

[303] 

9.25 

 

385.2 

383.2 

Na₃PO₄·6H₂O 

Na₃PO₄·6H₂O (?) 

Наст. раб. 

[303] 

Тaблицa Н.2. Особые точки, рассчитанные в системе H₂O – K₃PO₄. 

m, моль/кг T, K Фазовый состав Источник 

Нонвариантные точки 

2.88 

2.93 

– 

248.9 

249.2 

249±1 

H₂O(крист.) + K₃PO₄·9H₂O Наст. раб. 

[227] 

[238] 

3.20 

3.17 

244.4 

245.0 

H₂O(крист.) + K₃PO₄·7H₂O 

(метастаб.) 

Наст. раб. 

[227] 

3.37 259.7 K₃PO₄·9H₂O + K₃PO₄·7H₂O Наст. раб. 

8.24 

– 

– 

318.7 

318.6 

321.0±0.4 

K₃PO₄·7H₂O + K₃PO₄·3H₂O Наст. раб. 

[227] 

[238] 

9.24 404.6 K₃PO₄·3H₂O + H₂O(пар) Наст. раб. 
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Продолжение таблицы Н.2. 

m, моль/кг T, K Фазовый состав Источник 

Температуры конгруэнтного плавления 

6.17 284.8 K₃PO₄·9H₂O  

(метастаб.) 

Наст. раб. 

7.93 

7.93 

7.93 

318.8 

318.2 

320.0 

K₃PO₄·7H₂O  Наст. раб. 

[457] 

[239] 

Тaблицa Н.3. Особые точки, рассчитанные в системе H₂O – Na₂HPO₄. 

m, моль/кг T, K Фазовый состав Источник 

Нонвариантные точки 

0.107 

0.104 

0.104 

0.108 

272.69 

272.68 

272.67 

272.67 

H₂O(крист.) + Na₂HPO₄·12H₂O Наст. раб. 

[166] 

[165] 

[163] 

3.02 308.2 Na₂HPO₄·12H₂O + Na₂HPO₄·7H₂O Наст. раб. 

5.64 321.3 Na₂HPO₄·7H₂O + Na₂HPO₄·2H₂O Наст. раб. 

7.59 368.2 Na₂HPO₄·2H₂O + Na₂HPO₄ Наст. раб. 

6.74 378.6 Na₂HPO₄ + H₂O(пар) Наст. раб. 

Тaблицa Н.4. Особые точки, рассчитанные в системе H₂O – K₂HPO₄. 

m, моль/кг T, K Фазовый состав Источник 

Нонвариантные точки 

3.33 

3.34 

3.32 

259.6 

259.7 

259.4 

H₂O(крист.) + K₂HPO₄·6H₂O Наст. раб. 

[227] 

[228] 

8.61 

8.68 

287.6 

287.9 

K₂HPO₄·6H₂O + K₂HPO₄·3H₂O Наст. раб. 

[228] 

15.01 

14.69 

– 

321.6 

321.5 

321.2 

K₂HPO₄·3H₂O + K₂HPO₄ Наст. раб. 

[228] 

[457] 

16.36 

– 

396.1 

398.2 

K₂HPO₄ + H₂O(пар) Наст. раб. 

[458] 

Температуры конгруэнтного плавления 

9.21 

9.21 

287.9 

288.0 

K₂HPO₄·6H₂O 

(метастаб.) 

Наст. раб. 

[227] 
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Тaблицa Н.5. Особые точки, рассчитанные в системе H₂O – NaH₂PO₄. 

m, моль/кг T, K Фазовый состав Источник 

Нонвариантные точки 

4.01 263.4 H₂O(крист.) + NaH₂PO₄·2H₂O Наст. раб. 

11.97 314.4 NaH₂PO₄·2H₂O + 
NaH₂PO₄·H₂O 

Наст. раб. 

14.64 329.9 NaH₂PO₄·H₂O + NaH₂PO₄ Наст. раб. 

26.11 392.3 NaH₂PO₄ + H₂O(пар) Наст. раб. 

 

Тaблицa Н.6. Особые точки, рассчитанные в системе H₂O – KH₂PO₄. 

m, моль/кг T, K Фазовый состав Источник 

Нонвариантные точки 

0.97 270.6 H₂O(крист.) + KH₂PO₄·2H₂O Наст. раб. 

7.85 377.5 KH₂PO₄ + H₂O(пар) Наст. раб. 

 

 


