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ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.1 Âåùåñòâåííûé,

êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà Êîçëîâñêîé Òàòüÿíû Äàâèäîâíû ïî ñâîåé òå-

ìàòèêå îòíîñèòñÿ ê òåîðèè åäèíñòâåííîñòè îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ôóíê-

öèé. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíîé åäèí-

ñòâåííîñòè è çàäà÷ ëîêàëèçàöèè äëÿ íåñêîëüêèõ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì

ôóíêöèé: òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, ñèñòåìû Óîëøà, ñèñòåìû

Âèëåíêèíà�Äæàôàðëè.

Àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ åäèí-

ñòâåííîñòè äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ôóíêöèé áåðåò íà÷àëî ñ îäíîé ðà-

áîòû Ã. Êàíòîðà, à ïîçæå Í.Í. Ëóçèí è Í.Ê. Áàðè íàçâàëè ìíîæåñòâàìè

åäèíñòâåííîñòè èëè U -ìíîæåñòâàìè òå ïîäìíîæåñòâà åäèíè÷íîé îêðóæ-

íîñòè, ïðè ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ê íóëþ âíå êîòîðûõ íå

íàðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü, à M -ìíîæåñòâàìè � òå, êîòîðûå íå ÿâëÿþò-

ñÿ U -ìíîæåñòâàìè. Èññëåäîâàíèÿì ìíîæåñòâ åäèíñòâåííîñòè ïîñâÿùåíû

èçâåñòíûå ðàáîòû Ä.Å. Ìåíüøîâà, À. Ðàéõìàíà, Í.Ê. Áàðè, Ð. Ñàëåìà,

À. Çèãìóíäà, È.È. Ïÿòåöêîãî-Øàïèðî, À. Êåõðèñà. Èç ýòèõ ðàáîò âèä-

íî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ çàäàííîå ìíîæåñòâî U - èëè

M -ìíîæåñòâîì, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òîíêèì è äàæå â ïðîñòåéøèõ ÷àñòíûõ

ñëó÷àÿõ òðåáóþùèì äëÿ îòâåòà íà íåãî ïðèâëå÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé òåî-

ðèè ÷èñåë, à êîíñòðóêòèâíîãî ñïîñîáà îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ â îáùåì

ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò äàæå äëÿ êëàññà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Â ðàáîòàõ À.À. Øíåéäåðà, Í.ß. Ôàéíà, Ô.Ã. Àðóòþíÿíà, À.À. Òàëà-

ëÿíà, Ñ.Á. Ñòå÷êèíà, Ï.Ë. Óëüÿíîâà, Â.À. Ñêâîðöîâà, Â.Ð. Âýéäà, Ê. Éî-

íåäû, Äæ. Êóðè, Ã.Ã. Ãåâîðêÿíà, Í.Í. Õîëùåâíèêîâîé, Ñ.Ô. Ëóêîìñêîãî,



Í.À. Áîêàåâà è äðóãèõ àâòîðîâ èçó÷àëèñü U -ìíîæåñòâà äëÿ ñèñòåì ôóíê-

öèé Ðàäåìàõåðà, Õààðà è Óîëøà è èõ îáîáùåíèé. Â íåäàâíåé ñåðèè ðàáîò

Ã.Ã. Ãåâîðêÿíà ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ ïî ñè-

ñòåìå Ôðàíêëèíà.

Ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíîé åäèíñòâåííîñòè âîçíèêàþò, êîãäà âìåñòî âñå-

ãî êëàññà ðÿäîâ ïî íåêîòîðîé ñèñòåìå ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþò íåêîòîðûé

åãî ïîäêëàññ. Èçó÷åíèåì òàêèõ ìíîæåñòâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ôóíê-

öèé çàíèìàëèñü À. Çèãìóíä, Â.Ë. Øàïèðî, Æ.-Ï. Êàõàí, É. Êàöíåëüñîí,

Ð.È. Îâñåïÿí, À.Â. Áàõøåöÿí, Ã.Ã. Ãåâîðêÿí, Ë. Êîëüöàíè è äðóãèå ìàòå-

ìàòèêè. Ïðîáëåìàì, ñâÿçàííûì ñ îáúåäèíåíèÿìè U -ìíîæåñòâ, ïîñâÿùå-

íû ðàáîòû Í.Ê. Áàðè, Â.Ð. Âýéäà, Í.Í. Õîëùåâíèêîâîé è äðóãèõ àâòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà àêòóàëüíà,

à ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû îá Ur-ìíîæåñòâàõ äëÿ íåñêîëüêèõ ñèñòåì

ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ è ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûì

ïðîäâèæåíèåì â äàííîé îáëàñòè.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ââåäåíèå, ÷åòû-

ðå ãëàâû, çàêëþ÷åíèå è ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 36 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé

îáúåì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 66 ñòðàíèö.

Âî ââåäåíèè ðàñêðûòà àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé òåìû, à òàêæå ñôîð-

ìóëèðîâàíû îñíîâíûå öåëè èññëåäîâàíèÿ è îáîñíîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ïðèâåäåí ðÿä

èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçûâàþùèõ îïðåäåëÿåìûå ïîíÿòèÿ è ïðèìåíÿ-

åìûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.

Âî âòîðîé ãëàâå:

� ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ôîðìàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ÎÔÏ) äâóõ

ðÿäîâ Óîëøà;

� ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ÎÔÏ íà ñëó÷àé ðÿäîâ Óîëøà ïåðåíåñåíà òåîðèÿ

Ðàéõìàíà î ëîêàëèçàöèè îáùèõ (ò.å. íå ÿâëÿþùèõñÿ ðÿäàìè Ôóðüå) òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ; â ÷àñòíîñòè äîêàçàíî, ÷òî åñëè ÿäðî íóëü-ðÿäà

Óîëøà çàìêíóòî, òî ëþáàÿ åãî íåïóñòàÿ ïîðöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì íåêîòî-

ðîãî äðóãîãî íóëü-ðÿäà Óîëøà.



Â òðåòüåé ãëàâå:

� äîêàçàí àíàëîã îäíîãî ðåçóëüòàòà Êàõàíà è Ñàëåìà, ñîñòîÿùèé â òîì,

÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî E åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîð-

ôà êîòîðîãî ðàâíà íóëþ, ÿâëÿåòñÿ Ur-ìíîæåñòâîì äëÿ òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ðÿäîâ äëÿ âñåõ r ≥ 1;

� ïîñòðîåíà êëàññèôèêàöèÿ ïîäìíîæåñòâ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íó-

ëåâîé ìåðû Ëåáåãà è ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðè-

íàäëåæíîñòè ýòèõ ïîäìíîæåñòâ êëàññàì Ur- è Mr-ìíîæåñòâ äëÿ òðèãî-

íîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé; åùå îäíà êëàññèôèêàöèÿ, â êîòîðîé

ïðèíèìàþò ó÷àñòèå Ur- è Mr-ìíîæåñòâà äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé Óîëøà,

ïîñòðîåíà äëÿ ïîäìíîæåñòâ åäèíè÷íîãî ïîëóèíòåðâàëà.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå:

� äîêàçàíû òåîðåìû òèïà Áàðè î òîì, ÷òî îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà

çàìêíóòûõ Ur-ìíîæåñòâ äëÿ ñèñòåì Óîëøà è Âèëåíêèíà�Äæàôàðëè òîæå

ÿâëÿåòñÿ Ur-ìíîæåñòâîì;

� íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ôîðìàëüíî-

ãî ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïðèíàäëåæàò êëàññó lp, åñëè

îäèí èç íèõ àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, à êîýôôèöèåíòû âòîðîãî � èç êëàññà lp.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ.

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è äîñòàòî÷íî èíòåðåñíû-

ìè. Ïðè èõ äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ

ðÿäîâ (â ÷àñòíîñòè, ìåòîä ôîðìàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ), ìåòîäû ãàð-

ìîíè÷åñêîãî àíàëèçà (â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû òåîðèè õàðàêòåðîâ íóëüìåð-

íûõ ãðóïï), ìåòîäû òåîðèè ìåðû, òåîðèè ìíîæåñòâ è òåîðèè ðàçìåðíîñòè.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå âûäåðæèâàåòñÿ îïðåäåëåííàÿ ñþæåòíàÿ ëèíèÿ.

Òàê, ðåçóëüòàòû ãëàâû 2, ñ îäíîé ñòîðîíû, èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èí-

òåðåñ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè èñïîëüçóþòñÿ â ãëàâå 4 ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåì îá îáúåäèíåíèè Ur-ìíîæåñòâ. Èíòåðåñíû ïîñòðîåííûå â ãëàâå 3

êëàññèôèêàöèè ìíîæåñòâ íóëåâîé è ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè è åäèíè÷íîì ïîëóèíòåðâàëå ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ïðèíàäëåæ-

íîñòè êëàññàì Ur- è Mr-ìíîæåñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ðàññìàòðèâàåìîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû



ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðîäâèæåíèåì â äàííîé îáëàñòè, à åå ìåòîäû

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ åäèíñòâåí-

íîñòè è ëîêàëèçàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ôóíêöèé, â òîì ÷èñëå ñèñòåì

õàðàêòåðîâ ïðîèçâîëüíûõ êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ñòåïåíü îáîñíîâàííîñòè íàó÷íûõ ïîëîæåíèé è ðåçóëüòàòîâ,

ñôîðìóëèðîâàííûõ â äèññåðòàöèè. Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çà-

ùèòó, ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì, îáîñíîâàíû è ïîäòâåðæäåíû ÷åòêî ñôîð-

ìóëèðîâàííûìè è ñòðîãî äîêàçàííûìè òåîðåìàìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòà-

òû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îòðàæåíû â 8 ïóáëèêàöèÿõ àâòîðà, èç êîòî-

ðûõ 3 îïóáëèêîâàíû â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðåöåíçèðóåìûõ Scopus, Web

of Science è RSCI, â òàêæå îïðåäåëåííûõ ï. 2.3 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäå-

íèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìå-

íè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà. Ðåçóëüòàòû ïðîâåä¼ííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðåä-

ñòàâëåíû íà íåñêîëüêèõ ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöÿõ è íàó÷íî-

èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò èõ àêòóàëüíîñòü è íàó÷-

íóþ çíà÷èìîñòü.

Çàìå÷àíèÿ ïî äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.

1. Òåîðåìà 4.1.1 îá îáúåäèíåíèè Ur-ìíîæåñòâ äëÿ ñèñòåìû Óîëøà ñôîð-

ìóëèðîâàíà è äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ r ≥ 2, â òî âðåìÿ êàê ïîäîáíàÿ òåîðåìà

4.2.1 äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà�Äæàôàðëè � ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ r > 2. Â òî

æå âðåìÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2.1 è ïðåäøåñòâóþùèõ åé ëåìì

âèäíî, ÷òî ýòà òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé è ïðè r = 2.

2. Ïóíêò 4.3 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåí, êàê âèäíî èç åãî íàçâà-

íèÿ, îáúåäèíåíèþ Ur-ìíîæåñòâ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû. Äèñ-

ñåðòàíò ñðàçó îòìå÷àåò, ÷òî â îòëè÷èå îò ñèñòåì Óîëøà è Âèëåíêèíà�

Äæàôàðëè â ñëó÷àå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ìåòîä ôîðìàëüíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ äàåò âîçìîæíîñòü äîêàçàòü òåîðåìó òèïà Áàðè ëèøü â îñëàá-

ëåííîì âèäå. Ïîñëå ýòîãî â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå íàõîäÿòñÿ äîïîëíè-

òåëüíûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ýòà òåîðåìà ñòàíîâèòñÿ âåð-

íîé. Ïðè ýòîì ñàìà òåîðåìà, ôàêòè÷åñêè äîêàçàííàÿ ïðè âûïîëíåíèè

íàéäåííûõ äèññåðòàíòîì äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, òàê è íå áûëà ñôîð-

ìóëèðîâàíà.



3. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.1 ìîæíî íåñêîëüêî ñîêðàòèòü. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìîì óñëîâèè íà ÷èñëî n êîýô-

ôèöèåíò ïðè 2k â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè ýòîãî ÷èñëà ðàâåí 1, ÷èñëà p

� íóëþ, à ÷èñëà n ⊕ p � åäèíèöå. Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ êëþ÷åâàÿ

ôîðìóëà (2.7), à ïîñëå åå ïîëó÷åíèÿ ìîæíî ïåðåéòè ê ïîñëåäíèì äâóì

àáçàöàì â äîêàçàòåëüñòâå.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.1 ïðåäâàðÿåò øåñòü âñïîìîãàòåëüíûõ

ëåìì 4.2.2�4.2.7. Ïðè ýòîì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.2.2 î ÿäðàõ Äèðèõëå

äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà�Äæàôàðëè âïîëíå ìîæíî áûëî áû îïóñòèòü è ñî-

ñëàòüñÿ íà áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû õàðàêòåðîâ

íóëüìåðíîé êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïû, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ, íàïðè-

ìåð, â ôîðìóëå (3.8) íà ñòðàíèöå 98 èç èñòî÷íèêà [21] â ñïèñêå ëèòåðàòó-

ðû.

5. Â ðàáîòå èìååòñÿ íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî îïå÷àòîê è íåòî÷íîñòåé: â

îïðåäåëåíèè äâîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà n íà ñòðàíèöå 17 íåâåðíî óêà-

çàí íèæíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ; â âûíîñíîé ôîðìóëå â êîíöå ñòðàíè-

öû 19 ñòîèò èçáûòî÷íàÿ çàïèñü mod 2π â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè; â ññûëêå íà

ñòðàíèöå 49 âìåñòî [2] äîëæíî áûòü [20]; â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

4.2.1 âìåñòî ññûëêè íà ëåììó 4.2.3 óêàçàíà îøèáî÷íàÿ ññûëêà íà ëåììó

4.1.2.

Âìåñòå ñ òåì, óêàçàííûå çàìå÷àíèÿ íå óìàëÿþò çíà÷èìîñòè äèññåðòà-

öèîííîãî èññëåäîâàíèÿ. Äèññåðòàöèÿ îòâå÷àåò òðåáîâàíèÿì, óñòàíîâëåí-

íûì Ìîñêîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñî-

âà ê ðàáîòàì ïîäîáíîãî ðîäà. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóåò ñïå-

öèàëüíîñòè 1.1.1 Âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

(ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì íàóêàì), à òàêæå êðèòåðèÿì, îïðåäåëåííûì

ïï. 2.1�2.5 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé â Ìîñêîâñêîì ãî-

ñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Äèññåðòàöèîííàÿ

ðàáîòà îôîðìëåíà ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì Ïîëîæåíèÿ î ñîâåòå ïî çàùèòå

äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà íàóê Ìîñêîâñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.



Òàêèì îáðàçîì, ñîèñêàòåëü Êîçëîâñêàÿ Òàòüÿíà Äàâèäîâíà çàñëóæèâà-

åò ïðèñóæäåíèÿ ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.1 Âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé

àíàëèç.
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¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà¿
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