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¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ

ìàòåìàòèêà¿

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ âàæíîé, íîâîé è èíòåðåñíîé òåîðå-
òèêî-÷èñëîâîé çàäà÷è: íàñêîëüêî áëèçêî ìîæíî ïîäîéòè ê çàäàííîìó âåùåñòâåí-
íîìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó N ñóììîþ äâóõ (òð¼õ, ÷åòûð¼õ) êâàäðàòîâ ïðîñòûõ
÷èñåë? Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè êàêèõ íàèìåíüøèõ Hs, s = 1, 2, 3, íåðàâåíñòâà

|N − (p21 + p22)| ⩽ H1, |N − (p21 + p22 + p23)| ⩽ H2, |N − (p21 + p22 + p23 + p24)| ⩽ H3 (1)

ðàçðåøèìû â ïðîñòûõ ÷èñëàõ?
Èçâåñòíà êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà, âîñõîäÿùàÿ, âåðîÿòíî, åù¼ ê Ë. Ýéëåðó: ïðè

êàêîì íàèìåíüøåì H (êàê ôóíêöèè N) íåðàâåíñòâî

|N − (x2 + y2)| ⩽ H

ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ x è y? Óäèâèòåëüíî, ÷òî ñàìûé åñòåñòâåííûé ïóòü (ò.í.
¾æàäíûé¿ àëãîðèòì: ñíà÷àëà ïðèáëèçèòü ÷èñëî îäíèì êâàäðàòîì, à ïîòîì ðàçíîñòü
ìåæäó íèìè - âòîðûì êâàäðàòîì) äà¼ò íàèëó÷øèé èçâåñòíûé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
ðåçóëüòàò: H ≍ N1/4.

Íåñîìíåííî, ÷òî çàäà÷è, ðàññìîòðåííûå â äèññåðòàöèè, íàâåÿíû èìåíî ýòîé
òðóäíîé è èíòåðåñíîé ïðîáëåìîé.

Ïðèìåíåíèå ¾æàäíîãî¿ àëãîðèòìà ïðè ðåøåíèè òàêîé çàäà÷è äà¼ò â ëó÷øåì
ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòü ïåðâîãî èç íåðàâåíñòâ (1) ïðè H, ñóùåñòâåííî áîëüøèõ, ÷åì√
N . ×òîáû ïåðåéòè ÷åðåç ýòîò ¾êîðíåâîé áàðüåð¿ è äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü äëÿ H

ïîðÿäêàN0.5−c ïðè íåêîòîðîì, ïóñòü äàæå î÷åíü ìàëîì, íî ïîëîæèòåëüíîì c, àâòîðó
ïðèøëîñü çàäåéñòâîâàòü ò.í. ÿâíûå ôîðìóëû òåîðèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë
è âåñüìà íåòðèâèàëüíûå óòâåðæäåíèÿ î ¾ïëîòíîñòè¿ íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà.
Âïåðâûå ýòè ñîîáðàæåíèÿ áûëè ââåäåíû â òåîðèþ ÷èñåë Þ.Â. Ëèííèêîì è ñ òîãî
âðåìåíè ïðî÷íî âîøëè â àðñåíàë ñèëüíåéøèõ òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ èíñòðóìåíòîâ.

Èòîãîì ýòîé äåÿòåëüíîñòè ñòàëî äîêàçàòåëüñòâî äèññåðòàíòîì ðàçðåøèìîñòè
íåðàâåíñòâ (1) ïðè Hs ⩾ Nαs+ε, ãäå

α1 =
31

64
− 1

300
= 0.481041 . . . , α2 =

7

12
α1 = 0.280607 . . . , α3 =

(
7

12

)2

α1 = 0.163687 . . .
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(òåîðåìû 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî).
Áåç ñîìíåíèÿ, ýòîò ðåçóëüòàò çàñëóæèâàåò ñàìîé âûñîêîé îöåíêè è ïî ïðàâó

âîéä¼ò â ÷èñëî ëó÷øèõ äîñòèæåíèé ðîññèéñêîé òåîðèè ÷èñåë.
Ïðè ÷òåíèè äèññåðòàöèè åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ: ÷òî ÿâèëîñü êëþ÷åâûì

îáñòîÿòåëüñòâîì, êîòîðîå äàëî âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ñòîëü íåòðèâèàëüíûå ðåçóëü-
òàò? Äåëî â òîì, ÷òî ïëîòíîñòíóþ òåõíèêó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè îòâåòå íà òà-
êîé âîïðîñ: ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè H ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ¾ïî÷òè
êàæäûé¿ èç ïðîìåæóòêîâ (n, n+H], n = 1, 2, . . . , N , ñîäåðæèò íå ìåíåå

cH

lnN

ïðîñòûõ ÷èñåë. Îòâåò íà íåãî çàâèñèò, ãðóáî ãîâîðÿ, îò íàëè÷èÿ ïëîòíîñòíîé îöåíêè
òèïà

N(σ, T ) ≪ T a(1−σ)+ε, ε > 0, (2)

ñïðàâåäëèâîé íà âñåì èíòåðâàëå [0.5, 1), è èìååò âèä:

H ⩾ N1− 2
a+ε1 , ε1.

Íàëè÷èå äðóãèõ ïëîòíîñòíûõ îöåíîê, áîëåå òî÷íûõ ïðè σ, áëèçêèõ ê åäèíèöå, â
ýòîé çàäà÷å, êàê íè ñòðàííî, íè ê ÷åìó íå ïðèâîäèò. Ïåðåíîñ ïîäîáíûõ ðàññóæäåíèé
áåç èçìåíåíèé íà ñëó÷àé çàäà÷è ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà ñóììîþ êâàäðàòîâ ïðîñòûõ â
ëó÷øåì ñëó÷àå ïðèâîäèò ëèøü ê ðàçðåøèìîñòè íåðàâåíñòâà

|N − (p2 + q2)| ⩽ H

ïðè H ⩾ N0.5+c, ãäå c > 0, è íå ìîæåò ïðèâåñòè ê ñîäåðæàòåëüíîìó ðåçóëüòàòó ïðè
H ≪ N0.5−ε.

Äèññåðòàíòîì æå óñïåøíî èñïîëüçîâàíà ñïåöèôèêà çàäà÷è, à èìåííî òî, ÷òî ÷èñ-
ëî N ïðèáëèæàåòñÿ íå îäíèì ëèíåéíûì ñëàãàåìûì, à äâóìÿ íåëèíåéíûìè: p21 + p22.
Ýòî ïîçâîëèëî åìó äîêàçàòü äâå êëþ÷åâûå ëåììû îáùåãî âèäà, êîòîðûå, ãðóáî ãîâî-
ðÿ, îöåíèâàþò îäíó è òó æå ñóììó ïî íóëÿì äçåòà-ôóíêöèè, íî ðàçíûìè ñïîñîáàìè.
Ðå÷ü èä¼ò î ëåììàõ 17 è 19 (âêëþ÷àÿ èõ ñëåäñòâèÿ - ëåììû 18 è 20 ñîîòâåòñòâåííî).
Â ïåðâîì ñëó÷àå àâòîð îöåíèâàåò èñõîäíóþ ñóììó, ñâîäÿ å¼ ê îöåíêå ñóììû òèïà∑

|γ|⩽T
σ1⩽β<σ2

Xβ

÷åðåç èñïîëüçîâàíèå òðèâèàëüíîãî íåðàâåíñòâà ¾ìîäóëü èíòåãðàëà íå ïðåâîñõîäèò
èíòåãðàëà îò ìîäóëÿ¿. Âî âòîðîì æå ñëó÷àå òàêàÿ îöåíêà ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì íåðàâåíñòâà Êîøè. Èìåÿ äâà óêàçàííûõ óòâåðæäåíèÿ, àâòîð óìåëî êîìáè-
íèðóåò èõ, ñî÷åòàÿ èõ ñ áîãàòûì àðñåíàëîì ïëîòíîñòíûõ îöåíîê, è òàê äîñòèãàåò
óñïåõà: ðàçðåøèìîñòè óêàçàííîãî íåðàâåíñòâà ïðè

H < N0.5−c
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ñ íàäëåæàùèì ïîëîæèòåëüíûì c.
Äðóãèì êëþ÷åâûì îáñòîÿòåëüñòâîì, ïðèâåäøèì ê óñïåõó, ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,

÷òî êîëè÷åñòâî íóëåé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà â óçêèõ ïðÿìîóãîëüíèêàõ âáëèçè åäè-
íè÷íîé ïðÿìîé àíîìàëüíî ìàëî (åñëè, êîíå÷íî, îíî îòëè÷íî îò íóëÿ). Íàïðèìåð,
ïðè σ, î÷åíü áëèçêèõ ê åäèíèöå (ñëåâà) îöåíêà (2) óñòóïàåò ïî ñèëå äðóãîé îöåíêå
ñîâåðøåííî èíîãî òèïà:

N(σ, T ) ≪ T a(1−σ)3/2(lnT )b, (3)

ãäå a è b � íåêîòîðûå àáñîëþòíûå ïîñòîÿííûå. Àâòîðîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ
îöåíêà (3) ïðè ðàáîòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì äèàïàçîíîì èçìåíåíèÿ σ (c. 58-59).

Îäíàêî ñàìîé ïî ñåáå îöåíêè (3) ìàëî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáèòüñÿ óñïåõà, àâòîðó
ïðèøëîñü ñàìîñòîÿòåëüíî âûâåñòè öåëûé ðÿä íîâûõ ïëîòíîñòíûõ òåîðåì, êàæäóþ
èç êîòîðûõ îí âïîñëåäñòâèè ïðèìåíÿë íà òîì èëè èíîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ σ
(ëåììà 25 íà ñ. 35, ëåììà 27 íà ñ. 44, ëåììà 29 íà ñ. 48, ëåììà 30 íà ñ. 50). Äëÿ
ýòîãî åìó ïðèøëîñü îñíîâàòåëüíî è òâîð÷åñêè îñâîèòü ñîîòâåòñâóþùóþ òåõíèêó äî-
êàçàòåëüñòâà òàêèõ óòâåðæäåíèé (ïî êíèãàì Õ. Ìîíòãîìåðè è À. Èâè÷à). Áîëüøóþ
÷àñòü òåêñòà äèññåðòàöèè çàíèìàåò èìåííî äîêàçàòåëüñòâî ïëîòíîñòíûõ òåîðåì.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2 è 3 (î ïðèáëèæåíèè ÷èñëà ñóììîþ òð¼õ è ÷åòûð¼õ
êâàäðàòîâ ïðîñòûõ) â öåëîì ñëåäóþò ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1, êîòîðàÿ ïî
ïðàâó ìîæåò áûòü íàçâàíà ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè.

Àâòîðîì ïðîäåëàíà áîëüøàÿ è ñëîæíàÿ ðàáîòà, íåèçáåæíûì ñïóòíèêîì êîòî-
ðîé ÿâëÿþòñÿ îïå÷àòêè è íåòî÷íîñòè â òåêñòå. Âñå îíè íå âëèÿþò íà ïðàâèëüíîñòü
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, õîòÿ èõ ñêðóïóë¼çíûé àíàëèç ïîòðåáîâàë äåòàëüíîãî îçíà-
êîìëåíèÿ ñ õîäîì âûêëàäîê. Îíè ïåðå÷èñëåíû íèæå, ñ ðàçáèâêîé íà äâå ãðóïïû.
Â ïåðâóþ âîøëè îïå÷àòêè, âî âòîðóþ � áîëåå ñîäåðæàòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Âòîðûå
ñíàáæàþòñÿ íåáîëüøèìè êîììåíòàðèÿìè.

Îïå÷àòêè:

ñòð. 3:
� â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ×åáûø¼âà ψ(x) âìåñòî ¾ñóììà çíà÷åíèé ôóíêöèè

π(x)¿ äîëæíî áûòü: ¾ñóììà çíà÷åíèé ôóíêöèè Λ(n)¿;
� â îïðåäåëåíèè ñèìâîëà ≪ âìåñòî A ⩽ B äîëæíî áûòü |A| ⩽ B;
ñòð. 8:
� â íåðàâåíñòâå äëÿ J(N,H) ïðèñóòñòâóåò ïàðàìåòð N1, íî åãî îïðåäåëåíèå äà-

¼òñÿ òîëüêî íà ñòð. 11;
ñòð. 18
� â íåðàâåíñòâå (7) ëåììû 7 âìåñòî T äîëæíî áûòü t;
ñòð. 18-20:
� ïîõîæå, â ññûëêàõ íà èñòî÷íèêè ïðîèçîø¼ë ñäâèã íà îäíó ïîçèöèþ; òàê, ïîä

[18] ÿâíî ñëåäóåò ïîíèìàòü êíèãó À.Èâè÷à [19], à ïîä [19] - êíèãó Õ.Ìîíòãîìåðè
[20].

ñòð. 19:
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� â ëåììå 12 (ôîðìóëà äëÿ S(x,K, T )) âìåñòî (−1)d äîëæíî áûòü (−1)n; òî æå
� íà ñ. 27;

ñòð. 20:
� â îïðåäåëåíèè M(A) ïðîïóùåí äèôôåðåíöèàë dt;
ñòð. 21:
� â ëåììå 16 (ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî) ïðîïóùåí äèôôåðåíöèàë dx;
ñòð. 23:
� â ëåììå 17 (ôîðìóëà äëÿ W1(α)) âìåñòî 1 > σ ⩾ σ0 äîëæíî áûòü 1 > β ⩾ σ0;

òî æå � â ôîðìóëèðîâêå ëåììû 18 (ñ. 24).
ñòð. 24:
� â ôîðìóëèðîâêå ëåììû 18 âåëè÷èíà T áåð¼òñÿ ðàâíîé (N1/H)(lnN)−3, õîòÿ

ëåììà ïðèìåíÿåòñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà T = (N1/H)(lnN)3. Òî÷íîå çíà÷åíèå T èç
ëåììû ìîæíî óáðàòü, òàê êàê îíî òàì ïî ñóòè íå èñïîëüçóåòñÿ (âîçìîæíî, èñïîëü-
çóåòñÿ òîëüêî òî, ÷òî lnT ≪ lnN).

� ñëàãàåìîå
HT

N1−α
lnT

âî âòîðîé ñíèçó âûíîñíîé ôîðìóëå ìîæíî îïóñòèòü (ñì. íèæå Çàìå÷àíèå 2).
ñòð. 59:
� â òðåòüåé ñíèçó âûíîñíîé ôîðìóëå â ñóììå ïî íóëÿì ïðîïóùåíî óñëîâèå 0.5 ⩽

β < σ0, ãäå σ0 =
45 869
48 270

;
ñòð. 69:
� â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ó ïóáëèêàöèè [8] íå óêàçàí ãîä (2006).

Ñîäåðæàòåëüíûå çàìå÷àíèÿ:

1) Îïèñàíèå îñíîâíûõ ýòàïîâ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ èçëèøíå
äëèííûì. Îíî çàíèìàåò ïðàêòè÷åñêè 5 ñòðàíèö � ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî è ñàìî
äîêàçàòåëüñòâî. Â îïèñàíèè èìååòñÿ ìíîæåñòâî ññûëîê íà ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå
åù¼ òîëüêî áóäóò äîêàçàíû ïîçæå, è â ýòîì ñìûñëå îíî íå ñîîáùàåò ïðàêòè÷åñêè
íè÷åãî ÷èòàòåëþ, êîòîðûé âèäèò òåêñò âïåðâûå.

Âìåñòå ñ òåì, çäåñü áûëî áû óìåñòî ïîÿñíèòü ãëàâíîå: çà ñ÷¼ò ÷åãî àâòîðó óäà¼òñÿ
ñòåïåííûì îáðàçîì óëó÷øèòü âåëè÷èíó H, ïðè êîòîðîé íåðàâåíñòâî

|N − (p2 + q2)| ⩽ H

ðàçðåøèìî â ïðîñòûõ ÷èñëàõ. Èìåííî, ðàíåå ýòî áûëî èçâåñòíî äëÿH =
√
Ne−(lnN)0.1 ,

òåïåðü � ïðè H = Nα+ε, ãäå, êàê óæå îòìå÷àëîñü,

α = α1 =
31

64
− 1

300
<

1

2
.

Çà âû÷èñëåíèÿìè íà ñòð. 59-61 ýòî ñîâåðøåííî íå ïðîñìàòðèâàåòñÿ.
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Òàê, âåñüìà æåëàòåëüíî îáúÿñíèòü ¾íà ïàëüöàõ¿ (ñêàæåì, âî Ââåäåíèè) ñëåäóþ-
ùåå. Â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ (ïîìèìî ïðî÷åãî) äâà êëþ÷åâûõ
óòâåðæäåíèÿ:

à) ïëîòíîñòíàÿ îöåíêà Õàêñëè (1) c a = 12/5;

á) òåîðåìà À. Áåéêåðà, Ã. Õàðìàíà è ß. Ïèíòöà î òîì, ÷òî âñÿêèé ïðîìåæóòîê
âèäà (N,N + h] ñîäåðæèò ïðè N > h≫ N b, b = 21/40, ïîðÿäêà

h

lnN
ïðîñòûõ ÷èñåë.

Êàêîå èìåííî èç äâóõ ÷èñåë � a = 12/5 èëè b = 21/40 � òàê, ñêàçàòü, áîëüøå
¾ïîâëèÿëî¿ íà ïîêàçàòåëü α1?

2) Â äîêàçàòåëüñòâå ëåìì 16, 17 (ñ. 22, 23) åñòü ññûëêè íà ëåììó 2, íî èç êîí-
òåêñòà ñëåäóåò, ÷òî ïîä ëåìîé 2 àâòîð â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîíèìàë îáùóþ îöåíêó
ñóììû âèäà

S =
∑

σ1⩽β<σ0, |γ|⩽T

Xβ,

íî â òåêñòå ðàáîòû îíà îòñóòñòâóåò. Òàêæå íóæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

|S| ⩽ (lnX + 1) max
σ1⩽u<σ0

(
XuN(u;T )

)
,

êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîé ñòåïåíè ëîãàðèôìà (÷åãî íå ó÷èòû-
âàåòñÿ â âûêëàäêàõ � íàïðèìåð, íà ñ. 23, � õîòÿ è íå âëèÿåò íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò).

3) Íåïîíÿòíî, äëÿ ÷åãî íà ñ. 23 â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà äàåòñÿ ññûëêà íà [14],
ãëàâà 7, êîãäà äàëåå àâòîð ïîëüçóåòñÿ îáùåèçâåñòíûì ôàêòîì: ìîäóëü èíòåãðàëà íå
ïðåâîñõîäèò èíòåãðàëà îò ìîäóëÿ ôóíêöèè.

4) Íà ñòð. 24 â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 19 èä¼ò îòñûëêà ê ëåììå 16, êîòîðàÿ,
îäíàêî, ãîâîðèò ñîâñåì î äðóãîì (íåðàâåíñòâî ëåììû 19 ïðè ýòîì îñòà¼òñÿ ñïðàâåä-
ëèâûì);

5) Íà ñòð. 25 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðîìåæóòêè èíòåãðèðîâàíèÿ â âûðàæåíèè äëÿ
W3(α) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íî ïðèâåä¼ííîå òàì æå íåðàâåíñòâî óòâåðæäàåò ðîâíî îá-
ðàòíîå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü

ξn = (N − n1/α −H)α, ηn = (N − n1/α +H)α,

òî î÷åâèäíî, ÷òî ξn+1 < ξn, ηn+1 < ηn. Óïîìÿíóòîå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
ηn+1 ⩾ ξn, ò.å. òî, ÷òî îòðåçêè [ξn, ηn] è [ξn+1, ηn+1] ìîãóò èìåòü îáùèå òî÷êè. Ïîýòî-
ìó óòâåðæäàòü, ÷òî ýòè ïðîìåæóòêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, è ÷òî ñóììàðíûé èíòåãðàë ïî
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íèì íå ïðåâîñõîäèò èíòåãðàëà ïî îòðåçêó âèäà [Nα
1 /2, 2N

α
1 ] âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ.

Òåì íå ìåíåå, ñàìî óòâåðæäåíèå ëåììû îñòà¼òñÿ âåðíûì. Èìåííî,

W3(α) ⩽
∑
n

∫ ηn

ξn

∣∣∣∣∑
ϱ

xϱ−1

∣∣∣∣dx ⩽
∫ V

U

( ∑
n: ξn⩽x⩽ηn

1

)∣∣∣∣∑
ϱ

xϱ−1

∣∣∣∣dx,
ãäå U - íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ξn, à V - íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ηn.

Â ñèëó óñëîâèÿ H ⩽ 0.5N1 (êîòîðîãî, êñòàòè, íåò â ôîðìóëèðîâêå ëåììû), ëåãêî
âèäåòü, ÷òî

ηn < (3N1)
α, ηn > (0.5N1)

α,

òàê ÷òî U, V ≍ Nα
1 . Äàëåå, äâîéíîå íåðàâåíñòâî

ξn ⩽ x ⩽ ηn

ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

(N − x1/α −H)α ⩽ n ⩽ (N − x1/α +H)α,

è åìó óäîâëåòâîðÿåò íå áîëåå

2H

(N/2)1−α
+ 1 ≪ H

N1−α

÷èñåë n. Ýòî ðàññóæäåíèå ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

W3(α) ≪
H

N1−α

∫ V

U

∣∣∣∣∑
ϱ

xϱ−1

∣∣∣∣dx,
êîòîðîå ïðèâåäåíî â ñàìîì íèçó ñ. 25. Îäíàêî â ðàáîòå ïîÿâëåíèå ìíîæèòåëÿH/N1−α

íèêàê íå îáúÿñíÿåòñÿ.

6) Äëÿ ÷åãî ïðèìåíÿòü íà ñòð. 59 (ïðè îöåíêå W2) íåðàâåíñòâî Êîøè, êîãäà
ìîæíî ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 20?

7) Íà ñòð. 60, 61 àâòîðîì ïðåäúÿâëÿþòñÿ êîíêðåòíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå ïàðû
(κ, λ). Íî êàê ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ýêñïîíåíöèàëüíûå ïàðû? Áûëî áû
ïîëåçíûì óêàçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A− è B− ïðîöåññîâ ìåòîäà ýêñïîíåíöèàëü-
íûõ ïàð, à òàêæå èñõîäíóþ ïàðó (ñêàæåì, (0, 1)), èç êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ âñå ïàðû,
èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå.

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ çíà÷åíèé ôóíêöèé gi(σ), ïî-âèäèìîìó, äîïóùåíû íåòî÷íîñòè,
êîòîðûå íå âëèÿþò íà ðåçóëüòàò. Òàê, ïîäñ÷¼ò äà¼ò äëÿ âåëè÷èíû

g2(σ), σ =
31 949

33 650
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çíà÷åíèå −0.00000453 . . . âìåñòî óêàçàííîãî íà ñ. 60 çíà÷åíèÿ −0.00001 . . .. Àíàëî-
ãè÷íî, äëÿ âåëè÷èíû

g3(σ), σ =
15 958

16 825

ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå−0.0006029 . . . âìåñòî ïðèâåä¼ííîãî íà ñòð. 60 çíà÷åíèÿ−0.002 . . ..
Íåòî÷íîñòü âêðàëàñü è â ïîäñ÷¼òû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîìåæóòêó [39

50
, 9
10
): âìåñòî çíà-

÷åíèÿ −0.037 . . . â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî

− 604

46 495
= −0.01245 . . . .

Êðîìå òîãî, íà ñòð. 61 ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîìåæóòêà[
17

18
,
15 958

16 825

)
àâòîð îãðàíè÷èâàåòñÿ ññûëêîé íà ïëîòíîñòíóþ îöåíêó (36), â òî âðåìÿ êàê çäåñü
áûëî áû óìåñòî ïðèâåñòè îòâå÷àþùåå ýòîìó ñëó÷àþ íåðàâåñòâî òèïà

Nσ−1
1

√
N

H
N(σ, T ) ≪ N

g(σ)+ε
1 , g(σ) = σ − 1 +

1351

915

1− σ

2σ + 1

è îòìåòèòü, ÷òî ìàêñèìóì òàêîé ôóíêöèè g íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ â ïðàâîì êîí-
öå, ðàâíîãî −0.01679 . . .. Íàêîíåö, íåïîíÿòíî, îòêóäà âçÿëîñü è äëÿ ÷åãî ïðèâåäåíî
íåðàâåíñòâî

σ ⩽
1633

2088
= 0.782,

êîãäà àâòîð ðàáîòàåò ñ òåîðåìîé Õàêñëè íà ïðîìåæóòêå [1
2
, 39
50
). Âñ¼, ÷òî íåîáõîäèìî

� çàìåòèòü, ÷òî ìàêñèìóì ôóíêöèè

91

3660
− 174

1525
(1− σ)

ðàâåí

− 109

457 500
= −0.00238 . . .

Ïîäâîäÿ èòîã, îòìå÷ó, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåíûå âûøå çàìå÷àíèÿ íå óìàëÿþò çíà÷è-
ìîñòè äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ. Ñàìà æå äèññåðòàöèÿ îòâå÷àåò òðåáîâàíèÿì,
óñòàíîâëåííûìÌîñêîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñî-
âà ê ðàáîòàì ïîäîáíîãî ðîäà. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóåò ñïåöèàëüíîñòè
1.1.5 � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà, à
òàêæå êðèòåðèÿì, îïðåäåëåííûì ïï. 2.1-2.5 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòå-
ïåíåé â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ðàáîòà
îôîðìëåíà ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì Ïîëîæåíèÿ î ñîâåòå ïî çàùèòå äèññåðòàöèé íà ñî-
èñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà íàóê, íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà íàóê
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Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Òàêèì îáðà-
çîì, ñîèñêàòåëü � Àíòîí Ïàâëîâè÷ Íàóìåíêî � çàñëóæèâàåò ïðèñóæäåíèÿ ó÷åíîé
ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.5 � ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà.
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