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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Разработка экономико-математических моделей для средне-
срочного анализа основывается на принципах рациональности поведения экономических аген-
тов. В отличие от физических процессов, где частицы подчиняются известным законам, эконо-
мические агенты принимают самостоятельные решения, что приводит к задачам управления
их поведением. Такие задачи чаще всего возникают при моделировании поведения агентов
на рынках. Диссертационная работа посвящена математическому моделированию экономи-
ческих процессов в отечественной экономике, где ключевую роль играет население. Населе-
ние является агентом, поведение которого необходимо моделировать в условиях глобальных
структурных изменений.

Математические модели поведения населения являются составной частью вычисли-
мых моделей экономического равновесия, используемых для среднесрочного анализа эконо-
мических процессов. С учетом специфики отечественной экономики такие модели активно
развиваются на протяжении последних 40 лет научной школой академика А.А. Петрова.

Рациональное экономическое поведение населения можно разделить на процессы в со-
ответствии с несколькими ролями, выполняемые в экономике. В диссертационной работе рас-
сматривается экономическое поведение населения на различных рынках. Население в роли
домашнего хозяйства является потребителем товаров и услуг, оперирующим в соответствии
со своими предпочтениями на рынке кредитов и сбережений. Другими ролями населения,
рассматриваемые в диссертационной работе, являются роль субъекта на рынке труда, из-
меняющего свои профессионально-квалификационные характеристики с целью увеличения
заработной платы, роль участника фондовых рынков, оперирующего финансовыми инстру-
ментами для извлечения прибыли.

Основополагающей работой математического моделирования экономического поведе-
ния домашних хозяйств является работа Ф. Рамсея1, в которой исследуется поведение раци-
онального репрезентативного экономического агента в условиях совершенного рынка креди-
тов и депозитов. Исследование экономического поведения рационального репрезентативного
домашнего хозяйства на несовершенном рынке кредитов и депозитов мотивировано обстоя-
тельствами российской экономики и занимает важное место в диссертационной работе. Так,
на протяжении более десяти лет, отношение процентных ставок по потребительскому кредиту
к депозитам варьировалось в диапазоне от 2.5 до 3.5. Проблема задолженности населения по
потребительскому кредиту является актуальной. К апрелю 2024г задолженность населения по
потребительскому кредиту превысила 16 трлн.руб., что составляет около 10% ВВП. С одной
стороны, рост спроса на потребительский кредит отражает формирование «среднего слоя»:
домашние хозяйства управляют динамикой своих расходов и соизмеряют свой спрос с вели-
чиной процентной ставки по кредиту. С другой стороны, потребительский кредит в России
являлся механизмом социальной адаптации: практически каждый третий заемщик является
низкодоходным, предъявляющим спрос на кредит в сложных жизненных обстоятельствах.
В новых реалиях данный механизм находится под угрозой исчезновения: высокая ключевая
ставка центрального банка влечет высокие процентные ставки по потребительскому кредиту,
что может приводить к формированию закредитованности населения и образованию финан-
совой пирамиды. Изучение формирования процентных ставок коммерческими банками по
потребительским кредитам является новой задачей в условиях сложившейся экономической
ситуации. Моделирование взаимодейcтвия на рынке потребительского кредита коммерческих
банков и домашних хозяйств основано на концепции равновесия по Штакельбергу. Коммер-
ческие банки, оценив зависимость спроса на потребительский кредит от процентной ставки,
устанавливают процент по потребительскому кредиту на уровне, который максимизирует их
прибыль.

В современной экономике России происходят структурные изменения, связанные с пе-
реходом от приоритетного развития капиталоемких отраслей к трудоемким отраслям. Эти
изменения вызывают изменения в фондах оплаты труда на отраслевом уровне. Увеличение

1Ramsey F.P. A mathematical theory of savings // The Economic Journal. 1928. Vol.152. No.38. P.543-559.
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фонда оплаты труда открывает две альтернативы. Первая альтернатива заключается в повы-
шении заработной платы работникам отрасли за прежнюю работу в результате конкуренции
предприятий на рынке труда. Вторая альтернатива состоит в развитии человеческого капи-
тала работников, которая позволит повысить производительность труда. В диссертационной
работе построена и исследована модель рационального репрезентативного работника на рынке
труда, который распределяет свои ресурсы между потреблением и повышением своих компе-
тенций.

В условиях нестабильной рыночной ситуации актуальны модели, которые позволяют
следить за групповым поведением домашних хозяйств. Исследование группового поведения
домашних хозяйств позволяет более качественно отслеживать экономическую динамику. В
настоящее время актуальны модели группового поведения экономических агентов на осно-
ве концепции игр среднего поля. Математические модели такого рода начали обсуждаться
в начале XXI века. Их основоположниками являются Ж.-М. Ласри, П.-Л. Лионс, а также
М. Хуанг, П. Каинс, Р.П. Маламэ. С математической точки зрения такие модели представля-
ют систему из уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана, которое описывает выбор стратегии
поведения агентов, и уравнения Колмогорова–Фоккера–Планка, которое описывает динамику
состояния системы. В случае, например, наличия подражательного поведения экономических
агентов (выбора индивидуальной стратегии в зависимости от принятия решений остальных
агентов), данная система уравнений является связанной. Условия на функцию распределе-
ния агентов по состояниям в фазовом пространстве из уравнения Колмогорова–Фоккера–
Планка задаются в начальный момент временного интервала, а на функцию цены из уравне-
ния Гамильтона–Якоби–Беллмана задаются в конечный момент временного интервала. Такая
постановка задачи порождает новые проблемы, связанные с корректностью по Адамару и чис-
ленными методами решения. В настоящее время существование и единственность решения в
такой системе уравнений в частных производных до сих пор является открытым вопросом.
Доказано существование решения системы уравнений в частных производных лишь в част-
ных случаях. Разработка численных методов решения задач группового поведения на основе
концепции игр среднего поля является актуальной темой, имеющей практическое значение
для приложений в различных областях математического моделирования.

Учитывая вышесказанное, актуальной задачей является исследование математических
моделей экономического поведения населения, позволяющих проводить среднесрочный ана-
лиз, изучать подходы к анализу экономических проблем.

Цель работы. Целью настоящей работы является создание набора математических
моделей экономического поведения населения, использование которых позволяет проводить
среднесрочный анализ экономических проблем.

Для достижения поставленной цели были решены следующие Задачи.

1. Исследование математического описания экономического поведения репрезентативного
рационального домашнего хозяйства на несовершенном рынке потребительского креди-
та. Построение в форме синтеза решения задачи оптимального управления для моди-
фицированной модели рамсеевского типа.

2. Моделирование взаимодействия на рынке потребительского кредита репрезентативного
коммерческого банка и домашних хозяйств.

3. Разработка программного комплекса для идентификации различных социальных сло-
ев населения по данным российской статистики на рынке потребительского кредита.
Построение сценарных прогнозов.

4. Моделирование экономического поведения рационального агента как субъекта на рын-
ке труда. Численное построение синтеза задачи оптимального управления. Апробация
модели экономического поведения агентов на рынке труда по данным российской ста-
тистики.
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5. Исследование математического описания группового поведения населения в ролях до-
машних хозяйств на рынке потребительского кредита, субъектов на рынке труда. Иден-
тификация группового поведения домашних хозяйств на рынке потребительского кре-
дита по данным российской статистики.

6. Исследование математического описания группового поведения населения в роли вы-
сокочастотных трейдеров на фондовом рынке. Идентификация группового поведения
высокочастотных трейдеров для анализа кризиса на фондовом рынке Китая в 2015г.

Методы исследования. Методологической основой исследования диссертационной
работы являются методы динамического программирования и оптимального управления, прин-
цип максимума для задач оптимального управления с негладкой правой частью дифферен-
циального уравнения на фазовые переменные, принцип максимума для задач с бесконечным
временным горизонтом, качественная теория обыкновенных дифференциальных уравнений,
численные методы решения дифференциальных уравнений.

Научная новизна.

1. В работе предложено исследование спроса на потребительский кредит в условиях несо-
вершенного рынка для модифицированной модели рамсеевского типа. Модель форма-
лизована в виде задачи оптимального управления на конечном временном горизонте
и имеет ряд особенностей: негладкость правой части дифференциального уравнения
на фазовую переменную, некомпактность управления. С помощью теоремы Комлоша1

доказана теорема о существовании решения. Получены необходимые условия оптималь-
ности в форме принципа максимума Понтрягина в форме Ф. Кларка2. Построен синтез
оптимального управления на бесконечном временном горизонте, допускающий особые
режимы.

2. Разработана и исследована новая модель формирования процентных ставок по по-
требительскому кредиту на основе анализа интересов и логики поведения коммерче-
ских банков. Коммерческие банки оценивают риски дефолта заемщиков. По формуле
Фейнмана–Каца учет рисков невозврата потребительского кредита сводится к решению
краевой задачи для уравнения с частными производными. Установив связь с уравнени-
ем Абеля, удается свести решение краевой задачи к задаче Коши для уравнения тепло-
проводности с внешним источником и получить оценку рисков в аналитической фор-
ме. Модели экономического поведения домашних хозяйств на рынке потребительского
кредита и поведения коммерческих банков идентифицированы по данным российской
статистики.

3. Разработан специализированный программный комплекс для анализа спроса на потре-
бительский кредит. С его помощью проанализированы проблемы рынка потребитель-
ского кредитования в России.

4. Разработана и исследована модель поведения репрезентативного работника на рынке
труда в виде задачи оптимального управления на бесконечном временном горизонте.
Доказана теорема о существовании решения, получены необходимые условия оптималь-
ности в форме принципа максимума Понтрягина. Модель идентифицирована по дан-
ным российской статистики в различных социальных слоях населения.

1Komlos J. A generalization of a problem of Steinhaus // Acta Mathematica Academiae Scientiarum
Hungaricae, 1967, Vol.18. P.217-229.

2Кларк Ф. Оптимизация и негладкий анализ // М.: Наука, 1988, 280с.
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5. Групповое поведение экономических агентов моделируется на основе концепции игр
среднего поля. Модель состоит из системы уравнений в частных производных: уравне-
ния Гамильтона–Якоби–Беллмана, эволюционирующего в обратном времени и описы-
вающее стратегии агентов, и уравнения Колмогорова–Фоккера–Планка, эволюциониру-
ющего в прямом времени и описывающее изменение плотности распределения агентов
по фазовым координатам. В диссертационной работе разработаны численные методы
для решения задачи группового поведения экономических агентов.

Автору диссертационной работы была присуждена золотая медаль РАН с премией для
молодых ученых России за работу «Численные методы решения задачи среднего поля при
наличии магистрального эффекта и их приложение к анализу кризиса на фондовом рынке»
(см. Постановление президиума РАН от 25 мая 2021г, с.8, п.2.1.)

Теоретическая значимость. Построение моделей, описывающих поведение репре-
зентативных рациональных экономических агентов в виде задач оптимального управления,
доказательство существования решения задач оптимального управления, построение синте-
за. Построение модели формирования процентных ставок по потребительскому кредиту на
основе анализа интересов и логики поведения коммерческих банков. Исследование моделей
группового поведения экономических агентов на рынках на основе концепции игр среднего
поля.

Практическая значимость. Создание инструментов для среднесрочного анализа
поведения экономических агентов на рынках. Данные инструменты могут использоваться при
анализе сценариев, принятии управленческих решений, влияющие на социально-экономические
проблемы населения.

Публикации. По теме диссертационной работы опубликована 21 печатная работа, в
том числе 12 из списка Web of Science/Scopus, 1 работа из списка журналов, рекомендованных
ВАК, 8 работ в сборниках трудов конференций, 3 свидетельства о регистрации в Реестре
программ для ЭВМ.

Апробация работы. Результаты диссертационного исследования были апробирова-
ны на 75 конференциях и научных семинарах. Основные доклады:

• Тема доклада: Математическое моделирование некоторых последствий пандемии COVID-
19 для экономики России. Четвертый Российский экономический конгресс (РЭК-2020),
Москва, Россия, 21-25 декабря 2020.

• Тема пленарного доклада: The household behavior modeling based on modified Ramsey
and Mean Field Games approaches. Научная конференция: Quasilinear Equations, Inverse
Problems and Their Applications (QIPA2021), Сириус, Сочи, Россия, 23-29 августа 2021.

• Тема доклада: Математическое моделирование экономического поведения домашних
хозяйств в России. Семинар Банка России под руководством заместителя председателя
Банка России К.В. Юдаевой и редакционной коллегии журнала «Деньги и кредит»,
Россия, 6 июля 2021.

• Тема доклада: Анализ экономического положения домашних хозяйств в России в усло-
виях санкций. Городской экономический семинар (ВШЭ, ЕУСПБ, ПОМИ), Россия, 7
апреля 2022.

• Тема доклада: Анализ спроса на потребительский кредит в России в условиях санкций.
Семинар Банка России под руководством заместителя председателя Банка России А.Б.
Заботкина, Россия, 30 июня 2022.
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• Тема доклада: Математическое моделирование экономического поведения домашних
хозяйств в России в условиях пандемии COVID-19. Общемосковский семинар Институ-
та Проблем Управления им. В.А. Трапезникова РАН под руководством Ф.Т. Алескеро-
ва, В.В. Подиновского, Б.Г. Миркина, Россия, 10 марта 2021.

• Тема доклада: Анализ экономического положения домашних хозяйств в условиях санк-
ций. Городской экономический семинар (совместный семинар ЕУСПб и НИУ ВШЭ),
Россия, 7 апреля 2022.

• Тема доклада: Numerical study into stock market crises based on Mean Field Games
approach. Научная конференция: XIV международная молодежная научная школа-
конференция «Теория и численные методы решения обратных и некорректных задач»,
Новосибирск, Академгородок, Россия, 24-27 декабря 2022.

• Тема доклада: Математическое моделирование спроса на потребительский кредит в
условиях санкций. Научная конференция: Международная конференция «Современные
проблемы обратных задач», Новосибирск, Академгородок, Россия, 19-23 декабря 2022.

• Тема пленарного доклада: Математическое моделирование экономического поведения:
анализ рынка потребительского кредита в условиях санкций. КЭФ-2022, Красноярск,
Россия, 20 октября 2022.

• Тема доклада: Анализ влияния санкций на экономическое положение домашних хо-
зяйств в России. Международный экономический форум государств — участников СНГ,
Центр Международной Торговли, Россия, 18 марта 2022.

• Тема доклада: Mathematical modeling of the household behavior in the labor market. На-
учная конференция: MOTOR-2023, Екатерибург, Россия, 2-8 июля 2023.

• Тема доклада: Математическая модель динамики человеческого капитала. Научный
семинар по математической экономике (рук. В.И. Данилов, В.М. Полтерович), ЦЭМИ
РАН, Москва, Россия, 19 марта 2024.

• Научные семинары ФИЦ ИУ РАН, МГУ, МФТИ, ЦЭМИ РАН, ЕУСПБ.

Полученные результаты использовались в работах, проводимых в рамках проектов РФФИ
(грант 17-07-00507, 20-07-00285), РНФ (16-11-10246, 23-21-00281, 24-11-00329).

Личный вклад. Все результаты работы получены автором лично под научным руко-
водством акад. РАН, д.ф.-м.н., проф. А.А. Шананина. В работах, написанных в соавторстве,
вклад автора диссертации в полученные результаты в части аналитического исследования,
математического моделирования, численных методов, разработки комплекса программ и про-
ведении расчетов является определяющим.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, трех глав,
заключения, списка литературы и трех приложений. Общий объем диссертации составляет
195 страниц, включая 92 рисунка и 4 таблицы, 8 страниц цитируемой и авторской литературы.
Список литературы содержит 108 наименований.

Содержание работы

Во введении описан объект исследования, сформулированы цели и задачи диссертацион-
ной работы, отражены методы исследования, научная новизна, теоретическая и практическая
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значимость работы. Приведены апробация и список основных публикаций по теме диссерта-
ционной работы.

Глава 1 посвящена описанию модели экономического поведения рационального до-
машнего хозяйства на несовершенном рынке потребительского кредита.

В параграфе 1.1 моделирование экономического поведения репрезентативного раци-
онального домашнего хозяйства основывается на модифицированной модели рамсеевского ти-
па в форме задачи оптимального управления. Пусть доходы 𝑆0 репрезентативного домашнего
хозяйства растут с темпом 𝛾 ∈ R, т.е. 𝑆0(𝑡) = 𝑆𝑒𝛾𝑡, 𝑆 > 0. Обозначим через 𝑀0(𝑡) ликвидные
средства домашнего хозяйства, которые описываются дифференциальным уравнением

𝑑𝑀0(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑆0(𝑡)− 𝑝(𝑡)𝐶(𝑡) +𝐻𝐿(𝑡)−𝐻𝐷(𝑡), (1)

где 𝐶(𝑡) — осуществляемые расходы домашним хозяйством, 𝑝(𝑡) — индекс потребительских
цен, 𝑝(𝑡) = 𝑝0𝑒𝑗𝑡, 𝑝0 > 0, 𝑗 — ожидаемый домашним хозяйством темп роста цен. Функ-
ции 𝐻𝐿(𝑡) и 𝐻𝐷(𝑡) характеризуют взаимодействие домашнего хозяйства с рынками потре-
бительского кредитования и сбережений в форме депозитов соответственно. Если функция
𝐻𝐿(𝑡) > 0, то домашнее хозяйство осуществляет займ по потребительскому кредиту у ком-
мерческого банка. Если 𝐻𝐿(𝑡) < 0, то домашнее хозяйство осуществляет платеж по кредитной
задолженности. Аналогично, если 𝐻𝐷(𝑡) > 0, то домашнее хозяйство увеличивает депозитар-
ный счет. Если 𝐻𝐷(𝑡) < 0, то происходит снятие ликвидных средств с депозитарного счета.
Обозначим 𝐿(𝑡) ⩾ 0 — счет кредитной задолженности, 𝐷(𝑡) ⩾ 0 — сбережения в форме депо-
зитов. Изменение кредитной задолженности описывается уравнением

𝑑𝐿(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐻𝐿(𝑡) + 𝑟𝐿𝐿(𝑡), (2)

где 𝑟𝐿 — процентная ставка по потребительскому кредиту. Изменение сбережений в форме
депозитов описывается уравнением

𝑑𝐷(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐻𝐷(𝑡) + 𝑟𝐷𝐷(𝑡), (3)

где 𝑟𝐷 — процентная ставка по депозитам.
Отсутствие арбитража на рынке потребительского кредита и сбережений предпола-

гает, что 𝑟𝐿 > 𝑟𝐷 > 0. Запас ликвидных средств 𝑀0(𝑡), необходимый домашнему хозяй-
ству для осуществления потребительских расходов 𝑝(𝑡)𝐶(𝑡), моделируется законом Фишера
𝑀0(𝑡) = 𝜃𝑝(𝑡)𝐶(𝑡), где 1

𝜃
> 0 — скорость обращения денег на рынке потребительских расходов.

Для дальнейшего изложения удобно ввести величину, характеризующую финансовое состоя-
ние домашнего хозяйства 𝑋(𝑡) = 𝑀0(𝑡)+𝐷(𝑡)−𝐿(𝑡). Из рациональности поведения домашнего
хозяйства следует, что оно не осуществляет займы по потребительскому кредиту и не сберега-
ет в форме депозитов одновременно, поэтому 𝐿(𝑡) = (𝑀0(𝑡)−𝑋(𝑡))+, 𝐷(𝑡) = (𝑋(𝑡)−𝑀0(𝑡))+,
где (𝑎)+ = max{𝑎, 0}, ∀𝑎 ∈ R. В силу уравнений (1), (2), (3), динамика финансового состояния
домашнего хозяйства описывается дифференциальным уравнением

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝑆 −

1

𝜃
𝑀0 − 𝑟𝐿 (𝑀0 −𝑋)+ + 𝑟𝐷 (𝑋 −𝑀0)+ , 𝑋(0) = 𝑥0. (4)

Домашнее хозяйство стремится максимизировать дисконтированное потребление с коэффи-
циентом дисконтирования 𝛿0 > 0 и постоянным отвращением к риску 𝜌 > 0 на временном
интервале [0, 𝑇 ], управляя потребительскими расходами, т.е.

𝑇∫︁
0

(𝐶(𝑡))1−𝜌

1− 𝜌
𝑒−𝛿0𝑡𝑑𝑡 → max

𝐶⩾0
.
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Замечание 1. Предельный случай 𝜌 = 1 основан на том, что предел lim
𝜌→1

𝐶1−𝜌−1
1−𝜌

= ln𝐶.

Этому пределу соответствует функционал
𝑇∫︀
0

ln𝐶𝑒−𝛿𝑡𝑑𝑡 → max
𝐶⩾0

.

Будем говорить, что финансовое состояние 𝑋(𝑡) является ликвидным, если существует
управление 𝑀0(𝑡), обеспечивающее выполнение условия 𝑋(𝑇 ) ⩾ 0. Иными словами, к конеч-
ному моменту времени домашнее хозяйство должно расплатиться со своими кредитами. Пусть
𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝑒−𝛾𝑡, 𝑀(𝑡) = 𝑀0(𝑡)𝑒−𝛾𝑡, 𝛿 = 𝛿0+(1−𝜌)𝑗. Также, предположим, что 𝑟𝐿 > 𝑟𝐷 > (𝛾)+,
𝛿 > ((1− 𝜌)𝑟𝐿)+. Учитывая связь потребительских расходов с ликвидными средствами, зада-
ча оптимального управления на конечном временном горизонте формулируется в следующем
виде

𝑇∫︁
0

𝑀1−𝜌

1− 𝜌
𝑒−(𝛿−(1−𝜌)𝛾)𝑡𝑑𝑡 → max

𝑀
, (5)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑆 − 𝛾𝑥−

1

𝜃
𝑀 − 𝑟𝐿 (𝑀 − 𝑥)+ + 𝑟𝐷 (𝑥−𝑀)+ , (6)

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝑇 ) ⩾ 0, (7)

𝑀(𝑡) ⩾ 0. (8)

Теорема 1. Пусть 𝑆 + (𝑟𝐿 − 𝛾)𝑥0 > 0, 𝑇 >

(︂
1

𝑟𝐿
ln

(︂
𝑆

𝑆 + (𝑟𝐿 − 𝛾)𝑥0

)︂)︂
+

. Тогда задача

оптимального управления (5), (6), (7), (8) имеет решение.

Замечание 2. Чтобы обеспечить выполнение условия 𝑥(𝑇 ) ⩾ 0, необходимо выполнение
неравенства 𝑥 > − 𝑆

𝑟𝐿−𝛾
. При 𝑇 → +∞ выполнение данного неравенства является не толь-

ко необходимым, но и достаточным. В случае 𝑥 ⩽ 𝑆
𝑟𝐿−𝛾

, домашнее хозяйство не имеет
возможности расплатиться с кредитами и образуется финансовая пирамида.

В силу негладкости правой части дифференциального уравнения (6) применяется
принцип максимума Понтрягина в форме Ф. Клакра. С его помощью выделяются три ре-
жима экономического поведения домашнего хозяйства: заимствования, не взаимодействия с
банковской системой и сбережения в форме депозитов в зависимости от финансового состо-
яния домашнего хозяйства и параметров экономической конъюнктуры. Результаты сформу-
лированы в Теореме 2.

Теорема 2. Если {𝑥(𝑡),𝑀(𝑡)| 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} решение задачи оптимального управления (5), (6),
(7), (8), то существует абсолютно непрерывная функция {𝜙(𝑡)| 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]}, такая что

1. Если 𝑥𝜌(𝑡)𝜙(𝑡) < 𝜃
1+𝜃𝑟𝐿

, то оптимальное управление 𝑀(𝑡) =

[︂
𝜃

(1 + 𝜃𝑟𝐿)𝜙(𝑡)

]︂ 1
𝜌

, и

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑆 + (𝑟𝐿 − 𝛾)𝑥−

1 + 𝜃𝑟𝐿

𝜃

(︂
𝜃

(1 + 𝜃𝑟𝐿)𝜙

)︂ 1
𝜌

, (9)

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= (𝛿 + 𝜌𝛾 − 𝑟𝐿)𝜙. (10)

2. Если 𝜃
1+𝜃𝑟𝐿

< 𝑥𝜌(𝑡)𝜙(𝑡) < 𝜃
1+𝜃𝑟𝐷

, то оптимальное управление 𝑀(𝑡) = 𝑥(𝑡), и

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑆 −

1 + 𝜃𝛾

𝜃
𝑥, (11)

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= (𝛿 + 𝜌𝛾 − 𝑢(𝑡))𝜙, 𝑟𝐷 ⩽ 𝑢(𝑡) ⩽ 𝑟𝐿. (12)
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3. Если 𝑥𝜌(𝑡)𝜙(𝑡) >
𝜃

1 + 𝜃𝑟𝐷
, то оптимальное управление 𝑀(𝑡) =

[︂
𝜃

(1 + 𝜃𝑟𝐷)𝜙(𝑡)

]︂ 1
𝜌

, и

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑆 + (𝑟𝐷 − 𝛾)𝑥−

1 + 𝜃𝑟𝐷

𝜃

(︂
𝜃

(1 + 𝜃𝑟𝐷)𝜙

)︂ 1
𝜌

, (13)

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= (𝛿 + 𝜌𝛾 − 𝑟𝐷)𝜙. (14)

Кроме того, выполняется условие трансверсальности 𝑥(𝑇 ) = 0.

Фазовый портрет на плоскости (𝑥, 𝜙) состоит из трех областей, соответствующих трем
различным режимам поведения домашнего хозяйства. В области (1−𝜌)𝜃

1+𝜃𝑟𝐿
> 𝑥𝜌𝜙 динамика опи-

сывается дифференциальными уравнениями (9), (10). В этой области домашние хозяйства
осуществляют займы по потребительским кредитам. В области (1−𝜌)𝜃

1+𝜃𝑟𝐿
< 𝑥𝜌𝜙 <

(1−𝜌)𝜃
1+𝜃𝑟𝐷

, ди-
намика описывается дифференциальными уравнениями (11), (12). В этой области домашние
хозяйства не осуществляют займы по потребительским кредитам и не сберегают в форме де-
позитов. В области (1−𝜌)𝜃

1+𝜃𝑟𝐷
< 𝑥𝜌𝜙 динамика описывается дифференциальными уравнениями

(13), (14). В этой области домашние хозяйства сберегают в форме депозитов.
В классической модели Рамсея рассматривается совершенный рынок потребительско-

го кредита, когда процентные ставки по кредитам и депозитам совпадают (𝑟𝐿 = 𝑟𝐷). В этом
случае отсутствует область, в которой население не взаимодействует с коммерческими бан-
ками, правая часть дифференциального уравнения (6) становится гладкой. В исследуемой
задаче процентные ставки по кредитам отличаются от процентный ставок по депозитам. До-
полнительное управление 𝑢(𝑡) следует выбирать из допустимой области 𝑢(𝑡) ∈ [𝑟𝐷, 𝑟𝐿] таким,
которое доставляет максимальное значение функционала (5). Справедливо следующее утвер-
ждение.

Утверждение 1. Максимальное значение функционала (5) достигается при 𝑢(𝑡) ≡ 𝑟𝐷 в
дифференциальном уравнении (12) в области автономного режима.

Траектория, определяемая оптимальным решением задачи (5), (6), (7), (8), должна
удовлетворять краевым условиям 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝑇 ) = 0. Устремив временной горизонт 𝑇 → +∞,
можно построить синтез задачи оптимального управления практически в аналитическом виде.

Обозначим через 𝑦(�̄�, 𝛽) решение уравнения

[︂
1 + 𝜃𝑟𝐿

1 + 𝜃𝑟𝐷

]︂ 𝛽
𝜌

·
𝑦(�̄�, 𝛽)

�̄�
=

[︃(︂
𝑦(�̄�, 𝛽)−

𝑆𝜃

1 + 𝛾𝜃

)︂(︂
�̄�−

𝑆𝜃

1 + 𝛾𝜃

)︂−1
]︃ 𝜃[𝛿+𝜌𝛾−𝑟𝐷 ]

(1+𝛾𝜃)𝜌

, (15)

а через 𝑀𝑟 (�̄�, 𝑟) решение уравнения

𝑥+
𝑆

𝑟 − 𝛾
=

(1 + 𝜃𝑟) 𝜌

𝜃 (𝛿 − (1− 𝜌)𝑟)
𝑀𝑟 (�̄�, 𝑟) +

[︂
�̄�

𝑀𝑟 (�̄�, 𝑟)

]︂ 𝜌(𝑟−𝛾)
𝛿+𝜌𝛾−𝑟

·
[︃

𝑆

𝑟 − 𝛾
−

𝑟 − 𝛿 + 𝜌
𝜃

𝛿 − (1− 𝜌)𝑟
�̄�

]︃
. (16)

Теорема 3. (Синтез в задаче оптимального управления).

1. Если 𝑟𝐿 < 𝛿 − 𝜌
𝜃
, то домашнее хозяйство находится в режиме заимствования.

Тип 1.1. Синтез оптимального управления определяется выражением

𝑀(𝑥;𝑆, 𝑟𝐿, 𝜃, 𝜌, 𝛾, 𝛿) =
𝜃 (𝛿 − (1− 𝜌)𝑟𝐿)

𝜌 (1 + 𝜃𝑟𝐿)

(︂
𝑥+

𝑆

𝑟𝐿 − 𝛾

)︂
.
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2. Если 𝑟𝐷 < 𝛿 − 𝜌
𝜃
< 𝑟𝐿, то домашнее хозяйство находится либо в режиме заимство-

вания, либо в автономном режиме.

Тип 2.1. Если 𝑟𝐷 < 𝛿 − 𝜌
𝜃

< 𝑟𝐿 < 𝛿 + 𝜌𝛾, то синтез оптимального управления
определяется выражением

𝑀(𝑥;𝑆, 𝑟𝐿, 𝜃, 𝜌, 𝛾, 𝛿) =

⎧⎨⎩
𝜃 (𝛿 − (1− 𝜌)𝑟𝐿)

𝜌 (1 + 𝜃𝑟𝐿)

(︂
𝑥+

𝑆

𝑟𝐿 − 𝛾

)︂
, если 𝑥 < 𝑥𝑝1 ,

𝑥, если 𝑥 ⩾ 𝑥𝑝1 ,

где 𝑥𝑝1 =
𝑆(𝛿−(1−𝜌)𝑟𝐿)

(𝑟𝐿−𝛾)(𝑟𝐿−𝛿+ 𝜌
𝜃 )

.

Тип 2.2. Если 𝑟𝐷 < 𝛿− 𝜌
𝜃
< 𝛿+𝜌𝛾 < 𝑟𝐿 или max {𝑟𝐷, 𝛿 + 𝜌𝛾} < 𝛿 − 𝜌

𝜃
< 𝑟𝐿, то синтез

оптимального управления определяется выражением

𝑀(𝑥;𝑆, 𝑟𝐿, 𝜃, 𝜌, 𝛾, 𝛿) =

{︃
𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿) , если 𝑥 < 𝑥𝑝1 ,

𝑥, если 𝑥 ⩾ 𝑥𝑝1 ,

где 𝑥𝑝1 = 𝜌𝑆
𝑟𝐿−𝛿+ 𝜌

𝜃
. Более того, уравнение (16) имеет единственное решение 𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿)

на множестве ((𝑥)+, 𝑥𝑝1 ).

3. Если 𝛿 − 𝜌
𝜃

< 𝑟𝐷, то домашнее хозяйство находится в одном из трех режимов:
заимствования, автономном или сбережения.

Тип 3.1. Если 𝛿 − 𝜌
𝜃

< 𝑟𝐷 < 𝑟𝐿 < 𝛿 + 𝜌𝛾, то синтез оптимального управления
определяется выражением

𝑀(𝑥;𝑆, 𝑟𝐿, 𝑟𝐷, 𝜃, 𝜌, 𝛾, 𝛿) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜃 (𝛿 − (1− 𝜌)𝑟𝐿)

𝜌 (1 + 𝜃𝑟𝐿)

(︂
𝑥+

𝑆

𝑟𝐿 − 𝛾

)︂
, если 𝑥 < 𝑥𝑝1 ,

𝑥, если 𝑥𝑝1 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥𝑝2 ,

𝑀𝑟 (𝑥𝑝2 , 𝑟𝐷) , если 𝑥 > 𝑥𝑝2 ,

где 𝑥𝑝1 =
𝑆(𝛿−(1−𝜌)𝑟𝐿)

(𝑟𝐿−𝛾)(𝑟𝐿−𝛿+ 𝜌
𝜃 )

, 𝑥𝑐1 = max

{︂
𝑥𝑝1 ,

𝜌𝑆
𝑟𝐷−𝛿+ 𝜌

𝜃

}︂
, 𝑥𝑝2 = 𝑦 (𝑥𝑐1 ,−1). Более того,

уравнение (15) имеет единственное решение 𝑦 (𝑥𝑐1 ,−1) на множестве (𝑥𝑐1 ,+∞), а
уравнение (16) имеет единственное решение 𝑀𝑟 (𝑥𝑝2 , 𝑟𝐷) на множестве (𝑥𝑝2 , 𝑥).

Тип 3.2. Если 𝛿 − 𝜌
𝜃

< 𝑟𝐷 < 𝛿 + 𝜌𝛾 < 𝑟𝐿, то синтез оптимального управления
определяется выражением

𝑀(𝑥;𝑆, 𝑟𝐿, 𝑟𝐷, 𝜃, 𝜌, 𝛾, 𝛿) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿) , если 𝑥 < 𝑥𝑝1 ,

𝑥, если 𝑥𝑝1 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥𝑝2 ,

𝑀𝑟 (𝑥𝑝2 , 𝑟𝐷) , если 𝑥 > 𝑥𝑝2 ,

где 𝑥𝑝1 = 𝜌𝑆
𝑟𝐿−𝛿+ 𝜌

𝜃
, 𝑥𝑐1 = 𝜌𝑆

𝑟𝐷−𝛿+ 𝜌
𝜃
, 𝑥𝑝2 = 𝑦 (𝑥𝑐1 ,−1). Более того, уравнение (15) име-

ет единственное решение 𝑦 (𝑥𝑐1 ,−1) на множестве (𝑥𝑐1 ,+∞), уравнение (16) имеет
единственное решение 𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿) на множестве ((𝑥)+, 𝑥𝑝1 ) и единственное решение
𝑀𝑟 (𝑥𝑝2 , 𝑟𝐷) на множестве (𝑥𝑝2 , 𝑥).

Тип 3.3. Если max
{︀
𝛿 − 𝜌

𝜃
, 𝛿 + 𝜌𝛾

}︀
< 𝑟𝐷, то синтез оптимального управления опре-

деляется выражением

𝑀(𝑥;𝑆, 𝑟𝐿, 𝑟𝐷, 𝜃, 𝜌, 𝛾, 𝛿) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿) , если 𝑥 < 𝑥𝑝1 ,

𝑥, если 𝑥𝑝1 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥𝑝2 ,
𝜃 (𝛿 − (1− 𝜌)𝑟𝐷)

𝜌 (1 + 𝜃𝑟𝐷)
·
(︂
𝑥+

𝑆

𝑟𝐷 − 𝛾

)︂
, если 𝑥 > 𝑥𝑝2 ,
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где 𝑥𝑝2 = 𝑆
𝑟𝐷−𝛾

· 𝛿−(1−𝜌)𝑟𝐷
𝑟𝐷−𝛿+ 𝜌

𝜃
, 𝑥𝑝1 = min

{︂
𝜌𝑆

𝑟𝐿−𝛿+ 𝜌
𝜃
, 𝑦 (𝑥𝑝2 , 1)

}︂
. Более того, уравнение

(16) имеет единственное решение 𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿) на множестве ((𝑥)+, 𝑥𝑝1 ), а уравнение
(15) имеет единственное решение 𝑦 (𝑥𝑝2 , 1) на множестве (0, 𝑥𝑝2 ).

В параграфе 1.2 исследована новая модель формирования процентных ставок по
потребительскому кредиту на основе анализа интересов и логики поведения коммерческих
банков. Моделирование взаимодействия на рынке потребительского кредита коммерческих
банков и домашних хозяйств основано на концепции равновесия по Штакельбергу. Предпо-
лагается, что коммерческие банки назначают ставку по потребительскому кредиту, исходя из
своих интересов, оценивая ответное поведение домашних хозяйств.

Основной формой платежа по потребительскому кредиту является аннуитетный пла-
теж. Обозначим через 𝑇 срок выдаваемого потребительского кредита 𝐻𝐿 домашнему хозяй-
ству. Обозначим �̂�𝐿(𝑡) = 𝐻𝐿(𝑡)𝑒

−𝛾𝑡. Из уравнения баланса ликвидных средств заемщика (1)
с учетом динамики финансового состояния домашнего хозяйства (4) получаем, что спрос на
потребительский кредит описывается уравнением

�̂�𝐿 =
𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥

(︂
𝑆 − 𝛾𝑥−

𝑀(𝑥)

𝜃
− 𝑟𝐿(𝑀(𝑥)− 𝑥)+

)︂
− 𝑆 + 𝛾𝑀(𝑥) +

𝑀(𝑥)

𝜃
,

где 𝑀(𝑥) = 𝑀 (𝑥;𝑆, 𝑟𝐿, 𝜃, 𝜌, 𝛾, 𝛿) синтез оптимального управления.
Из Теоремы 3 можно выделить четыре типа поведения заемщиков.
Тип поведения заемщиков 1. Если 𝑟𝐿 < 𝛿− 𝜌

𝜃
, то спрос на потребительский кредит

вычисляется по формуле

�̂�𝐿 =
(𝛿 − (1− 𝜌)𝑟𝐿)

(︀
𝑟𝐿 − 𝛿 + 𝜌

𝜃

)︀
𝜃𝜌2 (1 + 𝜃𝑟𝐿)

𝑥−

−
𝜌 (𝑟𝐿 − 𝛾)

(︀
𝑟𝐿 − 𝛿 + 𝜌

𝜃

)︀
+
(︀
𝛿 − (1− 𝜌)𝑟𝐿 − 𝜌

𝜃

)︀
(𝛿 − (1− 𝜌)𝑟𝐿)

𝜃𝜌2 (1 + 𝜃𝑟𝐿) (𝑟𝐿 − 𝛾)
𝑆.

Тип поведения заемщиков 2. Если 𝛿 − 𝜌
𝜃
< 𝑟𝐿 < 𝛿 + 𝜌𝛾, а финансовое состояние

домашнего хозяйства 𝑥 <
𝑆(𝛿−(1−𝜌)𝑟𝐿)

(𝑟𝐿−𝛾)(𝑟𝐿−𝛿+ 𝜌
𝜃 )

, то спрос на потребительский кредит повторяют

тип поведения заемщиков 1. В случае 𝑥 ⩾ 𝑆(𝛿−(1−𝜌)𝑟𝐿)

(𝑟𝐿−𝛾)(𝑟𝐿−𝛿+ 𝜌
𝜃 )

потребительский кредит не заим-
ствуется.

Тип поведения заемщиков 3. Если max
{︀
𝑟𝐷, 𝛿 − 𝜌

𝜃

}︀
< 𝛿 + 𝜌𝛾 < 𝑟𝐿 или

max {𝑟𝐷, 𝛿 + 𝜌𝛾} < 𝛿 − 𝜌
𝜃
< 𝑟𝐿, а финансовое состояние домашнего хозяйства 𝑥 < 𝑥𝑝1 , где

𝑥𝑝1 = 𝜌𝑆
𝑟𝐿−𝛿+ 𝜌

𝜃
, то спрос на потребительский кредит вычисляется по формуле

�̂�𝐿 =
𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿)

𝜃
−𝑆+𝛾𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿)+

𝛿 − (1− 𝜌)𝑟𝐿

𝜌
·

⎛⎝1 + 𝜃𝑟𝐿

𝜃
−
[︂

𝑥𝑝1

𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿)

]︂ 𝛿−(1−𝜌)𝑟𝐿
𝛿+𝜌𝛾−𝑟𝐿 ·

·
[︁
𝑆 (𝛿 − (1− 𝜌)𝑟𝐿) +

(︁
𝛿 − 𝑟𝐿 −

𝜌

𝜃

)︁
(𝑟𝐿 − 𝛾)𝑥𝑝1

]︁)︃−1

·

·
(︂
𝑆 − 𝛾𝑥−

𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿)

𝜃
− 𝑟𝐿 (𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿)− 𝑥)

)︂
.

Уравнение (16) имеет единственное решение 𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿) на множестве ((𝑥)+, 𝑥𝑝1 ). В случае
𝑥 ⩾ 𝑥𝑝1 потребительский кредит не заимствуется.

Тип поведения заемщиков 4. Если max
{︀
𝛿 + 𝜌𝛾, 𝛿 − 𝜌

𝜃

}︀
< 𝑟𝐷, а финансовое со-

стояние домашнего хозяйства 𝑥 < 𝑥𝑝1 , где 𝑥𝑝1 = min

{︂
𝜌𝑆

𝑟𝐿−𝛿+ 𝜌
𝜃
, 𝑦 (𝑥𝑝2 , 1)

}︂
, 𝑥𝑝2 = 𝑆

𝑟𝐷−𝛾
·
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𝛿−(1−𝜌)𝑟𝐷
𝑟𝐷−𝛿+ 𝜌

𝜃
, то спрос на потребительский кредит повторяют тип поведения заемщиков 3. Урав-

нение (16) имеет единственное решение 𝑀𝑟 (𝑥𝑝1 , 𝑟𝐿) на множестве ((𝑥)+, 𝑥𝑝1 ), а уравнение (15)
имеет единственное решение 𝑦 (𝑥𝑝2 , 1) на множестве (0, 𝑥𝑝2 ).

Задолженность домашнего хозяйства по выданному кредиту равна �̂�𝐿(𝑟𝐿)𝑒
𝑟𝐿𝑇 . Ан-

нуитетный платеж 𝐴 можно найти из уравнения

�̂�𝐿 (𝑟𝐿) 𝑒
𝑟𝐿𝑇 = 𝐴

𝑇∫︁
0

𝑒𝑟𝐿(𝑇−𝑡)𝑑𝑡,

откуда
𝐴 =

𝑟𝐿

1− 𝑒−𝑟𝐿𝑇
�̂�𝐿 (𝑟𝐿) .

Коммерческие банки учитывают риск неплатежеспособности заемщика. Обозначим через 𝜏
момент времени, когда заемщик не сможет выполнять обязательства по аннуитетному плате-
жу. С точки зрения коммерческих банков доходы заемщиков 𝑆(𝑡) не являются стабильными.
Будем предполагать, что коммерческие банки моделируют доходы заемщика с помощью сто-
хастического дифференциального уравнения геометрического броуновского движения

𝑑𝑆 = 𝑆𝛾𝑑𝑡+ 𝜎𝑆𝑑𝑊 (𝑡), 𝑆(0) = 𝑆0, 𝜎 > 0.

Заемщик объявляет дефолт по кредиту, если его доход не позволяет осуществлять аннуитет-
ный платеж 𝐴 и потребительские расходы на минимальном уровне 𝜇, т.е.

𝜏 = min

(︂
inf
𝑡

{𝑆(𝑡) < 𝐴+ 𝜇} , 𝑇
)︂
.

Поскольку доход заемщика является случайным процессом, величина 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ) является
случайным моментом остановки. Коммерческие банки устанавливают процентную ставку по
потребительскому кредиту, максимизируя математическое ожидание чистой приведенной при-
были (NPV), т.е.

𝑁𝑃𝑉 (𝑟𝐿) = E𝜏

⎛⎝𝐴

𝜏∫︁
0

𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡− �̂�𝐿(𝑟𝐿)

⎞⎠ = E𝜏

⎛⎝⎛⎝ 𝑟𝐿
(︀
1− 𝑒−𝜆𝜏

)︀
𝜆
(︁
1− 𝑒−𝑟𝐿𝑇

)︁ − 1

⎞⎠ �̂�𝐿(𝑟𝐿)

⎞⎠→ max
𝑟𝐿

,

где 𝜆 — коэффициент дисконтирования финансовых потоков банками, который равен стои-
мости фондирования расходов для коммерческих банков, а спрос �̂�𝐿(𝑟𝐿) определяется типов
поведения заемщиков.

По формуле Фейнмана–Каца учет рисков невозврата потребительского кредита сво-
дится к решению краевой задачи для уравнения с частными производными. Установив связь
с уравнением Абеля, удается свести решение краевой задачи к задаче Коши для уравнения
теплопроводности с внешним источником и получить оценку рисков в аналитической форме.
Пусть (𝑏)− = min{𝑏, 0}, ∀𝑏 ∈ R. Обозначим 𝑎 = 𝜎2

2
. Справедлива следующая теорема.

Теорема 4.

E𝜏 𝑒
−𝜆𝜏 = 𝑒−𝜆𝑇 +

1

𝜋
𝑒−𝜆𝑇

𝑇∫︁
0

1√︀
𝑇 − 𝑠

exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝−

(︃(︀
𝛾 − 𝑎2

)︀ (︁
𝑇 − 𝑠

)︁
−
[︂
ln

𝐴+ 𝜇

𝑆0

]︂
−

)︃2

4𝑎2
(︁
𝑇 − 𝑠

)︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·

·

√
𝑠∫︁

0

exp

(︃
−
(︀
𝛾 − 𝑎2

)︀2
4𝑎2

𝜉2

)︃[︃(︃
2𝜆+

(︀
𝛾 − 𝑎2

)︀2
2𝑎2

)︃
exp

(︀
𝜆
(︀
𝑠− 𝜉2

)︀)︀
−
(︀
𝛾 − 𝑎2

)︀2
2𝑎2

]︃
𝑑𝜉𝑑𝑠.

13



В условиях нестабильной рыночной ситуации актуальны модели, которые позволя-
ют анализировать групповое поведение большого количества агентов. Такое исследование
позволяет более качественно отслеживать экономическую динамику. В основе построения
такого рода моделей лежит концепция игр среднего поля. Цели, управленческие решения,
которые принимают агенты описываются уравнением Гамильтона–Якоби–Беллмана. Уравне-
ние Колмогорова–Фоккера–Планка описывает динамику плотности распределения агентов по
фазовым координатам.

В параграфе 1.3 исследуется групповое поведение домашних хозяйств на несовер-
шенном рынке потребительских кредитов и депозитов. Мы полагаем, что доходы домашнего
хозяйства 𝑆 являются стохастическим процессом и описываются стохастическим дифферен-
циальным уравнением

𝑑𝑆 = 𝑆 (𝛾(𝑥, 𝑆, 𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎(𝑥, 𝑆, 𝑡)𝑑𝑊 (𝑡)) , 𝑆(0) = 𝑠0,

где 𝜎(𝑥, 𝑆, 𝑡) > 0, 𝑊 (𝑡) — винеровский процесс 𝑊 (𝑡).
Пусть 𝑚(𝑥, 𝑆, 𝑡) описывает плотность распределения домашних хозяйств по финан-

совым состояниям 𝑥 и доходам 𝑆 в момент времени 𝑡. Эволюция плотности распределения
описывается уравнением Колмогорова–Фоккера–Планка, вывод которого описывается в дис-
сертационной работе:

𝜕𝑚(𝑥, 𝑆, 𝑡)

𝜕𝑡
−

1

2

𝜕2

𝜕𝑆2

(︀
𝜎2(𝑥, 𝑆, 𝑡)𝑆2𝑚(𝑥, 𝑆, 𝑡)

)︀
+

+
𝜕

𝜕𝑆
(𝑆𝑚(𝑥, 𝑆, 𝑡)𝛾(𝑥, 𝑆, 𝑡)) +

𝜕

𝜕𝑥
(𝑚(𝑥, 𝑆, 𝑡)𝑓(𝑥, 𝑆, 𝑡)) = 0, (17)

с начальным условием
𝑚(𝑥, 𝑆, 0) = 𝑚0(𝑥, 𝑆), (18)

где

𝑓(𝑥, 𝑆, 𝑡) = 𝑆 − 𝛾(𝑥, 𝑆, 𝑡)𝑥−
1

𝜃
𝑀 − 𝑟𝐿(𝑥, 𝑆, 𝑡) (𝑀 − 𝑥)+ + 𝑟𝐷(𝑥, 𝑆, 𝑡) (𝑥−𝑀)+ ,

𝑀 = 𝑀(𝑥, 𝑆) — синтез оптимального управления, выбор которого описывается из решения
уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана.

Для численного решения дифференциального уравнения (17) с начальным условием
(18) разработаны специальные разностные схемы, в основе которых лежит противопоточная
схема Годунова первого порядка, доказана сходимость разностной схемы.

В главе 2 изучается вопрос идентификации и верификации модели экономическо-
го поведения домашних хозяйств. Параметры модели рамсеевского типа можно разделить
на два типа: внутренние параметры модели и параметры экономической конъюнктуры. Ко
внутренним параметрам модели относятся поведенческие характеристики репрезентативного
домашнего хозяйства, характерные для данного социального слоя населения: скорость об-
ращения денег 1

𝜃
, склонность к риску 𝜌 и коэффициент дисконтирования 𝛿. К параметрам

экономической конъюнктуры относятся ставки по потребительским кредитам 𝑟𝐿 и депозитам
𝑟𝐷, ожидаемые темп роста доходов 𝛾 данного социального слоя и инфляция 𝑗.

В параграфе 2.1 проводится идентификация репрезентативного домашнего хозяй-
ства. Для калибровки модели экономического поведения домашних хозяйств были использо-
ваны два корпуса статистики: данные Обследования Бюджетов Домашних Хозяйств (ОБДХ)
Росстата и данные Российского Мониторинга Экономического Положения и Здоровья Насе-
ления (РМЭЗ НИУ ВШЭ), собираемые Высшей Школой Экономики.

Статистические данные РМЭЗ НИУ ВШЭ позволяют выделить заемщиков по потре-
бительским кредитам, автономных домашних хозяйств, сберегающих домашних хозяйств и
выплачивающих ипотеку. Недостаток статистических данных РМЭЗ НИУ ВШЭ заключает-
ся в объеме выборки: в ежегодном опросе участвуют около 5 000 домашних хозяйств из 39
регионов России. Несмотря на это, данные является репрезентативными. Результаты иден-
тификации агрегированных динамик задолженности по потребительским кредитам, потреб-
лению и депозитам отображены на Рис.1,2,3, где синяя траектория отражает исторические
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данные, а красная траектория расчеты по модели. Период идентификации отрисован сплош-
ными кривыми, период верификации отрисован пунктирными линиями.
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Рис. 1: Задолженность по по-
требительским кредитам.
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Рис. 2: Динамика депозитов.
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Рис. 3: Потребление населе-
ния.

Стоит отметить, что если бы банки выдавали малоимущим домашним хозяйствам по-
требительские кредиты, то они бы поддерживали их уровень потребления на минимальном
уровне, но это бы привело к ощутимому росту задолженности до 17.5 трлн руб. к концу 2023г
и 27.11 трлн руб. к концу 2024г, а общая задолженность составила бы 31.5 трлн руб. к концу
2023г и 44.29 трлн руб. к концу 2024г соответственно. Отказы в выдачи потребительского
кредита малоимущим слоям населения приводят к социальной напряженности. В данном сце-
нарии с учетом отказов в выдаче кредитов к концу 2024г итоговая задолженность вырастет
до 23.66 трлн руб., при этом объем отказов за прогнозный период 2022-2024гг составит 23
трлн руб.

Сценарий 2. Субсидирование необеспеченных заемщиков. Главная проблема потреби-
тельского кредитования в России заключается в платежеспособности малоимущих заемщиков.
Данный сценарий отражает расчеты результата адресной финансовой поддержки малодоход-
ных заемщиков. Предполагается рост доходов малоимущих заемщиков с начала 2023г до кон-
ца 2024г за счет осуществления их финансовой поддержки через государственные структуры.
Было посчитано, что за двухлетний период необходимо выделить 199 млрд руб. малоимущим
заемщикам, проживающих в городском типе бедной группы регионов, 213 млрд руб. в сель-
ском типе бедной группе регионов, 1 355 млрд руб. в средней группе регионов и 682 млрд руб.
в богатой группе регионов. Данные величины были рассчитаны исходя из условия сохранении
платежеспособности необеспеченных заемщиков после весны 2022г во всех группах регионов.
Итоговая задолженность необеспеченных заемщиков во всех группах регионов представлена
на Рис.4.

Рис. 4: Суммарная задолженность необеспеченных заемщиков.
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Расчеты показывают, что при выделении субсидий необеспеченным заемщикам поряд-
ка 2.5 трлн руб. за 2023-2024гг их платежеспособность восстанавливается, а отказы в выдаче
осуществлялись бы в весенний период 2022г. Итоговый рост задолженности за три года с уче-
том задолженности высокодоходных заемщиков вырос бы до 21.25 трлн руб., однако, такой
сценарий сохранил бы роль механизма социальной адаптации у потребительского кредита.
Стоит отметить, что подход адресного субсидирования малодоходных домашних хозяйств
эффективно применялся Правительством в период пандемии COVID-19.

С помощью исследуемой модели можно изучать влияние ключевой ставки на задол-
женность заемщиков. В период пандемии COVID-19 значительная часть снижения доходов
домашних хозяйств произошла в результате сжатия доходов от предпринимательской дея-
тельности. В таких условиях представлялся вероятным рост просроченной задолженности
по кредитам из-за потери способности части населения обслуживать платежи по кредитам.
Рост просроченной задолженности, в свою очередь, приводил к повышению процентных ста-
вок. Для того чтобы учесть такую возможность, было проведено регресионное моделирование
процентных ставок по кредитам в зависимости от величины просроченной задолженности по
потребительскому кредиту, а также ключевой ставки Банка России. В то же время на вели-
чину просроченной задолженности непосредственно оказывает влияние стоимость кредитова-
ния, выражаемая через процентную ставку по кредитам, а также динамика необеспеченных
кредитов, что было учтено с помощью построения дополнительной регрессии. Расчеты по
модели представлены в основном тексте диссертационной работы. Они показывают, что сни-
жение ключевой ставки Банком России уменьшает долговую нагрузку на домашние хозяйства
и долю неплатежеспособных заемщиков среди физических лиц. При этом эффективность сни-
жения ключевой ставки существенно зависит от динамики снижения.

В параграфе 2.4 исследуется вопрос согласованности статистических данных ОБ-
ДХ с моделью динамики плотности распределения платежеспособных заемщиков по дохо-
дам и финансовым состояниям на основе решения уравнения Колмогорова–Фоккера–Планка.
Множество всевозможных решений уравнения Колмогорова–Фоккера–Планка задает подпро-
странство, на которое проецируются статистические данные. Участники опроса ОБДХ меня-
ются каждый год, но в течение каждого года ежеквартально опрашиваются одни и те же
домашние хозяйства. Исходя из этого, алгоритм идентификации статистической плотности
распределения проводился в каждом году независимо с 2015 по 2020гг.

Построенная проекция использовалась в качестве входных данных для определения
поведенческих характеристик домашних хозяйств: отвращения к риску 𝜌, скорости обраще-
ния денег 1

𝜃
и коэффициента дисконтирования 𝛿. Как оговаривалось ранее, коэффициент

отвращения к риску 𝜌 и коэффициент скорости обращения денег 1
𝜃

можно задать константа-
ми для данного социального слоя, а коэффициент дисконтирования 𝛿 зависит от параметров
экономической конъюнктуры: процентных ставок по потребительским кредитам, темпов ро-
ста доходов, инфляции. Идентификация параметров 𝜌, 𝜃, 𝛿 проводится с помощью синтеза
𝑀(𝑥;𝑆, 𝑟𝐿, 𝜃, 𝜌, 𝛾, 𝛿), подробно описанным в Главе 1, воспроизводящим результат построения
проекции.

В результате идентификации выяснилось, что коэффициент дисконтирования напря-
мую зависит от финансового состояния 𝑥 и доходов 𝑆 домашнего хозяйства. Из Рис.5 легко
видеть, что для фиксированного 𝑥, чем больше доходов получает домашнее хозяйство, тем
меньше коэффициент дисконтирования. В тоже время, для фиксированного 𝑆, чем мень-
ше финансовое состояние домашнего хозяйства, тем больше коэффициент дисконтирования.
Стоит отметить, что рост процентной ставки по потребительскому кредиту, рост инфляции
влекут к увеличению дисконтирования, в то время как рост доходов домашнего хозяйства
уменьшает коэффициент дисконтирования. Также было отмечено, что домашние хозяйства с
бо́льшими доходами более чувствительны к изменения процентной ставки по потребительско-
му кредиту. Это свидетельствует о том, что бедные домашние хозяйства существенно больше
ценят денежные средства в настоящий момент, чем богатые слои населения, и менее чувстви-
тельны к изменению ставки по потребительскому кредиту, т.к. они, в большинстве случаев,
осуществляют займы с целью поддержки минимального потребления.
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Рис. 5: Результат идентификации функции 𝛿(𝑥, 𝑆) для средней группы регионов в марте 2015г.
Месячные данные.

В главе 3 исследуется моделирование доходов населения.
В параграфе 3.1 исследуется проблема динамики человеческого капитала на языке

математической модели репрезентативного рационального работника на рынке труда. Пред-
полагается, что работник получает заработную плату 𝑆, тратит ее на осуществление потре-
бительских расходов 𝐶 и на развитие своего человеческого капитала 𝑋, т.е. 𝑆 = 𝐶 + 𝑋.
Накопление человеческого капитала 𝑃 ⩾ 0 описывается дифференциальным уравнением

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝑋 + 𝜇𝑃, 𝑃 (0) = 0,

где 𝜇 < 0 — параметр, описывающий устаревание накопленных компетенций работника. В
случайный момент времени появляется вакансия, позволяющая работнику увеличить зара-
ботную плату в соответствии с накопленным человеческим капиталом до величины 𝛽(𝑃 ), где
𝛽(𝑃 ) ⩾ 0, монотонно неубывающая функция. Будем предполагать, что вероятность появления
вакансии не позднее времени 𝑡 равна

𝐹 (𝑡) = 1− exp

⎛⎝−
𝑡∫︁

0

𝐻(𝑃 (𝜏))𝑑𝜏

⎞⎠ ,

где 𝐻(𝑃 ) ⩾ 0, монотонно неубывающая функция. Работник оценивает текущее потребление
с помощью функции полезности с постоянным отвращением к риску 𝑢(𝐶) = 𝐶1−𝜌

1−𝜌
, где, как

и раньше, 𝜌 > 0 — коэффициент отвращения к риску. Будем считать, что работник рас-
пределяет свой доход между потреблением 𝐶(𝑡) ⩾ 0 и вложением в развитие человеческого
капитала 𝑋(𝑡) ⩾ 0, при этом он максимизируя математическое ожидание дисконтированного
с коэффициентом 𝛿 > 0 потребления

E

⎧⎨⎩
𝑇∫︁
0

𝑒−𝛿𝑡𝐶
1−𝜌(𝑡)

1− 𝜌
𝑑𝑡+ 𝑒−𝛿𝑇 ·

𝛽1−𝜌(𝑃 (𝑇 ))

(1− 𝜌)𝛿

⎫⎬⎭→ max
𝑋⩾0

. (19)
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Замечание 3. При 𝜌 = 1 максимизирующий функционал задачи оптимального управления
нужно рассматривать в виде

E

⎧⎨⎩
𝑇∫︁
0

𝑒−𝛿𝑡 ln𝐶(𝑡)𝑑𝑡+
𝑒−𝛿𝑇

𝛿
· ln𝛽 (𝑃 (𝑇 ))

⎫⎬⎭→ max
𝑋⩾0

.

Лемма 1. Справедливо следующее представление функционала (19)

E

⎧⎨⎩
𝑇∫︁
0

𝑒−𝛿𝑡𝐶
1−𝜌(𝑡)

1− 𝜌
𝑑𝑡+

𝛽1−𝜌(𝑃 (𝑇 ))

(1− 𝜌)𝛿
𝑒−𝛿𝑇

⎫⎬⎭ =

=

+∞∫︁
0

𝑒
−

𝑡∫︀
0
(𝛿+𝐻(𝑃 (𝜏)))𝑑𝜏

(︂
𝐶1−𝜌(𝑡)

1− 𝜌
+𝐻(𝑃 (𝑡))

𝛽1−𝜌(𝑃 (𝑡))

(1− 𝜌)𝛿

)︂
𝑑𝑡.

Обозначим Λ(𝑡) =
𝑡∫︀
0

(𝛿 +𝐻(𝑃 (𝜏))) 𝑑𝜏 . Пусть 𝑢 обозначает долю от заработной платы,

которую работник тратит на потребительские расходы. Перейдем к безразмерным величинам.
Пусть 𝑃 = 𝑃

𝑆𝜃
, 𝜏 = 𝑡

𝜃
, �̂� = 𝜇𝜃, �̂�

(︁
𝑃
)︁
= 1

𝛿
𝐻
(︁
𝑆𝜃𝑃

)︁
, 𝛽
(︁
𝑃
)︁

= 1
𝑆
𝛽
(︁
𝑆𝜃𝑃

)︁
, где 𝑆𝜃 — годовой

доход работника. Тогда мы получаем задачу оптимального управления (20), (21), (22):

+∞∫︁
0

𝑒−Λ

⎛⎝𝑢1−𝜌

1− 𝜌
+ �̂�

(︁
𝑃
)︁
·
𝛽1−𝜌

(︁
𝑃
)︁

1− 𝜌

⎞⎠ 𝑑𝜏 → max
0⩽𝑢⩽1

, (20)

𝑑𝑃

𝑑𝜏
= (1− 𝑢) + �̂�𝑃 , 𝑃 (0) = 0, (21)

𝑑Λ

𝑑𝜏
= 𝛿𝜃

(︁
1 + �̂�

(︁
𝑃
)︁)︁

, Λ(0) = 0. (22)

Задача оптимального управления (20), (21), (22) является задачей на бесконечном временном
горизонте.

Теорема 5. 1. Пусть существует константа 𝐶 > 0: �̂�
(︁
𝑃
)︁
⩽ 𝐶(𝑃 + 1), ∀𝑃 ⩾ 0. Более

того, пусть �̂�
(︁
𝑃
)︁
∈ 𝐶1((0,+∞)), 𝛽

(︁
𝑃
)︁
∈ 𝐶1((0,+∞)). Тогда задача оптимального

управления (20), (21), (22) имеет решение.

2. Пусть 𝑃 (𝜏), Λ(𝜏), 𝑢*(𝜏) — решение задачи оптимального управления (20), (21), (22),
𝑃 (𝜏), Λ(𝜏) являются абсолютно непрерывными при 𝜏 ⩾ 0, 𝑢*(𝜏) является измеримой
функцией при 𝜏 ⩾ 0. Тогда существуют абсолютно непрерывные функции 𝜙1(𝜏) > 0,
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𝜙2(𝜏) < 0, 𝜏 ⩾ 0, такие, что

𝜙1(𝜏) =

+∞∫︁
𝜏

{︃
𝑒−�̂�(𝜏−𝑠)

[︃
−𝛿𝜃

(︁
1 + �̂�

(︁
𝑃 (𝑠)

)︁)︁
𝜙1(𝑠)+

+

⎛⎝𝑑�̂�
(︁
𝑃 (𝑠)

)︁
𝑑𝑃 (𝑠)

·
𝛽1−𝜌

(︁
𝑃 (𝑠)

)︁
1− 𝜌

+
𝑑�̂�
(︁
𝑃 (𝑠)

)︁
𝑑𝑃 (𝑠)

·
𝑑𝛽(𝑃 (𝑠))

𝑑𝑃 (𝑠)
· 𝛽−𝜌

(︁
𝑃 (𝑠)

)︁⎞⎠⎤⎦−

− 𝛿𝜃

⎡⎣ 𝑠∫︁
0

𝑑�̂�
(︁
𝑃 (𝜉)

)︁
𝑑𝑃 (𝜉)

𝑒−�̂�(𝜏−𝜉)𝑑𝜉 −
𝜏∫︁

0

𝑑�̂�
(︁
𝑃 (𝜉)

)︁
𝑑𝑃 (𝜉)

𝑒−�̂�(𝜏−𝜉)𝑑𝜉

⎤⎦ ·

·

⎡⎣𝛿𝜃 (︁1 + �̂�
(︁
𝑃 (𝑠)

)︁)︁
𝜙2(𝑠) + min

⎧⎨⎩1,
(𝜙1(𝜏))

− 1−𝜌
𝜌

1− 𝜌

⎫⎬⎭+ �̂�
(︁
𝑃 (𝑠)

)︁
·
𝛽1−𝜌

(︁
𝑃 (𝑠)

)︁
1− 𝜌

]︃}︃
𝑑𝑠,

𝜙2(𝜏) = −
+∞∫︁
𝜏

⎡⎣𝛿𝜃 (︁1 + �̂�
(︁
𝑃 (𝑠)

)︁)︁
𝜙2(𝑠) + min

⎧⎨⎩1,
(𝜙1(𝜏))

− 1−𝜌
𝜌

1− 𝜌

⎫⎬⎭+

+�̂�
(︁
𝑃 (𝑠)

)︁ 𝛽1−𝜌
(︁
𝑃 (𝑠)

)︁
1− 𝜌

⎤⎦ 𝑑𝑠,

𝑢*(𝜏) = min
{︁
1, (𝜙1(𝜏))

− 1
𝜌

}︁
. (23)

Более того,

𝑃 (𝜏) =

𝜏∫︁
0

(︁
1− (𝜙1(𝑠))

− 1
𝜌

)︁
+
𝑒�̂�(𝜏−𝑠)𝑑𝑠, Λ(𝜏) = 𝛿𝜃

𝜏∫︁
0

(︁
1 + �̂�

(︁
𝑃 (𝑠)

)︁)︁
𝑑𝑠.

Следствие 1. Предположим, что существует момент времени 𝜏 ⩾ 0 такой, что 𝑃 (𝜏)

является монотонно возрастающей для любого 𝜏 ⩾ 𝜏 , 𝑃 < − 1
�̂�
. Тогда существуют пределы

lim
𝜏→+∞

𝑃 (𝜏) = 𝑃 *, lim
𝜏→+∞

𝜙1(𝜏) = 𝜙*
1, lim

𝜏→+∞
𝜙2(𝜏) = 𝜙*

2, где

𝜙*
1 =

(︁
1 + �̂�𝑃 *

)︁−𝜌
,

𝜙*
2 = −

1

𝛿𝜃
(︁
1 + �̂�

(︁
𝑃 *
)︁)︁
⎡⎣(︁1 + �̂�𝑃 *

)︁1−𝜌
+ �̂�

(︁
𝑃 *
)︁
·
𝛽1−𝜌

(︁
𝑃 *
)︁

1− 𝜌

⎤⎦ ,

−
𝑑�̂�
(︁
𝑃 *
)︁

𝑑𝑃 *
·
𝛽1−𝜌

(︁
𝑃 *
)︁

1− 𝜌
− �̂�

(︁
𝑃 *
)︁
· 𝛽−𝜌(𝑃 *) ·

𝑑𝛽
(︁
𝑃 *
)︁

𝑑𝑃 *
−

− �̂�
(︁
1 + �̂�𝑃 *

)︁−𝜌
+ 𝛿𝜃

(︁
1 + �̂�𝑃 *

)︁−𝜌
·
(︁
1 + �̂�

(︁
𝑃 *
)︁)︁

+

+
1

1 + �̂�
(︁
𝑃 *
)︁ ·

⎡⎣(︁1 + �̂�𝑃 *
)︁1−𝜌

+ �̂�
(︁
𝑃 *
)︁
·
𝛽1−𝜌

(︁
𝑃 *
)︁

1− 𝜌

⎤⎦ ·
𝑑�̂�
(︁
𝑃 *
)︁

𝑑𝑃 *
= 0.
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В диссертационной работе проводится исследование фазового портрета в окрестности
положения равновесия

(︁
𝑃 *, 𝜙*

1, 𝜙
*
2

)︁
. Траекторию оптимального управления можно постро-

ить в случае, когда линеаризованная система в положении равновесия имеет два собственных
значения с положительными действительными частями и одно действительное отрицатель-
ное. В таком случае, собственный вектор, соответствующий отрицательному собственному
значению, является устойчивой сепаратрисой неподвижной точки. Выпуская траекторию из
окрестности точки равновесия можно найти зависимость 𝜙1

(︁
𝑃
)︁
. Подставляя его решение в

(23), мы получаем синтез 𝑢*
(︁
𝑃
)︁
.

Изучается вопрос идентификации модели репрезентативного рационального работни-
ка на рынке труда. Получены качественные результаты об эффективности стимулирования
увеличения человеческого капитала для различных социальных слоев.

В параграфе 3.2 исследуется групповое поведение работников на рынке труда, отно-
сящиеся к одному профессионально-квалификационному слою.

Заработная плата работника описывается стохастическим дифференциальным урав-
нением

𝑑𝑆 = 𝛾𝑆𝑑𝑡+ (𝛽(𝑃 )− 𝑆) 𝑑𝑁𝑡 (𝐻(𝑃, 𝑆)) , 𝑆(0) = 𝑆0,

где 𝑁𝑡 — процесс Леви, характеризующий скачок заработной платы с величины 𝑆 до (𝛽(𝑃 )− 𝑆)
с интенсивностью 𝐻(𝑃, 𝑆), 𝑆0 > 0. Предположим, что реальный темп роста заработной пла-
ты работника 𝛾 отрицателен, т.е. реальная заработная плата уменьшается. Это мотивирует
работника осуществлять вложения в собственный человеческий капитал, чтобы развивать
свои компетенции и стремиться повысить заработную плату до величины 𝛽(𝑃 ). Человеческий
капитал описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= (1− 𝑢(𝑃 ))𝑆 + 𝜇𝑃, 𝑃 (0) = 𝑃0.

Пусть 𝑚(𝑃, 𝑆, 𝑡) — плотность распределения работников по накопленному человеческо-
му капиталу 𝑃 , заработной плате 𝑆 в момент времени 𝑡. Эволюция плотности распределения
работников описывается уравнением Колмогорова–Фоккера–Планка для процесса Леви, вы-
вод которого описывается в диссертационной работе:

𝜕𝑚(𝑃, 𝑆, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝛾

𝜕 (𝑆𝑚(𝑃, 𝑆, 𝑡))

𝜕𝑆
−

𝜕 (𝑚(𝑃, 𝑆, 𝑡) [(1− 𝑢(𝑃 ))𝑆 + 𝜇𝑃 ])

𝜕𝑃
−𝐻(𝑃, 𝑆)𝑚(𝑃, 𝑆, 𝑡) (24)

с начальным условием
𝑚(𝑃, 𝑆, 0) = 𝑚0(𝑃, 𝑆) (25)

и граничным условием

𝑚(𝑃, 𝛽(𝑃 ), 𝑡) = −

𝛽(𝑃 )∫︀
0

𝐻(𝑃, 𝑆)𝑚(𝑃, 𝑆, 𝑡)𝑑𝑆

−𝛾𝛽(𝑃 ) + 𝛽′(𝑃 ) · ((1− 𝑢(𝑃 ))𝛽(𝑃 ) + 𝜇𝑃 )
, (26)

где 𝑢(𝑃 ) построенный синтез оптимального управления для репрезентативного работника,
характерного для данного профессионально-квалификационного слоя.

Для численного решения дифференциального уравнения (24) с начальным услови-
ем (25) и граничным условием (26) разработаны специальные разностные схемы, в основе
которых лежит противопоточная схема Годунова первого порядка, доказана сходимость раз-
ностной схемы.

На Рис.6,7,8 приведены численные результаты моделирования. Синяя область соответ-
свует области отсутствия вложений в человеческий капитал, когда работники удовлетворены
текущей заработной платой в соответствии с накопленным человеческим капиталом; зеленая
область соответствует области развития человеческого капитала, когда работник стремится
нарастить свои компетенции, чтобы получать более высокую заработную плату 𝑆 = 𝛽(𝑃 );
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красная область соответствует области отсутствия вложений в человеческий капитал, когда
работники имеют достаточно высокие накопленные компетенции при низкой заработной пла-
те и ожидают появления подходящей вакансии на рынке труда для получения заработной
платы 𝑆 = 𝛽(𝑃 ).

Рис. 6: Плотность распределения работни-
ков в момент времени 𝑡 = 0.

Рис. 7: Плотность распределения работни-
ков в момент времени 𝑡 = 0.5.

Рис. 8: Плотность распределения работников в момент времени 𝑡 = 1.

В параграфе 3.3 исследуется групповое поведение населения с подражательным по-
ведением на фондовом рынке на основе концепции игр среднего поля. За основу взята модель,
предложенная Л. Фатоне, Ф. Мариани, М.С. Реккиони и Ф. Цирилли1. Данная модель опи-
сывает поведение высокочастотных трейдеров, пытающихся извлечь прибыль из колебаний
цены акции. Высокочастотные трейдеры делятся на два типа: проницательные и непрофесси-
ональные. Проницательные трейдеры изучают экономическую структуру фондового рынка,
экономические ситуации, отчеты и способны спрогнозировать дальнейшее поведение курсо-
вой стоимости акции. Поведение непрофессиональных трейдеров несильно отличается друг от
друга, они стараются придерживаться одинаковых стратегий, избегать реализации больших
пакетов акций.

Запас акций 𝑥(𝑡) описывается стохастическим дифференциальным уравнением

𝑑𝑥(𝑡) = 𝛼(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎𝑑𝑊 (𝑡), 𝑥0 = �̃�0,

где 𝜎 > 0, �̃�0 является случайной величиной с заданным начальным распределением 𝑚0(𝑥),
𝛼(𝑡, 𝑥(𝑡)) характеризует покупку или продажу акций трейдером.

1Fatone L., Mariani F., Recchioni M.C., Zirilli F. A Trading Execution Model Based on Mean Field Games and
Optimal Control. // Applied Mathematics. 2014. Vol.5. P.3091-3116.
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Оптимальная стратегия агентов описывается связанной системой уравнений в част-
ных производных (27), (28): уравнения Колмогорова–Фоккера–Планка, эволюционирующего в
прямом времени и уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана, эволюционирующего в попятном
времени. Связь этих уравнений осуществляется через функцию управления 𝛼(𝑡, 𝑥) = 1

2𝑘(𝑡)
𝜕𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥
.

𝜕𝑚

𝜕𝑡
−

𝜎2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
+

1

2𝑘(𝑡)

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑚

)︂
= 0, 𝑚(0, 𝑥) = 𝑚0(𝑥), (27)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜎2

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

1

4𝑘(𝑡)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂2

− 𝜆(𝑡) (𝑥− �̃�(𝑡))2 = −𝑉 (𝑚), 𝑢(𝑇, 𝑥) = 0, (28)

где 𝑘(𝑡) > 0, 𝜆(𝑡) > 0, �̃�(𝑡) ∈ R, 𝑎 ∈ R, 𝜃 ⩾ 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Наличие краевых условий в начальный
и конечный моменты времени и рассматриваемого магистрального эффекта характеризуют
плохую обусловленность задачи. Это приводит к численным трудностям решения краевой
задачи для уравнений в частных производных.

В 2010г Э. Лашапель предложил использовать вариационный подход к численному
анализу модели группового поведения на основе концепции игры среднего поля1. Подход ос-
нован на построении задачи минимизации функционала от функции распределения агентов
по состояниям в фазовом пространстве. Ограничения в этой вариационной задаче задаются
уравнением Колмогорова–Фоккера–Планка и начальными условиями на функцию распреде-
ления.

Вместо задачи (27), (28) предлагается рассмотреть экстремальную задачу

𝐽(𝑚,𝛼) =

𝑇∫︁
0

∫︁
R

(︀
𝐺(𝑚) +

(︀
−𝑘(𝑡)𝛼2 − 𝜆(𝑡)(𝑥− �̃�(𝑡))2

)︀
𝑚
)︀
𝑑𝑥𝑑𝑡−

− 𝜃

∫︁
R

(𝑥− 𝑎)2𝑚(𝑇, 𝑥)𝑑𝑥 → max, (29)

где 𝑉 = 𝜕𝐺
𝜕𝑚

, 𝑚(𝑡, 𝑥) является решением уравнения Колмогорова–Фоккера–Планка:

𝜕𝑚

𝜕𝑡
−

𝜎2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝛼𝑚) = 0, 𝑚(0, 𝑥) = 𝑚0(𝑥). (30)

Функционал (29) подбирается таким образом, чтобы сопряженные переменные (множите-
ли Лагранжа) в этой вариационной задаче удовлетворяли уравнению Гамильтона–Якоби–
Беллмана в исходной постановке игры среднего поля, а условия трансверсальности совпадали
с условиями на функции цены в конечный момент времени.

Численные методы решения экстремальной задачи (29), (30) основываются на исполь-
зовании монотонных разностных схем. Данный подход применяется для решения билинейных
задач управления и основывается на специальных разложениях на множители функционала
(29). Использование монотонных разностных схем позволяет вычислить максимизирующую
последовательность 𝛼𝜅(𝑡, 𝑥), 𝜅 ∈ N. Для этого необходимо потребовать выпуклость функции
𝐺(𝑚) по 𝑚 в функционале (29). Подробное использование алгоритма монотонных разностных
схем отражено в основном тексте диссертационной работы.

Проверку корректности численного алгоритма решения экстремальной задачи (29),
(30) можно осуществить в частном случае, когда имеет место редукция системы уравнений
в частных производных (27), (28) к краевой задаче для обыкновенных дифференциальных
уравнений типа Риккати. Данная редукция имеет место быть при рассмотрении в качестве
начального распределения нормального распределения, а в качестве функции 𝑉 (𝑚) исполь-
зовать логарифмическую, т.е. 𝑉 (𝑚) = ln𝑚. Результаты численного решения краевой задачи
для обыкновенных дифференциальных уравнений типа Риккати, численного решения экстре-
мальной задачи (29), (30) и абсолютная разность двух решений приведены на Рис.9.

1Lachapelle A., Salomon J., Turinici G. Computation of mean field equilibria in economics // Mathematical
Models and Methods in Applied Sciences. 2010. Vol.20. No.4. P. 567-588.
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Рис. 9: Решение обыкновенных дифференциальных уравнений типа Риккати (левый верхний
график), решение экстремальной задачи (правый верхний график), абсолютная разность двух
решений (нижний график). Параметры задачи: 𝑇 = 1, 𝜇0 = 1, 𝛿0 = 2, 𝑎 = 2, 𝜃 = 5, �̃�(𝑡) ≡ 3,
𝜆(𝑡) ≡ 5, 𝑘(𝑡) ≡ 0.5, 𝜎 = 0.7.

С помощью модели поведения высокочастотных трейдеров в диссертационной работе
исследуется произошедший в 2015г кризис на фондовом рынке Китая. В конце 2014г население
Китая было проинформировано о дальнейшем подорожании курсовой стоимости акции CITIC
Securities (тикер 600030), которая является репрезентативной акцией инвестиционных банков.
Будем рассматривать 𝑛 ∈ N классов непрофессиональных трейдеров, каждый из которых
описывается игрой среднего поля (27), (28) со своим набором параметров. Формирование
курсовой стоимости акции 𝑆(𝑡) описывается дифференциальным уравнением

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝑆(𝑡)

(︃
𝑛∑︁

ℓ=1

𝑀ℓ(𝑡) + 𝑓(𝑡) + ℎ𝛿(𝑡− 𝜏)

)︃
, 𝑆0 = 𝑆0,

где 𝑀ℓ(𝑡) = 𝜂ℓ
∫︀
R
𝛼ℓ(𝑡, 𝑥ℓ)𝑚ℓ(𝑡, 𝑥ℓ)𝑑𝑥ℓ, 𝜂ℓ > 0, ℓ = 1, 𝑛 определяет влияние ℓ-го класса непро-

фессиональных трейдеров на курсовую стоимость акции; 𝑓(𝑡) характеризует влияние про-
ницательных трейдеров в момент времени 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Последнее слагаемое, ℎ𝛿(𝑡 − 𝜏), ℎ > 0,
характеризует скачок курсовой стоимости акции в момент времени 𝑡 = 𝜏 .

Непрофессиональные трейдеры, действуя спекулятивно, хотят купить акции по низкой
цене, а продать по высокой. Таким образом, непрофессиональные трейдеры должны реаги-
ровать на изменение курсовой стоимости акции. Мы полагаем, что функционал ℓ-го класса
непрофессиональных трейдеров можно описать следующим образом, ℓ = 1, 𝑛:

𝐽ℓ =

𝑇∫︁
0

∫︁
R

[︂
𝐺ℓ (𝑚ℓ(𝑡, 𝑥ℓ))− 𝑘ℓ exp

(︂
−

1

𝑆(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑆

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒)︂
𝛼2
ℓ (𝑡, 𝑥ℓ)𝑚ℓ(𝑡, 𝑥ℓ)−

−�̃�ℓ exp

(︂
1

𝑆(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑆

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒)︂(︂
𝑥ℓ − 𝜉ℓ

1

𝑆(𝑡)

𝑑𝑆

𝑑𝑡
− 𝐶ℓ

)︂2

𝑚ℓ(𝑡, 𝑥ℓ)

]︃
𝑑𝑥ℓ𝑑𝑡 → max

𝛼ℓ

. (31)

Здесь 𝑘ℓ > 0, �̃�ℓ > 0, 𝜉ℓ > 0, 𝐶ℓ ∈ R — известные константы, ℓ = 1, 𝑛. Сопоставляя
(31) с (29), мы ставим в соответствие функции 𝑘(𝑡) = 𝑘 exp

(︁
− 1

𝑆(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑑𝑆(𝑡)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒)︁
, 0 < 𝑘 ⩽ 𝑘(𝑡) ⩽ 𝑘;

𝜆(𝑡) = �̃� exp
(︁

1
𝑆(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑑𝑆(𝑡)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒)︁
, 0 < 𝜆 ⩽ 𝜆(𝑡) ⩽ 𝜆; �̃�(𝑡) = 𝜉 1

𝑆(𝑡)
𝑑𝑆(𝑡)
𝑑𝑡

+ 𝐶, �̃� ⩽ �̃�(𝑡) ⩽ �̃�. Здесь 𝑘, 𝑘, 𝜆,
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𝜆, �̃�, �̃� известные константы. Выбор функций 𝑘(𝑡), 𝜆(𝑡), �̃�(𝑡) такого вида заключается в следу-
ющем: когда курсовая стоимость акции меняется, непрофессиональные трейдеры реагируют
на ее производную. Непрофессиональные трейдеры готовы больше рисковать при резком из-
менении курсовой стоимости акции (так, чем больше по модулю значение производной цены
акции, тем меньше значение функции 𝑘(𝑡)). В то же время, при изменении курсовой стоимо-
сти непрофессиональные трейдеры стремятся к магистрали �̃�(𝑡) (значение функции 𝜆(𝑡) уве-
личивается). Параметр 𝐶 является стационарной позицией непрофессиональных трейдеров
— он отражает прогноз непрофессиональных трейдеров относительно дальнейшей курсовой
стоимости акции. Введенные ограничения на функции 𝑘(𝑡), 𝜆(𝑡), �̃�(𝑡) не позволяют непрофес-
сиональным трейдерам оперировать большими транзакциями на фондовом рынке.

В диссертационной работе рассматриваются два класса непрофессиональных трейде-
ров, имеющие противоположные стратегии. В результате идентификации стратегий высокоча-
стотных трейдеров, большинство непрофессиональных трейдеров не смогли извлечь прибыли
из торговых позиций, в отличие от проницательных трейдеров. Результаты моделирования
курсовой стоимости акции CITIC Securities (тикер 600030) изображены на Рис.10.

Рис. 10: Сравнение моделируемой динамики курсовой стоимости акции с реальными данными.

В заключении сформулированы основные результаты работы, полученные в диссер-
тации.

Результаты, выносимые на защиту

1. Предложена математическая модель описания репрезентативного рационального эко-
номического поведения домашнего хозяйства на несовершенном рынке потребительско-
го кредита. Данная модель является модификацией модели рамсеевского типа. Задача
оптимального управления имеет ряд особенностей, таких как негладкость правой ча-
сти дифференциального уравнения фазовой переменной и некомпактность управления.
Доказана теорема о существовании решения. Получены необходимые условия опти-
мальности принципа максимума Понтрягина в форме Кларка. Построен синтез задачи
оптимального управления на бесконечном временном горизонте, допускающий особые
режимы.

2. Исследована новая модель формирования процентных ставок по потребительскому кре-
диту на основе анализа интересов и логики поведения коммерческих банков, оценива-
ющих риски дефолта заемщиков. По формуле Фейнмана–Каца учет рисков невозврата
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потребительского кредита сводится к решению краевой задачи для уравнения с част-
ными производными. Установив связь с уравнением Абеля, решение краевой задачи
сводится к задаче Коши для уравнения теплопроводности с внешним источником, по-
лучены оценки рисков в аналитической форме.

3. Разработаны специализированные программные комплексы для идентификации репре-
зентативных домашних хозяйств в различных социальных слоях России, основываясь
на статистических данных. Программные комплексы применены для анализа состояния
отечественного рынка потребительского кредита.

4. Исследована математическая модель поведения работника на рынке труда в виде за-
дачи оптимального управления на бесконечном временном горизонте. Предложен ал-
горитм построения синтеза оптимального управления. Модель идентифицирована по
данным российской статистики в различных социальных слоях населения.

5. Исследовано групповое поведение экономических агентов на основе концепции игр сред-
него поля. Проведена идентификация группового поведения различных социальных
слоев на отечественном рынке потребительского кредита на основе статистических дан-
ных.

6. Исследована математическая модель группового поведения населения на рынке труда, в
которой заработная плата работника описывается стохастическим дифференциальным
уравнением с процессом Леви. Выведено уравнение Колмогорова–Фоккера–Планка с
интегральным краевым условием, которое описывает динамику распределения работ-
ников по доходам и уровням компетенций, построены разностные схемы для его чис-
ленного решения.

7. Разработана модификация математической модели группового поведения агентов с под-
ражательным эффектом на фондовом рынке. Идентификация модели позволила вос-
произвести на качественном уровне среднесрочную динамику кризиса на Шанхайской
фондовой бирже в 2015г.

Таким образом, разработан инструмент математического моделирования, который мо-
жет быть использован при анализе сценариев, принятии управленческих решениях.

Автор выражает благодарность доктору физико-математических наук, академику
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