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Ââåäåíèå.

Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû.

Èññëåäîâàíèå ðÿäîâ Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé îáëàñòüþ ìàòåìàòèêè.

Íà÷àëî èçó÷åíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå îòíîñèòñÿ ê ïåðâîé ïîëîâèíå XIX âåêà. Òàê,

â 1807 ãîäó Æ.-Á.Æ. Ôóðüå áûë ñäåëàí äîêëàä ïåðåä Ôðàíöóçñêîé àêà-

äåìèåé íà òåìó ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà,

â 1811 ãîäó áûëè îïóáëèêîâàíû åãî çàïèñè [16], à â 1822 ãîäó îïóáëèêîâà-

íà ðàáîòà [17] ïî ýòîé òåìå. Ïîñëå ýòîãî ïîñëåäîâàëè ðàáîòû Î.Ë. Êîøè

1823�1828 ãîäîâ [12], [11], [13], è äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåìà ðÿäîâ Ôóðüå

ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ Ã.Ë. Äèðèõëå, íàïðèìåð, [15]. Ïåðâîíà÷àëüíîé öåëüþ

ââåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ áûëî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-

âîäíîñòè, îäíàêî ïîçæå áûëî íàéäåíî ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé.

Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå. Èõ àêòèâíîå èçó÷åíèå íà÷àëîñü â ïåðâîé ïîëîâèíå ïðî-

øëîãî âåêà. Â ýòî âðåìÿ áûëî íàïèñàíî ìíîãî ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Òàê, â 1909 ãîäó âûøëà ñòàòüÿ Ã. Âåéëÿ [31], ïîçæå áûëè îïóáëèêîâàíû

ðàáîòû À. Çèãìóíäà 1927 è 1930 ãîäîâ [32], [33], ðàáîòû Ã. Øòåéíãàóçà

1920�1934 ãîäîâ [25], [27], [28], [26]. Îòäåëüíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ

èçó÷åíèå îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ Ôóðüå íà êîíêðåòíûõ ñèñòåìàõ. Òåìàòèêå

îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ òàêæå ïîñâÿùåíû ðàáîòû À. Õààðà [18], [20], [19]

è Ã. Ðàäåìàõåðà [24].

Ïåðåóïîðÿäî÷åíèå ñëàãàåìûõ â ðÿäå Ôóðüå ïî óáûâàíèþ íîðì ñî-

âåðøåííî åñòåñòâåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ n-÷ëåííûìè ëèíåéíû-

ìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû, òàê êàê ïðè òàêîì

ïåðåóïîðÿäî÷åíèè ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå è ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòà-

ìè íàèëó÷øåãî n-÷ëåííîãî ïðèáëèæåíèÿ (ýòî óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò
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èç ýêñòðåìàëüíîãî ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è òîæäåñòâà Áåññåëÿ

[5, ãë. 3, �4, ï.4]). Åù¼ â ðàáîòå Ñ.Á. Ñòå÷êèíà 1955 ãîäà [9] óñòàíîâëåíî,

÷òî òàêîå ïåðåóïîðÿäî÷åíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò è ïðè èçó÷å-

íèè âîïðîñà àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå.

Ïåðåóïîðÿäî÷åíèå ðÿäà Ôóðüå ïî óáûâàíèþ íîðì ñëàãàåìûõ ýêâèâà-

ëåíòíî ïðèìåíåíèþ ê îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå è ïðèáëèæàåìîìó ýëåìåíòó

÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà [14], à òàêæå îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà

[14].

Â ñâÿçè ñ àêòèâíûì ðàçâèòèåì èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è íåîá-

õîäèìîñòüþ õðàíèòü è ïåðåäàâàòü äàííûå â 90-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ

æàäíûå àëãîðèòìû íà÷àëè àêòèâíî èçó÷àòüñÿ.

Ñõîäèìîñòü ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà áûëà äîêàçàíà Ë. Äæîíñîì

â 1992 ãîäó [21]. Áîëåå òî÷íî, áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà A. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà-

ðÿ D è ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ê ïðè-

áëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Áîëåå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ

â èçó÷åíèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íà èíäèâèäóàëüíîì âåêòîðå èëè íà êëàñ-

ñå âåêòîðîâ. Êëàññè÷åñêèì äëÿ èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ êëàññ âåêòîðîâ A1(D),

êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì êëàññà `1 â ïðîñòðàíñòâå `2 ñî ñòàí-

äàðòíûì îðòîãîíàëüíûì ñëîâàð¼ì D.

Êîãäà ðå÷ü èä¼ò î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà íà êîíêðåòíîì âåê-

òîðå x, ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn(x), õàðàêòåðèçóþùàÿ

íàèáîëüøåå âîçìîæíîå îòêëîíåíèå æàäíîãî ïðèáëèæåíèÿ îò x íà n-ì øà-

ãå. Äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íà êëàññå òàêæå ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàê, â ñëó÷àå êëàññà A1(D) ââîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü cn, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò íàèáîëüøåå âîçìîæíîå îòêëîíåíèå æàä-

íîãî ïðèáëèæåíèÿ îò ïðèáëèæàåìîãî âåêòîðà íà n-ì øàãå äëÿ ýëåìåíòîâ

èç êëàññà A1(D).

Â 1996 ãîäó â ðàáîòå Ð. ÄåÂîðà è Â.Í. Òåìëÿêîâà [14] áûëà ïîëó-

÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà

íà êëàññå A1(D).
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Òåîðåìà B. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâàðÿ D âåðíî

cOGAn 6 n−
1
2 , ∀n ∈ N.

À. Áýððîí â 1993 ãîäó [10] íàø¼ë äëÿ êëàññà A1(D) ñêîðîñòü ñõî-

äèìîñòè íàèëó÷øèõ n-÷ëåííûõ ïðèáëèæåíèé, îíà ñîâïàäàåò ñ âûøåïðè-

âåä¼ííîé îöåíêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãî-

ðèòìà.

Â òîé æå ðàáîòå Ð. ÄåÂîðà è Â.Í. Òåìëÿêîâà 1996 ãîäà [14] ïî-

ëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íà êëàññå A1(D) äëÿ ÷èñòî æàäíîãî

àëãîðèòìà.

Òåîðåìà C. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâàðÿ D âåðíî

cPGAn 6 n−
1
6 , ∀n ∈ N.

Äàííàÿ îöåíêà ñâåðõó óòî÷íÿëàñü â ðàáîòàõ [23] è [8]. Â ðàáîòå

À.Â. Ñèëüíè÷åíêî 2004 ãîäà [8] áûë ïîëó÷åí òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà D. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâàðÿ D âåðíî

cPGAn 6 1, 7 n−0,182, ∀n ∈ N.

Îöåíêà ñíèçó òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíî óëó÷øàëàñü â ðàáîòàõ [14], [7] è

[6]. Òàê, â ðàáîòå [6] Å. Ä. Ëèâøèöåì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà.

Òåîðåìà E. Ñóùåñòâóþò ñëîâàðü D è ýëåìåíò x ∈ A1(D), òàêèå ÷òî

äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà C > 0 âåðíî

cPGAn (x) > Cn−0,1898, ∀n ∈ N.

Â 2023 ãîäó áûë àíîíñèðîâàí [22] íîâûé ðåçóëüòàò î ñêîðîñòè ñõîäè-

ìîñòè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ïîêà íå îïóáëèêîâàí â ðåöåí-

çèðóåìîì èçäàíèè. Äàííûé ðåçóëüòàò óòî÷íÿåò íèæíþþ îöåíêó ñêîðîñòè
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ñõîäèìîñòè, ïðè÷¼ì ïîêàçàòåëü â íîâîé îöåíêå ñîâïàäàåò ñ ïîêàçàòåëåì

â îöåíêå ñâåðõó, ïîëó÷åííîé À.Â. Ñèëüíè÷åíêî â 2004 ãîäó.

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà

íà êëàññå A1(D) ìåäëåííåå, ÷åì äëÿ îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â 2012 ãîäó À.Â. Äåðåâåíöîâûì [4] áûë ïðèâåä¼í ïðè-

ìåð âåêòîðà, íà êîòîðîì ñõîäèìîñòü ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ñóùåñòâåííî

áûñòðåå, ÷åì îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà.

Íàèáîëåå ñëîæíûì â ðåàëèçàöèè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà è îðòî-

ãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âûáîð î÷åðåäíîãî ïðèáëèæà-

þùåãî ýëåìåíòà en+1(x). Â.Í. Òåìëÿêîâûì â ðàáîòå [30] áûëî ïðåäëîæåíî

ââåñòè òàê íàçûâàåìóþ îñëàáëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}∞n=1 ⊂ (0, 1]

è â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ðàçëîæåíèÿ en+1(x) âûáèðàòü ïðîèç-

âîëüíûé ýëåìåíò ñëîâàðÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé îñëàáëåííîìó óñëîâèþ.

Ïðèìåíåíèå ñëàáûõ æàäíûõ àëãîðèòìîâ ê îðòîãîíàëüíûì ñëîâàðÿì

ïðèâîäèò ê ðÿäàì Ôóðüå, â êîòîðûõ ñëàãàåìûå ïåðåóïîðÿäî÷åíû, íî òðå-

áîâàíèå ìîíîòîííîñòè ñóùåñòâåííî îñëàáëåíî (è îñëàáëåíèå òåì áîëüøå,

÷åì ìåíüøå çíà÷åíèÿ tn). Ìîäèôèêàöèè æàäíûõ àëãîðèòìîâ, â êîòîðûõ

âûáîð î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ðàçëîæåíèÿ en+1(x) îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå

òàêîãî îñëàáëåííîãî óñëîâèÿ, íàçûâàþòñÿ ñëàáûìè æàäíûìè àëãî-

ðèòìàìè. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ÷èñòî æàäíîãî

àëãîðèòìà íàçûâàåòñÿ ñëàáûì æàäíûì àëãîðèòìîì. Ïðè ââåäåíèè

îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îðòîãîíàëüíîìó æàäíîìó àëãîðèòìó

ñîîòâåòñòâóåò ñëàáûé îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì, êîòîðûé â ñëó÷àå

îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ ýêâèâàëåíòåí ñëàáîìó æàäíîìó àëãîðèòìó.

Ñõîäèìîñòü ñëàáûõ ìîäèôèêàöèé æàäíûõ àëãîðèòìîâ çàâèñèò

îò îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â äàííîì àë-

ãîðèòìå. Ïîýòîìó âàæíûì âîïðîñîì â èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè æàäíûõ àëãî-

ðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íà îñëàáëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äîñòàòî÷-

íîå äëÿ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà.

Â ðàáîòå 2000 ãîäà [30] áûëè óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè íà îñëàáëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ ñëàáîãî æàä-

íîãî àëãîðèòìà è ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà.
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Òåîðåìà F. Åñëè äëÿ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=1 âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå
∞∑
k=1

tk
k

= +∞,

òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâàðÿ D è ëþáî-

ãî âåêòîðà x ∈ H ñëàáûé æàäíûé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó

âåêòîðó x.

Òåîðåìà G. Åñëè äëÿ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=1 âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå
∞∑
k=1

t2k =∞,

òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâàðÿ D è ëþ-

áîãî âåêòîðà x ∈ H ñëàáûé îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ

ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãî-

ðèòìà è ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèòìà íà êëàññå A1(D) áûëè ïîëó÷åíû

â òîé æå ðàáîòå [30] è ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà H. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâàðÿ D è îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {tn}∞n=1 âåðíî

cWOGA
n 6

(
1 +

n∑
k=1

t2k

)− 1
2

, ∀n ∈ N.

Òåîðåìà I. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâàðÿ D è íåâîçðàñòàþùåé îñëàáëÿþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=1 âåðíî

cWGA
n 6

(
1 +

n∑
k=1

t2k

)− tn
2(2+tn)

, ∀n ∈ N.

×èñòî æàäíûå àëãîðèòìû ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé

[2], â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ åù¼ îäíèì èç ìíîãèõ îáîáùåíèé [29], [1], [3]

÷èñòî æàäíûõ àëãîðèòìîâ. Â ðàáîòå Ï.À. Áîðîäèíà è Å. Êîïåöêè [2] áûëà

äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè íîâîãî àëãîðèòìà.
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Òåîðåìà J. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòå-

ìû âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé {D1, D2, . . . , Dn} òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî íåíóëåâîãî âåêòîðà ñóùåñòâóåò íåîðòîãîíàëüíûé âåêòîð èç ∪ni=1Di,

è ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ñèñòåìå âîçìîæ-

íî íåïîëíûõ ñëîâàðåé {D1, D2, . . . , Dn} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó

âåêòîðó x.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷.

Ñôîðìóëèðîâàííûå òåîðåìû î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ñõîäèìîñòè ñëàáûõ

æàäíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ âåêòîðîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà íà îñëàáëÿ-

þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèâîäÿò ê âîïðîñó î âîçìîæíîñòè îñëàáëåíèÿ

äàííîãî äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè, íàïðèìåð, åñëè ðàññìàòðèâà-

þòñÿ âåêòîðû êëàññà A1(D), à íà ñàì ñëîâàðü D íàêëàäûâàþòñÿ äîïîë-

íèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Òàê, èíòåðåñåí ñëó÷àé ¾ìèíèìàëüíîãî¿ ñëîâàðÿ,

êîãäà â êà÷åñòâå ñëîâàðÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûé ñëîâàðü. Åñëè

â äàííîì ñëó÷àå òàêîå îñëàáëåíèå âîçìîæíî, òî âîçìîæíî ëè àíàëîãè÷íîå

îñëàáëåíèå â ñëó÷àå âåêòîðîâ êëàññà A1(D) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâàðÿ

èëè õîòÿ áû äëÿ íåêîòîðîãî ðàñøèðåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ?

Â ñâÿçè ñ ïîëó÷åííûìè îöåíêàìè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè æàäíûõ ïðè-

áëèæåíèé íà êëàññå A1(D) â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ñëîâàðÿ D âîçíèêàåò

âîïðîñ î âîçìîæíîñòè óëó÷øåíèÿ äàííûõ îöåíîê. Âîçìîæíî ëè óëó÷øèòü

îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, êîãäà ñëîâàðü D ÿâëÿåòñÿ íå ïðîèçâîëüíûì,

à, íàïðèìåð, îðòîãîíàëüíûì?

Äîáàâëåíèå ê ñëîâàðþ äîïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàñøèðÿåò àïïàðàò

ïðèáëèæåíèÿ àëãîðèòìà. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óëó÷-

øàåòñÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè? Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ëè âåêòîð òàêîé,

÷òî ïðèáëèæåíèå ïî îðòîãîíàëüíîìó ñëîâàðþ áûñòðåå, ÷åì ïðèáëèæåíèå

ïî ðàñøèðåíèþ îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ?

Ïðè ïðèìåíåíèè æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé � ÷àñòíîãî

ñëó÷àÿ æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé � àï-

ïàðàò ïðèáëèæåíèÿ òàêæå îêàçûâàåòñÿ øèðå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè æàä-

íîãî àëãîðèòìà ïî îäíîìó èç ñëîâàðåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ðå÷ü èä¼ò
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î ñðàâíåíèè æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé è æàäíîãî àëãîðèòìà

ïî îáúåäèíåíèþ äàííûõ ñëîâàðåé, òî íå ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ âòîðîãî àëãî-

ðèòìà ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ïåðâîãî. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñíî ñðàâíåíèå

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äàííûõ àëãîðèòìîâ, õîòÿ áû íà èíäèâèäóàëüíîì âåê-

òîðå.

Çäåñü æå âîçíèêàåò âîïðîñ î ñõîäèìîñòè îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àë-

ãîðèòìà ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé ê ïðèáëèæàåìîìó âåê-

òîðó ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Öåëü ðàáîòû.

Öåëè ðàáîòû âêëþ÷àþò:

• èññëåäîâàíèå êëàññè÷åñêîãî âîïðîñà äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñõîäèìî-

ñòè ñëàáûõ æàäíûõ àëãîðèòìîâ íà îñëàáëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíûõ ñëîâàðåé è â ñëó÷àå ñëîâàðåé, ÿâëÿþùèõñÿ

ðàñøèðåíèÿìè îðòîãîíàëüíûõ ñëîâàðåé;

• ñðàâíåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà íà îðòîãî-

íàëüíîì ñëîâàðå è íà ðàñøèðåíèè äàííîãî ñëîâàðÿ;

• èññëåäîâàíèå âîïðîñà ñõîäèìîñòè îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà
ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé;

• ñðàâíåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÷èñòî æàäíûõ àëãîðèòìîâ è ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ïî ïàðå ñëîâàðåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëå-

äóþùåì.

1. Ïîêàçàíî, ÷òî îáùèå ðåçóëüòàòû î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñëàáûõ (îð-

òîãîíàëüíûõ) æàäíûõ ïðèáëèæåíèé â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ

ìîãóò áûòü óòî÷íåíû, ïðè÷¼ì ïîëó÷åííîå óòî÷íåíèå àñèìïòîòè÷åñêè

íåóëó÷øàåìî.
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2. Ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ñëàáîãî (îðòîãîíàëüíî-

ãî) æàäíîãî àëãîðèòìà â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ ìîæåò áûòü

îñëàáëåíî, ïðè÷¼ì ïîëó÷åííîå óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìî.

3. Ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå ðàñøèðåíèÿ

îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ îäíèì âåêòîðîì íå ìîæåò áûòü îñëàáëåíî

äëÿ ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèòìà è ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî

àëãîðèòìà.

4. Ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî îðòî-

ãîíàëüíîìó ñëîâàðþ äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî âåêòîðà ìîæåò áûòü âûøå,

÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ðàñøèðåíèþ

äàííîãî ñëîâàðÿ îäíèì âåêòîðîì.

5. Ïîêàçàíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñèñòåìå âîçìîæíî

íåïîëíûõ ñëîâàðåé ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà.

6. Ïîêàçàíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ñòàíäàðòíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ èí-

äèâèäóàëüíîãî âåêòîðà ìîæåò áûòü áûñòðåå, ÷åì ñõîäèìîñòü æàäíîãî

àëãîðèòìà ïî ïàðå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîâàðåé â ñëó÷àå ÷èñòî æàäíî-

ãî àëãîðèòìà è â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà; òàêæå

äîêàçàíî, ÷òî ðåàëèçóåìà è îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ìåòîäû ôóíê-

öèîíàëüíîãî àíàëèçà è ñïåöèàëüíûå ìåòîäû èçó÷åíèÿ æàäíûõ ðàçëî-

æåíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â òåîðèè æàäíûõ ïðèáëèæåíèé, à òàêæå â ïðèêëàäíûõ

âîïðîñàõ îáðàáîòêè è ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.
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Ñîîòâåòñòâèå ïàñïîðòó íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü æàäíûõ àëãîðèòìîâ, â ñèëó ÷åãî äèñ-

ñåðòàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïàñïîðòó ñïåöèàëüíîñòè 1.1.1 �Âåùåñòâåííûé,

êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç� ïî íàïðàâëåíèþ �âåùåñòâåííûé

àíàëèç�.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìî-

ñòè ñëàáîãî (îðòîãîíàëüíîãî) æàäíîãî àëãîðèòìà è äîêàçàíà àñèìïòî-

òè÷åñêàÿ íåóëó÷øàåìîñòü äàííîé îöåíêè.

2. Äëÿ ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèòìà è ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî

àëãîðèòìà â ñëó÷àå ðàñøèðåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ îäíèì âåêòî-

ðîì ïîêàçàíà íåâîçìîæíîñòü îñëàáëåíèÿ äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñõîäè-

ìîñòè.

3. Äëÿ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàç-

ëîæåíèÿ ïî îðòîãîíàëüíîìó ñëîâàðþ äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî âåêòîðà

ìîæåò áûòü âûøå, ÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî ðàñøèðå-

íèþ äàííîãî ñëîâàðÿ îäíèì âåêòîðîì.

4. Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîë-

íûõ ñëîâàðåé äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåê-

òîðó ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

5. Â ñëó÷àå ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà è â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî

àëãîðèòìà ïîêàçàíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ñòàíäàðòíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà

äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî âåêòîðà ìîæåò áûòü áûñòðåå è ìîæåò áûòü ìåä-

ëåííåå, ÷åì ñõîäèìîñòü æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñëîâàðåé.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ

êîíôåðåíöèÿõ:

• Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû

òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (Âîðîíåæ, 2017 ã.);

• Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû

òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (Âîðîíåæ, 2019 ã.);

• XXVIII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî-

äûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (Ìîñêâà, 2021 ã.);

• êîíôåðåíöèÿ ¾Àïïðîêñèìàöèÿ è äèñêðåòèçàöèÿ¿ (Ìîñêâà, 2021 ã.);

• XXI Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðî-

áëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ, 2022 ã.);

• Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû

òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (Âîðîíåæ, 2023 ã.).

Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íî-

èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ:

• íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Îðòîïîäîáíûå ñèñòåìû¿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåñ-

ñîðà Ò.Ï. Ëóêàøåíêî, äîöåíòà Â.Â. Ãàëàòåíêî, äîöåíòà Ò.Â. Ðîäèî-

íîâà (ìíîãîêðàòíî, 2014�2022 ãã.);

• ñïåöèàëüíûé ñåìèíàð ¾Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è îðòîãîíàëüíûå ðÿäû¿

êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ïðîôåññîðà Ì.È. Äüÿ÷åíêî, ïðîôåññîðà Ò.Ï. Ëóêàøåíêî, ïðî-

ôåññîðà Â.À. Ñêâîðöîâà, ïðîôåññîðà À.Ï. Ñîëîäîâà (2022 ã.);

• ñïåöèàëüíûé ñåìèíàð ¾Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé¿ êàôåä-

ðû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-

÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì

ïðîôåññîðà Ï.À. Áîðîäèíà (2023 ã.).
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Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 8 ïóáëèêàöèÿõ àâòîðà

[34]�[41]. Èç íèõ 3 ñòàòüè [34]�[36] îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷-

íûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ äëÿ çàùèòû â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå

ÌÃÓ.011.3 ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.1 � �âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíê-

öèîíàëüíûé àíàëèç� è âõîäÿùèõ â áàçû öèòèðîâàíèÿ Scopus, Web of Science

è RSCI. Ñòàòüè [34]�[36] èìåþò äâå âåðñèè: íà ðóññêîì ÿçûêå è íà àíãëèé-

ñêîì ÿçûêå. Â ìàòåðèàëàõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé ïðåäñòàâëåíû

5 ïóáëèêàöèé [37]�[41]. Ðàáîò â ñîàâòîðñòâå íåò. Ñïèñîê ðàáîò àâòîðà ïðè-

âåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà è äèññåðòàöèè.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà.

Äèññåðòàíòîì ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûìè ðóêîâîäèòåëÿìè ïðîâîäèëñÿ âûáîð

òåìû, à òàêæå îñóùåñòâëÿëîñü ïëàíèðîâàíèå âñåé ðàáîòû. Àâòîðó äèñ-

ñåðòàöèè ïðèíàäëåæàò äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ

â äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 4 ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû

èç 41 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 80 ñòðàíèö.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Íóìåðàöèÿ ïðèâîäèìûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ ñîîòâåòñòâóåò íóìåðàöèè â îñ-

íîâíîì òåêñòå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ñîäåðæàòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Òàê, ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîãî ñëîâàðÿ, ìíîæåñòâà A1(D)

ïðèáëèæàåìûõ âåêòîðîâ èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâàH ñëîâàð¼ìD, îïðå-

äåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ æàäíûõ àëãîðèòìîâ: ñëàáîãî æàäíîãî àëãî-

ðèòìà è ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà, ÷èñòî æàäíîãî àë-

ãîðèòìà ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé è îðòîãîíàëüíîãî æàä-

íîãî àëãîðèòìà ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé, ÷èñòî æàäíîãî

àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé è îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïà-

ðå ñëîâàðåé. Òàêæå â ýòîé ãëàâå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

è ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, îïèñûâàåòñÿ ðàññìàòðè-

âàåìûé ñëó÷àé.

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñëàáîãî îðòîãîíàëü-

íîãî æàäíîãî àëãîðèòìà íà ïîäïðîñòðàíñòâå `1 ⊂ `2 â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíî-

ãî ñëîâàðÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îáùèå ðåçóëüòàòû î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñëàáûõ

îðòîãîíàëüíûõ æàäíûõ ïðèáëèæåíèé â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü çíà÷èòåëü-

íî óòî÷íåíû, òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëó÷åííîå óòî÷íåíèå àñèìïòîòè÷å-

ñêè íåóëó÷øàåìî.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü äëÿ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=1 âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∞∑
k=1

tk = +∞. Òîãäà äëÿ ñòàíäàðòíîãî îðòîãîíàëüíîãî

ñëîâàðÿ F èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü

cWOGA
n ∼ 1

2

√
n∑
k=1

tk

, n→∞.
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Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü ñëàáûõ æàäíûõ àëãîðèòìîâ

è ñëàáûõ îðòîãîíàëüíûõ æàäíûõ àëãîðèòìîâ â ñëó÷àå íåêîòîðûõ ñëîâàðåé,

ÿâëÿþùèõñÿ ðàñøèðåíèÿìè îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçà-

íî, ÷òî äëÿ ñëîâàðÿ, ïîëó÷åííîãî èç îðòîãîíàëüíîãî äîáàâëåíèåì îäíîãî

âåêòîðà, óæå íåëüçÿ îñëàáèòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè íà îñëàá-

ëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå, êàê â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî ñëîâà-

ðÿ. Áîëåå òî÷íî, ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äëÿ ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî

æàäíîãî àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ëþáîé îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ ∈ `2 \ `1 ñó-
ùåñòâóþò âåêòîð g ∈ `2 è âåêòîð x ∈ `1 òàêèå, ÷òî äëÿ x ñóùåñòâóåò

ðåàëèçàöèÿ ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ñ îñëàáëÿþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ t = cτ (c = τ1
‖τ‖22

, ãäå τ = {τn}∞n=1) ïî ñëîâàðþ, ïîëó-

÷åííîìó èç ñòàíäàðòíîãî îðòîãîíàëüíîãî äîáàâëåíèåì âåêòîðà g, êîòî-

ðàÿ íå ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Äëÿ ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèòìà äîêàçàíà àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ëþáîé îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ ∈ `2 \ `1
ñóùåñòâóþò âåêòîð g ∈ `2 è âåêòîð x ∈ `1 òàêèå, ÷òî äëÿ x ñóùåñòâóåò
ðåàëèçàöèÿ ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ t = cτ (c = τ1
‖τ‖22

, ãäå τ = {τn}∞n=1) ïî ñëîâàðþ, ïîëó÷åííîìó èç ñòàí-

äàðòíîãî îðòîãîíàëüíîãî äîáàâëåíèåì âåêòîðà g, êîòîðàÿ íå ñõîäèòñÿ

ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Äîïîëíèòåëüíî ïîêàçàíî, ÷òî äîáàâëåíèå ê ñòàíäàðòíîìó îðòîãîíàëü-

íîìó ñëîâàðþ îäíîãî âåêòîðà � äàæå èç `1 � ìîæåò çíà÷èòåëüíî óõóäøèòü

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 3.5. Ñóùåñòâóþò âåêòîð g ∈ `1 è ôèíèòíûé âåêòîð x òàêèå,

÷òî ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ñëîâàðþ, ïîëó÷åííî-

ìó èç ñòàíäàðòíîãî îðòîãîíàëüíîãî äîáàâëåíèåì âåêòîðà g, íå ñõîäèòñÿ

ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñðàâíåíèþ ñòàíäàðòíîãî æàäíîãî àë-

ãîðèòìà è ñîîòâåòñòâóþùåãî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé. Â ïåð-

âîé ÷àñòè äàííîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà.
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Ïîêàçàíî, ÷òî íà èíäèâèäóàëüíîì âåêòîðå íîâûé ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì

ïî ïàðå ñëîâàðåé ìîæåò áûòü êàê áûñòðåå, òàê è ìåäëåííåå ñòàíäàðòíîãî

÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà. Áîëåå òî÷íî, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1. Ñóùåñòâóþò

I. îðòîíîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2)

òàêèå, ÷òî

1) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D1 è ÷èñòî æàäíûé àëãî-

ðèòì ïî ñëîâàðþ D2 íå ñõîäÿòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ,

2) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 ñõîäèòñÿ

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

II. îðòîíîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2)

òàêèå, ÷òî

1) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D1 è ÷èñòî æàäíûé àëãî-

ðèòì ïî ñëîâàðþ D2 ñõîäÿòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ,

2) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 íå ñõîäèòñÿ

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Âî âòîðîé ÷àñòè ÷åòâ¼ðòîé ãëàâû ðå÷ü èä¼ò îá îáîáùåíèè îðòîãîíàëü-

íîãî æàäíîãî àëãîðèòìà. Òàê, ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò î ñõîäè-

ìîñòè îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ

ñëîâàðåé.

Òåîðåìà 4.4. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñè-

ñòåìû âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé {D1, D2, . . . , DN} è ëþáîãî âåêòîðà

x ∈ H îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ

ñëîâàðåé {D1, D2, . . . , DN} ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Ïðè ñðàâíåíèè îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà è îðòîãîíàëüíîãî

æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé ïîëó÷åíà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåî-

ðåìå, ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå äëÿ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 4.5. Ñóùåñòâóþò

I. îðòîíîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2)

òàêèå, ÷òî
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1) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D1 è îðòîãîíàëü-

íûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D2 íå ñõîäÿòñÿ çà êîíå÷íîå

÷èñëî øàãîâ,

2) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 ñõî-

äèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

II. íîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1)∩A1(D2) òàêèå,

÷òî

1) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D1 è îðòîãîíàëü-

íûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D2 ñõîäÿòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî øàãîâ,

2) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2

íå ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèòìà (WGA) [30] è ñëàáîãî

îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà (WOGA) [30].

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, D ⊂ H � íîðìèðîâàííûé

ñëîâàðü (ò. å. ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà D âñþäó ïëîòíà â H è âñå ýëåìåíòû D

èìåþò åäèíè÷íóþ íîðìó â H), {tn}∞n=1 ⊂ (0, 1] � îñëàáëÿþùàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü.

Ñëàáûé æàäíûé àëãîðèòì. Äëÿ âåêòîðà x ∈ H èíäóêòèâíî îïðå-

äåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ
{
rWGA
n (x)

}∞
n=0

, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîýôôèöèåíòîâ
{
x̂WGA
n

}∞
n=1

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ñëîâàðÿ{
eWGA
n (x)

}∞
n=1
⊂ D:

rWGA
0 (x) = x;

eWGA
n+1 (x) ∈ D :

∣∣(rWGA
n (x), eWGA

n+1 (x)
)∣∣ > tn+1 sup

d∈D

∣∣(rWGA
n (x), d

)∣∣ ,
x̂WGA
n+1 = (rWGA

n (x), eWGA
n+1 (x)), rWGA

n+1 (x) = rWGA
n (x)− x̂WGA

n+1 eWGA
n+1 (x),

n = 0, 1, 2, . . . .

Ñëàáûì æàäíûì ðàçëîæåíèåì âåêòîðà x ïî ñëîâàðþ D íàçûâàåòñÿ

ðÿä
∞∑
n=1

x̂WGA
n eWGA

n (x).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îñòàòêà ðàçëîæåíèÿ rWGA
N (x)

âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

rWGA
N (x) = x−

N∑
n=1

x̂WGA
n eWGA

n (x).

Ðàçëîæåíèå âñåãäà âîçìîæíî, åñëè âñå tn < 1 ïðè n ∈ N, íî íå âñåãäà
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îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Ñëàáûé îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì. Äëÿ x ∈ H îïðå-

äåëèì èíäóêòèâíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ
{
rWOGA
n (x)

}∞
n=0

, ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé
{
GWOGA
n (x)

}∞
n=0

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-

ìåíòîâ ñëîâàðÿ
{
eWOGA
n (x)

}∞
n=1
⊂ D:

GWOGA
0 (x) = 0, rWOGA

0 (x) = x;

eWOGA
n+1 (x) ∈ D :∣∣(rWOGA

n (x), eWOGA
n+1 (x)

)∣∣ > tn+1 sup
d∈D

∣∣(rWOGA
n (x), d

)∣∣ , (1.1)

GWOGA
n+1 (x) = Proj{eWOGA

k (x)}n+1

k=1

x, rWOGA
n+1 (x) = x−GWOGA

n+1 (x),

n = 0, 1, 2, . . . .

Çäåñü Proj{eWOGA
k (x)}n+1

k=1
� îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ

íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó {eWOGA
k (x)}n+1

k=1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {GWOGA
n (x)}∞n=0 íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ ñëàáûõ îðòîãîíàëüíûõ æàäíûõ ïðèáëèæåíèé âåêòîðà x ïî ñëî-

âàðþ D, à ýëåìåíò GWOGA
n (x) � n-ì ñëàáûì îðòîãîíàëüíûì æàäíûì ïðè-

áëèæåíèåì x ïî ñëîâàðþ D.

Åñëè tn ≡ 1, òî ñëàáûé æàäíûé àëãîðèòì ñîâïàäàåò ñ ÷èñòî æàä-

íûì àëãîðèòìîì (PGA), à ñëàáûé îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì �

ñ îðòîãîíàëüíûì æàäíûì àëãîðèòìîì (OGA).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ sup
d∈D

∣∣(r PGAn (x), d
)∣∣ çàâåäîìî

äîñòèãàåòñÿ è âìåñòî òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ìîæíî ãîâîðèòü î ìàêñèìóìå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îòëè÷èå îò ñëàáûõ æàäíûõ àëãîðèòìîâ, ÷èñòî æàäíûå

àëãîðèòìû íå âñåãäà ðåàëèçóåìû.

Ïóñòü D1, D2, . . . , DN � ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ åäèíè÷íîé íîðìû â H

òàêèõ, ÷òî îáúåäèíåíèå äàííûõ ìíîæåñòâ D1 ∪ D2 ∪ · · · ∪ DN = D ÿâ-

ëÿåòñÿ ñëîâàð¼ì (òàêîé íàáîð ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé âîçìîæíî

íåïîëíûõ ñëîâàðåé). Òîãäà àíàëîãè÷íî ÷èñòî æàäíîìó ðàçëîæåíèþ ïî ñëî-

âàðþ D, ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñòî æàäíîå ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî ñè-

ñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé {D1, D2, . . . , DN}, ãäå íà î÷åðåä-
íîì øàãå n â êà÷åñòâå ñëîâàðÿ áåð¼òñÿ ìíîæåñòâî Di(n) äëÿ çàðàíåå îïðå-
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äåë¼ííûõ i(n) ∈ 1, N .

Áîëåå òî÷íî, çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i(n) ∈ 1, N òàêóþ,

÷òî i(n) 6= i(n + 1) ïðè ∀n ∈ N, ïðè÷¼ì êàæäîå ÷èñëî k ∈ 1, N âñòðå÷à-

åòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè i(n) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Äëÿ âåêòîðà x ∈ H
îïðåäåëèì ÷èñòî æàäíîå ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî ñèñòåìå âîçìîæíî

íåïîëíûõ ñëîâàðåé D = {D1, D2, . . . , DN} [2] ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èíäóê-

òèâíî îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ
{
r PGA Dn (x)

}∞
n=0

, ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ
{
x̂PGA Dn

}∞
n=1

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-

òîâ ñëîâàðåé
{
ePGA Dn (x)

}∞
n=1

:

r PGAD0 (x) = x;

ePGADn+1 (x) ∈ Di(n+1) :
∣∣(r PGADn (x), ePGADn+1 (x)

)∣∣ = sup
d∈Di(n+1)

∣∣(r PGADn (x), d
)∣∣ ,

x̂PGADn+1 = (r PGADn (x), ePGADn+1 (x)),

r PGADn+1 (x) = r PGADn (x)− x̂PGADn+1 ePGADn+1 (x), n = 0, 1, 2, . . . .

×èñòî æàäíûì ðàçëîæåíèåì âåêòîðà x ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîë-

íûõ ñëîâàðåé D = {D1, D2, . . . , Dk} íàçûâàåòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

x̂PGADn ePGADn (x).

Êàê è â ñëó÷àå ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ðàçëîæåíèå íå âñåãäà ðåàëè-

çóåìî è íå âñåãäà îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî, äëÿ îñòàòêà ðàçëîæåíèÿ òàêæå

âåðíî ñîîòíîøåíèå r PGADN (x) = x−
N∑
n=1

x̂PGADn ePGADn (x).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì

ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé D = {D1, D2, . . . , DN}.
À èìåííî, äëÿ âåêòîðà x ∈ H èíäóêòèâíî îïðåäåëèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü îñòàòêîâ
{
rOGA Dn (x)

}∞
n=0

, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëè-

æåíèé
{
GOGA D
n (x)

}∞
n=0

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ñëîâàðåé{
eOGA Dn (x)

}∞
n=1

:

GOGA D
0 (x) = 0, rOGA D0 (x) = x;

eOGA Dn+1 (x) ∈ Di(n+1) :
∣∣(rOGA Dn (x), eOGA Dn+1 (x)

)∣∣ = sup
d∈Di(n+1)

∣∣(rOGA Dn (x), d
)∣∣ ,

GOGA D
n+1 (x) = Proj{eOGA D

k (x)}n+1

k=1

x, rOGA Dn+1 (x) = x−GOGA D
n+1 (x),

n = 0, 1, 2, . . . .
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {GOGA D
n (x)}∞n=0 íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ îðòîãîíàëüíûõ æàäíûõ ïðèáëèæåíèé âåêòîðà x ïî ñèñòåìå

âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé D = {D1, D2, . . . , Dk}, ýëåìåíò GOGA D
n (x)

� n-ì îðòîãîíàëüíûì æàäíûì ïðèáëèæåíèåì x ïî ñèñòåìå âîçìîæíî

íåïîëíûõ ñëîâàðåé D = {D1, D2, . . . , Dk}.
Äàííûé àëãîðèòì òàêæå íå âñåãäà ðåàëèçóåì è íå âñåãäà îïðåäåëåí

îäíîçíà÷íî.

×èñòî æàäíîå ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÷èñòî æàäíîãî ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî ñèñòåìå

âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé ïðè k = 2 è i(1) = 1. Äëÿ âåêòîðà x ∈ H èí-

äóêòèâíî îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ
{
r
PGA(D1,D2)
n (x)

}∞
n=0

,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ
{
x̂
PGA(D1,D2)
n

}∞
n=1

è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ýëåìåíòîâ ñëîâàðåé
{
e
PGA(D1,D2)
n (x)

}∞
n=1

. Ïðè ýòîì íà íå÷¼òíûõ

øàãàõ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà â êà÷åñòâå ñëîâàðÿ áåð¼òñÿ ñëîâàðü D1,

à íà ÷¼òíûõ øàãàõ � ñëîâàðü D2. Àíàëîãè÷íî, ÷èñòî æàäíûì ðàçëîæå-

íèåì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 ÿâëÿåòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

x̂
PGA(D1,D2)
n e

PGA(D1,D2)
n (x).

×àñòíûì ñëó÷àåì îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà

ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé ïðè k = 2 è i(1) = 1 ÿâëÿåòñÿ

îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2. Äëÿ

âåêòîðà x ∈ H àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
{
G
OGA(D1,D2)
n (x)

}∞
n=0

� ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ æàäíûõ ïðèáëèæåíèé âåêòîðà x ïî ïàðå ñëî-

âàðåé D1 è D2, à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ
{
r
OGA(D1,D2)
n (x)

}∞
n=0

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ñëîâàðåé
{
e
OGA(D1,D2)
n (x)

}∞
n=1

.

Æàäíûå àëãîðèòìû ïî ñëîâàðÿì, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íîð-

ìèðîâàííûìè.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D,

íå ÿâëÿþùåìóñÿ íîðìèðîâàííûì (ò. å. ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà D âñþäó ïëîòíà

â H è âñå ýëåìåíòû D èìåþò íåíóëåâóþ íîðìó â H), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé æàäíûé àëãîðèòì ïî íîðìèðîâàííîìó

ñëîâàðþ D̃, êîòîðûé îäíîçíà÷íî ïîëó÷àåòñÿ èç ñëîâàðÿ D íîðìèðîâàíèåì

ýëåìåíòîâ.
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Ìíîæåñòâî A1(D) ïðèáëèæàåìûõ ñëîâàð¼ì D âåêòîðîâ

èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íîðìèðîâàííîãî ñëîâàðÿD è ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñ-

ëà M îïðåäåëèì ìíîæåñòâî A0
1(D,M) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A0
1(D,M) =

{
x ∈ H | x =

N∑
i=1

cidi, N ∈ N, di ∈ D ∀i ∈ N è
N∑
i=1

|ci| 6M

}
.

Ìíîæåñòâîì A1(D,M) íàçîâ¼ì çàìûêàíèå A0
1(D,M) â H. Äàëåå, îïðåäå-

ëèì ìíîæåñòâî A1(D) ïðèáëèæàåìûõ ñëîâàð¼ì D âåêòîðîâ èç ãèëüáåð-

òîâà ïðîñòðàíñòâà H [7] êàê îáúåäèíåíèå ∪MA1(D,M).

Äëÿ âåêòîðà x ∈ A1(D) ïîëîæèì

‖x‖A1(D) = inf
x∈A1(D,M)

M.

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì íà âåêòîðå x (ãàðàíòèðîâàííî)

ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, åñëè êàæäàÿ ðåàëèçàöèÿ äàííîãî àë-

ãîðèòìà ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì

íà âåêòîðå x (çàâåäîìî) íå ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, åñëè íèêàêàÿ

ðåàëèçàöèÿ äàííîãî àëãîðèòìà íå ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Åñëè

íà âåêòîðå x îäèí àëãîðèòì ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, à äðóãîé

íå ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà âåêòîðå x

ïåðâûé àëãîðèòì áûñòðåå, ÷åì âòîðîé (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîé àëãîðèòì

ìåäëåííåå, ÷åì ïåðâûé).

Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ïî êîíêðåòíîìó ñëîâàðþ D çà êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî øàãîâ âîçìîæíà ëèøü äëÿ äîñòàòî÷íî óçêîãî êëàññà âåêòîðîâ. Êîí-

êðåòíåå, ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ïî ñëîâàðþ D èëè ïî ïàðå ñëîâàðåé D1

è D2 çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ âîçìîæíà ëèøü äëÿ âåêòîðîâ èç < D >

èëè < D1 ∪ D2 >, ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ââåä¼ì ïîíÿòèå ôè-

íèòíîãî âåêòîðà: ôèíèòíûì âåêòîðîì x îòíîñèòåëüíî ñëîâàðÿ D áóäåì

íàçûâàòü âåêòîð x, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëå-

ìåíòîâ ñëîâàðÿ D, ôèíèòíûé âåêòîð x îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî îðòîãî-

íàëüíîãî ñëîâàðÿ F ïðîñòðàíñòâà `2 áóäåì íàçûâàòü ôèíèòíûì.

22



Åñëè îñòàòîê íà êàæäîì øàãå íåíóëåâîé (ò.å. íåò ñõîäèìîñòè çà êîíå÷-

íîå ÷èñëî øàãîâ), ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, êîòîðîå

äëÿ êîíêðåòíîãî âåêòîðà x ∈ A1(D) ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ

cn(x) =
‖rn(x)‖2
‖x‖A1(D)

, ãäå ‖a‖2 =
√

(a, a).

Åñëè àëãîðèòì ðåàëèçóåòñÿ ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2, òî ïîä ‖x‖A1(D)

çäåñü áóäåì ïîíèìàòü ‖x‖A1(D1,D2) = max{‖x‖A1(D1), ‖x‖A1(D2)}. Äëÿ âåêòî-
ðà x è âåêòîðà αx òàêèå àëãîðèòìû áóäóò ýêâèâàëåíòíû, à ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè áóäóò ñîâïàäàòü, ïîñêîëüêó îñòàòêè òàêæå áóäóò îòëè÷àòüñÿ íà êî-

ýôôèöèåíò α.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñõîäèìîñòè çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî ïåðâûé àëãîðèòì áûñòðåå, ÷åì âòîðîé (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîé

àëãîðèòì ìåäëåííåå, ÷åì ïåðâûé) íà âåêòîðå x, åñëè

lim
n→∞

cn(x)

c̃n(x)
= 0,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn(x) ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó àëãîðèòìó, à ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü c̃n(x) � âòîðîìó.

Äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà âåêòîðîâ K ⊂ A1(D) ìîæíî ââåñòè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, àíàëîãè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn(x), ñëåäóþùèì îáðàçîì:

cn(K) = sup
x∈K\{0}

‖rn(x)‖2
‖x‖A1(D)

.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè K = A1(D), òî áóäåì îáîçíà÷àòü cn(K) ÷åðåç cn.

Âåëè÷èíà cn(K) õàðàêòåðèçóåò íàèáîëüøåå âîçìîæíîå îòêëîíåíèå

æàäíîãî ïðèáëèæåíèÿ îò ïðèáëèæàåìîãî âåêòîðà íà n-ì øàãå äëÿ ýëå-

ìåíòîâ èç êëàññà K.

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn(x) äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî

âåêòîðà x è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn äëÿ êëàññà A1(D) äëÿ ðàçëè÷íûõ æàä-

íûõ àëãîðèòìîâ.

Ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé.

Â äàííîé ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûå ñåïàðà-

áåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó, â ñèëó èçîìîðôèçìà äàííûõ
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ïðîñòðàíñòâ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî H = `2.

Äëÿ óäîáñòâà âûêëàäîê áóäåì îáîçíà÷àòü ñòàíäàðòíûé áàçèñ äëÿ `2

÷åðåç F = {fn}n, òî åñòü fn � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé íà n-ì

ìåñòå 1, à íà îñòàëüíûõ � 0.

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâàH = `2, åñëè F � ñòàíäàðòíûé áàçèñ `2, òî ìíî-

æåñòâîì ïðèáëèæàåìûõ âåêòîðîâ A1(F ) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî `1.
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Ãëàâà 2

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñëàáûõ æàäíûõ

àëãîðèìîâ ïî îðòîãîíàëüíûì

ñëîâàðÿì.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû èçëîæåíû â ñòàòüå àâòîðà [34].

Ïîñêîëüêó íà îðòîãîíàëüíûõ ñëîâàðÿõ ñëàáûé æàäíûé àëãîðèòì

è ñëàáûé îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ýêâèâàëåíòíû, òî ïðè îáñóæ-

äåíèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè æàäíûõ ïðèáëèæåíèé ïî îðòîãîíàëüíûì ñëî-

âàðÿì êîððåêòíåå îñóùåñòâëÿòü ñðàâíåíèå ñ îáùèìè ðåçóëüòàòàìè èìåííî

äëÿ îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà.

Îáùèé ðåçóëüòàò î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñëàáûõ îðòîãîíàëüíûõ æàä-

íûõ ïðèáëèæåíèé [30] áûë ïðèâåä¼í âî ââåäåíèè (Òåîðåìà H). Â ñëó÷àå

îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ äàííàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìîæåò áûòü

óòî÷íåíà. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ D âåðíî

cWOGA
n 6

1

2

√
n∑
k=1

tk

, ∀n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâàðü D ñîâïàäà-

åò ñî ñòàíäàðòíûì ñëîâàð¼ì F . Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå

n è ïðîèçâîëüíûé ïðèáëèæàåìûé âåêòîð x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ `1 ⊂ H
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è äîêàæåì, ÷òî
‖rWOGA

n (x)‖2
‖x‖1

6
1

2

√
n∑
k=1

tk

.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåìîé îöåíêè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó-

÷àé, êîãäà rWOGA
n (x) 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå íà êàæäîì èç ïåðâûõ n øàãîâ

ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ïðè ïåðåõîäå ê î÷åðåäíîìó

îñòàòêó îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà îäíîé èç íåíóëåâûõ êîìïîíåíò ïðåäûäó-

ùåãî îñòàòêà íóëåì. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà j-ì

øàãå íóëåì çàìåíÿåòñÿ j-ÿ êîìïîíåíòà (j = 1, 2, . . . , n) � ýòîãî ìîæíî

äîáèòüñÿ ïåðåóïîðÿäî÷åíèåì êîîðäèíàò. Òîãäà îñòàòîê rWOGA
n (x) ðàâåí

(0, 0, . . . , 0, xn+1, xn+2, . . .). Òàêæå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà x � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Â ñèëó îäíîðîäíîñòè óñòàíàâëèâàåìîé îöåíêè (ò. å. â ñèëó òîãî, ÷òî

ïðè óìíîæåíèè ïðèáëèæàåìîãî âåêòîðà x íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî íà ýòî

æå ÷èñëî îäíîâðåìåííî óìíîæàþòñÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü â ëåâîé ÷à-

ñòè îöåíêè) ïðè ôèêñèðîâàííîì n äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì

ñëó÷àÿ
∥∥rWOGA

n (x)
∥∥
∞ = 1. Ïðè òàêîì îãðàíè÷åíèè óñëîâèÿ âûáîðà ñëåäó-

þùåãî âåêòîðà ñëîâàðÿ (1.1) ãàðàíòèðóþò, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ {1, 2, . . . , n}
ñïðàâåäëèâà îöåíêà xj > tj.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âûêëàäîê áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

Tn =
n∑
k=1

tk.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç y �õâîñò� n-ãî îñòàòêà (ñîâïàäàþùèé ñ n-ì �õâîñòîì�

ïðèáëèæàåìîãî âåêòîðà x): y = (xn+1, xn+2, xn+3, . . .). Çàìåòèì, ÷òî∥∥rWOGA
n (x)

∥∥
2

‖x‖1
=

‖y‖2

‖y‖1 +
n∑
k=1

xk

6
‖y‖2

‖y‖1 +
n∑
k=1

tk

=
‖y‖2

‖y‖1 + Tn
.

Òàê êàê âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà y ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0, 1], ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖y‖2 =

√√√√ ∞∑
k=n+1

x2k 6

√√√√ ∞∑
k=n+1

xk =
√
‖y‖1,
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ñ ó÷åòîì êîòîðîãî ïîëó÷àåì,∥∥rWOGA
n (x)

∥∥
2

‖x‖1
6

√
‖y‖1

‖y‖1 + Tn
= f (‖y‖1) ,

ãäå f(α) =
√
α

α+Tn
, Tn > 0. Ïðè ýòîì ‖y‖1 > 1. Òàê êàê

f ′(α) =
Tn − α

2
√
α(α + Tn)2

,

òî äëÿ Tn < 1 ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íà ëó÷å [1,+∞)

ïðè çíà÷åíèè àðãóìåíòà, ðàâíîì åäèíèöå, à äëÿ Tn > 1 � ïðè çíà÷åíèè

àðãóìåíòà, ðàâíîì Tn. Òîãäà â ïåðâîì ñëó÷àå∥∥rWOGA
n (x)

∥∥
2

‖x‖1
6 f(1) =

1

1 + Tn
6

1

2
√
Tn
,

à âî âòîðîì ñëó÷àå∥∥rWOGA
n (x)

∥∥
2

‖x‖1
6 f (Tn) =

√
Tn

Tn + Tn
=

1

2
√
Tn
,

ò. å. äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà â êàæäîì èç ñëó÷àåâ.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàê ëåãêî âèäåòü, â ñëó÷àå tn, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ, ýòî óòî÷íåíèå

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå tn = 1√
n
îáùèé ðåçóëüòàò ãà-

ðàíòèðóåò, ÷òî ïîðÿäîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íå õóæå 1√
lnn

, â òî âðåìÿ êàê

ðåçóëüòàò äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîðÿäîê ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè íå õóæå 1√
n
.

Ïîëó÷åííàÿ äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì îöåíêà àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷-

øàåìà ïðè
∞∑
k=1

tk = +∞. Òàê, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü äëÿ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=1 âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∞∑
k=1

tk = +∞. Òîãäà äëÿ îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ D

èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü

cWOGA
n ∼ 1

2

√
n∑
k=1

tk

, n→∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ íàòó-

ðàëüíûõ n âåëè÷èíà cWOGA
n çàêëþ÷åíà ìåæäó βn

2
√
Tn

è 1
2
√
Tn
, ãäå Tn =

n∑
k=1

tk,

à βn =
(
1− (1 + 2Tn)

−1
)
: ëåãêî âèäåòü, ÷òî βn → 1 ïðè n→∞.

Âåðõíÿÿ îöåíêà cn 6 1
2
√
Tn

ñðàçó ñëåäóåò èç óñòàíîâëåííîé

òåîðåìû 2.1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè cn > βn
2
√
Tn
, ãäå

βn = (1− (1 + 2Tn)
−1), äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âåêòîð

x = (t1, t2, ..., tn, 1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
1+[Tn]

, {Tn}, 0, 0, ...).

Çäåñü êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü, à ôèãóðíûìè �

äðîáíàÿ ÷àñòü. Âîçìîæíîé ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî

æàäíîãî àëãîðèòìà, ïðè êîòîðîé íà ïåðâîì øàãå â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ðàç-

ëîæåíèÿ âûáèðàåòñÿ ïåðâûé áàçèñíûé âåêòîð, íà âòîðîì øàãå � âòîðîé

áàçèñíûé âåêòîð è ò. ä. Äëÿ ýòîé ðåàëèçàöèè

rWOGA
n (x) = (0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n

, 1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
1+[Tn]

, {Tn}, 0, 0, ...).

Ñîîòâåòñòâåííî∥∥rWOGA
n (x)

∥∥
2

‖x‖1
=

√
1 + [Tn] + {Tn}2

Tn + 1 + [Tn] + {Tn}
=

√
1 + [Tn] + {Tn}2

1 + 2Tn
>

>

√
Tn

1 + 2Tn
=

1

2
√
Tn

(
1− 1

1 + 2Tn

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 3

Ñõîäèìîñòü ñëàáûõ æàäíûõ

àëãîðèòìîâ ïî îäíîýëåìåíòíûì

ðàñøèðåíèÿì îðòîãîíàëüíûõ ñëîâàðåé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå àâòîðà [35].

Óñëîâèåì íà îñëàáëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}∞n=1, ãàðàíòè-

ðóþùèì ñõîäèìîñòü ñëàáûõ îðòîãîíàëüíûõ æàäíûõ ïðèáëèæåíèé ê ïðè-

áëèæàåìîìó âåêòîðó, ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

t2k [30]. Ïðè÷¼ì

ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñëîâàðü è íà ïðèáëè-

æàåìûå âåêòîðû îñëàáèòü ýòî óñëîâèå íåëüçÿ. Îäíàêî â ñëó÷àå îðòîãî-

íàëüíîãî ñëîâàðÿ D = {dn}n∈N è ïðèáëèæåíèÿ âåêòîðîâ èç ïîäïðîñòðàí-

ñòâà A1(D) ñõîäèìîñòü ãàðàíòèðóåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè áîëåå ñëàáîãî óñëî-

âèÿ ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

tk. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1. Ïðè ýòîì

äàëüíåéøåå îñëàáëåíèå óñëîâèÿ íåâîçìîæíî. ×òîáû ýòî îáîñíîâàòü, äîñòà-

òî÷íî äëÿ ïðîèçâîëüíîé îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=1

ñ
∞∑
k=1

tk < +∞ ðàññìîòðåòü ñëàáûå îðòîãîíàëüíûå æàäíûå ïðèáëèæåíèÿ

âåêòîðà x = d1 +
∞∑
n=1

tndn+1 ∈ A1(D). Âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ ñëàáîãî îðòî-

ãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà, ïðè êîòîðîé íè íà îäíîì øàãå â êà÷åñòâå

ýëåìåíòà ðàçëîæåíèÿ íå âûáèðàåòñÿ ïåðâûé áàçèñíûé âåêòîð (íà ïåðâîì

øàãå âûáèðàåòñÿ âòîðîé áàçèñíûé âåêòîð, íà âòîðîì øàãå � òðåòèé áàçèñ-

íûé âåêòîð, íà òðåòüåì øàãå � ÷åòâåðòûé áàçèñíûé âåêòîð è ò. ä.). Ñîîò-

âåòñòâåííî, äëÿ ýòîé ðåàëèçàöèè
∥∥rWOGA

n (x)
∥∥
2
> 1 è àëãîðèòì íå ñõîäèòñÿ

ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó.
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Ðàñøèðåíèå ñëîâàðÿ âëèÿåò íà ðåàëèçàöèþ æàäíûõ àëãîðèòìîâ,

íî ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåò èëè, êàê ìèíèìóì, íå óõóäøàåò èõ îáùèå àï-

ïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà. Òåì íå ìåíåå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îñëà-

áèòü îáùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ñëàáûõ æàäíûõ ðàçëîæåíèé

äëÿ ñëîâàðåé, ÿâëÿþùèõñÿ ðàñøèðåíèÿìè îðòîãîíàëüíûõ, íåëüçÿ. Òàê,

íàïðèìåð, äëÿ åäèíè÷íîé ñôåðû â êà÷åñòâå �ýêñòðåìàëüíîãî� ñëîâàðÿ

(D = S) îáùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè áóäåò íåîñëàáëÿåìî

ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñõîäèìîñòüþ ðÿäà
∞∑
n=1

t2n. Áîëåå òî÷íî, âåðíî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîé îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t ∈ `2 è ëþ-

áîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ H ñóùåñòâóþò ðåàëèçàöèè

1) ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà

2) ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèòìà

ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ t ïî ñëîâàðþ, ðàâíîìó åäèíè÷íîé ñôå-

ðå, êîòîðûå íå ñõîäÿòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Íåîáõîäèìîñòü ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=1

t2n äëÿ ãàðàíòèðîâàííîé ñõîäè-

ìîñòè ñëàáûõ îðòîãîíàëüíûõ æàäíûõ ïðèáëèæåíèé ê ïðèáëèæàåìîìó ýëå-

ìåíòó áûëà òàêæå îòìå÷åíà â ðàáîòå [30] (Çàìå÷àíèå 2), îäíàêî â äðóãîì

êîíòåêñòå, íå ïîêðûâàþùåì îáñóæäàåìûé çäåñü ñëó÷àé åäèíè÷íîé ñôåðû

êàê ñëîâàðÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Áóäåì îäíîâðåìåííî ñòðîèòü ðåàëèçàöèþ ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèòìà

è ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñëîâàðÿ D = S äëÿ ëþáîãî âåêòîðà r ∈ H

âåðíî sup
d∈D
|(r, d)| = ‖r‖2.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïðèáëèæàþùåãî âåêòîðà eW (O)GA
1 (x) òàêîé åäè-

íè÷íûé âåêòîð, ÷òî

|(x, eW (O)GA
1 (x))| = t1 sup

d∈D
|(x, d)| = t1‖x‖2.

Íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå ðàçëîæåíèÿ â êà÷åñòâå âåêòîðà eW (O)GA
n (x)

ïðè n > 1 âûáåðåì åäèíè÷íûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé óæå âûáðàííûì
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âåêòîðàì e
W (O)GA
1 (x), . . . , e

W (O)GA
n−1 (x), òàêîé, ÷òî

|(rW (O)GA
n−1 (x), eW (O)GA

n (x))| = tn sup
d∈D
|(rW (O)GA

n−1 (x), d)| = tn‖rW (O)GA
n−1 (x)‖2.

Òàêèå âåêòîðû âñåãäà áóäóò ñóùåñòâîâàòü â ñëîâàðå D = S.

Äëÿ äàííîé ðåàëèçàöèè ñëàáîãî (îðòîãîíàëüíîãî) æàäíîãî àëãîðèòìà

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

‖rW (O)GA
n (x)‖22 = ‖r

W (O)GA
n−1 (x)‖22 − |(r

W (O)GA
n−1 (x), eW (O)GA

n (x))|2 =

= ‖rW (O)GA
n−1 (x)‖22 − (tn sup

d∈D
|(rW (O)GA

n−1 (x), d)|)2 = (1− t2n)‖r
W (O)GA
n−1 (x)‖22 =

=
n∏
i=1

(1− t2i )‖x‖22.

Îòñþäà

lim
n→∞
‖rW (O)GA

n (x)‖22 = ‖x‖22
∞∏
i=1

(1− t2i ).

Ñõîäèìîñòü äàííîãî áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ê íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ

ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
i=1

t2i . Òî åñòü â ñëó÷àå t ∈ `2 âåðíî íåðàâåí-

ñòâî lim
n→∞
‖rW (O)GA

n (x)‖22 > 0, è äàííàÿ ðåàëèçàöèÿ ñëàáîãî (îðòîãîíàëüíî-

ãî) æàäíîãî àëãîðèòìà ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ t ïî ñëîâàðþ

D = S íå ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ãäå ïðè ðàñøèðåíèè îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ

íàñòóïàåò ïåðåõîä îò âîçìîæíîñòè îñëàáëåíèÿ îáùåãî äîñòàòî÷íîãî

óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ýëåìåíòîâ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî

êëàññà A1 ê íåâîçìîæíîñòè: íàïðèìåð, ìîæíî ëè õîòÿ áû â ñëó÷àå

ñëîâàðåé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç îðòîãîíàëüíîãî äîáàâëåíèåì ðîâíî îäíîãî

ýëåìåíòà, îñëàáèòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñ ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=1

t2n

äî ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=1

tn. Îêàçûâàåòñÿ, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ � îòðè-

öàòåëüíûé: äîáàâëåíèå äàæå îäíîãî âåêòîðà (åñëè ýòîò âåêòîð �ïëîõîé�)

óæå äîñòàòî÷íî äëÿ íåâîçìîæíîñòè òàêîãî îñëàáëåíèÿ. Òàê, äëÿ ñëàáîãî

îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ëþáîé îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ ∈ `2 \ `1
ñóùåñòâóþò âåêòîð g ∈ `2 è âåêòîð x ∈ `1 òàêèå, ÷òî äëÿ x ñóùåñòâó-

åò ðåàëèçàöèÿ ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ñ îñëàáëÿþ-

ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ t = cτ (c = τ1
‖τ‖22

, ãäå τ = {τn}∞n=1) ïî ñëîâàðþ,

ïîëó÷åííîìó èç ñòàíäàðòíîãî îðòîãîíàëüíîãî äîáàâëåíèåì âåêòîðà g, êî-

òîðàÿ íå ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì îñëàáëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = {τn} ∈ `2 \ `1
è â êà÷åñòâå g âûáåðåì âåêòîð (0, g1, g2, g3, ...), ãäå gn =

τn
‖τ‖2

ïðè n ∈ N.

Ýòî åäèíè÷íûé âåêòîð èç `2 = H. Â êà÷åñòâå îñëàáëÿþùåé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè äëÿ ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà âûáåðåì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü t =
τ1
‖τ‖22

τ , òîãäà tn = τn
τ1
‖τ‖22

= g1gn ïðè n ∈ N

è {tn} ⊂ (0, 1].

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âûêëàäîê îïðåäåëèì âåêòîðû dn ïðè n ∈ N
êàê (0, g1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

, gn+1, gn+2, . . . ), è ïîëîæèì Dn = ||dn||2 ïðè n ∈ N.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëàáûé îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì

ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ t = τ1
‖τ‖22

τ ïî ñëîâàðþ D = F ∪ {g}
äëÿ âåêòîðà x = (1, 1, 0, 0, 0, ...) è äîêàæåì èíäóêòèâíî ñóùåñòâîâàíèå

ðåàëèçàöèè ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà, äëÿ êîòîðîé

ïðè n > 1 âåðíî

rWOGA
n (x) =

1, 1− g1
g1
D2
n

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,−gn+1
g1
D2
n

,−gn+2
g1
D2
n

, . . .

 . (3.1)

Øàã 1. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

rWOGA
0 (x) = x,

sup
d∈D
|(rWOGA

0 (x), d)| = max

(
sup
f∈F
|(rWOGA

0 (x), f)|, |(rWOGA
0 (x), g)|

)
=

= max(1, g1) = 1.

Òîãäà

t1 sup
d∈D
|(rWOGA

0 (x), d)| = t1 = g21 6 g1 = |(rWOGA
0 (x), g)|

32



è, çíà÷èò, ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæàþùåãî âåêòîðà eWOGA
1 (x)

âåêòîð g. Â ýòîì ñëó÷àå

GWOGA
1 (x) = Proj<eWOGA

1 (x)>x = (x, g)g = g1d1,

rWOGA
1 (x) =

(
1, 1− g21,−g1g2,−g1g3, . . .

)
.

Øàã 2. Â ñèëó ðàâåíñòâà (rWOGA
1 (x), g) = 0 âåðíî

sup
d∈D
|(rWOGA

1 (x), d)| = sup
f∈F
|(rWOGA

1 (x), f)| = 1,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

t2 sup
d∈D
|(rWOGA

1 (x), d)| = t2 = g1g2 = |(rWOGA
1 (x), f3)|,

è â êà÷åñòâå eWOGA
2 (x) ìîæíî âûáðàòü âåêòîð f3. Òîãäà

GWOGA
2 (x) = Proj<eWOGA

1 (x),eWOGA
2 (x)>x = Proj<d1,f3>x = Proj<d2,f3>x =

=

(
x,
d2
D2

)
d2
D2

+ (x, f3)f3 =
g1
D2

2

d2,

rWOGA
2 (x) =

(
1, 1− g1

g1
D2

2

, 0,−g3
g1
D2

2

,−g4
g1
D2

2

, ...

)
.

Øàã n > 2: â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè rWOGA
n−1 (x) èìååò âèä1, 1− g1

g1
D2
n−1

, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−2

,−gn
g1

D2
n−1

,−gn+1
g1

D2
n−1

, ...

 .

Òîãäà, ïîñêîëüêó (rWOGA
n−1 (x), g) = 0,

sup
d∈D
|(rWOGA

n−1 (x), d)| = sup
f∈F
|(rWOGA

n−1 (x), f)| = 1,

tn sup
d∈D
|(rWOGA

n−1 (x), d)| = tn = g1gn 6 gn
g1

Dn−1
= |(rWOGA

n−1 (x), fn+1)|.

Çíà÷èò, ìîæíî âûáðàòü eWOGA
n (x) = fn+1. Â ýòîì ñëó÷àå

GWOGA
n (x) = Proj<eWOGA

1 (x),eWOGA
2 (x),...,eWOGA

n (x)>x = Proj<d1,f3,...,fn+1>x =
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= Proj<dn,f3,...,fn+1>x =

(
x,
dn
Dn

)
dn
Dn

=
g1
D2
n

dn,

rWOGA
n (x) =

1, 1− g1
g1
D2
n

, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,−gn+1
g1
D2
n

,−gn+2
g1
D2
n

, ...

 .

Òàêèì îáðàçîì, èíäóêöèÿ çàâåðøåíà, è ðàâåíñòâî (3.1) äîêàçàíî.

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ýòîé ðåàëèçàöèè íà êàæäîì øàãå ||rWOGA
n (x)||2 > 1,

è àëãîðèòì íå ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó ýëåìåíòó (áîëåå òî÷íî,

rWOGA
n (x)→ f1 ïðè n→∞).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ïðè c 6 1 (ýòî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè τ1 = 1

íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ τn) ðàçëîæåíèå ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ t àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ τ .

Òåîðåìà 3.2 ïîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü îñëàáëåíèÿ äîñòàòî÷íîãî

óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðè äîáàâëåíèè ê îðòîãîíàëüíîìó ñëîâàðþ �ïëîõîãî�

âåêòîðà. Îäíàêî ïðè äîáàâëåíèè ôèíèòíîãî âåêòîðà óñëîâèå ñõîäèìîñòè,

îñëàáëåííîå äî ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=1

tn, îñòà¼òñÿ äîñòàòî÷íûì.

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáûõ ôèíèòíîãî âåêòîðà g, îñëàáëÿþùåé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè t 6∈ `1 è âåêòîðà x ∈ A1(F ) ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ ñëàáîãî îð-

òîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

t ïî ñëîâàðþ, ïîëó÷åííîìó èç ñòàíäàðòíîãî îðòîãîíàëüíîãî äîáàâëåíèåì

âåêòîðà g, ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå ôèíèòíîãî âåêòîðà g èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A1(F ) = A1(F ∪ {g}).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.

Â ñèëó ôèíèòíîñòè g ëèøü êîíå÷íûé íàáîð âåêòîðîâ fk ∈ F íåîðòîãî-

íàëåí g. Òîãäà âîçüìåì N äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû âñå fk èç ýòîãî

íàáîðà, âûáèðàåìûå â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðè ðåàëèçàöèè

ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ ýëåìåíòà x, âûáèðàëèñü

íà øàãàõ ñ íîìåðàìè, ìåíüøèìè N . Èíûìè ñëîâàìè, çàôèêñèðóåì N
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òàêîå, ÷òî

N > max{n ∈ N | ∃k ∈ N fk 6⊥ g, eWOGA
n (x) = fk}.

Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N > N ′, åñëè g âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå âåêòîðà

ðàçëîæåíèÿ eWOGA
N ′ (x).

Òîãäà äëÿ n > N ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå íà âåêòîð eWOGA
n+1 (x):∣∣(rWOGA

n (x), eWOGA
n+1 (x)

)∣∣ > tn+1 sup
d∈D

∣∣(rWOGA
n (x), d

)∣∣ >
> tn+1 sup

d∈F

∣∣(rWOGA
n (x), d

)∣∣ .
Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ðåàëèçàöèÿ ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî

àëãîðèòìà ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {tn}∞n=1 ïî ðàñøèðåí-

íîìó ñëîâàðþ F ∪ {g} äëÿ âåêòîðà x ∈ A1(F ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåàëè-

çàöèåé ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ {tn+N}∞n=1 ïî îðòîãîíàëüíîìó ñëîâàðþ F äëÿ âåêòîðà

rWOGA
N (x) ∈ A1(F ), à çíà÷èò, ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåî-

ðåìû 3.3.

Òåîðåìà 3.3*. Äëÿ ëþáûõ ôèíèòíûõ âåêòîðîâ g1, . . . , gn, îñëàáëÿþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t 6∈ `1 è âåêòîðà x ∈ A1(F ) ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ ñëà-

áîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ t ïî ñëîâàðþ, ïîëó÷åííîìó èç ñòàíäàðòíîãî îðòîãîíàëüíîãî äî-

áàâëåíèåì âåêòîðîâ g1, . . . , gn, ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ôèíèòíûõ âåêòîðîâ g1, . . . , gn èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî A1(F ) = A1(F ∪ {g1, . . . , gn}).

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ñëàáîãî æàäíîãî

àëãîðèòìà. Åñëè ñëîâàðü ïîëó÷åí èç îðòîãîíàëüíîãî äîáàâëåíèåì ïðîèç-

âîëüíîãî âåêòîðà, îñëàáèòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè (òàê æå, êàê

è â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ) íåëüçÿ. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäó-

þùàÿ òåîðåìà.

35



Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ëþáîé îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ ∈ `2 \ `1 ñó-
ùåñòâóþò âåêòîð g ∈ `2 è âåêòîð x ∈ `1 òàêèå, ÷òî äëÿ x ñóùåñòâóåò

ðåàëèçàöèÿ ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ t = cτ (c = τ1
‖τ‖22

, ãäå τ = {τn}∞n=1) ïî ñëîâàðþ, ïîëó÷åííîìó èç ñòàí-

äàðòíîãî îðòîãîíàëüíîãî äîáàâëåíèåì âåêòîðà g, êîòîðàÿ íå ñõîäèòñÿ

ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.2, çàôèêñèðóåì îñëàá-

ëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = {τn} ∈ `2\`1. Òàêæå âûáåðåì â êà÷åñòâå g

âåêòîð (0, g1, g2, g3, ...), ãäå gn =
τn
‖τ‖2

ïðè n ∈ N, � ýòî åäèíè÷íûé âåêòîð

èç `2 = H.

Åù¼ ðàç îòìåòèì, ÷òî åñëè t = τ
τ1
‖τ‖22

, òî tn = τn
τ1
‖τ‖22

= g1gn ïðè n ∈ N

è {tn} ⊂ (0, 1].

Ðàññìîòðèì ñëàáûé æàäíûé àëãîðèòì ñ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ {tn} ïî ñëîâàðþ D = F ∪ {g} äëÿ âåêòîðà x = (1, 1, 0, 0, 0, ...)

è äîêàæåì èíäóêòèâíî ñóùåñòâîâàíèå ðåàëèçàöèè æàäíîãî àëãîðèòìà,

äëÿ êîòîðîé

rWGA
n (x) = (1, 1− g21, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,−g1gn+1,−g1gn+2, . . . ). (3.2)

Øàã 1. Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

rWGA
0 (x) = x,

sup
d∈D
|(rWGA

0 (x), d)| = max

(
sup
f∈F
|(rWGA

0 (x), f)|, |(rWGA
0 (x), g)|

)
=

= max (1, g1) = 1,

òî

t1 sup
d∈D
|(rWGA

0 (x), d)| = t1 = g21 6 g1 = |(rWGA
0 (x), g)|,

è íà øàãå 1 ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ðàçëîæåíèÿ eWGA
1 (x)

âåêòîð g. Òîãäà

rWGA
1 (x) =

(
1, 1− g21,−g1g2,−g1g3, ...

)
.
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Øàã 2. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

sup
d∈D
|(rWGA

1 (x), d)| = sup
f∈F
|(rWGA

1 (x), f)| = 1

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

t2 sup
d∈D
|(rWGA

1 (x), d)| = t2 = g1g2 = |(rWGA
1 (x), f3)|,

è çäåñü ìîæíî âûáðàòü âåêòîð eWGA
2 (x) = f3. Â ýòîì ñëó÷àå

rWGA
2 (x) =

(
1, 1− g21, 0,−g1g3,−g1g4, ...

)
.

Øàã n > 2. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

rWGA
n−1 (x) = (1, 1− g21, 0, ..., 0,−g1gn,−g1gn+1, . . . ).

Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

sup
d∈D
|(rWGA

n−1 (x), d)| = max

(
sup
f∈F
|(rWGA

n−1 (x), f)|, |(rWGA
n−1 (x), g)|

)
=

= max

(
1,

∣∣∣∣∣(1− g21)g1 +
∞∑
k=n

(−g1gk)gk)

∣∣∣∣∣
)

= max

(
1, g1

∣∣∣∣∣1− (g21 +
∞∑
k=n

g2k)

∣∣∣∣∣
)
.

Ïîñêîëüêó g21 +
∞∑
k=n

g2k <
∞∑
k=1

g2k = ‖g‖2 = 1, âåðíà îöåíêà

∣∣∣∣∣1− (g21 +
∞∑
k=n

g2k)

∣∣∣∣∣ < 1

è âòîðîé àðãóìåíò max ìåíüøå g1 < 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
d∈D
|(rWGA

n−1 (x), d)| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

tn sup
d∈D
|(rWGA

n−1 (x), d)| = tn = g1gn = |(rWGA
n−1 (x), fn+1)|,

è, çíà÷èò, â êà÷åñòâå eWGA
n (x) ìîæíî âûáðàòü âåêòîð fn+1. Òîãäà

rWGA
n (x) = (1, 1− g21, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,−g1gn+1,−g1gn+2, . . . ).
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Èòàê, èíäóêöèÿ çàâåðøåíà è ðàâåíñòâî (3.2) äîêàçàíî. Íà êàæäîì

øàãå äëÿ äàííîé ðåàëèçàöèè âåðíî ||rWGA
n (x)||2 > 1 è ðàçëîæåíèå íå ñõî-

äèòñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó (áîëåå òî÷íî, rWGA
n (x)→ f1 ïðè n→∞).

Òåîðåìà 3.4 äîêàçàíà.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äîáàâëåíèå ê îðòîãîíàëüíîìó ñëîâàðþ

íåôèíèòíîãî âåêòîðà, äàæå âåêòîðà èç êëàññà `1 = A1(F ), ìîæåò çíà÷è-

òåëüíî óõóäøèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 3.5. Ñóùåñòâóþò âåêòîð g ∈ `1 è ôèíèòíûé âåêòîð x òàêèå,

÷òî ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ñëîâàðþ, ïîëó÷åííî-

ìó èç ñòàíäàðòíîãî îðòîãîíàëüíîãî äîáàâëåíèåì âåêòîðà g, íå ñõîäèòñÿ

ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñíà÷àëà îïèøåì îáùóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè âåêòîð g ∈ `1

âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ðàçëîæåíèÿ ePGAn (x), íàïðèìåð, íà ïåð-

âîì øàãå, òî çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ ôèíèòíîãî âåêòîðà x òðàíñôîðìèðóåò-

ñÿ â ðàçëîæåíèå íåôèíèòíîãî îòíîñèòåëüíî F âåêòîðà r PGA1 (x). Ïðè÷¼ì

â ñëó÷àå, êîãäà g âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ePGAn (x) òîëüêî îäèí ðàç, îñòàëü-

íûå ePGAn (x) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ è ðåàëèçàöèÿ

÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà íå ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x çà êî-

íå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Ïðèâåä¼ì òåïåðü ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε ∈ (0,
√
2−1
2 ), ïîëîæèì Q =

1
2−2ε−2ε

2

1+2ε > 0

è âûáåðåì h = {hn}n � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç `1 òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) hn > hn+1 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n,

(2) ||h||2 =
√

1
2 − 2ε− 2ε2 =

√
(1 + 2ε)Q,

(3) hn > h2n + h2n+1 + . . . ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n,

(4) max{h21, h2} < Q < h1.

Íàïðèìåð, äëÿ ε = 1
2

(√
61
60 − 1

)
ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå h ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü 2−
n+1
2 , èç êîòîðîé �âûêèíóòû� ÷ëåíû âèäà 2−

4k+1
2 −3. Íåñëîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ (1)�(4) âûïîëíÿþòñÿ.
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Ïóñòü g = (12+ε,
1
2+ε, h1, ..., hn, ...). Ýòî åäèíè÷íûé âåêòîð èç `2 = H,

ïðèíàäëåæàùèé `1. Ðàññìîòðèì ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ

D = F ∪ {g} äëÿ âåêòîðà x =
(

1
1+2ε ,

1
1+2ε , 0, 0, ...

)
. Ïî èíäóêöèè äîêàæåì,

÷òî äëÿ ëþáîé ðåàëèçàöèè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà áóäåò âåðíî

r PGAn (x) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,−hn−2,−hn−1,−hn, ...), n > 4.

Øàã 1. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

r PGA0 (x) = x,

sup
d∈D
|(r PGA0 (x), d)| = max

(
sup
f∈F
|(r PGA0 (x), f)|, |(r PGA0 (x), g)|

)
=

= max

(
1

1 + 2ε
, |(x, g)|

)
= max

(
1

1 + 2ε
, 1

)
= 1 = |(x, g)|.

Cóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå � g. Òîãäà, ePGA1 (x) = g è

r PGA1 (x) =

(
1

1 + 2ε
−
(
1

2
+ ε

)
,

1

1 + 2ε
−
(
1

2
+ ε

)
,−h1,−h2, ...

)
=

= (Q,Q,−h1,−h2, ...) .

Øàã 2. Âåðíî ðàâåíñòâî

sup
d∈D
|(r PGA1 (x), d)| = sup

d∈F
|(r PGA1 (x), d)| = max (Q, h1) = h1 = |(r PGA1 (x), f3)|,

îòêóäà îäíîçíà÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ePGA2 (x) = f3. Ñëåäîâàòåëüíî,

r PGA2 (x) = (Q,Q, 0,−h2,−h3, ...) .

Øàã 3. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
d∈D
|(r PGA2 (x), d)| = max

(
sup
d∈F
|(r PGA2 (x), d)|, |(r PGA2 (x), g)|

)
=

= max

(
Q, h2, 2 ·

(
1

2
+ ε

)
Q−

∞∑
k=2

h2k

)
= max

(
Q, h2, h

2
1

)
= Q =

= |(r PGA1 (x), f1)| = |(r PGA1 (x), f2)|,
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è â êà÷åñòâå ïðèáëèæàþùåãî âåêòîðà ePGA3 (x) ìîæíî âûáðàòü âåêòîð f1

èëè f2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ePGA3 (x) = f1.

Â ýòîì ñëó÷àå

r PGA3 (x) = (0, Q, 0,−h2,−h3, ...) .

Øàã 4. Âåðíî ðàâåíñòâî

sup
d∈D
|(r PGA3 (x), d)| = max

(
sup
d∈F
|(r PGA3 (x), d)|, |(r PGA3 (x), g)|

)
=

= max

(
Q, h2,

∣∣∣∣∣Q
(
1

2
+ ε

)
−

+∞∑
k=2

h2k

∣∣∣∣∣
)

=

= max

(
Q, h2,

∣∣∣∣12‖h‖22 − (‖h‖22 − h21)
∣∣∣∣) = max

(
Q, h2,

∣∣∣∣12‖h‖22 − h21
∣∣∣∣) =

= Q = |(r2, f2)|,

è, çíà÷èò, ePGA4 (x) = f2. Òîãäà

r PGA4 (x) = (0, 0, 0,−h2,−h3, ...).

Çàìåòèì, ÷òî íåçàâèñèìî îò âûáîðà âåêòîðà ePGA3 (x) íà øàãå 3, îñòà-

òîê r PGA4 (x) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Øàã n > 4. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

r PGAn−1 (x) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−2

,−hn−3,−hn−2,−hn−1, ...).

Òîãäà âåðíî ñîîòíîøåíèå

sup
d∈D
|(r PGAn−1 (x), d)| = max

(
sup
f∈F
|(r PGAn−1 (x), f)|, |(r PGAn−1 (x), g)|

)
=

= max

(
hn−3,

+∞∑
k=n−3

h2k

)
= hn−3 = |(r PGAn−1 (x), fn−1)|,

ïðè÷¼ì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âåêòîðå fn−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëó÷àåì, ÷òî ePGAn (x) = fn−1. Òîãäà

r PGAn (x) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,−hn−2,−hn−1,−hn, ...).
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Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå â êà÷åñòâå ýëåìåíòà

ðàçëîæåíèÿ ePGAn (x) âûáèðàåòñÿ âåêòîð fn−1, è àëãîðèòì íå ñõîäèòñÿ

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 4

Ñðàâíåíèå ñòàíäàðòíîãî æàäíîãî

àëãîðèòìà è æàäíîãî àëãîðèòìà

ïî ïàðå ñëîâàðåé.

×àñòü ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû ïðèâåäåíû â ðàáîòå àâòîðà [36].

4.1 Ñðàâíåíèå ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà è ÷èñòî æàä-

íîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé.

Åñëè D1 6⊆ D2 è D2 6⊆ D1, òî ïðè ðàçëîæåíèè ïî ïàðå ñëîâàðåé ìíîæåñòâî

âåêòîðîâ, ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò ïðèáëèæåíèå, áîëüøå, ÷åì ïðè ðàçëîæå-

íèè ïî êàæäîìó èç ñëîâàðåé ïî îòäåëüíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî àïïàðàò ïðèáëèæåíèÿ â àëãîðèòìå ïî îäíîìó ñëîâàðþ îêàçûâà-

åòñÿ �óæå, ÷åì â àëãîðèòìå ïî ïàðå ñëîâàðåé, âî âòîðîì ñëó÷àå ïðèñóòñòâóåò

íåêîòîðîå äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå â âûáîðå ýëåìåíòà ñëîâàðÿ, íàêëà-

äûâàåìîå àëãîðèòìîì ïî ïàðå ñëîâàðåé. Ýòè ôàêòû ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü

ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.1. Ñóùåñòâóþò

I. îðòîíîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2)

òàêèå, ÷òî

1) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D1 è ÷èñòî æàäíûé àëãî-

ðèòì ïî ñëîâàðþ D2 íå ñõîäÿòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ,
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2) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 ñõîäèòñÿ

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

II. îðòîíîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2)

òàêèå, ÷òî

1) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D1 è ÷èñòî æàäíûé àëãî-

ðèòì ïî ñëîâàðþ D2 ñõîäÿòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ,

2) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 íå ñõîäèòñÿ

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âûêëàäîê â äàííîì ðàçäåëå ïîòðåáóåòñÿ

ñëåäóþùàÿ íåñëîæíàÿ êîíñòðóêöèÿ. Áóäåì ñîïîñòîâëÿòü ïðîèçâîëüíîìó

âåêòîðó x = (x1, x2, x3, x4, . . . ) äâà âåêòîðà:

xo = (x1, 0, x2, 0, x3, 0, x4, 0, . . . ) è xe = (0, x1, 0, x2, 0, x3, 0, x4, . . . ).

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî îêàçûâàåòñÿ �ïîäåëåíî� íà äâà ïîäïðîñòðàí-

ñòâà, è ðàññìàòðèâàÿ âåêòîð a = bo + ce ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðè-

âàþòñÿ äâà âåêòîðà b è c, êîòîðûå ñîñòàâëåííû èç íå÷¼òíûõ è èç ÷¼òíûõ

êîîðäèíàò âåêòîðà a ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà I òåîðåìû 4.1.

Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {di}∞i=1 òàêîé, ÷òî d1 ∈ `1 è d1

ÿâëÿåòñÿ íåôèíèòíûì âåêòîðîì îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî áàçèñà F .

Â êà÷åñòâå ñëîâàðåé âûáåðåì

D1 = {(di)o}∞i=1 ∪ {f2i}∞i=1 è D2 = {(di)e}∞i=1 ∪ {f2i−1}∞i=1.

Òî åñòü, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ñëîâàðü D1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

äëÿ �íå÷¼òíîé ÷àñòè� ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîâàðü D,

à äëÿ �÷¼òíîé ÷àñòè� ïðîñòðàíñòâà � ñëîâàðü F . Äëÿ ñëîâàðÿ D2 � íà-

îáîðîò.

Ðàññìîòðèì �ñèììåòðè÷íûé� âåêòîð x = (d1)o + (d1)e, äëÿ íåãî

ïðè ðàçëîæåíèè ïî îäíîìó ñëîâàðþ, íàïðèìåð D1, �íå÷¼òíàÿ� ÷àñòü

âåêòîðà çà îäèí øàã ïðèáëèçèòñÿ ñëîâàð¼ì D, à �÷¼òíàÿ� � áóäåò ïðèáëè-

æàòüñÿ ñëîâàð¼ì F çà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ïðè ðàçëîæåíèè äàííîãî
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âåêòîðà ïî ïàðå ñëîâàðåé àëãîðèòì ñîéä¼òñÿ çà äâà øàãà. Òåïåðü ïðèâåä¼ì

ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî.

1) ×èñòî æàäíîå ðàçëîæåíèå ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2.

Íà øàãå 1 ðàçëîæåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ñëîâàðþ D1.

r
PGA(D1,D2)
0 (x) = x, sup

d∈D1

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
0 (x), d

)∣∣∣ =
= max

(
sup
i

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
0 (x), (di)o

)∣∣∣ , sup
i

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
0 (x), f2i

)∣∣∣) =

= max(‖d1‖22, ‖d1‖∞) = 1,

è ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå (d1)o. Òîãäà ïîëó÷àåì,

÷òî ePGA(D1,D2)
1 (x) = (d1)o è x̂

PGA(D1,D2)
1 = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

r
PGA(D1,D2)
1 (x) = r

PGA(D1,D2)
0 (x)− x̂PGA(D1,D2)

1 e
PGA(D1,D2)
1 (x) = (d1)e.

Øàã 2. Ðàçëîæåíèå ïî ñëîâàðþ D2. Ñóïðåìóì

sup
d∈D2

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
1 (x), d

)∣∣∣ =
= max

(
sup
i

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
1 (x), (di)e

)∣∣∣ , sup
i

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
1 (x), f2i−1

)∣∣∣) =

= max
(
‖d1‖22, 0

)
= 1,

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âåêòîðå (d1)e. Ñëåäîâàòåëüíî, e
PGA(D1,D2)
2 (x) = (d1)e,

x̂
PGA(D1,D2)
2 = 1 è

r
PGA(D1,D2)
2 (x) = r

PGA(D1,D2)
1 (x)− x̂PGA(D1,D2)

2 e
PGA(D1,D2)
2 (x) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2

äëÿ âåêòîðà x ñõîäèòñÿ çà äâà øàãà.

2) Ïåðâûé øàã ÷èñòî æàäíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñëîâàðþ D1 ñîâïàäàåò

ñ ïåðâûì øàãîì àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé. Äàëåå àëãîðèòì áóäåò ýêâèâà-

ëåíòåí ÷èñòî æàäíîìó àëãîðèòìó ïî ñòàíäàðòíîìó ñëîâàðþ F

äëÿ íåôèíèòíîãî âåêòîðà d1. Çíà÷èò, àëãîðèòì íå áóäåò ñõîäèòüñÿ

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
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3) Àíàëîãè÷íî, ÷èñòî æàäíîå ðàçëîæåíèå ïî ñëîâàðþ D2 íå áóäåò

ñõîäèòüñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Óòâåðæäåíèå ïóíêòà I äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

ïîðÿäîê ñëîâàðåé D1 è D2 â ïàðå íåâàæåí.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà II òåîðåìû 4.1.

Âîçüì¼ì ñëîâàðè D1 = F è D2 =
{

1√
2
(f1 + f2),

1√
2
(f1 − f2)

}
∪ {fi}∞i=3

è ðàññìîòðèì äëÿ âåêòîðà x = f1 + f2 ÷èñòî æàäíîå ðàçëîæåíèå ïî ïàðå

ñëîâàðåé D1 è D2, à òàêæå ÷èñòî æàäíûå ðàçëîæåíèÿ ïî ñëîâàðÿì D1 è D2

ïî îòäåëüíîñòè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ñëîâà-

ðþ D1 ñîéä¼òñÿ çà äâà øàãà, à ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà

ïî ñëîâàðþ D2 ñîéä¼òñÿ çà îäèí øàã.

Äëÿ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 äîêàæåì,

÷òî â ñëó÷àå r PGA(D1,D2)
2n (x) = c(f1±f2) âåðíî r PGA(D1,D2)

2n+2 (x) = ±c
2
(f1±f2),

ãäå çíàêè ± íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî èçíà÷àëü-

íî r PGA(D1,D2)
0 (x) = f1 + f2, ïîëó÷èì, ÷òî r

PGA(D1,D2)
2n (x) = ± 1

2n
(f1 ± f2),

à çíà÷èò, ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 äëÿ âåêòîðà x

íå áóäåò ñõîäèòüñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Èòàê, ïóñòü r PGA(D1,D2)
2n (x) = c(f1 ± f2). Òîãäà íà øàãå 2n+ 1

sup
d∈D1

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
2n (x), d

)∣∣∣ = |c|
äîñòèãàåòñÿ íà äâóõ âåêòîðàõ f1 è f2. Âûáðàâ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ðàçëî-

æåíèÿ ePGA(D1,D2)
2n+1 (x) âåêòîð f1, ïîëó÷èì x̂

PGA(D1,D2)
2n+1 = c è

r
PGA(D1,D2)
2n+1 (x) = c(f1 ± f2)− cf1 = ±cf2 = Cf2.

Òîãäà íà øàãå 2n+ 2 ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
d∈D2

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
2n+1 (x), d

)∣∣∣ = |C|√
2

äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðàõ 1√
2
(f1 ± f2). Çíà÷èò, ePGA(D1,D2)

2n+2 (x) = 1√
2
(f1 ± f2),
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îòñþäà x̂PGA(D1,D2)
2n+2 = ± C√

2
è

r
PGA(D1,D2)
2n+2 (x) = Cf2 −

(
± C√

2

)
1√
2
(f1 ± f2) =

C

2
f1 ∓

C

2
f2 = ±

c

2
(f1 ∓ f2).

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Åñëè ePGA(D1,D2)
2n+1 (x) = f2, òî, àíàëîãè÷íî,

x̂
PGA(D1,D2)
2n+1 = ±c, îñòàòîê

r
PGA(D1,D2)
2n+1 (x) = c(f1 ± f2)− (±c)f2 = cf1

è íà øàãå 2n+ 2

sup
d∈D2

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
2n+1 (x), d

)∣∣∣ = |c|√
2

äîñòèãàåòñÿ íà 1√
2
(f1 ± f2). Çíà÷èò, e

PGA(D1,D2)
2n+2 (x) =

1√
2
(f1 ± f2), òîãäà

x̂
PGA(D1,D2)
2n+2 =

c√
2
è

r
PGA(D1,D2)
2n+2 (x) = cf1 −

c√
2
· 1√

2
(f1 ± f2) =

c

2
(f1 ∓ f2).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî r PGA(D1,D2)
2n+2 (x) = ±c

2
(f1± f2), è äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû 4.1 çàâåðøåíî.

Äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé

òåîðåìå 4.1. Òàêæå çà ñ÷¼ò áîëüøåãî ìíîæåñòâà ïðèáëèæàþùèõ âåêòîðîâ

àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé îæèäàåìî ìîæåò îêàçûâàòüñÿ áûñòðåå ñòàí-

äàðòíîãî àëãîðèòìà ïî êàæäîìó ñëîâàðþ ïî îòäåëüíîñòè, íî äîïîëíèòåëü-

íîå îãðàíè÷åíèå â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ âëå÷¼ò çà ñîáîé îáðàòíóþ ñèòóàöèþ.

Òàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2. Ñóùåñòâóþò

I. îðòîíîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2)

òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé ê íóëþ ïîëîæè-

òåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} ïðè âñåõ n ∈ N âåðíû ñîîòíîøå-

íèÿ

cPGA D1
2n−1 (x) > sn, cPGA D2

2n−1 (x) > sn, c
PGA (D1,D2)
2n+2 (x) = sn,
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II. îðòîíîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2)

òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé ê íóëþ ïîëîæè-

òåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} ïðè âñåõ n ∈ N âåðíû ñîîòíîøå-

íèÿ

cPGA D1
6n (x) = sn, cPGA D2

3n (x) =
√
2sn, c

PGA (D1,D2)
2n+2 (x) > sn.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà I.

Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ D = {di}∞i=1 òàêîé, ÷òî d2k

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñ ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàìè î÷åðåä-

íûõ 2k ýëåìåíòîâ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà F , òî åñòü d2k =
1√
2k

2k∑
n=1

f2k−1+n

ïðè k ∈ N, è ðàññìîòðèì âåêòîð x′ =
∞∑
k=1

1

2k
· d2k ∈ A1(F ) ∩ A1(D).

Äàëåå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1 â êà÷åñòâå ñëîâàðåé

âûáåðåì

D1 = {(di)o}∞i=1 ∪ {f2i}∞i=1 è D2 = {(di)e}∞i=1 ∪ {f2i−1}∞i=1.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëîæåíèÿ ïî ñëîâàðþ D1 ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íå÷¼òíûõ êîîðäèíàò ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîâàðü D,

à äëÿ ÷¼òíûõ � ñëîâàðü F . Ïðèáëèæàåìûé âåêòîð x âûáåðåì ñëåäóþùèì

îáðàçîì: x = x′o+x′e. Òîãäà ïðè ðàçëîæåíèè ïî ñëîâàðþ D1 íà ðàçëîæåíèå

âåêòîðà
1

2k
(d2k)e, êîòîðûé âõîäèò â �÷¼òíóþ ÷àñòü� âåêòîðà x, áóäåò çà-

òðà÷èâàòüñÿ âñ¼ áîëüøåå êîëè÷åñòâî øàãîâ â çàâèñèìîñòè îò k, â òî âðåìÿ

êàê ïðè ðàçëîæåíèè ïî ïàðå ñëîâàðåé äàííûé âåêòîð áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ

çà îäèí øàã. Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëîâàðÿ D2.

Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó âåêòîð x′ ïðèíàäëåæèò A1(F ) è A1(D),

òî âåêòîð x ïðèíàäëåæèò A1(D1) ∩ A1(D2).

Òàê êàê äëÿ âåêòîðà x′ è ñëîâàðåé D è F âåðíî ‖x′‖A1(D) =
∞∑
k=1

1
2k

= 1

è ‖x′‖A1(F ) =
∞∑
k=1

1
2k
· 1√

2k

2k∑
n=1

1 =
∞∑
k=1

1√
2k

=
1√
2

1− 1√
2

= 1+
√
2, òî äëÿ âûáðàííûõ

âåêòîðà x è ñëîâàðåé D1 è D2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖x‖A1(D1) = ‖x‖A1(D2) = ‖x‖A1(D1,D2) = ‖x
′‖A1(D) + ‖x′‖A1(F ) = 2 +

√
2.
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Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ðåàëèçàöèé ÷èñòî æàäíûõ àëãîðèò-

ìîâ è îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

1) Äëÿ ÷èñòî æàäíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 ïî èí-

äóêöèè äîêàæåì, ÷òî

r
PGA(D1,D2)
2(N−1) (x) =

∞∑
k=N

1

2k
· ((d2k)o + (d2k)e) .

Î÷åâèäíî, ýòî âåðíî äëÿ N = 1. Ïóñòü äàííîå ñîîòíîøåíèå âåðíî íà øàãå

2(N − 1), òîãäà íà øàãå 2N − 1 ïîëó÷àåì

sup
d∈D1

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
2(N−1) (x), d

)∣∣∣ =
= max

(
sup
i

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
2(N−1) (x), (di)o

)∣∣∣ , sup
i

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
2(N−1) (x), f2i

)∣∣∣) =

= max

(
1

2N
· ‖d2N‖22,

1

2N
· ‖d2N‖∞

)
=

1

2N
,

òî åñòü ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå (d2N)o. Çíà÷èò,

e
PGA(D1,D2)
2N−1 (x) = (d2N)o, îòñþäà x̂

PGA(D1,D2)
2N−1 =

1

2N
è

r
PGA(D1,D2)
2N−1 (x) =

∞∑
k=N+1

1

2k
((d2k)o + (d2k)e) +

1

2N
(d2N)e.

Íà øàãå 2N

sup
d∈D2

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
2N−1 (x), d

)∣∣∣ =
= max

(
sup
i

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
2N−1 (x), (di)e

)∣∣∣ , sup
i

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
2N−1 (x), f2i−1

)∣∣∣) =

= max

(
1

2N
· ‖d2N‖22,

1

2N
· ‖d2N‖∞

)
=

1

2N
,

ïðè÷¼ì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà òîëüêî íà âåêòîðå (d2N)e. Ñëåäîâàòåëüíî,

e
PGA(D1,D2)
2N (x) = (d2N)e è x̂

PGA(D1,D2)
2N =

1

2N
. Â èòîãå íà øàãå 2N îñòàòîê,

äåéñòâèòåëüíî, èìååò òðåáóåìûé âèä

r
PGA(D1,D2)
2N (x) =

∞∑
k=N+1

1

2k
· ((d2k)o + (d2k)e).

48



Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ N ∈ N âåðíî ðàâåíñòâî

‖r PGA(D1,D2)
2N (x)‖22 =

∞∑
k=N+1

2 · 1

22k
= 2 · 1

22(N+1)
· 1

1− 1
4

=
2

3
· 1

22N
,

çíà÷èò,

c
PGA(D1,D2)
2n+2 (x) =

‖r PGA(D1,D2)
2(n+1) (x)‖2
‖x‖A1(D1,D2)

=

√
2√

3 · (2 +
√
2)
· 1

2n+1
.

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ïîëîæèì sn =
1√

3(1+
√
2)
· 1
2n+1 .

2) Ðàññìîòðèì ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D1. Ñðàâíèâàÿ

äàííûé àëãîðèòì ñ ÷èñòî æàäíûì àëãîðèòìîì ïî ñòàíäàðòíîìó ñëîâàðþ

F äëÿ âåêòîðà x′, ïîëó÷àåì:

‖r PGA D1
2n−1 (x)‖22 > ‖r PGA F

2n−1 (x′)‖22 =
∞∑

k=n+1

1

22k
=

1

3
· 1

22n
.

Îòñþäà

cPGA D1
2n−1 (x) =

‖r PGA D1
2n−1 (x)‖2
‖x‖A1(D1)

>
1√
3
· 1
2n

(2 +
√
2)
>

1√
3(1 +

√
2)
· 1

2n+1
= sn.

3) Äëÿ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ñëîâàðþ D2 àíàëîãè÷íî äîêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî cPGA D2
2n−1 (x) > sn.

Èòàê, ïóíêò I òåîðåìû 4.2 äîêàçàí.

Çàìå÷àíèå. Ïîðÿäîê ñëîâàðåé D1 è D2 â ïàðå íåâàæåí.

Çàìå÷àíèå. Ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå x′ âåêòîðà
∞∑
k=1

√
1
k2 −

1
(k+1)2 · d2k

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íîðìû îñòàòêà íà ñîîòâåòñòâó-

þùåì øàãå:

‖r PGA D1
2n−1 (x)‖2 > Sn, ‖r PGA D2

2n−1 (x)‖2 > Sn, ‖r PGA (D1,D2)
2n+2 (x)‖2 = Sn,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn óáûâàåò ìåäëåííåå, à èìåííî Sn = 1√
2(n+1)

.

Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå x 6∈ A1(Di), i = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà II òåîðåìû 4.2.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ñëîâàðåé D1 = F è D2 =
{

1√
2
(f2n+1 ± f2n+2)

}∞
n=0

,
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à â êà÷åñòâå x âåêòîð
∞∑
k=0

1

22k
(f2k+1 + f2k+2) ∈ A1(D1) ∩ A1(D2). Â ýòîì

ñëó÷àå äëÿ ïðèáëèæåíèÿ âåêòîðà
1

22k
(f2k+1 + f2k+2), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

�ñîñòàâëÿþùåé ÷àñòüþ� âåêòîðà x, ñëîâàð¼ì D1 èëè ñëîâàð¼ì D2

ïî îòäåëüíîñòè ïîòðåáóåòñÿ îäèí èëè äâà øàãà. Åñëè ðàçëîæåíèå ðåàëè-

çóåòñÿ ïî ïàðå ñëîâàðåé, òî äëÿ ïðèáëèæåíèÿ òð¼õ òàêèõ ïîäðÿä èäóùèõ

âåêòîðîâ ïîòðåáóåòñÿ òåì áîëüøå âåêòîðîâ, ÷åì áîëüøå íîìåð k. Äàëåå

ïðèâîäèòñÿ ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ âåêòîðà x âåðíî ‖x‖A1(D1) =
∞∑
k=0

1

22k
· 2. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè

îáîçíà÷èì ÷åðåç s ÷èñëî
∞∑
k=0

1

22k
. Òîãäà

‖x‖A1(D1) = 2s, ‖x‖A1(D2) =
∞∑
k=0

1

22k
·
√
2 =
√
2s è ‖x‖A1(D1,D2) = 2s.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ äëÿ âûáðàííîãî

âåêòîðà x.

1) Äëÿ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ñëîâàðþ D1, î÷åâèäíî, âåðíî

r PGA D1
2n (x) =

∞∑
k=n

1

22k
(f2k+1 + f2k+2) è ‖r PGA D1

2n (x)‖22 =
∞∑
k=n

2 · 1

22k+1 .

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî, îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

sn = cPGA D1
6n (x) =

‖r PGA D1
6n (x)‖2
‖x‖A1(D1)

=
1

2s

√√√√ ∞∑
k=3n

2 · 1

22k+1 .

2) Àíàëîãè÷íî, äëÿ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ñëîâàðþ D2 èìåþò

ìåñòî ðàâåíñòâà

r PGA D2
n (x) =

∞∑
k=n

1

22k
(f2k+1 + f2k+2) è ‖r PGA D2

n (x)‖22 =
∞∑
k=n

2 · 1

22k+1 .

Çíà÷èò,

cPGA D2
3n (x) =

‖r PGA D2
3n (x)‖2
‖x‖A1(D2)

=
1√
2s

√√√√ ∞∑
k=3n

2 · 1

22k+1 =
√
2sn.
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3) Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëî-

âàðåé D1 è D2.

Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè íèæå áóäåò ðàñ-

ñìîòðåíà òîëüêî ÷àñòü âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà

ïî ïàðå ñëîâàðåé, îñòàëüíûå åãî ðåàëèçàöèè áóäóò îòëè÷àòüñÿ ëèøü

çíàêàìè êîîðäèíàò âåêòîðîâ r PGA (D1,D2)
n (x) è êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

x̂
PGA (D1,D2)
n .

Äîêàæåì, ÷òî íà òî, ÷òîáû �çàíóëèòü� î÷åðåäíûå 6 êîîðäèíàò (â ñòàí-

äàðòíîì áàçèñå F ), òðåáóåòñÿ 2n+1+2 èëè 2n+1+4 øàãîâ, ïðè ýòîì îñòàëü-

íûå êîîðäèíàòû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó âåðíî

ñîîòíîøåíèå

n∑
k=0

(2k+1 + 2) = 2 · 1− 2n+1

1− 2
+ 2(n+ 1) = 2n+2 + 2n > 2n+2,

íà øàãå 2n+2 âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà x è îñòàòêà r PGA(D1,D2)
2n+2 (x), êîðìå

ïåðâûõ 6n êîîðäèíàò, áóäóò ñîâïàäàòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì íåðàâåí-

ñòâî

‖r PGA (D1,D2)
2n+2 (x)‖22 >

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑

k=3n

1

22k
(f2k+1 + f2k+2)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

2

=
∞∑

k=3n

2 · 1

22k+1 ,

èç êîòîðîãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

c
PGA (D1,D2)
2n+2 (x) =

‖r PGA (D1,D2)
2n+2 (x)‖2
‖x‖A1(D1,D2)

>
1

2s

√√√√ ∞∑
k=3n

2 · 1

22k+1 = sn.

Èòàê, ïóñòü íà íåêîòîðîì ÷¼òíîì øàãå 2N âåðíî

r
PGA (D1,D2)
2N (x) =

∞∑
k=n

1

22k
(f2k+1 + f2k+2),

òîãäà ïîêàæåì, ÷òî ïðè 0 6 m 6 2n − 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r
PGA (D1,D2)
2N+2m (x) =

1

2m
· 1

22n
(f2n+1 + f2n+2) +

∞∑
k=n+1

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).

Ïðè m = 0 ïîëó÷àåì øàã 2N è ïî ïåðâîìó ïðåäïîëîæåíèþ äàííîå
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óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 0 6 m < 2n − 1

îñòàòîê r PGA (D1,D2)
2N+2m (x) èìååò òðåáóåìûé âèä, äîêàæåì, ÷òî

r
PGA (D1,D2)
2N+2(m+1) (x) =

1

2m+1
· 1

22n
(f2n+1 + f2n+2) +

∞∑
k=n+1

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).

Ðàññìîòðèì øàã 2N + 2m+ 1. Ïîñêîëüêó m < 2n− 1, òî èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî
1

2m
· 1

22n
>

1

22n+1 , îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
d∈D1

∣∣∣(r PGA (D1,D2)
2N+2m (x), d

)∣∣∣ = 1

2m
· 1

22n

äîñòèãàåòñÿ íà äâóõ âåêòîðàõ f2n+1 è f2n+2. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ýëåìåíòà

ðàçëîæåíèÿ ePGA (D1,D2)
2N+2m+1 (x) âåêòîð f2n+1 (âòîðîé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí), òîãäà

âåðíî x̂PGA (D1,D2)
2N+2m+1 =

1

2m
· 1

22n
è

r
PGA (D1,D2)
2N+2m+1 (x) =

1

2m
· 1

22n
· f2n+2 +

∞∑
k=n+1

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).

Øàã 2N + 2m+ 2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî m < 2n − 1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
1√
2
· 1

2m
· 1

22n
> 2 · 1√

2
· 1

22n+1 . Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
d∈D2

∣∣∣(r PGA (D1,D2)
2N+2m+1 (x), d

)∣∣∣ = 1√
2
· 1

2m
· 1

22n
,

ïðè÷¼ì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âåêòîðàõ 1√
2
(f2n+1±f2n+2). Íàïðè-

ìåð, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ePGA (D1,D2)
2N+2k+2 (x) = 1√

2
(f2n+1− f2n+2) (âòîðîé ñëó÷àé

àíàëîãè÷åí). Òîãäà x̂PGA (D1,D2)
2N+2k+2 = − 1√

2
· 1

2k
· 1

22n
è, îïóñêàÿ âûêëàäêè,

ïîëó÷àåì, ÷òî

r
PGA (D1,D2)
2N+2m+2 (x) =

1

2m+1
· 1

22n
(f2n+1 + f2n+2) +

∞∑
k=n+1

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðèm = 2n−1 äëÿ îñòàòêà ñïðàâåäëèâî
òðåáóåìîå ðàâåíñòâî:

r
PGA (D1,D2)
2N+2n+1−2 (x) =

1

22n+1−1 (f2n+1 + f2n+2) +
∞∑

k=n+1

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).
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Íà ñëåäóþùåì øàãå 2N+2n+1−1 âñ¼ åù¼ âåðíî ePGA (D1,D2)
2N+2n+1−1 (x) = f2n+1

èëè ePGA (D1,D2)
2N+2n+1−1 (x) = f2n+2 è, íàïðèìåð, âûáðàâ ïåðâûé âàðèàíò (âòîðîé

àíàëîãè÷åí), ïîëó÷àåì

r
PGA (D1,D2)
2N+2n+1−1 (x) =

1

22n+1−1 · f2n+2 +
∞∑

k=n+1

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).

Øàã 2N + 2n+1. Ñóïðåìóì

sup
d∈D2

∣∣∣(r PGA (D1,D2)
2N+2n+1−1 (x), d

)∣∣∣ = max

(
1√
2
· 1

22n+1−1 , 2 ·
1√
2
· 1

22n+1

)
=

1√
2
· 1

22n+1

äîñòèãàåòñÿ íà òð¼õ âåêòîðàõ, à èìåííî, 1√
2
(f2n+1±f2n+2) è 1√

2
(f2n+3+f2n+4).

Â äàííîì ñëó÷àå íå âñå ñëó÷àè áóäóò àíàëîãè÷íûìè, ïîýòîìó ðàçáåð¼ì èõ

îòäåëüíî.

Ñëó÷àé, êîãäà ePGA (D1,D2)
2N+2n+1 (x) = 1√

2
(f2n+1+ f2n+2), àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ

e
PGA (D1,D2)
2N+2n+1 (x) = 1√

2
(f2n+1 − f2n+2), ïîýòîìó, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü, íà-

ïðèìåð, òîëüêî âòîðîé ñëó÷àé. Çäåñü x̂PGA (D1,D2)
2N+2n+1 = − 1√

2
· 1

22n
è, îïóñêàÿ

âûêëàäêè, ïîëó÷àåì

r
PGA (D1,D2)
2N+2n+1 (x) =

1

22n+1 (f2n+1+f2n+2+f2n+3+f2n+4)+
∞∑

k=n+2

1

22k
(f2k+1+f2k+2).

Íà øàãå 2N + 2n+1 + 1

sup
d∈D1

∣∣∣(r PGA (D1,D2)
2N+2n+1 (x), d

)∣∣∣ = 1

22n+1 ,

ïðè ýòîì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà ÷åòûð¼õ âåêòîðàõ f2n+i, ãäå i = 1, 2, 3, 4.

Çäåñü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà äàííîì øàãå

â êà÷åñòâå ïðèáëèæàþùåãî âåêòîðà ePGA (D1,D2)
2N+2n+1+1 (x) âûáèðàåòñÿ âåêòîð f2n+1,

òîãäà x̂PGA (D1,D2)
2N+2n+1+1 (x) =

1

22n+1 è

r
PGA (D1,D2)
2N+2n+1+1 (x) =

1

22n+1 (f2n+2 + f2n+3 + f2n+4) +
∞∑

k=n+2

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).

Òîãäà íà øàãå 2N + 2n+1 + 2 ñóïðåìóì
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sup
d∈D2

∣∣∣(r PGA (D1,D2)
2N+2n+1+1 (x), d

)∣∣∣ = 2 · 1√
2
· 1

22n+1

äîñòèãàåòñÿ íà 1√
2
(f2n+3+f2n+4), òî åñòü e

PGA (D1,D2)
2N+2n+1+2 (x) = 1√

2
(f2n+3+f2n+4)

è x̂PGA (D1,D2)
2N+2n+1+2 (x) = 2 · 1√

2
· 1

22n+1 , îòñþäà

r
PGA (D1,D2)
2N+2n+1+2 (x) =

1

22n+1 f2n+2 +
∞∑

k=n+2

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).

Øàã 2N + 2n+1 + 3.

sup
d∈D1

∣∣∣(r PGA (D1,D2)
2N+2n+1+2 (x), d

)∣∣∣ = 1

22n+1

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âåêòîðå f2n+2, îòêóäà îäíîçíà÷íî ñëåäóåò, ÷òî

e
PGA (D1,D2)
2N+2n+1+3 (x) = f2n+2, x̂

PGA (D1,D2)
2N+2n+1+3 (x) =

1

22n+1 è

r
PGA (D1,D2)
2N+2n+1+1 (x) =

∞∑
k=n+2

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).

Íî, ïîñêîëüêó öèêë äîëæåí çàâåðøàòüñÿ íà ÷¼òíîì øàãå, ðàññìîòðèì

åù¼ îäèí øàã, òî åñòü øàã 2N + 2n+1 + 4. Çäåñü

sup
d∈D2

∣∣∣(r PGA (D1,D2)
2N+2n+1+3 (x), d

)∣∣∣ = 2 · 1√
2
· 1

22n+2

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âåêòîðå 1√
2
(f2n+5 + f2n+6). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

e
PGA (D1,D2)
2N+2n+1+4 (x) = 1√

2
(f2n+5 + f2n+6) è x̂

PGA (D1,D2)
2N+2n+1+4 (x) = 2 · 1√

2
· 1

22n+2 . Òàêèì

îáðàçîì,

r
PGA (D1,D2)
2N+2n+1+4 (x) =

∞∑
k=n+3

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).

Ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé, êîãäà e2N+2n+1(x) = 1√
2
(f2n+3+f2n+4).

Çäåñü x̂2N+2n+1 = 2 · 1√
2
· 1

22n+1 è

r2N+2n+1(x) =
1

22n+1−1 · f2n+2 +
∞∑

k=n+2

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).
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Äàëåå, øàã 2N + 2n+1 + 1:

sup
d∈D1

∣∣∣(r PGA (D1,D2)
2N+2n+1 (x), d

)∣∣∣ = 1

22n+1−1

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âåêòîðå f2n+2, ñëåäîâàòåëüíî, e
PGA (D1,D2)
2N+2n+1+1 (x) = f2n+2

è x̂PGA (D1,D2)
2N+2n+1+1 (x) =

1

22n+1−1 , òîãäà

r
PGA (D1,D2)
2N+2n+1+1 (x) =

∞∑
k=n+2

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).

×òîáû çàâåðøèòü öèêë íà ÷¼òíîì øàãå, ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíî

øàã 2N + 2n+1 + 2.

sup
d∈D2

∣∣∣(r PGA (D1,D2)
2N+2n+1+1 (x), d

)∣∣∣ = 2 · 1√
2
· 1

22n+2

äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå 1√
2
(f2n+5 + f2n+6). Ïî îïðåäåëåíèþ,

e
PGA (D1,D2)
2N+2n+1+2 (x) = 1√

2
(f2n+5 + f2n+6) è x̂

PGA (D1,D2)
2N+2n+1+2 (x) = 2 · 1√

2
· 1

22n+2 .

Îòñþäà

r
PGA (D1,D2)
2N+2n+1+2 (x) =

∞∑
k=n+3

1

22k
(f2k+1 + f2k+2).

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, çà î÷åðåäíûå 2n+1 + 2 èëè 2n+1 + 4

øàãîâ òîëüêî �çàíóëÿþòñÿ� î÷åðåäíûå 6 êîîðäèíàò âåêòîðà x è òåîðåìà

4.2 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ðåçóëüòàò âòîðîãî ïóíêòà äàííîé òåîðåìû ìîæíî

óñèëèòü â ñëåäóþùåì ñìûñëå: íàéäóòñÿ ñëîâàðè è âåêòîð òàêèå, ÷òî

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé

íà øàãå ñ íîìåðîì f(n) áóäåò áîëüøå, ÷åì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñòàíäàðò-

íûõ ÷èñòî æàäíûõ àëãîðèòìîâ íà øàãå 3n ïî îäíîìó ñëîâàðþ è íà øàãå 6n

ïî äðóãîìó, ãäå f(n) ðàñò¼ò áûñòðåå, ÷åì 2n. Äëÿ ýòîãî áóäåò íåîáõîäèìî

âûáðàòü âåêòîð x, êîîðäèíàòû êîòîðîãî óáûâàþò áûñòðåå, ÷åì â ïðèâåä¼í-

íîì äîêàçàòåëüñòâå.

×òîáû �ñêîìïåíñèðîâàòü� ðàçíèöó ìåæäó ìíîæåñòâàìè, ïî êîòîðûì

ïðîèñõîäèò ïðèáëèæåíèå, äîïîëíèòåëüíî ê ðàññìîòðåíèþ ðàçëîæåíèÿ
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ïî ñëîâàðÿì D1 è D2 ïî îòäåëüíîñòè ñðàâíèì ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì

ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 ñ ÷èñòî æàäíûì àëãîðèòìîì ïî èõ îáúåäèíåíèþ

D = D1 ∪ D2. Â ýòîì ñëó÷àå ñëîâàðü äëÿ ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà óæå

íå ÿâëÿåòñÿ ìåíüøå, ÷åì ìíîæåñòâî ïðèáëèæàþùèõ âåêòîðîâ â ñëó÷àå àë-

ãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé.

Çäåñü, êîíå÷íî, âåðåí àíàëîã âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû 4.1. Îäíàêî ðàç-

äåëåíèå ñëîâàðÿD = D1∪D2 íà äâà è ïðîâåäåíèå àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâà-

ðåé íàêëàäûâàåò îïðåäåë¼ííîå îãðàíè÷åíèå, áëàãîäàðÿ ÷åìó ÷èñòî æàäíûé

àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé òàêæå ìîæåò îêàçûâàòüñÿ áûñòðåå ñòàíäàðòíî-

ãî àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 4.3. Ñóùåñòâóþò

I. îðòîíîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2)

òàêèå, ÷òî

1) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D = D1∪D2 ñõîäèòñÿ çà êî-

íå÷íîå ÷èñëî øàãîâ,

2) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 íå ñõîäèòñÿ

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

II. íîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1)∩A1(D2) òàêèå,

÷òî

1) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D = D1 ∪ D2 íå ñõîäèòñÿ

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ,

2) ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 ñõîäèòñÿ

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà I, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå âòîðîãî ïóíê-

òà òåîðåìû 4.1 â êà÷åñòâå ñëîâàðåé âûáåðåì ñëåäóþùèå ñëîâàðè: D1 = F

èD2 =
{

1√
2
(f1 + f2),

1√
2
(f1 − f2)

}
∪{fi}∞i=3. Ðàññìîòðèì àëãîðèòìû äëÿ âåê-

òîðà x = f1 + f2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñòî æàäíîå ðàçëîæåíèå ïî ñëîâàðþ D = D1 ∪ D2

ñõîäèòñÿ çà 1 øàã; ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñòî æàäíîå ðàçëîæåíèå ïî ïàðå
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ñëîâàðåé D1 è D2 íå ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 4.1).

Ïóíêò I òåîðåìû äîêàçàí.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà II.

Îïðåäåëèì âåêòîð f ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f =
1√
2
· f1 −

∞∑
k=1

1
√
3
k
fk+1, òîãäà ‖f‖22 =

1

2
+
∞∑
k=1

1

3k
=

1

2
+

1

3
· 1

1− 1
3

= 1,

è f � åäèíè÷íûé âåêòîð â `2.

Â êà÷åñòâå ñëîâàðåé âûáåðåì D1 = F è D2 = F ∪ {f} è ðàñ-

ñìîòðèì ÷èñòî æàäíûå àëãîðèòìû äëÿ âåêòîðà x =
√
2f1 −

√
3f2.

Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé ñõîäèòñÿ çà äâà øàãà, à ïðè ðàç-

ëîæåíèè ïî îáúåäèíåíèþ äâóõ ñëîâàðåé ñíà÷àëà ïîëó÷àåòñÿ íåôèíèòíûé

îñòàòîê, à äàëåå íà êàæäîì øàãå çàíóëÿåòñÿ íàèáîëüøàÿ ïî ìîäóëþ

êîîðäèíàòà.

1) ×èñòî æàäíîå ðàçëîæåíèå ïî ñëîâàðþ D = D1 ∪D2.

Øàã 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

sup
d∈D

∣∣∣(r PGA D1∪D2
0 (x), d

)∣∣∣ = max
(√

3, 2
)
= 2,

è ïðè ýòîì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà îäíîì âåêòîðå f . Ñëåäîâàòåëü-

íî, ePGA D1∪D2
1 (x) = f è x̂PGA D1∪D2

1 = 2, îòñþäà

r PGA D1∪D2
1 (x) =

√
2 · f1 −

√
3 · f2 − 2 ·

(
1√
2
· f1 −

∞∑
k=1

1
√
3
k
fk+1

)
=

= − 1√
3
· f2 +

∞∑
k=2

2
√
3
k
fk+1.

Øàã 2. Î÷åâèäíî, ÷òî

sup
d∈D

∣∣∣(r PGA D1∪D2
1 (x), d

)∣∣∣ = 2
√
3
2 ,

è ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå � f3. Òîãäà ïîëó÷àåì,

÷òî ePGA D1∪D2
2 (x) = f3, x̂

PGA D1∪D2
2 = 2√

3
2 è
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r PGA D1∪D2
2 (x) = − 1√

3
· f2 +

∞∑
k=3

2
√
3
k
fk+1.

Øàã 3. Ïîñêîëüêó

(r PGA D1∪D2
2 (x), f) =

1

3
− 2

∞∑
k=3

1

3k
=

1

3
− 2 · 1

27
· 1

1− 1
3

=
2

9
,

òî

sup
d∈D

∣∣∣(r PGA D1∪D2
2 (x), d

)∣∣∣ = 1√
3
,

è ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âåêòîðå f2. Çíà÷èò, e
PGA D1∪D2
3 (x) = f2

è x̂PGA D1∪D2
3 = − 1√

3
, ñëåäîâàòåëüíî,

r PGA D1∪D2
3 (x) =

∞∑
k=3

2
√
3
k
fk+1.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè n > 3 äëÿ îñòàòêà âåðíî ðàâåíñòâî

r PGA D1∪D2
n (x) =

∞∑
k=n

2
√
3
k
fk+1.

Ïðè n = 3 äàííîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî. Ïðè n > 3 ïðåäïîëîæèì,

÷òî âåðíî

r PGA D1∪D2
n−1 (x) =

∞∑
k=n−1

2
√
3
k
fk+1.

Òîãäà íà øàãå n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(r PGA D1∪D2
n−1 (x), f) = 2

∞∑
k=n−1

1

3k
= 2 · 1

3n−1
· 1

1− 1
3

=
1

3n−2

è

sup
d∈D

∣∣∣(r PGA D1∪D2
n−1 (x), d

)∣∣∣ = 2
√
3
n−1

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà fn. Îòñþäà ePGA D1∪D2
n (x) = fn è x̂PGA D1∪D2

n = 2√
3
n−1 .

Òîãäà, äåéñòâèòåëüíî,

r PGA D1∪D2
n (x) =

∞∑
k=n

2
√
3
k
fk+1.
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Èòàê, àëãîðèòì ïî îáúåäèíåíèþ äâóõ ñëîâàðåé çà êîíå÷íîå ÷èñëî øà-

ãîâ íå ñõîäèòñÿ.

2) Ðàññìîòðèì ÷èñòî æàäíîå ðàçëîæåíèå ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2.

Íà øàãå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
d∈D1

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
0 (x), d

)∣∣∣ = √3,
ïðè÷¼ì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà îäíîì âåêòîðå f2. Ñëåäîâàòåëüíî,

e
PGA(D1,D2)
1 (x) = f2 è, çíà÷èò, x̂

PGA(D1,D2)
1 = −

√
3. Îòñþäà

r
PGA(D1,D2)
1 (x) = r

PGA(D1,D2)
0 (x)− x̂PGA(D1,D2)

1 e
PGA(D1,D2)
1 (x) =

√
2 · f1.

Øàã 2. Âåðíî, ÷òî

sup
d∈D2

∣∣∣(r PGA(D1,D2)
1 (x), d

)∣∣∣ = max

(√
2,
√
2 · 1√

2

)
=
√
2,

è ïðè ýòîì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå � f1. Çäåñü

e
PGA(D1,D2)
2 (x) = f1 è x̂

PGA(D1,D2)
2 =

√
2, òîãäà

r
PGA(D1,D2)
2 (x) = r

PGA(D1,D2)
1 (x)− x̂PGA(D1,D2)

2 e
PGA(D1,D2)
2 (x) = 0.

Àëãîðèòì ñõîäèòñÿ çà 2 øàãà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ íåïîëíûõ

�ñëîâàðåé�, íàïðèìåð, âûáðàâ â êàæäîì èç ïóíêòîâ ñîîòâåòñòâóþùèå �ñëî-

âàðè� D1 \ {f3} è D2 \ {f4}.

Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíèâàÿ ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì è ÷èñòî æàäíûé

àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â çàâèñèìîñòè

îò ñëîâàðåé è ïðèáëèæàåìîãî âåêòîðà ñòàíäàðòûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü

êàê áûñòðåå, òàê è ìåäëåííåå ñâîåé ìîäèôèêàöèè.
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4.2 Ñðàâíåíèå îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà è

îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëî-

âàðåé.

Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ

ñëîâàðåé èìååò ìåñòî ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè

äàííîãî àëãîðèòìà íà ïðîèçâîëüíîì âåêòîðå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà,

àíàëîãè÷íûé òåîðåìå J î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà

ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé. Áîëåå òî÷íî, âåðíî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.4. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòå-

ìû âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé {D1, D2, . . . , DN} è ëþáîãî âåêòîðà

x ∈ H îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ

ñëîâàðåé {D1, D2, . . . , DN} ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Â äîêàçàòåëüñòâå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåìû G äëÿ ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà, ïðèâåä¼í-

íîííîãî â ñòàòüå [30].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.4.

Îáîçíà÷èì D = {D1, D2, . . . , DN}.
ÏóñòüHn = span(eOGA D1 (x), eOGA D2 (x), . . . eOGA Dn (x)), òîãäàHn ⊂ Hn+1

è, ñëåäîâàòåëüíî, {PHn
} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó v. Äîïóñòèì,

÷òî v 6= x, è îáîçíà÷èì u = x − v 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò δ > 0

òàêîå, ÷òî

max
k∈1,N

sup
d∈Dk

|(u, d)| > 2δ,

è max äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì k = K.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî n0 ïðè âñåõ n > n0 âåðíî

sup
d∈DK

|(rOGA Dn (x), d)| > δ.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

κ(i) ñëåäóþùèì îáðàçîì: κ(1) = n0, κ(i + 1) = min{n > κ(i) : i(n) = K}
ïðè i ∈ N.
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Çàìåòèì, ÷òî x = rOGA Dn−1 (x) + Proj{eOGA D
k (x)}n−1

k=1

x, ñëåäîâàòåëüíî,

rOGADn (x) = x−Proj{eOGAD
k (x)}n

k=1

x = rOGADn−1 (x)−Proj{eOGAD
k (x)}n

k=1

rOGADn−1 (x).

Îòñþäà

‖rOGA Dn (x)‖22 6 ‖rOGA Dn−1 (x)‖22 − (rOGA Dn (x), eOGA Dn (x))2 =

= ‖rOGA Dn−1 (x)‖22 − sup
d∈Di

|(rOGA Dn (x), d)|2.

Òîãäà ïðè n = κ(i) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖rOGA Dn (x)‖22 6 ‖rOGA Dn−1 (x)‖22 − δ2,

à ïðè îñòàëüíûõ n âåðíî ñîîòíîøåíèå

‖rOGA Dn (x)‖22 6 ‖rOGA Dn−1 (x)‖22.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖rOGA Dκ(i+1) (x)‖22 6 ‖rOGA Dκ(i) (x)‖22 − δ2 6 ‖rOGA Dn0
(x)‖22 − δ2i < 0,

ïðè i > n0 +

(‖rOGA Dn0
(x)‖2

δ

)2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, v = x è àëãîðèòì

ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðè ñðàâíåíèè îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé

è îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè òåîðå-

ìû, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 4.1�4.3, ñôîðìóëèðîâàííûì äëÿ ÷èñòî æàäíîãî

àëãîðèòìà ïî ïàðå ñëîâàðåé â ðàçäåëå 4.1.

Òàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

ñëîâàðè íå îáÿçàòåëüíî îðòîãîíàëüíû).

Òåîðåìà 4.5. Ñóùåñòâóþò

I. îðòîíîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2)

òàêèå, ÷òî
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1) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D1 è îðòîãîíàëü-

íûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D2 íå ñõîäÿòñÿ çà êîíå÷íîå

÷èñëî øàãîâ,

2) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 ñõî-

äèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

II. íîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1)∩A1(D2) òàêèå,

÷òî

1) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D1 è îðòîãîíàëü-

íûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D2 ñõîäÿòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî øàãîâ,

2) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2

íå ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà I äàííîé òåîðåìû ïî÷òè äîñëîâíî ñîâïàäàåò

ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïóíêòà I òåîðåìû 4.1.

Çàìå÷àíèå. Ïîðÿäîê ñëîâàðåé D1 è D2 â ïàðå íåâàæåí.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà II òåîðåìû 4.5.

Îïðåäåëèì äâà âåêòîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f =
∞∑
k=1

1
√
2
k
fk, f ′ =

√
3

2
f2 +

∞∑
k=3

1
√
2
k
fk.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ‖f‖2 = 1 è ‖f ′‖2 = 1. Â êà÷åñòâå ñëîâàðåé âûáåðåì

íîðìèðîâàííûå ñëîâàðè

D1 = {f ′} ∪ F \ {f3} è D2 =

{
f,

√
2

3
f2 +

√
1

3
f3

}
∪ F \ {f2},

à â êà÷åñòâå ïðèáëèæàåìîãî âåêòîðà âûáåðåì x =
∞∑
k=1

1√
2
kfk = f .

1) Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D1.

Øàã 1. Ïî îïðåäåëåíèþ rOGA D1
0 (x) = x, è, ïîñêîëüêó

(x, f ′) =

√
3

2
· 1
2
+
∞∑
k=3

1

2k
=

√
3

4
+

1

4
=

√
3 + 1

4
,
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èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
d∈D1

(
rOGA D1
0 (x), d

)
= max

(
1√
2
,

√
3 + 1

4

)
=

1√
2
,

ïðè÷¼ì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå � f1. Òàêèì îáðà-

çîì, eOGA D1
1 (x) = f1 è

rOGA D1
1 (x) =

∞∑
k=2

1
√
2
k
fk.

Øàã 2. Çäåñü (rOGA D1
1 (x), f ′) = (x, f ′) =

√
3+1
4 è

sup
d∈D1

(
rOGA D1
1 (x), d

)
= max

(
1

2
,

√
3 + 1

4

)
=

√
3 + 1

4
,

ïðè ýòîì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âåêòîðå f ′. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî eOGA D1
2 (x) = f ′ è

rOGA D1
2 (x) =

∞∑
k=2

1
√
2
k
fk −

√
3 + 1

4

(√
3

2
f2 +

∞∑
k=3

1
√
2
k
fk

)
=

=

(
1

2
−
√
3 + 1

4
·
√
3

2

)
f2 +

(
1−
√
3 + 1

4

) ∞∑
k=3

1
√
2
k
fk =

=
1−
√
3

8
f2 +

3−
√
3

4

∞∑
k=3

1
√
2
k
fk.

Íà øàãå 3 ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
d∈D1

(
rOGA D1
2 (x), d

)
= max

(√
3− 1

8
,
3−
√
3

4
· 1
√
2
4

)
=

√
3− 1

8
,

è ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå � f2. Ñëåäîâàòåëüíî,

â êà÷åñòâå âåêòîðà ðàçëîæåíèÿ eOGA D1
3 (x) îäíîçíà÷íî âûáèðàåòñÿ f2,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî rOGA D1
3 (x) = x− Proj<f1,f2,f ′>x = 0.

Èòàê, äàííûé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ çà òðè øàãà.

2) Îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D2, î÷åâèäíî, ñõî-

äèòñÿ çà îäèí øàã.

63



3) Òåïåðü ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëî-

âàðåé D1 è D2.

Ïåðâûé øàã äàííîãî àëãîðèòìà ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì øàãîì îðòîãî-

íàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ñëîâàðþ D1, ðàññìîòðåííîãî âûøå. Ñëå-

äîâàòåëüíî, eOGA (D1,D2)
1 (x) = f1 è

r
OGA (D1,D2)
1 (x) =

∞∑
k=2

1
√
2
k
fk.

Øàã 2 ïðîâîäèòñÿ ïî ñëîâàðþ D2. Çäåñü

(r
OGA (D1,D2)
1 (x), f) =

∞∑
k=2

1

2k
=

1

2
,

(
r
OGA (D1,D2)
1 (x),

√
2

3
f2 +

√
1

3
f3

)
=

1
√
2
2 ·
√

2

3
+

1
√
2
3 ·
√

1

3
=

√
3

8
,

ïîýòîìó

sup
d∈D2

(
r
OGA (D1,D2)
1 (x), d

)
= max

(
1

2
,

√
3

8
,

1
√
2
3

)
=

√
3

8
,

ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå
√

2
3f2 +

√
1
3f3. Çíà÷èò,

e
OGA (D1,D2)
2 (x) =

√
2
3f2 +

√
1
3f3 è

r
OGA (D1,D2)
2 (x) =

∞∑
k=4

1
√
2
k
fk.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî

{eOGA (D1,D2)(x)
i }n−1i=1 =

{
f1,

√
2

3
f2 +

√
1

3
f3

}
∪ {fi}ni=4

(çäåñü ïðè n = 3 âòîðîå ìíîæåñòâî â îáúåäèíåíèè ïîäðàçóìåâàåòñÿ

ïóñòûì) è, ñîîòâåòñòâåííî,

r
OGA (D1,D2)
n−1 (x) =

∞∑
k=n+1

1
√
2
k
fk,
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ïîêàæåì, ÷òî íà ñëåäóþùåì øàãå âåðíî eOGA (D1,D2)
n (x) = fn+1 è

rOGA (D1,D2)
n (x) =

∞∑
k=n+2

1
√
2
k
fk.

Íà øàãå n ïî Di

(r
OGA (D1,D2)
n−1 (x), f) = (r

OGA (D1,D2)
n−1 (x), f ′) =

∞∑
k=n+1

1

2k
=

1

2n
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

sup
d∈Di

(
r
OGA (D1,D2)
n−1 (x), d

)
= max

(
1

2n
,

1
√
2
n+1

)
=

1
√
2
n+1 ,

è ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âåêòîðå fn+1. Çíà÷èò, äåéñòâèòåëüíî,

e
OGA (D1,D2)
n (x) = fn+1 è

rOGA (D1,D2)
n (x) =

∞∑
k=n+2

1
√
2
k
fk.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì íå ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Òåîðåìà 4.5 äîêàçàíà.

Òàêæå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

(äëÿ íåîðòîãîíàëüíûõ ñëîâàðåé).

Òåîðåìà 4.6. Ñóùåñòâóþò

I. îðòîíîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2)

òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé ê íóëþ ïîëîæè-

òåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} ïðè âñåõ n ∈ N âåðíû ñîîòíîøå-

íèÿ

cOGA D1
2n−1 (x) > sn, cOGA D2

2n−1 (x) > sn, c
OGA (D1,D2)
2n+2 (x) = sn,

II. íîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1)∩A1(D2) òàêèå,

÷òî äëÿ íåêîòîðîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé ê íóëþ ïîëîæèòåëüíîé
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} ïðè âñåõ n ∈ N âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

cOGA D1
3n (x) = sn, cOGA D2

n (x) > sn, c
OGA (D1,D2)
2n+1−2 (x) = sn.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî ïóíêòà äàííîé òåîðåìû òàêæå ïî÷òè äî-

ñëîâíî ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïåðâîãî ïóíêòà òåîðåìû 4.2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà II.

Äëÿ i ∈ N îïðåäåëèì âåêòîðû di è d′i: ïîëîæèì

di =
2i∑
k=1

1
√
2
k
fσi+k +

1
√
2
2i
fσi+2i+1,

d′i =

√
3

2
fσi+2 +

2i∑
k=3

1
√
2
k
fσi+k +

1
√
2
2i
fσi+2i+1,

ãäå σi =
i−1∑
k=1

(2k+1) = 2i+ i− 2 ïðè i 6= 1 è σ1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ‖di‖2 = 1

è ‖d′i‖2 = 1 ïðè âñåõ i ∈ N, à ñèñòåìû {d′i}i∈N è {di}i∈N ÿâëÿþòñÿ îðòîíîð-

ìèðîâàííûìè.

Ðàññìîòðèì íîðìèðîâàííûå ñëîâàðè

D1 = {d′i}i∈N ∪ F \ {fσi+3}i∈N,

D2 = {di}i∈N ∪

{√
2

3
fσi+2 +

√
1

3
fσi+3

}
i∈N

∪ F \ {fσi+2}i∈N

è ïðèáëèæàåìûé âåêòîð x =
∞∑
i=0

1

22i
di ∈ A1(D1) ∩ A1(D2).

Âåêòîðû di èìåþò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñëîâàð¼ì D1:

di = d′i +
1√
2
fσi+1 +

1−
√
3

2
fσi+2, i ∈ N.

Çíà÷èò, ‖di‖A1(D1) = 1 + 1√
2
+ 1−

√
3

2 = 3+
√
2−
√
3

2 ïðè i ∈ N.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

‖x‖A1(D1) =
∞∑
i=0

1

22i
‖di‖A1(D1) =

3 +
√
2−
√
3

2

∞∑
i=0

1

22i
.
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Îáîçíà÷èì ñóììó ðÿäà
∞∑
i=0

1
22i

÷åðåç s. Òîãäà äëÿ âåêòîðà x ñïðàâåä-

ëèâû ðàâåíñòâà

‖x‖A1(D2) =
∞∑
i=0

1

22i
‖di‖A1(D2) =

∞∑
i=0

1

22i
= s

è

‖x‖A1(D1,D2) =
3 +
√
2−
√
3

2
s.

Îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D1 íà êàæäûõ òð¼õ

øàãàõ âèäà 3i+1, 3i+2, 3i+3 àíàëîãè÷åí îðòîãîíàëüíîìó æàäíîìó àëãî-

ðèòìó ïî ïåðâîìó ñëîâàðþ èç äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû 4.5

è çà êàæäûå òðè òàêèõ øàãà ïðèáëèæàåòñÿ ñëàãàåìîå 1
22i
di. Òàêèì îáðàçîì,

íà øàãå 3n ïîëó÷àåì

rOGA D1
3n (x) =

∞∑
i=n+1

1

22i
di.

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî, ïîëîæèì

sn =

√
∞∑

i=n+1

1

22i+1

3+
√
2−
√
3

2 s
=
‖rOGA D1

3n (x)‖2
‖x‖A1(D1)

= cOGA D1
3n (x).

Ðàññìîòðèì äàëåå îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D2.

Î÷åâèäíî, íà êàæäîì øàãå eOGA D2
n (x) = dn−1. Òîãäà

rOGA D2
n (x) =

∞∑
i=n+1

1

22i
di,

è äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåì îöåíêó

cOGA D2
n (x) =

√
∞∑

i=n+1

1

22i+1

s
=

3 +
√
2−
√
3

2
sn > sn.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà

ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2. ×òîáû ñîêðàòèòü èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà,

áóäåì îïèðàòüñÿ íà äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû 4.5,
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íå ðàññìàòðèâàÿ øàãè.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âñåõ n ∈ N âåðíî

{eOGA (D1,D2)
k (x)}2n−2+2n

k=2n−2+1 =

{
fσn+1,

√
2

3
fσn+2 +

√
1

3
fσn+3

}
∪ {fσn+k}2

n+1
k=4 ,

ãäå
n∑
i=1

2i = 2n+1 − 2, è äëÿ îñòàòêà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

r
OGA (D1,D2)
2n+1−2 (x) =

∞∑
i=n+1

1

22i
di.

Ñëåäîâàòåëüíî,

c
OGA (D1,D2)
2n+1−2 (x) = sn.

Èòàê, òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñðàâíèâàÿ îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåéD1 èD2

ñ îðòîãîíàëüíûì æàäíûì àëãîðèòìîì ïî îáúåäèíåíèþ äàííûõ ñëîâàðåé

D = D1 ∪D2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.7. Ñóùåñòâóþò

I. íîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1)∩A1(D2) òàêèå,

÷òî

1) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D = D1 ∪D2 ñõî-

äèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ,

2) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 íå ñõî-

äèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

II. íîðìèðîâàííûå ñëîâàðè D1 è D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1)∩A1(D2) òàêèå,

÷òî

1) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ D = D1∪D2 íå ñõî-

äèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ,

2) îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 ñõî-

äèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà I âûáåðåì òå æå íîðìèðîâàííûå

ñëîâàðè è ïðèáëèæàåìûé âåêòîð, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå âòîðîãî ïóíêòà

òåîðåìû 4.5:

D1 = {f ′} ∪ F \ {f3} è D2 =

{
f,

√
2

3
f2 +

√
1

3
f3

}
∪ F \ {f2},

ãäå

f =
∞∑
k=1

1
√
2
k
fk, f ′ =

√
3

2
f2 +

∞∑
k=3

1
√
2
k
fk,

è ïîëîæèì x = f .

Òîãäà ñòàíäàðòíûé îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ

D = D1 ∪ D2 ñõîäèòñÿ çà îäèí øàã, à îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì

ïî ïàðå ñëîâàðåé D1 è D2 íå ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ (ñì. äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû 4.5).

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà II.

Îïðåäåëèì âåêòîð f ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f =
∞∑
k=2

1
√
2
k−1fk.

Î÷åâèäíî, ÷òî f � åäèíè÷íûé âåêòîð â `2. Â êà÷åñòâå ñëîâàðåé âûáåðåì

íîðìèðîâàííûå ñëîâàðè:

D1 =

{
f,

√
1

3
f1 −

√
2

3
f2

}
∪F \{f1} è D2 =

{√
4

7
f1 +

√
2

7
f2 +

√
1

7
f3

}
∪F,

à â êà÷åñòâå ïðèáëèæàåìîãî âåêòîðà âîçüì¼ì

x =
∞∑
k=1

1
√
2
k
fk ∈ A1(D1) ∩ A1(D2).

Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñëîâàðþ

D = D1 ∪D2 =

{
f,

√
1

3
f1 −

√
2

3
f2,

√
4

7
f1 +

√
2

7
f2 +

√
1

7
f3

}
∪ F.

Øàã 1. Äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé â äàííîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû
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ðàâåíñòâà

(x, f) =
∞∑
k=2

1
√
2
k−1 ·

1
√
2
k
=

1√
2
,

(
x,

√
1

3
f1 −

√
2

3
f2

)
=

√
1

3
· 1√

2
−
√

2

3
· 1
2
= 0,

(
x,

√
4

7
f1 +

√
2

7
f2 +

√
1

7
f3

)
=

√
4

7
· 1√

2
+

√
2

7
· 1
2
+

√
1

7
· 1

2
√
2
=

√
7

2
√
2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ rOGA D1∪D2
0 (x) = x, òî ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî

sup
d∈D1∪D2

(
rOGA D1∪D2
0 (x), d

)
= max

(
1√
2
,
1√
2
,

√
7

2
√
2

)
=

√
7

2
√
2
,

ïðè÷¼ì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âåêòîðå
√

4
7f1 +

√
2
7f2 +

√
1
7f3.

Òîãäà eOGA D1∪D2
1 (x) =

√
4
7f1 +

√
2
7f2 +

√
1
7f3 è

rOGA D1∪D2
1 (x) =

∞∑
k=4

1
√
2
k
fk.

Ïðè n > 1 ïðåäïîëîæèì, ÷òî

{
eOGA D1∪D2

i (x)
}n−1
i=1

=

{√
4

7
f1 +

√
2

7
f2 +

√
1

7
f3

}
∪ {fi}n+1

i=4

(çäåñü ïðè n = 2 âòîðîå ìíîæåñòâî â îáúåäèíåíèè ñ÷èòàåì ïóñòûì) è,

ñîîòâåòñòâåííî,

rOGA D1∪D2
n−1 (x) =

∞∑
k=n+2

1
√
2
k
fk.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîêàæåì, ÷òî íà ñëåäóþùåì øàãå eOGA D1∪D2
n (x) = fn+2 è

rOGA D1∪D2
n (x) =

∞∑
k=n+3

1
√
2
k
fk.

Òî åñòü íà êàæäîì øàãå îñòàòîê áóäåò íåíóëåâûì è àëãîðèòì íå áóäåò

ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
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Ðàññìîòðèì øàã n.

(rOGA D1∪D2
n−1 (x), f) =

∞∑
k=n+2

1
√
2
k
· 1
√
2
k−1 =

1
√
2
2n+1

è ïðè n > 1

sup
d∈D1∪D2

(
rOGA D1∪D2
1 (x), d

)
=

(
1

√
2
2n+1 ,

1
√
2
n+2

)
=

1
√
2
n+2 ,

ïðè÷¼ì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå � fn+2. Îòñþäà

eOGA D1∪D2
n (x) = fn+2 è

rOGA D1∪D2
n (x) =

∞∑
k=n+3

1
√
2
k
fk.

Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì íå ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå

÷èñëî øàãîâ.

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå

ñëîâàðåé D1 è D2.

Íà ïåðâîì øàãå, ó÷èòûâàÿ âû÷èñëåíûå âûøå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-

íèÿ äëÿ rOGA (D1,D2)
0 (x) = x, ïîëó÷àåì

sup
d∈D1

(
r
OGA (D1,D2)
0 (x), d

)
= max

(
1√
2
,
1

2

)
=

1√
2
,

è ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âåêòîðå f . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì,

÷òî eOGA (D1,D2)
1 (x) = f è

r
OGA (D1,D2)
1 (x) =

1√
2
f1.

Øàã 2.

sup
d∈D2

(
r
OGA (D1,D2)
1 (x), d

)
= max

(
1√
2
,
1√
2
·
√

4

7

)
=

1√
2
,

è ïðè ýòîì ñóïðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå � f1. Çíà÷èò,

e
OGA (D1,D2)
2 (x) = f1 è

r
OGA (D1,D2)
2 (x) = 0,
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òî åñòü àëãîðèòì ñõîäèòñÿ çà äâà øàãà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Òàêæå ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ íåïîë-

íûõ �ñëîâàðåé�, íàïðèìåð, âûáðàâ â êàæäîì èç ïóíêòîâ ñîîòâåòñòâóþùèå

�ñëîâàðè� D1 \ {f5} è D2 \ {f6}.

72



Çàêëþ÷åíèå.

Îáçîð ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Òåìàòèêà äèññåðòàöèè îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â äèñ-

ñåðòàöèè èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñõîäèìîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè æàäíûõ

ïðèáëèæåíèé. Óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïîêàçàíî, ÷òî îáùèå ðåçóëüòàòû î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñëàáûõ (îð-

òîãîíàëüíûõ) æàäíûõ ïðèáëèæåíèé â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ

ìîãóò áûòü óòî÷íåíû, ïðè÷¼ì ïîëó÷åííîå óòî÷íåíèå àñèìïòîòè÷åñêè

íåóëó÷øàåìî.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ñëàáîãî (îðòîãîíàëüíî-

ãî) æàäíîãî àëãîðèòìà â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ ìîæåò áûòü

îñëàáëåíî, ïðè÷¼ì ïîëó÷åííîå óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìî.

3. Ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå ðàñøèðåíèÿ

îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ îäíèì âåêòîðîì íå ìîæåò áûòü îñëàáëåíî

äëÿ ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèòìà è ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî

àëãîðèòìà.

4. Ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî îðòî-

ãîíàëüíîìó ñëîâàðþ äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî âåêòîðà ìîæåò áûòü âûøå,

÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ðàñøèðåíèþ

äàííîãî ñëîâàðÿ îäíèì âåêòîðîì.

5. Ïîêàçàíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûé æàäíûé àëãîðèòì ïî ñèñòåìå âîçìîæíî

íåïîëíûõ ñëîâàðåé ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà.
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6. Ïîêàçàíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ñòàíäàðòíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ èí-

äèâèäóàëüíîãî âåêòîðà ìîæåò áûòü áûñòðåå, ÷åì ñõîäèìîñòü æàäíîãî

àëãîðèòìà ïî ïàðå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîâàðåé â ñëó÷àå ÷èñòî æàäíî-

ãî àëãîðèòìà è â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà; òàêæå

äîêàçàíî, ÷òî ðåàëèçóåìà è îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ.

Ðåêîìåíäàöèè è ïåðñïåêòèâû ïî äàëüíåéøåé ðàçðàáîò-

êå òåìû.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîçäàþò îñíîâó äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçó÷åíèÿ

äàííîé îáëàñòè. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïî òåìàòèêå äèññåðòàöèè ìî-

ãóò ïðîâîäèòüñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ.

1. Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè îñëàáëåíèÿ äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñõîäè-

ìîñòè â ñëó÷àå ñëîâàðÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ðàñøèðåíèåì îðòîãîíàëüíîãî

ñëîâàðÿ, äëÿ ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèòìà è äëÿ ñëàáîãî îðòîãîíàëüíî-

ãî æàäíîãî àëãîðèòìà.

2. Ñðàâíåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñòàíäàðòíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà

è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñëîâàðåé íà èíäèâèäóàëüíîì âåêòîðå äëÿ ñëàáîãî æàäíîãî àëãîðèò-

ìà è ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ

îñëàáëÿþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

3. Èññëåäîâàíèå âîïðîñà ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà

ïî ñèñòåìå âîçìîæíî íåïîëíûõ ñëîâàðåé, à òàêæå èññëåäîâàíèå

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè æàäíûõ àëãîðèòìîâ ïî ñèñòåìå âîçìîæíî

íåïîëíûõ ñëîâàðåé íà êëàññàõ ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå ÷èñòî æàäíîãî

àëãîðèòìà è îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà.

4. Ñðàâíåíèå êëàññîâîé îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñòàíäàðòíîãî

æàäíîãî àëãîðèòìà è êëàññîâîé îöåíêè æàäíîãî àëãîðèòìà ïî ïàðå

ñëîâàðåé äëÿ ÷èñòî æàäíîãî àëãîðèòìà è äëÿ îðòîãîíàëüíîãî æàäíî-

ãî àëãîðèòìà.
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Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì

äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðó Òàðàñó Ïàâëîâè÷ó

Ëóêàøåíêî è êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Âëàäèìèðó Âëàäè-

ìèðîâè÷ó Ãàëàòåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ, öåí-

íûå ñîâåòû è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, à òàêæå ñîòðóäíèêàì êàôåäðû

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëüíîãî

àíàëèçà çà äîáðîæåëàòåëüíîå îòíîøåíèå è ïîääåðæêó.
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Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè
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