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Актуальность темы исследования
Диссертация посвящена аналитической и алгебраической теории чисел.

Первая тема, которую мы рассмотрим, — это представления двух рациональных целых чи-
сел в виде сумм трех рациональных квадратов, имеющих общий квадрат. Представления целых
рациональных чисел в виде многочленов всегда представляли интерес для математики. Мно-
гие известные теоремы и результаты, такие как теорема Лежандра о трех квадратах1, теоремы
Лагранжа2 и Якоби3 о четырех квадратах, проблема Гильберта-Гамке4 и многие другие, посвя-
щены этому вопросу. В частности, теорема Лежандра о трех квадратах полностью решает зада-
чу представления рационального целого числа в виде суммы трех рациональных квадратов. Для
представления целого числа однородным многочленом второй степени локально-глобальный
принцип Хассе5 сводит проблему к представимости по модулю всех степеней простых чисел и
представимости в действительных числах. В 1980 году Д.Л. Коллио-Телен и Д. Корэ6 обобщили
принцип Хассе на два однородных многочлена при определенных условиях. Наше исследование
направлено на обобщение вышеупомянутой теоремы Лежандра, и использует это обобщение.

Вторая тема, которую мы рассматриваем — это оценки тригонометрических сумм в полях
алгебраических чисел. Тригонометрические суммы уже давно представляют интерес из-за их
глубокой связи с модулярной арифметикой в кольце вычетов по модулю q. В частности, они
возникают в методе круга Харди-Литтлвуда-Рамануджана в форме тригонометрических сумм
И.М. Виноградова7 для оценки числа решений диофантовых уравнений. В частности, рассмат-
ривается разрешимость данного уравнения, во-первых, в действительных числах, а во-вторых,
по модулю любого рационального целого q. Последняя часть обычно бывает более глубокой
и трудной, и существенную роль в ней играют рациональные тригонометрические суммы; они
эффективно отвечают за разрешимость по модулю q. В 1940 г. Хуа Ло-кен8 нашел нетриви-
альную оценку тригонометрических сумм в поле рациональных чисел. Последующие работы
Чэнь Джун-руна910 и В. И. Нечаева11 улучшали оценку. В 1984 г. Ци Мингао и Дин Пин12 на-
шли константу в оценке Хуа Ло-кена. В 1949 г. Хуа Ло-кен13 обобщил свою оценку на случай

1Serre J-P., A Course in Arithmetic, Springer Verlag, New York 1973, p. 47.
2Ireland K., Rosen M., A Classical Introduction to Modern Number Theory, Springer, 1990.
3Hirschhorn M.D., A simple proof of Jacobi’s four-square theorem, Proceedings of the American Mathematical

Society, 101:3, 1987, p. 436.
4Архипов Г.И., Карацуба А.А., Чубариков В.Н. Теория кратных тригонометрических сумм. — М. : Наука,

Физматлит, 1987, стр. 297.
5Serre J-P., A Course in Arithmetic, Springer Verlag, New York 1973, p. 41.
6Colliot-Thélène J.L., Coray D., Descente et principe de Hasse pour certaines variétés rationnelles, Journal für die

reine und angewandte Mathematik, 320, 1980, 150–191.
7Виноградов И.М., Избранные труды, Издательство Академии наук СССР, 1952.
8Hua L-K., On An Exponential Sum, Journal of the London Mathematical Society, s1-13, 1938, 54–61.
9Chen Jingrun, On Professor Hua’s Estimate of Exponential Sums, Scientia Sinica, Vol. 6, 1977, no. 20, 711–719.

10Chen Jingrun, On the representation of natural number as a sum of terms of the form x(x+1)···(x+k−1)
k! , Acta

Mathematica Sinica, 1959, 264–270.
11Nechaev V.I., An estimate of the complete rational trigonometric sum, Math. Notes, Vol. 17, 1975, no. 6, 504–511.
12Qi Minggao, Ding Ping, On Estimate of complete trigonometric sums, China Ann. Math. B, 1:6, 1985, 109–120.
13Hua L-K., On Exponential Sums Over an Algebraic Number Field, Canadian Journal of Mathematics, 3, 1951.
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тригонометрических сумм в полях алгебраических чисел. Первая часть нашего исследования
по этой теме направлена на усиление этой оценки. Вторая часть нашего исследования по этой
теме направлена на обобщение метода деревьев Хуа Ло-кена1415 для построения решений по-
линомиальных сравнений по модулю рационального простого числа, используемого в решении
проблемы сходимости особого ряда в проблеме Пруэ-Терри-Эскота16, на случай полей алгебра-
ических чисел.

Третья тема, которую мы рассматриваем, — это представления характеров Дирихле. Харак-
теры Дирихле, впервые введенные П.Л. Дирихле в 1837 г., играют центральную роль в мульти-
пликативной теории чисел. Первоначально они использовались им для доказательства теоремы
о простых числах в арифметических прогрессиях17. Многие важные вопросы аналитической
теорией чисел были разработаны на основе характеров Дирихле и теории L-функций Дирихле.
В современной теории L-функций большое значение имеют оценки сумм характеров. Формула
А.Г. Постникова18, доказанная им в 1955 г., выражает характеры Дирихле по модулю степени
нечетного простого числа через экспоненты от многочленов с рациональными коэффициентами.
Таким образом, задача об оценке сумм таких характеров Дирихле сводится к методу тригоно-
метрических сумм И.М. Виноградова19. Наше исследование по этой теме связано с обобщением
формулы А.Г. Постникова на случай характера Дирихле по модулю степени 2 и применением
как оригинальной, так и обобщенной формулы А.Г. Постникова для оценки сумм характеров в
полях алгебраических чисел.

Цели и задачи диссертационной работы
Целью диссертации является исследование арифметических вопросов тригонометрических сумм
в полях алгебраических чисел, в частности:

• Обобщить теорему Лежандра о трех квадратах на случай представления пар целых чисел
суммами трех квадратов с общим квадратом.

• Усилить оценки Хуа Ло-кена для тригонометрических сумм в полях алгебраических чисел.

• Обобщить метод деревьев Хуа Ло-кена на поля алгебраических чисел и использовать его
для оценки тригонометрических сумм в них.

• Обобщить формулу А.Г. Постникова на случай степеней числа 2 и использовать ее для
оценки сумм характеров в полях алгебраических чисел.

14Hua L-K., On the number of solutions of Tarry’s problem, Acta Sci. Sinica, 1, 1952, 1–76.
15Чубариков В.Н. Деревья Хуа Ло-кена в теории сравнений, Математические вопросы кибернетики, Вып. 16.

— М. : Физматлит, 2007, 73–78.
16Архипов Г.И., Карацуба А.А., Чубариков В.Н., Теория кратных тригонометрических сумм. — М. : Наука,

Физматлит, 1987, стр. 26.
17Knapp A., Advanced Algebra, Birkhäuser Boston, 2006, p. 50.
18Постников А.Г., О сумме характеров по модулю, равного степени простого числа, Изв. АН СССР. Сер.

матем., 19:1 (1955), 11–16.
19Виноградов И.М., Избранные труды, Издательство Академии наук СССР, 1952.
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Научная новизна
Результаты, полученные в диссертации, являются новыми. Среди них:

• Теорема Лежандра о трёх квадратах обобщается на пары целых рациональных чисел, с
точностью до кратных целых рациональных квадратов.

• Метод деревьев Хуа Ло-кена обобщен на поля алгебраических чисел.

• Оценки Хуа Ло-кена в полях алгебраических чисел улучшены в случае степеней простых
идеалов, а также для общих неразветвленных идеалов, когда число классов равно 1.

• Формула А.Г. Постникова для характеров обобщена на случай степени числа 2.

Теоретическая и практическая значимость
Работа имеет теоретический характер и может быть использована в различных задачах теории
чисел.

Методология и методы исследования
В исследовании используются классические и современные понятия, методы и достижения ал-
гебраической и аналитической теории чисел и алгебраической геометрии.

Положения, выносимые на защиту
На защиту представлены следующие результаты диссертации:

• Характеризуются, с точностью до кратных квадратов целых рациональных чисел, пары
целых рациональных чисел, которые можно представить в виде суммы трех квадратов с
общим квадратом.

• Усиление оценки Хуа Ло-кена для тригонометрических сумм в полях алгебраических чисел
в ряде случаев.

• Обобщение метода деревьев Хуа Ло-кена на поля алгебраических чисел и получение соот-
ветствующих оценок тригонометрических сумм.

• Обобщение формулы А.Г. Постникова на случай степени числа 2.

• Применение формулы А.Г. Постникова для оценки некоторых сумм характеров в полях
алгебраических чисел.
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Степень достоверности и апробация результатов
Достоверность результатов диссертационного исследования гарантируется следующими фак-
тами. Все результаты диссертации имеют законченный характер и снабжены строгими мате-
матическими доказательствами. Все результаты диссертации являются новыми, а результаты 
других авторов, упомянутые в диссертации, отмечены соответствующими ссылками. Результаты 
диссертации являются достоверными и прошли апробацию на научных семинарах и конферен-
циях. Основные результаты диссертации опубликованы в рецензируемых научных изданиях, 
рекомендованных для защиты в диссертационном совете МГУ по специальности 1.1.5. — ма-
тематическая логика, алгебра, теория чисел и дискретная математика.

В частности, результаты и положения диссертации неоднократно докладывались и обсуж-
дались на научно-исследовательском семинаре на кафедре математических и компьютерных 
методов анализа механико-математического факультета МГУ и на международной конферен-
ции «Математика в созвездии наук» (МГУ, Москва, 1-2 апреля 2024 года).

Публикации
Материалы диссертации опубликованы в 4 печатных работах в рецензируемых научных из-
даниях, рекомендованных для защиты в диссертационном совете МГУ, индексируемых в базе 
данных Scopus.

Личный вклад автора
Основные положения диссертации, выносимые на защиту, отражают персональный вклад авто-
ра в опубликованные работы. Основные результаты, представленные в диссертации, получены 
лично автором.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из введения, трех независимых глав, разбитых на параграфы, заключения, 
списка литературы и списка публикаций автора. Общий объем работы составляет 98 страниц. 
Список литературы включает 34 наименования.

Содержание диссертации

Введение представляет краткую историю вопросов, актуальность тем, терминологию, цели 
работы, методы и основные результаты.

В первой главе обобщается теорема Лежандра о трех квадратах на представления двух це-
лых чисел вместо одного. На основе обобщения Коллио-Телена и Корэ20 локально-глобального 
принципа Хассе, частично характеризуются пары целых чисел так, что каждое из них предста-
вимо в виде суммы трех квадратов так, что представления имеют общий квадрат. В частности,

20Colliot-Thélène J.L., Coray D., Descente et principe de Hasse pour certaines variétés rationnelles, Journal für die 

reine und angewandte Mathematik, 320, 1980, 150–191, theoreme 3.2.



7

теорема сначала доказана для систем по модулю любой степени любого простого числа. Ис-
пользуя ее тривиальность в действительных числах, теорема затем доказана для систем в ра-
циональных числах, откуда она cледует для систем в целых числах с использованием теоремы
Давенпорта-Касселса21. Основным результатом данной главы является теорема 1.2.

Дадим два полезных определения.
Определение 1.1. Целое число, представимое в виде суммы трёх квадратов, называем

Лежандровым.
Определение 1.2. Две пары целых чисел (m1,m

′
1) и (m2,m

′
2) называем сравнимыми по

модулю целого числа n, если либо

m1 ≡ m2 mod n, m′
1 ≡ m′

2 mod n,

либо

m1 ≡ m′
2 mod n, m′

1 ≡ m2 mod n.

Сформулируем основной результат данной главы.
Теорема 1.2. Пусть m,m′ ∈ Z — пара Лежандровых положительных целых чисел.
Система

q2m = a2 + b21 + c21,

q2m′ = a2 + b22 + c22

имеет решение в положительных q, a, b1, b2, c1, c2 тогда и только тогда, когда пара (m,m′) не
сравнима с (0, 3) или (3, 4) по модулю 8 и не сравнима ни с одной из

(0, 3 · 2k−3),

(0, 3 · 2k−2),

(0, 7 · 2k−3),

(2k−3, 3 · 2k−2),

(5 · 2k−3, 3 · 2k−2)

по модулю 2k, для любого четного целого k ≥ 4.
Более того, существует решение системы такое, что q нечетно и взаимно просто с a.
План доказательства следующий.
Рассматриваем систему с q = 1 в рациональных числах a, b1, b2, c1, c2.
Сначала мы покажем, что для любой пары (m,m′), система с q = 1 имеет нетривиальное

решение в кольце Z/pZ для любого простого числа p.
Потом мы покажем, что для любой пары (m,m′), система с q = 1 имеет нетривиальное

решение в кольце Z/pkZ для любого нечетного простого числа p и любого целого числа k > 1.
21Serre J-P., A Course in Arithmetic, Springer Verlag, New York. 1973, p. 46.
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Затем мы покажем, что если v2(НОД(m,m′)) ≤ 1, то система с q = 1 имеет нетривиальное
решение в кольце Z/2kZ для любого целого числа k > 1 тогда и только тогда, тогда пара (m,m′)
удовлетворяет условиям теоремы 1.2.

Из этого получим условия нетривиальной разрешимости системы с q = 1 в p−адических
полях Qp при v2(НОД(m,m′)) ≤ 1, и, поскольку разрешимость в R очевидна, мы используем
форму локально-глобального принципа Хассе22 для перехода к решениям системы с q = 1 в Q,
при v2(НОД(m,m′)) ≤ 1.

После этого, мы используем теорему Давенпорта-Касселса23 для перехода от решений систе-
мы с q = 1 в Q к решениям системы в целых числах a, b1, b2, c1, c2, при v2(НОД(m,m′)) ≤ 1.

Наконец, воспользуемся леммой для перехода от решений системы в случае, когда v2(НОД(m,m′)) ≤
1 к решениям системы в общем случае.

Предположим в дальнейшем, что v2(НОД(m,m′)) ≤ 1, пока не сказано иное.
Пусть p — некоторое простое число, и k ≥ 1 — целое. Рассматриваем систему по модулю

pk:

t2 + x2 + y2 ≡ m mod pk,

t2 + z2 + w2 ≡ m′ mod pk,

в t, x, y, z, w ∈ Z/pkZ.
Используем следующую лемму для доказательства теоремы 1.3.
Лемма 1.1. Если m ̸≡ 0 mod p, то сравнение

x2 + y2 ≡ m mod p

разрешимо.
Теорема 1.3. Если p ̸= 2 и k = 1, то система по модулю p разрешима для всех m,m′.
Теорема 1.4 следует непосредственно.
Теорема 1.4. Если p ̸= 2, то система по модулю pk разрешима для всех m,m′.
Теперь рассмотрим разрешимость при p = 2.
Лемма 1.2. Если p = 2 и m,m′ нечетны, то система по модулю 2k разрешима.
Для доказательства теоремы 1.5 воспользуемся следующим предложением.
Предложение 1.2. Пусть k ≥ 3. Нечетный вычет u ∈ Z/2kZ является квадратичным выче-

том тогда и только тогда, когда u ≡ 1 mod 8.
Теорема 1.5. Пусть m,m′ — Лежандровые целые числа, и что v2(НОД(m,m′)) ≤ 1.
Тогда система (1.10) разрешима если и только если (m,m′) не сравнима с (0, 3) или (3, 4) по

модулю 8, и не сравнима ни с одной из (0, 6), (0, 14), (2, 12), (10, 12) по модулю 16.
Следующая лемма24 дает разрешимость системы с q = 1 в p−адических полях Qp.
Лемма 1.3. Пусть fi ∈ Zp[X1, . . . , Xh] — однородные многочлены с целыми p−адическими

коэффициентами, и пусть fi,k ∈ (Z/pkZ)[X1, . . . , Xh] обозначают их приведения по модулю pk.
22Colliot-Thélène J.L., Coray D., Descente et principe de Hasse pour certaines variétés rationnelles, Journal für die

reine und angewandte Mathematik, 320, 1980, 150–191, theoreme 3.2.
23Serre J-P., A Course in Arithmetic, Springer Verlag, New York. 1973, p. 46.
24Serre J-P., A Course in Arithmetic, Springer Verlag, New York. 1973, p. 14.
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Тогда fi имеют общий нетривиальный нуль в (Qp)
h тогда и только тогда, когда fi,k имеют общий

примитивный нуль в (Z/pkZ)h для всех k > 1.
Для доказательства разрешимости системы с q = 1 в Q воспользуемся следующим резуль-

татом Д.Л. Коллио-Телена, Д. Корэ и Д.Д. Сансука25.
Теорема 1.6. Пусть K — числовое поле и ϕ, ϕ1, ϕ2 — невырожденные бинарные квадратичные

формы с коэффициентами из K.
Рассмотрим трехмерное K−многообразие V в проективном пространстве P5

K, заданное пере-
сечением двух квадратных уравнений

ϕ(u1, v1) = ϕ1(x, y), ϕ(u2, v2) = ϕ2(x, y).

Предположим, что ϕ1 или ϕ2 анизотропны. Тогда если V имеет Kp-ую точку для каждого
пополнения Kp поля K, то V имеет K-ую точку.

Воспользуемся леммой 1.5 для перехода к решениям системы в Z. Лемма 1.5 доказывается
известной теоремой Давенпорта-Касселса26.

Теорема 1.7. (Давенпорт-Касселс) Пусть f — положительно определенная квадратичная
форма от h переменных с целыми коэффициентами.

Предположим, что для любого (y1, . . . , yh) ∈ Qh существует (x1, . . . , xh) ∈ Zh такое, что

f(x⃗− y⃗) < 1.

Тогда любое целое число, представимое f в Q, представимое f в Z.
Лемма 1.4. Если целое число представляется в виде суммы двух рациональных квадратов,

то оно представляется в виде суммы двух целых квадратов.
Наконец, мы используем следующую лемму для перехода от решений в случае v2(НОД(m,m′)) ≤

1 к решениям в общем случае.
Лемма 1.5. Пусть m,m′ ∈ Z такие, что 4|НОД(m,m′). Тогда система разрешима для (m,m′)

тогда и только тогда, когда она разрешима для (m
4
, m

′

4
).

Во второй главе усилится оценка Хуа Ло-кена27 в полях алгебраических чисел в случае
степеней простых идеалов, а также для общих неразветвленных идеалов, когда число классов
равно 1, опираясь на оригинальный метод, разработанный Хуа Ло-кеном.

Кроме того, автор продолжает работу В.Н. Чубарикова28 в обобщении метода деревьев Хуа
Ло-кена2930 на поля алгебраических чисел, и использует это обобщение для получения соответ-
ствующих оценок тригонометрических сумм.

25Colliot-Thélène J.L., Coray D., Descente et principe de Hasse pour certaines variétés rationnelles, Journal für die
reine und angewandte Mathematik, 320, 1980, 150–191, theoreme 3.2.

26Serre J-P., A Course in Arithmetic, Springer Verlag, New York. 1973, p. 46.
27Hua L-K., On Exponential Sums Over an Algebraic Number Field, Canadian Journal of Mathematics, 3, 1951,

44–51.
28Чубариков В.Н., О кратных рациональных тригонометрических суммах над полем алгебраических чисел,

Чебышевский сб., 22:4 (2021), 306–323.
29Чубариков В.Н., Деревья Хуа Ло-кена в теории сравнений, Математические вопросы кибернетики, Вып. 16.

— М. : Физматлит, 2007, 73–78.
30Hua L-K., On the number of solutions of Tarry’s problem, Acta Sci. Sinica, 1, 1952, 1–76.



10

Для целого идеала Q рассмотрим тригонометрическую сумму

S(f,Q) =
∑

x mod Q

e2πiT (f(x)),

где

f(x) = αmx
m + · · ·+ α1x

многочлен, коэффициенты которого порождают дробный идеал вида A(f) = Bδ−1

Q
, где δ —

дифферента, а B — целый идеал с (B,Q) = 1.
В частности, мы получим разные оценки таких сумм.
Во-первых, нам нужны некоторые результаты о сравнениях по модулю простого идеала и

некоторых общих свойствах тригонометрических сумм.
Лемма 2.1.31 Пусть A = (αm, . . . , α0) — целый идеал K и пусть P — простой идеал такой,

что P ∤ A.
Тогда число решений сравнения

f(x) = αmx
m + · · ·+ α1x+ α0 ≡ 0 mod P,

учитывая их кратность, не превосходит m.
Предложение 2.1.31 Пусть A = (αm, . . . , α1) — дробный идеал такой, что Aδ = R

Pn , где R
— целый идеал, P — простой идеал такой, что (R,P ) = 1 и n ≥ 1 — рациональное целое число.
Тогда число решений сравнения

f(x) ≡ 0 mod P−n+1,

учитывая их кратность, не превосходит m.
Лемма 2.2.31 Пусть P — простой идеал, а f — многочлен с целыми коэффициентами. Пусть

a — корень кратности λ сравнения f(x) ≡ 0 mod P .
Пусть π ∈ R — целое, которое делится на P , но не делится на P 2, и пусть v — наибольшее

рациональное целое число такое, что

P u|f(πx+ a)− f(a).

Пусть

g(x) = π−u
(
f(πx+ a)− f(a)

)
.

Тогда u ≤ λ, и число решений сравнения

g(x) ≡ 0 mod P,

учитывая их кратность, не превосходит λ.
31Wang Yuan, Diophantine Equations and Inequalities in Algebraic Number Fields, Springer Verlag, Berlin,

Heidelberg, 1991, p. 15.
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Следующая лемма показывает свойство ортогональности тригонометрических сумм.
Лемма 2.3.32 Пусть Q — целый идеал, а α ∈ R — целое число. Пусть η пробегает полную

систему вычетов (Qδ)−1 по модулю δ−1. Тогда

∑
η

E(αη) =
∑
η

e2πiT (αη) =

{
N(Q) если Q|α,
0 если Q ∤ α.

Следующая лемма показывает свойство мультипликативности тригонометрических сумм.
Лемма 2.4.32 Пусть A = (αm, . . . , α1), Q,Q1, Q2, B — целые идеалы такие, что

Q = Q1Q2, (Q1, Q2) = 1, A =
Bδ−1

Q
, (B,Q) = 1.

Тогда существуют многочлены

fj(x) = αm,jx
m + · · ·+ α1,jx,

для j = 1, 2, с идеалами Aj = (αj,m, · · · , αj,1), такими, что существуют целые идеалы B1, B2

с

A1 =
B1δ

−1

Q1

, A2 =
B2δ

−1

Q2

, (B1, Q1) = (B2, Q2) = 1,

и так, что

S(f,Q) = S(f1, Q1)S(f2, Q2).

В остальной части данной главы, пусть A(f) = (αm, . . . , α1) — дробный идеал такой, что

A(f) =
Bδ−1

P n
; (B,P ) = 1,

где B — целый идеал, P — простой идеал, и n ≥ 1 — рациональное целое число.
Более того, π всегда обозначает элемент R такой, что π ∈ P, π ̸∈ P 233.
Сначала мы представляем обобщение метода деревьев Хуа Ло-кена и получаем соответству-

ющие оценки тригонометрических сумм.
Пусть t — наибольшее рациональное целое число такое, что P t|A(f ′)A(f)−1. Поскольку

A(f)|A(f ′), имеем t ≥ 0.
Рассматриваем суммы

S(f, P n) =
∑

ymodPn−t−1

∑
zmodP t+1

E(f(y + πn−t−1z)) =
∑

vmodP

Sv,

где
32Wang Yuan, Diophantine Equations and Inequalities in Algebraic Number Fields, Springer Verlag, Berlin,

Heidelberg, 1991, p. 16.
33Knapp A., Basic Algebra, Birkhäuser Boston, 2006, p. 441.
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Sv =
∑

ymodPn−t−1

y≡v mod P

∑
zmodP t+1

e2πiT (f(y+πn−t−1z)).

Лемма 2.5.34 Если l ≥ 2(t+ 1), и v не является решением сравнения πn−tf ′(v) ≡ 0 mod P ,
то

Sv = 0.

Для каждого решения v сравнения πn−tf ′(v) ≡ 0 mod P положим

f1(y) = f(πy + v)− f(v) =
m∑
j=1

πjα̃j,1y
j =

m∑
j=1

αj,1y
j,

и определим индекс u = u(v) как наибольшее рациональное целое число такое, что P u|A(f1)A(f)−1.
Лемма 2.6.35 Если l ≥ 2(t+ 1), тогда

S(f, P n) =

′∑
v

N(P u−1)E(f(v))S(f1, P
n−u),

где штрих означает, что суммирование ведется по решениям сравнения πn−tf ′(v) ≡ 0 mod P
в полной системе вычетов по модулю P .

Полагая f0 = f и u1(v0) = u(v), мы индуктивно определяем функции fk и индексы uk =
uk(vk−1) аналогично построению f1 и u(v) перед леммой 2.6. Также пусть tk — наибольшее
рациональное целое число такое, что P tk |A(f ′

k)A(fk)
−1. Определим w как наибольшее рацио-

нальное целое число такое, что Pw|k для некоторого 1 ≤ k ≤ m. Повторяем эту конструкцию
до шага с номером h, который определяется условиями

l − Uh−1 ≥ 2(w + 1), l − Uh < 2(w + 1).

Используя следующее предложение и индукцию по лемме 2.6, получаем теорему 2.1.
Предложение 2.2. Для 1 ≤ k ≤ h− 1, имеем неравенство

tk ≤ w.

Теорема 2.1. Если h > 0, то

S(f, P n) =

′∑
v0,...,vh−1

N(PUh−h)E(f0(v0) + · · ·+ fh−1(vh−1))S(fh, P
n−Uh),

34Чубариков В.Н., О кратных рациональных тригонометрических суммах над полем алгебраических чисел,
Чебышевский сб., 22:4 (2021), 306–323.

35Чубариков В.Н., О кратных рациональных тригонометрических суммах над полем алгебраических чисел,
Чебышевский сб., 22:4 (2021), 306–323.
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где Uk =
∑k

j=1 uk, и штрих означает, что суммирование ведется по решениям сравнений
πn−Uk−tkf ′

k(vk) ≡ 0 mod P , для 0 ≤ k ≤ h− 1, в полной системе вычетов по модулю P .
Приведем три вспомогательных утверждения для доказательства оценки теоремы 2.2.
Лемма 2.7. Количество наборов индексов {u1, . . . , uh} не превосходит m− 1.
Предложение 2.3. Имеем

{j;VP (π
nk−1+eα̃j,k) = 0} ≠ ∅, {j;VP (π

nk+eαj,k) = 0} ≠ ∅.

Лемма 2.8. Имеем цепочку неравенств

m ≥ u1 ≥ · · · ≥ uh ≥ 2.

Теорема 2.2. Справедлива оценка

|S(f, P n)| ≤ (m− 1)N(P n−h).

Теперь мы представим несколько усилений оценки Хуа Ло-кена для тригонометрических
сумм. Представляем три вспомогательных результата для получения оценки в теореме 2.3.

Предложение 2.4.36 Пусть N > 1 — вещественное число, а k, r, λ1, . . . , λr — рациональные
целые числа такие, что 1 ≤ r ≤ k и λ1, . . . , λr > 0. Тогда

max
λ1+···+λr=k

∑r
j=1N

λj ≤ max (kN,Nk).

Лемма 2.9. Если q > m, то t = 0.
Лемма 2.10. Справедливо тождество w = (e+ 1)

⌊
lnm
ln q

⌋
.

Теорема 2.3. Пусть N(P ) = qr, где r ≥ 1 рациональное целое число. Справедлива общая
оценка

|S(f, P n)| ≤ Cd(m)N(P )n(1−
1
m
),

где

Cd(m) =


md если q > m,N(P ) ≥ (m− 1)

m
m−2 ,

m−1
m

m
3
m если q > m,N(P ) ≤ (m− 1)

m
m−2 ,

m
d(2d+1)

m если q ≤ m,N(P ) ≥ (m− 1)
m

m−2 ,

(m− 1)m
d(2d+1)

m если q ≤ m,N(P ) ≤ (m− 1)
m

m−2 .

Более того, справедлива конкретная оценка

|S(f, P n)| ≤ Cd(m,P )N(P )n(1−
1
m
),

где
36Архипов Г.И., Карацуба А.А., Чубариков В.Н., Теория кратных тригонометрических сумм. — М. : Наука,

Физматлит, 1987, стр. 56.
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Cd(m,P ) =


md если q > m,N(P ) ≥ (m− 1)

m
m−2 ,

m−1
m

m
3
m если q > m,N(P ) ≤ (m− 1)

m
m−2 ,

m
r(2e+3)

m если q ≤ m,N(P ) ≥ (m− 1)
m

m−2 ,

(m− 1)m
r(2e+3)

m если q ≤ m,N(P ) ≤ (m− 1)
m

m−2 .

Теперь в теореме 2.4 представляем усиленную версию теоремы 2.3 в частном случае, когда
K имеет число классов равен 1, и A = B

Pn , где (B,P ) = 1. В доказательстве используется
следующая лемма об ортогональности.

Лемма 2.11. Пусть P — простой идеал такой, что P ∤ δ, а α ∈ R — целое число. Пусть η
пробегает полную систему вычетов P−n по модулю R.

Тогда

∑
η

E(αη) =
∑
η

e2πiT (αη) =

{
N(P n) если P n|α,
0 если P n ∤ α.

Теорема 2.4. Пусть N(P ) = qr, где r ≥ 1 — целое рациональное число. Тогда мы имеем
общую оценку

|S(f, P n)| ≤ Cd(m)N(P )n(1−
1
m
),

где

Cd(m) =



1 если q > m,N(P ) ≥ (m− 1)
2m
m−2 ,

(m− 1)
2
m если q > m, (m− 1)

2m
m−2 > N(P ) ≥ (m− 1)

m
m−2 ,

m−1
m

m
3
m если q > m,N(P ) < (m− 1)

m
m−2 ,

m
d(2d+1)

m если q ≤ m,N(P ) ≥ (m− 1)
m

m−2 ,

(m− 1)m
d(2d+1)

m если q ≤ m,N(P ) < (m− 1)
m

m−2 .

Используя следующее предложение, теорему 2.4 и свойства ортогональности, получаем тео-
рему 2.5 в нашем частном случае.

Предложение 2.5. Пусть q̃ — рациональное простое число. Тогда число простых идеалов
P̃j в R, у которых N(P̃j) = q̃cj для некоторого cj ≥ 1, не превосходит d.

Теорема 2.5. Пусть Q — целый идеал с (Q, δ) = 1. Тогда справедлива оценка

|S(f,Q)| ≤ e
5
2
d2(2d+1)e3.442mdN(Q)1−

1
m .

Наконец, возвращаясь к общему случаю, объединяем теоремы 2.1 и 2.3 и получаем следую-
щую новую оценку.

Теорема 2.6. Справедлива оценка

|S(f, P n)| ≤ Cd(m)(m− 1)N(P )n(1−
1
m
)+

Uh
m

−h.
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В третьей главе обобщается формула А.Г. Постникова37 на случай степеней числа 2. Автор
применяет это обобщение наряду с оригинальной работой А.Г. Постникова для оценки некото-
рых сумм характеров в полях алгебраических чисел. Эта часть также содержит простое доказа-
тельство части недавнего результата М. Элиа, Д.С. Интерландо и Р. Розенбаума,3839 касающе-
гося мультипликативной структуры систем приведенных вычетов по модулю степени простого
идеала.

Начнем со следующей технической леммы, которая нам понадобится для обобщения форму-
лы А. Г. Постникова на случай степени двойки.

Лемма 3.1. Имеет место неравенство

V2

(
4d+µ+t

d+ µ+ t

)
≥ n,

для любого целого t ≥ 1.
Приведем наше обобщение формулы А.Г. Постникова40.
Теорема 3.1. Существует многочлен f(u) = ad+µu

d+µ+ · · ·+a2u
2+u степени d+µ с целыми

коэффициентами такой, что для любой образующей g подгруппы (Z/2nZ)×1,1 при любом целом
u справедливо сравнение

indg(1 + 4u) ≡ Λf(u) mod 2n−2.

Пусть k = 4τk′, где τ, k′ ∈ Z, и (k′, 4) ≤ 2.
Тогда

ak =

{
(−1)k+14k−1−τxk, если (k′, 4) = 1,

(−1)k+1 4k−1−τ

2
xk, если (k′, 4) = 2

(очевидно, ak можно брать с точностью до кратных 2n−2), где xk есть решение сравнения{
k′xk ≡ 1 mod 2n−2, если (k′, 4) = 1,
k′

2
xk ≡ 1 mod 2n−2, если (k′, 4) = 2,

а Λ — решение сравнения

indg(5) ≡ Λf(1) mod 2n−2,

причем сравнение разрешимо и Λ нечетное.
37Постников А.Г., О сумме характеров по модулю, равного степени простого числа, Изв. АН СССР. Сер.

матем., 19:1 (1955), 11–16.
38Elia M., Interlando J.C., Rosenbaum R., On the Structure of Residue Rings of Prime Ideals in Algebraic Number

Fields Part I: Unramified Primes, International Mathematical Forum, Vol. 5, 2010, no. 56, 2795–2808.
39Elia M., Interlando J.C., Rosenbaum R., On the Structure of Residue Rings of Prime Ideals in Algebraic Number

Fields Part II: Ramified Primes, International Mathematical Forum, Vol. 6, 2011, no. 12, 565–589.
40Аль-Ассад Х., О сумме характеров по модулю, равного степени простого числа 2, Чебышевский сб., 23:2

(2022), 201–208.
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Приведем классическую оценку И.М. Виноградова41 для сумм Вейля, которая нам понадо-
бится для получения оценки сумм характеров.

Теорема 3.2. (И.М. Виноградов).
Пусть m,L ∈ Z с m,L > 0 и f(u) — многочлен степени D + 1 с вещественными коэффици-

ентами такой, что некоторый коэффициент bd′ удовлетворяет

bd′ =
a

q
+

θ

q2
; (a, q) = 1, |θ| < 1.

Полагая

τ =


ln q
lnL

если 1 < q ≤ L,

1 если L < q ≤ Ld′−1,

d′ − ln q
lnL

если Ld′−1 < q < Ld′ ,

l̃ = ln
(12(d+ µ− 1)(d+ µ)

τ

)
, ρ =

1

3D2l̃
,

то имеет место оценка

∣∣∣ L∑
u=1

e2πimf(u)
∣∣∣ < (8D)Dl̃/2m2ρL1−τρ.

Получаем оценку сумм характеров по модулю степени числа 2, используя вышеприведенное
обобщение формулы А. Г. Постникова и оценки И. М. Виноградова.

Теорема 3.3. Пусть χ — характер по модулю 2n, степень которого не меньше 2n−2.
Тогда имеет место оценка

∣∣∣ L∑
u=1

χ(u)
∣∣∣ < 1 + 2

(
8(d+ µ− 1)

) (d+µ−1)
2

l̃
(L+ 1

4

)1− τ
3(d+µ−1)2 l̃

.

Используем следующее предложение, чтобы доказать полезное следствие теоремы 3.3.
Предложение 3.1. Максимальное значение суммы

L∑
u=1

χ(u)

достигается для некоторого L ≤ 2n−1.
Следствие 3.1. Существуют вещественные константы c1, c2 такие, что для любого U ∈ Z

выполняется неравенство

∣∣∣ U+L∑
u=U+1

χ(u)
∣∣∣ ≤ ec1d(ln d)22

2c2
d3 ln dL1− c2

d3 ln d .

Теперь опишем мультипликативную структуру приведенных систем вычетов по модулю сте-
пени простого идеала.

41Виноградов И.М., Избранные труды, Издательство Академии наук СССР, 1952, стр. 389.
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Сначала получаем следующее простое разложение.
Лемма 3.2. Пусть P — простой идеал, и N(P ) = qr, где q — простое число, и пусть n ≥ 1 —

целое число. Тогда число элементов (R/P n)× равно

|(R/P n)×| = Φ(P n) = qr(n−1)(qr − 1),

и

(R/P n)× ∼= (R/P n)×1 ⊕ (R/P )×.

Более того, имеем

|(R/P n)×1 | = qr(n−1).

Теперь представим одну вспомогательную лемму и одно техническое предложение, которые
нам понадобятся в описании мультипликативной структуры приведенных систем вычетов по
модулю степени простого идеала.

Лемма 3.3. Пусть P — простой идеал, и N(P ) = qr, где q — простое число такое, что q ∤ ∆.
Тогда

q ∈ P, q ̸∈ P 2, P ∩ Z = (q).

Предложение 3.2. Пусть q — простое число и h ≥ 1 — целое число. Пусть 1 ≤ n < q и
1 ≤ j ≤ nqh — целые числа. Тогда

Vq

((
nqh

j

))
= h− Vq(j).

Следующие две теоремы (частные случаи теоремы 442) и соответствующие им следствия опи-
сывают мультипликативную структуру приведенных систем вычетов по модулю степени нераз-
ветвленного простого идеала, и структуру соответствующей группы характеров.

Теорема 3.4. Пусть P — простой идеал, и N(P ) = qr, где q — нечетное простое число такое,
что q ∤ ∆, и пусть n ≥ 1 — целое число.

Тогда имеем разложение в прямую сумму

(R/P n)×1
∼=

r⊕
j=1

Z/qn−1Z,

где группы справа — аддитивные.
Следствие 3.2. Пусть P — простой идеал, и N(P ) = qr, где q — нечетное простое число

такое, что q ∤ ∆, и пусть n ≥ 1 — целое число.
Тогда имеем разложение в прямую сумму

42Elia M., Interlando J.C., Rosenbaum R., On the Structure of Residue Rings of Prime Ideals in Algebraic Number
Fields Part I: Unramified Primes, International Mathematical Forum, Vol. 5, 2010, no. 56, 2795–2808.



18

(R/P n)× ∼=
( r⊕

j=1

Z/qn−1Z
)
⊕ (R/P )× ∼=

( r⊕
j=1

(
Z/qnZ

)×
1

)
⊕ (R/P )×.

Следовательно, каждое u ∈ (R/P n)× выражается однозначно в виде

u = (a, u1, . . . , ur); a ∈ (R/P )×, 0 ≤ uj < qn−1.

Следствие 3.3. Пусть P — простой идеал, и N(P ) = qr, где q — нечетное простое число
такое, что q ∤ ∆, и пусть n ≥ 1 — целое число. Тогда каждый элемент χ группы характеров
(R/P n)× однозначно выражается как

χ(u) = e
2πi
(∑r

j=1

mj ind(1+quj)

qn−1

)
χP (a),

где χP — характер группы (R/P )×, а mj — целые числа такие, что 1 ≤ mj ≤ qn−1,
ind обозначает соответствующую функцию индекса в соответствующей подгруппе (Z/qnZ)×1 в
разложении в прямую сумму следствия 3.243, а a и uj определены в следствии 3.2.

Теорема 3.5. Пусть P — простой идеал, и N(P ) = 2r, где 2 ∤ ∆, и пусть n ≥ 2 — целое
число.

Тогда имеем разложение в прямую сумму

(R/P n)×1
∼=
( r−1⊕

j=1

Z/2n−1Z
)
⊕ Z/2n−2Z⊕ Z/2Z,

где группы справа — аддитивные.
Следствие 3.4. Пусть P — простой идеал, и N(P ) = 2r, где 2 ∤ ∆, и пусть n ≥ 3 — целое

число.
Тогда имеем разложение в прямую сумму

(R/P n)× ∼=
( r−1⊕

j=1

Z/2n−1Z
)
⊕ Z/2n−2Z⊕ Z/2Z⊕ (R/P )× ∼=

∼=
( r−1⊕

j=1

(
Z/2n+1Z

)×
1,1

)
⊕
(
Z/2nZ

)×
1,1

⊕
(
Z/4Z

)×
1,1

⊕ (R/P )×.

Следовательно, каждое u ∈ (R/P n)× выражается в виде u = (a, u1, . . . , ur, ur+1), с

a ∈ R/P×, 0 ≤ u1, . . . , ur−1 < 2n−1, 0 ≤ ur < 2n−2, ur+1 ∈ {0, 1}.

Следствие 3.5. Пусть P — простой идеал, и N(P ) = 2r, где 2 ∤ ∆, и пусть n ≥ 2 — целое
число. Тогда каждый элемент χ группы характеров (R/P n)× однозначно выражается как

χ(u) = ±e2πi
(∑r−1

j=1

mj ind(1+2uj)

2n−1

)
e2πi

mr ind(1+2ur)

2n−2 χP (a),

43Apostol T., Introduction to Analytic Number Theory, Springer-Verlag, 1976, p.219.
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где χP — характер группы (R/P )×, а mj — целые числа такие, что 1 ≤ m1, . . . ,mr−1 ≤
2n−1, 1 ≤ mr ≤ 2n−2, ind обозначает соответствующую функцию индекса в соответствующей
подгруппе (Z/2n+1Z)×1,1 или (Z/2nZ)×1,1 в разложении в прямую сумму следствия 3.444, а a и uj

определены в следствии 3.4.
Следующие три теоремы (частично теоремы 2, 3 и 445) описывают мультипликативную

структуру приведенных систем вычетов по модулю степени разветвленного простого идеала.
Следствия о структуре соответствующих групп характеров аналогичны следствиям после тео-
рем 3.4 и 3.5, поэтому не будем их приводить.

Теорема 3.6. Пусть P — простой идеал, и N(P ) = qr, где q — нечетное простое число такое,
что q|∆, и пусть n ≥ 1 — целое число. Предположим, что K не содержит приведенного q−корня
из единицы.

Если n ≤ e, то

(R/P n)× ∼=
( r(n−1)⊕

j=1

Z/qZ
)
⊕ (R/P )×.

Если n > e и n ≡ 0 mod e, то

(R/P n)× ∼=
( r⊕

j=1

Z/q
n
e
−1Z

)
⊕
( r(e−1)⊕

j=1

Z/q
n
eZ
)
⊕ (R/P )×.

Если n > e и n ≡ 1 mod e, то

(R/P n)× ∼=
( re⊕

j=1

Z/q
n−1
e Z
)
⊕ (R/P )×.

Если n > e и ne ̸= 0, 1, то

(R/P n)× ∼=
( r(ne−1)⊕

j=1

Z/q
n−ne

e
+1Z

)
⊕
( r(e−ne+1)⊕

j=1

Z/q
n−ne

e Z
)
⊕ (R/P )×.

Теорема 3.7. Пусть P — простой идеал, и N(P ) = qr, где q — нечетное простое число такое,
что q|∆, и пусть n ≥ 1 — целое число. Предположим, что K содержит приведенный q−корень
из единицы.

Если n ≤ e+ 1, то

(R/P n)× ∼=
( r(n−1)⊕

j=1

Z/qZ
)
⊕ (R/P )×.

Если e+ 2 ≤ n ≤ qe
q−1

(если e+ 2 > qe
q−1

тогда этот случай не учитывается), то

44Apostol T., Introduction to Analytic Number Theory, Springer-Verlag, 1976, p. 219.
45Elia M., Interlando J.C., Rosenbaum R., On the Structure of Residue Rings of Prime Ideals in Algebraic Number

Fields Part II: Ramified Primes, International Mathematical Forum, Vol. 6, 2011, no. 12, 565–589.
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(R/P n)× ∼=
( r(ne−1)⊕

j=1

Z/q2Z
)
⊕
( r(e−ne+1)⊕

j=1

Z/qZ
)
⊕ (R/P )×.

Если qe
q−1

+ 1 ≤ n ≤ 2e+ 1, то

(R/P n)× ∼=
( r(w−1)⊕

j=1

Z/q2Z
)
⊕
( r(e−w+2)⊕

j=1

Z/qZ
)
⊕ (R/P )×.

Если 2e+ 2 ≤ n, то

(R/P n)× ∼=
( r(w−1)⊕

j=1

Z/q
n−ne

e
+1Z

)
⊕
( r(e−w+1)⊕

j=1

Z/q
n−ne

e Z
)
⊕
( r⊕

j=1

Z/qZ
)
⊕ (R/P )×.

Теорема 3.8. Пусть P — простой идеал и N(P ) = 2r такое, что 2|∆, и пусть n ≥ 2 — целое
число.

Если n ≤ e, то

(R/P n)× ∼=
( r(n−1)⊕

j=1

Z/2Z
)
⊕ (R/P )×.

Если e+ 1 ≤ n, то

(R/P n)× ∼=

(
e⊕

k=1

( r⊕
j=1

Z/2⌈
n−k
e

⌉Z
))

⊕ (R/P )×.

Для полноты приведем оригинальную формулу А.Г. Постникова46.
Теорема 3.9. (А.Г. Постников)
Пусть q — нечетное простое число. Существует многочлен

f(u) = an+µu
n+µ + · · ·+ a1u

степени n + µ с целыми коэффициентами такой, что для любой образующей g подгруппы
(Z/qnZ)×1 при любом целом u справедливо сравнение

indg(1 + qu)

q − 1
≡ Λf(u) mod qn−1.

Пусть k = k′qτ , где τ, k′ ∈ Z, и (k′, q) = 1.
Тогда

46Постников А.Г., О сумме характеров по модулю, равного степени простого числа, Изв. АН СССР. Сер.
матем., 19:1 (1955), 11–16.
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ak = (−1)k+1qk−1−τxk

(очевидно, ak можно брать с точностью до кратных qn−1), где xk есть решение сравнения

k′xk ≡ 1 mod qn−k+τ ,

а Λ — решение сравнения

indg(1 + q)

q − 1
≡ Λf(1) mod qn−1

причем сравнение разрешимо и (Λ, q) = 1.
Теперь сформулируем основной результат этой главы. Используя теоремы 3.4, 3.5, 3.6, 3.7

и 3.8 и их соответствующие следствия о соответствующих группах характеров, а также ориги-
нальную формулу А.Г. Постникова и ее обобщение, мы преобразуем некоторые суммы харак-
теров в K в суммы Вейля в Q, которые затем оцениваем с помощью классической оценки И.М.
Виноградова.

Теорема 3.10. Пусть 1 ≤ h ≤ L — рациональное целое, и {kj1 , . . . , kjh} ⊆ {k1, . . . , kL}, так,
что kjt ≥ 4, если q = 2, и kjt ≥ 3 если q ̸= 2.

Пусть A ⊆ (R/P )×, A′ ⊆
⊕h

t=1 Z/qkjtZ — некоторые подмножества и пусть, для j ̸∈
{j1, . . . , jh}, bj, cj — рациональные целые такие, что 0 ≤ bj ≤ cj < qkj . Пусть

S = {u ∈ (R/P n)×; a ∈ A, (uj1 , . . . , ujh) ∈ A′, bj ≤ uj ≤ cj ≤ qkj ; j ̸∈ {j1 . . . , jh}}.

Пусть l = n − 1 + µ, тогда, полагая K1 =
∑

j ̸∈{j1...,jh} kj, K2 =
∑h

t=1 kjt , справедлива общая
оценка ∣∣∣∑

S

χ(u)
∣∣∣ ≤ 2n−h(8l)

(L−h)l
2

ln (12l(l+1)(n−2))(qr − 1)q
(1− 1

3l2(n−2) ln (12l(l+1)(n−2))
)K1+K2 ,

и l удовлетворяет неравенствам

n− 2 ≤ l ≤ n− 2 +
ln (9n

8
)

ln q
.

Кроме того, полагая

τ(x) =

{
1 если q1+

1
n−2 ≤ x ≤ q2,

ln q
ln x

q
если x ≥ q2,

w(x) =
τ(x)

3l2 ln
(

12l(l+1)
τ(x)

) ,
то справедлива конкретная оценка∣∣∣∑

S

χ(u)
∣∣∣ ≤ |A||A′|

∏
j ̸∈{j1...,jh}

(
(8l)

τ(bj)

6lw(bj) b
1−w(bj)
j + (8l)

τ(cj)

6lw(cj) c
1−w(cj)
j

)
.
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Заключение
Перечислим основные результаты работы:

• Характеризуются, с точностью до кратных квадратов целых рациональных чисел, пары
целых рациональных чисел, которые можно представить в виде суммы трех квадратов с
общим квадратом.

• Получена усиленная оценка Хуа Ло-кена для тригонометрических сумм в полях алгебра-
ических чисел в ряде случаев.

• Обобщается метод деревьев Хуа Ло-кена на поля алгебраических чисел и получены соот-
ветствующие оценки тригонометрических сумм.

• Обобщается формула А.Г. Постникова на случай степени числа 2.

• Применяется формула А.Г. Постникова для оценки некоторых сумм характеров в полях
алгебраических чисел.
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