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Введение

Общая характеристика работы

Цель и задачи работы

Цель работы заключается в исследовании динамики механических и элек

тромеханических систем, в состав которых входит тело, взаимодействующее с

потоком сопротивляющейся среды, и выявлении особенностей их поведения,

обусловленных совместным действием сил различной природы (аэродинамиче

ских, электромагнитных, упругих и т.д.). Для достижения этой цели решаются

следующие задачи: анализируются различные подходы к описанию нестацио

нарного воздействия потока среды на твердое тело и области их применимости,

а также связи между этими подходами; исследуется влияние изменения потен

циальных сил на устойчивость положения равновесия в присутствии диссипа

тивных сил с неполной диссипацией и/или позиционных неконсервативных сил;

строятся замкнутые математические модели малых ветроэнергетических уста

новок различных типов и проводится параметрический анализ, направленный

на изучение особенностей динамики соответствующих систем.

Актуальность

Необходимость исследования динамики твердых тел, взаимодействующих

с потоком среды, возникает в самых разных областях науки и техники. Одним

из важных направлений, связанных с подобными задачами, является создание

малых ветроэнергетических установок. Подобные устройства предназначены

для автономной работы и питания небольшого количества потребителей. Для

выявления особенностей их поведения, проведения параметрического анализа
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и выбора оптимальных вариантов конструкии и управления важно исследовать

замкнутые системы, включающие как механические, так и электрические ком

поненты системы. При этом целесообразно, по крайней мере, на начальных эта

пах использовать модели феноменологического типа, позволяющие составлять

уравнения движения в виде систем обыкновенных дифференциальных уравне

ний и эффективно использовать методы качественного анализа. Это позволит

значительно уменьшить объем времязатратных и ресурсоемких вычислений,

связанных с детальным моделированием течения жидкости вокруг движущего

ся в ней тела и решением соответствующей сопряженной задачи.

Научная новизна

Изложенные в диссертации результаты являются новыми. В работах соис

кателя с соавторами проведен ряд исследований особенностей динамики твер

дых тел, взаимодействующих с потоком сопротивляющейся среды. Установле

на взаимосвязь между описанием нестационарного аэродинамического воздей

ствия на крыло, получаемым с помощью модели присоединенного осциллятора,

и описанием, в котором для учета предыстории используется интеграл Дюаме

ля с экспоненциальным ядром. В задаче о торможении крыла, поступательно

движущегося поперек потока, исследовано поведение нормальной к хорде со

ставляющей аэродинамической силы на этапе торможения и после остановки.

Впервые исследовано влияние изменения диагонального элемента матри

цы потенциальных сил на характер устойчивости тривиального равновесия ли

нейной механической системы и показано, что характер устойчивости при этом

может изменяться не более 2𝑠−1 раз, где 𝑠 — число степеней свободы системы.

Построен пример системы с произвольным числом степеней свободы, в которой

число изменений характера устойчивости равно этому максимальному значе
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нию. Для систем с двумя степенями свободы получены условия, при которых

характер устойчивости изменяется два или три раза при увеличении коэффи

циента жесткости по одной из обобщенных координат. Эффект потери устой

чивости при увеличении коэффициента жесткости по одной из обобщенных ко

ординат экспериментально подтвержден для двухзвенного аэродинамического

маятника.

Исследована динамика малых автономных ветроэнергетических установок

с горизонтальной осью вращения. Построена замкнутая математическая модель

соответствующей электромеханической системы. Показано, что в случае, когда

электромеханическое взаимодействие является линейным, возникает гистерезис

выходной мощности (и угловой скорости ветротурбины) при изменении внеш

ней нагрузки в электрической цепи или скорости ветра. Если же электроме

ханическое взаимодействие является нелинейным, то семейство неподвижных

точек претерпевает перестройку при увеличении скорости ветра. Если скорость

ветра меньше некоторого критического значения, зависящего от коэффициен

та, характеризующего нелинейность электромеханического взаимодействия, то

угловая скорость ветротурбины на стационарном режиме монотонно убывает

при увеличении внешней нагрузки в цепи генератора от нуля до бесконечности;

если же скорость больше этого критического значения, то угловая скорость вет

ротурбины на стационарном режиме изменяется немонотонно при увеличении

нагрузки в указанном диапазоне.

Рассмотрена ветроэнергетическая установка колебательного типа с двумя

подвижными телами, использующая эффект галопирования. Одно тело пред

ставляет собой прямоугольную призму, а второе тело — материальную точку,

которая не взаимодействует с потоком и упруго прикреплена к неподвижному

основанию и к призме. Показано, что что при такой конфигурации колебания
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начинаются при меньшей скорости потока, а выходная мощность увеличивается

по сравнению с установкой, содержащей одну массу.

Рассмотрена динамика ветроэнергетической установки, рабочий элемент

которой представляет собой однозвенный аэродинамический маятник с упру

го закрепленной точкой подвеса. Исследованы периодические режимы и даны

оценки выходной мощности. Предложено управление моментом инерции маят

ника, обеспечивающее гашение колебаний в случае, когда скорость потока пре

вышает предельно допустимое значение.

Теоретическая и практическая значимость

Проведенные исследования расширяют представления о поведении твер

дых тел, взаимодействующих с потоком среды, и о возможности использования

стационарных движений, возникающих в результате такого взаимодействия,

для преобразования энергии потока в полезные формы.

Диссертация носит теоретический характер. Результаты диссертации мо

гут быть использованы при проектировании и анализе динамики ветроэнерге

тических установок различных типов, в том числе, для сравнительного анализа

их эффективности. Кроме того, они могут применяться в рамках учебных кур

сов и при реализации научных проектов в МГУ им. М.В. Ломоносова и других

научных организациях, в которых ведутся исследования в области динамики

тела в потоке сопротивляющейся среды.

Методология и методы исследования

Результаты, полученные в диссертации, основаны на использовании мето

дов теоретической механики, теории устойчивости, качественных методов ана

лиза динамических систем, а также асимптотических методов. При моделирова
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нии динамики систем используются методы численного интегрирования задачи

Коши для систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Кроме того,

часть результатов получена в ходе экспериментов, проведенных в дозвуковой

аэродинамической трубе А6 НИИ механики МГУ.

Оcновные положения, выносимые на защиту

1. Уравнения движения тела в потоке, полученные с помощью модели присо

единенного осциллятора, приводятся к интегро-дифференциальной фор

ме, аналогичной уравнениям, получаемым в рамках известного подхода

к описанию нестационарного аэродинамического воздействия, использую

щего интеграл Дюамеля с экспоненциальным ядром.

2. Пусть тело типа тонкого крыла совершает медленное поступательное дви

жения поперек потока среды, так что мгновенный угол атаки мал. Тогда

при достаточно большой величине производной коэффициента нормаль

ной силы по углу атаки коэффициент при ускорении тела, обусловленный

наличием нестационарного аэродинамического воздействия, оказывается

отрицательным, что дает основание говорить не о «присоединенной», а об

«отсоединенной» массе.

3. При изменении диагонального элемента матрицы потенциальных сил ха

рактер устойчивости положения равновесия голономной системы с 𝑠 степе

нями свободы может изменяться не более 2𝑠−1 раз. Для любого конечно

го значения 𝑠 существует система, в которой число изменений характера

устойчивости равно максимально возможному.

4. Для линейной голономной системы с 2 степенями свободы существуют

достаточные условия того, что при увеличении жесткости по одной из
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обобщенных координат от некоторого фиксированного значения (возмож

но, отрицательного) до бесконечности характер устойчивости равновесия

изменится 3 раза (неустойчивость — асимптотическая устойчивость —

неустойчивость — асимптотическая устойчивость).

5. Для линейной голономной системы с 2 степенями свободы существуют

достаточные условия того, что при увеличении жесткости по одной из

обобщенных координат от некоторого фиксированного значения (возмож

но, отрицательного) до бесконечности характер устойчивости равновесия

изменится 2 раза. Этот эффект возможен, в частности, в случае полной

диссипации, если в системе присутствуют циркуляционные силы.

6. При равномерном торможении тонкого крыла, поступательно движуще

гося поперек потока среды, нормальная сила, действующая на крыло, не

меняет направление, если ускорение крыла меньше определенного крити

ческого значения, и меняет направление два раза (один на фазе тормо

жения, второй — на фазе последействия), если ускорение превышает это

критическое значение. При этом на некотором интервале времени в ходе

фазы торможения указанная сила препятствует торможению.

7. Для однозвенного аэродинамического маятника существует диапазон зна

чений длины державки, в котором положение равновесия «по потоку»

является асимптотически устойчивым, если момент инерции маятника от

носительно точки подвеса меньше определенного критического значения,

и неустойчивым, если момент инерции больше этого значения.

8. Для малых автономных ветроэнергетических установок с горизонтальной

осью вращения в случае, когда электромеханическое взаимодействие явля

ется линейным, существует диапазон значений внешней нагрузки (сопро
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тивления), в котором у системы имеется два притягивающих стационар

ных режима (один — «высокоскоростной», второй — «низкоскоростной»).

При изменении внешней нагрузки возникает гистерезис выходной мощно

сти (и угловой скорости ветротурбины).

9. Для малых автономных ветроэнергетических установок с горизонтальной

осью вращения в случае, когда электромеханическое взаимодействие яв

ляется нелинейным, семейство стационарных режимов претерпевает пере

стройку, когда величина скорости потока проходит через некоторое кри

тическое значение. Если скорость меньше этого критического значения,

то существует диапазон значений нагрузочного сопротивления, в котором

стационарный «высокоскоростной» режим отсутствует; если же скорость

больше этого критического значения, то стационарный «высокоскорост

ной» режим существует при всех значениях сопротивления.

10. Если в ветроэнергетическую установку, рабочий элемент которой пред

ставляет собой плохообтекаемое тело, совершающее галопирование в по

токе среды, добавить еще одно тело (материальную точку), пружинно

соединенное с первым телом и с неподвижным основанием, то при над

лежащем выборе параметров критическая скорость потока, при которой

возникает галопирование, уменьшится, а средняя мощность, производи

мая при установившихся колебаниях системы, возрастет.

11. В ветроэнергетической установке, рабочим элементом которой является

упруго закрепленный аэродинамический маятник, точка подвеса которого

может двигаться вдоль неподвижной прямой, перпендикулярной набега

ющему потоку, максимум безразмерного коэффициента выходной мощно

сти (по нагрузке) немонотонно зависит от расстояния от точки подвеса до
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центра масс: при смещении центра масс в сторону крыла этот максимум

вначале возрастает, а затем начинает уменьшаться. Увеличение момента

инерции маятника приводит к дестабилизации тривиального равновесия,

а его уменьшение — к стабилизации этого равновесия и исчезновению

предельных циклов в достаточно широком диапазоне значений скорости

потока.

Достоверность и обоснованность

Все положения, выносимые на защиту, получены с использованием стро

гих математических методов. Ряд результатов подтвержден экспериментами

(натурными либо вычислительными).

Апробация

Основные результаты работы прошли апробацию на ряде международных

и всероссийских конференций:

1. Международная научная конференция по механике «Третьи Поляховские

чтения», 2003.

2. IX Международная Четаевская конференция «Аналитическая механика,

устойчивость и управление движением», 2007.

3. X Международный семинар им. Е.С. Пятницкого «Устойчивость и коле

бания нелинейных систем управления», 2008.

4. Международная научная конференция по механике «Шестые Поляхов

ские чтения», 2012.
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5. 9th International Conference on mathematical problems in engineering, aerospace

and sciences (ICNPAA 2012), 2012.

6. Вторая международная научная конференция «Актуальные проблемы тео

рии управления, топологии и операторных уравнений». КРСУ. Бишкек.

2013.

7. XVIII Всероссийская конференция «Современные проблемы аэрогидроди

намики», 2016.

8. XI Международная Четаевская конференция «Аналитическая механика,

устойчивость и управление движением», 2017.

9. Международная конференция «Динамические системы: устойчивость, управ

ление, оптимизация», 2018.

10. Международная научная конференция по механике «Восьмые Поляхов

ские чтения», 2018.

11. International Conference on Nonlinear Solid Mechanics, 2019.

12. 11th, 14th, 15th, 16th International conference «Dynamical Systems: Theory

and Applications» (2011, 2017, 2019, 2021, Lodz, Poland).

13. Международная научная конференция «Динамические системы: устойчи

вость, управление, оптимизация», 2021.

14. XI, XII, XIII Всероссийские съезды по фундаментальным проблемам тео

ретической и прикладной механики (Казань, Уфа, Санкт-Петербург, 2015,

2019, 2023).

15. 9th International Congress of the Serbian Society of Mechanics, 2023.
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Кроме того, результаты были представлены на следующих научных семинарах:

1. Семинар по аналитической механике и теории устойчивости под руковод

ством проф. А.А. Зобовой и проф. Е.И. Кугушева (механико-математиче

ский факультет МГУ имени М.В. Ломоносова)

2. Семинар имени А.Ю. Ишлинского по прикладной механике и управлению

под руководством профессора В.В. Александрова (механико-математиче

ский факультет МГУ имени М.В. Ломоносова)

3. Семинар отдела механики под руководством академика В.В. Козлова, ака

демика Д.В. Трещева и чл.-корр. С.В. Болотина (Математический инсти

тут имени В.А. Стеклова РАН)

4. Семинар по механике систем им. академика А.Ю. Ишлинского при На

учном совете РАН по механике систем под руководством академика В.Ф.

Журавлева и академика Д.М. Климова (Институт проблем механики име

ни А.Ю. Ишлинского РАН)

Исследования были проведены, в том числе, в рамках поддержанных гран

тами проектов, в которых соискатель выступал в качестве руководителя (РФ

ФИ 14-08-01130, 17-08-01366, РНФ 22-29-00472) или основного исполнителя (РФ

ФИ 03-01-00190, 08-08-00390, 11-08-00444, 12-01-00364, 15-01-06970 и др.).

Публикации

Основные результаты диссертации изложены в 32 работах, 26 из которых

опубликованы в рецензируемых журналах, индексируемых в международных

базах WoS, Scopus и RSCI и 1 — в журнале из списка ВАК.
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Личный вклад автора

Диссертация подготовлена на основе работ, опубликованных соискателем

лично или в соавторстве. Научный консультант, проф. В.А. Самсонов, участ

вовал в постановке ряда задач о динамике поступательного движения крыла

в потоке и обсуждении результатов. П.Р. Андронову принадлежат результаты

гидродинамического моделирования динамики однозвенного аэродинамическо

го маятника с помощью модифицированного метода дискретных вихрей. Ко

брину А.И. принадлежит математическая модель электрической части этой

установки в случае линейного электромеханического взаимодействия. Другие

соавторы принимали участие в подготовке и проведении экспериментов, в об

работке экспериментальных данных, а также в проведении расчетов на базе

математических моделей, разработанных соискателем.

Вклад соискателя в работы, опубликованные в соавторстве, характеризу

ется следующим образом. В статьях [50, 51, 52] вклад соискателя составляет

90%; он состоит в постановке задачи (совместно с В.А. Самсоновым) и прове

дении всех аналитических и численных исследований. В работах [22, 23, 24]

вклад соискателя составляет 70% и заключается в постановке задачи, планиро

вании экспериментов, проведении аналитического и численного исследования

динамики рассматриваемых систем. В статье [166] вклад соискателя составляет

35% и заключается в исследовании динамики горизонтально-осевой ветроэнер

гетической установки. В работе [171] вклад автора составляет 60% и состоит в

постановке задачи, проведении аналитических исследований и численного моде

лирования, а также планировании вычислительного эксперимента. В статье [53]

вклад соискателя составляет 90% и заключается в постановке задачи, разработ

ке модели электромеханического взаимодействия, проведении аналитических

исследований и численного моделирования. В работах [11, 12, 13, 174] вклад
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соискателя составляет 30% и заключается в постановке задачи, выборе мето

да исследования, планировании экспериментов и обсуждении результатов. Эти

статьи подготовлены в соавторстве с Голубом А.П. по результатам его диссер

тационной работы (соискатель являлся одним из его научных руководителей).

В статье [54] вклад соискателя составляет 90%; соискателю принадлежит идея

исследования, а также все аналитические и численные результаты. В работе

[176] вклад соискателя составляет 40%; ему принадлежит постановка задачи,

а также аналитическое и численное исследование стационарных режимов си

стемы в случае нелинейного электромеханического взаимодействия. В статьях

[175, 173] вклад соискателя составляет 50% и заключается в постановке задачи

и проведении аналитических исследований.

Соискатель провел значительную работу над текстом всех статей и осу

ществлял переписку с редакторами и рецензентами.

Содержание работы

Диссертация состоит из введения, четырех глав и заключения.

Во введении дана общая характеристика диссертационной работы и сфор

мулирована ее цель, обоснована актуальность исследований и их научная но

визна, приведены сведения об апробации результатов и их публикации, а также

проведен детальный обзор литературы, посвященной тематике диссертационно

го исследования.

В первой главе рассматриваются различные подходы к описанию аэродина

мического воздействия на твердое тело, движущееся в потоке. Описана модель

присоединенного осциллятора и ее применение в случае угловых колебаний те

ла типа тонкого крыла в потоке. Установлена взаимосвязь между описанием

нестационарного аэродинамического воздействия на крыло с помощью интегра
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ла Дюамеля с экспоненциальным ядром и описанием, получаемым с помощью

модели присоединенного осциллятора.

Во второй главе анализируется влияние потенциальных сил на характер

устойчивости равновесия. Показано, что в системе с 𝑠 степенями свободы при из

менении одного диагонального элемента матрицы потенциальных сил характер

устойчивости может измениться не более 2𝑠− 1 раз. Построен пример системы

с произвольным числом степеней свободы, в которой число изменений харак

тера устойчивости равно этому максимальному значению. Для механической

системы с двумя степенями свободы получены условия, при которых характер

устойчивости тривиального равновесия меняется два и три раза. В качестве

примера рассмотрена задача о двухзвенном аэродинамическом маятнике.

В третьей главе рассмотрены малые колебания крыльев. Показано, что

при торможении тонкого крыла, поступательно движущегося поперек потока

среды, нормальная сила, действующая на крыло, не меняет направление, если

ускорения крыла меньше определенного критического значения, и меняет на

правление два раза, если ускорение превышает это критическое значение. Ис

следована устойчивость положения равновесия «по потоку» однозвенного аэро

динамического маятника. Полученные результаты подтверждены сравнением

с результатами численного моделирования на базе модифицированного метода

дискретных вихрей.

В четвертой главе рассмотрены ветроэнергетические установки различных

типов. Изучены особенности динамики малых автономных ветроэнергетических

установок с горизонтальной осью вращения и проанализировано влияние пара

метров (в частности, параметра, характеризующего нелинейность электромеха

нического взаимодействия) на стационарные режимы. Исследована динамика

двух ветроэнергетических установок колебательного типа (использующих эф
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фект галопирования и флаттера). Даны оценки характеристик периодических

режимов (в том числе, выходной мощности).

В заключении сформулированы основные результаты, полученные в рам

ках исследования.

Обзор литературы

Тела, взаимодействующие с сопротивляющейся средой, представляют огром

ный интерес для науки и техники — как с точки зрения чистых исследований,

так и с точки зрения приложений. Они встречаются во множестве техниче

ских систем, в частности, транспортных (различные летательные аппараты),

так и энергетических (ветроэнергетические установки). Поэтому исследование

различных аспектов поведения тел, взаимодействующих с сопротивляющейся

средой, является актуальным. Особенно важное значение имеет изучение уста

новившихся движений таких систем, в том числе, условий их устойчивости.

То, что тела под действием потока среды могут совершать периодические

движения (колебательные или ротационные), известно человечеству с незапа

мятных времен. Эти эффекты активно использовались, например, в водяных и

ветряных мельницах. С развитием науки и техники оказалось, что учитывать

такие движения полезно (а часто и необходимо с точки зрения безопасности)

в самых разных отраслях — в авиации (и, шире, аэрокосмической отрасли),

строительстве, энергетике и т.д.

Описание аэродинамических сил, действующих на твердое тело со

стороны потока среды

В значительной мере, ключевым моментом в истории исследований движе

ния тела в среде явился доклад «О парении птиц», сделанный Н.Е. Жуковским
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22 октября 1891 г. на заседании Московского Математического общества (см.

[26]). Именно в этой работе впервые было дано описание полета тела в воздухе,

которое качественно соответствовало наблюдениям. А в работах 1905-1906 гг.

Жуковский сформулировал свою теорему о подъемной силе, действующей на те

ло, обтекаемое плоскопараллельным потоком идеальной жидкости. Эти труды

заложили основу дальнейшего развития аэродинамики летательных аппаратов.

Нужды стремительно развивающейся авиационной техники потребовали

исследования нестационарного движения тел (прежде всего, крыльев) в среде.

В целом ряде работ (в частности, [163], [90], [193], [117], [34], [55]) были исследо

ваны малые колебания тонкого крыла (близкого к плоской пластине) в потоке.

Уже на этом этапе выделилось два направления в описании аэродинамики.

Одно из них основано на квазистатическом подходе. При этом аэродинамиче

ские силы и моменты, действующие на крыло, считаются зависящими от мгно

венного состояния движения крыла (точнее, угла, определяющего ориентацию

крыла относительно потока, скорости некоторой точки крыла и его угловой

скорости), причем эти зависимости предполагаются такими же, как и в случае

обтекания неподвижного крыла стационарным потоком. Такое описание аэро

динамики, в частности, использовалось в работах Келдыша с соавторами ([16]).

Квазистатический подход в силу своей относительной простоты нашел ши

рокое распространение в задачах, связанных с изучением динамики объектов,

ускорения и угловые скорости которых не слишком велики, в частности, неко

торых типов летательных аппаратов (см., напр., [46], [9]). Целая серия работ,

посвященных развитию квазистатического подхода и его применению для каче

ственного анализа динамики тел в потоке сопротивляющейся среды, принадле

жит В.А. Самсонову с соавторами (в частности, [38], [39], [48], [47], [41]). Более

подробно квазистатический подход будет обсуждаться ниже, в главе 1.
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Другое направление ориентировано на более детальное описание нестаци

онарных аэродинамических сил, действующих на профиль. Так, для случая

малых гармонических колебаний бесконечно тонкой пластины (вращательных

и/или поступательных) Теодорсен на основе аналитического решения уравне

ний гидродинамики описал нестационарные аэродинамические силы с помощью

функции (которая сейчас называется его именем), представляющей собой ком

бинацию функций Ганкеля, аргументом которых служит безразмерная круго

вая частота колебаний ([186], [187]). Примерно в это же время аналогичные ре

зультаты были получены М.В. Келдышем, М.А. Лаврентьевым [34] и Л.И. Се

довым [55]. Этот подход широко используется (напр., [92]). Однако его непо

средственное использование в случае, когда движение пластины (или тонкого

крыла) не является гармоническими колебаниями (например, при описании пе

реходных режимов), затруднительно.

В работе [193] получена функция (называемая функцией Вагнера), опи

сывающая зависимость подъемной силы от времени при скачкообразном из

менении угла атаки. Позднее было показано, что функция Вагнера связана с

функцией Теодорсена с помощью преобразования Фурье. В дальнейшем был

предложен подход к описанию аэродинамических функций с помощью интегра

ла Дюамеля с экспоненциальным ядром.

Получающиеся при этом интегро-дифференциальные уравнения типа Воль

терра применялись для решения различных задач аэродинамики и аэроупруго

сти в работах С.М. Белоцерковского с соавторами ([7], [6], [4], [5] и др.). Ряд

работ в этой области принадлежит В.С. Сергееву (напр., [64], [65]).

C развитием вычислительной техники все большее распространение ста

ли получать методы, основанные на численном интегрировании уравнений На

вье-Стокса. Здесь можно выделить метод дискретных вихрей и различные его
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модификации (в частности, [86, 17, 1]). Такие подходы позволяют получить де

тальное описание течения вокруг тела и распределенных сил, действующих на

тело. Однако они, в силу достаточно высокой требовательности к вычислитель

ным ресурсам, не позволяют эффективно проводить параметрический анализ,

и их сложно интегрировать в контур управления.

В связи с этими обстоятельствами достаточно активно ведутся исследова

ния в области разработки и использования различных эмпирических методов

описания нестационарных аэродинамических сил, действующих на тело. Среди

таких подходов нужно отметить метод, основанный на использовании враща

тельных аэродинамических производных (напр., [8, 66]). В его рамках аэроди

намические силы и моменты представляются в виде суммы компонентов, линей

но зависящих от кинематических характеристик движения крыла (угла атаки,

угловой скорости и т.д.), а также их производных. Коэффициенты в этих за

висимостях, вообще говоря, также зависят от состояния движения тела, и их

определение для конкретного объекта является достаточно сложной задачей.

Следует также выделить подход Беддоуза-Лейшмана ([85], [143], [142]),

в котором предложен эмпирический метод учета отрыва с передней и задней

кромок крыла. В рамках этого подхода вводятся дополнительные переменные,

описывающие нестационарные компоненты силы, и для них составляются диф

ференциальные уравнения. Этот подход с некоторыми модификациями исполь

зуется, в частности, при моделировании аэродинамического воздействия на ло

пасти ветротурбин ([121], [160]).

В подходе [118] вводится дополнительная переменная, характеризующая

положение точки отрыва на крыле. Ее поведение описывается обыкновенным

дифференциальным уравнением первого порядка. Развитие и модификации это

го подхода предложены в [69], [195].
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В работах [50, 52] для учета инерционных свойств потока предложено ис

пользовать концепцию «присоединенного осциллятора» (подробнее см. в 1 и 3

главах настоящей работы).

Динамика аэроупругих систем

Пожалуй, первым вызвавшим пристальный интерес исследователей эф

фектом, связанным с возникновением колебаний упругой конструкции под дей

ствием потока среды, явился флаттер крыла самолета. В 30-е годы прошлого

века в разных странах появилась целая серия работ ([15, 186] и проч.), в которых

это явление было объяснено. При этом задача была сведена к рассмотрению пло

скопараллельного движения профиля крыла (считающегося твердым телом),

способного двигаться поступательно поперек потока и вращаться вокруг некото

рой оси, связанной с профилем. Упругие свойства крыла (на изгиб и кручение)

моделировались пружинами. Было показано, что при определенных условиях

увеличение скорости потока приводит к потере устойчивости «номинального»

положения равновесия, и были предложены некоторые способы избежать этого

в нужном диапазоне скоростей ([16] и др.).

Таким образом было положено начало изучению так называемых аэроупру

гих систем (т.е. систем, динамика которых определяется взаимодействием сил

аэродинамической природы и упругих сил).

Несмотря на длительную историю исследования колебаний упруго закреп

ленных тел в потоке среды, их интенсивное изучение продолжается и сейчас.

Так, были выделены различные виды флаттера. Это классический флаттер,

когда отрыв потока от поверхности движущегося тела незначителен, и ампли

туда колебаний определяется, в первую очередь, нелинейностью упругих сил.

В работах, посвященных этому типу флаттера, как правило, рассматривается
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локальное поведение системы вблизи тривиального равновесия, анализируются

зависимости амплитуды колебаний от различных параметров системы и стро

ится закон управления, позволяющий ограничить эти амплитуды и/или предот

вратить их появление [116], [182]).

Другой тип флаттера — срывной флаттер. Его возникновение связано с

отрывом потока, и амплитуда колебаний определяется, в первую очередь, нели

нейностью аэродинамических сил. Такому флаттеру также посвящено большое

количество работ. В частности, в [78] проводится экспериментальное и аналити

ческое исследование колебаний, имеющих большую амплитуду. При этом пока

зано наличие гистерезиса при изменении скорости потока. В [102] рассматрива

ются предельные циклы и бифуркации профиля в условиях срывного флаттера.

Методы подавления флаттерных колебаний предложены, например, в [184].

Влияние различных типов нелинейности (в частности, кубической нелинейно

сти или люфтов) обсуждается в работах [140] и [151] (где, помимо прочего,

представлены экспериментальные данные). Хаотическое поведение подобных

аэроупругих систем (с одной поступательной и одной вращательной степенями

свободы), а также различные схемы перехода к хаосу подробно исследованы в

статье [97].

Другое важное направление в рамках исследований аэроупругих систем —

изучение динамики плохообтекаемых тел, упруго закрепленных в потоке среды.

Под плохообтекаемыми телами понимаются тела, отрыв потока с поверхности

которых происходит при (практически) любых углах атаки. Как правило, ис

следуется поведение круглых цилиндров или прямоугольных призм в потоке,

перпендикулярном образующей цилиндра (или длинной стороне призмы).Как

показывают многочисленные эксперименты, даже в случае одной степени сво

боды «естественное» положение равновесия при достаточно большой скорости
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потока становится неустойчивым, и в системе возникают колебания. Это может

быть вызвано антидиссипативным характером статического аэродинамического

воздействия — такие колебания называют галопированием. Кроме того, поте

ря устойчивости может быть вызвана резонансом между частотой собственных

колебаний тела и частотой сходящих вихрей (колебания, индуцированные вих

рями [168], [83], [150], [126]).

Критерий, определяющий условия возникновения галопирования, впервые

был получен Ден Гартогом [101]. Изучению различных аспектов галопирования

посвящена обширная литература. Здесь мы сосредоточимся только на работах,

в которых рассматривается динамика тел с острыми кромками (таких как пря

моугольные призмы), которые могут поступательно перемещаться поперек по

тока. В работах [158, 159] было показано, что квазистатический подход может

обеспечить достаточно точное описание данного явления для призмы квадрат

ного сечения. В частности, в работе [159] был объяснен наблюдающийся в экс

периментах гистерезис колебаний, существующий в определенном диапазоне

скоростей ветра. В работе [147] проведен подробный численный анализ этого

гистерезиса для чисел Рейнольдса до 1000. В работе [157] выполнено числен

ное исследование аэродинамических сил, действующих на квадратную призму

при числах Рейнольдса порядка 10000. Зависимость характеристик колебаний

от удлинения призмы исследована в работе [42].

Существует множество экспериментальных работ, посвященных изучению

аэродинамических сил, действующих на прямоугольные и квадратные призмы.

Так, в работе [84] определялись характеристики галопирующих колебаний квад

ратного цилиндра и измерялась боковая (перпендикулярная набегающему пото

ку) сила, действующая на этот объект, при углах атаки до 18 градусов. В работе

[167] исследовалось обтекание квадратной призмы с прикрепленной к ней пла
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стиной и без нее, и измерялись подъемная сила и сила лобового сопротивления

во всем диапазоне углов атаки. В [152] изучается влияние ориентации призмы

относительно набегающего потока на галопирующие колебания. В [113] описа

ны эксперименты по исследованию нестационарных аэродинамических сил при

галопировании прямоугольной призмы.

Очевидная нежелательность галопирования с точки зрения прочности и

износа конструкций привела к появлению целого ряда работ, в которых пред

лагались различные методы подавления таких колебаний. В частности, в [73]

описывается использование пассивного инерционного гасителя для уменьшения

амплитуды. В работах [114, 115] проведен подробный анализ бифуркаций Анд

ронова-Хопфа в динамике системе, содержащей плохообтекаемое тело и инер

ционный гаситель. В [170] анализируется возможность предотвращения гало

пирования квадратной призмы с помощью «поглотителя энергии», представля

ющего собой шар, движущийся по круговой направляющей, прикрепленной к

этой призме.

Динамика ветроэнергетических установок разных типов

Колебания тел, обусловленные воздействием потока сопротивляющейся

среды, являются вредными с точки зрения авиации и гражданского строитель

ства, поскольку они приводят к усиленному износу и разрушению конструк

ций. С другой стороны, такие колебания и ротации можно рассматривать как

способ отбора энергии потока для последующего преобразования ее в полез

ные формы (например, электричество). Поэтому одной из важных отраслей

промышленности, которая стимулирует исследования в области динамики те

ла в потоке среды, является ветроэнергетика. В настоящее время генерация

электричества с помощью ветроэлектростанций широко распространена — как
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на уровне промышленных станций, так и на уровне отдельных домохозяйств.

Существуют разные типы таких устройств. Наиболее широко распространены

установки, рабочим элементом которых является ветротурбина с горизонталь

ной осью вращения.

Среди множества работ, посвященных динамике ветротурбин, можно выде

лить работы [68], [122], [123], [190], [181], в которых излагаются общие принципы

описания различных аспектов аэродинамического воздействия на лопасти тур

бин. Помимо прочего, в них приводится обзор малых ветротурбин. Целый ряд

исследований (в частности, [87], [189], [180], [25], [179]) посвящен эксперимен

тальному и теоретическому изучению аэродинамических характеристик лопа

стей турбин и вопросам выбора оптимальной (как правило, с точки зрения выра

батываемой мощности) формы лопастей. В статьях [132], [125] рассматривается

возможность повысить эффективность горизонтально-осевой ветротурбины за

счет установки законцовок различных типов на лопасти.

Значительное количество работ связано с анализом поведения ветротур

бин в целом (аэродинамический момент, мощность, особенности обтекания вра

щающейся турбины). Среди этих исследований необходимо отметить работы,

в которых приведены результаты экспериментальных измерений аэродинами

ческого момента и мощности различных конфигураций турбин пропеллерного

типа (в частности, [95], [136], [141]). С увеличением быстродействия компью

теров резко возросло число работ, посвященных численному моделированию

обтекания турбин путем интегрирования уравнений Навье-Стокса или с помо

щью различных вихревых методов ([133], [74] [183] и др.). В ряде работ для

описания нестационарной аэродинамики ветротербин используются различные

упрощенные эмпирические подходы (например, в [30] — квазистатический, в

[105] — подход на основе несущей линии).
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В работах [99, 100] был описан гистерезис выходной мощности при измене

нии нагрузки в случае, когда в электрической цепи, подключенной к ветротур

бине, присутствует большая индуктивность. В статьях [156, 145] анализируется

поведение двойного ротора (такая схема позволяет снизить гироскопические

нагрузки на основание установки). В работах [161, 138] исследуется влияние

отклонения оси турбины от направления ветра на аэродинамический момент и

выходную мощность.

Необходимо отметить, что в доступной литературе практически отсутству

ют работы, в которых бы рассматривалась системы, описывающие как динами

ку малой автономной ветротурбины, так и процессы, происходящие в электри

ческой цепи.

Однако колебания конструкций также могут служить источником энер

гии. Эта идея не нова. Один из первых патентов на ветроэнергетическую уста

новку, использующую явление флаттера, был подан в 1924 году [188]. В рабо

те [106] предложено использовать классический крутильно-изгибный флаттер

для отбора энергии потока. Еще один тип, так сказать, «флаттерной» ветро

энергетической установки, представляющая собой вертикально установленное

крыло, которое совершает колебания на кручение и изгиб, был предложен и

экспериментально исследован в [89]. В работах [154] и [130] также изучались

системы флаттерного типа и отмечено, что они обладают достаточно хорошим

потенциалом с точки зрения выработки энергии. В [202] исследовано влияние

неоднородности потока на функционирование подобной установки.

В последние годы возникла новая волна интереса к подобного рода устрой

ствам. Это отчасти связано с появлением новых материалов и технологий, кото

рые позволяют создавать легкие и очень прочные рабочие элементы, а также с

разработкой компактных и эффективных устройств для генерации электроэнер
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гии. В частности, пьезоэлементы стали чрезвычайно привлекательным (как с

точки зрения производительности, так и с точки зрения цены) средством пре

образования механической энергии в электричество [169, 146].

В работе [71] широкий спектр аэроупругих систем обсуждается в качестве

потенциальных рабочих элементов вибрационных ветроэнергетических устано

вок. Большой обзор ветроэнергетических установок колебательного типа, ис

пользующих флаттер упругих элементов, приведен в [153]. Оценки выходной

мощности системы, в которой отбор энергии потока осуществляется за счет

классического флаттера, даны в [162], [96].

Устройства отбора энергии потока, основанные на флаттерных колебаниях

различных конструкций и использующие пьезоэлементы, изучаются в работах

[93], [72], [197], [110]. Отметим, что для эффективного анализа систем, содер

жащих как чисто механическую часть, так и электрическую часть (пьезоэле

мент), требуется простая, но достаточно точная модель электромеханического

взаимодействия. Обзор различных подходов к моделированию пьезоэлементов

содержится в [108]. В работе [109] предложен упрощенный подход к описанию

электромеханического взаимодействия в таких системах.

При обсуждении флаттерных колебаний предполагается, что ось вращения

лежит на хорде крыла. Влияние ее положения на характеристики предельных

циклов исследовано, в частности, в [182]. Однако интересно проанализировать

случай, когда эта ось расположена вне крыла. Такую систему можно рассмат

ривать как аэродинамический маятник с упруго закрепленной точкой подвеса.

В последнее время появляется большое количество работ, направленных

на разработку и изучение колебательных ветроэнергетических установок, ис

пользующих эффект галопирования. Так, в [81] показано, что галопирующие

колебания имеют достаточно хороший потенциал для такого использования. В
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работе [98] исследована ветроэнергетическая установка на базе галопирования,

в которой электричество вырабатывается линейным генератором на постоянном

магните. Экспериментальное исследование аналогичного устройства с рабочи

ми элементами в виде квадратной и прямоугольной призмы проведено в [124] и

исследовано влияние угла между стороной призмы и направлением потока на

характеристики колебаний. В [127] предложена система, состоящая из плохо

обтекаемого тела и пьезоэлемента. В [194] анализируется ветроэнергетическая

установка, использующая галопирование пьезоэлектрической консольно закреп

ленной балки и исследуется влияние геометрической формы на вырабатывае

мую мощность. Попытка определить оптимальную форму рабочего элемента

малой ветроэнергетической установки, основанной на галопировании, описана

в [199]. В работе [201] проводится экспериментальное сравнение мощности, вы

рабатываемой при галопировании призм с разной формой поперечного сечения

(прямоугольник, треугольник и т.д.). Несколько конфигураций галопирующей

ветроэнергетической установки с двумя движущимися массами рассмотрены в

[192]. Показано, что некоторые конфигурации позволяют добиться увеличения

выходной мощности по сравнению с системой, содержащей одну колеблющуюся

массу. В [131] рассматривается галопирующая ветроэнергетическая установка с

двумя подвижными массами, установленная на подвижном основании.

В статье [82] изучается возможность использовать для генерации энергии

колебания кругового цилиндра, индуцированные вихрями, и описано влияние

демпфирования на выходную мощность. Оригинальная конструкция колеба

тельной ветроэнергетической установки предложена в работе [2].

В настоящее время ощущается необходимость в систематическом исследо

вании различных конфигураций ветроэнергетических установок колебательно

го типа, выявлении особенностей их динамики, поиске оптимальных (прежде
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всего, с точки зрения преобразования энергии потока) конфигураций, а так

же изучении возможностей управления (в частности, с целью предотвращения

разрушения установки при очень больших скоростях потока).

Вопросы влияния сил различных типов на характер устойчивости

При изучении динамики тел в потоке сопротивляющейся среды (в том чис

ле, ветроэнергетических установок различных типов) одним из важнейших эта

пов анализа является исследование устойчивости положений равновесия и/или

стационарных движений.

В структуре уравнений малых колебаний механических систем традици

онно выделяют диссипативные, гироскопические, позиционные потенциальные

и позиционные неконсервативные (или циркуляционные) силы. Исследованию

различных аспектов влияния этих сил на устойчивость тривиального равнове

сия посвящено большое количество работ (некоторые классические результаты

представлены, например, в [70, 44]).

В настоящее время исследования в этой области активно продолжаются.

В частности, вопросы устойчивости и стабилизации системы общего вида в слу

чае, когда потенциальная энергия в равновесии имеет максимум, рассматрива

ются в работе [77]. В [28] анализируется влияние структуры матриц соответ

ствующих сил на форму колебаний вблизи равновесия.

Позиционные неконсервативные силы являются одним из типичных источ

ников неустойчивости (см., например, [137, 149]). В то же время, хорошо извест

но, что эти силы в некоторых ситуациях способны стабилизировать положение

равновесия, неустойчивое в их отсутствие.

В [134] описаны типичные перестройки характеристических кривых в цир

куляционных системах, зависящих от нескольких параметров, и поведение соб
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ственных значений в окрестности точек пересечения/касания таких кривых на

основе информации о системе в этих точках.

Критерии слабой устойчивости неконсервативных упругих систем обсуж

даются в [144, 112].

В статье [31] теоремы Томсона–Тэта–Четаева обобщены для случая систем

с неконсервативными позиционными силами.

Известна теорема Меркина о том, что добавление сколь угодно малых цир

куляционных сил к устойчивой потенциальной системе, все частоты которой

совпадают, приводит к потере устойчивости. Эта теорема обобщена в работе

[191], в которой показано, что если в потенциальной системе совпадают две или

более частоты, то существуют такие сколь угодно малые циркуляционные силы,

которые дестабилизируют ее.

Диссипативные силы с полной диссипацией, как правило, оказывают ста

билизирующее воздействие на систему. Однако, как показывает хорошо извест

ный парадокс Циглера, такие силы могут при определенных условиях привести

к потере устойчивости равновесия. Эффект дестабилизации под действием дис

сипативных сил подробно обсуждается, в частности, в [135]. В [155] показано,

что силы, зависящие от скоростей (диссипативные и гироскопические) также

могут оказывать дестабилизирующее влияние на системы с бесконечным чис

лом степеней свободы.

Влияние малых диссипативных сил и диссипативных сил с неполной дис

сипацией на устойчивость в системах с двумя степенями свободы при наличии

всех типов сил анализируется, в частности, в работе [128]. В ней показано, что

такое влияние может быть как стабилизирующим, так и дестабилизирующим.

Важность учета структуры матрицы диссипативных сил для анализа устойчи

вости и возникновения самовозбуждающихся колебаний обсуждается в [119].
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В работе [79] рассматривается ситуация, когда матрица диссипативных сил

является положительно полуопределенной, и анализируются вопросы стабили

зации равновесия гироскопическими силами.

Дестабилизация диссипативными силами в циркуляционных системах об

суждается в [148] в терминах концепции «модельного демпфирования», и по

казано, что влияние на устойчивость оказывает знак проекции диссипативной

силы на собственный вектор двойственного базиса.

В работе [75] показано, что увеличение коэффициента демпфирования по

одной из обобщенных координат может сопровождаться несколькими измене

ниями характера устойчивости (так сказать, «чередованием» устойчивости).

Присутствие в системе антидиссипации (т.е. наличие отрицательных соб

ственных чисел у матрицы диссипативных сил) также является источником

неустойчивости (хотя, разумеется, устойчивость возможна и в этой ситуации).

В механических системах, описывающих технические объекты, зачастую

трудно или невозможно (в силу технических причин) изменять параметры,

определяющие позиционные неконсервативные силы. В то же время, парамет

ры, характеризующие потенциальные силы, в ряде случаев можно изменять

относительно легко (например, изменяя жесткость элементов конструкции). По

этому представляется интересным описать влияние таких изменений на устой

чивость равновесия в случае, когда в системе присутствуют позиционные некон

сервативные силы и/или диссипативные силы с неполной диссипацией.

Известна теорема Рэлея (Арнольд), дающая оценку изменения частот в

потенциальной системе при изменении жесткости. Она была обобщена на слу

чай гироскопических систем [27]. Однако в [29] было показано, что эту теорему

нельзя обобщить на случай, когда в системе присутствуют позиционные некон

сервативные силы.
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Отметим, что аэродинамические силы являются естественным источником

как позиционных неконсервативных сил, так и диссипативных сил с неполной

диссипацией (или, так сказать, с антидиссипацией). Соответственно, анализ

влияния отдельных элементов матрицы потенциальных сил на устойчивость

может быть полезным, в частности, в контексте изучения поведения механиче

ских систем, содержащих твердое тело, двигающееся в потоке среды, например,

аэроупругих систем.
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Глава 1

Моделирование аэродинамического воздействия

на тело

1.1. О квазистатическом подходе

Рассмотрим твердое тело, неподвижно закрепленное (или совершающее

равномерное поступательное движение) в потоке среды, имеющем постоянную

скорость. Из многочисленных экспериментов известно, что аэродинамическая

сила 𝐹𝑎 и момент 𝑀𝑎, действующие при этом на тело, пропорциональны квад

рату скорости тела относительно среды и, кроме того, зависят от угла атаки,

т.е. угла между некоторым фиксированным направлением в теле и скоростью

набегающего потока.

Вообще говоря, даже при таком стационарном обтекании 𝐹𝑎 и 𝑀𝑎 в ряде

случаев (в частности, когда с поверхности тела сходят вихри) оказываются, кро

ме того, явными функциями времени. Однако зачастую этим эффектом можно

пренебречь.

Если же движение тела относительно потока не является равномерным и

поступательным, то картина обтекания оказывается тем более сложной.

Основной принцип, лежащий в основе квазистатического подхода к описа

нию аэродинамического воздействия среды на тело, заключается в предположе

нии о том, что аэродинамическое воздействие зависит только от мгновенного

состояния движения тела. При этом структура аэродинамической силы и мо

мента принимается такой же, что и при стационарном обтекании. Величины 𝐹𝑎

и 𝑀𝑎 считаются пропорциональными квадрату скорости некоторой «характер

ной» точки тела и, кроме того, зависят от величины, называемой мгновенным

33



углом атаки, причем зависимость эта такая же, что и зависимость от угла ата

ки в случае стационарного обтекания тела. Такой подход позволяет, с одной

стороны, использовать хорошо известные из экспериментов статические аэро

динамические характеристики тел, а с другой стороны, описать динамику тела

в среде с помощью системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим вначале случай, когда тело совершает в среде (или в потоке

среды) плоскопараллельное движение, причем обтекание можно считать дву

мерным.

В рамках варианта квазистатического подхода, предложенного и использо

ванного в работах [38, 39, 30], аэродинамическое воздействие на тело, совершаю

щее плоско-параллельное движение в среде, сводится к силе F𝑎, приложенной в

некоторой точке 𝐴 тела (центр давления). Центр давления представляет собой

точку пересечения линии действия силы 𝐹𝑎 и некоторой прямой ℓ, связанной

с телом (для крыльев это прямая, проходящая через две наиболее удаленные

друг от друга точки профиля крыла; отрезок, соединяющий эти точки, назы

вается хордой профиля крыла). Кроме того, предполагается, что величина 𝐹𝑎

имеет следующую структуру:

𝐹𝑎 =
𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐴𝐶𝑎(𝛼),

где 𝑉𝐴 — скорость центра давления относительно среды (воздушная скорость),

𝜌 — плотность среды, 𝑆 — характерная площадь тела, 𝐶𝑅 — безразмерный коэф

фициент, а 𝛼 — угол атаки, т.е. угол между 𝑉𝐴 и прямой ℓ. Зависимость 𝐶𝑅 от 𝛼

принимается такой же, как и при обтекании неподвижного тела стационарным

потоком.

Угол атаки определяется кинематическими соотношениями, представляю

щими собой систему двух нелинейных алгебраических уравнений.

Применение этого подхода сталкивается с определенными трудностями.
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Вообще говоря, система алгебраических уравнений, используемая для опреде

ления угла атаки и воздушной скорости, имеет неединственное решение [40].

Это приводит к необходимости выработки процедуры выбора требуемого зна

чения 𝛼 (такая процедура была предложена в [40]).

Помимо этого, данный подход не обеспечивает достаточно хорошего описа

ния аэродинамики в случае, когда тело вращается в потоке среды относительно

неподвижной оси, расположенной вблизи центра давления.

Еще одна проблема возникает в ситуации, когда тело не имеет плоскости

симметрии (например, крыло с несимметричным профилем). Известно, что при

некоторых углах атаки центр давления для таких тел формально находится

в бесконечности (поскольку при определенном значении 𝛼 аэродинамическая

сила оказывается параллельна прямой ℓ, а аэродинамический момент при этом

отличен от нуля).

В связи с указанными обстоятельствами, использование этого варианта

квазистатического подхода представляется целесообразным в ситуациях, когда

центр давления во все время движения остается достаточно далеко от мгно

венного центра скоростей тела и, кроме того, перемещением центра давления

можно пренебречь по сравнению с характерными длинами, фигурирующими в

задаче.

В исследованиях по динамике летательных аппаратов часто используется

несколько другой подход. Аэродинамическое воздействие на тело представля

ется в виде следующего набора сил, приложенных в некоторой точке 𝐶 тела,

и моментов относительно этой точки (вновь ограничимся только случаем пло

скопараллельного движения): Fl — подъемная сила, направленная перпендику

лярно воздушной скорости 𝑉𝐶 точки 𝐶, Fd — сила лобового сопротивления,

направленная против этой скорости,𝑀𝑎 — аэродинамический момент. Структу
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ра этих величин определяется следующими выражениями:

𝐹𝑙 =
𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶𝐶𝑙(𝛼), 𝐹𝑑 =

𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶𝐶𝑑(𝛼),𝑀𝑎 =

𝜌𝑆

2
𝐿𝑉 2

𝐶𝐶𝑚(𝛼)

Здесь 𝐿 — некоторый характерный размер, 𝐶𝑙(𝛼), 𝐶𝑑(𝛼), 𝐶𝑚(𝛼) — безразмерные

коэффициенты подъемной силы, силы лобового сопротивления и аэродинами

ческого момента, соответственно. Под углом атаки 𝛼 понимается угол между

некоторым выделенным направлением в теле и скоростью 𝑉𝐶 .

Зависимости аэродинамических коэффициентов от угла атаки принимают

ся такими же, как и при обтекании неподвижного тела стационарным потоком.

Из статических экспериментов известно, что 𝐶𝑑(𝛼) > 0 для любых значений 𝛼;

коэффициенты 𝐶𝑙(𝛼) и 𝐶𝑚(𝛼) могут менять знак.

Если тело с достаточно большой «средней» угловой скоростью вращается

вокруг оси, проходящей через точку 𝐶, то этот набор часто дополняется силой

и моментом Магнуса, а также демпфирующим аэродинамическим моментом.

Эти величины являются нестационарными, их невозможно измерить в рамках

статических испытаний, поэтому информация о них достаточно скудна. В даль

нейшем мы будем ограничиваться рассмотрением ситуаций, когда угловая ско

рость тела не слишком велика, так что этими величинами можно пренебречь.

Очевидно, что проблема ухода центра давления в бесконечность в случае

несимметричных тел и неединственности решения уравнений, определяющих

положение центра давления, в рамках этого подхода не возникает.

Необходимо отметить, что данный вариант квазистатического подхода так

же не позволяет учесть влияние угловой скорости тела на аэродинамику в том

случае, когда тело в стационарном потоке вращается с относительно небольшой

угловой скоростью вокруг неподвижной оси, проходящей через точку 𝐶.

Кроме того, имеет место неопределенность с выбором точки 𝐶. Часто ее

помещают в центр масс тела, что представляется неоправданным, поскольку
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аэродинамика зависит от формы тела, но не от распределения масс.

Впрочем, если размеры тела достаточно малы по сравнению с расстоянием

до оси вращения, то зачастую выбор точки 𝐶 (как и учет перемещения центра

давления) достаточно слабо влияет на результаты моделирования.

Зависимости аэродинамических коэффициентов 𝐶𝑑, 𝐶𝑙 и 𝐶𝑚 от угла атаки

представляют собой нелинейные функции. В качестве примера на рис. 1.1 и

1.2 приведены такие зависимости для тел различной формы (данные получены

в ходе экспериментов, описанных в работах [178] и [167]). На первом из этих

рисунков изображены коэффициенты подъемной силы, лобового сопротивления

и момента (относительно точки, расположенной на расстоянии одной четверти

хорды от носика крыла) для крыла с симметричным профилем NACA 0015.

Рис. 1.1. Аэродинамические коэффициенты симметричного профиля NACA 0015.

На втором рисунке приведены данные для призмы квадратного сечения,

обтекаемой потоком, перпендикулярным длинной стороне призмы.

Как и следовало ожидать, коэффициент лобового сопротивления для приз

мы больше, чем для крыла (особенно в диапазоне малых углов атаки). Интерес

ной особенностью также является то, что производные коэффициента подъем

ной силы по углу атаки для рассматриваемых тел имеют разные знаки в области
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Рис. 1.2. Аэродинамические коэффициенты квадратной в сечении призмы.

малых 𝛼. Это приводит к существенно разному поведению объектов (в частно

сти, к возникновению эффекта галопирования, который несколько подробнее

будет обсуждаться в главе 4).

Обсудим теперь ситуацию, когда обтекание тела не является двумерным

(например, если тело совершает пространственное движение в среде). При этом

в рамках квазистатического описания аэродинамики в теле также выбирает

ся некоторая характерная точка 𝐶 (часто центр масс), в которой считаются

приложенным главный вектор аэродинамических сил и относительно которой

вычисляется главный момент этих сил. В качестве скорости набегающего пото

ка используется воздушная скорость этой точки VC. Ориентация вектора VC

относительно тела определяется двумя углами, поэтому безразмерные коэффи

циенты аэродинамических сил оказываются функцией двух углов, а не одного,

как в рассмотренном выше случае: угла атаки 𝛼 и угла скольжения 𝛽. Под уг

лом атаки понимается угол между проекцией вектора скорости на некоторую

плоскость, связанную с телом (например, плоскость симметрии, если таковая

имеется), и некоторым выделенным направлением в теле. Под углом скольже

ния понимается угол между VC и этой плоскостью.
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Впрочем, для осесимметричных тел ситуация несколько упрощается, и без

размерные аэродинамические коэффициенты считаются функциями только уг

ла атаки, понимаемого как угол между VC и осью симметрии.

Рассмотрим один важный частный случай трехмерного обтекания: тело,

которое может вращаться вокруг неподвижной оси, помещено в стационарный

поток среды, скорость которого параллельна этой оси. Примером такого объек

та может служить горизонтально-осевая ветротурбина (в ситуации, когда она

ориентирована на ветер). Ясно, что в этом случае аэродинамические силы не

зависят от угла поворота тела вокруг оси вращения (мы, как обычно в рамках

квазистатического подхода, пренебрегаем влиянием предыстории и сходящих

вихрей).

Вопрос о выборе «репрезентативной» точки 𝐶 в теле в этом случае также

является непростым. Казалось бы, что, по крайней мере для тел, для которых

ось вращения является осью динамической симметрии, эту точку из соображе

ний симметрии следовало бы выбрать на оси вращения. Но такой выбор ока

зывается неприемлемым: воздушная скорость этой точки оказалась бы всегда

направленной строго против скорости набегающего потока, и угол атаки был

бы постоянным и никак не характеризовал бы состояние движения тела.

Поэтому точку 𝐶 необходимо выбирать на некотором расстоянии от оси

вращения — например, точку, наиболее удаленную от этой оси.

Другой возможный подход заключается в том, чтобы выделить в теле от

дельные элементы и описывать аэродинамические силы для каждого из них по

отдельности. Правда, при этом необходимо сделать дополнительное предполо

жение о том, что возмущения, вносимые в поток каждым из этих элементов,

слабо влияют на остальные элементы.

В любом случае, угол атаки зависит только от угловой скорости тела (и,
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разумеется, параметров системы). Соответственно, можно считать, что и аэро

динамические характеристики являются функциями угловой скорости (точнее,

безразмерной угловой скорости Ω = 𝜔𝑙/𝑉 , где 𝑙 — характерный размер).

Экспериментальное определение зависимости аэродинамических характе

ристик от угловой скорости сопряжено с достаточно существенными техниче

скими трудностями. Тем не менее, есть ряд работ, в которых такая информация

приводится. Одна из методик измерения аэродинамического момента относи

тельно оси вращения тела (ветротурбины) описана в главе 4.

Рис. 1.3. Пример зависимости коэффициента аэродинамического момента, действующего на

горизонтально-осевую ветротурбину, от безразмерной угловой скорости.

Пример зависимости безразмерного коэффициента момента, действующе

го на горизонтально-осевую ветротурбину, от безразмерной угловой скорости

Ω приведен на рис. 1.3 на основе экспериментальных данных [138]. Видно, что

зависимость эта нелинейная. Это дает основания ожидать, что в механических

(или электромеханических) системах, содержащих такую ветротурбину в каче

стве элемента, возможно наличие нескольких стационарных режимов.

Подводя итоги рассмотрения подходов квазистатического типа, отметим,
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что они описывают динамику тела тем точнее, чем меньше движение тела отли

чается от поступательного, равномерного и прямолинейного. Соответственно,

представляется естественным использовать их при описании достаточно мед

ленного движения тела вблизи положения равновесия. Вначале проанализиру

ем структуру аэродинамических сил, описываемых в рамках квазистатического

подхода, в окрестности положения равновесия.

1.1.1. О структуре аэродинамических сил в окрестности положения

равновесия

Рассмотрим механическую систему с 𝑠 степенями свободы. Предположим,

что связи, наложенные на нее, таковы, что система совершает плоскопараллель

ное движение. Пусть система помещена в поток среды, скорость которого на бес

конечности постоянна и равна 𝑉 . Введем в плоскости движения неподвижную

систему координат, ось абсцисс которой направим вдоль скорости потока.

Предположим, что аэродинамическое воздействие на систему сводится к

аэродинамической силе F𝑎, приложенной в некоторой точке 𝐶 этой системы,

и аэродинамическому моменту 𝑀𝑎 относительно этой точки. Учитывая направ

ление и структуру подъемной силы и силы лобового сопротивления, нетрудно

показать, что справедливо следующее выражение:

F𝑎 = −𝜌𝑆
2
𝑉 2
𝐶𝐶𝑑(𝛼)e‖ +

𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶𝐶𝑙(𝛼)e⊥

Здесь 𝛼 — некоторый мгновенный угол атаки, e‖ — единичный вектор, сона

правленный с вектором V𝐶 , а e⊥ — перпендикулярный ему единичный вектор.

Обозначим координаты точки 𝐶 через 𝑥𝐶 и 𝑦𝐶 . Ясно, что они представ

ляют собой некоторые функции обобщенных координат 𝑞𝑖 системы (𝑖 = 1..𝑠).
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Тогда вектор воздушной скорости можно записать следующим образом:

V𝐶 =

{︂
−𝑉 +

𝑠∑︀
𝑖=1

𝜕𝑥𝐶

𝜕𝑞𝑖
𝑞𝑖

𝑠∑︀
𝑖=1

𝜕𝑦𝐶
𝜕𝑞𝑖
𝑞𝑖

}︂
Для сокращения записи введем обозначения:

𝜕𝑥𝐶
𝜕𝑞𝑖

= 𝑎𝑖,
𝜕𝑦𝐶
𝜕𝑞𝑖

= 𝑏𝑖

Вектора e‖ и e⊥ определяются следующими выражениями:

e‖ =
1

𝑉𝐶

{︂
−𝑉 +

𝑠∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝑞𝑖
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑏𝑖𝑞𝑖

}︂
, e⊥ =

1

𝑉𝐶

{︂
−

𝑠∑︀
𝑖=1

𝑏𝑖𝑞𝑖 −𝑉 +
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑎𝑖𝑞𝑖

}︂
Как правило, угол атаки зависит от ориентации объекта, взаимодейству

ющего с потоком. Обозначим обобщенную координату, определяющую эту ори

ентацию, через 𝑞1. Соответственно, если все обобщенные скорости равны нулю,

то 𝛼 не зависит от 𝑞2, . . . 𝑞𝑠. Это значит, что

𝜕𝛼

𝜕𝑞𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑞𝑖=0

= 0, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠. (1.1)

Кроме того, угол атаки, вообще говоря, зависит от всех обобщенных скоро

стей. Поскольку он является безразмерной величиной, то обобщенные скорости

требуется нормировать. Естественно использовать для этого величины 𝐿 и 𝑉 .

Таким образом, 𝛼 оказывается некоторой функцией этих параметров.

Запишем работу аэродинамической силы и момента на возможном переме

щении:

𝛿𝐴𝑎 = −𝜌𝑆
2
𝑉 2
𝐶𝐶𝑑(𝛼)e‖𝛿r𝐶 +

𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶𝐶𝑙(𝛼)e⊥𝛿r𝐶 +

𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶𝐶𝑚(𝛼)𝐿𝛿𝑞1 (1.2)

Очевидно, что

𝛿r𝐶 =

{︂
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑎𝑖𝛿𝑞𝑖
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑏𝑖𝛿𝑞𝑖

}︂
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Соответственно, получаем:

𝛿𝐴𝑎 =
𝜌𝑆

2
𝑉𝐶

[︃
𝐶𝑑(𝛼)𝑉

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝛿𝑞𝑖 − 𝐶𝑑(𝛼)

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑞𝑗

)︃(︃
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝛿𝑞𝑖

)︃
−

−𝐶𝑑(𝛼)

(︃
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝑞𝑖

)︃(︃
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝛿𝑞𝑖

)︃
− 𝐶𝑙(𝛼)

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗𝑞𝑗

)︃(︃
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝛿𝑞𝑖

)︃
−

−𝐶𝑙(𝛼)𝑉

(︃
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝛿𝑞𝑖

)︃
+ 𝐶𝑙(𝛼)

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑞𝑗

)︃(︃
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝛿𝑞𝑖

)︃
+ 𝑉𝐶𝐶𝑚(𝛼)𝐿𝛿𝑞1

]︃ (1.3)

Тогда обобщенные силы, связанные с аэродинамикой, определяются следующи

ми выражениями:

𝑄𝑖 =
𝜌𝑆

2
𝑉𝐶

[︃
𝐶𝑑(𝛼)𝑉 𝑎𝑖 − 𝐶𝑙(𝛼)𝑉 𝑏𝑖 − 𝐶𝑑(𝛼)𝑎𝑖

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑞𝑗

)︃
−

−𝐶𝑑(𝛼)𝑏𝑖

(︃
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝑞𝑖

)︃
− 𝐶𝑙(𝛼)𝑎𝑖

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗𝑞𝑗

)︃
+

+ 𝐶𝑙(𝛼)𝑏𝑖

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑞𝑗

)︃
+ 𝑉𝐶𝐶𝑚(𝛼)𝐿𝛿1𝑖

]︃
, 𝑖 = 1..𝑠

(1.4)

Здесь 𝛿1𝑖 — дельта Кронекера.

Предположим, что у системы существует положение равновесия:

𝑞𝑖 = 𝑞*𝑖 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Без ограничения общности можно считать, что 𝑞*𝑖 = 0. Обозначим величину

угла атаки в положении равновесия через 𝛼0.

Обусловленные аэродинамикой обобщенные силы в положении равновесия

описываются следующими выражениями:

𝑄𝑖 =
𝜌𝑆

2
𝑉 2 (𝐶𝑑0𝑎𝑖0 − 𝐶𝑙0𝑏𝑖0 + 𝐶𝑚0𝐿𝛿1𝑖) , 𝑖 = 1..𝑠 (1.5)

Здесь

𝑎𝑖0 = 𝑎𝑖|𝑞𝑗=0,𝑗=1..𝑠, 𝑏𝑖0 = 𝑏𝑖|𝑞𝑗=0,𝑗=1..𝑠,
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𝐶𝑑0 = 𝐶𝑑(𝛼0), 𝐶𝑙0 = 𝐶𝑙(𝛼0), 𝐶𝑚0 = 𝐶𝑚(𝛼0)

Линеаризуем обобщенные силы в окрестности указанного положения рав

новесия. Обозначим отклонения обобщенных координат, обобщенных скоростей

и обобщенных сил от их значений в положении равновесия черезΔ𝑞𝑖,Δ𝑞𝑖 иΔ𝑄𝑖,

соответственно. Тогда, учитывая (1.1), имеем:

𝛼 = 𝛼0 +Δ𝛼 = 𝛼0 +
𝜕𝛼

𝜕𝑞1

⃒⃒⃒⃒
𝑞1=0,𝑞𝑖=0

Δ𝑞1 +
𝑠∑︁

𝑖=1

𝜕𝛼

𝜕𝑞𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑞1=0,𝑞𝑖=0

Δ𝑞𝑖

𝐶𝑑(𝛼) = 𝐶𝑑0 + 𝐶𝛼
𝑑Δ𝛼, 𝐶𝑙(𝛼) = 𝐶𝑙0 + 𝐶𝛼

𝑙 Δ𝛼, 𝐶𝑚(𝛼) = 𝐶𝑚0 + 𝐶𝛼
𝑚Δ𝛼

Здесь

𝐶𝛼
𝑑 =

𝑑𝐶𝑑

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
𝛼=𝛼0

, 𝐶𝛼
𝑙 =

𝑑𝐶𝑙

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
𝛼=𝛼0

, 𝐶𝛼
𝑚 =

𝑑𝐶𝑚

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
𝛼=𝛼0

Для удобства введем следующие обозначения:

𝛼′
𝑞1 =

𝜕𝛼

𝜕𝑞1

⃒⃒⃒⃒
𝑞1=0,𝑞𝑖=0

, 𝛼′
𝑖 =

𝜕𝛼

𝜕𝑞𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑞1=0,𝑞𝑖=0

Кроме того, необходимо учесть, что

𝑎𝑖 = 𝑎𝑖0 +
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗Δ𝑞𝑗, 𝑏𝑗 = 𝑏𝑖0 +
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑏𝑖𝑗Δ𝑞𝑗,

где

𝑎𝑖𝑗 =
𝜕𝑎𝑖
𝜕𝑞𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑞𝑗=0

, 𝑏𝑖𝑗 =
𝜕𝑏𝑖
𝜕𝑞𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑞𝑗=0

.
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Подставим эти соотношения в выражения для обобщенных сил (1.4):

𝑄𝑖 =
𝜌𝑆

2

(︃
𝑉 −

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗0Δ𝑞𝑗

)︃[︃
𝐶𝑑0𝑉 𝑎𝑖0 + 𝐶𝑑0𝑉

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗Δ𝑞𝑗 + 𝐶𝛼
𝑑 𝑉 𝑎𝑖Δ𝛼−

−𝐶𝑑0𝑎𝑖0

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗0Δ𝑞𝑗

)︃
− 𝐶𝑑0𝑏𝑖0

(︃
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖0Δ𝑞𝑖

)︃
− 𝐶𝑙0𝑎𝑖0

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗0Δ𝑞𝑗

)︃
−

−𝐶𝑙0𝑉 𝑏𝑖0 − 𝐶𝑙0𝑉
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑏𝑖𝑗Δ𝑞𝑗 − 𝐶𝛼
𝑙 𝑉 𝑏𝑖0Δ𝛼 + 𝐶𝑙0𝑏𝑖0

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗0Δ𝑞𝑗

)︃
+

+

(︃
𝑉 − 𝑉 −1

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗0Δ𝑞𝑗

)︃
(𝐶𝑚0 + 𝐶𝛼

𝑚Δ𝛼)𝐿𝛿1𝑖

]︃
, 𝑖 = 1..𝑠

(1.6)

Учитывая соотношения (1.5) и ограничиваясь в (1.6) первым приближени

ем, получаем:

Δ𝑄𝑖 =
𝜌𝑆

2

[︃
𝐶𝑑0𝑉

2
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗Δ𝑞𝑗 − 2𝐶𝑑0𝑉 𝑎𝑖0

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗0Δ𝑞𝑗

)︃
−

−𝐶𝑑0𝑉 𝑏𝑖0

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗0Δ𝑞𝑗

)︃
+ 𝐶𝛼

𝑑 𝑉
2𝑎𝑖0

(︃
𝛼′
𝑞1Δ𝑞1 +

𝑠∑︁
𝑗=1

𝛼′
𝑗Δ𝑞𝑗

)︃
−

−𝐶𝑙0𝑉 𝑎𝑖0

(︃
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗0Δ𝑞𝑗

)︃
− 𝐶𝑙0𝑉

2
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑏𝑖𝑗Δ𝑞𝑗+

+2𝐶𝑙0𝑉 𝑏𝑖0

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗0Δ𝑞𝑗 − 𝐶𝛼
𝑙 𝑉

2𝑏𝑖0

(︃
𝛼′
𝑞1Δ𝑞1 +

𝑠∑︁
𝑗=1

𝛼′
𝑗Δ𝑞𝑗

)︃
+

+

(︃
−2𝑉 𝐶𝑚0

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗0Δ𝑞𝑗 + 𝐶𝛼
𝑚𝑉

2

(︃
𝛼′
𝑞1Δ𝑞1 +

𝑠∑︁
𝑗=1

𝛼′
𝑗Δ𝑞𝑗

)︃)︃
𝐿𝛿1𝑖

]︃
, 𝑖 = 1..𝑠

(1.7)

В структуре Δ𝑄𝑖 можно выделить силы, зависящие от скоростей, и пози

ционные силы:

ΔQ = −𝜌𝑆
2

(HΔq̇+PΔq)

Здесь

ΔQ =
(︁
Δ𝑄1 . . . Δ𝑄𝑠

)︁𝑇
, Δq =

(︁
Δ𝑞1 . . . Δ𝑞𝑠

)︁𝑇
,
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H = {ℎ𝑖𝑗}, P = {𝑝𝑖𝑗} — матрицы размера 𝑠× 𝑠.

Используя формулы (1.7), запишем выражения для компонентов этих мат

риц:

ℎ𝑖𝑗 =(𝐶𝑑0𝑏𝑖0 + 𝐶𝑙0𝑎𝑖0)𝑉 𝑏𝑗0 +
(︀
2𝐶𝑑0𝑎𝑗0 − 𝐶𝛼

𝑑 𝑉 𝛼
′
𝑗

)︀
𝑉 𝑎𝑖0−

−
(︀
2𝐶𝑙0𝑎𝑗0 − 𝐶𝛼

𝑙 𝑉 𝛼
′
𝑗

)︀
𝑉 𝑏𝑖0 +

(︀
2𝐶𝑚0𝑎𝑗0 − 𝐶𝛼

𝑚𝑉 𝛼
′
𝑗

)︀
𝑉 𝐿𝛿1𝑖

𝑝𝑖𝑗 =− 𝐶𝑑0𝑉
2𝑎𝑖𝑗 + 𝐶𝑙0𝑉

2𝑏𝑖𝑗 + (𝐶𝛼
𝑙 𝑏𝑖0 − 𝐶𝛼

𝑑 𝑎𝑖0 − 𝐶𝛼
𝑚𝐿𝛿1𝑖) 𝛿1𝑗𝛼

′
𝑞1𝑉

2

(1.8)

Отметим, что 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 и 𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝑗𝑖. С учетом этого из формул (1.8) видно,

что матрица P в общем случае не является симметричной, т.е. аэродинамиче

ские силы содержат как потенциальную, так и позиционную неконсервативную

часть.

Представим P в виде суммы P = K+N, гдеK = K𝑇 ,N = −N𝑇 . Нетрудно

видеть, что, поскольку 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 и 𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝑗𝑖, в матрице N отличными от нуля

могут быть только элементы в первом столбце и в первой строке, причем, как

нетрудно получить из (1.8),

𝑛1𝑗 =
𝛼′
𝑞1𝑉

2

2
(𝐶𝛼

𝑑 𝑎𝑗0 − 𝐶𝛼
𝑙 𝑏𝑗0) , 𝑗 = 2..𝑠

Выделим некоторые частные случаи, когда позиционные неконсерватив

ные силы, обусловленные аэродинамикой, отсутствуют:

1. Если 𝑎𝑗0 = 0, 𝑏𝑗0 = 0 (𝑗 = 1..𝑠). Это означает, что в положении равновесия

𝛿r𝐶 = 0 (т.е. эта точка является положением равновесия независимо от ве

личины и направления сил, приложенных в точке 𝐶). Подобные ситуации

подробно проанализированы в работе [Mikhalev]. В [Mijhalev-Selyutskiy]

рассмотрена ветроустановка колебательного типа, в которой также возни

кает данный эффект.

2. Если 𝛼′
𝑞1 = 0, т.е. угол атаки не зависит от ориентации объекта, взаимо

действующего с потоком. Это возможно, в частности, если этот объект
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представляет собой круглый цилиндр или если он совершает поступатель

ное движение. Кроме того, как это обсуждалось выше, такая ситуация

имеет место для лопастей пропеллера (турбины), вращающегося в стаци

онарном потоке, параллельном оси пропеллера.

3. Если 𝑎𝑗0 = 0 (𝑗 = 1..𝑠) и 𝐶𝛼
𝑙 = 0. Это означает, что в положении равно

весия абсцисса точки 𝐶 имеет экстремум, и подъемная сила также имеет

экстремум при угле атаки, отвечающем равновесию.

4. Если 𝑏𝑗0 = 0 (𝑗 = 1..𝑠) и 𝐶𝛼
𝑑 = 0. Это означает, что в положении равнове

сия ордината точки 𝐶 имеет экстремум, а сила лобового сопротивления

имеет экстремум при угле атаки, отвечающем равновесию.

Отметим, что в первых двух случаях все элементы матрицыN равны нулю

при любых значениях коэффициентов аэродинамических сил.

Тем не менее, в общем случае наличие аэродинамических сил приводит к

возникновению в системе позиционных неконсервативных сил.

Теперь выделим диссипативные силы, обусловленные аэродинамикой. Как

нетрудно видеть из (1.8), элементы матрицы D этих сил определяются следую

щими выражениями:

𝑑𝑖𝑗 = 𝐶𝑑0𝑉 (𝑏𝑖0𝑏𝑗0 + 2𝑎𝑖0𝑎𝑗0)−
𝑉 2𝐶𝛼

𝑑 𝛼
′
1

2

(︀
𝛼′
𝑗𝑎𝑖0 + 𝛼′

𝑖𝑎𝑗0
)︀
−

−𝑉 𝐶𝑙0

2
(𝑎𝑖0𝑏𝑗0 + 𝑏𝑖0𝑎𝑗0) +

𝑉 2𝐶𝛼
𝑙 𝛼

′
1

2

(︀
𝛼′
𝑗𝑏𝑖0 + 𝛼′

𝑖𝑏𝑗0
)︀
+

+𝑉 𝐿𝐶𝑚0 (𝑎𝑗0𝛿1𝑖 + 𝑎𝑖0𝛿1𝑗)−
𝑉 2𝐶𝛼

𝑚𝛼
′
1

2

(︀
𝛼′
𝑗𝛿1𝑖 + 𝛼′

𝑖𝛿1𝑗
)︀ (1.9)

Оценим ранг матрицы D. Введем в рассмотрение вспомогательные вектора раз
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мерности 𝑠:

Y1 =
{︁
𝑎10 𝑎20 . . . 𝑎𝑠0

}︁𝑇

, Y2 =
{︁
𝑏10 𝑏20 . . . 𝑏𝑠0

}︁𝑇

,

Y3 =
{︁
𝛼′
1 𝛼′

2 . . . 𝛼′
𝑠

}︁𝑇

, Y4 =
{︁
1 0 . . . 0

}︁𝑇

Тогда матрицу D можно представить в таком виде:

D = 𝐶𝑑0𝑉
(︀
Y2Y

𝑇
2 + 2Y1Y

𝑇
1

)︀
− 𝑉 2𝐶𝛼

𝑑 𝛼
′
1

2

(︀
Y1Y

𝑇
3 +Y3Y

𝑇
1

)︀
−

−𝑉 𝐶𝑙0

2

(︀
Y1Y

𝑇
2 +Y2Y

𝑇
1

)︀
+
𝑉 2𝐶𝛼

𝑙 𝛼
′
1

2

(︀
Y2Y

𝑇
3 +Y3Y

𝑇
2

)︀
+

+𝑉 𝐿𝐶𝑚0

(︀
Y1Y

𝑇
4 +Y4Y

𝑇
1

)︀
− 𝑉 2𝐶𝛼

𝑚𝛼
′
1

2

(︀
Y3Y

𝑇
4 +Y4Y

𝑇
3

)︀
=

= Y1

(︂
2𝐶𝑑0𝑉Y𝑇

1 − 𝑉 2𝐶𝛼
𝑑 𝛼

′
1

2
Y𝑇

3 − 𝑉 𝐶𝑙0

2
Y𝑇

2 + 𝑉 𝐿𝐶𝑚0Y
𝑇
4

)︂
+

+Y2

(︂
𝐶𝑑0𝑉Y𝑇

2 − 𝑉 𝐶𝑙0

2
Y𝑇

1 +
𝑉 2𝐶𝛼

𝑙 𝛼
′
1

2
Y𝑇

3

)︂
+

+Y3

(︂
−𝑉

2𝐶𝛼
𝑑 𝛼

′
1

2
Y𝑇

1 +
𝑉 2𝐶𝛼

𝑙 𝛼
′
1

2
Y𝑇

2 − 𝑉 2𝐶𝛼
𝑚𝛼

′
1

2
Y𝑇

4

)︂
+

+Y4

(︂
𝑉 𝐿𝐶𝑚0Y

𝑇
1 − 𝑉 2𝐶𝛼

𝑚𝛼
′
1

2
Y𝑇

3

)︂

(1.10)

Из (1.10) видно, что матрица диссипативных сил представляется в виде сум

мы четырех матриц. Каждая из них представляет собой произведение вектора

столбца на вектор-строку, и поэтому ее ранг не больше 1. Соответственно, ранг

D не превышает 4. Это означает, что матрица диссипативных сил имеет не

более 4 отличных от нуля собственных значений.

Таким образом, аэродинамические силы при сделанных относительно них

предположениях заведомо не могут обеспечить полную диссипацию в системе

с числом степеней свободы более 4.

Будем обозначать через Δ𝑛 главные миноры порядка 𝑛 матрицы D. Глав
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ный минор 4-го порядка имеет вид:

Δ4 = −𝐿
2𝑉 6

16

(︁
8𝐶𝑑0𝐶

𝛼
𝑚 (𝐶𝑑0𝐶

𝛼
𝑚 − 𝐶𝑚0𝐶

𝛼
𝑑 )− (𝐶𝑙0𝐶

𝛼
𝑚 − 2𝐶𝑚0𝐶

𝛼
𝑙 )

2
)︁
×

×(𝑎20𝑏30𝛼
′
4 − 𝑎20𝑏40𝛼

′
3 − 𝑎30𝑏20𝛼

′
4 + 𝑎30𝑏40𝛼

′
2 + 𝑎40𝑏20𝛼

′
3 − 𝑎40𝑏30𝛼

′
2)

2

Знак этого выражения зависит от величин аэродинамических коэффициентов

и их производных в положении равновесия.

Рассмотрим несколько частных случаев.

Пусть 𝐶𝑙0 = 𝐶𝑚0 = 0 (такая ситуация имеет место, например, для тонкого

крыла с симметричным профилем в положении «вдоль потока»). Тогда

Δ4 = −𝐿
2𝑉 6

2
(𝐶𝑑0𝐶

𝛼
𝑚)

2 (𝑎20𝑏30𝛼
′
4 − 𝑎20𝑏40𝛼

′
3 − 𝑎30𝑏20𝛼

′
4 +

+ 𝑎30𝑏40𝛼
′
2 + 𝑎40𝑏20𝛼

′
3 − 𝑎40𝑏30𝛼

′
2)

2
< 0.

Рассмотрим также несколько ситуаций, в которых ранг матрицы диссипа

тивных сил меньше максимального значения.

1. 𝐶𝑚0 = 𝐶𝛼
𝑚 = 0. В этом случае коэффициент при Y4 в (1.10) обращается в

нуль, и rankD ≤ 3.

Δ3 = −𝑉
5

4

(︁
𝐶𝑑0(𝐶

𝛼
𝑑 )

2 + 2𝐶𝑑0(𝐶
𝛼
𝑙 )

2 − 𝐶𝛼
𝑑𝐶𝑙0𝐶

𝛼
𝑙

)︁
×

× ((𝑎10𝑏20 − 𝑎20𝑏10)𝛼
′
3 + (𝑎30𝑏10 − 𝑎10𝑏30)𝛼

′
2 + (𝑎20𝑏30 − 𝑎30𝑏20)𝛼

′
1)

2

Эта величина отрицательна, если 𝐶𝑙0 = 0 и/или 𝐶𝛼
𝑑 = 0.

2. 𝑎𝑗0 = 0 (𝑗 = 1..𝑠). В этом случае все элементы вектора Y1 равны нулю, и

rankD ≤ 3.

Δ3 = −𝑉
5𝐿2

4
𝐶𝑑0(𝐶

𝛼
𝑚)

2(𝑏20𝛼
′
3 − 𝑏30𝛼

′
2)

2
< 0

3. 𝑏𝑗0 = 0 (𝑗 = 1..𝑠). В этом случае все элементы вектора Y2 равны нулю, и

rankD ≤ 3.

Δ3 = −𝑉
5𝐿2

2
𝐶𝛼

𝑚 (𝐶𝑑0𝐶
𝛼
𝑚 − 𝐶𝑚0𝐶

𝛼
𝑑 ) (𝑎30𝛼

′
2 − 𝑎20𝛼

′
3)

2
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Эта величина отрицательна, если 𝐶𝑚0 = 0 или 𝐶𝛼
𝑑 = 0.

В рассмотренных частных случаях матрица D не является положительно полу

определенной, и среди ее собственных чисел имеются отрицательные, т.е. аэро

динамические силы имеют характер, так сказать, «антидиссипативных».

1.2. Модель присоединенного осциллятора

Для учета нестационарных эффектов, возникающих в случае, когда тело

двигается в среде неравномерно, воспользуемся подходом, изложенным в [50].

Этот подход использует дополнительные «скрытые координаты», которые ха

рактеризуют внутреннюю динамику потока среды. Аналогичный метод, в част

ности, использовался в работах [111, 198] для описания динамики «плохообтека

емых» тел (т.е. тел, обтекание которых сопровождается отрывными явлениями,

активным формированием вихрей и т.п.).

1.2.1. Описание модели

Предположим, что твердое тело может совершать возвратно-поступатель

ное движение вдоль неподвижной прямой L (рис. 1.4). Пусть это тело имеет

форму тонкого прямоугольного крыла 𝐴𝐵𝐶𝐷. Пусть кромка 𝐴𝐵 пластины

перпендикулярна прямой L. Введем неподвижную систему координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍,

начало которой поместим в некоторую точку прямой, вдоль которой движется

центр масс пластины. Ось 𝑂𝑋 направим вдоль прямой L, ось 𝑂𝑍 — параллель

но кромке 𝐴𝐵, а ось 𝑂𝑌 — соответственно.

Предположим, что плоскость пластины параллельна плоскости 𝑌 𝑍. В ка

честве обобщенной координаты выберем абсциссу 𝑥 центра масс пластины.

Пусть пластина помещена в поток среды, скорость 𝑉 которого на беско
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Рис. 1.4. Поступательно движущееся крыло с присоединенным осциллятором

нечности постоянна и параллельна оси 𝑂𝑌 . Обозначим через 𝑁 проекцию на

ось абсцисс силы, с которой поток действует на пластину. Будем считать пла

стину-крыло установленным таким образом, чтобы при стационарном потоке и

неподвижном (�̇� = 0) крыле выполнялось 𝑁 = 0.

Тогда уравнение движения пластины в проекции на ось 𝑂𝑥 имеет следую

щий вид:

𝑀�̈� = 𝐹𝑥 +𝑁, (1.11)

где 𝑀 — масса пластины, а 𝐹𝑥 — внешняя сила, не связанная со средой (на

пример, вынуждающая сила, обеспечивающая поддержание заданного режима

движения, или возвращающая сила).

Из статических экспериментов известно, что для тонкого крыла положение

центра давления практически не зависит от угла атаки, пока этот угол остается

достаточно малым (диапазон углов атаки и положение центра давления зави

сят от профиля крыла). Соответствующая точка хорды называется передним

фокусом крыла. Обозначим ее через 𝐶 и будем «привязываться» к ней при

описании аэродинамического воздействия на движущееся крыло в рамках ква

зистатического подхода. Ограничимся рассмотрением таких движений крыла,
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при которых соответствующий угол атаки остается достаточно малым.

Следуя [50, 51], будем моделировать внутреннюю динамику потока сре

ды с помощью линейного осциллятора 𝐺, который может совершать колеба

ния вдоль прямой, перпендикулярной хорде крыла и проходящей через точку

𝐶. Этот осциллятор в дальнейшем будем называть «присоединенным осцилля

тором». Обозначим соответствующую обобщенную координату через 𝜂. Будем

считать, что на осциллятор со стороны остального потока действует сила, опре

деляющаяся скоростью осциллятора относительно набегающего потока, причем

проекция этой силы на нормаль к хорде имеет следующий вид:

𝐹𝑛 =
𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐺𝐶𝑛(𝛼𝑔),

где 𝜌 — плотность среды, 𝑆 — площадь крыла, 𝑉𝐺 — воздушная скорость точ

ки 𝐺, 𝛼𝑔 — угол атаки, под которым будем понимать угол между вектором

воздушной скорости и хордой крыла, 𝐶𝑛 — безразмерный коэффициент нор

мальной силы, зависящий от угла атаки так же, как и в стационарном случае.

В области малых углов атаки выполняется соотношение 𝐶𝑛(𝛼) = 𝐶𝛼
𝑛𝛼.

Воздушная скорость точки 𝐺, т.е. ее скорость относительно набегающего

потока, представляет собой сумму −V + u, где 𝑢 — скорость точки 𝐺 отно

сительно неподвижной системы отсчета. Поэтому для угла атаки справедлива

следующая формула:

tg𝛼𝑔 =
𝑢

𝑉

Поскольку движение рассматривается в области малых углов атаки, получаем:

𝛼𝑔 =
�̇�+ �̇�

𝑉

Кроме того, предположим, что крыло взаимодействует с потоком «через

посредство» присоединенного осциллятора, т.е. сила 𝑁 в (1.11) представляет
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собой нормальную (к хорде) компоненту аэродинамической силы, действующей

на крыло.

Для упрощения записи выберем единицы измерения таким образом, что

𝑏 = 1, 𝜌𝑆/2 = 1, 𝑉 = 1, где 𝑉 — скорость набегающего потока на бесконечности,

𝑏 — хорда пластины. Тогда параметры 𝑀 , 𝑚, силы 𝐹𝑥, 𝑁 , 𝐹𝑛 и координаты 𝑥,

�̇�, 𝜂, �̇� окажутся соответствующим образом нормированными.

С учетом изложенного уравнения движения системы ≪крыло+присоединенный

осциллятор≫примут вид:

𝑀�̈� =𝐹𝑥 + 𝑘𝜂 + ℎ�̇�

𝑚(�̈�+ 𝜂) =− 𝑘𝜂 − ℎ�̇� − 𝐶𝛼
𝑛 (�̇�+ �̇�)

(1.12)

Отметим, что введенная ≪внутренняя координата потока≫, во-первых, недо

ступна непосредственному измерению, а во-вторых, начальное значение 𝜂0 в

общем случае не определено. Впрочем, как известно, неизмеряемая величина

может быть наблюдаемой, т.е. её значение в любой момент времени (в том чис

ле и в начальный) может быть восстановлено по данным о тех координатах,

которые доступны измерению (в первую очередь, координатах и скоростях то

чек тела). Кроме того, в случае, когда стационарный поток обтекает достаточно

долго неподвижное крыло, установленное под нулевым углом атаки, естествен

но считать, что не только 𝜂 ≡ 0, но и �̇� ≡ 0.

Идентификация параметров присоединенного осциллятора может осуществ

ляться на основе экспериментальных данных.

В работах [14, 43] приведены данные экспериментов, в которых крыло со

вершало вынужденные поступательные гармонические колебания в направле

нии поперек потока. В системе отсчета, связанной с потоком, координата 𝑥

изменялась со временем по следующему закону:

𝑥(𝑡) = 𝑎 cosΩ𝑡 (1.13)
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Здесь Ω — безразмерная частота, называемая также числом Струхаля.

Тогда мгновенный угол атаки 𝛼, определяемый как угол между скоростью

профиля относительно потока и хордой, будет определяться следующей форму

лой:

𝛼 ≈ 𝑎Ω sinΩ𝑡

При этом зависимость коэффициента нормальной силы от времени будет иметь

следующий вид:

𝐶𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 sinΩ𝑡+𝐵𝑛 cosΩ𝑡+ 𝑓𝑛(𝑡),

где в 𝑓𝑛(𝑡) входят гармоники более высокого порядка.

Эксперименты показывают, что коэффициенты при этих гармониках неве

лики, и ими можно пренебречь, по крайней мере, для не слишком больших

чисел Струхаля (Ω < 2). Отметим, что проявление гармоник высших порядков

свидетельствует о нелинейности рассматриваемого процесса, и в этой ситуации

предлагаемая линейная модель, естественно, требует уточнений.

Испытания [14] и [43] производились в воде (крылья буксировались), про

филь крыла был симметричным — NACA0015. В [14] использовались крылья

с удлинением 2 (𝐶𝛼
𝑛 = 2.8) и 4 (𝐶𝛼

𝑛 = 3.6), значение параметра Ω изменялось

в диапазоне от 0.3 до 2.3. В одной серии экспериментов амплитуда 𝑎 = 0.2, во

второй — 𝑎 = 0.286. В [43] использовались крылья с удлинением 3 (𝐶𝛼
𝑛 = 3.8)

и 5 (𝐶𝛼
𝑛 = 4.5). Амплитуда 𝑎 колебаний изменялась от 0.045 до 0.35. Значение

параметра Ω лежит в пределах от 0.2 до 1.8

Подставим зависимость (1.13) в уравнение (1.12). Заметим, что, посколь

ку в экспериментах измеряется именно величина вынуждающей силы, в кото

рую затем вносятся поправки, связанные с наличием у пластины инерционных

свойств, из 1-го уравнения системы (1.12) получим аппроксимационную форму

лу для экспериментальной зависимости нормальной силы от времени 𝑁𝑎𝑝𝑝𝑟(𝑡):
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𝑁𝑎𝑝𝑝𝑟(𝑡) = −𝐹 −𝑀�̈� = 𝑘𝜂 + 𝑑�̇� (1.14)

Учитывая зависимость положения пластины от времени, из второго урав

нения системы (1.12) получим:

𝑁𝑎𝑝𝑝𝑟(𝑡) = 𝑎Ω
𝐶𝛼

𝑛𝑘
2 + ℎΩ4𝑚2 + ℎΩ2𝐶𝛼

𝑛
2 + ℎ2Ω2𝐶𝛼

𝑛

(𝑘 −𝑚Ω2) + (ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 )

2Ω2
sin(Ω𝑡)−

− 𝑎Ω2𝑘Ω
2𝑚2 + 𝑘𝐶𝛼

𝑛
2 − 𝑘2𝑚−𝑚Ω2ℎ2

(𝑘 −𝑚Ω2) + (ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 )

2Ω2
cos(Ω𝑡) (1.15)

Для расчетов были выбраны значения: 𝑘 = 2, ℎ = 10. На рис. 1.5 сплош

ными линиями изображены расчетные кривые, полученные по формуле (1.15),

пунктиром — результат, полученный в рамках квазистатической модели, а круж

ками — первая гармоника, полученная из экспериментальных данных. Видно,

что расчет по формуле (1.15) достаточно хорошо согласуются с эксперименталь

ными данными.

Вообще говоря, нестационарность проявляется двояким образом. Во-пер

вых, амплитуда нестационарного отклика отличается от амплитуды квазиста

тического значения, во-вторых нестационарный отклик имеет сдвиг фазы отно

сительно квазистатического (как на рис. 1.5а). Однако в частном случае, пред

ставленном на рис. 1.5б, практически отсутствует сдвиг фазы, но амплитуды

заметно отличаются.

Предложенные значения параметров присоединенной динамической систе

мы являются в достаточной мере условными: хотя они позволяют обеспечить

удовлетворительное согласие с конкретными экспериментами в сравнительно

широком диапазоне параметров движения для тел типа плоской пластины, нель

зя исключить того, что они на самом деле зависят от параметров движения

(например, от частоты колебаний), от характеристик среды и т.д.
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a) b)

Рис. 1.5. Зависимость коэффициента 𝐶𝑛 от времени: эксперимент (точки), формула (1.15)

(сплошные линии), и квазистатика (пунктирные линии): a)Ω = 0.993, 𝑎 = 0.2, 𝐶𝛼
𝑛 = 2.8; b)

Ω = 0.5, 𝑎 = 0.21, 𝐶𝛼
𝑛 = 3.8.

С учетом этого обстоятельства, а также для сохранения возможности про

ведения параметрического анализа, в дальнейшем мы сохраним за этими вели

чинами смысл параметров.

1.2.2. Интегро-дифференциальная форма представления уравнений

движения

В литературе для описания сил и моментов, действующих на тело в пото

ке, иногда используются интегро-дифференциальные уравнения с ядрами, пред

ставляющими собой сумму экспонент. Вообще говоря, этих экспонент бесконеч

но много, но в некоторых ситуациях для приемлемого описания происходящего

может оказаться достаточным сохранить лишь конечное их число. В частности,

С.М. Белоцерковский показал, что в рассматриваемой задаче о поступательном
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движении пластины достаточно двух экспонент. Поэтому вопрос о соответствии

между различными формами представления уравнений движения тела в среде

представляет самостоятельный интерес.

Как известно, система (1.12) может быть единственным образом ≪свер

нута≫ в одно интегро-дифференциальное уравнение относительно переменной

𝑥(𝑡). Для этого 2-е уравнение системы (1.12) будем рассматривать как неодно

родное уравнение относительно переменной 𝜂(𝑡):

𝑚𝜂 + (ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 )�̇� + 𝑘𝜂 = 𝑓(𝑡) = −𝑚�̈�− 𝐶𝛼

𝑛 �̇� (1.16)

Общее решение этого уравнения методом вариации произвольных постоянных

представим в виде

𝜂(𝑡) = 𝑚
−𝜂0𝜆2 + �̇�0

𝜎
𝑒𝜆1𝑡 +𝑚

𝜂0𝜆1 − �̇�0
𝜎

𝑒𝜆2𝑡+

+
1

𝜎

2∑︁
𝑖=1

∫︁ 𝑡

0

(−1)𝑖(𝑚�̈�(𝜏) + 𝐶𝛼
𝑛 �̇�(𝜏))𝑒

𝜆𝑖(𝑡−𝜏)𝑑𝜏 (1.17)

где 𝜆1 и 𝜆2 — корни характеристического уравнения для (1.16):

𝑚𝜆2 + (𝐶𝛼
𝑛 + ℎ)𝜆+ 𝑘 = 0, (1.18)

а 𝜎 =
√︀

(ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 )

2 − 4𝑘𝑚. Очевидно, что при (ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 ) > 0 имеем 𝑅𝑒(𝜆1,2) < 0.

После подстановки (1.17) в 1-е уравнение системы (1.12) и интегрирования

по частям получим:

𝑀�̈� = 𝑁(𝑡) + 𝐹, (1.19)
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где

𝑁(𝑡) = −𝐶𝛼
𝑛 �̇�+ 𝜂0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖
𝑘(𝑘/𝜆𝑖 + ℎ)

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡−

− �̇�0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖
𝑚(𝑘 + ℎ𝜆𝑖)

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡 + 𝐶𝛼

𝑛 �̇�0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖
𝑘/𝜆𝑖 + ℎ

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡+

+
2∑︁

𝑖=1

(−1)𝑖(𝑚+ 𝐶𝛼
𝑛/𝜆𝑖)

𝑘 + ℎ𝜆𝑖
𝜎

∫︁ 𝑡

0

�̈�𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜏)𝑑𝜏 (1.20)

�̇�0 = �̇�|𝑡=0 , �̈�0 = �̈�|𝑡=0 , 𝜂0 = 𝜂|𝑡=0 , �̇�0 = �̇�|𝑡=0

Таким образом, (1.19) представляет собой двупараметрическое семейство

интегро-дифференциальных уравнений, в котором роль параметров играют ве

личины 𝜂0 и �̇�0. Поскольку само (1.19) содержит в качестве неизвестной лишь

функцию 𝑥(𝑡), то, вообще говоря, априори неясно, откуда следует брать зна

чения этих параметров. Поэтому следует учитывать, что не каждое решение

исходной системы является решением конкретного интегро-дифференциально

го уравнения из указанного семейства.

Отметим, что (1.20) содержит слагаемое, зависящее от мгновенной скоро

сти тела, и слагаемые, связанные с предысторией, в том числе, и интегральное.

Видно, что собственно начальные условия движения тела и присоединенного

осциллятора «забываются» с экспоненциальной скоростью.

1.2.3. Разделение движений

При работе с интегро-дифференциальными уравнениями типа (1.19)-(1.20)

обычно интегрированием по частям понижают порядок производной под инте

гралом, чтобы упростить вид уравнения. Покажем, что обратная операция, т.е.

повышение порядка производной, дает определенные преимущества. В резуль
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тате этого преобразования получаем:

𝑁(𝑡) = −𝐶𝛼
𝑛 �̇�−

(︂
𝑚− 𝐶𝛼

𝑛
2

𝑘

)︂
�̈�+

+ 𝜂0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖
𝑘(𝑘/𝜆𝑖 + ℎ)

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡 − �̇�0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖
𝑚(𝑘 + ℎ𝜆𝑖)

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡+

+ 𝐶𝛼
𝑛 �̇�0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖
𝑘/𝜆𝑖 + ℎ

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡 + �̈�0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖(𝑚+ 𝐶𝛼
𝑛/𝜆𝑖)

𝑘/𝜆𝑖 + ℎ

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡−

+
2∑︁

𝑖=1

(−1)𝑖(𝑚+ 𝐶𝛼
𝑛/𝜆𝑖)

𝑘/𝜆𝑖 + ℎ

𝜎

∫︁ 𝑡

0

𝑥··· 𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜏)𝑑𝜏 (1.21)

Использовать такую форму представления оказывается удобно, если тело

совершает, так сказать, ≪медленное≫ движение. Введем в (1.21) медленное вре

мя 𝑡 = 𝑡𝜀, 𝜀 ≪ 1 (предполагается, что 𝑥(𝑡) — ограниченная функция вместе со

всеми своими производными):

𝑁(𝑡) = −𝜀𝐶𝛼
𝑛𝑥

′ − 𝜀2
(︂
𝑚− 𝐶𝛼

𝑛
2

𝑘

)︂
𝑥′′+

+ 𝜂0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖
𝑘(𝑘/𝜆𝑖 + ℎ)

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡/𝜀 − �̇�0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖
𝑚(𝑘 + ℎ𝜆𝑖)

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡/𝜀+

+ 𝐶𝛼
𝑛 �̇�0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖
𝑘/𝜆𝑖 + ℎ

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡/𝜀 + �̈�0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖(𝑚+ 𝐶𝛼
𝑛/𝜆𝑖)

𝑘/𝜆𝑖 + ℎ

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡/𝜀−

+ 𝜀3
2∑︁

𝑖=1

(−1)𝑖(𝑚+ 𝐶𝛼
𝑛/𝜆𝑖)

𝑘/𝜆𝑖 + ℎ

𝜎

∫︁ 𝑡/𝜀

0

𝑥′′′𝑒𝜆𝑖(𝑡/𝜀−𝜏)𝑑𝜏 (1.22)

Здесь штрихом обозначена производная по медленному времени.

Из (1.22) видно, что при 𝜀≪ |𝜆1| процесс «забывания» начальных условий

и присоединенного осциллятора, и пластины протекает в рамках ≪погранслоя

по времени≫ (𝑡 < 𝑇 ∼ 𝜀/|𝜆1|).

Остальные слагаемые естественным образом разделились по степеням ма

лого параметра. Ясно, что при медленном движении тела нормальная составля
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ющая 𝑁 аэродинамической силы мала. Если ограничиться в (1.22) лишь слагае

мым первого порядка по 𝜀, то получим квазистатическое приближение, т.к. для

традиционно принятого в аэромеханике мгновенного угла атаки имеем 𝛼 = −�̇�.

Вообще говоря, может возникнуть необходимость учета членов второго по

рядка малости по 𝜀, т.е. второго слагаемого в (1.22). Сгруппировав все члены,

содержащие ускорение, в левой части, мы получим, что добавочный коэффици

ент при ускорении, обусловленный наличием аэродинамики, имеет вид

𝑚− 𝐶𝛼
𝑛
2

𝑘

Эта величина отрицательна как раз для пластин с относительно высоким зна

чением 𝐶𝛼
𝑛 . Так что в этом случае справедливей говорить не о ≪присоедине

нии≫ массы, а скорее об ее ≪отсоединении≫.

Таким образом, новая форма (1.22) оказалась удобной для реализации про

цедуры разделения времени.

Заметим, что изложенная выше процедура интегрирования по частям с

повышением порядка производной от неизвестной величины под интегралом

позволяет регулярным образом осуществлять разложение по малому парамет

ру.

Вообще говоря, интегро-дифференциальные уравнения типа (1.20) можно

привести к виду (1.21) и в случае ядер более общего вида.

Очевидно, что систему (1.12) для любой конкретной зависимости силы 𝐹

от фазовых координат тела и времени можно привести к виду одного уравнения

четвертого порядка относительно переменной 𝑥. Отметим также, что это же

уравнение можно получить и из интегро-дифференциального уравнения (1.20)

путем последовательного исключения экспонент.

В частности, если 𝐹 является упругой силой, действующей на крыло со

стороны крепления, т.е. 𝐹 = −κ𝑥 − 𝛿�̇�, уравнение четвертого порядка примет
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следующий вид:

𝑀𝑥(𝐼𝑉 ) +
𝑚𝛿 +𝑚ℎ+ ℎ𝑀 + 𝐶𝛼

𝑛𝑀

𝑚
𝑥··· +

+
𝑘𝑚+ 𝑘𝑀 +𝑚κ + ℎ𝛿 + 𝐶𝛼

𝑛ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 𝛿

𝑚
�̈�+

ℎκ + 𝑘𝛿 + 𝐶𝛼
𝑛κ + 𝑘𝐶𝛼

𝑛

𝑚
�̇�+

𝑘κ
𝑚

𝑥 = 0 (1.23)

Проведем сопоставление полученных уравнений движения тела в среде с

уравнениями, получающимися в рамках некоторых других известных моделей.

1.2.4. Сравнение с моделью С. М. Белоцерковского

Моделирование подъемной силы с помощью интеграла Дюамеля

В работе [6] предложено моделировать воздействие потока на колеблюще

еся крыло с помощью интеграла Дюамеля с ядром в виде суммы экспоненци

альных функций времени, показатели которых определялись в ходе численных

экспериментов.

В рамках этой модели зависимость коэффициента подъемной силы от вре

мени в случае поступательного движения тела имеет вид:

𝐶𝑦(𝑡) = −�̇�0𝐻(𝑡)−
∫︁ 𝑡

0

𝐻(𝑡− 𝜏)�̈�(𝜏)𝑑𝜏 (1.24)

Здесь предполагается, что �̇�(𝑡)|𝑡<0 = 0, lim
𝑡→+0

�̇� = �̇�0. Ядро интеграла имеет вид

𝐻(𝑡) = 𝐶𝛼
𝑦 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡

В этом случае уравнение движения пластины запишется таким образом:

𝑀�̈� = −�̇�0𝐻(𝑡)−
∫︁ 𝑡

0

𝐻(𝑡− 𝜏)�̈�(𝜏)𝑑𝜏 + 𝐹 (1.25)
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Путем несложных преобразований выражение для 𝐶𝑦 можно привести к

следующей форме:

𝐶𝑦 = −�̇�𝐶𝛼
𝑦 + �̈�

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖
𝜆𝑖

− �̇�0

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡 − �̈�0

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖
𝜆𝑖
𝑒𝜆𝑖𝑡−

−
∫︁ 𝑡

0

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖
𝜆𝑖
𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜏)𝑥··· (𝜏)𝑑𝜏 (1.26)

Тогда уравнение (1.25) с учетом (1.26) примет следующий вид:

𝑀�̈� =− �̇�𝐶𝛼
𝑦 + �̈�

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖
𝜆𝑖

− �̇�0

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡 − �̈�0

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖
𝜆𝑖
𝑒𝜆𝑖𝑡−

−
∫︁ 𝑡

0

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖
𝜆𝑖
𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜏)𝑥··· (𝜏)𝑑𝜏 + 𝐹 (1.27)

Сравним его с (1.19). Видно, что эти выражения имеют схожую структуру.

Однако в (1.27) отсутствуют, так сказать, ≪начальные возмущения≫ по содер

жащимся в ядре экспонентам (иначе говоря, по возмущениям потока среды).

Таким образом, при заданных 𝑥0, �̇�0 (1.27), в отличие от (1.19), не является

семейством уравнений.

Сопоставление коэффициентов

В уравнениях типа (1.27) можно с помощью регулярной процедуры произ

водить последовательное исключение экспонент ядра. При этом порядок уравне

ния каждый раз будет увеличиваться на единицу. Если в ядре всего 𝑛 экспонент,

то в результате применения процедуры исключения получится обыкновенное

дифференциальное уравнение порядка 𝑛+ 2.

В процессе обработки некоторых данных авторы статьи [6] установили, что

для достижения вполне приемлемой аппроксимации отклика среды достаточно

учитывать лишь две экспоненты ядра. Тогда в предположении, что внешняя

62



сила 𝐹 является упругой силой со стороны крепления, т.е. 𝐹 = −κ𝑥 − 𝛿�̇�,

уравнение (1.27) можно привести к виду

𝑀𝑥𝐼𝑉 + (𝛿 + 𝐶𝛼
𝑛 − (𝜆1 + 𝜆2)𝑀 − 𝑐1 − 𝑐2)𝑥

··· +

+ (κ − (𝜆1 + 𝜆2)(𝛿 + 𝐶𝛼
𝑛 ) +𝑀𝜆1𝜆2 + 𝑐1𝜆2 + 𝑐2𝜆1)�̈�+

+ (−κ(𝜆1 + 𝜆2) + 𝜆1𝜆2(𝛿 + 𝐶𝛼
𝑛 ))�̇�+ 𝜆1𝜆2κ𝑥 = 0 (1.28)

Отметим, что не при всех начальных условиях траектории уравнения (1.28)

являются решениями уравнения вида (1.25), т.к. в последнем �̈�0 и 𝑥··· 0 связаны

с 𝑥0 и �̇�0.

Ясно, что уравнения (1.28) и (1.23) должны совпадать для любых значений

𝑀 , κ и 𝛿. Из этого условия получаем соотношения, связывающие коэффициен

ты модели [6] с коэффициентами предложенной модели:

𝑚2𝜆1𝜆2 +
[︀
𝐶𝛼

𝑛 (𝜆1 + 𝜆2)− 𝑐1𝜆2 − 𝑐2𝜆1
]︀
𝑚+ 𝐶𝛼

𝑛 (𝐶
𝛼
𝑛 − 𝑐1 − 𝑐2) = 0

𝑘 = 𝑚𝜆1𝜆2, ℎ = 𝐶𝛼
𝑛 − 𝑐1 − 𝑐2 (1.29)

0 = 𝑚(𝜆1 + 𝜆2) + 2𝐶𝛼
𝑛 + 𝑐1 + 𝑐2

Обратим внимание на последнее соотношение. Учитывая результаты пред

шествующего обсуждения, можно ожидать, что параметры ядра 𝑐1,2 и 𝜆1,2 в

представлении (1.26) не являются независимыми.

1.2.5. Угловые колебания крыла — аэродинамический маятник

Рассмотрим теперь несколько более сложную ситуацию — вращение твер

дого тела вокруг неподвижной оси, перпендикулярной направлению набегающе

го потока. Типичным объектом, совершающим такое движение, является флю

гер.
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Рассмотрим аэродинамический маятник —- твёрдое тело, состоящее из

стержня-державки 𝑂𝐴 и крыла с симметричным профилем, жестко скреплён

ного с державкой в носике (рис. 1.6) так, что державка и хорда профиля лежат

на одной прямой. Пусть точка 𝑂 неподвижна и представляет собой идеальный

цилиндрический шарнир. Обозначим длину державки (от оси вращения до пе

редней кромки крыла) через 𝑙. Будем считать, что 𝑙 > 0, если точка𝑂 находится

«слева» от носика 𝐴 профиля, и 𝑙 < 0, если она расположена «справа» него.

Предположим, что маятник помещен в поток среды, имеющий на бесконечности

постоянную скоростьV. Воздействием потока на державку будем пренебрегать.

Введем неподвижную систему координат𝑂𝑋𝑌 , ось абсцисс направим вдоль

потока. Положение маятника описывается одной обобщённой координатой ––

углом поворота 𝜃 (между направлением потока и державкой).

O X

Y

V

�

VC
�

A

B

C

Fn

F�

Рис. 1.6. Однозвенный аэродинамический маятник.

Вначале воспользуемся для описания воздействия потока на наш маятник

вариантом квазистатического подхода, в рамках которого предполагается, что

воздействие потока на маятник сводится к одной силе, приложенной в точке 𝐶

хорды профиля (статический центр давления). Как и ранее, разложим эту силу

на две составляющие — нормальную к хорде F𝑛 и направленную вдоль хорды
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F𝜏 , причем

𝐹𝑛 =
𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶𝐶𝑛(𝛼), 𝐹𝜏 =

𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶𝐶𝜏(𝛼)

Здесь 𝑆 — площадь крыла, 𝜌 — плотность среды, 𝐶𝑛 и 𝐶𝜏 — безразмерные коэф

фициенты нормальной и тангенциальной силы (их зависимость от угла атаки

определяется из статических экспериментов), 𝑉𝐶 — величина воздушной скоро

сти центра давления 𝐶, а 𝛼 — угол атаки (под которым понимается угол между

вектором V𝐶 и хордой крыла). Воздушная скорость и угол атаки определяются

из следующих кинематических соотношений:

𝑉𝐶 cos𝛼 = 𝑉 cos 𝜃

𝑉𝐶 sin𝛼 = 𝑉 sin 𝜃 + (𝑙 + 𝑙0) 𝜃
(1.30)

Здесь 𝑙0 — расстояние от передней кромки крыла до центра давления.

Тогда уравнения движения маятника примут вид [4]:

𝐽𝜃 = − (𝑙 + 𝑙0)
𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶𝐶𝑛(𝛼) +𝑀𝑧 (1.31)

Здесь 𝐽 — момент инерции крыла относительно точки 𝑂,𝑀𝑧 — момент внешних

сил не аэродинамической природы (например, управляющий момент).

Уравнения (1.31) и (1.30) образуют замкнутую систему уравнений движе

ния рассматриваемого объекта. При 𝑀𝑧 = 0, в силу симметричности профиля,

существует очевидное положение равновесия «по потоку» 𝜃(𝑡) ≡ 0.

Будем рассматривать только малые колебания в окрестности этого поло

жения равновесия. Тогда, как известно из статических экспериментов, центр

давления практически не меняет свое положение на хорде (и располагается

для разных крыльев на расстоянии 0.2 ÷ 0.25 длины хорды от передней кром

ки), а коэффициент нормальной силы является линейной функцией угла атаки:

𝐶𝑛(𝛼) = 𝐶𝛼
𝑛𝛼.
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Чтобы учесть учесть инерционные свойства потока среды, проявляющиеся

при угловых колебаниях маятника в потоке, адаптируем предложенную ранее

модель присоединенного осциллятора для этой ситуации.
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Рис. 1.7. Однозвенный аэродинамический маятник с присоединенным осциллятором.

Предположим, что осциллятор прикреплён к хорде крыла в статическом

центре давления 𝐶 так, что точка 𝐺 может перемещаться вдоль нормали к

хорде (рис. 1.7). Обозначим расстояние от точки 𝐺 до хорды через 𝜂 (эта ве

личина играет роль дополнительной обобщенной координаты). Будем считать

также, что сила аэродинамического воздействия со стороны потока приложена

к точке 𝐺, и её нормальная и тангенциальная составляющие имеют следующую

структуру:

𝐹𝑛 =
𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐺𝐶𝑛, 𝐹𝜏 =

𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐺𝐶𝜏 (1.32)

Здесь 𝐶𝑛, 𝐶𝜏 –– безразмерные коэффициенты нормальной и тангенциальной

силы.

Уравнения движения системы «маятник+осциллятор» имеют следующий

вид:

𝐽𝜃 +𝑚𝜂2𝜃 + 2𝑚𝜂�̇�𝜃 +𝑚(𝑙 + 𝑙0)𝜂𝜃
2 = (𝑙 + 𝑙0) (𝑘𝜂 + ℎ�̇�)− 𝜂𝐹𝜏 +𝑀𝑧

𝑚
(︁
𝜂 + (𝑙 + 𝑙0)𝜃 − 𝜂𝜃2

)︁
= −𝑘𝜂 − ℎ�̇� − 𝐹𝑛

(1.33)
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Здесь 𝑚 –– масса присоединённого осциллятора, 𝑘 и ℎ —- коэффициенты жест

кости и демпфирования, соответственно.

Как и в предыдущем пункте, для упрощения записи выберем единицы

измерения таким образом, что 𝑏 = 1, 𝜌𝑆/2 = 1, 𝑉 = 1, где 𝑉 — скорость

набегающего потока на бесконечности, 𝑏 — хорда пластины. Тогда величины 𝜂,

�̇�, 𝜃, 𝑚, 𝑘, ℎ, 𝑙, 𝑙0 окажутся соответствующим образом нормированными. Эта

процедура, разумеется, эквивалентна обезразмериванию.

Эффективный угол атаки 𝛼𝑔 и воздушная скорость 𝑉𝐺 точки 𝐺 определя

ются следующими соотношениями:

𝑉𝐺 cos𝛼𝑔 = cos 𝜃 + 𝜂𝜃

𝑉𝐺 sin𝛼𝑔 = sin 𝜃 + (𝑙 + 𝑙0) 𝜃 + �̇�
(1.34)

Поскольку крыло в аэродинамическом маятнике имеет симметричный про

филь, то из соображений симметрии ясно, что при 𝑀𝑧 ≡ 0 система 1.33 имеет

неподвижную точку 𝜃 = 𝜂 = 0 (что отвечает положению, в котором маятник

выставлен «по потоку», а пружина осциллятора не деформирована).

Ограничимся рассмотрением случая, когда маятник совершает достаточ

но медленное движение в окрестности этого положения, т.е. в области малых

углов 𝜃. Тогда величина 𝜂 также будет малой. Известно, что в области малых

углов атаки величина коэффициента тангенциальной силы для тонких профи

лей мала. Поэтому будем в дальнейшем пренебрегать влиянием этой силы на

динамику системы.

Кроме того, предположим, что «нестационарный» коэффициент нормаль

ной силы можно представить в следующем виде:

𝐶𝑛 = 𝐶𝑛(𝛼𝑔) + 𝐶𝜔𝜃

Здесь 𝐶𝑛(𝛼𝑔) — коэффициент нормальной силы, зависимость которого от угла

атаки считается известной из статических экспериментов, а 𝛼𝑔 — эффективный

67



угол атаки, под которым, как и в предыдущем пункте, мы будем понимать угол

между воздушной скоростью точки𝐺 и хордой профиля; величина 𝐶𝜔 (которую

мы будем считать постоянной) представляет собой параметр, который аналоги

чен вращательной производной нормальной силы по угловой скорости (с той

оговоркой, что в данном подходе зависимость нормальной силы от угловой ско

рости частично учтена в угле атаки).

Добавление в выражение для коэффициента нормальной силы слагаемого

𝐶𝜔𝜃 диктуется следующим соображением. Если величина 𝑙 + 𝑙0 = 0 (т.е. ось

вращения расположена в центре давления), то угол атаки оказывается не за

висящим от угловой скорости маятника. Соответственно, и аэродинамическое

воздействие на маятник (в том числе и нормальная сила) не зависит от угловой

скорости. Такое, в некотором смысле, «вырождение» представляется неоправ

данным.

Поскольку углы атаки малы, будем считать, что 𝐶𝑛(𝛼𝑔) = 𝐶𝛼
𝑛𝛼𝑔.

Отбрасывая в уравнениях (1.33) и (1.34) члены выше первого порядка ма

лости, получим:

𝐽𝜃 = (𝑙 + 𝑙0) (𝑘𝜂 + ℎ�̇�) +𝑀𝑧

𝑚
(︁
𝜂 + (𝑙 + 𝑙0)𝜃

)︁
= −𝑘𝜂 − ℎ�̇� − 𝐶𝛼

𝑛 (𝜃 + (𝑙 + 𝑙0)𝜃 + �̇�)− 𝐶𝜔𝜃
(1.35)

Чтобы идентифицировать параметры модели и проверить ее работоспособ

ность, воспользуемся данными из экспериментальных работ [33, 120]. В обеих

этих работах исследовались аэродинамические силы, действующие на крыло,

совершающее вынужденные угловые гармонические колебания:

𝜃 = 𝜃𝑎 sin(Ω𝜏) + 𝜃0 (1.36)

Безразмерный параметр Ω = 𝜔𝑏/𝑉 (где 𝜔 — размерная частота колебаний) в

аэродинамике называют числом Струхаля.
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Подставим зависимость 1.36 во второе уравнение системы 1.35. Выполне

ние первого уравнения этой системы обеспечивается за счет надлежащего вы

бора момента 𝑀𝑧, который в данном случае играет роль управления.

Решив получившееся неоднородное линейное дифференциальное уравне

ние, найдем силу 𝑁 , действующую на крыло со стороны осциллятора (и ко

торую мы в рамках предложенной модели интерпретируем как нормальную

аэродинамическую силу, приложенную к крылу):

𝑁 = 𝑘𝜂 + ℎ�̇� = 𝐶𝛼
𝑛𝜃0 +

𝜃𝑎 sin(Ω𝜏)

(𝑘 −𝑚Ω2)2 + (ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 )

2)Ω2

[︀
𝐶𝛼

𝑛Ω
2ℎ(ℎ+ 𝐶𝛼

𝑛 )+

+ (𝑙 + 𝑙0)Ω
2(𝑘𝐶𝛼

𝑛
2 − ℎ2𝑚Ω2) + (𝑘 − Ω2𝑚)𝑘(𝐶𝛼

𝑛 −𝑚(𝑙 + 𝑙0)Ω
2)+

+𝐶𝜔Ω
2(Ω2ℎ𝑚+ 𝐶𝛼

𝑛𝑘)
]︀
+

𝜃𝑎Ωcos(Ω𝜏)

(𝑘 −𝑚Ω2)2 + (ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 )

2)Ω2

[︀
ℎ𝑚2(𝑙 + 𝑙0)Ω

4+

+ (ℎ(𝑙 + 𝑙0)𝐶
𝛼
𝑛
2 + (ℎ(𝑙 + 𝑙0)−𝑚)ℎ𝐶𝛼

𝑛 )Ω
2 + 𝑘𝐶𝛼

𝑛 (−𝐶𝛼
𝑛 + 𝑘(𝑙 + 𝑙0))+

+ ((𝐶𝛼
𝑛ℎ+ ℎ2 − 𝑘𝑚)Ω2 + 𝑘2)𝐶𝜔

]︀
(1.37)

Нетрудно видеть, что в рамках квазистатической модели

𝑁 = 𝐶𝛼
𝑛𝜃0 + 𝐶𝛼

𝑛𝜃𝑎 sin(Ω𝜏) + Ω𝐶𝛼
𝑛 (𝑙 + 𝑙0) cos(Ω𝜏) (1.38)

В работе [33] испытывалось крыло с симметричным профилем NACA-0015.

Эксперименты проводились в воде. Изменяемым параметром являлась безраз

мерная частота Ω. Данные представлены в виде зависимостей коэффициента

нормальной силы от угла 𝜃.

Статические аэродинаические характеристики таковы: 𝐶𝛼
𝑛 = 4.6, 𝑙0 = 0.24.

Для параметров присоединенного осциллятора примем такие же значения, что

и ранее — 𝑚 = 1.57, 𝑘 = 2, ℎ = 10.

Результаты моделирования приведены на рис. 1.8. Точки соответствуют

экспериментальным данным, сплошные линии — расчету по формуле (1.37),
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a) b)

c) d)

Рис. 1.8. Зависимость коэффициента 𝐶𝑛 от времени: эксперимент (точки), формула (1.37)

(сплошные линии), и квазистатика (пунктирные линии): a) Ω = 0.13; b) Ω = 0.31; c) Ω = 0.50;

d) Ω = 0.72.

пунктирные линии — расчету в рамках квазистатической модели (формула

(1.38)).

Видно, что модель «присоединенного осциллятора» достаточно хорошо со

гласуется с экспериментом. При этом несколько худшее совпадение наблюдает
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ся для наименьшего значения числа Струхаля. Тем не менее, во всех рассмот

ренных случаях эта модель обеспечивает заметно лучшее описание эксперимен

тальных данных, чем квазистатический подход.

Рис. 1.9. Сравнение экспериментальной (точ

ки) и расчетной (кривая) зависимостей коэф

фициента 𝐴𝑛 от числа Струхаля Ω.

Рис. 1.10. Сравнение экспериментальной (точ

ки) и расчетной (кривая) зависимостей коэф

фициента 𝐵𝑛 от числа Струхаля Ω.

В работе [120] изучалось крыло с симметричным профилем NACA0012.

Эксперименты проводились в воздухе при разных значениях скорости набега

ющего потока и угловой частоты колебаний. Измерялась, в частности, зависи

мость подъемной силы от времени. Нужно отметить, что, поскольку рассматри

вается диапазон достаточно малых углов атаки, коэффициент лобового сопро

тивления мал, и значения коэффициентов подъемной силы и нормальной силы

весьма близки. Данные представлены в виде значений коэффициентов первой

гармоники ряда Фурье:

𝐶𝑒𝑥𝑝
𝑙 ≈ 𝐶𝑒𝑥𝑝

𝑛 = 𝐴𝑛 sin(Ω𝜏) + Ω𝐵𝑛 cos(Ω𝜏)
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На рис. 1.9-1.10 приведены зависимости коэффициентов 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 от Ω, рассчи

танные по формуле (1.37), и полученные в указанных экспериментах. Видно,

что совпадение для коэффициента 𝐴𝑛 достаточно хорошее. Для коэффициента

𝐵𝑛 эксперимент дает существенно больший разброс значений, чем для 𝐴𝑛, тем

не менее, согласие с расчетом можно считать удовлетворительным.

Выводы

Рассмотрены подходы квазистатического типа к описанию аэродинамиче

ского воздействия на тело со стороны потока сопротивляющейся среды. От

мечено, что они описывают динамику тела тем точнее, чем меньше движение

тела отличается от поступательного, равномерного и прямолинейного. Соот

ветственно, представляется естественным использовать их при описании доста

точно медленного движения тела вблизи положения равновесия. Обсуждена

структура аэродинамических сил в окрестности положения равновесия (в рам

ках квазистатического подхода), показано, что в ней содержатся все виды сил

(позиционные консервативные и позиционные неконсервативные, диссипатив

ные и гироскопические).

Обсуждена возможность использования модели присоединенного осцилля

тора для описания нестационарных аэродинамических сил, действующих на

крыло, которое может совершать поступательные или угловые колебания в по

токе.Показано, что расчеты в рамках этой модели достаточно хорошо согласу

ются с результатами экспериментов. Это дает основания пользоваться данным

подходом для исследования особенностей поведения тел в потоке сопротивляю

щейся среды в ситуациях, когда эффективный угол атаки 𝛼 остается достаточно

малым во все время движения, так что зависимости аэродинамических сил от

𝛼 можно считать линейными.
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Установлена взаимосвязь между известным подходом к описанию нестаци

онарного аэродинамического воздействия на крыло с помощью интеграла Дюа

меля с экспоненциальным ядром и подходом на основе модели присоединенного

осциллятора. Показано, что уравнения движения тела в потоке, полученные с

помощью модели присоединенного осциллятора, приводятся к интегро-диффе

ренциальной форме, аналогичной уравнениям, получаемым в рамках подхода,

использующего интеграл Дюамеля.

Кроме того, показано, что если тело типа тонкого крыла совершает медлен

ное поступательное движения поперек потока среды, так что мгновенный угол

атаки остается малым, а производная коэффициента нормальной аэродинамиче

ской силы по углу атаки достаточно велика, то коэффициент при ускорении те

ла, обусловленный наличием нестационарного аэродинамического воздействия,

оказывается отрицательным, что дает основание говорить не о «присоединен

ной», а об «отсоединенной» массе.
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Глава 2

О влиянии потенциальных и диссипативных сил

на устойчивость положения равновесия

Аэродинамические силы возникают в огромном числе технических объек

тов. Как было отмечено в первой главе, наличие таких сил приводит к появ

лению в системе, в частности, позиционных неконсервативных сил, а также

диссипативных сил с неполной диссипацией. Соответственно, эти силы могут

приводить к неустойчивости целевого режима движения (например, равнове

сия) объекта.

Для тел, закрепленных в потоке среды, одним из естественных, так ска

зать, технических способов повлиять на устойчивость является изменение ха

рактеристик крепления (в первую очередь, коэффициентов жесткости и демп

фирования). Во введении отмечалось, что, как показано в целом ряде работ, при

определенных обстоятельствах увеличение демпфирования приводит к потере

устойчивости (что выглядит несколько неожиданным). Более того, при этом

возможна неоднократная смена характера устойчивости.

Рассмотрим теперь, как повлияет на устойчивость положения равновесия

увеличение жесткости крепления. Иными словами, проанализируем, как изме

нится характер устойчивости при изменении элементов матрицы потенциаль

ных сил.
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2.1. Об изменении характера устойчивости при

изменении диагонального элемента матрицы

потенциальных сил

Рассмотрим линейную механическую систему с 𝑠 степенями свободы. Урав

нения движения ее можно записать следующим образом:

Mq̈+ (D+G) q̇+ (K+N)q = 0 (2.1)

Здесь M — матрица инерции, D, G, K, N — матрицы диссипативных, гироско

пических, позиционных потенциальных и непотенциальных сил, соответствен

но.

Исследуем влияние изменения жесткости по одной из обобщенных коорди

нат (для определенности, первой) на характер устойчивости. Это означает, что

к матрице потенциальных сил добавляется матрица, в которой отличен от нуля

только один элемент, а именно, первый элемент на главной диагонали:

K′ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑘′11 · · · 0
... . . . ...

0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎠ (2.2)

Соответственно, уравнения движения принимают следующий вид:

Mq̈+ (D+G) q̇+ (K+N+K′)q = 0, (2.3)

В ходе дальнейшего изложения будем считать, что все величины являются

безразмерными.

Очевидно, существует невырожденная замена переменных q ↦→ x, приво

дящая матрицу инерции к единичному виду и оставляющая матрицу K′ диаго
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нальной. В новых переменных система (2.3) примет вид:

ẍ+
(︁
D̃+ G̃

)︁
ẋ+

(︁
K̃+ Ñ+ K̃′

)︁
x = 0 (2.4)

Здесь D̃, G̃, K̃, Ñ, K̃′ — матрицы, полученные в результате указанного пре

образования. Поскольку такая замена переменных не меняет ранг матриц, в

матрице K̃′ также будет только один отличный от нуля элемент:

K̃′ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜅 · · · 0
... . . . ...

0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎠
Нетрудно показать, что характеристический полином системы (2.4) можно

представить в следующем структурном виде:

𝑃 = 𝑎2𝑠𝜆
2𝑠+𝑎2𝑠−1𝜆

2𝑠−1+(𝑎2𝑠−2 + 𝜅𝑏2𝑠−2)𝜆
2𝑠−2+ ...+(𝑎1+𝜅𝑏1)𝜆+𝑎0+𝜅𝑏0 (2.5)

Здесь 𝑎𝑗 (𝑗 = 0..2𝑠) и 𝑏𝑗 (𝑗 = 0..2𝑠− 2) — некоторые комбинации коэффи

циентов матриц D̃, G̃, K̃, Ñ (не зависят от 𝜅). Легко заметить, что 𝑎2𝑠 = 1,

𝑏2𝑠−2 = 1.

Изменение характера устойчивости может происходить в двух случаях:

когда один из корней обращается в нуль (т.е. 𝑎0 + 𝜅𝑏0 = 0) или когда действи

тельная часть какой-либо пары комплексно-сопряженных корней обращается в

нуль.

Первый случай имеет место при 𝜅 = 𝜅1 = −𝑎0/𝑏0. Эта ситуация означает

потерю или восстановление (в зависимости от знаков коэффициентов 𝑎0 и 𝑏0)

статической устойчивости при увеличении дополнительной жесткости 𝜅.

Второй случай означает, что при некотором значении 𝜅 полином (2.5) име

ет корень вида 𝜆 = 𝑖𝜇 (𝑖 — мнимая единица, 𝜇 ∈ R, 𝜇 ̸= 0). Подставив это

выражение в (2.5), выделив вещественную и мнимую части и обозначив 𝜇2 = 𝜉,
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получим следующую систему из двух уравнений:

𝑠∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝑎2𝑗𝜉
𝑗 + 𝜅

𝑠−1∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝑏2𝑗𝜉
𝑗 = 0

𝑠−1∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝑎2𝑗+1𝜉
𝑗 + 𝜅

𝑠−2∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝑏2𝑗+1𝜉
𝑗 = 0

(2.6)

Пусть выражения при 𝜅 в обоих уравнениях (2.6) отличны от нуля. Выра

зив 𝜅 из обоих уравнений, получим:(︃
𝑠∑︁

𝑗=0

(−1)𝑗𝑎2𝑗𝜉
𝑗

)︃(︃
𝑠−2∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝑏2𝑗+1𝜉
𝑗

)︃
−

−

(︃
𝑠−1∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝑎2𝑗+1𝜉
𝑗

)︃(︃
𝑠−1∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝑏2𝑗𝜉
𝑗

)︃
= 0

(2.7)

Нетрудно видеть, что выражение (2.7) представляет собой полином сте

пени 2𝑠 − 2 относительно 𝜉. Каждому его положительному корню отвечает

некоторое значение дополнительной жесткости 𝜅, при котором у системы су

ществует характеристическое число с нулевой вещественной частью, т.е. может

происходить смена характера устойчивости. Соответственно, таких изменений

характера устойчивости может быть не более 2𝑠− 2.

Пусть теперь коэффициент при 𝜅 в каком-либо из уравнений (2.6) равен

нулю. Тогда, как нетрудно видеть, 𝜉 является корнем полинома степени не выше

𝑠− 1, что меньше 2𝑠− 2 для всех 𝑠 > 1.

С учетом перехода одного из корней характеристического полинома через

ноль (случай 1) получаем, что максимальное число изменений характера устой

чивости при изменении одного из диагональных элементов матрицы потенци

альных сил (т.е. коэффициента жесткости по одной из обобщенных координат)

равно 2𝑠− 1. Таким образом, доказано следующее утверждение:

Утверждение. При изменении одного диагонального элемента в матрице
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потенциальных сил в линейной механической системе с 𝑠 степенями свободы

характер устойчивости может меняться не более, чем 2𝑠− 1 раз.

Необходимо отметить, что аналогичное утверждение можно доказать и для

случая, когда в системе изменяется один из диагональных элементов матрицы

диссипативных сил.

Вернемся к системе 2.1. Предположим, что гироскопические силы в си

стеме отсутствуют. Пусть у матрицы диссипативных сил существует не менее

одного отрицательного собственного числа, причем остальные положительны.

Пусть тривиальное равновесие асимптотически устойчиво. Покажем, что можно

добавить в систему потенциальные силы с положительно определенной матри

цей таким образом, чтобы дестабилизировать положение равновесия.

Рассмотрим матрицу дополнительных потенциальных сил вида K′ = 𝜅M.

Эта матрица, очевидно, является положительно определенной. Существует невы

рожденное преобразование, одновременно приводящее матрицуM к единичной

форме, а матрицу D — к диагональному виду D̃ = diag{𝑑𝑖}. Очевидно, что при

таком преобразовании матрица K′ примет вид K̃′ = 𝜅Es. Кроме того, данное

преобразование не изменяет знаки собственных чисел матрицы диссипативных

сил.

Соответственно, система уравнений движения примет следующий вид:

ẍ+ D̃ẋ+
(︁
K̃+ Ñ+ 𝜅Es

)︁
x = 0 (2.8)

Характеристический полином можно представить так:⃒⃒⃒
Es𝜆

2 + D̃𝜆+
(︁
K̃+ Ñ+ 𝜅Es

)︁⃒⃒⃒
= 0

Пусть величина 𝜅 велика: 𝜅 = 𝜅0𝜀
2, где 𝜀 ≪ 1. Будем искать корни в виде

разложения 𝜆 = 𝜆0/𝜀+ 𝜆1 + 𝑜(1).⃒⃒⃒⃒
Es
𝜆20 + 𝜅0
𝜀2

+ (D̃+ 2𝜆1Es)
𝜆0
𝜀

+𝑂(1)

⃒⃒⃒⃒
= 0
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Отсюда получаем, что 𝜆0 = ±𝑖√𝜅0, а 𝜆1 являются корнями уравнения⃒⃒⃒
D̃− (−2𝜆1)Es

⃒⃒⃒
= 0

Следовательно, все 𝜆1 представляют собой собственные числа матрицы дисси

пативных сил, деленные на 2 и взятые с обратным знаком. Однако по пред

положению среди собственных чисел матрицы D есть, по крайней мере, одно

отрицательное. Значит, среди величин 𝜆1 будет, по крайней мере, одна положи

тельная. Это означает, что положение равновесия будет неустойчивым.

2.2. Пример системы с максимально возможным числом

изменений характера устойчивости.

Теперь следует разрешить вопрос о том, может ли найденное выше макси

мальное количество смен характера устойчивости быть достигнуто в какой-либо

механической системе.

Утверждение. Пусть в линейной механической системе с 𝑠 степенями

свободы гироскопические силы отсутствуют, а матрицы остальных сил имеют

следующий вид:

M = E𝑠,D = diag {𝜀𝑑𝑗𝑗} ,K = diag {𝑘𝑗𝑗 + 𝛿1𝑗𝜅} ,N = {𝑛𝑗𝑞} , 𝑗, 𝑞 = (1..𝑠)

где 𝜀 ≪ 1 — малый параметр, 𝛿𝑗𝑞 — дельта Кронекера, E𝑠 — единичная мат

рица размера 𝑠 × 𝑠. Пусть, кроме того, коэффициенты матриц удовлетворяют

следующим соотношениям:

𝑑𝑗𝑗 > 0, 𝑗 = 1..𝑠; |𝑘11| 𝜀, 𝑘11 < 0, 𝑘𝑗𝑗 > 0, 𝑗 = 2..𝑠;

|𝑘𝑗𝑗 − 𝑘𝑞𝑞| ≫ 𝜀, 𝑞 ̸= 𝑗, 𝑗, 𝑞 = 1..𝑠;𝑛𝑗𝑞 = 𝜀𝛿𝑗+1,𝑞𝜈𝑗𝑞, 𝑗 = 1..𝑠− 1, 𝑞 = 𝑗 + 1..𝑠
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Тогда при изменении жесткости по первой координате характер устойчивости

сменится 2𝑠− 1 раз.

Доказательство. Ясно, что при 𝜅 < −𝑘11 первый диагональный элемент

матрицы жесткости отрицателен, и имеет место статическая неустойчивость.

Рассмотрим ситуацию, когда 𝜅 > −𝑘11 и, кроме того, |𝑘11 + 𝜅− 𝑘𝑗𝑗| ≫ 𝜀,

𝑗 = (1..𝑠). Будем искать собственные числа в виде 𝜆 = 𝜆0 + 𝜀𝜆1 + 𝑜(𝜀). То

гда характеристический полином можно представить в следующем виде:

𝑃 =
𝑠∏︁

𝑗=1

(︀
𝜆20 + 𝑘𝑗𝑗 + 𝛿1𝑗𝜅

)︀
+ 𝜀

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑠∏︁
𝑞=1,𝑞 ̸=𝑗

(2𝜆1 + 𝑑𝑗𝑗)𝜆0
(︀
𝜆20 + 𝑘𝑞𝑞 + 𝛿1𝑞𝜅

)︀
+ 𝑜(𝜀)

Последовательно приравнивая нулю коэффициенты при степенях малого

параметра, получаем, что вещественные части всех собственных чисел отрица

тельны, т.е. имеет место асимптотическая устойчивость.

Пусть теперь 𝜅 таково, что два диагональных элемента матрицы потенци

альных сил совпадают: 𝜅 = 𝜅𝑗 = 𝑘𝑗𝑗 − 𝑘11, 𝑗 = (2..𝑠). Тогда, как известно [3],

при выбранной структуре циркуляционных сил и в отсутствие диссипативных

сил имеет место неустойчивость. Этот же результат нетрудно получить, удер

жав в выражении для характеристического полинома члены до второго порядка

малости по 𝜀 включительно.

Ясно, что неустойчивость сохранится и при добавлении в систему доста

точно малой диссипации. Из соображений непрерывности следует, что неустой

чивость имеет место и для некоторого интервала значений 𝜅, содержащего ве

личину 𝜅𝑗.

Таким образом, получаем, что существует 𝑠 интервалов значений 𝜅, в ко

торых имеет место неустойчивость. Первый из них содержит луч (−∞, 0], а

остальные содержат величины 𝑘𝑗𝑗 − 𝑘11, 𝑗 = (2..𝑠). Эти интервалы разделены

промежутками, в которых положение равновесия асимптотически устойчиво.
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Следовательно, при изменении 𝜅 характер устойчивости меняется 2𝑠 − 1 раз,

что и доказывает утверждение.

2.3. Случай механической системы с 2 степенями свободы

Рассмотрим более подробно случай двух степеней свободы (𝑠 = 2). Тогда

систему (2.4) можно представить в следующем виде:⎛⎝ �̈�1

�̈�2

⎞⎠+

⎛⎝ 𝑑11 𝑑12 + 𝛾

𝑑12 − 𝛾 𝑑22

⎞⎠⎛⎝ �̇�1

�̇�2

⎞⎠+

+

⎛⎝ 𝑘11 𝑘12 + 𝜈

𝑘12 − 𝜈 𝑘22

⎞⎠⎛⎝ 𝑥1

𝑥2

⎞⎠+

⎛⎝ 𝜅 0

0 0

⎞⎠⎛⎝ 𝑥1

𝑥2

⎞⎠ = 0

(2.9)

Будем полагать 𝜅 ≥ 0. Для удобства обозначения будем называть систему,

получающуюся из (2.9) при 𝜅 = 0, «невозмущенной». В этой «невозмущенной»

системе можно условно выделить две колебательные подсистемы, отвечающие

обобщенным координатам (так сказать, парциальные системы), которые имеют

следующий вид:

�̈�𝑖 + 𝑑𝑖𝑖�̇�𝑖 + 𝑘𝑖𝑖𝑥𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2 (2.10)

Характеристический полином системы (2.9) можно представить в следую

щем виде:

𝜆4 + 𝑎3𝜆
3 + �̃�2(𝜅)𝜆

2 + �̃�1(𝜅)𝜆+ �̃�0(𝜅), (2.11)

где

�̃�2(𝜅) = 𝑎2 + 𝜅, �̃�1(𝜅) = 𝑎1 + 𝑑22𝜅, �̃�0(𝜅) = 𝑎0 + 𝑘22𝜅,

𝑎3 = 𝑑11 + 𝑑22, 𝑎2 = 𝑑11𝑑22 − 𝑑212 + 𝛾2 + 𝑘11 + 𝑘22, (2.12)

𝑎1 = 𝑑11𝑘22 + 𝑑22𝑘11 − 2𝑘12𝑑12 + 2𝛾𝜈, 𝑎0 = 𝑘11𝑘22 − 𝑘212 + 𝜈2.
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Заметим, что коэффициенты 𝑎𝑖 являются коэффициентами характеристическо

го полинома «невозмущенной» системы.

Известно, что для системы четвертого порядка условия асимптотической

устойчивости тривиального равновесия можно представить в следующем виде:

𝑎0 + 𝜅𝑘22 > 0, 𝑎1 + 𝜅𝑑22 > 0, 𝑎2 + 𝜅 > 0, 𝑎3 > 0,

𝐻3𝜅 = (𝑎1 + 𝜅𝑏1) (𝑎2 + 𝜅) 𝑎3 − 𝑎23 (𝑎0 + 𝜅𝑘22)− (𝑎1 + 𝜅𝑑22)
2 > 0.

(2.13)

Величина 𝐻3𝜅 представляет собой третий минор матрицы Гурвица для много

члена (2.11).

Если 𝑎3 = 𝑑11 + 𝑑22 < 0, то положение равновесия неустойчиво, и его нель

зя стабилизировать путем введения дополнительной жесткости (такая ситуация

возникает, в частности, если в обеих колебательных подсистемах имеется анти

диссипация). В дальнейшем ограничимся рассмотрением случая 𝑑11 + 𝑑22 > 0.

Отметим, что функции �̃�2(𝜅) и �̃�1(𝜅) являются линейными, и их нули,

очевидно, принадлежат интервалам, на которых 𝐻3𝜅(𝜅) < 0 и/или �̃�0(𝜅) < 0.

Выражение для 𝐻3𝑘 можно преобразовать следующим образом:

𝐻3𝜅 = 𝑑11𝑑22𝜅
2 + ((𝑑11 − 𝑑22) 𝑎1 + (𝑑22𝑘11 − 𝑑11𝑘22) 𝑎3 +

+
(︀
𝑑11𝑑22 − 𝑑212 + 𝛾2

)︀
𝑑22𝑎3

)︀
𝜅+𝐻30

(2.14)

Здесь 𝐻30 — это третий минор матрицы Гурвица для «невозмущенной» систе

мы.

Выражение (2.14) представляет собой квадратный трехчлен относительно

𝜅. Проанализируем его знак в зависимости от значений параметров системы.

Ранее было показано, что максимальное число смен характера устойчиво

сти в системе с 𝑠 степенями свободы при изменении диагонального коэффици

ента матрицы потенциальных сил равно 2𝑠− 1. Соответственно, для системы с

2 степенями свободы можно ожидать до 3 таких чередований при изменении 𝜅

от 0 до бесконечности.
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В данном случае нетрудно записать условия, которые определяются коли

чество изменений характера устойчивости положения равновесия.

Характер устойчивости может измениться, когда выражение 𝐻3𝜅 или сво

бодный член многочлена (2.11) обращается в нуль. Это происходит, когда до

полнительная жесткость 𝜅 пhинимает одно из следующих значений:

𝜅0 = − 𝑎0
𝑘22

= −𝑘11 +
𝑘212 − 𝜈2

𝑘22
, 𝜅1,2 =

−𝐴1 ∓
√
𝐷1

2𝑑11𝑑22
(2.15)

Здесь 𝐷1 = 𝐴2
1 − 4𝐻30𝑑11𝑑22; знак «минус» соответствует 𝜅1, а знак «плюс» —

𝜅2. При этом мы предполагаем, что 𝑘22 ̸= 0.

Характер устойчивости меняется три раза на интервале 𝜅 ∈ [0,∞), если

выполняется одна из приведенных групп условий:

𝐷1 > 0, 𝑑11𝑑22 > 0, 𝑎0 > 0, 𝑘22 < 0, �̃�2(𝜅1) > 0, 0 < 𝜅1 < 𝜅2 < 𝜅0, (2.16)

или

𝐷1 > 0, 𝑑11𝑑22 > 0, 𝑎0 < 0, 𝑘22 > 0, �̃�2(𝜅0) > 0, 0 < 𝜅0 < 𝜅1 < 𝜅2. (2.17)

Из этих неравенств непосредственно следует, что 𝐴1 < 0, 𝐻30 > 0.

Рассмотрим группу неравенств (2.16). Очевидно, коэффициент �̃�2(𝜅) моно

тонно растет с ростом 𝜅. В то же время, как было отмечено выше, эта функция

не может обратиться в нуль на интервале, на котором одновременно 𝐻(3𝜅) > 0

и �̃�0 > 0. Но функция 𝐻3𝜅 положительна на интервалах 𝜅 < 𝜅1 и 𝜅2 < 𝜅, а

�̃�0 > 0 при 𝜅 < 𝜅0. Следовательно, �̃�2(𝜅) может обратиться в нуль либо на ин

тервале 𝜅1 < 𝜅 < 𝜅2, либо на интервале 𝜅 > 𝜅0. Таким образом, условия (2.16)

никогда не выполняются.

Характер устойчивости меняется дважды на интервале 𝜅 ∈ [0,∞), если

выполняется одна из следующих групп условий:

𝐷1 > 0, 𝑎0 > 0, 𝑘22 > 0, �̃�2(𝜅1) > 0, 𝜅0 < 0 < 𝜅1 < 𝜅2, (2.18)

83



или

𝐷1 > 0, 𝑑11𝑑22 > 0, 𝑎0 > 0, 𝑘22 < 0, �̃�2(𝜅2) > 0, 0 < 𝜅2 < 𝜅0, (2.19)

или

𝐷1 > 0, 𝑑11𝑑22 < 0, 𝑎0 < 0, 𝑘22 > 0, �̃�2(𝜅0) > 0, 𝜅1 < 𝜅0 < 𝜅2. (2.20)

Случаи 𝑑11𝑑22 = 0, 𝑘22 = 0 и 𝐷1 = 0 требуют отдельного рассмотрения. Однако

такие ситуации являются «негрубыми», и их мы не будем их рассматривать

подробно, заметив лишь, что в первых двух случаях характер устойчивости

может меняться не более чем два раза, а в последнем — не более одного раза

(за исключением единственного значения 𝜅, при котором 𝐻3𝜅 = 0).

Теперь рассмотрим некоторые частные случаи, когда выполняются какая

либо из групп условий (2.17)-(2.20).

2.3.1. Случай диагональных матриц диссипативных и

потенциальных сил

Предположим, что гироскопические силы в системе отсутствуют, матрицы

диссипативных и потенциальных сил диагональны, а матрица диссипативных

сил положительно определена.

Тогда

𝐷1 = 𝑑11𝑑22(𝑑11 + 𝑑22)
2(𝑑11𝑑22(𝑑

2
22 − 4𝑘22) + 4𝜈2)

Это выражение положительно, если

𝜈 >
1

2

√︁
𝑑11𝑑22(4𝑘22 − 𝑑222) (2.21)

Величина 𝐴1 в рассматриваемом случае определяется формулой

𝐴1 = 𝑑11𝑑22(𝑑11𝑑22 + 𝑑222 + 2(𝑘11 − 𝑘22))
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Нетрудно показать также, что 𝐻30 > 0, если коэффициент позиционных

неконсервативных сил не слишком велик:

𝜈 <
1

2

√︃
𝑑11𝑑22(4𝑘22 − 𝑑222) + 𝑑11𝑑22

𝐴2
1

(𝑑11 + 𝑑22)2
(2.22)

Вначале рассмотрим случай, когда 𝑘22 < 0 и |𝑘22| ≪ 1. Очевидно, что

при этом и 𝐷1, и 𝐴1, и �̃�2 положительны. Если при этом неравенство (2.22) не

выполняется, т.е. 𝐻30 < 0, то величины 𝜅1, 𝜅2 вещественные и разных знаков.

Эти величины, вообще говоря, имеют порядок 1. В то же время 𝜅0, как явствует

из (2.15), имеет порядок 𝑘−1
22 ≫ 1. Соответственно, имеют место условия (2.19),

и характер устойчивости меняется дважды на интервале 𝜅 ∈ (0,∞).

Пусть теперь 𝑘22 положителен и достаточно велик, так что 𝐴1 < 0. Пусть,

кроме того, коэффициент 𝜈 удовлетворяет одновременно условиям (2.21) и (2.22)

(это, очевидно, возможно). Тогда, как нетрудно видеть, величины 𝜅1, 𝜅2 веще

ственные и положительные, а 𝜅0 отрицательна. Следовательно, выполняются

условия (2.19), и характер устойчивости также меняется два раза в области

положительных 𝜅.

Отметим, что для проявления данного эффекта в рассматриваемом случае

необходимо наличие позиционных неконсервативных сил.

2.3.2. Случай антидиссипации в одной из колебательных подсистем

Пусть 𝑑11𝑑22 < 0, т.е. имеет место антидиссипация по одной из обобщенных

координат и диссипация по другой. В этой ситуации, очевидно, 𝐻3𝜅 < 0, если 𝜅

достаточно велико. Таким образом, даже если в исходной системе тривиальное

положение равновесия асимптотически устойчиво, добавление достаточно боль

шой жесткости по одной из обобщенных координат сделает его неустойчивым.

Это соответствует ранее обсужденной возможности дестабилизации равновесия
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за счет изменения матрицы потенциальных сил в случае, когда у матрицы дис

сипации есть отрицательные собственные числа.

Если же положение равновесия в «невозмущенной» системе неустойчиво,

причем коэффициент при 𝜅 в (2.14) отрицателен, то невозможно обеспечить

стабилизацию за счет увеличения жесткости по какой-либо одной обобщенной

координате.

Интересно, что не важно, добавляется ли жесткость по той координате,

для которой имеет место демпфирование, или по той, для которой имеет ме

сто антидиссипация. Рассмотрим подробнее случай 𝜅 ≫ 1. Тогда корни харак

теристического полинома для системы с дополнительной жесткостью можно

представить в следующем виде:

𝜆1,2 = ±𝑖
√
𝜅− 𝑑11

2
+𝑂

(︁
𝜅−1/2

)︁
, 𝜆3,4 =

−𝑑22 ±
√︀
𝑑222 − 4𝑘22
2

+ 𝑜(1)

Отметим, что 𝜆3,4 представляют собой собственные значения колебательной под

системы, соответствующей второй координате.

В системе, как и следовало ожидать, присутствуют высокочастотные ко

лебания. Если 𝑑11 < 0 и 𝑑22 > 0, то амплитуда этих колебаний, вообще говоря,

возрастает. Если же 𝑑11 > 0 и 𝑑22 < 0, то эти колебания оказываются затухаю

щими. Однако, по крайней мере, у одной из величин 𝜆3,4 действительная часть

положительна. Таким образом, за счет увеличения жесткости в колебательной

подсистеме, отвечающей первой координате, невозможно стабилизировать вто

рую.

В качестве примера рассмотрим систему со следующими значениями па

раметров: 𝑑11 = 1, 𝑑12 = 𝛾 = 0, 𝑘11 = 𝑘22 = 1. Предполагая, что позиционные

неконсервативные силы отсутствуют (т.е. 𝜈 = 0), построим области асимптоти

ческой устойчивости положения равновесия на плоскости параметров (𝜅, 𝑘12)

для разных значений −1 < 𝑑22 < 0 (так что 𝑑11 + 𝑑22 > 0). При этом характе

86



ристический полином (2.11) примет следующий вид:

𝑃 ′ = 𝜆4 + (1 + 𝑑22)𝜆
3 + (2 + 𝑑22 + 𝜅)𝜆2 + (1 + 𝑑22 + 𝜅)𝜆+ 1− 𝑘212 + 𝜅 (2.23)

С учетом выражений для коэффициентов полинома (2.23) и условия 𝑑11 +

0

2

k12

k

h22�����

h22 ������

h22�����

h22����	

5

4

10

Рис. 2.1. Области асимптотической устойчивости в случае антидиссипации в одной из коле

бательных подсистем.

𝑑22 > 0 ясно, что границы указанных областей образованы кривой, на которой

обращается в нуль свободный член характеристического полинома (на рис. 2.1

изображена пунктирной линией), и кривой, на которой обращается в нуль 𝐻3𝜅

(на рис. 2.1 изображена сплошной линией для каждого значения 𝑑22). Области

асимптотической устойчивости закрашены.

Видно, что если положение равновесия устойчиво при 𝜅 = 0, то его устой

чивость разрушается при достаточно большом значении дополнительной жест

кости. В то же время, в некотором диапазоне значений 𝑘12 увеличение 𝜅 при

водит к стабилизации положения равновесия, неустойчивого при 𝜅 = 0. Тем не

менее, для достаточно больших 𝜅 вновь происходит потеря устойчивости.
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Отметим, что эффект проявляется, в том числе, и в отсутствие гироскопи

ческих сил и позиционных неконсервативных сил.

Рассмотрим еще ситуацию, когда 𝑑22 < 0 и |𝑑22| ≪ 1, 𝑑12 = 𝛾 = 𝜈 = 0,

𝑘11 > 0, 𝑘22 > 0 и 𝑎0 = 𝑘11𝑘22 − 𝑘212 < 0. Нетрудно видеть, что при этом �̃�2 > 0

при любых положительных 𝜅. Кроме того, для 𝜅1,2 справедливы следующие

формулы:

𝜅1 = −|𝑘12|
√︂

𝑑11
−𝑑22

+𝑂(1), 𝜅2 = |𝑘12|
√︂

𝑑11
−𝑑22

+𝑂(1)

В то же время, 𝜅0 > 0 и порядка единицы (см. 2.15). Таким образом, выпол

нены условия (2.20), так что при изменении 𝜅 от 0 до бесконечности характер

устойчивости меняется дважды (неустойчивость–асимптотическая устойчиво

сть–неустойчивость).

2.3.3. Случай полной диссипации в обеих колебательных

подсистемах

Пусть теперь 𝑑11 > 0 и 𝑑22 > 0, т.е. колебания обеих колебательных под

систем (2.9) являются затухающими. Тем не менее, одно из собственных чисел

матрицы D системы (2.9) может быть отрицательным (это означает, что в си

стеме отсутствует полная диссипация).

Рассмотрим вначале ситуацию, когда тривиальное положение равновесия

«невозмущенной» системы асимптотически устойчиво, т.е. 𝑎𝑖 > 0 (𝑖 = 0 . . . 3,

см. (2.11)) и 𝐻30 > 0.

Если при этом выражение (2.14), рассматриваемое как уравнение относи

тельно 𝜅, не имеет действительных корней или оба корня отрицательны, то

устойчивость сохраняется при любых значениях дополнительной жесткости.

Если же оба корня положительны, то это означает, что существует диапазон
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значений дополнительной жесткости, для которых устойчивость тривиального

равновесия нарушается.

В общем случае выражение для дискриминанта указанного трехчлена до

статочно громоздко. Поэтому рассмотрим частные случаи.

Пусть 𝜇𝑑1 и 𝜇𝑑2 — собственные числа матрицы диссипативных сил. Пред

положим, что выполняются следующие условия:

𝑑11 > 𝑑22 > 0, 𝑑11 > |𝑑12|, 𝑘22 ≥ |𝑘11|, 𝑘22 ≥ |𝑘12|, 𝑘12𝑑12 > 0 𝜈 = 0, 𝛾 = 0,

𝜇𝑑1 > 0 > 𝜇𝑑2, |𝜇𝑑2| ≪ 1.(2.24)

Последние неравенства означают, что система является, так сказать, «слабо»

антидиссипативной.

Тогда для диагональных элементов матрицы диссипативных сил имеют

место следующие аппроксимационные формулы:

𝑑11 =
𝜇𝑑1 +

√︀
𝜇2𝑑1 − 4𝑑212
2

+𝑂(𝜇𝑑2), 𝑑22 =
𝜇𝑑1 −

√︀
𝜇2𝑑1 − 4𝑑212
2

+𝑂(𝜇𝑑2). (2.25)

При этом, очевидно, 𝑎2 > 0, следовательно, �̃�2 > 0 для всех значений 𝜅 >

0. Принимая во внимание выражения (2.25) и (2.24), нетрудно показать, что

разложение величины 𝐷1 по малому параметру имеет следующий вид:

𝐷1 = −2𝜇𝑑2𝜇
3
𝑑1

(︂
2𝑑212𝑘22 + (

√︁
𝜇2𝑑1 − 4𝑑212 − 𝜇𝑑1)𝑘12𝑑12 + 2𝑘212

)︂
+𝑂(𝜇2𝑑2)

= −4𝜇𝑑2𝜇
3
𝑑1

(︀
𝑑11𝑑22𝑘22 − 𝑑22𝑘12𝑑12 + 𝑘212

)︀
+𝑂(𝜇2𝑑2)

= 4|𝜇𝑑2|𝜇3𝑑1
(︂
𝑘22𝑑11𝑑22

(︂
1− 𝑘12

𝑘22

𝑑12
𝑑11

)︂
+ 𝑘212

)︂
+𝑂(𝜇2𝑑2) > 0 (2.26)

Таким образом, 𝐷1 ∼ |𝜇𝑑2|.

В то же время, из формул (2.15) и (2.26) следует, что выполняются следу
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ющие соотношения:

𝜅0 = −𝑘11 + 𝑘212𝑘
−1
22 < −𝑘11 + 𝑘22;

𝜅1 = −𝑘11 + 𝑘22 + 𝑘12𝑑
−1
12

√︀
𝜇2𝑑1 − 4𝑑212 −

√
𝐷1 +𝑂(𝜇𝑑2) > −𝑘11 + 𝑘22;

𝜅2 = −𝑘11 + 𝑘22 + 𝑘12𝑑
−1
12

√︀
𝜇2𝑑1 + 4𝑑212 −

√
𝐷1 +𝑂(𝜇𝑑2) > −𝑘11 + 𝑘22;

Если 𝜅0 > 0 (это имеет место, например, когда 𝑘11 < 0), то выполняются

условия (2.17). В этом случае равновесие «невозмущенной» системы неустой

чиво. Его можно стабилизировать, добавляя в систему жесткость по первой

обобщенной координате таким образом, чтобы 𝜅 ∈ (𝜅0, 𝜅1). Если еще больше

увеличить жесткость, так что 𝜅1 < 𝜅 < 𝜅2, то это приведет к потере устойчиво

сти. Наконец, если добавленная жесткость превысит значение 𝜅2, то положение

равновесия вновь станет асимптотически устойчивым.

Если 𝜅0 < 0, то выполняются условия (2.18), и характер устойчивости

меняется два раза при изменении параметра 𝜅 в диапазоне 0 < 𝜅 <∞.

Теперь откажемся от предположения о малости одного из собственных

чисел матрицы диссипативных сил. Вместо этого предположим, что в системе

имеется малый параметр 𝜀, причем 𝐻30 = 𝜀�̄�30 > 0. Будем считать также, что

все коэффициенты характеристического полинома «невозмущенной» системы

положительны, 𝑘11 > 0 и 𝑘22 > 0. Таким образом, мы находимся в пространстве

параметров вблизи границы области устойчивости.

Тогда при выполнении условия

𝑄 = (𝑑11 − 𝑑22) 𝑎1 + (𝑑22𝑘11 − 𝑑11𝑘22) 𝑎3 +
(︀
𝑑11𝑑22 − 𝑑212 + 𝛾2

)︀
𝑑22𝑎3 < 0 (2.27)

существует диапазон значений 0 < 𝜅1 < 𝜅 < 𝜅2, в котором 𝐻3𝜅 < 0:

𝜅1 = −𝜀�̄�30

𝑄
+ 𝑜 (𝜀) , 𝜅2 = − 𝑄

𝑑11𝑑22
+𝑂 (𝜀) (2.28)
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Отметим, что потеря устойчивости происходит уже при малых (порядка 𝜀) ве

личинах добавленной жесткости.

Неравенство (2.27) выполняется, в частности, если удовлетворяются сле

дующие соотношения:

𝑑22𝑘11/𝑘22 < 𝑑11 < 𝑑22, 𝑑11𝑑22 − 𝑑212 + 𝛾2 ⩽ 0

При этом удовлетворяются условия (2.18).

Пусть теперь положение равновесия исходной системы неустойчиво, при

чем все коэффициенты характеристического полинома положительны, а 𝐻30 <

0. Тогда у выражения (2.14), рассматриваемого как уравнение на 𝜅, имеется

один отрицательный и один положительный корень. Это значит, что достаточ

но большая дополнительная жесткость обеспечивает стабилизацию положения

равновесия.

В качестве примера рассмотрим систему со следующими значениями па

раметров: 𝑑11 = 1, 𝑑22 = 1.5, 𝑑12 = 1.5, 𝛾 = 0.5 (таким образом, det(D+G) < 0

и det(D) < 0) и 𝑘22 = 1. Будем считать, что позиционные неконсервативные

силы отсутствуют: 𝜈 = 0. При этом характеристический полином (2.9) примет

следующий вид:

𝑃 ′ = 𝜆4 + 2.5𝜆3 + (𝑘11 + 𝜅+ 0.5)𝜆2+

+(1.5𝑘11 − 3𝑘12 + 1.5𝜅+ 1)𝜆+ 𝑘11 − 𝑘212 + 𝜅
(2.29)

Нетрудно показать, что при 𝑘11 > 0 граница области асимптотической устойчи

вости образована кривой, на которой обращается в нуль свободный член (2.29)

(на рис. 2.2 изображена пунктиром), и кривой, на которой обращается в нуль

𝐻3𝜅 (на рис. 2.2 изображена сплошной линией).

На рис. 2.2 a,b,c цветом выделены области устойчивости на плоскости па

раметров (𝜅, 𝑘12) для разных значений 𝑘11.
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Видно, что при малых 𝑘11 область асимптотической устойчивости являет

ся двусвязной в области 𝜅 > 0, так что существует такой диапазон значений

дополнительной жесткости, в котором неустойчивость имеет место при всех

𝑘12. Соответственно, в этой ситуации увеличение жесткости может привести к

потере устойчивости.

Впрочем, если дополнительная жесткость достаточно велика, то положе

ние равновесия снова становится асимптотически устойчивым.

Если при малых 𝜅 тривиальное положение было неустойчивым, то оно ста

билизируется за счет введения достаточно большой дополнительной жесткости.

Отметим, что при малых 𝑘11 и достаточно небольших 𝑘12 характер устойчи

вости меняется трижды (т.е. максимальное число раз для системы с 2 степенями

свободы) при изменении 𝜅 от 0 до ∞.
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Рис. 2.2. Области асимптотической устойчивости (выделены серым цветом) в случае полной

диссипации в обеих колебательных подсистемах.

При больших 𝑘11 область асимптотической устойчивости односвязная при

𝜅 > 0. Положение равновесия, неустойчивое при 𝜅 = 0, становится асимптоти

чески устойчивым при введении в систему достаточно большой дополнительной

жесткости.

Отметим, что для возникновения описанных эффектов наличие позицион
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ных неконсервативных сил оказывается необязательным.

2.3.4. Случай полной диссипации в системе

Пусть теперь не только в каждой из колебательных подсистем (2.10), но

и в системе в целом присутствует полная диссипация, причем коэффициенты

матрицы демпфирования малы: 𝑑11 = 𝜀ℎ11 > 0, 𝑑12 = 𝜀ℎ12, 𝑑22 = 𝜀ℎ22 > 0

(𝜀≪ 1), 𝑘11 > 0, 𝑘22 > 0. Будем считать также, что гироскопических сил нет.

Тогда из теорем Томсона-Тета-Четаева следует, что в отсутствие неконсер

вативных позиционных сил положение равновесия асимптотически устойчиво

при любых 𝜅, если определитель матрицы K потенциальных сил положите

лен. Если же этот определитель отрицателен, то положение равновесия станет

асимптотически устойчивым при достаточно большом значении 𝜅.

Однако в присутствии неконсервативных позиционных сил ситуация ока

зывается совершенно иной.

С учетом сделанных предположений характеристический полином (2.11)

можно записать следующим образом:

𝑃𝜅 = 𝜆4 + 𝜀 (ℎ11 + ℎ22)𝜆
3 +

(︀
𝑘11 + 𝑘22 + 𝜅+𝑂(𝜀2)

)︀
𝜆2+

+𝜀 (ℎ11𝑘22 + ℎ22𝑘11 − 2𝑘12ℎ12 + ℎ22𝜅)𝜆+ 𝑘11𝑘22 − 𝑘212 + 𝜈2 + 𝑘22𝜅.
(2.30)

Выражение (2.14) примет такой вид:

𝐻3𝜅 = 𝜀2ℎ11ℎ22𝜅
2 + 2𝜀2(ℎ12𝑘12(ℎ22 − ℎ11) + ℎ11ℎ22(𝑘11 − 𝑘22))𝜅+

+𝜀2 ((ℎ11 + ℎ22)(ℎ11𝑘22 − 2ℎ12𝑘12 + ℎ22𝑘11)(𝑘11 + 𝑘22) −

−(ℎ11 + ℎ22)
2(𝑘11𝑘22 − 𝑘212 + 𝜈2)− (ℎ11𝑘22 − 2ℎ12𝑘12 + ℎ22𝑘11)

2
)︁
+ 𝑜(𝜀2)

(2.31)

Поскольку ℎ11ℎ22 > 0, то достаточно большая дополнительная жесткость в

первой колебательной подсистеме обеспечивает асимптотическую устойчивость

равновесия.
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Нетрудно показать, что корни уравнения 𝐻3𝜅 = 0 определяются следую

щими формулами:

𝜅1,2 = −𝑘11 + 𝑘22 +
𝑘12ℎ12(ℎ11 − ℎ22)

ℎ11ℎ22
∓

∓(ℎ11 + ℎ22)
√︀
ℎ11ℎ22𝜈2 − (ℎ11ℎ22 − ℎ212)𝑘

2
12

ℎ11ℎ22
+ 𝑜(𝜀2)

(2.32)

Эти величины являются действительными, если выполнено следующее неравен

ство:

|𝜈| > 𝜈** = |𝑘12|

√︃
(ℎ11ℎ22 − ℎ212)

ℎ11ℎ22

Подкоренное выражение положительно в силу положительной определенности

матрицы диссипативных сил.

Третий минор матрицы Гурвица для «невозмущенной» системы положи

телен, если |𝜈| < 𝜈0, где

𝜈0 =

√︃
𝑘212 +

ℎ11ℎ22((ℎ11𝑘22 + ℎ22𝑘11)(ℎ11 + ℎ22) + (𝑘11 − 𝑘22)2)

(ℎ11 + ℎ22)2

Нетрудно показать, что 𝜈** ⩽ 𝜈0, причем равенство достигается только

при выполнении условия ℎ12𝑘12(ℎ11 − ℎ22) = ℎ11ℎ22(𝑘11 − 𝑘22) (заметим, что

одновременно обращается в нуль и коэффициент при 𝜅 в выражении (2.31)).

Это означает, что если параметры системы удовлетворяют следующим

условиям:

𝜈** < |𝜈| < 𝜈0, ℎ12𝑘12(ℎ22 − ℎ11) + ℎ11ℎ22(𝑘11 − 𝑘22) < 0,

то 𝜅1,2 — действительные положительные числа (пусть для определенности 𝜅1 <

𝜅2). Соответственно, при 0 < 𝜅 < 𝜅1 положение равновесия асимптотически

устойчиво, при 𝜅1 < 𝜅 < 𝜅2 оно становится неустойчивым, а при 𝜅2 < 𝜅 —

вновь асимптотически устойчивым. Таким образом, увеличение жесткости в

первой колебательной подсистеме может привести к потере устойчивости.
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В качестве иллюстрации рассмотрим следующий численный пример. Пусть

параметры системы таковы: 𝑑11 = 0.1, 𝑑22 = 0.05, 𝑑12 = 0, 𝛾 = 0, 𝑘11 = 1.0,

𝑘22 = 2.5. На рис. 2.3 построены области устойчивости системы на плоскости

(𝜅, 𝜈) при разных значениях 𝑘12 (картина, очевидно, симметрична относитель

но оси 𝜈 = 0). Неустойчивости соответствуют точки, находящиеся «правее»

соответствующих кривых.

0.5

1

2

5

k

k12����
k12�����

k12�����

1.0 1.5 2.0

n

4

3

0

k12�����

Рис. 2.3. Области асимптотической устойчивости в случае полной диссипации в системе (рас

положены «левее» соответствующих кривых).

Значения 𝑘12 выбирались так, чтобы статическая неустойчивость в невоз

мущенной системе не возникала.

Видно, что при всех выбранных значениях 𝑘12 существует диапазон значе

ний 𝜈, в котором положение равновесия асимптотически устойчиво при доста

точно малых 𝜅, неустойчиво в некотором интервале значений 𝜅 и снова стано

вится асимптотически устойчивым, когда 𝜅 достаточно велико. Этот диапазон

уменьшается с ростом 𝑘12.

Таким образом, разрушение устойчивости положения равновесия в опре

деленном диапазоне значений жесткости в одной из колебательных подсистем

(2.10) может наблюдаться в случае, если в одной из колебательных подсистем
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имеется антидиссипация, в случае, когда в системе в целом имеет место непол

ная диссипация и даже в случае полной диссипации в системе. В первых двух

случаях эффект может проявляться в отсутствие неконсервативных позицион

ных сил, а в последнем – только в присутствии таких сил (причем они должны

удовлетворять определенным условиям).

2.3.5. Изменение элементов на побочной диагонали матрицы

потенциальных сил

Рассмотрим теперь ситуацию, когда в добавочной матрице потенциальных

сил отличен от нуля не элемент на главной диагонали, а два элемента на побоч

ной диагонали:

K̂2 =

⎛⎝ 0 �̃�

�̃� 0

⎞⎠ . (2.33)

В этом случае несколько удобнее воспользоваться другой заменой коорди

нат. Вначале, как и ранее, введем новые координаты (𝑦1, 𝑦2) таким образом,

чтобы сделать матрицу M станет единичной, а матрицу K̃2 — диагональной.

Поскольку собственные значения матрицы K̃2 равны по величине и противопо

ложны по знаку, получаем:

K̂2 ↦→ K̂′
2 =

⎛⎝ 𝜅 0

0 −𝜅

⎞⎠ . (2.34)

Рассмотрим матрицу

K′
2 =

⎛⎝ 0 𝜅

𝜅 0

⎞⎠ .

Она имеет такие же собственные значения, что и матрица K̂′
2. Очевидно, суще

ствует невырожденная замена координат (𝑧1, 𝑧2) ↦→ (𝑦1, 𝑦2), которая приводит
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эту матрицу к виду K̂′
2. Соответственно, обратное этому преобразование приве

дет нашу систему уравнений к следующему виду:

z̈+ (D+G)ż+ (K+K′
2 +N)z = 0, (2.35)

где z = ( 𝑧1 𝑧2 )𝑇 .

Теперь рассмотрим этот случай несколько подробнее.

Прежде всего, запишем характеристический полином системы 2.35:

𝜆4 + 𝑎3𝜆
3 + 𝑎2𝜆

2 + (𝑎1 − 2𝑑12𝜅)𝜆+ 𝑎0 − 2𝑘12𝜅− 𝜅2, (2.36)

где коэффициенты 𝑎𝑖 (𝑖 = 0..3) определяются формулами (2.12).

Обозначим третий главный минор матрицы Гурвица для многочлена (2.36)

через 𝐻 ′
3𝜅. Как и в предыдущем случае, достаточные условия асимптотической

устойчивости тривиального равновесия имеют следующий вид:

𝑎0 − 2𝑘12𝜅− 𝜅2 > 0, 𝑎1 − 2𝑑12𝜅 > 0, 𝑎2 > 0, 𝑎3 > 0, (2.37)

𝐻 ′
3𝜅 =

(︀
(𝑑11 + 𝑑22)

2 − 4𝑑212
)︀
𝜅2 + 𝐴′

1𝜅+ 𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎23𝑎0 − 𝑎21 > 0, (2.38)

где

𝐴′
1 = −2(𝑑11 + 𝑑22)𝑑12(𝑑11𝑑22 − 𝑑212 + 𝛾2)− 8𝑑12(𝑘12𝑑12 − 𝛾𝜈)

+2𝑘12(𝑑11 + 𝑑22)
2 + 2𝑑12(𝑑11 − 𝑑22)(𝑘22 − 𝑘11)

Ясно, что при больших значениях 𝜅 имеет место неустойчивость.

Характер устойчивости тривиального равновесия может измениться, ко

гда выражение 𝐻 ′
3𝜅 или свободный член полинома 2.36 обращаются в нуль. Из

(2.36) и (2.38) следует, что оба этих выражения представляют собой квадратные

трехчлены относительно 𝜅, так что максимально возможное количество чере

дований характера устойчивости, когда 𝜅 изменяется от 𝑖𝑛𝑓𝑡𝑦 до +∞ равно

четырем.
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Обозначим корни уравнения 𝐻 ′
3𝜅 = 0 через 𝜅′1,2, а корни уравнения 𝑎0 −

2𝑘12𝜅− 𝜅2 = 0 — через 𝜅′3,4.

Это максимальное количество изменений характера устойчивости достига

ется, если выполняются следующие неравенства:

𝐷′
1 > 0, 𝐷′

2 > 0, (𝑑11 + 𝑑22)
2 > 4𝑑212, 𝑎2 > 0, 𝑎3 > 0, 𝜅′3 < 𝜅′1 < 𝜅′2 < 𝜅′4, (2.39)

где

𝐷′
1 = 𝐴′2

1 − 4
(︀
(𝑑11 + 𝑑22)

2 − 4𝑑212
)︀
𝐻30, 𝐷′

2 = 𝑘212 + 𝑎0.

Вновь предположим, что матрицы потенциальных и диссипативных сил

полозительно определены, а гироскопические силы отсутствуют (𝛾 = 0). Кроме

того, предположим, что матрица диссипативных сил «близка» к диагональной:

𝑑12 ≪ 1.

Тогда из формул (2.12) следует, что 𝑎0 > 0, 𝑎2 > 0 и 𝑎3 > 0. Очевидно,

что второе и третье условия из (2.39) при этом также выполняются. Нетрудно

показать, что для того, чтобы 𝐷′
1 было положительным, величина 𝜈 должна

быть достаточно велика по модулю:

|𝜈| > 𝜈 ′1 =

√︃
𝑑11𝑑22(𝑑11𝑘22 + 𝑑22𝑘11)

𝑑11 + 𝑑22
+
𝑑11𝑑22(𝑘11 − 𝑘22)2

(𝑑11 + 𝑑22)2
+𝑂(𝑑12).

Тогда имеют место следующие соотношения:

𝜅′1,2 = −𝑘12 ∓

√︃
𝜈2 − 𝑑11𝑑22(𝑑11𝑘22 + 𝑑22𝑘11)

𝑑11 + 𝑑22
− 𝑑11𝑑22(𝑘11 − 𝑘22)2

(𝑑11 + 𝑑22)2

+𝑑12
𝑑11𝑑22(𝑑11 + 𝑑22) + (𝑑11 − 𝑑22)(𝑘11 − 𝑘22)

(𝑑11 + 𝑑22)2
+ 𝑜(𝑑12)

𝜅′3,4 = −𝑘12 ∓
√︀
𝜈2 + 𝑘11𝑘22

Очевидно, что 𝜅′3 < 𝜅′1 и 𝜅
′
2 < 𝜅′4. Следовательно, условия (2.39) удовлетворены,

и характер устойчивости меняется четыре раза, когда параметр 𝜅, возрастая,
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проходит все действительные значения. А именно, равновесие неустойчиво при

𝜅 ∈ (−∞, 𝜅′3)∪(𝜅′1, 𝜅′2)∪(𝜅′4,∞) и асимптотически устойчиво, когда 𝜅 ∈ (𝜅′3, 𝜅
′
1)∪

(𝜅′2, 𝜅
′
4).

Посмотрим, как проявляются описанные выше эффекты, на примере меха

нической системы с двумя степенями свободы — двойного аэродинамического

маятника.

2.4. Двухзвенный аэродинамический маятник

Рассмотрим теперь механическую систему с двумя «вращательными» сте

пенями свободы — двойной аэродинамический маятник (см. рис. 2.4). Звенья

𝑂1𝑂2𝑂
′
2𝑂

′
1 и 𝑂

′′
2𝑂3𝑂

′
3𝑂

′′′
2 маятника представляют собой прямоугольные рамки,

состоящие из жестких стержней. На втором звене закреплено тонкое крыло с

симметричным профилем. Плоскость симметрии крыла совпадает с плоскостью

второго звена маятника. Будем считать, что оси вращения обоих звеньев (𝑂1𝑂
′
1

и 𝑂2𝑂
′
2) вертикальны. На первом звене маятника установлена спиральная пру

жина.

Пусть маятник помещен в стационарный горизонтальный поток среды

(воздуха). Введем неподвижную систему координат с началом на оси вращения

первого звена. Ось абсцисс направим вдоль скоростиV набегающего потока. Бу

дем считать также, что пружина не напряжена, если первое звено выставлено

вдоль потока.

Пусть 𝜙, 𝜃 — углы, которые первое и второе звенья образуют с осью абс

цисс, соответственно. Эти углы можно выбрать в качестве обобщенных коорди

нат, описывающих механическую часть системы.

Чтобы описать аэродинамические силы, действующие на маятник, восполь

зуемся квазистатическим подходом. Будем считать, что поток действует только
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Рис. 2.4. Схема двухзвенного аэродинамического маятника с пружиной на первом звене: a)

вид сверху; b) вид сбоку.

на крыло. Учитывая, что движение маятника, вообще говоря, не ограничено

областью малых углов, воспользуемся тем вариантом подхода, в котором аэро

динамические силы и моменты приводятся к середине 𝐶 хорды.

В соответствии с этим подходом, силы D лобового сопротивления, подъ

емной силы L (приложенных в точке 𝐶) и момента 𝑀𝑧 относительно середины

хорды представляются в следующем структурном виде:

D =
1

2
𝜌𝜎𝑉𝐶𝐶𝑑(𝛼)V𝐶 , L =

1

2
𝜌𝜎𝑉𝐶𝐶𝑙(𝛼)e𝑧 ×V𝐶 , 𝑀𝑧 =

1

2
𝜌𝜎𝑏𝑉 2

𝐶𝐶𝑚(𝛼)(2.40)

Здесь 𝜌 — плотность среды; 𝜎 — площадь крыла; 𝑏 — длина хорды крыла;

𝐶𝑑, 𝐶𝑙, 𝐶𝑚 — безразмерные коэффициенты лобового сопротивления, подъемной

силы и момента относительно точки 𝐶, соответственно; e𝑧 — единичный век

тор нормали к плоскости движения (восходящая вертикаль); V𝐶 — воздушная

скорость точки 𝐶; 𝛼 — мгновенный угол атаки, т.е. угол между вектором V𝐶 и

хордой крыла (см. рис. 2.4).

Вtличины 𝑉𝐶 и 𝛼 представляют собой псевдоскорости, и их следует выра

100



зить через обобщенные координаты и скорости.

Для этого запишем выражения для координат точки 𝐶:

𝑥𝐶 = 𝑙1 cos𝜙+ 𝑟 cos 𝜃, 𝑦𝐶 = 𝑙1 sin𝜙+ 𝑟 sin 𝜃

Здесь 𝑙1 — длина первого звена, а 𝑟 — расстояние от шарнира между звеньями

𝑂2 до точки 𝐶.

Следовательно, вектор воздушной скорости выглядит так:

V𝐶 =
{︁
−𝑉 − 𝑙1�̇� sin𝜙− 𝑟𝜃 sin 𝜃, 𝑙1�̇� cos𝜙+ 𝑟𝜃 cos 𝜃

}︁
Отсюда нетрудно получить кинематические соотношения, определяющие

угол атаки:

𝑉𝐶 cos𝛼 = 𝑉 cos 𝜃 + 𝑙1�̇� sin (𝜙− 𝜃)

𝑉𝐶 sin𝛼 = 𝑉 sin 𝜃 + 𝑙1�̇� cos (𝜙− 𝜃) + 𝑟𝜃

Для составления уравнений движения механической части системы вос

пользуемся Лагранжевым формализмом.

Кинетическая энергия маятника имеет следующий вид:

𝑇 =
𝐽1�̇�

2

2
+
𝐽2𝜃

2

2
+
𝑚

2

(︂(︁
𝑙1�̇� sin𝜙+ 𝑙2𝜃 sin 𝜃

)︁2
+
(︁
𝑙1�̇� cos𝜙+ 𝑙2𝜃 cos 𝜃

)︁2)︂
. (2.41)

Здесь 𝐽1 — момент инерции первого звена относительно оси вращения, 𝐽2 —

центральный момент инерции второго звена, 𝑚 — масса второго звена, 𝑙2 —

расстояние от точки 𝑂2 до центра масс 𝐺 второго звена.

Обобщенные силы, связанные с силами упругости и аэродинамическими
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силами, имеют следующий вид:

𝑄𝜙 =− 𝜌𝜎𝑉𝐶𝑙1
2

𝐶𝑑(𝛼)
(︁
𝑉 sin𝜙+ 𝑙1�̇�+ 𝑟𝜃 cos (𝜃 − 𝜙)

)︁
−

− 𝜌𝜎𝑉𝐶𝑙1
2

𝐶𝑙(𝛼)
(︁
𝑉 cos𝜙+ 𝑟 sin (𝜃 − 𝜙) 𝜃

)︁
− 𝑘𝜙

𝑄𝜃 =− 𝜌𝜎𝑉𝐶𝑟

2
𝐶𝑑(𝛼)

(︁
𝑉 sin 𝜃 + 𝑟𝜃 + 𝑙1�̇� cos (𝜃 − 𝜙)

)︁
+

+
𝜌𝜎𝑉𝐶𝑟

2
𝐶𝑙(𝛼) (−𝑉 cos 𝜃 + 𝑙1 sin (𝜃 − 𝜙) �̇�)

Здесь 𝑘 — коэффициент жесткости спиральной пружины.

С учетом вышеизложенного, уравнения движения системы принимают сле

дующий вид:(︀
𝐽1 +𝑚𝑙21

)︀
𝜙+𝑚𝑙1𝑙2 cos (𝜃 − 𝜙) 𝜃 −𝑚𝑙1𝑙2 sin (𝜃 − 𝜙) 𝜃2 =

= −𝜌𝜎𝑉𝐶𝑙1
2

𝐶𝑑(𝛼)
(︁
𝑉 sin𝜙+ 𝑙1�̇�+ 𝑟 cos (𝜃 − 𝜙) 𝜃

)︁
−

−𝜌𝜎𝑉𝐶𝑙1
2

𝐶𝑙(𝛼)
(︁
𝑉 cos𝜙+ 𝑟 sin (𝜃 − 𝜙) 𝜃

)︁
− 𝑘𝜙− ℎ�̇�(︀

𝐽2 +𝑚𝑙22
)︀
𝜃 +𝑚𝑙1𝑙2 cos (𝜃 − 𝜙)𝜙+𝑚𝑙1𝑙2 sin (𝜃 − 𝜙) �̇�2 =

= −𝜌𝜎𝑉𝐶𝑟
2

𝐶𝑑(𝛼)
(︁
𝑉 sin 𝜃 + 𝑟𝜃 + 𝑙1 cos (𝜃 − 𝜙) �̇�

)︁
+
𝜌𝜎𝑉𝐶𝑟

2
𝐶𝑙(𝛼) (−𝑉 cos 𝜃 + 𝑙1 sin (𝜃 − 𝜙) �̇�) +

𝜌𝜎𝑉 2
𝐶𝑏

2
𝐶𝑚(𝛼)

(2.42)

Для упрощения записи проведем обезразмеривание системы. Для этого

введем безразмерное время 𝜏 =
√︀
𝑏/𝑉0 (здесь 𝑉0 — некоторая характерная

скорость) и следующие безразмерные величины:

�̄�1 =
𝑙1
𝑏
, �̄�2 =

𝑙2
𝑏
, 𝑟 =

𝑟

𝑏
, 𝑢 =

𝑉

𝑉0
, 𝑢𝐶 =

𝑉𝐶
𝑉0
,

�̄� =
2𝑚

𝜌𝜎𝑏
, 𝐽1 =

2𝐽1
𝜌𝜎𝑏3

, 𝐽2 =
2𝐽2
𝜌𝜎𝑏3

, 𝑘 =
2𝑘

𝜌𝜎𝑏𝑉 2
0

Тогда уравнения движения (2.42) в безразмерной форме примут следующий
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вид: (︀
𝐽1 + �̄��̄�21

)︀
𝜙+ �̄��̄�1�̄�2 cos (𝜃 − 𝜙) 𝜃 − �̄��̄�1�̄�2 sin (𝜃 − 𝜙) 𝜃2 =

= −�̄�1𝑢2𝐶 (𝐶𝑑 (𝛼) sin (𝛼 + 𝜙− 𝜃) + 𝐶𝑙 (𝛼) cos (𝛼 + 𝜙− 𝜃))− 𝑘𝜙(︀
𝐽2 + �̄��̄�22

)︀
𝜃 + �̄��̄�1�̄�2 cos (𝜃 − 𝜙)𝜙+ �̄��̄�1�̄�2 sin (𝜃 − 𝜙) �̇�2 =

= −𝑟𝑢2𝐶 (𝐶𝑑 (𝛼) sin𝛼 + 𝐶𝑙 (𝛼) cos𝛼) + 𝑢2𝐶𝐶𝑚 (𝛼)

(2.43)

Кинематические соотношения (2.41) после обезразмеривания будут выглядеть

так:

𝑢𝐶 cos𝛼 = 𝑢 cos 𝜃 + �̄�1�̇� sin (𝜙− 𝜃)

𝑢𝐶 sin𝛼 = 𝑢 sin 𝜃 + �̄�1�̇� cos (𝜙− 𝜃) + 𝑟𝜃
(2.44)

В силу симметрии (напомним, что профиль крыла симметричен) очевидно, что

положение, в котором оба звена маятника вытянуты вдоль скорости набегаю

щего потока (𝜙 ≡ 𝜃 ≡ 0), является положением равновесия.

Уравнения движения, линеаризованные в окрестности тривиального поло

жения равновесия, имеют вид, аналогичный (2.3), где

M =

⎛⎝𝐽1 + �̄��̄�21 �̄��̄�1�̄�2

�̄��̄�1�̄�2 𝐽2 + �̄��̄�22

⎞⎠ , K = 𝑢2

⎛⎝𝐶𝑑0�̄�1
𝐶𝛼

𝑙 �̄�1
2

𝐶𝛼
𝑙 �̄�1
2 (𝐶𝛼

𝑙 + 𝐶𝑑0) (𝑟 − 𝑟0)

⎞⎠ ,

D = (𝐶𝛼
𝑙 + 𝐶𝑑0)𝑢

⎛⎝ �̄�21
�̄�1
2 (2𝑟 − 𝑟0)

�̄�1
2 (2𝑟 − 𝑟0) 𝑟 (𝑟 − 𝑟0)

⎞⎠ ,G = (𝐶𝛼
𝑙 + 𝐶𝑑0)𝑢

⎛⎝ 0 �̄�1𝑟0
2

− �̄�1𝑟0
2 0

⎞⎠ ,

N = 𝑢2

⎛⎝ 0
𝐶𝛼

𝑙 �̄�1
2

−𝐶𝛼
𝑙 �̄�1
2 0

⎞⎠ , K′ =

⎛⎝𝑘 0

0 0

⎞⎠
Здесь 𝐶𝑑0 = 𝐶𝑑(0), 𝐶𝛼

𝑙 = 𝑑𝐶𝑙/𝑑𝛼|𝛼=0, 𝑟0 = 𝑑𝐶𝑚/𝑑𝛼|𝛼=0 (𝐶𝑑0 + 𝐶𝛼
𝑙 )

−1.

Нетрудно, видеть, что определитель матрицы D диссипативных сил отри

цателен. Следовательно, в системе отсутствует полная диссипация.
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Чтобы привести эту систему к виду (2.9), следуя процедуре, описанной в

главе 2, перейдем к новым переменным:

𝑥1 =

√︂
𝐽*
𝐽**

𝜙, 𝑥2 =
√︀
𝐽**𝜃 +

�̄��̄�1�̄�2√
𝐽**

𝜙,

где 𝐽* = 𝐽1𝐽2 + 𝐽1�̄��̄�
2
2 + 𝐽2�̄��̄�

2
1 и 𝐽** = 𝐽2 +𝑚�̄�22.

Тогда компоненты матриц диссипативных, гироскопических, потенциаль

ных и циркуляционных сил, фигурирующих в системе (2.9), будут определяться

определяются следующими формулами:

𝑑11 = �̄�21𝑢
(𝐶𝛼

𝑙 + 𝐶𝑑0)
(︀
𝐽2 + �̄��̄�2(�̄�2 − 𝑟)

)︀ (︀
𝐽2 + �̄��̄�2(�̄�2 − 𝑟 + 𝑟0)

)︀
𝐽*𝐽**

,

𝑑12 = 𝑢𝑟�̄�1
(𝐶𝛼

𝑙 + 𝐶𝑑0)
(︀
(𝐽2 + �̄��̄�22)(2𝑟 − 𝑟0)− 2�̄�𝑟�̄�2(𝑟 − 𝑟0)

)︀
2𝐽**

√
𝐽*

,

𝑑22 = 𝑢𝑟
(𝐶𝛼

𝑙 + 𝐶𝑑0) (𝑟 − 𝑟0)

𝐽**
, 𝛾 = �̄��̄�1𝑟0

(𝐶𝛼
𝑙 + 𝐶𝑑0)

2
√
𝐽*

,

𝑘11 = 𝑢�̄�21
�̄�2�̄�22 �̄�1(𝐶

𝛼
𝑙 + 𝐶𝑑0) (𝑟 − 𝑟0)− 𝐶𝛼

𝑙 �̄��̄�1�̄�2𝐽** + 𝐶𝑑0𝐽
2
**

𝐽*𝐽**
,

𝑘12 = −𝑢2�̄�1
2(𝐶𝛼

𝑙 + 𝐶𝑑0)�̄��̄�2 (𝑟 − 𝑟0)− 𝐶𝛼
𝑙 𝐽**

2𝐽**
√
𝐽*

,

𝑘22 = 𝑢2
(𝐶𝛼

𝑙 + 𝐶𝑑0) (𝑟 − 𝑟0)

𝐽**
, 𝜈 =

𝑢2�̄�1𝐶
𝛼
𝑙

2
√
𝐽*

, 𝜅 = 𝑘
𝐽**
𝐽*

Из статических экспериментов известно, что для тонких профилей выпол

нено соотношение 𝐶𝑑0 ≪ 1.

Тогда характеристический полином имеет следующий вид:

𝑃 = 𝜆4 + 𝑎3𝜆
3 + (𝑎2 + 𝜅)𝜆2 + (𝑎1 + 𝑑2𝜅)𝜆+ 𝑎0 + 𝑘22𝜅,

где

𝑎3 =
𝑢𝐶𝛼

𝑙

(︀
𝐽1𝑟(𝑟 − 𝑟0) + 𝐽2�̄�

2
1 − �̄��̄�21(𝑟 + �̄�2)(𝑟 − 𝑟0) + �̄��̄�21 �̄�2(�̄�2 − 𝑟)

)︀
𝐽*

+𝑂 (𝐶𝑑0) ,
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𝑎2 =
𝑢2𝐶𝛼

𝑙

(︀
𝐽1(𝑟 − 𝑟0)− �̄��̄�21(�̄�2 − 𝑟 + 𝑟0)

)︀
𝐽*

+𝑂 (𝐶𝑑0) ,

𝑎1 = 𝐶𝑑0
𝑢3�̄�1𝐶

𝛼
𝑙 (𝑟 − 𝑟0) (𝑟 + �̄�1)

𝐽*
+ 𝑜 (𝐶𝑑0) ,

𝑎0 = 𝐶𝑑0
𝑢4�̄�1𝐶

𝛼
𝑙 (𝑟 − 𝑟0)

𝐽*
+ 𝑜 (𝐶𝑑0) .

Кроме того, третий минор матрицы Гурвица для «невозмущенной» системы

(при 𝜅 = 0) можно записать следующим образом:

𝐻30 =
𝐶𝑑0 (𝐶

𝛼
𝑙 )

3 (𝑟 − 𝑟0)�̄�
2
1𝑢

6

𝐽3
*

(︀
𝐽1𝑟(𝑟 − 𝑟0) + 𝐽2�̄�

2
1 + �̄��̄�21(�̄�2 − 𝑟)(�̄�2 − 𝑟 + 𝑟0)

)︀
×

×
(︀
𝐽1(𝑟 − 𝑟0)− 𝐽2�̄�1 − �̄��̄�1(�̄�1 + �̄�2)(�̄�2 − 𝑟 + 𝑟0)

)︀
+𝑂

(︀
𝐶2

𝑑0

)︀
(2.45)

Пусть 𝑟 > 𝑟0. Тогда, если момент инерции первого звена достаточно велик,

то 𝑎𝑖 > 0 (𝑖 = 0 . . . 3), и выражение (2.45) положительно. Таким образом, в

отсутствие пружины в креплении первого звена имеет место асимптотическая

устойчивость положения «по потоку».

Эта ситуация соответствует одному из частных случаев, рассмотренных

в главе 2 (п. 2.3.3). Неравенство (2.27) в данной задаче принимает следующий

вид:

− (𝐶𝛼
𝑙 )

3�̄�21𝑢
4 (𝑟 − 𝑟0)

𝐽*𝐽2
**

(︀
𝐽2 + �̄��̄�2(�̄�2 − 𝑟 + 𝑟0)

)︀
×

×
(︀
𝐽1𝑟(𝑟 − 𝑟0) + 𝐽2�̄�

2
1 + �̄��̄�21(�̄�2 − 𝑟)(�̄�2 − 𝑟 + 𝑟0)

)︀
+𝑂 (𝐶𝑑0) < 0 (2.46)

Неравенство (2.46), очевидно, выполняется в случае, когда 𝑟0 < 𝑟 < �̄�2+ 𝐽2/�̄��̄�2

и величина 𝐽1 достаточно велика.

Соответственно, при этом удовлетворяются условия (2.18), и характер устой

чивости меняется дважды при увеличении 𝜅 от нуля до бесконечности, причем
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критические значения этого параметра определяются формулами (2.28):

𝜅1 = 𝐶𝑑0𝑢
2𝐽**
𝐽*

𝐽1(𝑟 − 𝑟0)− 𝐽2�̄�1 − �̄��̄�1(�̄�1 + �̄�2)(�̄�2 − 𝑟 + 𝑟0)(︀
𝐽2 + �̄��̄�2(�̄�2 − 𝑟 + 𝑟0)

)︀ + 𝑜 (𝐶𝑑0) ,

𝜅2 = 𝐶𝛼
𝑙 𝑢

2𝐽**
𝐽*

(︀
𝐽1𝑟(𝑟 − 𝑟0) + 𝐽2�̄�

2
1 + �̄��̄�21(�̄�2 − 𝑟)(�̄�2 − 𝑟 + 𝑟0)

)︀
𝑟
(︀
𝐽2 + �̄��̄�2(�̄�2 − 𝑟)

)︀ +𝑂 (𝐶𝑑0)

Таким образом, при определенных значениях параметров установка на пер

вое звено двухзвенного аэродинамического маятника спиральной пружины да

же относительно малой жесткости приводит потере устойчивости тривиального

положения равновесия.

Это подтверждается экспериментальными исследованиями [12], [174], про

веденными в аэродинамической трубе А6 НИИ механики МГУ. Полученные в

эксперименте зависимости углов отклонения звеньев от безразмерного време

ни изображены на рис. 2.5 для разных значений безразмерного коэффициента

жесткости пружины в первом шарнире.

Рис. 2.5. Зависимости углов 𝜙 и 𝜃 от безразмерного времени для разных значений коэффи

циента жесткости пружины 𝜅.

Видно, что в отсутствие пружины имеет место асимптотическая устойчи
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вость. С ростом 𝜅 устойчивость исчезает и возникают притягивающие колеба

тельные режимы, причем их амплитуда растет с увеличением 𝜅 (в рассмотрен

ном диапазоне значений этого коэффициента).

В случае, когда тривиальное равновесие неустойчиво, в системе возника

ют автоколебания (их исследование проведено, в частности, в [103], [12], [174]).

Соответственно, такой маятник может служить рабочим элементом ветроэнер

гетической установки колебательного типа. Вопросы генерации электроэнергии

с помощью двухзвенного аэродинамического маятника, соединенного с пьезоэле

ментами, обсуждаются в работах [175].

Выводы

Исследовано влияние изменения диагонального элемента матрицы потен

циальных сил на устойчивость равновесия в системе при наличии диссипатив

ных сил с неполной диссипацией и/или позиционных неконсервативных сил.

Показано, что при изменении диагонального элемента матрицы потенци

альных сил характер устойчивости положения равновесия голономной системы

с 𝑠 степенями свободы может изменяться не более 2𝑠 − 1 раз. Для любого ко

нечного значения 𝑠 существует система, в которой число изменений характера

устойчивости равно максимально возможному.

Для голономной системы с 2 степенями свободы в случае неполной дисси

пации существуют условия на параметры, при выполнении которых при изме

нении одного из элементов главной диагонали матрицы потенциальных сил от 0

до бесконечности характер устойчивости равновесия меняется 3 раза (неустой

чивость — асимптотическая устойчивость — неустойчивость — асимптотическая

устойчивость). Этот эффект проявляется и в отсутствие циркуляционных сил.

Для голономной системы с 2 степенями свободы с циркуляционными сила
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ми существуют условия на параметры, при выполнении которых при изменении

одного из элементов главной диагонали матрицы потенциальных сил от нуля

до бесконечности имеет место двукратная смена характера устойчивости три

виального равновесия (в том числе, при наличии полной диссипации).

Эффект потери устойчивости при увеличении жесткости по одной из обоб

щенных координат продемонстрирован аналитически и зарегистрирован экспе

риментально для двухзвенного аэродинамического маятника.
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Глава 3

Особенности динамики крыла в потоке

сопротивляющейся среды в рамках линейной

постановки

В этой главе мы рассмотрим некоторые эффекты, возникающие при неста

ционарном движении тела (имеющего форму крыла) в потоке сопротивляю

щейся среды в случае, когда тело имеет одну степень свободы. Для описания

взаимодействия тела с потоком воспользуемся моделью присоединенного осцил

лятора, описанной в первой главе. При этом мы будем ограничиваться линейной

постановкой задачи, считая угол атаки достаточно малым. Это предположение

оправданно, если движение крыла достаточно медленное, и угол между его

хордой и скоростью набегающего потока достаточно мал1.

3.1. Поступательное движение крыла поперек потока

3.1.1. Вынужденное движение

При оценке параметров присоединенного осциллятора был рассмотрен один

из возможных типов вынужденного движения тела (гармонические колебания).

Представляют интерес также такие вынужденные движения, которые заверша

ются остановкой и последующим удержанием тела в неподвижном состоянии.

На примере таких движений можно исследовать так называемое последействие

потока среды. Отметим, что в терминах модели присоединенного осциллято

1 При подготовке данной главы диссертации использованы следующие публикации, выполненные ав

тором лично или в соавторстве, в которых, согласно Положению о присуждении ученых степеней в МГУ,

отражены основные результаты, положения и выводы исследования: [50, 51, 56, 52, 171, 61]
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ра это последействие можно интерпретировать как проявление инерционных

свойств потока, характеристики которого продолжают изменяться со временем

даже после остановки тела.

Рассмотрим тело, имеющее форму тонкого прямоугольного крыла с сим

метричным профилем. Пусть это тело совершает вынужденное движение по

закону

�̇�(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢0, 𝑡 < 0

𝑢0 − �̈�0𝑡, 0 ⩽ 𝑡 < 𝑡* = 𝑢0/�̈�0

0, 𝑡* ⩽ 𝑡

(3.1)

Так как 𝜂(0) = −𝑢0𝐶𝛼
𝑛/𝑘, �̇�(0) = 0, а �̈� — кусочно-постоянная функция, то

для описания функции 𝑁(𝑡) удобно использовать представление (1.20):

𝑁(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 𝐶𝛼
𝑛𝑢0, 𝑡 < 0

− 𝐶𝛼
𝑛𝑢0 +

(︂
𝑚− 𝐶𝛼

𝑛
2

𝑘
+ 𝐶𝛼

𝑛 𝑡−

−
2∑︁

𝑖=1

(−1)𝑖(𝑚+ 𝐶𝛼
𝑛/𝜆𝑖)

𝑘/𝜆𝑖 + ℎ

𝜎
𝑒𝜆𝑖𝑡

)︃
�̈�0, 0 ⩽ 𝑡 < 𝑡*

− �̈�0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖(𝑚+ 𝐶𝛼
𝑛/𝜆𝑖)

𝑘/𝜆𝑖 + ℎ

𝜎
(1− 𝑒−𝜆𝑖𝑡*) 𝑒𝜆𝑖𝑡, 𝑡* ⩽ 𝑡

(3.2)

Естественно, что первая из формул (3.2) соответствует «статическому»

значению силы. Вторая формула в (3.2) описывает силу на этапе равномерного

торможения, а третье соотношение в (3.2) описывает последействие, возникаю

щее после остановки крыла.

Нетрудно показать, что зависимость 𝑁(𝑡) при 𝑡 > 0 имеет немонотонный

характер, более того, в моменты 𝑡 = 0 и 𝑡 = 𝑡* (точки разрыва ускорения)

производная 𝑑𝑁/𝑑𝑡 также терпит разрыв.
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Видно, что 𝑁(𝑡) → 0 при 𝑡→ ∞, т.к. зависимость силы 𝑁 от времени пред

ставляет собой сумму убывающих экспонент. Заметим, что характеристические

показатели этих экспонент являются собственными числами для уравнения при

соединенного осциллятора.

Возникает вопрос о возможности изменения направления силы 𝑁 . Нетруд

но показать, что при выполнении условия ℎ > 𝐶𝛼
𝑛 существует единственное

критическое значение 𝑤* ускорения, при котором сила 𝑁 в процессе движения

один раз (в нашем случае при 𝑡 = 𝑡*) обращается в нуль. Если 0 < �̈�0 < 𝑤*, то

направление силы остается неизменным во время торможения и последующего

релаксационного процесса. Если же �̈�0 > 𝑤*, то сила 𝑁 изменяет направление,

причем дважды: один раз на фазе торможения, второй раз — на фазе последей

ствия.

Таким образом, при �̈�0 > 𝑤* на этапе торможения имеется интервал вре

мени, в течение которого сила воздействия со стороны потока стремится не

остановить крыло, а, напротив, «разогнать» его. Максимальная величина 𝑁*

этой «разгоняющей» силы определяется соотношением

𝑁* = (ℎ− 𝐶𝛼
𝑛 )𝑢0 (3.3)

и соответствует случаю мгновенной остановки тела.

Отметим, что на этапе последействия (𝑡 > 𝑡*) функция 𝑁(𝑡) имеет един

ственный минимум и принимает в нем отрицательное значение, что коррелирует

с некоторыми известными экспериментальными данными.

Пример

Проведем численный расчет зависимостей силы 𝑁 от времени при 𝑢0 = 0.2

для трех режимов торможения и изобразим эти зависимости на фиг. 3.1: 1)

�̈�0 = 0.1; 2) �̈�0 = 0.6; 3) �̈�0 = 1000. Во всех трех случаях примем одинаковые

значения динамических параметров: 𝐶𝛼
𝑛 = 3.8, 𝑚 = 1.3, 𝑘 = 2.0, ℎ = 10.0.
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Рис. 3.1. Зависимость силы, действующей на крыло, от времени.

Для наглядности в верхней части фиг. 3.1 пунктиром изображены графики

соответствующих зависимостей �̇�(𝑡) (кроме третьего случая).

Видно, что смена направления силы происходит уже при �̈�0 ∼ 0.6.

3.1.2. Управляемость и наблюдаемость системы

Задача управления движением тела в потоке осложняется двумя обсто

ятельствами. Во-первых, непосредственное управляющее воздействие можно

приложить только к телу, а не к самому присоединенному осциллятору, ими

тирующему внутреннюю динамику потока. Во-вторых, информация о состоя

нии движения осциллятора недоступна для непосредственного измерения. Она

должна восстанавливаться с привлечением замкнутой динамической системы.

Исследуем управляемость и наблюдаемость рассматриваемой системы в

предположении об отсутствии внешних сил, помимо управления и аэродинами

ческих.

Рассмотрим уравнения (1.12) движения крыла с присоединенным осцил
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лятором, считая, что сила 𝐹𝑥 представляет собой управление. Тогда, с учетом

отмеченных выше обстоятельств, задача управления и наблюдения может быть

записана в следующей форме (для сокращения записи будем обозначать управ

ление через 𝑤):

Ẏ = AY +B𝑤

Z = HY
(3.4)

Здесь Y = ( 𝑥 �̇� 𝜂 �̇� )𝑇 , Z = ( 𝑧1 𝑧2 )𝑇 , B = ( 0 𝑀−1 0 −𝑀−1 ),

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

0 0
𝑘

𝑀

ℎ

𝑀
0 0 0 1

0 −𝐶
𝛼
𝑛

𝑚
− 𝑘

𝑚
− 𝑘

𝑀
−ℎ+ 𝐶𝛼

𝑛

𝑀
− ℎ

𝑀

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

H =

⎛⎝ 𝐻11 𝐻12 0 0

𝐻21 𝐻22 0 0

⎞⎠
Нетрудно показать, что матрица управляемости имеет максимальный ранг, если

удовлетворяется условие

𝐶𝛼
𝑛ℎ− 𝑘𝑚 ̸= 0. (3.5)

Эксперименты показывают, что для тел типа тонких крыльев величина 𝐶𝛼
𝑛 , как

правило, не меньше 2. Соответственно, при значениях параметров присоединен

ного осциллятора, полученных в ходе идентификации в главе 1, условие (3.5)

выполняется. Таким образом, в общем случае система является управляемой.

Условие (3.5) являетcя необходимым для наблюдаемости системы. Если

оно выполнено и, кроме того, rankH = 2, то матрица наблюдаемости имеет

максимальный ранг. Это означает, что по информации о положении и скорости

тела можно восстановить информацию о состоянии движения присоединенного

осциллятора.
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Более того, если (3.5) выполняется, и 𝐻12 = 𝐻21 = 𝐻22 = 0, а 𝐻11 ̸= 0, то

матрица наблюдаемости имеет ранг, равный 4. Таким образом, для наблюдае

мости системы в целом достаточно измерять только положение тела.

В то же время, если 𝐻11 = 𝐻21 = 𝐻22 = 0 и 𝐻12 ̸= 0, то матрица наблю

даемости содержит нулевой столбец, и ее ранг меньше максимального. Таким

образом, информации только о скорости тела недостаточно для наблюдаемости

системы.

3.1.3. Свободное торможение тела

Как показано выше, при быстром вынужденном торможении крыла воз

можно изменение направления силы воздействия потока. Интересно теперь рас

смотреть эффекты, возникающие при свободном торможении крыла в потоке

среды.

Предположим, что при 𝑡 < 0 тело двигалось с постоянной скоростью 𝑢0 > 0

под действием вынуждающей силы 𝐹 (достаточно долго, так, чтобы движение

среды можно было считать установившимся, как и в п. 2.3).

Пусть теперь в момент 𝑡 = 0 сила 𝐹 обратилась в ноль. Рассмотрим задачу

об изменении скорости крыла при его дальнейшем движении в потоке среды.

Очевидно, что использование интегро-дифференциального уравнения (1.19),

как с учетом (1.20), так и (1.21), приводит к достаточно сложной математиче

ской задаче. В то же время система (1.12) принимает следующий вид:

𝑀�̇� = 𝑘𝜂 + ℎ�̇�

𝑚𝜂 + (ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 )�̇� + 𝑘𝜂 = −𝐶𝛼

𝑛𝑢−𝑚�̇�
(3.6)

Здесь 𝑢 = �̇� (координата 𝑥, очевидно, является циклической).

Запишем характеристическое уравнение для системы (3.6):
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𝜇3 +

(︂
ℎ+ 𝐶𝛼

𝑛

𝑚
+

ℎ

𝑀

)︂
𝜇2 +

(︂
𝑘

𝑚
+

𝑘

𝑀
+
𝐶𝛼

𝑛ℎ

𝑚𝑀

)︂
𝜇+

𝑘𝐶𝛼
𝑛

𝑚𝑀
= 0 (3.7)

Можно показать, что в практически интересных случаях корни уравнения

(3.7) имеют отрицательную вещественную часть. Обозначим их через 𝜇1, 𝜇2 и

𝜇3.

Для крыла заданной формы система уравнений (3.6) содержит только

один существенный параметр, а именно, массу𝑀 крыла. Проанализируем влия

ние этого параметра на движение крыла. Можно показать, что при выполнении

условия 𝑘𝑚 < ℎ𝐶𝛼
𝑛 существуют такие значения 0 < 𝑀1 < 𝑀2 < ∞ массы кры

ла, что в диапазоне «малых» масс (0 < 𝑀 < 𝑀1) все три корня вещественные,

в диапазоне «средних» масс (𝑀1 < 𝑀 < 𝑀2) имеются два комплексно-сопря

женных корня, в диапазоне «больших» масс (𝑀2 < 𝑀) снова все три корня

вещественные.

В силу установившегося характера обтекания при 𝑡 < 0 имеем 𝜂(0) =

−𝑢0𝐶
𝛼
𝑛

𝑘
, �̇�(0) = 0. Для полноты описания процесса торможения запишем фор

мулы для зависимостей скорости 𝑢 и положения 𝑥 крыла от времени в случае,

когда все корни характеристического полинома различны (будем считать при

этом, что 𝑥(0) = 0):

𝑢(𝑡) = 𝑢0
∑︁

𝑈𝑖𝑒
𝜇𝑖𝑡, 𝑥(𝑡) = 𝑢0

∑︁
𝜇−1
𝑖 𝑈𝑖 𝑒

𝜇𝑖𝑡 +
𝑢0
𝐶𝛼

𝑛

(︂
𝑀 +𝑚− 𝐶𝛼

𝑛
2

𝑘

)︂
(3.8)

где 𝑈1 =
(𝑘 + 𝜇1ℎ) (𝜇2𝜇3(ℎ𝐶

𝛼
𝑛 + 𝑘𝑀) + (𝜇2 + 𝜇3)𝑘𝐶

𝛼
𝑛 )

𝑘2(𝜇1 − 𝜇2)(𝜇1 − 𝜇3)
(1, 2, 3).

Из (3.8) видно, что при значении массы крыла𝑀* = −𝑚+
𝐶𝛼

𝑛
2

𝑘
(для выше

указанных диапазонов значений параметров присоединенной системы 𝑀* > 0)

крыло при 𝑡 → ∞ возвратится к начальному положению. Если масса крыла
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больше этого значения, то конечное положение 𝑥∞ крыла будет смещено в ту

сторону, в которую направлена первоначальная скорость, а если меньше — в

противоположную.

Пример 2.

На фиг. 3.2 приведены графики зависимостей действительных и мнимых

частей 𝜇1,2,3 от 𝑀 (при указанных выше значениях динамических параметров

и 𝑢0). Вещественные части изображены в нижней полуплоскости, мнимые — в

верхней. Видно, что 𝑀1 ≈ 5.63, 𝑀2 ≈ 57.5. Следовательно, при 𝑀 < 57.5 в

процессе торможения скорость крыла будет менять направление.

В рассматриваемом случае 𝑀* = 5.92, поэтому при 𝑀 < 5.92 будет изме

нять знак и перемещение крыла.

На фиг. 3.3 изображены проекции фазовых траекторий системы на плос

кость 𝑥𝑢 для пяти значений массы: 1) 𝑀 = 70, 2) 𝑀 = 57.5, 3) 𝑀 = 20, 4)

𝑀 = 5.9, 5) 𝑀 = 1.

Рис. 3.2. Зависимости корней характеристи

ческого полинома от 𝑀 .
Рис. 3.3. Фазовые траектории системы.

Ясно, что кривые 3) и 4) должны иметь вид сворачивающихся спиралей,
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однако соотношения между вещественной и мнимой частями корней характери

стического полинома таковы, что в данном масштабе изображения просматри

вается только одно полуколебание.

Заметим, что структура коэффициентов уравнения (3.7) такова, что его

решения в предельных случаях большой и малой массы крыла оказываются

весьма простыми.

Случай легкого крыла

Пусть масса крыла мала. Тогда, произведя в системе (3.6) замену пере

менных (𝜂, �̇�, 𝑢) → (𝜂, 𝑤 = 𝑢 + �̇�, 𝑢) и осуществив разделение [45] движений,

получим порождающую систему для «медленных» движений:

�̇� = −𝑘
ℎ
𝜂

�̇� = −𝐶
𝛼
𝑛

𝑚
𝑤

𝑢 = 𝑤 +
𝑘

ℎ
𝜂

(3.9)

с начальными условиями 𝑤(0) = 𝑢0, 𝜂(0) = −𝑢0𝐶
𝛼
𝑛

𝑘
.

Нетрудно видеть, что на фазе «быстрого» переходного процесса скорость

крыла уменьшилась с 𝑢0 до 𝑢0 (1− 𝐶𝛼
𝑛/ℎ), т.е., хотя произошло «быстрое» тор

можение крыла, но «разгон» отсутствует.

Из (3.9) очевидно, что медленное движение крыла описывается формула

ми:

𝑢(𝑡) = 𝑢0(−
𝐶𝛼

𝑛

ℎ
𝑒−𝑘𝑡/ℎ + 𝑒−𝐶𝛼

𝑛 𝑡/𝑚),

𝑥 = 𝑢0

(︂
𝐶𝛼

𝑛

𝑘
𝑒−

𝑘
ℎ 𝑡 − 𝑚

𝐶𝛼
𝑛

𝑒−
𝐶𝛼
𝑛
𝑚 𝑡

)︂
− 𝑢0
𝐶𝛼

𝑛

(︂
−𝑚+

𝐶𝛼
𝑛
2

𝑘

)︂ (3.10)
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Как и следовало ожидать, легкое крыло в процессе торможения не толь

ко меняет направление движения, но и «отбрасывается» потоком «назад» на

максимальную величину.

Случай тяжелого крыла

Пусть масса крыла велика. Тогда из (3.7) получим:

𝜇1,2 =
−(ℎ+ 𝐶𝛼

𝑛 )±
√︀

(ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 )

2 − 4𝑘𝑚

2𝑚
+𝑂(1/𝑀), 𝜇3 = −𝐶

𝛼
𝑛

𝑀
+𝑂(1/𝑀2)

Для сравнения выпишем уравнение движения крыла в квазистатической

модели:

�̇� = −𝐶
𝛼
𝑛

𝑀
𝑢

Заметим, что характеристическое число в этой модели совпадает с точ

ностью до главных членов с показателем 𝜇3. В то же время показатели 𝜇1,2 с

точностью до главных членов равны характеристическим числам 𝜆1,2 присоеди

ненного осциллятора.

Это означает, что за пределами относительно короткого интервала време

ни, имеющего порядок 1/|𝜇1|, описание движения крыла в рамках предложен

ной модели практически совпадает с описанием ее движения согласно квазиста

тической модели. Этого следовало ожидать, так как очевидно, что чем тяжелее

крыло, тем меньшее влияние на него оказывают переходные процессы в среде, и

соответственно, тем более адекватный результат дает квазистатическая модель,

что коррелирует с содержанием раздела 1.2.3.

3.1.4. Задача о колебаниях крыла на упругом креплении

Пусть тело-крыло может совершать возвратно-поступательное движение

под действием возвращающей силы 𝐹 = −κ𝑥. Тогда уравнения движения кры
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ла примут вид:

𝑀�̈� =− κ𝑥+ 𝑘𝜂 + ℎ�̇�

𝑚(�̈�+ 𝜂) =− 𝑘𝜂 − (ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 )�̇� − 𝐶𝛼

𝑛 �̇�
(3.11)

Прежде всего, составим характеристическое уравнение:

𝑀𝑚𝜆4 + (𝑀(𝐶𝛼
𝑛 + ℎ) +𝑚ℎ)𝜆3 + (ℎ𝐶𝛼

𝑛 +𝑀𝑘 + 𝑘𝑚+𝑚κ)𝜆2+

+ (𝑘𝐶𝛼
𝑛 + κ𝐶𝛼

𝑛 + κℎ)𝜆+ 𝑘κ = 0 (3.12)

Видно, что все коэффициенты характеристического полинома (3.12) положи

тельны. Третий минор матрицы Гурвица имеет вид:

𝑀ℎ(𝑘 + κ)𝐶𝛼
𝑛
3 + (((2𝑀 +𝑚)κ + 𝑘(𝑀 +𝑚))ℎ2 +𝑀 2𝑘2)𝐶𝛼

𝑛
2+

+ (κ(𝑀 +𝑚)ℎ2 +𝑚2κ2 + 2𝑘𝑚2κ + 𝑘2(𝑀 +𝑚)2)ℎ𝐶𝛼
𝑛 + ℎ2κ2𝑚2

Поскольку 𝐶𝛼
𝑛 > 0, это выражение положительно при всех физически осмыслен

ных значениях параметров. Таким образом, тривиальное положение равновесия

асимптотически устойчиво.

В [6] приведены результаты расчета положения профиля в зависимости от

времени в случае, когда профиль совершает затухающие колебания на пружине

в потоке среды. Были рассмотрены два случая: 1) 𝑀 = 100, κ = 1, 𝐶𝛼
𝑛 = 6.28

и 2) 𝑀 = 2, κ = 0.02, 𝐶𝛼
𝑛 = 3.14. Проведем расчеты для этих же значений

параметров в соответствии с (3.11), полагая, как и в разделе 1.2.1, 𝑘 = 2, ℎ = 10.

Для первого случая результаты приведены на рис. 3.4. Здесь кривая с

индексом 1 обозначает расчет работы [6], кривая с индексом 2 — расчет по

квазистатической модели, а кривая с индексом 3 — расчет по предложенной мо

дели. Видно, что первая и третья кривые практически совпадают. Как явствует

из рисунка, отличие квазистатической зависимости от зависимостей, даваемых

более точными моделями, имеет порядок 10%.
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Рис. 3.4. 𝑀 = 100, κ = 1, 𝐶𝛼
𝑛 = 6.28.

Рис. 3.5. 𝑀 = 2, κ = 0.02, 𝐶𝛼
𝑛 = 3.14.

Для второго случая результаты приведены на рис. 3.5 (обозначения те же).

Видно, что все три кривые практически совпадают.

Таким образом, предложенная модель (3.11) обладает уровнем точности,

аналогичным [6].

Для описания медленных движений системы (см. 1.2.3) оценим характер

ные времена 𝑇1,2 собственных движений присоединенной динамической систе

мы с учетом полученной в предыдущих разделах количественной информации

о параметрах присоединенного осциллятора. Получаем:

𝑇1 ≈ 10, 𝑇2 ≈ 0.1 (3.13)

Отметим, что малый параметр, формально введенный в разделе 1.2.3, в

данной задаче может быть связан не только с большим значением массы, как в

предыдущем разделе, но также и с жесткостью пружины. Остановимся на двух

случаях возникновения в этой системе медленных движений: случай большой

массы крыла и случай малой жесткости пружины крепления.
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3.1.5. Случай тяжелого крыла

Пусть масса крыла велика. В этом случае естественно ввести малый пара

метр 𝜀 =
√︀

κ/𝑀 , а уравнение медленных движений принимает вид

𝑥′′ = −κ𝑥− 𝜀𝐶𝛼
𝑛𝑥

′

Отметим, что в этой ситуации медленное движение представляет собой экс

поненциально затухающие колебания. Если в качестве характерного времени 𝑇

медленных движений принять период этих колебаний в натуральном времени,

то получим 𝑇 =
√︀
𝑀/κ. Соответственно, область применимости квазистатиче

ской модели определяется (см. 3.13) соотношением 𝑇 ≫ 10, т.е. 𝑀 ≫ 100κ.

В то же время, характерное время затухания имеет порядок 𝐶𝛼
𝑛/2𝑀 . По

этому в ситуации, когда необходимо обеспечить только точность скорости за

тухания, область применимости квазистатической модели может расшириться:

𝑀 ≫ 5 𝐶𝛼
𝑛 .

Возвращаясь к рисунку 3.4, отметим, что при указанных значениях па

раметров первое из условий не выполняется (т.к. 𝑀 = 100 и 100κ = 100), а

второе условие принимает вид 100 ≫ 31.4, что говорит о том, что точность

квазистатической модели в данном случае не очень высока.

Для сравнения приведем корни характеристического многочлена в рамках

квазистатической модели:

𝜆𝑠𝑡1,2 = −0.0314± 0.0949𝑖

и соответствующие им корни для системы (3.11):

𝜆1,2 = −0.0286± 0.1039𝑖

121



3.1.6. Случай малой жесткости пружины крепления

Пусть теперь жесткость κ пружины крепления мала. В этой ситуации

естественно ввести малый параметр 𝜀 = κ/𝐶𝛼
𝑛 .

Тогда с учетом (1.22) уравнения медленных движений с точностью до чле

нов второго порядка малости примут вид:

𝜀2𝑀𝑥′′ = −𝜀𝐶𝛼
𝑛𝑥− 𝜀𝐶𝛼

𝑛𝑥
′ + 𝜀2

(︂
𝑚− 𝐶𝛼

𝑛
2

𝑘

)︂
𝑥′′ (3.14)

В силу наличия малого параметра при старшей производной в уравнении (3.14)

отщепляется еще один класс «быстрых» движений. Оставшиеся медленные дви

жения описываются уравнением

𝑥′ = −𝑥,

Заметим, что в рамках квазистатической модели также имеет место разделение

движений, причем медленные движения описываются таким же уравнением.

Именно с этим обстоятельством и связано совпадение расчетных кривых

и квазистатики на рисунке 3.5.

Для сравнения приведем показатель экспоненты, описывающей медленное

движение: в рамках квазистатической модели 𝜆𝑠𝑡1 = −0.00640; в рамках предло

женной модели 𝜆1 = −0.00635.

3.2. Колебания однозвенного аэродинамического

маятника

Проанализируем более подробно динамику однозвенного аэродинамическо

го маятника, рассмотренного в первой главе. Как было отмечено, в отсутствие

моментов внешних сил, отличных от аэродинамических, этот маятник имеет
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тривиальное положение равновесие, когда его державка вытянута «вдоль пото

ка». Исследуем устойчивость этого положения.

Вначале воспользуемся квазистатическим подходом. Линеаризуем уравне

ния движения (1.31) в окрестности этого положения:

𝐽𝜃 = − (𝑙 + 𝑙0)
𝜌𝑆

2
𝑉 2𝐶𝛼

𝑛

(︁
𝜃 + (𝑙 + 𝑙0) 𝜃

)︁
(3.15)

Уравнение (3.15) с точностью до обозначений совпадает с уравнением, приве

денным в [40].

Нетрудно показать, что в рамках квазистатической модели условие асимп

тотической устойчивости положения равновесия по потоку можно записать так:

𝑙 + 𝑙0 > 0 (3.16)

Иначе говоря, для асимптотической устойчивости достаточно, чтобы центр вра

щения 𝑂 находился перед центром давления. Условие (3.16) с точностью до

обозначений совпадает с критерием, полученным в [40]. Противоположное нера

венство является достаточным критерием неустойчивости.

O X

Y

V

�

VG
�g

A

B
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Рис. 3.6. Однозвенный аэродинамический маятник с присоединенным осциллятором.

Теперь воспользуемся для описания нестационарного аэродинамического

воздействия на маятник моделью присоединенного осциллятора (см. рис. 3.6).
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Учитывая, что момент внешних сил (кроме аэродинамических) равен нулю,

уравнения (1.35) малых колебаний маятника примут вид:

𝐽𝜃 = (𝑙 + 𝑙0) (𝑘𝜂 + ℎ�̇�)

𝑚
(︁
𝜂 + (𝑙 + 𝑙0)𝜃

)︁
= −𝑘𝜂 − ℎ�̇� − 𝐶𝛼

𝑛 (𝜃 + (𝑙 + 𝑙0)𝜃 + �̇�)− 𝐶𝜔𝜃
(3.17)

Здесь, как и ранее, 𝑚 –– масса присоединённого осциллятора, 𝑘 и ℎ —

коэффициенты жесткости и демпфирования, соответственно.

Характеристическое уравнение системы 3.17 имеет вид:

𝐽𝑚𝜆4 + (ℎ𝑚(𝑙 + 𝑙0)
2 + 𝐽(ℎ+ 𝐶𝛼

𝑛 ))𝜆
3+

+ (𝐽𝑘 + (𝑙 + 𝑙0)
2(𝐶𝛼

𝑛ℎ+ 𝑘𝑚) + ℎ𝐶𝜔(𝑙 + 𝑙0))𝜆
2+

+ (𝐶𝛼
𝑛 (ℎ+ 𝑘(𝑙 + 𝑙0)) + 𝑘𝐶𝜔)(𝑙 + 𝑙0)𝜆+ 𝑘(𝑙 + 𝑙0)𝐶

𝛼
𝑛 = 0 (3.18)

Из 3.18 видно, что в рамках модели присоединённого осциллятора, как и

в рамках квазистатического подхода, неравенство

𝑙 + 𝑙0 < 0

является достаточным условием неустойчивости (причем статической) рассмат

риваемого положения равновесия.

Однако достаточное условие асимптотической устойчивости в соответствии

с этой моделью имеет несколько более сложный вид. Исследуем вначале более

подробно предельные случаи: случай большой массы тела и случай малой мас

сы тела.

«Тяжёлое» крыло

Пусть масса 𝑀 крыла весьма велика: 𝑀 = 1/𝜇2, 𝜇≪ 1.
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Введём следующие обозначения: 𝐽 = 𝐽0 + 𝜇−2(𝑙 + 𝑙𝑔)
2, где 𝐽0 –– момент

инерции крыла относительно оси, проходящей через центр масс, 𝑙𝑔 –– расстоя

ние от передней кромки до центра масс крыла, который мы для простоты будем

считать лежащим на хорде. Тогда для случая 𝑙+ 𝑙0 > 0 корни 𝜆𝑖 характеристи

ческого уравнения определяются следующими соотношениями:

𝜆1,2 = ±𝑖𝜇
√︀
𝐶𝛼

𝑛 (𝑙 + 𝑙0)

𝑙 + 𝑙𝑔
− 𝜇2

𝐶𝛼
𝑛 (𝑙 + 𝑙0)

2

𝑘(𝑙 + 𝑙0)− 𝐶𝛼
𝑛 + 𝑘𝐶𝜔/𝐶

𝛼
𝑛

𝑘(𝑙 + 𝑙𝑔)2
+ 𝑜

(︀
𝜇2
)︀

𝜆3,4 =
−(ℎ+ 𝐶𝛼

𝑛 )±
√︀

(ℎ+ 𝐶𝛼
𝑛 )

2 − 4𝑘𝑚

2𝑚
+ 𝑜 (1)

Как и следовало ожидать, два последних корня в нулевом приближении рав

ны корням характеристического уравнения парциальной системы, представля

ющей собой присоединённый осциллятор. Значения параметров 𝑚, 𝑘, ℎ таковы,

что вещественные части этих корней отрицательны.

Обратимся теперь к первым двум корням. Нетрудно показать, что при

𝑙 → ∞ эти корни стремятся к корням, получающимся в рамках квазистатиче

ского подхода. Это означает, что при колебаниях тяжёлого крыла на длинной

державке модель присоединённого осциллятора и квазистатическая модель да

ют близкие результаты. Для обеспечения асимптотической устойчивости рас

сматриваемого положения равновесия достаточно, чтобы вещественные части

корней были отрицательными, т.е.:

𝑙 > 𝑙* = −𝑙0 +
𝐶𝛼

𝑛

𝑘
− 𝐶𝜔

𝐶𝛼
𝑛

Результаты идентификации параметров присоединенного оцсиллятора показы

вают, что величина 𝐶𝛼
𝑛 больше как 𝑘, так и 𝐶𝜔. Это означает, что 𝑙* > −𝑙0. Но

при 𝑙 < 𝑙* действительная часть 𝜆1,2 положительна. Следовательно, получаем,

что в рамках модели присоединённого осциллятора положение равновесия по
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потоку для тяжёлого крыла будет неустойчивым даже в случае, когда ось вра

щения расположена перед центром давления (но достаточно близко к нему).

Таким образом, условия асимптотической устойчивости в рамках этой модели

более жёсткие, чем в квазистатической модели.

«Лёгкое» крыло

Пусть момент инерции крыла весьма мал: 𝐽 = 𝜀 ≪ 1. Тогда для случая

𝑙 + 𝑙0 > 0 справедливы следующие формулы для корней характеристического

полинома:

𝜆1 = −ℎ(𝑙 + 𝑙0)
2

𝜀
− ℎ

𝑚
+
𝑘

ℎ
+

𝐶𝜔

𝑚(𝑙 + 𝑙0)
+ 𝑜(1), 𝜆2 = −𝑘

ℎ
+ 𝑜(1),

𝜆3,4 = −𝐶𝛼
𝑛

1 + 𝑝𝐶𝜔 ±
√︀
(1 + 𝑝𝐶𝜔)2 − 4𝑚𝑝

2𝑚
+ 𝑜(1)

Здесь 𝑝 = (𝐶𝛼
𝑛 (𝑙 + 𝑙0))

−1.

Таким образом, в этом случае асимптотическая устойчивость положения

равновесия по потоку имеет место для значений 𝑙, сколь угодно близких к −𝑙0
(но таких, что 𝑙 + 𝑙0 > 0).

Вообще говоря, все величины 𝜆1−4 отличаются от значений, получающихся

в рамках квазистатической модели. Тем не менее, если выполнены соотношения

4𝑚≪ 𝐶𝛼
𝑛 (𝑙 + 𝑙0), |𝐶𝜔| ≪ 𝐶𝛼

𝑛 (𝑙 + 𝑙0)

(что, в частности, имеет место при достаточно длинной державке), то корни

с минимальной по абсолютной величине действительной частью (и, соответ

ственно, максимальные времена затухания) для обоих подходов совпадают с

точностью до главных членов: 𝜆min = −(𝑙 + 𝑙0)
−1.
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Область устойчивости

Предположим, что |𝐶𝜔| ≪ 𝐶𝛼
𝑛 . Запишем условия асимптотической устой

чивости положения равновесия «по потоку» в рамках модели присоединенного

осциллятора, пренебрегая членами, содержащими 𝐶𝜔:

𝑘𝐶𝛼
𝑛𝑍1 (ℎ+ 𝐶𝛼

𝑛 ) 𝐽
2+

+(𝑙 + 𝑙0)ℎ𝐶
𝛼
𝑛 (2(𝑙 + 𝑙0)𝑘𝑚𝑍1 + 𝑍2 ((𝑙 + 𝑙0)(𝐶

𝛼
𝑛 + ℎ)−𝑚)) 𝐽+

+(𝑙 + 𝑙0)
4𝑚ℎ𝐶𝛼

𝑛

(︀
ℎ𝑍2 +𝑚𝑘2(𝑙 + 𝑙0)

)︀
> 0,

𝑙 + 𝑙0 > 0

(3.19)

Здесь 𝑍1 = 𝑘(𝑙 + 𝑙0)− 𝐶𝛼
𝑛 , 𝑍2 = 𝐶𝛼

𝑛 (𝑘(𝑙 + 𝑙0) + ℎ).

l

�l0
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�l0
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Рис. 3.7. Область асимптотической устойчивости (выделена серым)

Из 3.19 видно, что если 𝐶𝛼
𝑛 (𝐶

𝛼
𝑛 + ℎ) > 𝑚𝑘, то имеет место следующее:

если длина державки маятника достаточно велика (так что 𝑙 > 𝐶𝛼
𝑛/𝑘 − 𝑙0), то

при любом значении момента инерции маятника относительно точки подвеса

рассматриваемое положение равновесия асимптотически устойчиво. Если −𝑙0 <

𝑙 < 𝐶𝛼
𝑛/𝑘− 𝑙0, то существует такое значение 𝐽 = 𝐽*, что для 𝐽 < 𝐽* равновесие

асимптотически устойчиво, а при 𝐽 > 𝐽* оно неустойчиво. Наконец, при 𝑙 <
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𝑙0 равновесие неустойчиво при всех 𝐽 . Это отражено на рис. 3.7, на котором

область асимптотической устойчивости качественно изображена на плоскости

параметров (𝐽, 𝑙) (выделена серым цветом).

Данный результат качественно согласуется с работой [164], в которой по

казано, что для такого маятника флаттер возможен в ситуации, когда точка

подвеса лежит «выше по потоку», чем центр давления (т.е. 𝑙 + 𝑙0 > 0), если

момент инерции достаточно велик. При этом аэродинамические силы описы

вались с помощью функций Теодорсена. Возникновение потери устойчивости

подтверждено в этой работе также экспериментально. Однако диапазон значе

ний длины державки, в котором возникает данный эффект, в литературе не

исследовался.

3.2.1. Численные эксперименты

Расчёты проводились для стандартных симметричных профилей — NACA

0009, NACA 0012 — которые использовались в феноменологических моделях

силового взаимодействия профиля со сплошной средой.

Исследовались два вида движений: вынужденные гармонические колеба

ния вокруг положения по потоку; движения, возникающие под действием по

стоянной вынуждающей силы.

Учитывая малость углов атаки крылового профиля, целесообразно при

нять модель безотрывного обтекания идеальной несжимаемой жидкостью с гра

ничным условием непротекания на контуре профиля и с условием Жуковского

Чаплыгина на острой кромке.

Из-за нестационарного движения профиля циркуляция скорости вокруг

него — переменная, а это приводит к сходу завихренности с острой кромки и к

образованию вихревого следа. Мгновенное вихревое поле, состоящее из присо
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единённых и свободных вихрей, определяет рассчитываемые при моделирова

нии гидродинамические моменты и силы, действующие на профиль со стороны

среды.

При проведении численного эксперимента были использованы вычисли

тельные коды для решения задач гидродинамики с помощью лагранжевых вих

ревых методов, разработанные и запатентованные в НИИ механики МГУ. В

этих кодах реализован, в частности, модифицированный метод дискретных вих

рей (ММДВ). В этом методе вихревой слой, который отрывается с кромок тел,

моделируется двумя и более цепочками вихревых элементов. В отличие от обыч

ного метода дискретных вихрей, кратные цепочки вихрей позволяют учесть

влияние конечной начальной толщины вихревого слоя, сходящего с тела, на

его устойчивость. Например, при воздействии на вихревой слой возмущений с

относительно малой длиной волны, конечность толщины слоя приводит к его

стабилизации. Это следует из известной теории гидродинамической устойчи

вости Рэлея. Преимущество ММДВ состоит в том, что он позволяет коррект

но учесть это обстоятельство и не допустить нефизичного роста возмущений,

которое обычно имеет место при использовании обычного метода дискретных

вихрей с однократными цепочками. Таким образом, модифицированный метод

дискретных вихрей косвенно учитывает влияние вязкости, которое проявляется

в формировании вихревых слоёв конечной (а не нулевой) толщины.

Предварительно с помощью ММДВ были проведены расчёты статического

обтекания маятника при различных углах атаки с целью определения зависимо

сти коэффициента нормальной силы от времени и, соответственно, параметров

𝐶𝛼
𝑛 и 𝑙0. При этом были получены следующие данные:

для профиля NACA 0009: 𝐶𝛼
𝑛 = 6.55, 𝑙0 = 0.25;

для профиля NACA 0012: 𝐶𝛼
𝑛 = 6.9, 𝑙0 = 0.26.
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Результаты расчетов коэффициента нормальной силы для NACA 0009 приве

дены на рис. 3.8 (квадратики обозначают значения, полученные с помощью

ММДВ, а сплошная кривая описывается уравнением 𝐶𝑛(𝜃) = 𝐶𝛼
𝑛𝜃, где принято

𝐶𝛼
𝑛 = 6.55).

Рис. 3.8. Статическая зависимость коэффициента 𝐶𝑛 от угла 𝜃.

Сравним результаты моделирования с помощью феноменологических под

ходов с данными, которые получаемыми в результате прямого гидродинамиче

ского моделирования с использованием метода ММДВ.

3.2.2. Вынужденные колебания

Пусть угол поворота маятника зависит от времени по гармоническому за

кону: 𝜃(𝑡) = 𝜃0 sin(Ω 𝑡) Тогда в рамках линейной задачи зависимость от времени

нормальной силы, действующей на крыло, описывается одной гармоникой с той

же частотой:

𝐶𝑛(𝑡) = 𝜃0 (𝐴𝑛 sinΩ 𝑡+𝐵𝑛 cosΩ 𝑡)
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Результаты моделирования с помощью ММДВ показали, что нормальная сила,

действующая на маятник при таком движении, представляет собой периодиче

скую функцию, которая с достаточно высокой точностью описывается одной

гармоникой.

Нетрудно показать, что в рамках квазистатической модели имеют место

следующие соотношения:

𝐴𝑛 = 𝐶𝛼
𝑛 , 𝐵𝑛 = Ω𝐶𝛼

𝑛 (𝑙 + 𝑙0)

В соответствии с моделью присоединённого осциллятора мы получаем для этих

коэффициентов следующие выражения:

𝐴𝑛 = 𝑄
(︀
𝐶𝛼

𝑛Ω
2ℎ(ℎ+ 𝐶𝛼

𝑛 ) + (𝑙 + 𝑙0)Ω
2(𝑘𝐶𝛼

𝑛
2 − ℎ2𝑚Ω2)+

+ (𝑘 − Ω2𝑚)𝑘(𝐶𝛼
𝑛 −𝑚(𝑙 + 𝑙0)Ω

2) + 𝐶𝜔Ω
2(Ω2ℎ𝑚+ 𝐶𝛼

𝑛𝑘)
)︀

𝐵𝑛 =
(︀
ℎ𝑚2(𝑙 + 𝑙0)Ω

4 + (ℎ(𝑙 + 𝑙0)𝐶
𝛼
𝑛
2 + (ℎ(𝑙 + 𝑙0)−𝑚)ℎ𝐶𝛼

𝑛 )Ω
2+

+ 𝑘𝐶𝛼
𝑛 (−𝐶𝛼

𝑛 + 𝑘(𝑙 + 𝑙0)) + ((𝐶𝛼
𝑛ℎ+ ℎ2 − 𝑘𝑚)Ω2 + 𝑘2)𝐶𝜔

]︀
где 𝑄 =

[︁(︀
𝑘 −𝑚Ω2

)︀2
+ Ω2(ℎ+ 𝐶𝛼

𝑛 )
2
]︁−1

.

Для расчетов по модели присоединенного осциллятора были приняты сле

дующие значения параметров: 𝑚 = 1.5, 𝑘 = 3, ℎ = 8, 𝐶𝜔 = 0.

На рис. 3.9-3.10 представлены результаты расчётов коэффициентов 𝐴𝑛 и

𝐵𝑛 с помощью квазистатической модели, с помощью модели присоединённого

осциллятора и с помощью прямого гидродинамического моделирования.

Расчёты проводились для профиля NACA 0009 при разных значениях ча

стоты Ω (0.1, 0.2, 0.4) и длины державки. Белыми квадратами, треугольниками

и черными квадратами обозначены зависимости, полученные с помощью мето

да ММДВ (прямое гидродинамическое моделирование) для Ω = 0.1, Ω = 0.2 и

Ω = 0.4, соответственно. Сплошными линиями изображены зависимости, полу

ченные по модели присоединённого осциллятора, а пунктирными линиями ––
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Рис. 3.9. Зависимость коэффициента 𝐴𝑛 от длины державки.

Рис. 3.10. Зависимость коэффициента 𝐵𝑛 от длины державки.

зависимости, полученные по квазистатической модели. Цифры 1, 2 и 3 отвечают

случаям Ω = 0.1, Ω = 0.2 и Ω = 0.4, соответственно.

Видно, что результаты, полученные с помощью ММДВ и с помощью мо
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дели присоединённого осциллятора, достаточно близки. Заметные отличия воз

никают лишь для больших длин державки в случае Ω = 0.4, что, по-видимому,

связано с тем, что в этой ситуации эффективный угол атаки оказывается доста

точно большим, так что необходимо учитывать нелинейные эффекты. В то же

время результаты, даваемые квазистатическим подходом, существенно отлича

ются от данных численного эксперимента.

Интересно, что параметры присоединенного осциллятора здесь оказыва

ются отличными от тех, которые были определены по результатам натурных

экспериментов. Это может быть связано с особенностями поведения среды в

рамках гидродинамического моделирования.

3.2.3. Переходные процессы

Пусть к аэродинамическому маятнику в середине хорды приложена вы

нуждающая сила, нормальная к хорде, величина которой зависит от времени

по следующему закону:

𝐹𝑒𝑥𝑡(𝑡) =

⎧⎨⎩0, 𝑡 < 0

− 0.5, 0 ≤ 𝑡
(3.20)

Тогда для моментов времени 𝑡 ≥ 0 положение равновесия «по потоку» исчеза

ет, и вместо него возникает «смещенное» положение равновесия, определяемое

равенством аэродинамического момента и момента силы 𝐹𝑒𝑥𝑡(𝑡).

Если при 𝑡 < 0 маятник находился в положении 𝜃 = 0, то при 𝑡 > 0

возникнет переходный процесс выхода в новое положение равновесия.

Расчёты проводились для двух профилей (NACA 0009 и NACA 0012) при

разных значениях длины державки и плотности 𝜌0 материала крыла. Некото

рые результаты численного моделирования приведены на фиг. 5-20 для разных

значений 𝜌0 и 𝑙.
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Рис. 3.11. NACA 0009, 𝜌0 = 100, 𝑙 = 1. Рис. 3.12. NACA 0009, 𝜌0 = 1000, 𝑙 = 1.

Рис. 3.13. NACA 0012, 𝜌0 = 100, 𝑙 = 1. Рис. 3.14. NACA 0012, 𝜌0 = 1000, 𝑙 = 1.
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Рис. 3.15. NACA 0009, 𝜌0 = 100, 𝑙 = 10. Рис. 3.16. NACA 0009, 𝜌0 = 100, 𝑙 = 5.

Рис. 3.17. NACA 0009, 𝜌0 = 100, 𝑙 = 2. Рис. 3.18. NACA 0009, 𝜌0 = 1000, 𝑙 = 10.
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Рис. 3.19. NACA 0009, 𝜌0 = 1000, 𝑙 = 5. Рис. 3.20. NACA 0009, 𝜌0 = 1000, 𝑙 = 2.

Рис. 3.21. NACA 0012, 𝜌0 = 100, 𝑙 = 10. Рис. 3.22. NACA 0012, 𝜌0 = 100, 𝑙 = 5.
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Рис. 3.23. NACA 0012, 𝜌0 = 100, 𝑙 = 2. Рис. 3.24. NACA 0012, 𝜌0 = 1000, 𝑙 = 10.

Рис. 3.25. NACA 0012, 𝜌0 = 1000, 𝑙 = 5. Рис. 3.26. NACA 0012, 𝜌0 = 1000, 𝑙 = 2.

На всех рисунках кривые с индексом 1 изображают зависимость угла 𝜃

поворота маятника от времени по ММДВ, кривые с индексом 2 — результаты

расчётов по модели присоединённого осциллятора, а кривые с индексом 3 —

зависимость, полученную в рамках квазистатического подхода.
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Видно, что результаты расчётов по ММДВ и по модели присоединённо

го осциллятора находятся в качественном согласии. Более того, в достаточно

широком диапазоне значений параметров имеет место количественное согласие

результатов. В то же время данные, полученные с помощью квазистатического

подхода, заметно отличаются. Это может свидетельствовать о том, что для опи

сания данного класса движений квазистатический подход в его традиционной

форме неприменим.

Отметим также, что результаты моделирования методомММДВ качествен

но подтверждают результаты, полученные с помощью модели присоединенного

осциллятора: при увеличении момента инерции для достаточно малых поло

жительных 𝑙 устойчивость положения равновесия теряется (см. рис. 3.11-3.14).

Наличие постоянной силы, очевидно, приводит лишь к смещению положения

равновесия, но не влияет на характер устойчивости.

Таким образом, проведенное сопоставление результатов численного гидро

динамического эксперимента с помощью ММДВ в задаче об аэродинамическом

маятнике с результатами, полученными с помощью феноменологических моде

лей, показывает, что область применимости модели присоединённого осцилля

тора заметно шире, чем область применимости квазистатического подхода.

Заметим в заключение, что в случае, когда положение равновесия оказы

вается неустойчивым, в системе возникают колебания, и угол атаки выходит

из области, в которой можно применять модель присоединенного осциллятора.

Однако если в точке подвеса маятника будет установлена пружина, то могут

возникнуть предельные циклы, лежащие в области малых углов атаки. Иссле

дование этой ситуации проведено в работе [61]. В частности, показано, что в

широком диапазоне значений параметров частота колебаний практически не

зависит от коэффициента жесткости пружины крепления и от момента инер
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ции маятника, а амплитуда колебаний растет с увеличением момента инерции

и убывает с ростом коэффициента жесткости.

Выводы

В этой главе модель присоединенного осциллятора использована для опи

сания аэродинамических сил, действующих на тело типа тонкого крыла, ко

торое неравномерно движется в потоке среды. При этом предполагается, что

нормальная аэродинамическая сила зависит от эффективного угла атаки ли

нейно.

При равномерном торможении тонкого крыла, поступательно движущего

ся поперек потока среды, нормальная сила, действующая на крыло, не меняет

направление, если ускорение крыла меньше определенного критического значе

ния, и меняет направление два раза (один на фазе торможения, второй — на

фазе последействия), если ускорение превышает это критическое значение. При

этом на некотором интервале времени в ходе фазы торможения указанная сила

препятствует торможению.

Для однозвенного аэродинамического маятника существует диапазон зна

чений длины державки, в котором положение равновесия «по потоку» является

асимптотически устойчивым, если момент инерции маятника относительно точ

ки подвеса меньше определенного критического значения, и неустойчивым, если

момент инерции больше этого значения.
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Глава 4

Особенности динамики малых

ветроэнергетических установок различных типов

Известно, что при определенных условиях твердое тело под воздействием

потока сопротивляющейся среды совершает установившееся движение — вра

щательное или колебательное. В ряде случаев это связано с нелинейностью

аэродинамического воздействия.

Как было отмечено во введении, такие движения можно использовать для

преобразования энергии потока в полезные формы энергии (например, электри

чество). В этой главе рассматриваются различные электромеханические систе

мы, представляющие собой существующие или перспективные малые ветроэнер

гетические установки (или их рабочие элементы), и обсуждаются особенности

их поведения.

Поскольку мгновенный угол атаки на рабочих режимах и в рамках пере

ходных процессов может принимать большие значения, для описания аэроди

намических сил мы будем использовать квазистатический подход.

4.1. Малая горизонтально-осевая автономная

ветроэнергетическая установка.

Самым распространенным типом ветроэнергетических установок (как про

мышленных, так и малогабаритных) являются установки с рабочим элементом,

представляющим собой пропеллер, ось которого практически горизонтальна.

Малые установки зачастую подключаются к потребителям (будь то аккумуля
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тор, активное сопротивление и т.п.) напрямую, поэтому электрическая цепь и

ветротурбина оказывают непосредственное влияние друг на друга. В этой связи

представляется необходимым проанализировать поведение замкнутой системы,

включающей в себя ветроэнергетическую установку вместе с подключенной к

ней нагрузкой1.

4.1.1. Постановка задачи и уравнения движения

Рассмотрим механическую систему, состоящую из ветровой турбины и

электрогенератора (рис. 4.1). К генератору подключена электрическая цепь,

содержащая активное сопротивление. Предположим, что ветротурбина и якорь

электрогенератора малой ВЭС образуют единое твердое тело 𝑇 , которое может

вращаться вокруг неподвижной оси в электромагнитном поле, создаваемом ста

тором генератора. Определим положение тела 𝑇 с помощью его угла поворота

Ψ (эта координата, очевидно, псевдоциклическая [49]). Обозначим угловую ско

рость тела 𝜔 = Ψ̇. Тогда уравнение вращательного движения тела 𝐺 имеет

вид:

𝐽�̇� =𝑀 −𝑀𝑒𝑙 (4.1)

Здесь 𝐽 — момент инерции тела 𝐺; 𝑀 — момент аэродинамических сил; 𝑀𝑒𝑙 —

момент, создаваемый на оси якоря электромагнитными силами.

Описание динамики тока в цепи зависит от типа генератора и электриче

ской схемы. Ограничимся простейшим случаем: генератор постоянного тока с

независимым возбуждением (постоянным), внешняя нагрузка — активное со

противление.

1 При подготовке данного раздела диссертации использованы следующие публикации, выполненные

автором лично или в соавторстве, в которых, согласно Положению о присуждении ученых степеней в МГУ,

отражены основные результаты, положения и выводы исследования: [20, 22, 23, 24, 166, 53, 57, 176]
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Рис. 4.1. Схема ветротурбины

Тогда уравнение изменения тока представляется в виде:

𝐿𝐼 = ℰ − (𝑅 + 𝑟)𝐼 (4.2)

где 𝐼 — сила тока в обмотке якоря, 𝐿 — индуктивность якоря, 𝑟 — внутрен

нее сопротивление якоря, 𝑅 — внешнее сопротивление, E — ЭДС, создаваемая

генератором.

Будем считать, что поток имеет постоянную скорость 𝑉 и оказывает воз

действие только на лопасти. Перейдем к описанию аэродинамического воздей

ствия на отдельную лопасть. Как правило, форма основной части лопасти доста

точно близка к тонкой плоской пластине, вытянутой вдоль радиального направ

ления (связанная с телом ось 𝑂𝑦 на рис. 4.1). Поэтому заменим лопасть неко

торой эквивалентной пластиной, повернутой вокруг оси 𝑂𝑦 на установочный

угол 𝜙. Нулевое значение этого угла соответствует такому положению лопасти,

при котором ветротурбина не начинает раскручиваться под действием ветра

(очевидно, такое положение существует). Предположим, что результирующая

аэродинамическая сила приложена в некоторой точке 𝐶 пластины, лежащей

на оси 𝑂𝑦 на расстоянии 𝑏𝑐 от оси вращения. Правомерность использования

подобной схемы в рамках квазистатического подхода была экспериментально
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подтверждена в [30]. В принципе, для получения более детального описания

потока можно использовать методы прикладной аэродинамики, но это часто

требует значительных ресурсов и больших затрат времени на проведение рас

четов.

При введенных предположениях момент аэродинамических сил может быть

представлен в следующем виде ([30, 22]).

𝑀 =
1

2
𝜌𝑆𝑏𝑐𝑉

2
𝑎 (𝐶𝑦(𝛼) cos(𝜙− 𝛼)− 𝐶𝑥(𝛼) sin(𝜙− 𝛼)) (4.3)

Здесь 𝜌 — плотность воздуха, 𝑆 — площадь лопастей, 𝐶𝑥(𝛼) и 𝐶𝑦(𝛼) — коэф

фициенты лобового сопротивления и подъемной силы отдельной лопасти, 𝑏𝑐

— расстояние от эффективного центра давления лопастей до оси вращения, 𝜙

— эффективный установочный угол лопастей. Мгновенный угол атаки 𝛼 и воз

душная скорость 𝑉𝑎 эффективного центра давления определяются следующими

соотношениями:

𝛼 = 𝜙− arctg
𝑏𝑐𝜔

𝑉
, 𝑉 2

𝑎 = (𝑏𝑐𝜔)
2 + 𝑉 2 (4.4)

В литературе аэродинамический момент, действующий на ветротурбину,

представляется также в следующем виде:

𝑀 =
1

2
𝜌𝑆𝑏𝑉 2𝐶𝑚, (4.5)

где 𝑏— радиус лопасти турбины, 𝐶𝑚 — безразмерный коэфициент момента, кото

рый с учетом 4.4 зависит от установочного угла и мгновенной угловой скорости.

Надо заметить, что в работах по ветроэнергетике часто используется безразмер

ная угловая скорость Ω, которую называют быстроходностью и под которой

понимают отношение скорости конца лопасти к скорости ветра: Ω = 𝑏𝜔/𝑉 .

Таким образом, из (4.1), (4.2) и (4.3) уравнения движения системы имеют
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следующий вид:

𝐽�̇� =
1

2
𝜌𝑆𝑏𝑐

(︀
(𝑏𝑐𝜔)

2 + 𝑉 2
)︀
(𝐶𝑦(𝛼) cos(𝜙− 𝛼)− 𝐶𝑥(𝛼) sin(𝜙− 𝛼))−𝑀𝑒𝑙

𝐿𝐼 = ℰ − (𝑅 + 𝑟)𝐼
(4.6)

Для того, чтобы система (4.6) вместе с (4.4) была замкнута, к ней необходимо

добавить соотношения, связывающие момент электромагнитных сил и ЭДС с

током и угловой скоростью. Такие соотношения будут обсуждены в последую

щих разделах.

Предложенная модель содержит ряд конструктивных параметров, в част

ности, 𝑏, 𝜙, 𝑟, 𝐽 , 𝐿. Вообще говоря, для каждого конкретного устройства эти

параметры подлежат идентификации в тестовых экспериментах.

Было показано [20, 22], что функция 𝑀(𝜔, 𝜙) обладает следующим свой

ством: для каждого 𝜙 в области 𝜔 > 0 существует значение 𝜔𝑚(𝜙) угловой

скорости, при котором момент достигает максимальной величины 𝑀𝑚𝑎𝑥.

Необходимо отметить, что при 𝜙 ∼ 80∘ − 90∘ рассматриваемые зависимо

сти обладают характерным свойством: при сравнительно небольших угловых

скоростях величина момента существенно меньше𝑀𝑚𝑎𝑥 и может даже стать от

рицательной (т.е. момент может из вращающего превратиться в тормозящий).

4.1.2. Аппроксимация аэродинамического момента.

Аэродинамический момент представляет собой сложную нелинейную функ

цию (4.3, 4.4) угловой скорости. Многочисленные экспериментальные исследо

вания показывают, что ветротурбина, имеющая лопасти с высоким аэродина

мическим качеством, обладает также и высокой быстроходностью, и для ее

предпочтительных рабочих режимов справедливо соотношение Ω = 𝜔𝑏/𝑉 ≫ 1.

Данное обстоятельство можно использовать для построения простой расчетной

формулы для аэродинамического момента. Проиллюстрируем эту возможность
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для случая, когда установочный угол близок к 𝜋/2. Положим 𝜙 = 𝜋/2 − 𝜓,

𝜓 ≪ 1 и, разложив выражение для момента по 1/𝜔 до членов второго порядка

малости, получим

𝑀𝑎 = 𝐴2𝜔
2 + 𝜓𝐴1𝜔 + 𝐴0 + 𝜓

𝐵1

𝜔
+
𝐵2

𝜔2
, (4.7)

где

𝐴2 =
1

2
𝜌𝑆𝑏3𝑐

(︂
−𝐶𝑥0 −

1

2
𝐶 ′′

𝑥0𝜓
2

)︂
+ 𝑜(𝜓2)

𝐴1 =
1

2
𝜌𝑆𝑏2𝑐𝑉

(︂
−𝐶 ′

𝑦0 + 𝐶 ′′
𝑥0 +

[︂
−1

6
𝐶 ′′′

𝑦0 +
1

6
𝐶 ′′′′

𝑥0

]︂
𝜓2

)︂
+ 𝑜(𝜓2)

𝐴0 =
1

2
𝜌𝑆𝑏𝑐𝑉

2

(︂
𝐶 ′

𝑦0 −
1

2
𝐶𝑥0 −

1

2
𝐶 ′′

𝑥0 +

[︂
1

2
𝐶 ′′′

𝑦0 −
1

4
𝐶 ′′

𝑥0 −
1

4
𝐶 ′′′′

𝑥0

]︂
𝜓2

)︂
+ 𝑜(𝜓2)

𝐵1 =
1

2
𝜌𝑆𝑉 3

(︂
−1

2
𝐶 ′

𝑦0 −
1

2
𝐶 ′′′

𝑦0 +
1

6
𝐶 ′′

𝑥0 +
1

6
𝐶 ′′′′

𝑥0

)︂
+𝑂(𝜓2)

𝐵2 =
1

2
𝜌𝑆𝑏−1

𝑐 𝑉 4

(︂
1

6
𝐶 ′

𝑦0 +
1

6
𝐶 ′′′

𝑦0 +
1

8
𝐶𝑥0 +

1

12
𝐶 ′′

𝑥0 −
1

24
𝐶 ′′′′

𝑥0

)︂
+𝑂(𝜓2)

Нулевой индекс означает, что значения функций 𝐶𝑥(𝛼), 𝐶𝑦(𝛼) и их производных

взяты при 𝛼 = 0. Здесь использован тот факт, что для симметричных профилей

коэффициент 𝐶𝑥 — четная, а 𝐶𝑦 — нечетная функция угла атаки 𝛼.

Отметим также, что для профилей с относительно высоким качеством име

ют место следующие соотношения:

|𝐶 ′′′
𝑦0| ≫ 1 ≫ 𝐶𝑥0, |𝐶 ′′′

𝑦0| ≫ 𝐶 ′′
𝑥0 ≫ 𝐶𝑥0 > 0, (4.8)

|𝐶 ′′′
𝑦0| ≫ 𝐶 ′′′′

𝑥0 > 0, |𝐶 ′′′
𝑦0| ≫ 𝐶 ′

𝑦0 ≫ 𝐶𝑥0, 𝐶 ′′′
𝑦0 < 0 (4.9)

Отсюда при достаточно малых 𝜓 получаем

𝐴2 < 0, 𝐵2 < 0, 𝐵1 > 0

Наличие в равенстве (4.7) ненулевых коэффициентов 𝐴1, 𝐵1, 𝐵2 отличает

эту формулу от обычно используемых в ветроэнергетике (например, [68]).
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Используя аппроксимационную формулу, можно оценить значения 𝜔𝑚 и 𝜔0

угловой скорости, при которых момент, соответственно, достигает максимума

и обращается в нуль:

𝜔𝑚 = �̄�𝑚 + 𝜓
𝐵1�̄�

2
𝑚 − 𝐴1�̄�

5
𝑚

4𝐵2
+ 𝑜(𝜓), �̄�𝑚 =

(︂
𝐵2

𝐴2

)︂1/4

𝜔0 = �̄�0 − 𝜓
𝐴1�̄�

3
0 +𝐵1�̄�

2
0

2𝐴2�̄�4
0 + 𝐴1�̄�3

0 − 2𝐵2
+ 𝑜(𝜓), �̄�0 =

√︃
𝐴0 +

√︀
𝐴2

0 − 4𝐴2𝐵2

2𝐴2

(4.10)

4.1.3. Стационарные движения в случае линейного

электромеханического взаимодействия.

Для описания электромеханического взаимодействия воспользуемся под

ходом [18]. Вначале предположим, что это взаимодействие является линейным,

т.е. 𝑀𝑒𝑙 = 𝜅𝐼 и ℰ = 𝜅𝜔, где𝜅 — коэффициент электромеханического взаимодей

ствия, который можно считать постоянным.

В этом случае уравнения стационарных движений рассматриваемой дина

мической системы имеют вид:

𝐼 =𝑀(𝜔, 𝜙)/𝜅 (4.11)

𝐼 = 𝜅𝜔/(𝑅 + 𝑟) (4.12)

Из 4.12 следует, что имеет место следующее равенство:

𝜔

𝐼
=
𝑅

𝜅
+
𝑟

𝜅
(4.13)

На рис. 4.2 точками изображена зависимость отношения 𝜔/𝐼 от 𝑅, полу

ченная в результате экспериментов с генератором, изготовленным в Националь

ном университете Cheng Kung (Тайвань). В этих экспериментах вал генератора

приводился во вращение с помощью двигателя, и при различных значениях
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нагрузочного сопротивления измерялся ток в цепи. Линией показаны резуль

таты расчетов, проведенных в рамках линейной модели электромеханического

взаимодействия. Видно, что имеет место достаточно хорошее совпадение.

100

R, Ом

�/I, рад/(с.А)

200 300 4000

200

400

600

800

Рис. 4.2. Характеристика линейного генератора: точки — эксперимент, линия — расчет в

рамках линейной модели электромеханического взаимодействия.

Обсудим теперь характерные особенности стационарных режимов, взяв в

качестве примера аэродинамические характеристики 𝐶𝑥(𝛼), 𝐶𝑦(𝛼) стандартного

профиля NACA 0012, определенные в экспериментах [91], и выбрав следующие

значения параметров системы:

𝑏 = 0.3 м, 𝑆 = 0.05 м2, 𝑟 = 10 Ом, 𝜓 = 0.1, 𝜅 = 0.5 В · с, 𝑉 = 5 м/с

На рис. 4.3 на фазовой плоскости (Ω = 𝑏𝜔/𝑉, 𝐼) системы изображена кри

вая (4.11) и прямая (4.12) (для трех значений внешнего сопротивления 𝑅1, 𝑅2

и 𝑅3, 𝑅1 < 𝑅2 < 𝑅3). Пунктирной линией изображена аппроксимационная

зависимость (4.7). При этом

𝐴2 ≈ −0.007, 𝐴1 ≈ 0.39, 𝐴0 ≈ −0.13, 𝐵1 ≈ 42.9, 𝐵2 ≈ −10.1
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Рис. 4.3. Фазовая плоскость

Видно, что аппроксимационная кривая достаточно хорошо описывает функ

цию момента в области больших значений безразмерной угловой скорости Ω.

Точки пересечения кривой (4.11) и прямой (4.12) представляют собой непо

движные точки системы при соответствующем значении 𝑅. Видно, что суще

ствует интервал значений 𝑅, в котором система имеет несколько неподвижных

точек, причем этот интервал может быть достаточно широким.

Рассмотрим вначале диапазон относительно больших значений угловой

скорости (наиболее предпочтительных в практическом смысле), что позволит

использовать аппроксимационную формулу (4.7) для аэродинамического момен

та. В этом диапазоне существует не более двух неподвижных точек (рис. 4.3).

Обозначим ту из них, которая соответствует большей угловой скорости, через

𝑃1(𝜔1, 𝐼1), а другую — через 𝑃2(𝜔2, 𝐼2).

Проследим эволюцию и бифуркации неподвижных точек 𝑃1 и 𝑃2 при из

менении параметров 𝑅 и 𝐿.
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При подключении дополнительного потребителя электроэнергии (как пра

вило, параллельно) внешнее сопротивление 𝑅 уменьшается вплоть до нуля (при

коротком замыкании цепи). Соответственно, если внутреннее сопротивление 𝑟

генератора достаточно мало, то существует значение 𝑅* внешнего сопротивле

ния, при котором неподвижная точка 𝑃1 сливается с точкой 𝑃2. Имеем

𝑅* =
𝜅2𝜔3

*
2𝐴2𝜔4

* − 2𝐵2
− 𝑟 > 0, 𝜔* =

√︃
𝐴0 −

√︀
𝐴2

0 + 12𝐴2𝐵2

2𝐴2
+𝑂(𝜓) (4.14)

Следовательно, при 𝑅 < 𝑅* неподвижные точки 𝑃1 и 𝑃2 не существуют, и

«предпочтительный» рабочий режим отсутствует.

Характеристический полином системы 4.6, линеаризованной в окрестности

неподвижной точки (𝜔𝑠, 𝐼𝑠), имеет вид:

𝜆2 +

(︂
𝑅 + 𝑟

𝐿
− 𝑀 ′

𝜔(𝜔𝑠, 𝜙)

𝐽

)︂
𝜆+

1

𝐿𝐽

(︂
𝜅2

(𝑅 + 𝑟)
−𝑀 ′

𝜔

)︂
(𝜔𝑠, 𝜙) = 0 (4.15)

Следовательно, достаточные условия асимптотической устойчивости этой непо

движной точки имеют вид

𝑅 + 𝑟

𝐿
− 𝑀 ′

𝜔(𝜔𝑠, 𝜙)

𝐽
> 0,

𝜅2

(𝑅 + 𝑟)
−𝑀 ′

𝜔(𝜔𝑠, 𝜙) > 0 (4.16)

Из рис. 4.3 видно, что в точке 𝑃2 производная 𝑑𝐼/𝑑𝜔 для кривой 4.11

больше, чем тангенс угла наклона прямой 4.12, поэтому второе из условий 4.16

не выполняется. Соответственно, данная точка, пока она существует, является

седлом.

Рассмотрим теперь точку 𝑃1.

В случае, если 𝐿 ⩽ 𝐿* = 𝐽(𝑅*+𝑟)
2𝜅−2, точка 𝑃1 асимптотически устойчива

во всем диапазоне значений внешнего сопротивления 𝑅 > 𝑅*. Если же 𝐿 > 𝐿*,

то характер устойчивости зависит от соотношений между параметрами.

Определим значение 𝑅𝑚 сопротивления, при котором неподвижная точка
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𝑃1 отвечает максимуму аэродинамического момента (𝜔1 = 𝜔𝑚) (рис. 4.3):

𝑅𝑚 = 𝜅2𝜔𝑚(𝐴2𝜔
2
𝑚 + 𝜓𝐴1𝜔𝑚 + 𝐴0 + 𝜓𝐵1𝜔

−1
𝑚 +𝐵2𝜔

−2
𝑚 )−1 − 𝑟 > 𝑅*

Если 𝐿 > 𝐿* и 𝑅* < 𝑅 ⩽ 𝑅𝑚, то условия устойчивости (4.16) для точки

𝑃1 могут нарушаться. В частности, если

𝐿 > 𝐿1 = 𝐽(𝑅 + 𝑟)
(︀
𝜓𝐴1 + 2𝐴2𝜔 − 2𝐵2𝜔

−3 − 𝜓𝐵1𝜔
−2
)︀−1

то нарушается первое из указанных условий. При прохождении значения 𝐿1

имеет место бифуркация типа Андронова–Хопфа. Характер этой бифуркации

определяется [3] знаком следующего выражения:

𝑄 = 2
(︀
𝜓𝐴1 + 2𝐴2𝜔 − 2𝐵2𝜔

−3 − 𝜓𝐵1𝜔
−2
)︀ (︀
𝐴2 + 3𝐵2𝜔

−4 + 𝜓𝐵1𝜔
−3
)︀2−

−3𝐽
(︁(︀
𝜓𝐴1 + 2𝐴2𝜔 − 2𝐵2𝜔

−3 − 𝜓𝐵1𝜔
−2
)︀2
𝐽−1 − 𝜅2𝐿−1

)︁ (︀
−4𝐵2𝜔

−5 − 𝜓𝐵1𝜔
−4
)︀

Отметим, что в рассматриваемом диапазоне значений внешнего сопротив

ления

𝑀 ′
𝜔 = 𝜓𝐴1 + 2𝐴2𝜔 − 2𝐵2𝜔

−3 − 𝜓𝐵1𝜔
−2 > 0

и второе условие (4.16) для точки 𝑃1 заведомо выполнено. Принимая во вни

мание соотношения (4.8), можно показать, что 𝑄 > 0. Это означает, что при

увеличении 𝐿 имеет место слияние неустойчивого цикла с устойчивым фокусом,

сопровождающееся потерей последним устойчивости (жесткая потеря устойчи

вости).

Численный анализ показывает, что указанный неустойчивый цикл рожда

ется из петли сепаратрисы седла 𝑃2 (см. ниже).

В диапазоне 𝑅𝑚 < 𝑅 <∞ неподвижная точка 𝑃1 асимптотически устойчи

ва для любых значений индуктивности. Однако характер затухания в окрест

ности этой неподвижной точки зависит от 𝐿: в области достаточно малых и
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достаточно больших значений 𝐿 данная неподвижная точка — узел, а в обла

сти промежуточных значений 𝐿 — фокус.

В случае разомкнутой цепи (𝑅 = ∞) точка 𝑃1 асимптотически устойчива

при любых 𝐿 и отвечает вращению турбины с угловой скоростью 𝜔0. Ток при

этом, разумеется, равен нулю.

Представляет интерес также рассмотреть влияние скорости 𝑉 набегающе

го потока на стационарные режимы. Из равенства (4.7) следует, что 𝑀 ∼ 𝑉 2.

Кроме того, 𝜔𝑚 = 𝑉 Ω𝑚/𝑏, 𝜔* = 𝑉 Ω*/𝑏, где Ω* и Ω𝑚 не зависят от 𝑉 . «Электри

ческие» параметры (𝑟, 𝜅, 𝑅) также не зависят от скорости потока. Поэтому для

любого значения внешнего сопротивления существует минимальное значение

скорости ветра

𝑉* =
𝜅2Ω3

*
(𝑅 + 𝑟) (2𝐴2Ω4

* − 2𝐵)
, (4.17)

ниже которой неподвижные точки 𝑃1 и 𝑃2 отсутствуют. Здесь 𝐵 = 𝐵2𝑉
−4 —

величина, не зависящая от 𝑉 .

На рис. 4.4 приведена бифуркационная диаграмма стационарных движе

ний в зависимости от внешнего сопротивления. Сплошные линии соответствуют

устойчивым стационарным движениям, пунктирная — неустойчивым.

Если значение сопротивления велико (𝑅 > 𝑅𝑢), то система находится на

верхней (устойчивой) ветви. Если 𝑅, уменьшаясь, становится меньше 𝑅𝑙, то

«верхний» (высокоскоростной) режим исчезает, и устойчивым является только

режим с невысокой угловой скоростью. Для того, чтобы вернуться на «верхний

режим», необходимо вновь сделать сопротивление достаточно большим (𝑅 >

𝑅𝑢). Таким образом, при изменении внешнего сопротивления в системе имеет

место гистерезис. Это явление было описано в [20]. Оно, по-видимому, может

мешать нормальному функционированию установки.
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Рис. 4.4. Бифуркационная диаграмма стационарных режимов при изменении 𝑅

4.1.4. Переходные режимы и циклы в случае линейного

электромеханического взаимодействия

Подключение или отключение очередного потребителя (прибора) к ма

лой ВЭС сопровождается скачкообразным изменением внешнего сопротивле

ния. Поэтому необходимо описать возникающие при этом процессы перехода

на новый стационарный режим. Это тем более интересно, что при наличии

нескольких устойчивых стационарных движений каждое из них имеет свою об

ласть притяжения. В качестве примера рассмотрим случай, когда значения па

раметров системы таковы, что существуют три неподвижных точки 𝑃1(Ω1, 𝐼1),

𝑃2(Ω2, 𝐼2), 𝑃3(Ω3, 𝐼3), (Ω1 > Ω2 > Ω3) (рис. 4.5), причем для всех этих точек

выполнено условие 𝑀 ′
𝜔 > 0. Чтобы сделать рисунки более наглядными, для

расчетов взята скорость потока 𝑉 = 10 м/с и момент инерции 𝐽 = 0.01 кгм2.

Реальные генераторы обладают достаточно малой индуктивностью (𝐿 →

0). Соответствующий фазовый портрет качественно изображен на рис. 4.5 a.

При этом режимы 𝑃1 и 𝑃3 асимптотически устойчивы. Во втором уравнении

системы (4.6) имеется малый параметр при старшей производной, и можно про
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Рис. 4.5. Эволюция фазовой плоскости системы при изменении параметра 𝐿

вести процедуру разделения движений по Тихонову. Быстрые движения соот

ветствуют быстрому изменению тока при малом изменении 𝜔. Поэтому фазовые

траектории быстрых движений изображаются почти вертикальными прямыми.

Медленные движения осуществляются вдоль прямой (4.12). Направления дви

жения изображающей точки указаны стрелками.

Две входящих в седловую точку 𝑃2 сепаратрисы делят фазовую плоскость

на две части, соответствующие областям притяжения устойчивых режимов. От

метим, что начало координат оказывается вне области притяжения предпочти

тельного рабочего режима 𝑃1, то есть, при включении генератора в ситуации,

когда безразмерная угловая скорость турбины мала (Ω(𝑡0) ≈ 0, 𝐼(𝑡0) = 0),

установка выйдет на нежелательный рабочий режим. Если же установка функ

153



ционировала в рабочем режиме с безразмерной угловой скоростью в диапазоне

Ω > Ω2, то при мгновенном уменьшении внешнего сопротивления (что соответ

ствует подключению дополнительного потребителя) до величины 𝑅0 установка

выйдет на предпочтительный режим 𝑃1. Правда, переходный процесс иногда

сопровождается «забросом» тока, то есть резким увеличением силы тока с по

следующим ее уменьшением до рабочего значения. Этот заброс оказывается тем

больше, чем ближе исходная угловая скорость к угловой скорости 𝜔* «холостого

хода».

Уменьшить этот заброс можно, в частности, за счет увеличения индуктив

ности. Поэтому анализ поведения системы при больших значениях индуктивно

сти представляет не только чисто теоретический, но и практический интерес.

Проследим за эволюцией устойчивости неподвижных точек и перестрой

кой структуры фазового портрета при увеличении изменении индуктивности,

используя численные расчеты на базе значений параметров системы, опреде

ленных в результате упомянутых экспериментов.

По мере увеличения 𝐿 одна из сепаратрис, входящих в седло 𝑃2, «изгиба

ется», приближаясь к другой входящей сепаратрисе (Рис. 4.5 b). В итоге этой

эволюции образуется петля сепаратрисы седла (при 𝐿 ≈ 51.1). Нетрудно пока

зать, что выбранных значениях параметров седловая величина для точки 𝑃2

больше нуля, поэтому в результате данной бифуркации рождается отталкиваю

щий предельный цикл 𝐶−
1 . Он охватывает устойчивую неподвижную точку 𝑃1

(Рис. 4.5 c). При дальнейшем увеличении 𝐿 областью притяжения режима 𝑃1

оказывается только внутренность этого предельного цикла.

Кроме того, при 𝐿 ≈ 40.7 происходит бифуркация Андронова-Хопфа в

точке 𝑃3, отвечающей низкоскоростному режиму. При этом точка становится

неустойчивой, и рождается притягивающий предельный цикл 𝐶+
3 (Рис. 4.5 b).
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При дальнейшем увеличении 𝐿 отталкивающий цикл 𝐶−
1 , родившийся из

петли сепаратрисы, стягивается к точке 𝑃1, и при 𝐿 ≈ 115.4 происходит бифур

кация Андронова-Хопфа, в результате которой неподвижная точка 𝑃1 слива

ется с этим циклом и превращается в неустойчивый фокус. Картина фазовой

плоскости, возникающая после этой бифуркации, представлена на Рис. 4.5 d.

При последующем возрастании индуктивности происходит рождение двой

ного цикла. Появляющиеся при этом этом притягивающий 𝐶+
0 цикл и отталки

вающий циклы охватывают все три неподвижных точки вместе с притягиваю

щим циклом 𝐶+
3 . По мере роста 𝐿 отталкивающий цикл стягивается и в конце

концов исчезает в результате образования петли сепаратрисы седла. Возникаю

щая при этом картина представлена на рис. 4.5 e.

При дальнейшем росте 𝐿 все неподвижные точки теряют устойчивость,

«малые» циклы исчезают в результате серии бифуркаций, и единственным ат

трактором оказывается «большой» притягивающий предельный цикл 𝐶+
0 (рис.

4.5 f). Любопытно, что движение изображающей точки вдоль этой периодиче

ской траектории сопровождается изменением знака угловой скорости.

Рассмотрим, наконец, предельный случай 𝐿 → ∞ (рис. 4.5 g). При этом

все неподвижные точки неустойчивы. В этом случае второе уравнение системы

(4.6) содержит большой параметр при старшей производной. Следовательно, пе

ременная 𝐼 является медленной, а 𝜔 — быстрой. Фазовые траектории быстрых

движений изображаются почти горизонтальными прямыми. Фазовые траекто

рии медленных движений представляют собой фрагменты кривой (4.11).

4.1.5. Оптимизация.

Одной из выходных характеристик ветровой установки является момент

на валу, поэтому для определенного класса задач может представлять интерес
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величина𝑀𝑚𝑎𝑥. Пользуясь аппроксимационной формулой (4.7), получим (пола

гая для простоты 𝜓 = 0)

𝑀𝑚𝑎𝑥 = 𝐴0 − 2
√︀
𝐴2𝐵2 (4.18)

В то же время, в некоторых ситуациях (например, при использовании

ветровой установки в качестве привода к насосу и т.п.) важна механическая

мощность 𝑁 , «отбираемая» ветротурбиной у потока: 𝑁 = 𝜔𝑀 . В литературе,

посвященной ветроэнергетическим установкам, обсуждается задача максимиза

ции именно этой величины. Из равенства (4.7) имеем

𝑁 = 𝐴2𝜔
3 + 𝜓𝐴1𝜔

2 + 𝐴0𝜔 + 𝜓𝐵1 +
𝐵2

𝜔
(4.19)

Мощность 𝑁 достигает максимума при угловой скорости 𝜔𝑛. Оценим ее при

𝜓 = 0:

𝜔𝑛 =
𝐴0 +

√︀
𝐴2

0 + 12𝐴2𝐵2

−6𝐴2

В принципе, на основе аппроксимационных формул (4.7), (4.10) можно

определить, в какую сторону следует поворачивать лопасть, чтобы обеспечить

возрастание момента или механической мощности.

Отметим, что главной характеристикой ветроэнергетической установки яв

ляется вырабатываемая ею электрическая мощность 𝐸 = 𝑅𝐼2. Благодаря то

му, что описанная ранее [20, 22] замкнутая модель связывает электрические и

механические характеристики устройства, стало возможным представить эту

величину на рабочем режиме в следующем виде (при учете уравнений (4.11,

4.12)):

𝐸 = 𝑁 − 𝑟

𝜅2
𝑀 2
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Рис. 4.6. Механическая мощность, электрическая мощность и момент ветротурбины как

функции безразмерной угловой скорости

Очевидно, максимумы функций 𝑁 и 𝐸, вообще говоря, достигаются при

разных значениях 𝜔𝑛 и 𝜔𝑒 угловой скорости, причем 𝜔𝑒 > 𝜔𝑛 [22].

На рис. 4.6 представлены аппроксимационные зависимости 𝑁(Ω) и 𝐸(Ω)

при указанных параметрах установки. Для сравнения штриховой кривой изоб

ражена зависимость 𝑀(Ω), умноженная на масштабный коэффициент.

4.1.6. Учет нелинейности электромеханического взаимодействия

Выше мы предполагали, что электромеханическое взаимодействие явля

ется линейным. Однако это предположение справедливо не для всех генера

торов. Рассмотрим механическую систему, состоящую из ветровой турбины и

коллекторного электрогенератора на постоянных магнитах, причем для этого

генератора момент электромагнитных сил нелинейно зависит от тока, а ЭДС

нелинейно зависит от угловой скорости: 𝑀𝑒𝑙 = 𝜅𝐼 − 𝜒𝐼2, ℰ = 𝜅𝜔 − 𝜒𝐼𝜔 (здесь

𝜅, 𝜒 — коэффициенты электромеханической связи, которые мы будем считать
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постоянными). Запишем уравнения движения этой системы:

𝐽�̇� =𝑀 − 𝜅𝐼 + 𝜒𝐼2,

𝐿𝐼 = 𝜅𝜔 − 𝜒𝐼𝜔 − (𝑅 + 𝑟)𝐼
(4.20)

Здесь 𝜔 — угловая скорость турбины, 𝐽 — момент инерции турбины, 𝑀 —

момент аэродинамических сил, 𝐼 — сила тока в обмотке якоря, 𝐿 и 𝑟 — ин

дуктивность и внутреннее сопротивление якоря, 𝑅 — внешнее сопротивление в

цепи якоря.

Будем считать, как и ранее (см. (4.5)), что аэродинамический момент мож

но представить в следующем виде:

𝑀 =
1

2
𝜌𝑆𝑏𝑉 2𝐶𝑚(𝜔)

Здесь, как и ранее, 𝜌 — плотность воздуха, 𝑆 — площадь, ометаемая лопастями,

𝑉 — скорость набегающего потока, 𝑏 — радиус турбины, 𝐶𝑚 — безразмерный ко

эффициент момента аэродинамических сил, который будем считать зависящим

только от мгновенной угловой скорости турбины (установочный угол фикси

рован). Эта зависимость представляет собой достаточно сложную нелинейную

функцию (см., напр., [123]), причем можно выделить следующие особенности

рассматриваемой функции, которые характерны для достаточно широкого клас

са лопастей:

𝐶𝑚(0) > 0; ∃!𝜔𝑀 > 0 : 𝐶𝑚(𝜔𝑀) = 0; ∃!𝜔𝑚 > 0 : 𝐶 ′
𝑚(𝜔𝑚) = 0;

𝐶 ′′
𝑚(0) > 0; 𝐶 ′′

𝑚(𝜔𝑚) < 0; ∃!𝜔𝑚𝑚 ∈ (0, 𝜔𝑚) : 𝐶
′′
𝑚(𝜔𝑚𝑚) = 0

(4.21)

Предложенная математическая модель устройства отличается от использован

ной выше наличием нелинейных членов в слагаемых, описывающих электроме

ханическое взаимодействие. При 𝜒 = 0 уравнения (4.20) совпадают с уравнени

ями (4.6).
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4.1.7. Стационарные решения в случае нелинейного

электромеханического взаимодействия

Обратимся к анализу неподвижных точек динамической системы (4.20).

Эти точки соответствуют стационарным режимам установки (заметим, что часть

из них, а именно, устойчивые, являются рабочими режимами). Они определя

ются следующей системой уравнений:

𝜒𝐼2 − 𝜅𝐼 +𝑀 = 0 (4.22)

𝐼(𝑅 + 𝑟 + 𝜒𝜔)− 𝜅𝜔 = 0 (4.23)

Ясно, что неподвижные точки существуют только в диапазоне угловых скоро

стей от 0 до 𝜔𝑀 , где аэродинамический момент положителен.

Уравнение 4.22, рассматриваемое как уравнение относительно тока, оче

видно, имеет две ветви решений:

𝐼1,2 =
𝜅±

√︀
𝜅2 − 4𝜒𝑀

2𝜒

Очевидно, 𝐼1(𝜔𝑀) = 0, а 𝐼2(𝜔𝑀) = 𝜅/𝜒.

Неподвижные точки системы соответствуют точкам пересечения кривых

𝐼1 и 𝐼2 с кривой, представляющей собой решение уравнения (4.23):

𝐼0 =
𝜅𝜔

𝑅 + 𝑟 + 𝜒𝜔

Отметим, что функция 𝐼0 –– монотонно возрастающая.

Пусть 𝑀(𝜔𝑚) < 𝜅2 /4𝜒 . Тогда ветви 𝐼1,2 действительны при всех угловых

скоростях в диапазоне [0, 𝜔𝑀 ], причем в силу (4.21) функция 𝐼1 возрастает на

интервале 𝜔 ∈ [0, 𝜔𝑚) и убывает на интервале 𝜔 ∈ (𝜔𝑚, 𝜔𝑀 ], а 𝐼2 ведет себя

противоположным образом.
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В этой ситуации для любого значения электрического сопротивления су

ществует, по крайней мере, одна неподвижная точка, лежащая на кривой 𝐼1.

Выясним, существуют ли другие.

Введем в рассмотрение функцию

𝑅*(𝜔) =
2𝜒𝜅𝜔

𝜅−
√︀
𝜅2 − 4𝜒𝑀

− 𝑟 − 𝜒𝜔,

которая представляет собой такое значение внешнего сопротивления, при кото

ром кривые 𝐼1 и 𝐼0 имеют общую точку при заданной угловой скорости. Пред

положим, далее, что для значения 𝜔𝑚𝑚 угловой скорости (т.е. в точке перегиба

аэродинамического момента) выполнены следующие условия:

𝑀 ′
𝑎(𝜔𝑚𝑚)𝜔𝑚𝑚 > 2𝑀(𝜔𝑚𝑚)− 𝜅

√︀
𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔𝑚𝑚)

2𝜒
(4.24)

𝑅*(𝜔𝑚𝑚) ⩾ 0 (4.25)

Тогда из (4.24) следует, что

𝜕𝐼1/𝜕𝜔|𝜔=𝜔𝑚𝑚
> 𝜕𝐼0/𝜕𝜔|𝜔=𝜔𝑚𝑚

.

Условие (4.25) означает, что существует физически осмысленное значение

внешнего сопротивления, при котором значения функций 𝐼0 и 𝐼1 в точке 𝜔𝑚𝑚

совпадают. Следовательно, в этой точке кривые 𝐼0 и 𝐼1 пересекаются.

Ясно, что в данной ситуации эти кривые заведомо имеют еще одну точку

пересечения, лежащую «левее» точки 𝜔𝑚𝑚. Кроме того, поскольку при 𝜔 = 𝜔𝑀

имеют место соотношения 𝐼0(𝜔𝑀) > 𝐼1(𝜔𝑀) = 0, то существует и третья точка

пересечения (причем расположенная «правее» точки 𝜔𝑚).

Соответственно, существует такой диапазон значений внешнего сопротив

ления 𝑅1 > 𝑅 > 𝑅2, в котором рассматриваемая динамическая система имеет,

по крайней мере, три неподвижных точки, лежащих на кривой 𝐼1. Отметим,
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что если выполнение или невыполнение условия (4.24) связано исключительно

с особенностями аэродинамического момента, то условие (4.25) заведомо выпол

нено, если скорость потока достаточно мала (то есть если величина 𝑀(𝜔𝑚𝑚)

достаточно мала).

Кроме того, если внутреннее сопротивление 𝑟 генератора достаточно мало,

то существует значение 𝑅3 внешнего сопротивления, при котором для некоторо

го 𝜔 касаются кривые 𝐼2 и 𝐼0 (соответствующая угловая скорость больше 𝜔𝑚).

Ясно, что для всех 0 ⩽ 𝑅 < 𝑅3 в рассматриваемой динамической системе будут

существовать, по крайней мере, три неподвижные точки (две на кривой 𝐼2 и

одна на кривой 𝐼1).

Рассмотрим теперь случай 𝑀(𝜔𝑚) > 𝜅2 /4𝜒 . Отметим, что это неравен

ство заведомо будет выполнено, если скорость набегающего потока достаточ

но велика, поскольку аэродинамический момент пропорционален квадрату 𝑉 ,

а коэффициенты электромеханического взаимодействия, стоящие в правой ча

сти неравенства, от 𝑉 не зависят. В этом случае ветви 𝐼1 и 𝐼2 будут действи

тельными в интервалах 𝜔 ∈ [0, 𝜔*] ∪ [𝜔**, 𝜔𝑀 ], где 𝑀(𝜔*) = 𝑀(𝜔**) = 𝜅2 /4𝜒 .

Соответственно, неподвижные точки также могут существовать только в этих

диапазонах угловых скоростей — в отличие от предыдущего случая.

Очевидно, что для любого значения внешнего сопротивления существует

неподвижная точка динамической системы, отвечающая угловой скорости, ле

жащей в диапазоне 𝜔𝑀 > 𝜔 ⩾ 𝜔**. Кроме того, если 𝑟 достаточно мало, то для

внешних сопротивлений, меньших некоторого значения 𝑅4, имеется, по крайней

мере, еще две неподвижных точки, которые соответствуют угловым скоростям,

принадлежащим диапазону (0, 𝜔*).

Нетрудно показать, что достаточные условия асимптотической устойчиво
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сти неподвижной точки имеют вид:

𝑅 + 𝑟

𝐿
− 𝑀 ′

𝑎(𝜔)

𝐽
> 0,

𝜅2

𝑅 + 𝑟
−𝑀 ′

𝑎(𝜔) > 0 (4.26)

Они, разумеется, совпадают с условиями (4.16). Эти условия заведомо выпол

нены, если 𝑀 ′
𝜔(𝜔) ⩽ 0, т.е. если 𝜔 ⩾ 𝜔𝑚.

4.1.8. Влияние параметра 𝜒 на гистерезис

Представляется интересным проанализировать влияние параметра 𝜒, ха

рактеризующего нелинейность электромеханической связи, на ширину гистере

зиса, т.е. на диапазон сопротивлений, в которых он реализуется.

Рассмотрим некоторое 𝜒 = 𝜒0, такое, что 𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔𝑚) > 0. Будем рас

сматривать 𝐼1,2 как функции 𝜔 и 𝜒, а 𝐼0 –– как функцию 𝜔, 𝜒 и𝑅. Предположим,

что гистерезис существует на нижней ветви решений. Его границы определя

ются такими значениями внешнего сопротивления, при которых кривые 𝐼0 и 𝐼1

касаются при некотором значении угловой скорости. Обозначим эти значения

сопротивления через 𝑅1 и 𝑅2.

Пусть касание имеет место при 𝜔1 и 𝜔2, соответственно (𝜔1 > 𝜔2), причем

𝑀 ′′(𝜔)|𝜔=𝜔1
< 0 и 𝑀 ′′

𝑎 (𝜔)|𝜔=𝜔2
> 0.

Отсюда следует, что 𝑅1 < 𝑅2. Тогда:

𝐼1(𝜔1, 𝜒0) = 𝐼0(𝜔1, 𝜒0, 𝑅1), 𝐼1(𝜔2, 𝜒0) = 𝐼0(𝜔2, 𝜒0, 𝑅2)

𝜕𝐼1
𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝜔1,𝜒0

=
𝜕𝐼0
𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝜔1,𝜒0,𝑅1

,
𝜕𝐼1
𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝜔2,𝜒0

=
𝜕𝐼0
𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝜔2,𝜒0,𝑅2

(4.27)

Рассмотрим теперь 𝜒 = 𝜒0 + 𝑑𝜒. Тогда:

𝐼1(𝜔𝑖 + 𝑑𝜔, 𝜒0 + 𝑑𝜒) = 𝐼0(𝜔𝑖 + 𝑑𝜔, 𝜒0 + 𝑑𝜒,𝑅𝑖 + 𝑑𝑅𝑖), 𝑖 = 1, 2
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Отсюда с учетом (4.27) получаем:

𝑑𝑅𝑖 =

(︃(︂
𝜕𝐼0
𝜕𝑅

)︂−1(︂
𝜕𝐼1
𝜕𝜒

− 𝜕𝐼0
𝜕𝜒

)︂)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔𝑖,𝜒0,𝑅𝑖

𝑑𝜒, 𝑖 = 1, 2

Нетрудно показать, что выполняются следующие соотношения:

𝜕𝐼0
𝜕𝜒

= −𝐼
2
0

𝜅
,

𝜕𝐼0
𝜕𝑅

= − 𝐼20
𝜅𝜔

,

𝜕𝐼1
𝜕𝜒

=
𝐼21√︀

𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔)
,

𝜕𝐼1
𝜕𝜔

=
𝑀 ′

𝑎(𝜔)√︀
𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔)

(4.28)

Теперь интервал сопротивлений, при которых реализуется гистерезис, равен

𝑅2 − 𝑅1 + Δ𝑅, где Δ𝑅 = 𝑑𝑅2 − 𝑑𝑅1. Тогда с учетом (4.27) и (4.28) получим

следующее:

Δ𝑅 =

(︃
𝜔1 − 𝜔2 +

𝜅𝜔1√︀
𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔1)

− 𝜅𝜔2√︀
𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔2)

)︃
𝑑𝜒

Рассмотрим функцию

𝑓(𝜔) =
𝜅𝜔

𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔)
.

Производную этой функции по 𝜔 можно представить в следующем виде:

𝑑𝑓

𝑑𝜔
=

𝜅√︀
𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔)

+
2𝜅𝜒0𝜔

(𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔))3/2
𝑀 ′(𝜔)

Поскольку на интервале (𝜔2, 𝜔1) производная аэродинамического момента

по угловой скорости положительна, 𝑑𝑓 /𝑑𝜔 > 0 на этом промежутке. Соответ

ственно, 𝑓(𝜔1) > 𝑓(𝜔2).

Таким образом, получаем, что Δ𝑅 > 0, соответственно, при увеличении

параметра 𝜒 диапазон гистерезиса увеличивается.

4.1.9. Влияние параметра 𝜒 на величину тока на стационарном

режиме

Посмотрим теперь, как изменяется ток на высокоскоростном стационар

ном режиме (режиме, на котором 𝜔 > 𝜔𝑚) при изменении параметра 𝜒, если

163



внешнее сопротивление остается неизменным.

Пусть при некотором значении 𝜒 = 𝜒0 и внешнем сопротивлении 𝑅 = 𝑅0

стационарный режим реализуется при угловой скорости 𝜔 = 𝜔0. Рассмотрим

вначале случай, когда неподвижная точка системы лежит на пересечении кри

вых 𝐼0 и 𝐼1: Тогда при 𝜒 = 𝜒0 + 𝑑𝜒 (𝑑𝜒 > 0) получим:

𝐼1(𝜔0 + 𝑑𝜔, 𝜒0 + 𝑑𝜒) = 𝐼0(𝜔0 + 𝑑𝜔, 𝜒0 + 𝑑𝜒,𝑅0)

Отсюда:

𝑀 ′
𝑎(𝜔0)√︀

𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔0)
𝑑𝜔 +

𝐼21√︀
𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔0)

𝑑𝜒 =
𝜅(𝑅0 + 𝑟)

(𝑅0 + 𝑟 + 𝜒0𝜔0)
2𝑑𝜔 − 𝐼20

𝜅
𝑑𝜒

Соответственно, приращение угловой скорости определяется следующим

соотношением:

𝑑𝜔 =
𝐼20
𝜅

(︁√︀
𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔0) + 𝜅

)︁
(𝑅0 + 𝑟 + 𝜒0𝜔0)

2

𝜅(𝑅0 + 𝑟)
√︀
𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔0)−𝑀 ′(𝜔0)(𝑅0 + 𝑟 + 𝜒0𝜔0)2

𝑑𝜒 > 0

Таким образом, при увеличении параметра 𝜒 угловая скорость на стационарном

режиме возрастает. Найдем теперь изменение тока на стационарном режиме:

𝑑𝐼 =
𝐼20𝑑𝜒

𝜅

𝑀 ′
𝑎(𝜔0)(𝑅0 + 𝑟 + 𝜒0𝜔0)

2 + 𝜅2(𝑅0 + 𝑟)

𝜅(𝑅0 + 𝑟)
√︀
𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔0)−𝑀 ′

𝑎(𝜔0)(𝑅0 + 𝑟 + 𝜒0𝜔0)
2

Любопытно, что если 𝜔0 близка к 𝜔𝑚, т.е. 𝑀 ′
𝑎 близка к нулю, то величина 𝑑𝐼

положительна, а если 𝜔0 близка к 𝜔𝑀 (т.е. 𝑅0 достаточно велико), то она от

рицательна. Это означает, что при увеличении 𝜒 ток на стационарном режиме,

лежащем на ветви 𝐼1, убывает, если внешнее сопротивление достаточно велико,

и возрастает при меньших значениях сопротивления.

Пусть теперь неподвижная точка рассматриваемой динамической системы

лежит на пересечении кривых 𝐼0 и 𝐼2: 𝐼2(𝜔0, 𝜒0) = 𝐼0(𝜔0, 𝜒0, 𝑅0).
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Аналогично предыдущему случаю, получим:

𝑑𝜔 =
𝐼20
𝜅

(︁√︀
𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔0)− 𝜅

)︁
(𝑅0 + 𝑟 + 𝜒0𝜔0)

2

𝜅(𝑅0 + 𝑟)
√︀
𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔0)−𝑀 ′(𝜔0)(𝑅0 + 𝑟 + 𝜒0𝜔0)2

𝑑𝜒

Учитывая, что 𝑀(𝜔) > 0 в рассматриваемом диапазоне угловых скоро

стей, ясно, что 𝑑𝜔 < 0. Для приращения тока имеем:

𝑑𝐼 =
𝐼20𝑑𝜒

𝜅

𝑀 ′
𝑎(𝜔0)(𝑅0 + 𝑟 + 𝜒0𝜔0)

2 − 𝜅2(𝑅0 + 𝑟)

𝜅(𝑅0 + 𝑟)
√︀
𝜅2 − 4𝜒0𝑀(𝜔0)−𝑀 ′

𝑎(𝜔0)(𝑅0 + 𝑟 + 𝜒0𝜔0)
2

Очевидно, что 𝑑𝐼 < 0. Таким образом, при увеличении 𝜒 ток на стационар

ном режиме, лежащем на ветви 𝐼2, убывает при любом значении сопротивления

(необходимо отметить, впрочем, что сам такой режим существует только при

достаточно малых значениях 𝑅0 и при условии, что внутреннее сопротивление

генератора также достаточно мало).

4.1.10. Влияние параметра 𝜒 на величину мощности на

стационарном режиме

Максимум механической мощности на валу турбины достигается при неко

тором значении 𝜔𝑝 > 𝜔𝑚 угловой скорости:

𝑀 ′(𝜔𝑝)𝜔𝑝 +𝑀(𝜔𝑝) = 0

Отметим, что для всех 𝜒 ⩽ 𝜅2
⧸︀
𝑀(𝜔𝑝) величина максимальной механиче

ской мощности постоянна и равна𝑀(𝜔𝑝)𝜔𝑝. Если параметр 𝜒 становится больше

указанной величины, то стационарный режим с угловой скоростью, равной 𝜔𝑝

оказывается недостижимым, и, естественно, максимальная мощность уменьша

ется.

Величина мощности, передаваемой во внешнюю цепь (на потребителей),

определяется формулой

𝑃𝑒 = 𝐼2𝑅 =𝑀(𝜔)− 𝐼2𝑟.
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Прежде всего, для каждой из ветвей стационарных режимов оценим ве

личину угловой скорости 𝜔𝑒1,2, при которой достигается максимум выходной

мощности 𝑃𝑒. Для первой ветви имеем:

𝑀 ′(𝜔𝑒1)𝜔𝑒1 +𝑀(𝜔𝑒1)− 𝑟𝐼1(𝜔𝑒1)
𝑀 ′(𝜔𝑒1)√︀

𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔𝑒1)
= 0

Поскольку в диапазоне 𝜔 > 𝜔𝑚 производная аэродинамического момента по

угловой скорости отрицательна, получаем, что 𝜔𝑒1 > 𝜔𝑝.

Для второй ветви:

𝑀 ′(𝜔𝑒2)𝜔𝑒2 +𝑀(𝜔𝑒2) + 𝑟𝐼2(𝜔𝑒2)
𝑀 ′(𝜔𝑒2)√︀

𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔𝑒2)
= 0

Очевидно, что 𝜔𝑚 < 𝜔𝑒2 < 𝜔𝑝. Таким образом, максимум выходной мощно

сти на второй ветви достигается при меньшем значении угловой скорости, чем

на первой ветви.

Выясним теперь, как изменяется величина выходной мощности при изме

нении 𝜒. Для первой ветви:

𝜕𝑃𝑒

𝜕𝜒
=
𝑟
(︁
𝜅−

√︀
𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔)

)︁(︁
2𝜒𝑀(𝜔) + 𝜅

√︀
𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔)− 𝜅2

)︁
2𝜒3
√︀
𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔)

(4.29)

Видно, что при 4𝜒𝑀(𝜔𝑚) < 𝜅2 выражение (4.29) меньше нуля для всех

𝜔 из рассматриваемого интервала. Соответственно, нетрудно показать, что на

первой ветви стационарных режимов максимальная мощность, выдаваемая по

требителям, уменьшается с ростом параметра 𝜒.

Для второй ветви:

𝜕𝑃𝑒

𝜕𝜒
=
𝑟
(︁
𝜅+

√︀
𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔)

)︁(︁
−2𝜒𝑀(𝜔) + 𝜅

√︀
𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔) + 𝜅2

)︁
2𝜒3
√︀
𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔)

(4.30)

Выражение (4.30), очевидно, больше нуля. Соответственно, для второй ветви

стационарных режимов максимальная мощность, выдаваемая потребителям,

увеличивается с ростом параметра 𝜒.
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Сравним потребительские мощности на обеих ветвях:

(︀
𝑀(𝜔)− 𝐼21𝑟

)︀
−
(︀
𝑀(𝜔)− 𝐼21𝑟

)︀
=
𝜅𝑟 +

√︀
𝜅2 − 4𝜒𝑀(𝜔)

𝜒2
> 0

Таким образом, максимальная мощность на первой ветви стационарных режи

мов больше, чем максимальная мощность на второй ветви. Соответственно, ре

жимы, лежащие на первой ветви, являются предпочтительными.

4.1.11. Гистерезис стационарных режимов при изменении внешнего

сопротивления

Поскольку при некоторых значениях параметров существует несколько

устойчивых стационарных режимов, в рассматриваемой механической систе

ме возможно возникновение гистерезиса. Для системы без нелинейных членов,

описывающих электромеханическое взаимодействие, гистерезис, возникающий

при изменении внешнего сопротивления, был описан ранее.

0

�

��

�m

RR1R2R3 0 RR1R2R3

I

Рис. 4.7. Качественная зависимость угловой скорости и силы тока на стационарном режиме

от внешнего сопротивления: случай «малого» 𝜒
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Однако в зависимости от величины 𝜒 выделяются две качественно разные

ситуации: Если 4𝜒𝑀(𝜔𝑚) < 𝜅2, то устойчивый высокоскоростной стационарный

режим (𝜔 ⩾ 𝜔𝑚) существует не при всех значениях внешнего сопротивления,

а только для 𝑅 > 𝑅1 (разумеется, если 𝑅1 > 0). При 0 ⩽ 𝑅 < 𝑅2 существует

устойчивый низкоскоростной режим. Если, помимо этого, ∃𝑅3 > 0 и 𝑅3 < 𝑅2,

то при малых 𝑅 помимо медленного режима, существует также устойчивый

высокоскоростной режим. Впрочем, для того, чтобы такой режим можно было

наблюдать в эксперименте, необходимо, чтобы внутреннее сопротивление гене

ратора было весьма мало. Кроме того, наличие трения на валу также уменьшает

область существования таких режимов.

При таких параметрах генератора возможно осуществлять управление с

помощью внешнего сопротивления, поскольку, изменяя его, можно перевести

систему с высокоскоростного режима на низкоскоростной и наоборот.

Такая ситуация качественно проиллюстрирована на рис. 4.7, где приведе

ны кривые зависимостей угловой скорости и силы тока на стационарном режиме

от внешнего сопротивления.

Если 4𝜒𝑀(𝜔𝑚) > 𝜅2, то устойчивый высокоскоростной режим существу

ет при всех значениях внешнего сопротивления. Соответственно, если система

выйдет на такой режим, то при любом последующем изменении 𝑅 она останет

ся на высокоскоростном режиме. Перейти на низкоскоростной режим просто

за счет изменения сопротивления невозможно (что ограничивает возможности

управления системой за счет внешнего сопротивления).

Такая ситуация качественно проиллюстрирована на рис. 4.8, где приведе

ны кривые зависимостей угловой скорости и силы тока на стационарном режиме

от внешнего сопротивления.

Необходимо отметить, что при критическом значении параметра 𝜒 (или 𝑉 )
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Рис. 4.8. Качественная зависимость угловой скорости и силы тока на стационарном режиме

от внешнего сопротивления: случай «большого» 𝜒

многообразие стационарных режимов претерпевает качественную перестройку.

Следует отметить также, что приведенные результаты в целом справедли

вы и для других типов ветротурбин (например, для турбины Савониуса, как

показано в [176]).

4.1.12. Экспериментальная верификация

Определение характеристик электромеханического взаимодействия

генератора

Для экспериментальной верификации предложенной модели использова

лась ветроэнергетическая установка производства компании Superb Electric Co.

(Тайвань) (рис. 4.9). Ее турбина состоит из шести лопастей, причем длина ло

пастей 𝑏 составляет 0,55 м.

Для того чтобы определить характеристики электромеханического взаимо

действия генератора (будем далее называть его «генератор 1»), воспользуемся
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Рис. 4.9. Ветроэнергетическая установка в дозвуковой аэродинамической трубе

результатами экспериментов, проведенных в НИИ механики МГУ и описанных,

в частности, в [10]. В этих экспериментах генератор приводился в движение с

помощью электродвигателя, соединенного с его осью. При этом изменялся вы

ходной момент двигателя и внешнее сопротивление в цепи якоря исследуемого

генератора. В результате был получен набор зависимостей выходного тока гене

ратора 1 от угловой скорости якоря при различных внешних сопротивлениях.

На базе этой информации были определены следующие значения параметров

генератора 1:

𝜅 = 2.45 НмА−1, 𝜒 = 0.78 НмА−2, 𝑟 = 40 Ом (4.31)

Качество аппроксимации, получающееся при значениях (4.31), проиллюстриро

вано на рис. 4.10, на котором изображены экспериментальные зависимости тока

на стационарном режиме от угловой скорости, полученные в ходе испытаний
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Рис. 4.10. Ветроэнергетическая установка в дозвуковой аэродинамической трубе

при разных значениях 𝑅 (крестики), и результаты расчета по предложенной

модели (сплошные линии).

Видно, что расчетные кривые достаточно хорошо согласуются с результа

тами экспериментов.

Идентификация аэродинамического момента, действующего на

лопасти

Предложенная модель позволяет восстановить аэродинамический момент,

действующий на лопасти установки на стационарном режиме, по измерениям

силы тока и скорости потока на этом режиме (разумеется, при условии, что

известны параметры генератора):

𝐶𝑚(Ω) =
2

𝜌𝑆𝑏𝑉 2

(︀
𝜅𝐼 − 𝜒𝐼2

)︀
(4.32)
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Таким образом, для определения зависимости коэффициента аэродинами

ческого момента от быстроходности требуется определить параметры генерато

ра и измерять скорость потока, угловую скорость турбины и ток в цепи якоря.

Отметим, что выполнять измерения тока (и обеспечить достижение нужной

точности) технически значительно проще, чем измерения непосредственно мо

мента.

Для идентификации аэродинамического момента использовались данные,

полученные при испытаниях указанной ветроэнергетической установки в до

звуковой аэродинамической трубе А6 НИИ механики МГУ [10]. В этих экспери

ментах в цепь ротора генератора (после выпрямителя) включались различные

внешние сопротивления и измерялась угловая скорость турбины, а также ток

и напряжение во внешней цепи. Испытания проводились при разных скоростях

набегающего потока (от 4 до 12 м/с).

Воспользуемся серией экспериментов, в которой скорость потока составля

ла 6 м/с. Соответствующие данные представлены на рис. 4.11.

Сформируем аппроксимационную формулу для описания зависимости 𝐶𝑚

от быстроходности. В предыдущих разделах было показано, что в области до

статочно больших значений Ω для аэродинамического момента можно исполь

зовать зависимость следующей структуры:

𝐶𝑚1(Ω) = 𝐴2Ω
2 + 𝐴1Ω + 𝐴0 +𝐵1Ω

−1 +𝐵2Ω
−2

В то же время, разложение момента в ряд Тэйлора в нуле по Ω, очевидно, дает

следующее выражение:

𝐶𝑚2(Ω) = 𝐾0 +𝐾1Ω +𝐾2Ω
2

Для того чтобы получить аппроксимационную формулу для всего рассматри
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Рис. 4.11. Сопоставление аппроксимации аэродинамического момента с экспериментальными

данными: эксперименты с генератором 1

ваемого диапазона значений Ω, «склеим» эти два выражения:

𝐶𝑚(Ω) =

⎧⎨⎩𝐴2Ω
2 + 𝐴1Ω + 𝐴0 +𝐵1Ω

−1 +𝐵2Ω
−2, Ω > Ω*

𝐾0 +𝐾1Ω +𝐾2Ω
2, Ω ⩽ Ω*

(4.33)

Здесь Ω* — значение, при котором выполняется равенство 𝐶𝑚1(Ω*) = 𝐶𝑚2(Ω*).

Используя метод наименьших квадратов, получим для параметров в фор

муле (4.33) следующие значения:

Ω* = 2.8974𝐾0 = 0.0149, 𝐾1 = 0.0066,

𝐾2 = 0.0034 𝐴0 = −13.4081, 𝐴1 = 1.9257,

𝐴2 = −0.1034, 𝐵1 = 40.9669, 𝐵2 = −45.2529

(4.34)

На рис. 4.11 квадратиками изображены значения безразмерного коэффициента

момента, восстановленные по формуле (4.32) на основе данных, полученных в
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описанных выше экспериментах. Сплошная линия соответствует аппроксима

ционной зависимости (4.33) с учетом (4.34). По оси абсцисс отложены значения

быстроходности турбины.

Видно, что предложенная аппроксимация достаточно хорошо описывает

экспериментальные данные.

Отметим, что в значение Ω* оказывается в области, в которой экспери

ментальные точки отсутствуют. Это связано с тем, что при таких значениях

угловой скорости в системе нет устойчивых стационарных режимов. Экспери

ментальное определение характеристик неустойчивых режимов связано с доста

точно большими трудностями и в данной серии экспериментов не проводилось.

В то же время, в будущем необходимо будет выполнить такие измерения, чтобы

уточнить формулу (4.33) в «среднем» диапазоне значений угловых скоростей.

Чтобы убедиться в объективности методики идентификации аэродинами

ческого момента, воспользуемся следующим соображением. Ясно, что аэроди

намические свойства ветротурбины не должны зависеть от генератора, подклю

ченного к ней (в предположении, что взаимодействие потока с корпусом гене

ратора незначительно). Соответственно, моменты, восстановленные по экспери

ментальным данным, полученным для одних тех же лопастей, но подключен

ных к разным генераторам, должны быть близки.

В [19] описаны эксперименты, в рамках которых лопасти указанной выше

ветротурбины были присоединены к другому генератору (ниже будем называть

его «генератор 2»), разработанному и изготовленному Национальным универси

тетом Чен-Кун (National Cheng Kung University, Тайвань). В указанной работе

было показано, что зависимость вырабатываемого тока от угловой скорости ро

тора при фиксированной нагрузке с достаточно хорошей точностью является
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линейной:

𝐼 =
𝜅2𝜔

𝑅 + 𝑟2
; 𝜅2 = 0.32 НмА−1, 𝜒2 = 0, 𝑟2 = 1 Ом (4.35)

ВЭУ, получившаяся в результате присоединения указанной ветротурбины

к генератору 2, была помещена в дозвуковую аэродинамическую трубу А6 НИИ

механики МГУ. Была проведена серия продувок при разных скоростях набега

ющего потока (от 4 до 10 м/с) и разных значениях внешнего сопротивления,

включенного в цепь ротора генератора (через выпрямитель). При этом измеря

лись угловая скорость турбины, а также ток и напряжение во внешней цепи.

Рис. 4.12. Сопоставление аппроксимации аэродинамического момента с экспериментальными

данными: эксперименты с генератором 2

По этим данным на основе (4.32) с учетом (4.35) были рассчитаны значе

ния безразмерного коэффициента момента для разных значений Ω. Результаты
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представлены на рис. 4.12, где по оси абсцисс отложены значения быстроходно

сти турбины, а по оси ординат — безразмерный коэффициент момента.

Сплошной линией изображена зависимость (4.33). Видно, что полученная

аппроксимационная формула достаточно хорошо описывает как аэродинамиче

ский момент, восстановленный по измерениям, выполненным с генератором 1,

так и момент, восстановленный по измерениям, выполненным с генератором 2.

Это означает, что предложенная методика восстановления аэродинамического

момента по результатам измерения тока является достаточно надежной.

Моделирование поведения ветротурбины

Перейдем теперь к моделированию поведения ветротурбины. Для этого

в среде Matlab был разработан модуль на базе предложенной математической

модели (4.20) с учетом соотношений (4.33).

Прежде всего, смоделируем эволюцию угловой скорости и силы тока во

внешней цепи на устойчивых стационарных режимах при изменении внешнего

сопротивления. Результаты расчетов представлены на рис. 4.13-4.14 (сплошные

кривые). На этих же рисунках приведены экспериментальные данные (квадра

тики).

Видно, что в целом предложенная модель хорошо согласуется с резуль

татами экспериментов. Отметим, что верхняя ветвь стационарных режимов,

которая отвечает рабочим режимам установки, описывается достаточно точно.

Несколько худшее согласие имеет место в области средних угловых скоростей.

Это может быть связано со значительным влиянием погрешностей эксперимен

тальных измерений и аппроксимации в окрестности значения внешнего сопро

тивления, при котором имеет место седлоузловая бифуркация (когда параметр

𝑅, уменьшаясь, проходит это значение, рождается пара стационарных реше
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Рис. 4.13. Зависимость угловой скорости на стационарных режимах от сопротивления

ний).

Теперь обратимся к неустановившимся движениям системы. Здесь особен

но интересно проанализировать влияние непостоянства скорости ветра.

Рассмотрим ситуацию, когда скорость потока меняется со временем по

гармоническому закону:

𝑉 = 𝑉0 +Δ𝑉 sin 𝜈𝑡

Исследуем влияние частоты и амплитуды колебаний величины 𝑉 на поведение

системы. Из общих соображений ясно, что проявления нетривиальных эффек

тов можно ожидать в ситуации, когда установка при среднем значении скорости
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Рис. 4.14. Зависимость силы тока на стационарных режимах от сопротивления

ветра находится вблизи оптимального режима (соответствующего максимуму

момента или вырабатываемой мощности). Поэтому для расчета были выбраны

следующие значения параметров: 𝑅 = 60 Ом, 𝑉0 = 8 м/с. Момент инерции

вращающихся частей принят равным 0.5 кг· м2 (что примерно соответствует

значению для реальной установки).

Результаты расчетов приведены на рис. 4.15-4.16 в виде зависимостей уг

ловой скорости от времени. Пунктирными линиями отмечены стационарные

значения угловой скорости, сплошными — ее значения скорости в переходном

процессе.
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Рис. 4.16. Зависимость угловой скорости турбины от времени при разных амплитудах скоро

сти ветра

При скорости ветра, равной 𝑉0, существует притягивающий высокоскорост

ной режим (рис. 4.15 а). Этот режим существует и при скоростях ветра, близ

ких к 𝑉0. В частности, для исследуемой системы при принятых значениях и

выбранном R этот режим существует при 𝑉 > 7.7 м/с. Однако если скорость

ветра гармонически меняется с малой частотой, то происходит «сваливание»

установки на низкоскоростной режим (рис. 4.15 б).

В то же время, при относительно больших значениях 𝜈 установка совер

шает колебания в окрестности высокоскоростного режима (рис. 4.15 в).
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Увеличение амплитуды колебаний ветра в определенных ситуациях вна

чале приводит к некоторому уменьшению средней угловой скорости установки

(рис. 4.16 а,б). Это уменьшение тем значительнее, чем больше амплитуда. Если

же Δ𝑉 превышает некоторое критическое значение, то установка после неко

торого переходного процесса выходит в окрестность низкоскоростного режима,

соответствующего среднему значению 𝑉 (рис. 4.16в).

Интересно, что отмеченное выше снижение средней угловой скорости бы

ло экспериментально зарегистрировано также и для вертикально-осевой ВЭУ

[88]. Данный эффект следует учитывать при проведении измерений в аэродина

мической трубе (по крайней мере, если колебания скорости потока составляют

порядка 10% или выше).

4.2. Динамика ветроэнергетических установок

колебательного типа

Ветроэнергетические установки, рабочий элемент которых совершает вра

щательное движение, являются наиболее распространенным типом таких уст

ройств. Однако в последнее время все более пристальное внимание уделяется

изучению возможности преобразовывать энергию потока среды в полезные фор

мы с помощью установок, в которых рабочий элемент совершает колебания под

действием потока. Механизмы возникновения таких колебаний могут быть раз

ными — галопирование, флаттер, вихри, сходящие с поверхности тела и т.д.

Для выработки электроэнергии в таких системах могут использоваться, в част

ности, пьезоэлементы или линейные электрогенераторы.

Следует отметить, что двухзвенный аэродинамический маятник, рассмот

ренный в главе 2, также может использоваться в качестве рабочего элемента
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подобных ветроэнергетических установок. В работах [175], [173] исследовано

влияние различных параметров на характеристики колебаний маятника и да

ны оценки выходной мощности.

Далее мы рассмотрим особенности динамики двух электромеханических

систем, в которых энергия колебаний тела, индуцированных потоком среды,

преобразуется в электричество.

4.2.1. Динамика ветроэнергетической установки, использующей

эффект галопирования

В этом разделе мы рассмотрим ветроэнергетическую установку, использу

ющую эффект галопирования. Это явление представляет собой возникновение

колебаний плохообтекаемых тел в направлении поперек потока в случае, когда

скорость потока превосходит некоторое критическое значение. Вообще говоря,

галопирование обусловлено тем, что при определенных условиях для плохооб

текаемых тел аэродинамическое демпфирование оказывается отрицательным.

Уравнения движения

Рассмотрим аэроупругую систему, состоящую из тела 𝑀1 и 𝑀2, которые

могут двигаться поступательно вдоль горизонтальной оси 𝑂𝑌 (см. рис. 4.17).

Тело𝑀1 представляет собой материальную точку, а тело𝑀2 имеет форму квад

ратной призмы, ось которой перпендикулярна линии движения и вертикальна.

Две стороны основания призмы параллельны оси 𝑂𝑌 . Оба тела соединены пру

жиной. Точка𝑀1, кроме того, прикреплена пружиной к неподвижной точке 𝑂.

К призме жестко прикреплен магнит 𝑀3, который может двигаться внутри ка

тушки индуктивности. Эта катушка включена в электрическую цепь, которая

также содержит нагрузочное сопротивление 𝑅𝑙. При движении призмы маг

181



нит движется внутри катушки, и в цепи индуцируется электрический ток (эта

схема представляет собой простейший линейный электрогенератор). Тела 𝑀1 и

𝑀2 находятся в горизонтальном стационарном потоке воздуха. Предполагается,

что поток действует только на призму. Скорость потока равна 𝑉 и перпенди

кулярна оси 𝑂𝑌 . Такая конфигурация системы отличается от рассмотренных

в [192] наличием электрического контура и тем, что аэродинамическое воздей

ствие приложено к первому телу (которое непосредственно связано с неподвиж

ным основанием). Пусть 𝑂𝑋𝑌 — неподвижная система координат, ось абсцисс
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Рис. 4.17. Галопирующая ветроэнергетическая установка с двумя подвижными массами (вид

сверху).

которой направлена вдоль набегающего потока. Чтобы описать динамику на

шей электромеханической системы, введем координаты 𝑌1 и 𝑌2 тел 𝑀1 и 𝑀2,

соответственно, и ток 𝐼 в электрической цепи.

Чтобы смоделировать аэродинамическое воздействие на призму, восполь

зуемся квазистатическим подходом. В рамках этого подхода аэродинамические

силы предполагаются зависящими только от мгновенного состояния движения

тела. Он широко используется (например, в [104, 165]), поскольку он позволяет
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эффективно проводить параметрический анализ и во многих случаях обеспечи

вает достаточно точное описание особенностей поведения тела. Многочислен

ные исследования (в частности, [159]) показывают, что феномен галопирования

достаточно хорошо описывается данной моделью. Аэродинамическую силу, дей

ствующую на призму, представим в виде суммы подъемной (или боковой) силы

𝐿 и силы лобового сопротивления 𝐷, приложенных в центре призмы, причем

сила 𝐷 направлена вдоль воздушной скорости 𝑉𝑎 (т.е. скорости призмы относи

тельно набегающего потока), а сила 𝐿 – перпендикулярно ей. Эти силы имеют

следующую структуру:

𝐷 =
𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝑎 𝐶𝑑(𝛼), 𝐿 =

𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝑎 𝐶𝑙(𝛼) (4.36)

где 𝜌 — плотность воздуха, 𝑆 — площадь боковой поверхности призмы, 𝛼 —

угол атаки, т.е. угол между скоростью 𝑉𝑎 и осью 𝑂𝑋, 𝐶𝑑 и 𝐶𝑙 — безразмерные

коэффициенты боковой силы и силы лобового сопротивления, соответственно.

Очевидно, выполнены следующие соотношения:

𝑉𝑎 =
√︁
𝑉 2
2 + 𝑉 2 (4.37)

Из (4.36) и (4.37) мы можем найти проекцию 𝐹𝑦 результирующей аэродинами

ческой силы на направление движения:

𝐹𝑦 =
𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝑎 𝐶𝑦(𝛼) =

𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝑎 (𝐶𝑙 cos𝛼− 𝐶𝑑 sin𝛼) (4.38)

Из соображений симметрии ясно, что 𝐶𝑦 в выражении (4.38) представляет

собой нечетную функцию 𝛼. Поэтому в области сравнительно малых 𝛼 эту

функцию можно приближенно представить в виде полинома следующего ви

да: 𝐶𝑦 =
∑︀𝑛

𝑖=1𝐶𝑦,2𝑖+1𝛼
2𝑖+1. Коэффициенты 𝐶𝑦,2𝑖+1 и их количество зависят от

формы призмы. Во многих исследованиях (например, [192]) используются ку

бические полиномы. Однако такое число членов разложения во многих случа

ях оказывается недостаточным для того, чтобы описать основные особенности
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поведения 𝐶𝑦 даже в диапазоне малых 𝛼. В частности, рассмотрим экспери
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Рис. 4.18. Зависимость коэффициента поперечной аэродинамической силы от угла атаки 𝛼

(рад); точки — экспериментальные данные из [167]; пунктирная линия — аппроксимация

(4.39).

ментальные данные из работы [167], относящиеся к квадратной призме (без

соединенной с ней пластины). Измеренные значения коэффициента 𝐶𝑦 пред

ставлены на рис. 4.18 точками. Для того чтобы получить достаточно точную

аппроксимацию 𝐶𝑦, необходим полином, по крайней мере, 5 степени:

𝐶𝑎𝑝𝑝𝑟
𝑦 = 𝐶𝑦1𝛼 + 𝐶𝑦3𝛼

3 + 𝐶𝑦5𝛼
5 (4.39)

где 𝐶𝑦1 = 1.64, 𝐶𝑦3 = 17.5, 𝐶𝑦5 = −272.3. Аппроксимационная кривая (4.39)

изображена на рис. 4.18 пунктирной линией. Она достаточно близка к экспери

ментальным данным в диапазоне |𝛼| < 0.35. Поэтому в дальнейшем мы будем

использовать формулу (4.39), предполагая, что 𝐶𝑦1 > 0, 𝐶𝑦3 > 0 и 𝐶𝑦5 < 0.

Аналогично [98, 76], мы будем использовать следующие формулы для опи

сания ЭДС 𝐸, создаваемой в катушке движущимся магнитом, и силы 𝐹𝑒𝑚, дей

ствующей на магнит со стороны электромагнитного поля:

𝐸 = 𝐶
𝑑𝑌2
𝑑𝑡
, 𝐹𝑒𝑚 = −𝐶𝐼 (4.40)
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При записи уравнения для электрического контура необходимо учитывать на

личие у катушки индуктивности 𝐿𝑐 и внутреннего сопротивления 𝑅𝑐.

Таким образом, уравнения движения рассматриваемой электромеханиче

ской системы с учетом можно записать следующим образом:

𝑚1
𝑑2𝑌1
𝑑𝑡2

+ 𝑘1𝑌1 + 𝑘2(𝑌1 − 𝑌2) + ℎ1
𝑑𝑌1
𝑑𝑡

+ ℎ2

(︂
𝑑𝑌1
𝑑𝑡

− 𝑑𝑌2
𝑑𝑡

)︂
= 0

𝑚2
𝑑2𝑌2
𝑑𝑡2

+ 𝑘2(𝑌2 − 𝑌1) + ℎ2

(︂
𝑑𝑌2
𝑑𝑡

− 𝑑𝑌1
𝑑𝑡

)︂
=

=
𝜌𝑆

2

(︃
𝑉 2 +

(︂
𝑑𝑌2
𝑑𝑡

)︂2
)︃
𝐶𝑦 (𝛼)− 𝐶𝐼

𝐿𝑐
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= − (𝑅𝑙 +𝑅𝑐) 𝐼 + 𝐶

𝑑𝑌2
𝑑𝑡

(4.41)

Здесь 𝑚1 — масса точки 𝑀1, 𝑚2 — масса призмы 𝑀2 вместе с магнитом 𝑀3;

𝑘1,2 — коэффициенты жесткости пружин; ℎ1,2 — коэффициенты демпфирования

пружин.

Чтобы уменьшить число параметров, перейдем к безразмерным перемен

ным:

𝜏 =
𝑡𝑈

𝑏
, 𝑦1,2 =

𝑌1,2
𝑏
, 𝐼 =

𝐼𝑅𝑐

𝐶𝑈
, 𝑉 =

𝑉

𝑈
,

𝑚 =
𝑚2

𝑚1
, 𝑘1,2 =

𝑘1,2𝑏
2

𝑚1𝑈 2
, 𝑘 =

𝑘2
𝑘1
, ℎ̄1,2 =

ℎ1,2𝑏

𝑚1𝑈
,

𝜇 =
𝜌𝑆𝑏

2𝑚1
, 𝐿 =

𝐿𝑐𝑈

𝑏𝑅𝑐
, 𝑅 =

𝑅𝑙

𝑅𝑐
, 𝜒 =

𝐶2𝑏

𝑅𝑐𝑚1𝑈

(4.42)

Здесь 𝑈 — некоторая характерная скорость.

Используя (4.42) и обозначая производную по 𝜏 точкой, преобразуем си

стему (4.41) в следующую систему безразмерных уравнений:

𝑦1 + 𝑘1𝑦1 + 𝑘2(𝑦1 − 𝑦2) + ℎ̄1�̇�1 + ℎ̄2 (�̇�1 − �̇�2) = 0

𝑚𝑦2 + 𝑘2(𝑦2 − 𝑦1) + ℎ̄2 (�̇�2 − �̇�1) = 𝜇
(︀
𝑉 2 + �̇�22

)︀
𝐶𝑦(𝛼)− 𝜒𝐼

𝐿 ˙̄𝐼 = − (𝑅 + 1) 𝐼 + �̇�2

(4.43)
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Очевидно, эта система имеет единственное положение равновесия, а именно,

тривиальное: 𝑦1 = 𝑦2 = 𝐼 = 0.

В дальнейшем в этом разделе для упрощения записи будем опускать черту

над безразмерными величинами.

Представляется интересным сопоставить динамику системы (4.43) с по

ведением системы, содержащей только одно подвижное тело (призму), масса

которого равна суммарной массе системы, изображенной на рис. 4.17.

Безразмерные уравнения движения системы с одной колеблющейся мас

сой, как нетрудно видеть, могут быть представлены в следующем виде с сохра

нением прежних обозначений:

(𝑚+ 1)𝑦2 + 𝑘1𝑦2 + ℎ1�̇�2 = 𝜇
(︀
𝑉 2 + �̇�22

)︀
𝐶𝑦(𝛼)− 𝜒𝐼

𝐿𝐼 = − (𝑅 + 1) 𝐼 + �̇�2
(4.44)

Чтобы сопоставить эффективность отбора энергии потока с помощью систем

с одной и двумя подвижными массами, исследуем и сравним области неустой

чивости тривиального равновесия этих систем в пространстве параметров и

мощность, вырабатываемую этими системами на установившихся колебаниях.

Анализ устойчивости равновесия

Для анализа устойчивости равновесия линеаризуем систему (4.43) в окрест

ности этой неподвижной точки с учетом соотношений (4.37) и (4.39):

𝑦1 + 𝑘1𝑦1 + 𝑘2(𝑦1 − 𝑦2) + ℎ1�̇�1 + ℎ2 (�̇�1 − �̇�2) = 0

𝑚𝑦2 + 𝑘2(𝑦2 − 𝑦1) + ℎ2 (�̇�2 − �̇�1) = 𝜇𝑉 𝐶𝑦1�̇�2 − 𝜒𝐼

𝐿𝐼 = − (𝑅 + 1) 𝐼 + �̇�2

(4.45)
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Вначале обсудим ситуацию, когда электрическая цепь отсутствует (т.е. 𝐿 = 0 и

𝜒 = 0). При этом уравнения (4.45) можно записать в следующем виде:

Mÿ +Dẏ + (K+K′)y = 0, (4.46)

где y = (𝑦1 𝑦2)
𝑇 и

M =

⎛⎝ 1 0

0 𝑚

⎞⎠ ,D =

⎛⎝ ℎ1 + ℎ2 −ℎ2
−ℎ2 ℎ2 − 𝑉 𝜇𝐶𝑦1

⎞⎠ ,

K =

⎛⎝ 𝑘2 −𝑘2
−𝑘2 𝑘2

⎞⎠ , K′ =

⎛⎝ 𝑘1 0

0 0

⎞⎠ .

Из выражения для матрицы 𝐷 в (4.46) видно, что при достаточно большом 𝑉

имеет место неустойчивость. Отметим, что для крыла подъемная сила направ

лена в противоположную сторону, что обеспечивает асимптотическую устойчи

вость при любых скоростях потока (см. п. 3.1.4).

В этой системе отсутствуют как гироскопические, так и позиционные некон

сервативные силы. Кроме того, det (K+K′) = 𝑘1𝑘2 ≥ 0. Следовательно, если

detD > 0, то тривиальное равновесие асимптотически устойчиво при любых

𝑘1,2 > 0.

Характеристическое уравнение системы (4.45) можно представить в следу

ющем виде:

𝑚𝜆4 + (𝑚(ℎ1 + ℎ2) + ℎ2 − 𝜇𝑉 𝐶𝑦1)𝜆
3+

+ (ℎ1ℎ2 − (ℎ1 + ℎ2)𝜇𝑉 𝐶𝑦1 +𝑚(𝑘1 + 𝑘2) + 𝑘2)𝜆
2+

(ℎ1𝑘2 + ℎ2𝑘1 − 𝜇𝑉 𝐶𝑦1(𝑘 + 𝑘1))𝜆+ 𝑘1𝑘2 = 0 (4.47)

Рассмотрим ситуацию, когда в системе нет полной диссипации, но, в то же

время, демпфирование пружин достаточно велико:

detD = ℎ1ℎ2 − 𝜇𝑉 𝐶𝑦1(ℎ1 + ℎ2) < 0, ℎ2 − 𝑉 𝜇𝐶𝑦1 > 0. (4.48)
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Заметим, что если detD < 0 и при этом величины 𝑘1 и 𝑘2 достаточно

малы, то коэффициент при 𝜆2 в многочлене (4.47) становится отрицательным,

что означает неустойчивость равновесия.

Если неравенства (4.48) выполнены и, кроме того, | det𝐷| ≪ 1, ℎ1 > ℎ2

и 𝜇 < 1 (последнее условие означает, что тело 𝑀2 легче, чем тело 𝑀1), то

удовлетворяются условия (2.24). Следовательно, изменение коэффициента 𝑘1 в

диапазоне от 0 до бесконечности сопровождается двумя изменениями характера

устойчивости.

Рассмотрим также случай, когда выполняются условия (4.48) и при этом

|ℎ2 − 𝑢𝐶𝑦1| = 𝜀 ≪ 1. Нетрудно показать, что тогда уравнение 𝐻3𝜅 = 0 (рас

сматриваемое как уравнение на 𝑘1) имеет два действительных корня. Один из

них положителен и имеет порядок 𝜀−1. Знак другого корня совпадает со зна

ком выражения 𝑑1−𝑢𝐶𝛼
𝑦 . В этом случае характер устойчивости также меняется

дважды, когда параметр 𝑘1 пробегает значения от 0 до ∞.

Интересно отметить, что если сделать систему более «жесткой», равнове

сие не обязательно станет (или даже останется) асимптотически устойчивым.

Рассмотрим ситуацию, показанную на рис. 4.19а. Точка 𝐴 соответствует мень

шим значениям коэффициентов жесткости обеих пружин, чем точка 𝐵. Однако

равновесие асимптотически устойчиво в точке 𝐴 и неустойчиво в точке 𝐵. Та

ким образом, увеличение коэффициентов жесткости обеих пружин дестабили

зирует систему. Естественно, верно и обратное: уменьшение жесткостей пружин

крепления при определенных условиях может обеспечить стабилизацию.

Этот эффект выглядит несколько неожиданным.

Влияние коэффициентов демпфирования пружин крепления на устойчи

вость равновесия оказывается, так сказать, «нормальным». Из рис. 4.19 легко

видеть, что увеличение коэффициента демпфирования ℎ1 первой пружины ве
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Рис. 4.19. Область неустойчивости в зависимости от параметров системы.

дет к уменьшению области неустойчивости, как и следовало ожидать. То же

справедливо и для ℎ2.

Потеря устойчивости сопровождается рождением предельного цикла (би

фуркация Андронова-Хопфа). Численное исследование показывает, что первая

Ляпуновская величина положительна в широком диапазоне значений парамет

ров системы. Соответственно, бифуркация оказывается субкритической.

Теперь вернемся к рассмотрению системы с учетом электрической цепи. В

качестве характерной скорости выберем величину 𝑈 = 𝑏
√
𝑘1𝑚1 (здесь все вели

чины размерные). Тогда безразмерная жесткость первой пружины будет равна

1. Характеристический полином системы (4.45) можно при этом представить в

следующем виде:

𝐿𝑚𝜆5 + (−𝐿𝑉 𝜇𝐶𝑦1 + ((ℎ1 + ℎ2)𝑚+ ℎ2)𝐿+𝑚(𝑅 + 1))𝜆4+

+ (−𝑉 𝜇𝐶𝑦1((𝑅 + 1) + 𝐿(ℎ1 + ℎ2)) + (ℎ1ℎ2 + (𝑘 + 1)𝑚+ 𝑘)𝐿 +

+ (𝑅 + 1)((𝑚+ 1)ℎ2 +𝑚ℎ1) + 𝜒)𝜆3+

+ (− ((𝑘 + 1)𝐿+ (𝑅 + 1)(ℎ1 + ℎ2))𝑉 𝜇𝐶𝑦1 + (ℎ1𝑘 + ℎ2)𝐿+

+ (𝑅 + 1)ℎ1ℎ2 + 𝜒(ℎ1 + ℎ2) + (𝑅 + 1)((𝑚+ 1)𝑘 +𝑚))𝜆2+

+ ((−𝑉 𝜇𝐶𝑦1(𝑘 + 1)(𝑅 + 1) + 𝑘𝐿+ (𝑅 + 1)(𝑘ℎ1 + ℎ2) + (𝑘 + 1)𝜒)𝜆+

+ 𝑘(𝑅 + 1) (4.49)
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Чтобы проанализировать устойчивость, сделаем некоторые дополнительные пред

положения. Если тела движутся в воздухе, представляется естественным пред

положить, что их средняя плотность значительно больше, чем плотность возду

ха, т.е. величина 𝜇 мала. Кроме того, предположим, что коэффициенты демп

фирования пружин и безразмерный коэффициент электромеханического взаи

модействия также малы. Такая ситуация имеет место, в частности, если вы

брать параметры, приведенные в работе [98]. Наконец, будем считать, что без

размерный коэффициент индуктивности тоже мал (т.е. характерные времена

для процессов, протекающих в электрической цепи, существенно меньше, чем

для процессов, протекающих в механической части системы). Иными словами:

𝜇≪ 1, ℎ1 ∼ 𝜇, ℎ2 ∼ 𝜇, 𝜒 ∼ 𝜇, 𝐿 ∼ 𝜇 (4.50)

Отметим, что в «вырожденном» случае, т.е. при 𝜇 = ℎ1 = 𝜇 = ℎ2 = 𝜒 = 𝐿 = 0,

полином (4.49) принимает следующий вид:

(𝑅 + 1)
(︀
𝑚𝜆4 + ((𝑚+ 1)𝑘 +𝑚)𝜆2 + 𝑘

)︀
С учетом (4.50) мы можем найти корни полинома (4.49) в виде разложения по

малому параметру:

𝜆1 = −𝑅 + 1

𝐿
+

𝜒

𝑚(𝑅 + 1)
+ 𝑜(𝜇)

𝜆2−5 = ±𝑖𝜔1,2 +
𝜇𝐶𝑦1(−𝜔2

1,2 + 𝑘 + 1)

(−4𝜔2
1,2 + 2𝑘 + 2)𝑚+ 2𝑘

(𝑉 − 𝑉𝑐1,2) + 𝑜(𝜇)

(4.51)

где

𝑉𝑐1,2 =
ℎ1(𝑘 −𝑚𝜔2

1,2) + ℎ2(1−𝑚𝜔2
1,2 − 𝜔2

1,2)

𝜇𝐶𝑦1(−𝜔2
1,2 + 𝑘 + 1)

+
𝜒

𝜇𝐶𝑦1(𝑅 + 1)
(4.52)

а 𝜔1,2 — положительные корни следующего уравнения:

𝑚𝜔4 − (𝑚𝑘 + 𝑘 +𝑚)𝜔2 + 𝑘 = 0 (4.53)
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причем для определенности будем считать, что 𝜔1 < 𝜔2.

Величины 𝜔1,2 представляют собой собственные частоты системы колеба

ний в отсутствие потока и без сопряжения с электрической частью.

Прямой подстановкой в (4.62) нетрудно показать, что выполняются следу

ющие неравенства:

𝜔1 < 1 < 𝜔2, 𝜔1 <
√
𝑘 + 1 < 𝜔2, 𝜔1 <

√︂
1

𝑚+ 1
< 𝜔2,

𝜔1 <

√︂
𝑘

𝑚
< 𝜔2, 𝜔1 <

4

√︂
𝑘

𝑚
< 𝜔2

(4.54)

Из (4.51) и (4.54) нетрудно видеть, что вещественная часть корня 𝜆1 всегда отри

цательна (поскольку величины 𝐿 и 𝜒 малы), и равновесие становится неустойчи

вым, когда скорость ветра превышает критическое значение 𝑉𝑐 = min(𝑉𝑐1, 𝑉𝑐2).

Нетрудно показать, что для системы (4.43) в предположениях (4.50) кри

тическая скорость ветра 𝑉 𝑠
𝑐 определяется следующим выражением:

𝑉 𝑠
𝑐 =

ℎ1
𝜇𝐶𝑦1

+
𝜒

𝜇𝐶𝑦1(𝑅 + 1)
(4.55)

Заметим, что из (4.62) следует, что 𝜔1 → (𝑚+ 1)−1/2 ∼ 1 при 𝑘 → ∞. Соответ

ственно, из (4.52) мы получаем, что имеет место соотношение 𝑉 𝑠
𝑐 = lim𝑘→∞𝑉𝑐1,

как и следовало ожидать.

Вычисление производных от выражений (4.52) по ℎ1, ℎ2 и 𝜒 с учетом нера

венств (4.54) показывает, что 𝑉𝑐1 и 𝑉𝑐2, монотонно растут с увеличением этих

параметров, что представляется вполне естественным.

Чтобы определить влияние жесткости пружины между телами на устой

чивость, будем рассматривать величины 𝑉𝑐1,2 как функции 𝑘 и вычислим их
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производные по этому параметру:

𝑑𝑉𝑐1
𝑑𝑘

= −4𝑚2((ℎ2 − (2ℎ1 + ℎ2)𝑘)𝑚+ ℎ2(Δ− 𝑘))

𝜇𝐶𝑦1Δ(𝑚(𝑘 + 1)− 𝑘 +Δ)

𝑑𝑉𝑐2
𝑑𝑘

= −4𝑚2((−ℎ2 + (2ℎ1 + ℎ2)𝑘)𝑚+ ℎ2(Δ− 𝑘))

𝜇𝐶𝑦1Δ(−𝑚(𝑘 + 1) + 𝑘 +Δ)

(4.56)

Здесь Δ =
√︁
(𝑚+ 1)2𝑘2 + 2𝑚𝑘(𝑚− 1) +𝑚2.

Обе производные (4.56) обращаются в нуль при одном и том же значении

параметра 𝑘:

𝑘𝑐 =
𝑚ℎ2(ℎ1 + ℎ2)

ℎ1(𝑚ℎ1 +𝑚ℎ2 + ℎ2)
(4.57)

Заметим, что величина 𝑘𝑐 монотонно растет с ростом𝑚. Очевидно, для больших

𝑘 мы имеем

𝑑𝑉𝑐1
𝑑𝑘

=
2𝑚ℎ1

𝜇𝐶𝑦1𝑘2(𝑚+ 1)
+ 𝑜(𝑘−2) > 0

𝑑𝑉𝑐2
𝑑𝑘

= −2𝑚2((ℎ1 + ℎ2)𝑚+ ℎ2)

𝜇𝑘2𝐶𝑦1(𝑚+ 1)
+ 𝑜(𝑘−2) < 0

Учитывая то обстоятельство, что 𝜔1𝜔2 =
√︀
𝑘/𝑚, разность значений этих кри

тических скоростей можно представить в следующем виде:

𝑉𝑐2 − 𝑉𝑐1 = −(((ℎ1 + ℎ2)𝑚− ℎ1 + ℎ2)𝑘 + (ℎ1 + ℎ2)𝑚)(𝑘 −𝑚𝜔4
1)

𝜇𝐶𝑦1(𝑘 + 1− 𝜔2
1)(𝜔

2
1𝑚(𝑘 + 1)− 𝑘)

Следовательно, мы можем заключить с учетом (4.54), что если

ℎ2 ≥ ℎ1
1−𝑚

1 +𝑚
(4.58)

то 𝑉𝑐1 < 𝑉𝑐2 и 𝑉𝑐 = 𝑉𝑐1 для всех 𝑘 (заметим, что неравенство (4.58) заведомо

выполнено в случае 𝑚 ≥ 1). В этой ситуации критическая скорость ветра 𝑉𝑐

имеет единственный минимум на интервале 𝑘 ∈ [0,∞). В то же время,

𝑉𝑐1|𝑘=0 =
ℎ2
𝜇𝐶𝑦1

+
𝜒

𝜇𝐶𝑦1(𝑅 + 1)

192



Таким образом, если ℎ2 > ℎ1, то из (4.55) следует, что 𝑉𝑐 > 𝑉 𝑠
𝑐 при малых 𝑘.

Если ℎ2 ≤ ℎ1, то 𝑉𝑐 ≤ 𝑉 𝑠
𝑐 при всех 𝑘.

Если неравенство (4.58) не выполнено (и, следовательно, 𝑚 < 1 и ℎ2 < ℎ1),

то существует такое значение 𝑘* коэффициента жесткости, что 𝑉𝑐1 < 𝑉𝑐2 при

𝑘 < 𝑘* и 𝑉𝑐1 > 𝑉𝑐2 при 𝑘 > 𝑘*. При этом 𝑉𝑐1|𝑘=0 < 𝑉 𝑠
𝑐 , что означает, что при

нарушении условия (4.58) критическая скорость ветра для системы с двумя

массами всегда меньше, чем для соответствующей системы с одной массой.

Если условие (4.58) выполнено и, кроме того, 𝑉𝑐1(𝑘𝑐) < 𝑉 < 𝑉𝑐1(0) (где 𝑘𝑐

определяется формулой (4.57), то существует диапазон скоростей ветра, в кото

ром равновесие асимптотически устойчиво при достаточно малых и достаточно

больших величинах жесткости и неустойчиво при «промежуточных» значени

ях 𝑘. Этот эффект был отмечен в работе [177] для системы с двумя подвиж

ными массами без электрической цепи. Если 𝑉 > max(𝑉𝑐0, 𝑉
𝑠
𝑐 ), то равнове

сие неустойчиво при всех 𝑘. В то же время, если условие (4.58) не выполнено,

то при некоторых значениях скорости ветра существует интервал положитель

ных значений 𝑘, в котором равновесие асимптотически устойчиво. Вне этого

интервала (т.е. и при малых, и при больших 𝑘) имеет место неустойчивость.

Границы областей устойчивости показаны на рис. 4.20 на плоскости (𝑘, 𝑉 ) для

различных величин 𝑅, 𝑚 и ℎ2 при следующих значениях остальных парамет

ров: 𝜇 = 𝜒 = ℎ1 = 𝐿 = 0.01. Сплошные линии обозначают границы областей

устойчивости, а пунктирные соответствуют значениям критической скорости

для системы с одной подвижной массой. На рис. 4.20, a представлен случай,

когда условие (4.58) выполнено, а на рис. 4.20, b — случай, когда оно не выпол

няется.

Из результатов расчетов, приведенных на рис. 4.20, видно, что надлежа

щим выбором 𝑘 можно существенно уменьшить скорость, при которой начи
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Рис. 4.20. Границы области устойчивости на плоскости параметров 𝑉 и 𝑘: a)𝑚 = 1, ℎ2 = 0.01;

b) 𝑚 = 0.5, ℎ2 = 0.001.

нается галопирование (и, соответственно, когда становится возможным отбор

энергии у потока).

Периодические режимы

Предположим, что 𝐶𝑦1 ∼ 1, 𝐶𝑦3 ∼ 𝜇−1 и |𝐶𝑦5| ∼ 𝜇−2. Для удобства обозна

чений введем дополнительный малый параметр 𝜖 =
√
𝜇. Будем искать периоди

ческие решения системы (4.43) следующего вида:

𝑦1 = 𝜖𝑦11 sin𝜔𝜏, 𝑦2 = 𝜖𝑦21 sin𝜔𝜏 + 𝜖3𝑦22 cos𝜔𝜏, 𝐼 = 𝜖3𝐼1 sin𝜔𝜏 + 𝜖𝐼2 cos𝜔𝜏

(4.59)

Подставив (4.59) в (4.43), приравнивая коэффициенты при sin𝜔𝜏 и cos𝜔𝜏 и

удерживая только члены минимального порядка по 𝜖, получим следующие урав
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нения:

− 𝑦11𝜔
2 + (𝑘 + 1)𝑦11 − 𝑘𝑦21 = 0

ℎ1 + ℎ2
𝜇

𝑦11𝜔 − ℎ2
𝜇
𝑦21𝜔 − 𝑘𝑦22 = 0

−𝑚𝜔2𝑦21 − 𝑘𝑦11 + 𝑘𝑦21 = 0

5

8𝑉 3
𝐶𝑦5𝜇

2𝜔5𝑦521 +
3

4𝑉
𝐶𝑦3𝜇𝜔

3𝑦321 + 𝐶𝑦1𝑉 𝜔𝑦21 −𝑚𝜔2𝑦22−

− ℎ2
𝜇
𝜔𝑦11 +

ℎ2
𝜇
𝜔𝑦21 +

𝜒

𝜇
𝐼2 + 𝑘𝑦22 = 0

− 𝐿

𝜇
𝐼2𝜔 + (𝑅 + 1)𝐼1 + 𝜔𝑦22 = 0

(𝑅 + 1)𝐼2 − 𝜔𝑦21 = 0

(4.60)

Отсюда:

𝑦21 = 𝑦11
𝑘 + 1− 𝜔2

𝑘
, 𝑦22 = 𝑦11𝜔

ℎ2𝜔
2 + ℎ1𝑘 − ℎ2
𝑘2𝜇

, 𝐼2 = 𝑦11𝜔
𝑘 + 1− 𝜔2

𝑘(𝑅 + 1)

𝐼1 = 𝑦11𝜔
2𝐿𝑘(1 + 𝑘 − 𝜔2) + (𝑅 + 1)ℎ2(1− 𝜔2)− ℎ1𝑘(𝑅 + 1)

𝑘2𝜇(𝑅 + 1)2

(4.61)

Подставив (4.61) в третье уравнение системы (4.60) получим уравнение для

частоты предельного цикла:

𝑚𝜔4 − (𝑚𝑘 + 𝑘 +𝑚)𝜔2 + 𝑘 = 0 (4.62)

Это уравнение, как и следовало ожидать при сделанных предположениях отно

сительно параметров, совпадает с уравнением (4.62), так что частоты предель

ных циклов близки к собственным частотам 𝜔1,2 нашей системы.

Амплитуда колебаний первого тела определяется следующим уравнением:

5𝜇2𝐶𝑦5𝜔
4
1,2(𝑘 + 1− 𝜔2

1,2)
4
𝑦411 + 6𝜇𝑉 2𝑘2𝐶𝑦3𝜔

2
1,2(𝑘 + 1− 𝜔2

1,2)
2
𝑦211 +

+8𝑉 3𝑘4𝐶𝑦1 (𝑉 − 𝑉𝑐1,2) = 0 (4.63)
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Заметим, что величины 𝐶𝑦1 и 𝐶𝑦3 положительны, а 𝐶𝑦5 — отрицательна.

Формально уравнения (4.62), (4.63) могут иметь до 4 положительных кор

ней, которые отвечают предельным циклам динамической системы (4.43). Во

обще говоря, для определения характера устойчивости этих циклов можно вос

пользоваться методами, основанными на теории Флоке (например, [139]) или на

построении систем сравнения (например, [36]). Однако в нашем случае выводы

об устойчивости периодических решений можно сделать из некоторых простых

соображений.

Пусть выполнено условие (4.58). Тогда равновесие устойчиво при 𝑉 < 𝑉𝑐1

и неустойчиво при 𝑉 > 𝑉𝑐1 для всех 𝑘. При 𝑉 = 𝑉𝑐1 имеет место бифурка

ция Андронова-Хопфа. Рассмотрим случай 𝜔 = 𝜔1. Нетрудно показать, что

при этом уравнение (4.63) имеет два положительных корня, если 𝑉 меньше

𝑉𝑐1, но достаточно близко к этой величине. Это означает, что бифуркация явля

ется субкритической. Очевидно, один из этих корней (тот, который стремится

к нулю при 𝑉 → 𝑉𝑐1 − 0), соответствует неустойчивому предельному циклу.

Другой корень отвечает притягивающему циклу. Значение 𝑉 , при котором они

сливаются, нетрудно получить из условия обращения в нуль дискриминанта

уравнения (4.63) при 𝜔 = 𝜔1. При 𝑉 > 𝑉𝑐1 уравнение (4.63) имеет только один

положительный корень, и соответствующий цикл является притягивающим.

Субкритический характер бифуркации можно считать благоприятным с

точки зрения выработки энергии, поскольку он позволяет дополнительно уве

личить «рабочий» диапазон скоростей ветра.

Пусть теперь 𝜔 = 𝜔2. Тогда при 𝑉 , достаточно близких к 𝑉𝑐2 и не пре

вышающих этого значения, уравнение (4.63) имеет два положительных корня.

Меньший из них, который стремится к нулю при 𝑉 → 𝑉𝑐2−0, отвечает неустой

чивому предельному циклу. Когда параметр 𝑉 проходит значение 𝑉𝑐2, этот цикл
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стягивается в начало координат, и знак вещественной части второй пары кор

ней характеристического полинома меняется на положительный. Другой корень

уравнения (4.63), который существует и при 𝑉 > 𝑉𝑐2, отвечает притягивающему

циклу.

Если (4.58) не выполнено, имеет место в целом аналогичная ситуация.

С точки зрения выработки энергии важны, в первую очередь, притягиваю

щие циклы. Предшествующий анализ показывает, что при надлежащем выборе

параметров системы такие циклы возникают при скоростях потока, меньших,

чем в случае системы с одной подвижной массой.

Другой важной характеристикой ветроэнергетической установки являет

ся, разумеется, выходная мощность. Безразмерная мощность, вырабатываемая

рассматриваемой системой в электрическом контуре и осредненная на периоде

𝑇 колебаний, задается следующей формулой:

𝑃 =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

𝜏=0

𝐼2𝑅𝑑𝜏 (4.64)

Вычислим интеграл (4.64) с учетом выражений (4.59) и (4.61) и оставим только

члены порядка 𝜖2:

𝑃 = 𝜖2
𝐼22𝑅

2
=

𝑅𝜂

2(𝑅 + 1)2
(4.65)

где

𝜂 =
𝜇𝑦211𝜔

2(𝑘 + 1− 𝜔2)
2

𝑘2
> 0.

Заметим, что (4.63) можно переписать следующим образом:

5𝐶𝑦5𝜂
2 + 6𝑉 2𝐶𝑦3𝜂 + 8𝑉 3𝐶𝑦1 (𝑉 − 𝑉𝑐1,2) = 0 (4.66)

Нетрудно показать, что для системы с одной подвижной массой величина 𝜂

удовлетворяет уравнению, аналогичному (4.66), где вместо 𝑉𝑐1,2 стоит 𝑉 𝑠
𝑐 .
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Как нетрудно видеть из (4.66),

𝑑𝜂

𝑑𝑘
=

8𝑉 3𝐶𝑦1

10𝐶𝑦5𝜂 + 6𝑉 2𝐶𝑦3

𝑑𝑉𝑐1,2
𝑑𝑘

(4.67)

Из двух решений (4.66) притягивающему циклу соответствует большее, поэтому

первый сомножитель в (4.67) всегда отрицателен. Соответственно, поскольку

𝑉𝑐1 имеет минимум при 𝑘 = 𝑘𝑐, то 𝜂 (а значит, и мощность) при этом достигает

максимума. Поскольку 𝑉𝑐2 убывает на интервале 𝑘 ∈ [𝑘𝑐,∞), то мощность на

этом промежутке возрастает (конечно, там, где существуют циклы).

Предположим, что условие (4.58) выполнено. Тогда 𝑉𝑐1 < 𝑉𝑐2 при всех 𝑘

и, кроме того, 𝑉 𝑠
𝑐 > 𝑉𝑐1 на интервале 𝑘 ∈ [𝑘𝑐,∞). С учетом этого нетрудно

показать, что при таких значениях жесткости мощность на циклах с частотой

𝜔1 больше, чем в системе с одной подвижной массой, и больше, чем на циклах

с частотой 𝜔2.

Чтобы несколько более подробно исследовать влияние параметров 𝑘 и 𝑚

системы на характеристики предельных циклов и на выходную мощность, про

ведем численное моделирование. Для коэффициентов, описывающих аэродина

мическое воздействие и для параметров 𝜇, 𝐿, 𝜒 и ℎ1 примем значения, указан

ные в предыдущих пунктах. Предположим также, что коэффициенты демпфи

рования обеих пружин одинаковы: ℎ2 = ℎ1.

Вначале рассмотрим случай 𝑚 = 1, 𝑅 = 1. Тогда 𝑉 𝑠
𝑐 ≈ 0.91. На рис.

4.21 представлены амплитуды 𝐴𝑦1 колебаний точки 𝑀1, амплитуды 𝐴𝑦2 коле

баний призмы, частоты колебаний и выходная мощность в зависимости от де

сятичного логарифма коэффициента жесткости 𝑘 для нескольких значений 𝑉 .

Сплошные линии обозначают результаты, полученные с помощью соотноше

ний (4.61)-(4.63), а точки — значения, полученные при численном интегриро

вании системы (4.43) стандартным методом Рунге-Кутты 4 порядка. Черные

линии и точки соответствуют притягивающим циклам, а серые — неустойчи
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вым. Мощность показана только для притягивающих решений. Значения мощ

ности, обеспечиваемые системой с одной подвижной массой, 𝑃 𝑠
max, показаны

пунктиром (разумеется, только для тех скоростей ветра, при которых такая

система имеет притягивающее периодическое решение). Видно, что аппрокси
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Рис. 4.21. Характеристики предельных циклов в зависимости от параметров 𝑘 и 𝑉 : a) ам

плитуда колебаний точки 𝑀1; b) амплитуда колебаний призмы; c) десятичный логарифм

частоты; d) мощность.

мация достаточно близка к значениям, получаемым прямым интегрированием

уравнений движения. Однако точность заметно падает вблизи точек, в которых

сливаются устойчивый и неустойчивый периодические режимы. Кроме того, ап

199



проксимация дает несколько заниженные значения амплитуд. С этим связано

то обстоятельство, что выходная мощность, даваемая приближенной формулой

(4.65), оказывается меньше, чем мощность, полученная непосредственным ин

тегрированием системы (4.43). Для обеспечения большей точности необходим

учет членов более высокого порядка.

Тем не менее, аппроксимация отражает основные тенденции в отношении

мощности. Для каждого значения 𝑉 мощность имеет единственный максимум

𝑃max по 𝑘. Видно, что мощность, вырабатываемая системой с двумя массами,

всегда больше, чем 𝑃 𝑠
max. В то же время, отношение 𝑃max/𝑃

𝑠
max уменьшается с

ростом 𝑉 : так, при 𝑉 = 1 выигрыш составляет примерно 17%, а при 𝑉 = 1.5

он снижается до примерно 11%.

Отметим, что на рис. 4.21 представлены только циклы, отвечающие ча

стоте 𝜔1. Циклы с другой частотой при выбранных значениях параметров су

ществуют только при больших значениях скорости ветра. Влияние отношения

𝑚 масс подвижных тел на характеристики притягивающих циклов проиллю

стрировано на рис. 4.22 для случая 𝑉 = 1. Квадратики (кружки) и сплошные

(пунктирные) линии обозначают, соответственно, результаты численного инте

грирования и расчетов по аппроксимационным формулам при 𝑚 = 1 (𝑚 = 0.1).

В случае 𝑚 = 0.1 видны два семейства притягивающих решений (то, которое

отвечает 𝜔 = 𝜔1, обозначено черным цветом; то, которое отвечает 𝜔 = 𝜔2 –

серым). Следует отметить, что аппроксимации дают заниженное значение 𝑘,

при котором появляется семейство с 𝜔 = 𝜔2.

Амплитуды колебаний в решениях семейства 𝜔 = 𝜔2 достаточно малы и

уменьшаются с ростом 𝑘. Однако 𝜔 при этом растет, что до некоторой степени

компенсирует малость амплитуд в том, что касается мощности. Тем не менее,

выходная мощность на этих решениях заметно меньше, чем на решениях семей
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Рис. 4.22. Характеристики предельных циклов в зависимости от параметров 𝑘 и 𝑉 : a) ам

плитуда колебаний точки 𝑀1; b) амплитуда колебаний призмы; c) десятичный логарифм

частоты; d) мощность.

ства с 𝜔 = 𝜔1. Особенно эта разница заметна при 𝑘, близких к единице, где

она может достигать 40%. Поэтому представляется целесообразным избегать

перехода на циклы второго семейства.

Из рис. 4.22 видно, что уменьшение 𝑚 приводит к уменьшению амплиту

ды колебаний призмы. Однако максимальная выходная мощность оказывается

даже несколько больше, чем при 𝑚 = 1, причем этот максимум достигается
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при меньшем значении 𝑘. В будущем представляется целесообразным провести

более подробный анализ влияния отношения масс подвижных тел на произво

дительность установки.

В заключение этого раздела заметим, что добавление материальной точ

ки «между» призмой и неподвижным основанием сделало колебания системы

«более интенсивными». Однако известно, что если прикрепить к призме матери

альную точку по другую сторону от неподвижного основания, то она будет иг

рать роль динамического гасителя колебаний. Такая конфигурация может быть

полезна для того, чтобы уменьшать амплитуду колебаний системы в случае, ко

гда скорость потока становится слишком большой. Соответствующая система

рассмотрена в работе [62], где предложен алгоритм регулирования колебаний,

в рамках которого перемещение одной из материальных точек относительно

призмы блокируется/деблокируется в зависимости от текущей скорости потока.

Показано, что это позволяет заметно расширить диапазон рабочих скоростей

потока.

4.2.2. Динамика ветроэнергетической установки, использующей

эффект флаттера

Еще одним хорошо известным механизмом возникновения колебаний тел в

потоке является флаттер. В отличие от галопирования, это явление возникает

для хорошо обтекаемых тел (типа крыла), которые могут совершать изгибные

и крутильнгые колебания в потоке среды. В данном разделе мы рассмотрим по

ведение ветроэнергетической установки, колебания рабочего элемента которой

обусловлены флаттером.
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Уравнения движения

Рассмотрим электромеханическую систему, состоящую из аэродинамиче

ского маятника, соединенного с линейным электрогенератором (рис. 4.23). Ма

ятник представляет собой крыло с симметричным профилем, закрепленное на

державке 𝑂1𝐵 (твердом стержне) таким образом, что хорда 𝐴𝐵 крыла располо

жена на этом стержне. Предположим, что центр масс 𝐺 системы также лежит

на прямой 𝑂1𝐵. Ось вращения маятника 𝑂1 вертикальна и закреплена на пол

зуне 𝑂1𝐸, который может двигаться вдоль неподвижной горизонтальной оси

𝑂𝑌 . Таким образом, маятник может совершать колебания в горизонтальной

плоскости. Ползун с помощью цилиндрической пружины прикреплен к непо

движной точке 𝑂.

В точке 𝐸 ползуна находится постоянный магнит. Этот магнит представ

ляет собой сердечник линейного электрогенератора. При его возвратно-посту

пательном движении в обмотке генератора (катушке индуктивности) возникает

электродвижущая сила (ЭДС). К обмотке генератора подключена внешняя по

лезная нагрузка, которая моделируется активным сопротивлением 𝑅.

Пусть система помещена в горизонтальный стационарный поток среды,

скорость V которого перпендикулярна оси 𝑂𝑌 .

Будем считать, что маятник находится в упругом закреплении, которое бу

дем моделировать с помощью пружины растяжения/сжатия и спиральной пру

жины (см. рис. 4.23). Будем считать, что спиральная пружина не напряжена,

когда державка 𝑂1𝐴 направлена вдоль скорости потока. Введем неподвижную

систему координат 𝑂𝑋𝑌 , начало которой поместим в точку, в которой пружина

растяжения/сжатия не деформирована, а ось абсцисс направим вдоль скорости

набегающего потока.

Очевидно, механическая часть рассматриваемой системы имеет две степе
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Рис. 4.23. Аэродинамический маятник с подвижной точкой подвеса.

ни свободы. Ее положение будем характеризовать двумя обобщенными коор

динатами: 𝑦 — координата точки подвеса и 𝜃 — угол между стержнем 𝑂1𝐴 и

скоростью потока.

Предположим, что поток действует только на крыло. Будем считать, что

удлинение крыла (т.е. отношение длины крыла к длине хорды) достаточно вели

ко. Тогда можно считать, что поток вокруг крыла является двумерным. Следуя

одному из вариантов квазистатического подхода, описанных в главе 1, предста

вим аэродинамическую нагрузку в виде силы, приложенной в середине 𝐶 хорды

крыла, и крутящего момента вокруг этой точки. Аэродинамическую силу мы,

как обычно, разложим на две составляющие: силу лобового сопротивления D,

направленную против воздушной скорости VC середины хорды, и подъемную

силу L, которая перпендикулярна VC. Подъемная сила и сила лобового сопро

тивления, а также аэродинамический крутящий момент описываются следую

щими формулами:

𝐿 =
𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶𝐶𝑙 (𝛼) , 𝐷 =

𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶𝐶𝑑(𝛼),𝑀 =

𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶𝑏𝐶𝑚(𝛼). (4.68)

Здесь 𝜌 — плотность воздуха, 𝑆 — площадь крыла, 𝑏 — длина хорды 𝐴𝐵; 𝛼
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— эффективный угол атаки, под которым мы будем понимать (как указано

выше) угол между 𝑉𝐶 и хордой крыла; 𝐶𝑙(𝛼), 𝐶𝑑(𝛼) и 𝐶𝑚(𝛼) — безразмерные

коэффициенты подъемной силы, силы лобового сопротивления и момента, со

ответственно. Зависимость этих коэффициентов от угла атаки можно взять из

статических экспериментов.

Угол атаки и воздушная скорость точки 𝐶 определяются следующими ки

нематическими соотношениями:

𝑉𝐶 cos𝛼 = 𝑉 cos 𝜃 − 𝑑𝑦

𝑑𝑡
sin 𝜃

𝑉𝐶 sin𝛼 = 𝑉 sin 𝜃 +
𝑑𝑦

𝑑𝑡
cos 𝜃 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡

(4.69)

где 𝑟 — расстояние от точки подвеса до середины 𝐶 хорды.

Для описания электромеханического взаимодействия между механической

и электрической частями системы воспользуемся подходом, примененным, в

частности, в [98]. Составим уравнения движения системы:

𝑚
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+𝑚𝜉

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
cos 𝜃 −𝑚𝜉

(︂
𝑑𝜃

𝑑𝑡

)︂2

sin 𝜃 + ℎ
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+𝐾(𝑦)𝑦 =

= −𝜌𝑆
2
𝑉 2
𝐶 (𝐶𝑙(𝛼) cos(𝛼− 𝜃) + 𝐶𝑑(𝛼) sin(𝛼− 𝜃))− 𝑐𝐼,

𝑚
(︀
𝑟20 + 𝜉2

)︀ 𝑑2𝜃
𝑑𝑡2

+𝑚𝜉
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
cos 𝜃 + 𝛿

𝑑𝜃

𝑑𝑡
+𝐾𝜃(𝜃)𝜃 =

=
𝜌𝑆

2
𝑉 2
𝐶 (𝑏𝐶𝑚(𝛼)− 𝑟𝐶𝑙(𝛼) cos𝛼− 𝑟𝐶𝑑(𝛼) sin𝛼) ,

𝐿𝑐
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= − (𝑅 +𝑅𝑐) 𝐼 + 𝑐

𝑑𝑦

𝑑𝑡
.

(4.70)

Здесь 𝑚 — масса системы, 𝜉 — расстояние от точки подвеса до центра масс 𝐺,

𝑟0 — радиус инерции маятника относительно центра масс, ℎ — коэффициент

демпфирования пружины растяжения/сжатия, 𝛿 — коэффициент демпфирова

ния спиральной пружины, 𝐼 — ток в обмотках генератора и на внешнем со

противлении 𝑅, 𝐿𝑐 и 𝑅𝑐 — индуктивность и сопротивление обмоток генератора

соответственно, 𝑐 — коэффициент электро-механического взаимодействия.
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Кроме того, предположим, что пружина растяжения/сжатия обладает нели

нейной жесткостью, а коэффициент жесткости спиральной пружины постоянен:

𝐾𝑦(𝑦) = 𝑘 + 𝑘3𝑦
2, 𝐾𝜃(𝜃) = 𝜅 (4.71)

Величины 𝑘, 𝑘3 и 𝜅 являются положительными.

Таким образом, в нашей системе имеется два источника нелинейности:

аэродинамика и жесткость пружины растяжения/сжатия в креплении.

Уравнения (4.70) вместе с соотношениями (4.69), (4.71) образуют замкну

тую систему.

Чтобы уменьшить число параметров, введем безразмерное время 𝑡 = 𝑡𝑏/𝑈

(где 𝑈 — некоторая характерная скорость) и следующие безразмерные величи

ны:

𝑦 =
𝑦

𝑏
, 𝐼 =

𝐼𝑅𝑐

𝑐𝑈
, 𝑟 =

𝑟

𝑏
, 𝑟0 =

𝑟0
𝑏
, 𝜉 =

𝜉

𝑏
, 𝑉 =

𝑉

𝑈
, 𝑉𝐶 =

𝑉𝐶
𝑈

𝑘 =
𝑘𝑏2

𝑚𝑈 2
, �̄� =

𝜅

𝑚𝑈 2
, ℎ̄ =

ℎ𝑏

𝑚𝑈
, 𝛿 =

𝛿

𝑚𝑏𝑈
, 𝜇 =

𝜌𝑆𝑏

2𝑚
, 𝑘3 =

𝑘3𝑏
4

𝑚𝑈 2

�̄�𝑐 =
𝐿𝑐𝑈

𝑅𝑐𝑏
, �̄� =

𝑅

𝑅𝑐
, 𝜍 =

𝑐2𝑏

𝑚𝑈𝑅𝑐

(4.72)

С учетом соотношений (4.72) безразмерные уравнения движения и кине

матические соотношения можно записать в следующем виде:

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝜉

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
cos 𝜃 − 𝜉

(︂
𝑑𝜃

𝑑𝑡

)︂2

sin 𝜃 + ℎ̄
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑦 + 𝑘3𝑦

3 =

= −𝜇𝑉 2
𝐶 (𝐶𝑙(𝛼) cos (𝛼− 𝜃) + 𝐶𝑑(𝛼) sin (𝛼− 𝜃)))− 𝜍𝐼(︀

𝑟20 + 𝜉2
)︀ 𝑑2𝜃
𝑑𝑡2

+ 𝜉
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
cos 𝜃 + 𝛿

𝑑𝜃

𝑑𝑡
+ �̄�𝜃 =

= 𝜇𝑉 2
𝐶 (𝐶𝑚(𝛼)− 𝑟𝐶𝑙(𝛼) cos𝛼− 𝑟𝐶𝑑(𝛼) sin𝛼)

�̄�𝑐
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= −

(︀
�̄� + 1

)︀
𝐼 +

𝑑𝑦

𝑑𝑡

(4.73)
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𝑉𝐶 cos𝛼 = 𝑉 cos 𝜃 − 𝑑𝑦

𝑑𝑡
sin 𝜃,

𝑉𝐶 sin𝛼 = 𝑉 sin 𝜃 +
𝑑𝑦

𝑑𝑡
cos 𝜃 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡

(4.74)

Далее (если не будет указано противное) для упрощения записи будем

опускать черту над безразмерными величинами и обозначать производную по

безразмерному времени точкой.

Будем считать, что индуктивность обмоток генератора достаточно мала,

так что 𝐿𝑐 ≪ 1 — малый параметр. Это означает, что электрические процессы

происходят существенно быстрее, чем механические. Нетрудно показать, что

условия теоремы Тихонова для системы (4.73) выполнены. Рассмотрим вырож

денную систему:

𝑦 + 𝜉𝜃 cos 𝜃 − 𝜉𝜃2 sin 𝜃 + 𝜒�̇� + 𝑘𝑦 + 𝑘3𝑦
3 =

= −𝜇𝑉 2
𝐶 (𝐶𝑙(𝛼) cos (𝛼− 𝜃) + 𝐶𝑑(𝛼) sin (𝛼− 𝜃))(︀

𝑟20 + 𝜉2
)︀
𝜃 + 𝜉𝑦 cos 𝜃 + 𝛿𝜃 + 𝜅𝜃 =

= 𝜇𝑉 2
𝐶 (𝐶𝑚(𝛼)− 𝑟𝐶𝑙(𝛼) cos𝛼− 𝑟𝐶𝑑(𝛼) sin𝛼)

𝐼 =
�̇�

𝑅 + 1

(4.75)

Здесь 𝜒 = ℎ+𝜍 (1 +𝑅)−1. Этот параметр отражает суммарное влияние демпфи

рования в пружине и нагрузки в электрической цепи и играет роль, так сказать,

эффективного демпфирования.

Исследуем положения равновесия и периодические режимы системы (4.75)

и обсудим возможность управления за счет изменения параметров.

Положения равновесия

Найдем положения равновесия 𝜃 ≡ 𝜃* = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑦 ≡ 𝑦* = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 системы

(4.75). Из (4.74) следует, что в равновесии 𝛼 = 𝜃* и 𝑉𝐶 = 𝑉 . Следовательно,
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уравнения равновесия принимают вид

𝑦*
(︀
𝑘 + 𝑘3𝑦

2
*
)︀
= 𝜇𝑉 2𝐶𝑙(𝜃*) (4.76)

𝜅𝜃* = 𝜇𝑉 2 (𝐶𝑚(𝜃*)− 𝑟𝐶𝑙(𝜃*) cos 𝜃* − 𝑟𝐶𝑑(𝜃*) sin 𝜃*) (4.77)

Уравнение (4.77) содержит только 𝜃*, так что уравнение (4.76) можно рас

сматривать как уравнение на 𝑦. Заметим, что, поскольку 𝑘 > 0 и 𝑘3 > 0, это

(4.76) имеет единственное решение при каждом 𝜃*.

Функции 𝐶𝑚(𝛼), 𝐶𝑙(𝛼) и 𝐶𝑑(𝛼), естественно, являются 2𝜋-периодичными

по углу атаки 𝛼. Кроме того, из экспериментов известно, что для симметричных

профилей 𝐶𝑚(𝛼) и 𝐶𝑙(𝛼) являются нечетными функциями, а 𝐶𝑑(𝛼) — четной

и положительной при всех 𝛼. Следовательно, функция в правой части (4.77)

является нечетной. Это означает, что при разных значениях 𝜅 уравнение (4.77)

может иметь несколько решений. Более того, число этих решений стремится к

бесконечности, когда 𝜅 стремится к нулю.
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Рис. 4.24. Функция 𝑓(𝛼) для разных 𝑟.
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Рассмотрим функцию

𝑓(𝛼) = 𝐶𝑚(𝛼)− 𝑟𝐶𝑛(𝛼) (4.78)

Здесь 𝐶𝑛(𝛼) = 𝐶𝑙(𝛼) cos𝛼 + 𝐶𝑑(𝛼) sin𝛼 — коэффициент нормальной силы, т.е.

компоненты аэродинамической силы, нормальной к хорде крыла.

Зависимости (4.78) приведены на рис. 4.24 для различных значений 𝑟 (от

рицательные значения 𝑟 соответствуют ситуации, когда точка подвеса находит

ся ниже по потоку, чем точка 𝐶). Аэродинамические характеристики соответ

ствуют симметричному профилю NACA 0015 [178].

По результатам статических испытаний, выполняемых в аэродинамиче

ских трубах, для относительно тонких симметричных аэродинамических по

верхностей может быть установлено следующее неравенство:

|𝛼𝑓𝛼0| ≥ |𝑓(𝛼)| , где 𝑓𝛼0 =
𝑑𝑓

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

. (4.79)

Из (4.79) следует, что если

𝜅 > 𝜇𝑉 2𝑓𝛼0, (4.80)

то существует только одно положение равновесия, а именно, тривиальное. Ес

ли 𝑓𝛼0 > 0, то для достаточно маленьких 𝜅 это неравенство нарушается, и

существуют дополнительные пары равновесий (очевидно, если (𝑦*, 𝜃*) — равно

весие, то и (−𝑦*,−𝜃*) также является равновесием). Отметим, что при 𝑓𝛼0 > 0

увеличение скорости потока также ведет к нарушению (4.80) и возникновению

дополнительных равновесий.

Пусть (𝑦*, 𝜃*) — некоторое положение равновесия. Рассмотрим отклонения

от этого положения: 𝑦 = 𝑦* +Δ𝑦, 𝜃 = 𝜃* +Δ𝜃 и запишем уравнения в отклоне
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ниях в матричной форме:

A

⎛⎝ Δ𝑦

Δ𝜃

⎞⎠+B

⎛⎝ Δ�̇�

Δ𝜃

⎞⎠+C

⎛⎝ Δ𝑦

Δ𝜃

⎞⎠ = 0 (4.81)

где

A =

⎛⎝ 1 𝜉

𝜉 cos 𝜃* 𝑟20 + 𝜉2

⎞⎠ , C =

⎛⎝ 𝑘 𝜇𝑉 2𝐶𝛼
𝑙*

0 𝜅− 𝜇𝑉 2𝑓𝛼*

⎞⎠
B =

⎛⎝ 𝜒+ 𝜇𝑉 (𝐶𝛼
𝑙* + 𝐶𝑑*) 𝑟𝜇𝑉 (𝐶𝑑* cos 𝜃* + 2𝐶𝑙* sin 𝜃* + 𝐶𝛼

𝑙* cos 𝜃*)

−𝜇𝑉 𝑓𝛼* 𝛿 − 𝑟𝜇𝑉 (2𝑓* sin 𝜃* + 𝑓𝛼* cos 𝜃*)

⎞⎠
Здесь

𝐶𝑑* = 𝐶𝑑(𝛼)|𝛼=𝜃*
, 𝐶𝑙* = 𝐶𝑙(𝛼)|𝛼=𝜃*

, 𝐶𝛼
𝑙* =

𝑑𝐶𝑙

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
𝛼=𝜃*

,

𝑓* = 𝑓(𝛼)|𝛼=𝜃*
, 𝑓𝛼* =

𝑑𝑓

𝑑𝛼

⃒⃒⃒⃒
𝛼=𝜃*

.

Матрицы B и C, очевидно, не являются симметричными, так что в си

стеме присутствуют и диссипативные, и гироскопические, и потенциальные, и

позиционные неконсервативные силы.

Отметим также, что для тривиального положения равновесия (𝜃* = 0, 𝑦* =

0) матрица сил, зависящих от скорости и имеющих аэродинамическую природу,

принимает следующий вид:

B𝑎𝑒𝑟𝑜 = 𝜇𝑉

⎛⎝ 𝐶𝛼
𝑙0 + 𝐶𝑑0 𝑟(𝐶𝑑0 + 𝐶𝛼

𝑙0)

−𝑓𝛼0 −𝑟𝑓𝛼0

⎞⎠
Ее ранг равен 1. Выпишем соответствующую матрицу диссипативных сил:

D𝑎𝑒𝑟𝑜 = 𝜇𝑉

⎛⎝ 𝐶𝛼
𝑙0 + 𝐶𝑑0

1
2 (𝑟(𝐶𝑑0 + 𝐶𝛼

𝑙0)− 𝑓𝛼0)

1
2 (𝑟(𝐶𝑑0 + 𝐶𝛼

𝑙0)− 𝑓𝛼0) −𝑟𝑓𝛼0

⎞⎠
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Нетрудно видеть, что, с учетом (4.78), ее определитель в этом случае равен

detD = −1

4
𝜇2𝑉 2 (𝜉(𝐶𝑑0 + 𝐶𝛼

𝑙0) + 𝑓𝛼0)
2 = −1

4
𝜇2𝑉 2 (𝐶𝛼

𝑚0)
2 < 0

Таким образом, имеет место антидиссипация, обусловленная аэродинамическим

воздействием.

Из вида матрицы 𝐶 можно легко найти достаточное условие неустойчиво

сти:

𝜅 < 𝜇𝑉 2𝑓𝛼* (4.82)

При выполнении этого условия (что, разумеется, возможно только в случае,

когда 𝑓𝛼* > 0) соответствующее равновесие представляет собой седло.

Сравнивая (4.80), (4.82) и (4.79), мы можем заключить, что «косые» рав

новесия существуют, когда тривиальное равновесие является седлом.

Условия асимптотической устойчивости положений равновесия довольно

громоздки. Поэтому рассмотрим некоторые частные случаи.

Центр масс совпадает с точкой подвеса, демпфирование и внешняя

нагрузка отсутствуют Пусть центр масс находится в точке подвеса маятни

ка (𝜉 = 0) и, кроме того, демпфирование в пружинах отсутствует (𝛿 = ℎ = 0),

а электрическая цепь разомкнута (это означает, что 𝜒 = 0). Ограничимся об

суждением устойчивости тривиального равновесия. Устойчивость «косых» рав

новесий более подробно анализируется в [172].

Характеристический полином этой системы имеет вид:

𝑟40𝜆
4 − 𝑉 𝜇

(︀
𝑓𝛼0𝑟 − 𝑟20 (𝐶

𝛼
𝑙0 + 𝐶𝑑0)

)︀
𝜆3+

+
(︀
−𝜇𝑉 2𝑓𝛼 + 𝑘𝑟20 + 𝜅

)︀
𝜆2 − 𝑉 𝜇

(︀
𝑉 2𝑓𝛼𝜇𝐶𝑑0 + 𝑓𝛼𝑘𝑟 − 𝜅 (𝐶𝛼

𝑙0 + 𝐶𝑑0)
)︀
𝜆+

+ 𝑘
(︀
𝜅− 𝜇𝑉 2𝑓𝛼

)︀
(4.83)
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Пусть положение равновесия не является седлом:

𝜅 > 𝜇𝑉 2𝑓𝛼0

Рассмотрим случай «тяжелого» крыла. В принятых обозначениях это озна

чает, что можно ввести малый параметр 𝜀 =
√
𝜇≪ 1, причем 𝜅 = �̃�𝜇 и 𝑘 = 𝑘𝜇,

где 𝑘 ∼ 1 и �̃� ∼ 1.

Будем искать корни характеристического полинома (4.87) в виде разложе

ния по малому параметру 𝜀.

Нетрудно показать, что имеют место следующие аппроксимационные фор

мулы:

𝜆1,2 = ±𝑖
√︀
𝑘𝜀− 𝜀2𝑉 𝐶𝑑0

2
− 𝜀2𝐶𝛼

𝑙0(�̃�− 𝑘𝑟20)

2(�̃�− 𝑉 2𝑓𝛼0 − 𝑘𝑟20)
+ 𝑜

(︀
𝜀2
)︀

𝜆3,4 = ±𝑖
√︀
�̃�− 𝑉 2𝑓𝛼0
𝑟0

𝜀+
𝜀2𝑉 𝑟𝑓𝛼0

2𝑟20
+

𝜀2𝑉 3𝑓𝛼0𝐶
𝛼
𝑙0

2
(︁
�̃�− 𝑉 2𝑓𝛼0 − 𝑟20𝑘

)︁ + 𝑜
(︀
𝜀2
)︀ (4.84)

Заметим, что формулы (4.84) можно использовать только тогда, когда вы

ражение, стоящее в знаменателе, не является малой величиной, т.е.

|�̃�− 𝑉 2𝑓𝛼0 − 𝑟20𝑘| ∼ 1

Рассмотрим отдельно случай, когда выражение �̃�−𝑉 2𝑓𝛼0−𝑟20𝑘 обращается

в нуль, т.е. 𝑘 = 𝑘* = 𝑚(�̃� − 𝜇𝑉 2𝑓𝛼0)/𝑟
2
0. Вновь будем искать корни характери

стического полинома в виде разложения по малому параметру 𝜀. Получим:

𝜆1,2 = 𝑖

√︁
𝑘*𝜀±

𝑉 (1 + 𝑖)

2
√
2𝑟0

√︃
𝑉 𝑓𝛼0𝐶𝛼

𝑙0√︀
𝑘*

𝜀3/2 +𝑂
(︀
𝜀2
)︀

𝜆3,4 = −𝑖
√︁
𝑘*𝜀±

𝑉 (1− 𝑖)

2
√
2𝑟0

√︃
𝑉 𝑓𝛼0𝐶𝛼

𝑙0√︀
𝑘*

𝜀3/2 +𝑂
(︀
𝜀2
)︀ (4.85)

Очевидно, среди значений 𝜆1−4 из (4.85) есть два с положительной дей

ствительной частью, и соответствующее положение равновесия неустойчиво.
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Напомним, что для тонких профилей 𝐶𝛼
𝑙0 > 0. Пусть, кроме того, 𝑓𝛼0 < 0

(это неравенство заведомо выполнено, если 𝑟 достаточно велико, см. рис. 4.24).

Тогда условия (4.82) не выполняются, а из (4.84) следует, что как для достаточ

но малых, так и для достаточно больших 𝑘 выполнено 𝑅𝑒(𝜆1−4) < 0 (учитывая,

что 𝐶𝑑 > 0 для всех 𝛼), и соответствующее положение равновесия асимптоти

чески устойчиво. В то же время, при сделанных предположениях 𝑘* > 0.

Это означает, что в данной ситуации возникает следующий интересный

эффект. Если у нас есть система с достаточной «мягкой» линейной пружиной,

то тривиальное равновесие асимптотически устойчиво. Но если мы установим

параллельно с ней еще одну пружину с большей жесткостью (такой, что полу

чившийся в итоге коэффициент жесткости будет близок к 𝑘*), то равновесие

станет неустойчивым. Иными словами, увеличение жесткости линейной пружи

ны приводит к дестабилизации равновесия. Однако если установить достаточно

«жесткую» пружину, то равновесие снова будет асимптотически устойчивым.

Таким образом, в этой системе возможна двукратная смена характера

устойчивости положения равновесия при изменении коэффициента жесткости

по одной из обобщенных координат (см. главу 2).

Проследим за эволюцией характера устойчивости тривиального равнове

сия при изменении жесткости спиральной пружины. При этом будем считать,

что величина 𝑟 отрицательна (точка 𝐶 находится выше по потоку, чем точка

подвеса), так что 𝑓𝛼0 > 0. Пусть, кроме того, жесткость 𝑘 достаточно велика

(или скорость потока достаточно мала):

𝑘𝑟20 > 𝜇𝑉 2𝑓𝛼0

При малых 𝜅 (когда выполнено (4.82)) имеет место неустойчивость.

Пусть 𝜅 принадлежит интервалу (𝜇𝑉 2𝑓𝛼0, 𝑟
2
0𝑘). Тогда выражения для дей

ствительных частей корней характеристического полинома в формулах (4.84)
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будут отрицательными, так что положение равновесия асимптотически устой

чиво.

Пусть теперь 𝜅 = 𝐽𝑘/𝑚 + 𝑢2𝑓𝛼0. При этом 𝑚𝑢2𝑓𝛼0 + 𝐽𝑘 − 𝑚𝜅 = 0, и

для определения 𝜆 следует пользоваться формулами (4.85) (подставив вместо

𝜅 его выражение через 𝑘). Как было отмечено выше, при этом два корня харак

теристического полинома имеют положительную правую часть, и положение

равновесия неустойчиво.

Пусть, наконец, 𝜅 велико. Тогда, как видно из (4.84), вещественные части

всех 𝜆 вновь становятся отрицательными.

Итак, характер устойчивости при увеличении 𝜅 меняется три раза. Как

было показано в главе 2, это максимальное количество смен характера устойчи

вости при изменении жесткости по одной из обобщенных координат в системе

с 2 степенями свободы.

Центр масс не совпадает с точкой подвеса, длинная державка Рас

смотрим теперь случай, когда точка 𝐺 не совпадает с точкой 𝑂1 подвеса ма

ятника, т.е. 𝜉 ̸= 0. Чтобы несколько уменьшить количество параметров, будем

считать, что характерная скорость равна 𝑈 = 𝑏
√︀
𝑘/𝑚 (здесь все величины

размерные). Тогда безразмерная жесткость будет равна 1.

Из статических экспериментов (например, [67]) известно, что для тонких

симметричных профилей |𝐶𝑚(𝛼)/𝐶𝑛(𝛼)| ≤ 0.3 для всех значений угла ата

ки, причем эта величина стремится к максимуму при 𝛼 → 0. Кроме того,

𝐶𝑛(𝛼) sin𝛼 ≥ 0 при всех 𝛼, и 𝐶𝑛(𝛼) обращается в нуль только при 𝛼 = 𝑛𝜋

(𝑛 ∈ Z). Следовательно, при выполнении условия

𝑟 > lim
𝛼→0

𝐶𝑚(𝛼)

𝐶𝑛(𝛼)
=
𝐶𝛼

𝑚

𝐶𝛼
𝑛

(4.86)

где 𝐶𝛼
𝑛 = 𝑑𝐶𝑛/𝑑𝛼|𝛼=0, 𝐶

𝛼
𝑚 = 𝑑𝐶𝑚/𝑑𝛼|𝛼=0, знак выражения 𝐶𝑚(𝜃*) − 𝐶𝑛(𝜃*)𝑟
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определяется знаком 𝐶𝑛(𝜃*), а значит, уравнение (4.77) имеет единственный

корень на интервале [−𝜋, 𝜋], а именно, 𝜃* = 0. Таким образом, если державка

достаточно длинная, то у системы имеется только одно положение равновесия

на этом интервале. Однако следует отметить, что в случае, когда 𝜅 мало или 𝑉

велико, имеются положения равновесия, в которых |𝜃*| > 𝜋. В частности, при

𝜅 = 0 равновесиями будут все точки 𝑦* = 0, 𝜃* = 𝑛𝜋 (𝑛 ∈ Z).

В дальнейшем мы будем считать, что условие державка достаточно длин

ная, так что условие (4.86) выполнено.

Характеристическое уравнение для системы (4.81) в окрестности триви

ального равновесия можно представить в следующем виде:

𝑟20𝜆
4 +

(︀
(𝜁 − 𝐶𝛼

𝑛 𝜉) (𝑟 − 𝜉)𝑉 𝜇+ 𝑟20𝐶
𝛼
𝑛𝑉 𝜇+ 𝛿 +

(︀
𝑟20 + 𝜉2

)︀
𝜒
)︀
𝜆3+

+
(︀
(𝜁 − 𝐶𝛼

𝑛 𝜉)𝑉
2𝜇+ 𝜁𝜒𝑟𝜇𝑉 + 𝐶𝑑0𝑉

2𝜉𝜇+ 𝛿𝐶𝛼
𝑛𝑉 𝜇+ 𝑟20 + 𝜉2 + 𝜅+ 𝛿𝜒

)︀
𝜆2+

+
(︀
𝜁
(︀
𝐶𝑑0𝑉

2𝜇+ 𝑉 𝜒+ 𝑟
)︀
𝜇𝑉 + 𝜅𝐶𝛼

𝑛𝑉 𝜇+ 𝛿 + 𝜒𝜅
)︀
𝜆+ 𝜁𝑉 2𝜇+ 𝜅 = 0 (4.87)

Здесь введено обозначение 𝜁 = 𝐶𝛼
𝑛 𝑟 − 𝐶𝛼

𝑚.

С учетом (4.86) имеем 𝜁 > 0.

Достаточным условием асимптотической устойчивости является положи

тельность всех коэффициентов характеристического полинома и третьего ми

нора 𝐻3 матрицы Гурвица. Выражение для 𝐻3 в общем случае сравнительно

громоздкое. Рассмотрим вначале ситуацию, когда демпфирование и внешняя
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нагрузка отсутствуют: 𝛿 = ℎ = 𝜒 = 0. При этом

𝐻3 = 𝜇4𝐶𝑑0𝜁 (𝜁 − 𝐶𝛼
𝑛 𝜉)
(︀
𝐶𝛼

𝑙

(︀
𝑟20 + 𝜉2 − 𝑟𝜉

)︀
+ 𝜁 (𝑟 − 𝜉)

)︀ (︀
𝑉 2 − 𝑢1

)︀ (︀
𝑉 2 − 𝑢2

)︀
(4.88)

𝑢1 =
𝜁
(︀
𝐶𝛼

𝑛

(︀
𝑟20 + 𝜉2 − 𝑟𝜉

)︀
+ 𝐶𝛼

𝑚𝜉
)︀
− 𝜅𝐶𝛼

𝑛 (𝜁 − 𝐶𝛼
𝑛 𝜉)

𝜇𝐶𝑑0𝜁 (𝜁 − 𝐶𝛼
𝑛 𝜉)

,

𝑢2 =
𝑟
(︀
𝑟20 + 𝜉2 − 𝑟𝜉

)︀
− 𝜅 (𝑟 − 𝜉)

𝜇 (𝐶𝛼
𝑙 (𝑟20 + 𝜉2 − 𝑟𝜉) + 𝜁 (𝑟 − 𝜉))

Пусть 𝑟 < 𝜉. Тогда 𝜁 − 𝐶𝛼
𝑛 𝜉 < 0 и 𝑢1 < 0. С учетом того, что 𝐶𝑑0 ≪ 1,

получаем, что 𝑢2 > 0. Нетрудно показать, что при 𝑉 <
√
𝑢2 третий минор Гур

вица положителен. В данной ситуации все коэффициенты характеристического

полинома также положительны, и равновесие асимптотически устойчиво. При

𝑉 >
√
𝑢2 имеет место неустойчивость.

Пусть 𝜉 < 𝑟 < 𝜉+ 𝑟20/𝜉 и 𝑟 < 𝜉+𝐶𝛼
𝑚/𝐶

𝛼
𝑛 . Тогда 𝜁−𝐶𝛼

𝑛 𝜉 < 0 и 𝑢1 < 0. Если,

кроме того, 𝜅 < 𝑟
(︀
𝑟20 + 𝜉2 − 𝑟𝜉

)︀
(𝑟 − 𝜉)−1, то 𝑢2 > 0, и, как и ранее, асимптотиче

ская устойчивость имеет место при 𝑉 <
√
𝑢2. Если 𝜅 больше этой величины, то

𝑢2 < 0, и равновесие неустойчиво при всех положительных значениях скорости

потока.

Пусть 𝜉 < 𝑟 < 𝜉 + 𝑟20/𝜉 и 𝑟 > 𝜉 + 𝐶𝛼
𝑚/𝐶

𝛼
𝑛 . Тогда 𝜁 − 𝐶𝛼

𝑛 𝜉 > 0, и при малых

𝜅 имеем 𝑢1 > 0 и 𝑢2 > 0. Соответственно, в промежутке min
(︀√

𝑢1,
√
𝑢2
)︀
< 𝑉 <

max
(︀√

𝑢1,
√
𝑢2
)︀
имеет место неустойчивость, а вне него (при положительных

𝑉 ) — асимптотическая устойчивость. Таким образом, в этой ситуации увели

чение скорости потока вначале приводит к потере устойчивости, но когда 𝑉

превышает некоторое критическое значение, устойчивость восстанавливается.

Пусть 𝑟 > 𝜉+ 𝑟20/𝜉 и 𝑟 < 𝜉+𝐶𝛼
𝑚/𝐶

𝛼
𝑛 . Тогда 𝜁 −𝐶𝛼

𝑛 𝜉 < 0 и 𝑢1 < 0. Если при

этом 𝑢2 > 0, то положение равновесия неустойчиво при 𝑉 <
√
𝑢2 и устойчиво

при 𝑉 >
√
𝑢2. Если же 𝑢2 < 0, то положение равновесия неустойчиво при всех

𝑉 .
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Пусть 𝑟 > 𝜉 + 𝑟20/𝜉 и 𝜉 + 𝐶𝛼
𝑚/𝐶

𝛼
𝑛 < 𝑟 < 𝜉 + 𝐶𝛼

𝑚/𝐶
𝛼
𝑛 + 𝑟20/(𝜉 + 𝜅𝐶𝛼

𝑛 ). Тогда

𝑢2 < 0 и 𝑢1 > 0. При 𝑉 <
√
𝑢1 имеет место неустойчивость, а при 𝑉 >

√
𝑢1

асимптотическая устойчивость.

Таким образом, при определенном выборе значений параметров тривиаль

ное равновесие неустойчиво в области малых скоростей потока, а рост 𝑉 при

водит к стабилизации. Этот эффект может быть полезен с прикладной точки

зрения, поскольку при больших скоростях ветра ветроэнергетические системы,

как правило, требуется «останавливать», чтобы избежать их разрушения вслед

ствие чрезмерных нагрузок.

Пусть, наконец, 𝑟 > 𝜉+𝑟20/𝜉 и 𝑟 > 𝜉+𝐶𝛼
𝑚/𝐶

𝛼
𝑛+𝑟

2
0/(𝜉 + 𝜅𝐶𝛼

𝑛 ). Тогда 𝑢2 < 0 и

𝑢1 < 0. В этой ситуации асимптотическая устойчивость имеет место при любых

значениях скорости потока. Иными словами, увеличение расстояния от крыла

до точки подвеса маятника ведет к стабилизации равновесия.

Обсудим теперь влияние демпфирования. Нетрудно показать, что в отсут

ствие потока тривиальное положение маятника асимптотически устойчиво, если

𝜉 ̸= 0, 𝜅 ̸= 0 и хотя бы один из коэффициентов демпфирования не равен нулю.

Соответственно, при выполнении этих условий асимптотическая устойчивость

имеет место и при достаточно малых скоростях потока.

Выражение для 𝐻3 представляет собой кубический полином относительно

как 𝛿, так и 𝜒, причем коэффициент при 𝛿3 имеет вид 𝐶𝛼
𝑛𝜇𝑉+ℎ > 0, а коэффици

ент при 𝜒3 представляет собой выражение
(︀
𝜁𝜇𝑉 2 + 𝜅

)︀
(𝑟𝑉 𝜇𝜁 + 𝛿)

(︀
𝑟20 + 𝜉2

)︀
> 0.

Значит, при достаточно больших значениях 𝛿 и/или 𝜒 тривиальное равновесие,

как и следовало ожидать, асимптотически устойчиво.

На рис. 4.25 изображена область неустойчивости тривиального равновесия

на плоскости (𝜒, 𝑉 ) при разных значениях 𝛿 и 𝜅. Для расчетов использованы
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следующие значения остальных безразмерных параметров:

𝑟 = 1, 𝜉 = 0.6, 𝑟0 = 0.8, 𝜇 = 0.1, 𝐶𝛼
𝑛 = 6.0, 𝐶𝛼

𝑚 = 1.5, 𝐶𝑑0 = 0.1

Видно, что эффект двукратного изменения характера устойчивости при увели

чении скорости потока и стабилизации при больших значениях 𝑉 сохраняется

в некотором диапазоне значений коэффициентов демпфирования. Увеличение
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Рис. 4.25. Область неустойчивости на плоскости параметров (𝜒, 𝑉 ) при разных значениях 𝛿

и 𝜅: (а) 𝜅 = 0; (b) 𝜅 = 0.5; (c) 𝜅 = 1.

жесткости спиральной пружины при выбранных значениях прочих параметров

ведет к уменьшению области неустойчивости.

Вообще говоря, выражение 𝐻3, рассматриваемое как полином относитель

но 𝛿 или 𝜒, может иметь три действительных положительных корня. В таком

случае характер устойчивости равновесия будет изменяться 3 раза при изме

нении соответствующего коэффициента демпфирования от нуля до бесконечно

сти.

Это проиллюстрировано на рис. 4.26, где серым цветом показана область

неустойчивости на плоскости (𝑉, ln 𝛿) при разных значениях 𝜅. Пунктирными

линиями отмечены значения скорости, соответствующие изменению характера

устойчивости (бифуркации Андронова-Хопфа) при 𝛿 = 0. Для расчетов исполь
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зованы следующие значения:

𝜉 = 0.7, 𝑟0 = 0.3, 𝜇 = 0.01, 𝜒 = 0.1

Для остальных параметров приняты те же значения, что и ранее. Видно, что
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Рис. 4.26. Область неустойчивости на плоскости параметров (𝑉, ln 𝛿) при разных значениях

𝜅: (а) 𝜅 = 0; (b) 𝜅 = 0.5; (c) 𝜅 = 1.

можно выбрать значения параметров таким образом, что при увеличении 𝛿 от

нуля до бесконечности будет наблюдаться «чередование» характера устойчи

вости равновесия: неустойчивость при малых 𝛿, стабилизация при некотором

увеличении 𝛿, дестабилизация при дальнейшем увеличении 𝛿, и, наконец, снова

стабилизация. Этот эффект наиболее отчетливо выражен на рис. 4.26, b.

Возможна также ситуация, когда 𝐻3 обращается в нуль при двух положи

тельных значениях 𝛿. В частности, на рис. 4.26, с тривиальное равновесие при

𝛿 = 0 асимптотически устойчиво при всех скоростях потока. Однако если 𝑉

не слишком мало, то увеличение 𝛿 приводит к дестабилизации положения рав

новесия. Устойчивость восстанавливается, только когда 𝛿 становится больше

некоторого критического значения, зависящего от скорости потока.

Надо отметить, что и при маленьких, и при больших значениях 𝑉 асимпто

тическая устойчивость имеет место при всех 𝛿. Найти физически осмысленные
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значения параметров системы, при которых подобные эффекты наблюдались

бы при изменении коэффициента ℎ, не удалось.

Периодические решения и оценка выходной мощности

Исследуем периодические решения, существующие в рассматриваемой си

стеме. Предположим, что пружина растяжения/сжатия имеет характеристику

с упрочнением, так что коэффициент 𝑘3 велик: 𝜀 = 1/
√
𝑘3 ≪ 1.

Будем искать периодические решения вида

𝑦 = 𝜀𝑦1 sin𝜔𝑡+ 𝑜(𝜀), 𝜃 = 𝜀𝜃1 sin𝜔𝑡+ 𝜀𝜃2 cos𝜔𝑡+ 𝑜(𝜀) (4.89)

Для поиска периодических решений автономных динамических систем суще

ствует множество методов (например, [27]). Мы воспользуемся методом гармо

нического баланса.

Из статических экспериментов известно, что в области малых углов атаки

имеют место следующие соотношения: 𝐶𝑙(𝛼) = 𝐶𝛼
𝑙0𝛼, 𝐶𝑚(𝛼) = 𝐶𝛼

𝑚0𝛼, 𝐶𝑑(𝛼) =

𝐶𝑑0 + 𝐶𝑑2𝛼
2.

Тогда, подставив (4.89) в уравнения (4.75) и (4.74) и оставляя только члены

первого порядка малости, получим следующие уравнения для неизвестных 𝑦1,

𝜃1, 𝜃2 и 𝜔:

− (𝜉𝜃1 + 𝑦1)𝜔
2 − 𝐶𝛼

𝑛𝜇𝑉 𝜔𝑟𝜃2 + 𝜇𝑉 2𝐶𝛼
𝑙 𝜃1 +

3

4
𝑦31 + 𝑦1 = 0

− 𝜉𝜃2𝜔
2 + (𝜇𝑉 𝑟𝐶𝛼

𝑛𝜃1 + (𝜇𝑉 𝐶𝛼
𝑛 + 𝜒) 𝑦1)𝜔 + 𝜇𝑉 2𝐶𝛼

𝑙 𝜃2 = 0

−
(︀(︀
𝑟20 + 𝜉2

)︀
𝜃1 + 𝜉𝑦1

)︀
𝜔2 − (𝜇𝜁𝑉 𝑟 + 𝛿) 𝜃2𝜔 +

(︀
𝜁𝜇𝑉 2 + 𝜅

)︀
𝜃1 = 0

−
(︀
𝑟20 + 𝜉2

)︀
𝜃2𝜔

2 + (𝜇𝜁𝑉 𝑟 + 𝛿) 𝜃1𝜔 + 𝜇𝑉 𝜁𝑦1𝜔 +
(︀
𝜁𝜇𝑉 2 + 𝜅

)︀
𝜃2 = 0

(4.90)
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Из (4.90) получаем формулу для частоты:

𝜔1,2 =

√︃
𝐵2

2 ± 4𝐵4𝐵0

2𝐵4
(4.91)

𝐵4 = (𝐶𝛼
𝑛Ψ+ 𝐶𝛼

𝑚𝜉)𝑉 𝜇Ψ+ 𝜒𝐿4 + 𝛿𝜉2

𝐵2 =
(︀
𝜒𝑟2𝜁𝜇− 2ℎ𝐿2 − 𝑉 𝜇 (𝐶𝛼

𝑛Ψ +

+𝐶𝛼
𝑚𝜉)) 𝜁𝜇𝑉

2 + (𝐶𝛼
𝑛𝜇𝑉 + 𝜒)

(︀
𝛿2 + 𝑉 𝑟𝜁𝜇𝛿 − 2𝐿2𝜅

)︀
+

+ 𝑉 𝜁𝜇𝛿𝑟𝜒− 𝑉 2𝜉𝜇𝛿𝐶𝛼
𝑛 + 𝜇𝑉 𝜉𝜅 (𝜁 + 𝑟𝐶𝛼

𝑛 ) + 𝑉 𝜇𝐶𝑑0

(︀
𝛿𝑉 𝜉 −Ψ𝜇𝑉 2𝜁

)︀
𝐵0 =

(︀
𝜒𝜁𝜇𝑉 2 + 𝜅 (𝐶𝛼

𝑛𝜇𝑉 + 𝜒) + 𝜁𝜇2𝑉 3𝐶𝑑0

)︀ (︀
𝜁𝜇𝑉 2 + 𝜅

)︀
Здесь

Ψ = 𝑟20 + 𝜉2 − 𝑟𝜉, 𝐿 =
√︁
𝑟20 + 𝜉2

Таким образом, в системе может существовать до 2 циклов данного типа.

Величины 𝑦1, 𝜃1, 𝜃2 для периодического решения, отвечающего корню 𝜔

уравнения (4.91), имеют следующий вид:

𝑦1 =
2√
3

(︀
𝜔2 − 1+

+
(︀
𝐶𝛼

𝑛𝜇
2𝑉 2 − 𝜔2𝜉

)︀ (︀
𝜔2𝜉

(︀
𝐿2𝜔2 − 𝜇𝑉 2𝜁 − 𝜅

)︀
+ 𝜔2𝑉 𝜁𝜇𝛿

)︀
Δ−1+

+ 𝐶𝛼
𝑛𝜇𝜔

4𝑉 𝑟 (Ψ𝜇𝑉 𝜁 − 𝛿𝜉)Δ−1 − 𝜇2𝑉 2𝜁𝜔2𝑟
(︀
𝜔2𝜉𝜁 + 𝐶𝛼

𝑛𝜅
)︀
Δ−1−

−𝜔2𝑉 2𝐶𝑑0

(︀
𝑉 𝜇𝜁 (𝜇𝑟𝑉 𝜁 + 𝛿)− 𝑉 2𝜇𝜁𝜉 + 𝜉

(︀
𝐿2𝜔2 − 𝜅

)︀)︀
Δ−1

)︀1/2
𝜃1 = −𝑦1𝜔2Δ−1

(︀
𝜇2𝑟𝑉 2𝜁2 + 𝐿2𝜔2𝜉 − 𝜉

(︀
𝜇𝑉 2𝜁 + 𝜅

)︀
+ 𝑉 𝜇𝜁𝛿

)︀
𝜃2 = 𝑦1𝜔Δ

−1
(︀
𝑉 𝜇Ψ𝜁𝜔2 − 𝜉𝛿𝜔2 − 𝜇𝑉 𝜁

(︀
𝜇𝑉 2𝜁 + 𝜅

)︀)︀
Δ = (𝛿 + 𝜇𝑟𝑉 𝜁)2𝜔2 +

(︀
𝐿2𝜔2 − 𝜇𝑉 2𝜁 − 𝜅

)︀2

(4.92)

Вообще говоря, не каждой величине 𝜔, определяемой выражением (4.91), со

ответствует периодический режим, даже если она положительна: необходимо

еще, чтобы величина 𝑦1 была действительной и отличной от нуля.
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Рассмотрим случай, когда спиральная пружина отсутствует (𝜅 = 𝛿 = 0)

и эффективное демпфирование 𝜒 равно нулю. Тогда решения уравнения (4.91)

имеют следующий вид:

𝜔1 = 𝑉

√︂
𝜇𝜁

Ψ
, 𝜔2 = 𝑉

√︃
𝐶𝑑0𝜁

𝐶𝛼
𝑛Ψ+ 𝐶𝛼

𝑚𝜉

Формулы (4.92) при этом упрощаются:

𝜔 = 𝜔1 :

𝑦11 =
2√
3

√︂
𝑉 2𝜇 (𝜁(𝑟 − 𝜉) + Ψ𝐶𝛼

𝑙 )

𝑟Ψ
− 1, 𝜃1 = −𝑦11

𝑟
, 𝜃2 = 0

𝜔 = 𝜔2 :

𝑦12 =
2√
3

√︃
−1 + 𝐶𝑑0𝑉 2𝜇

𝜁 − 𝐶𝛼
𝑛 𝜉

𝐶𝛼
𝑛Ψ+ 𝐶𝛼

𝑚𝜉
,

𝜃1 = −𝑦12𝐶𝑑0

𝜁𝑟𝜇 (𝐶𝛼
𝑛Ψ+ 𝐶𝛼

𝑚𝜉)− 𝜉
(︀
𝐶𝛼

𝑙 𝐿
2 − 𝜁𝜉

)︀
(𝐶𝛼

𝑙 𝐿
2 − 𝜁𝜉)2 + 𝜁𝑟𝜇𝐶𝑑0 (𝐶𝛼

𝑛Ψ+ 𝐶𝛼
𝑚𝜉)

,

𝜃2 = −𝑦12
(︀
𝐶𝛼

𝑙 𝐿
2 − 𝜁𝜉 + 𝐶𝑑0𝑟𝜉

)︀√︀
𝐶𝑑0𝜇𝜁 (𝐶𝛼

𝑛Ψ+ 𝐶𝛼
𝑚𝜉)

(𝐶𝛼
𝑙 𝐿

2 − 𝜁𝜉)2 + 𝜁𝑟𝜇𝐶𝑑0 (𝐶𝛼
𝑛Ψ+ 𝐶𝛼

𝑚𝜉)

Как отмечалось выше, величина 𝐶𝑑0 для тонких крыльев мала. Поэтому подко

ренное выражение в формуле для 𝑦12 отрицательно, по крайней мере, для срав

нительно небольших скоростей потока. Соответственно, в системе существует

только один цикл указанного типа. Разумеется, эта ситуация сохраняется и в

случае, когда коэффициент 𝜒 отличен от нуля, но достаточно мал.

Рассмотрим еще случай, когда центр масс расположен достаточно близко к

оси вращения, так что 𝜉 < 𝑟, а радиус инерции мал, так что Ψ < 0 и sign(𝐶𝛼
𝑛Ψ+

𝐶𝛼
𝑚𝜉) = sign(𝐶𝛼

𝑛 𝑟
2
0−𝜉(𝜁−𝐶𝛼

𝑛 𝜉)) = − sign(𝜉(𝜁−𝐶𝛼
𝑛 𝜉)). Нетрудно видеть, что в этой
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ситуации величины 𝜔1 и 𝑦12 оказываются мнимыми, и циклы рассматриваемого

вида не существуют.

Проведем численное моделирование динамики системы, чтобы изучить по

ведение предельных циклов в более широком диапазоне значений параметров.

Для расчетов выберем следующие значения параметров:

𝑟 = 1.6, 𝑟0 = 0.8, 𝜅 = 𝛿 = 0, 𝜇 = 0, 𝑘3 = 50

Эволюция амплитуд 𝐴𝜃 (по углу) и 𝐴𝑦 (по положению), а также частоты 𝜔 цик

ла при изменении коэффициента демпфирования в пружине растяжения/сжатия

при различных значениях параметра 𝜉 и 𝑉 = 2 представлена на рис. 4.27. Круж

ками и квадратами изображены результаты, полученные путем численного ин

тегрирования уравнений движения (4.75)-(4.74). Сплошными и пунктирными

линиями представлены результаты расчетов по формулам (4.91)-(4.92). Видно,
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Рис. 4.27. Эволюция характеристик предельных циклов при изменении коэффициента 𝜒 при

разных значениях 𝜉: (a) частота цикла; (b) амплитуда по 𝑦; (c) амплитуда по 𝜃. Точками

изображены результаты численного интегрирования, линиями — расчет по аппроксимацион

ным формулам.

что в тех случаях, когда амплитуды циклов не слишком велики, качество ап

проксимации достаточно хорошее (причем как для притягивающих, так и для

отталкивающих циклов).
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При всех рассмотренных значениях 𝜉 положение равновесия неустойчиво

при 𝜒 ∈ [0, 𝜒*). При достаточно больших расстояниях 𝜉 от центра масс до оси

вращения бифуркация Андронова-Хопфа, происходящая при 𝜒 = 𝜒*, является

суперкритической. В системе наблюдается только один цикл (притягивающий)

указанного типа. При уменьшении 𝜉 эта бифуркация становится субкритиче

ской. Появляется интервал значений 𝜒, в котором существует притягивающий

и отталкивающий циклы.

В определенном диапазоне 𝜉 (и, в частности, при 𝜉 = 0.7) в области ма

лых 𝜒 цикла рассматриваемого типа не существует. Вместо этого в системе

наблюдаются два симметричных относительно начала координат притягиваю

щих цикла. Ни при 𝜉 = 1.3, ни при 𝜉 = 0.3 эти циклы не наблюдаются. Этот

эффект требует отдельного исследования.

Зависимость амплитуд циклов от скорости потока представлена на рис.

4.28 для случая 𝜉 = 0.3, 𝑟0 = 1, 𝜒 = 0.1. Притягивающие циклы отмечены

черными кружками, отталкивающие — серыми.

При выбранных значениях параметров выполнены неравенства 𝜉 < 𝑟 < 𝜉+

𝑟20/𝑥𝑖, так что существует интервал значений скорости потока 𝑉 ∈ (
√
𝑢1,

√
𝑢2)

(см. ф-лу (4.88)), в котором тривиальное равновесие неустойчиво. Вне этого

интервала имеет место асимптотическая устойчивость.

Отметим, что бифуркации Андронова-Хопфа, происходящие на границах

этого интервала, имеют различный характер: на левой границе бифуркация яв

ляется суперкритической, на правой — субкритической. Численное моделирова

ние показывает, что такая картина наблюдается в достаточно широком диапа

зоне значений параметров системы.

В качестве оценки эффективности данной системы как устройства преобра

зования энергии потока представляется естественным использовать безразмер
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Рис. 4.28. Зависимость амплитуд циклов по углу (𝐴𝜃) и по смещению точки подвеса (𝐴𝑦) от

скорости потока; черные точки — притягивающие циклы, серые — отталкивающие

ный коэффициент мощности. Предположим, что в системе существует притяги

вающий цикл с периодом 𝑇 . Как и в работе [162], определим коэффициент мощ

ности для этого предельного цикла как отношение мощности, вырабатываемой

системой, к мощности потока, проходящей через сечение, ометаемое крылом в

ходе колебаний. В терминах введенных выше безразмерных величин получаем

следующую формулу:

𝐶𝑝 =
𝑃

2𝑌𝑤𝑉 3

Здесь 𝑃 — безразмерная мощность, а 𝑌𝑤 — максимум на множестве ординат

всех точек крыла, взятый на периоде, т.е.

𝑌𝑤 = max

(︂
max
𝜏∈[0,𝑇 )

(𝑦 + 0.5 sin 𝜃), max
𝜏∈[0,𝑇 )

(𝑦 − 0.5 sin 𝜃)

)︂
Если коэффициент демпфирования пружины мал по сравнению с коэффици

ентом, характеризующим полезную нагрузку, то можно считать, что полезная

мощность, вырабатываемая генератором на рассматриваемом цикле, определя

ется следующей формулой:

𝑃 =
𝜒

𝑇

𝑇∫︁
0

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑡

)︂2

𝑑𝑡
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Рис. 4.29. Зависимость коэффициента мощности от 𝜒 при разных значениях 𝜉.

Зависимость коэффициента мощности от эффективного коэффициента демп

фирования 𝜒 при различных значениях 𝜉 и 𝑉 = 2 представлена на рис. 4.29.

Видно, что для каждого 𝜉 существует некоторое «оптимальное» значение пара

метра 𝜒, при котором 𝐶𝑝 достигает максимума.

На рис. 4.30 проиллюстрировано влияние положения центра масс на мак

симальное значение 𝐶max
𝑝 коэффициента мощности. Расчеты выполнены при

безразмерной скорости потока 𝑉 = 2. Зависимость 𝐶𝑝 от 𝜉 немонотонная, и вы

бор величины 𝜉 может существенно повлиять на вырабатываемую мощность.

На рис. 4.31 приведена зависимость максимума 𝐶𝑝 от скорости потока. Расчеты

проведены при 𝜉 = 0.4. Интересно, что зависимость максимума коэффициен

та мощности от скорости потока также немонотонная: при малых значениях

𝑉 циклы отсутствуют, с ростом скорости величина 𝐶max
𝑝 возрастает, а затем

начинает убывать.
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Рис. 4.31. Зависимость максимума коэффи

циента мощности от скорости потока.

Управление колебаниями аэродинамического маятника с

подвижной точкой подвеса

Необходимо отметить, что отдельной проблемой в динамике ветроэнергети

ческих установок является необходимость их торможения, когда скорость пото

ка становится слишком большой (во избежание поломки), и разгона, когда эта

скорость возвращается в допустимые пределы. Поэтому целесообразно преду

смотреть возможность управления в этих системах. Одним из способов управ

ления является регулирование нагрузки (для автономных малых ветроэнерге

тических установок с вертикальной осью вращения такое управление описано, в

частности, в [35, 37]). Кроме того, в ряде работ (например, [80, 129]) описывает

ся пассивное управление ветроэнергетическими установками, осуществляемое

за счет перемещения внутренних масс и направленное на повышение произво

дительности.

Напомним, что с точки зрения преобразования энергии потока необходи

мо, чтобы маятник совершал колебания. Это означает, что рассматриваемое по

ложение равновесия должно быть неустойчивым или, по крайней мере, иметь
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сравнительно маленькую область притяжения. С другой стороны, когда ско

рость потока становится относительно большой, необходимо «гасить» колеба

ния, чтобы избежать поломки устройства. Это значит, что положение равнове

сия должно быть асимптотически устойчивым (или иметь достаточно большую

область притяжения).

Эти требования, очевидно, противоречат друг другу. Следовательно, в

системе требуется управление. Его можно обеспечить с помощью привода в

шарнире, но тогда управляющий момент должен будет «парировать» аэроди

намическую нагрузку, которая быстро растет с увеличением скорости потока,

и обеспечение питания привода может оказаться достаточно серьезной пробле

мой, особенно с учетом того, что установка должна работать в автономном

режиме. Поэтому представляется целесообразным исследовать возможность па

раметрического управления. Ограничимся анализом влияния двух параметров:

суммарного коэффициента демпфирования 𝜒 и радиуса инерции 𝑟0. С техниче

ской точки зрения, первый из них можно регулировать, изменяя сопротивление

во внешней цепи. Второй параметр можно изменять, например, перемещая две

точечные массы таким образом, чтобы они все время были расположены сим

метрично относительно главной центральной оси инерции маятника, перпенди

кулярной плоскости движения. При этом величины всех остальных параметров

системы останутся неизменными.

Рассмотрим влияние параметров 𝜒 и 𝑟0 на область существования притяги

вающего колебательного режима. Построим область существования притягива

ющего цикла на плоскости (𝑉, 𝜒), используя метод продолжения по параметру.

Значение радиуса инерции примем фиксированным: 𝑟0 = 1. Результаты рас

четов приведены на рис. 4.32,а. Штриховкой изображена область, в которой

флюгерное равновесие неустойчиво, а сплошной заливкой — область, в которой
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существует притягивающий колебательный режим. Видно, что есть область зна
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Рис. 4.32. Области неустойчивости равновесия (выделены штриховкой и заливкой) и суще

ствования притягивающего цикла (выделены заливкой) на плоскостях параметров: а) (𝑉, 𝜒)

, б) (𝑉, 𝑟0).

чений параметров, в которой положение равновесия асимптотически устойчиво,

но при этом существует притягивающий цикл. Таким образом, для гарантиро

ванного гашения колебаний при фиксированной скорости потока 𝑉 (а не просто

обеспечения асимптотической устойчивости равновесия) требуется достаточно

сильно увеличить нагрузку: 𝜒 > 𝜒𝑐𝑟(𝑉 ). Заметим, что в диапазоне скоростей

𝑉 > 2 критическая величина 𝜒𝑐𝑟 почти линейно растет с ростом 𝑉 . В то же

время, возможности изменения величины 𝜒 за счет внешнего сопротивления

ограничены, поскольку 𝜒 ≤ ℎ+ 𝜍 при любых значениях 𝑅.

Теперь рассмотрим влияние радиуса инерции на область существования

притягивающего колебательного режима. Расчеты будем проводить при 𝜒 = 0,

поскольку случай, когда демпфирование в пружине и нагрузки отсутствуют,

по-видимому, представляет собой «наихудший» вариант с точки зрения стаби

лизации положения равновесия.
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Результаты численного моделирования проиллюстрированы на рис. 4.32,б.

Область неустойчивости на плоскости (𝑉, 𝑟0) выделена пунктиром, а область

существования притягивающего колебательного режима – сплошной заливкой.

Видно, что при радиусе инерции 𝑟0 ≤ 0.5 притягивающий предельный цикл от

сутствует при всех рассмотренных значениях скорости потока. Соответственно

уменьшение момента инерции не только стабилизирует флюгерное положение

равновесия, но и обеспечивает для него достаточно большую область притяже

ния.

Таким образом, алгоритм управления может выглядеть следующим обра

зом: в случае увеличения скорости ветра сверх критического значения радиус

инерции уменьшается до величины порядка 0.5. Притягивающий цикл исчезает,

и маятник приходит в асимптотически устойчивое флюгерное положение равно

весия. При уменьшении скорости ветра до безопасного значения радиус инерции

увеличивается, принимая «рабочее» значение. При этом флюгерное положение

дестабилизируется, и маятник выходит на притягивающий колебательный ре

жим. Вообще говоря, для некоторого ускорения переходных процессов можно

регулировать нагрузку: увеличивать ее до максимума (𝜒 = ℎ + 𝜍 , внешняя

электрическая цепь замкнута накоротко) при торможении и уменьшать ее до

минимального возможного значения (𝜒 = ℎ, электрическая цепь разомкнута)

при разгоне.

Проведем численное моделирование поведения маятника в случае, когда

скорость потока представляет собой кусочно-постоянную функцию:

𝑉 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑉1, 𝜏 ≤ 𝜏1,

𝑉2, 𝜏1 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏2,

𝑉1, 𝜏 ≥ 𝜏2.

(4.93)

Будем считать, что управление радиусом инерции осуществляется следующим
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образом:

𝑟0 =

⎧⎨⎩𝑟0max, 𝑉 ≤ 𝑉*,

𝑟0min, 𝑉 > 𝑉*.
(4.94)

Пусть целевая величина нагрузки составляет 𝜒 = 𝜒0 = 0.1. Рассмотрим два

варианта управления нагрузкой: без управления и с управлением в соответствии

со следующим алгоритмом:

𝜒 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜒0, 𝜏 ≤ 𝜏2,

ℎ, 𝜏2 ≤ 𝜏 < 𝜏2 + 𝑇,

𝜒0, 𝜏 ≥ 𝜏2 + 𝑇.

(4.95)

Здесь 𝜏2 — момент, когда скорость потока становится меньше порогового зна

чения 𝑉*, а 𝑇 — длительность задержки до возврата к целевому значению на

грузки.

Примем следующие значения параметров управления:

ℎ = 0.01, 𝑇 = 100, 𝑟0min = 0.5, 𝑟0max = 1.0

Пусть 𝑉1 = 2, 𝑉2 = 10, 𝜏1 = 50, 𝜏2 = 100. Для остальных параметров будем ис

пользовать те же значения, что и ранее. Кроме того, проведем моделирование

без управления как радиусом инерции, так и нагрузкой. Результаты расчетов

представлены на рис. 4.33. Видно, что в случае, когда управление отсутствует,

увеличение скорости потока приводит к существенному росту амплитуды и ча

стоты колебаний. В то же время предложенный алгоритм управления обеспечи

вает торможение установки при увеличении скорости потока. Следует отметить,

что выход на режим после возвращения скорости к нормальному значению про

исходит достаточно медленно. Однако управление нагрузкой позволяет заметно

ускорить этот процесс.

231



�

0

0.5

�0.5

0

0.5

�0.5

0

0.5

�0.5

�

�

0

5

V

�

�

�

�

100 200 300

100 200 300

100 200 300

100 200 300

10
1

2

3

4

Рис. 4.33. Угловые колебания системы при кусочно-постоянной скорости ветра: 1 — зависи

мость скорости ветра от времени; 2 — без управления; 3 — с управлением радиусом инерции;

4 — с управлением радиусом инерции и нагрузкой.

Выводы

Для малых автономных ветроэнергетических установок с горизонтальной

осью вращения в случае, когда электромеханическое взаимодействие является

линейным, существует диапазон значений внешней нагрузки (сопротивления),

в котором у системы имеется два притягивающих стационарных режима. При

изменении внешней нагрузки возникает гистерезис выходной мощности (и уг

ловой скорости ветротурбины).

Для малых автономных ветроэнергетических установок с горизонтальной

осью вращения в случае, когда электромеханическое взаимодействие являет

ся нелинейным, семейство стационарных режимов претерпевает перестройку,

когда величина скорости потока проходит через некоторое критическое значе

ние. Если скорость меньше этого критического значения, то существует диапа
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зон значений нагрузочного сопротивления, в котором стационарный «высоко

скоростной» режим отсутствует; если же скорость больше этого критического

значения, то стационарный «высокоскоростной» режим существует при всех

значениях сопротивления.

Если в ветроэнергетическую установку, рабочий элемент которой представ

ляет собой плохообтекаемое тело, совершающее галопирование в потоке среды,

добавить еще одно тело (материальную точку), пружинно соединенное с первым

телом и с неподвижным основанием, то при надлежащем выборе параметров

критическая скорость потока, при которой возникает галопирование, уменьшит

ся, а средняя мощность, производимая при установившихся колебаниях систе

мы, возрастет.

В ветроэнергетической установке, рабочим элементом которой является

упруго закрепленный аэродинамический маятник, точка подвеса которого мо

жет двигаться вдоль неподвижной прямой, максимум безразмерного коэффици

ента выходной мощности (по нагрузке) немонотонно зависит от расстояния от

точки подвеса до центра масс: при смещении центра масс в сторону крыла этот

максимум вначале возрастает, а затем начинает уменьшаться. Увеличение мо

мента инерции маятника приводит к дестабилизации тривиального равновесия,

а его уменьшение — к стабилизации этого равновесия и исчезновению предель

ных циклов в достаточно широком диапазоне значений скорости потока.

233



Заключение

Оcновные результаты проведенного исследования можно сформулировать

следующим образом:

1. Показано, что уравнения движения тела в потоке, полученные с помощью

модели присоединенного осциллятора, приводятся к интегро-дифференци

альной форме, аналогичной уравнениям, получаемым в рамках известно

го подхода к описанию нестационарного аэродинамического воздействия,

использующего интеграл Дюамеля с экспоненциальным ядром.

2. Рассмотрено поступательное движение тела типа тонкого крыла поперек

потока среды в случае, когда мгновенный угол атаки мал (движение доста

точно медленное). С помощью модели присоединенного осциллятора пока

зано, что при достаточно большой величине производной коэффициента

нормальной силы по углу атаки коэффициент при ускорении тела, обу

словленный наличием нестационарного аэродинамического воздействия,

оказывается отрицательным, что дает основание говорить не о «присо

единенной», а об «отсоединенной» массе.

3. Для линейной голономной системы с 𝑠 степенями свободы показано, что

при изменении диагонального элемента матрицы потенциальных сил ха

рактер устойчивости положения равновесия может изменяться не более

2𝑠 − 1 раз. Для любого конечного значения 𝑠 существует система, в ко

торой число изменений характера устойчивости равно максимально воз

можному.

4. Показано, что для линейной голономной системы с 2 степенями свобо

ды существуют достаточные условия того, что при увеличении жесткости
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по одной из обобщенных координат от некоторого фиксированного значе

ния (возможно, отрицательного) до бесконечности характер устойчивости

равновесия изменится 3 раза (неустойчивость — асимптотическая устой

чивость — неустойчивость — асимптотическая устойчивость).

5. Для линейной голономной системы с 2 степенями свободы найдены до

статочные условия того, что при увеличении жесткости по одной из обоб

щенных координат от некоторого фиксированного значения (возможно,

отрицательного) до бесконечности характер устойчивости равновесия из

менится 2 раза. Этот эффект возможен, в частности, в случае полной

диссипации, если в системе присутствуют циркуляционные силы.

6. Рассмотрена задача о торможении тонкого крыла, поступательно движу

щегося поперек потока среды. Показано, что в случае равномерного тор

можения нормальная сила, действующая на крыло, не меняет направле

ние, если ускорение крыла меньше определенного критического значения,

и меняет направление два раза (один на фазе торможения, второй — на

фазе последействия), если ускорение превышает это критическое значе

ние. При этом на некотором интервале времени в ходе фазы торможения

указанная сила препятствует торможению.

7. Исследована динамика однозвенного аэродинамического маятника. Пока

зано, что для него существует диапазон значений длины державки, в кото

ром положение равновесия «по потоку» является асимптотически устой

чивым, если момент инерции маятника относительно точки подвеса мень

ше определенного критического значения, и неустойчивым, если момент

инерции больше этого значения.

8. Рассмотрена динамика малых автономных ветроэнергетических устано
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вок с горизонтальной осью вращения. Показано, что в случае, когда элек

тромеханическое взаимодействие является линейным, существует диапа

зон значений внешней нагрузки (сопротивления), в котором у системы

имеется два притягивающих стационарных режима (один — «высокоско

ростной», второй — «низкоскоростной»). При изменении внешней нагруз

ки возникает гистерезис выходной мощности (и угловой скорости ветро

турбины).

9. Исследована динамика малых автономных ветроэнергетических устано

вок с горизонтальной осью вращения в случае, когда электромеханиче

ское взаимодействие является нелинейным. Показано, что семейство ста

ционарных режимов претерпевает перестройку, когда величина скорости

потока проходит через некоторое критическое значение. Если скорость

меньше этого критического значения, то существует диапазон значений

нагрузочного сопротивления, в котором стационарный «высокоскорост

ной» режим отсутствует; если же скорость больше этого критического

значения, то стационарный «высокоскоростной» режим существует при

всех значениях сопротивления.

10. Рассмотрена динамика ветроэнергетической установки колебательного ти

па, рабочий элемент которой представляет собой плохообтекаемое тело,

совершающее галопирование в потоке среды. Показано, что если в эту

систему добавить еще одно тело (материальную точку), пружинно соеди

ненное с первым телом и с неподвижным основанием, то при надлежащем

выборе параметров критическая скорость потока, при которой возникает

галопирование, уменьшится, а средняя мощность, производимая при уста

новившихся колебаниях системы, возрастет.
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11. Исследована динамика ветроэнергетической установки, рабочим элемен

том которой является упруго закрепленный аэродинамический маятник,

точка подвеса которого может двигаться вдоль неподвижной прямой, пер

пендикулярной набегающему потоку. Показано, что максимум безразмер

ного коэффициента выходной мощности (по нагрузке) немонотонно зави

сит от расстояния от точки подвеса до центра масс маятника: при сме

щении центра масс в сторону крыла этот максимум вначале возрастает,

а затем начинает уменьшаться. Увеличение момента инерции маятника

приводит к дестабилизации тривиального равновесия, а его уменьшение

— к стабилизации этого равновесия и исчезновению предельных циклов в

достаточно широком диапазоне значений скорости потока.

Перспективы дальнейшего развития тематики диссертации

Одним из направлений дальнейших исследований является разработка мо

дификаций квазистатического подхода, которые позволили бы обеспечить более

точное описание аэродинамики вращающихся (или совершающих угловые коле

бания) тел в потоке среды, в том числе, при больших значениях мгновенного

угла атаки. Это даст возможность, в частности, проводить эффективный пара

метрический анализ задач динамики малых ветроэнергетических установок с

вертикальной осью вращения.

Актуальной задачей в рамках исследования различных типов колебатель

ных ветроэнергетических установок является систематический анализ влияния

на их динамику различных типов устройств генерации электроэнергии (генера

торов различных типов, пьезоэлементов и т.д.), а также различных типов по

требителей (в частности, стабилизаторов напряжения, аккумуляторов и т.п.),

включенных в электрическую цепь.
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Еще одним важным направлением является развитие модели малой вет

роэнергетической установки с горизонтальной осью вращения с целью учета

возможности поворота установки вокруг вертикальной оси. Такой поворот необ

ходим для адаптации к изменению направления ветра. Это приводит к суще

ственному усложнению системы, в частности, в силу того, что когда угол между

осью турбины и скоростью набегающего потока обтекание лопастей оказывает

ся отличным от нуля, обтекание лопастей становится «косым». Для описания

возникающих при этом аэродинамических сил и моментов потребуется внести

модификации в используемую математическую модель.
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