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Общая характеристика работы
Актуальность темы исследования. Квантовые корреляции ответствен-
ны за преимущества квантовых приборов и устройств над их классиче-
скими аналогами. Такие корреляции отсутствуют в классической физике.
Изучение их свойств и методов управления ими является теоретической
основой квантовых технологий.

Традиционно такие корреляции связывают с понятием запутанности [1],
но в квантовой теории информации существует и более общий класс кван-
товых корреляций — квантовый дискорд [2]. Квантовый дискорд отличен
от нуля [3] даже в отсутствии запутанности и при высоких температурах,
тем не менее основным ресурсом квантовой информатики [4], квантовой
криптографии [5], метрологии [6] и коммуникации [7] является запутан-
ность. Изучение этого ресурса — одна из актуальнейших проблем кван-
товой теории информации [8]. Предпринятые в данной работе попытки
количественного определения многочастичной запутанности мотивирова-
ны желанием понять и количественно оценить эти ресурсы.

С фундаментальной точки зрения большой интерес вызывают кван-
товые процессы, протекающие в системах многих взаимодействующих ча-
стиц, например, термализация [9], скремблирование [10], локализация [11].
Являясь характерной особенностью квантовой механики [12], запутан-
ность оказывается [13–15] ключевой особенностью этих процессов. Даль-
нейшее исследование таких процессов требует развития эксперименталь-
ных методов исследования многочастичной запутанности. До недавнего
времени исследования [16] были ограничены изучением запутанности и
квантового дискорда между двумя подсистемами и направлены на опре-
деление мер этих величин. Вместе с тем более существенны не меры
квантовых корреляций, а сам факт их наличия. В последние годы воз-
никли [15] методы исследования многочастичной запутанности. В частно-
сти, оказалось, что в рамках многоквантовой (МК) спектроскопии ЯМР
в твердом теле можно существенно продвинуться в этом направлении.

МК спектроскопия ЯМР [17] уже много лет известна как эффектив-
ный метод изучения корреляций многих взаимодействующих частиц, так
как на подготовительном периоде МК эксперимента ЯМР [17] создают-
ся многоспиновые коррелированные кластеры. В работах [18–21] были
исследованы процессы роста таких коррелированных кластеров и зависи-
мости времени декогеренции от их размера. Также была отмечена связь
запутанности с эволюцией МК когерентностей [22,23], а в работах [24,25]
были введены свидетели двухчастичной запутанности. Позднее метод МК
ЯМР был применен для исследования эффекта локализации [26].
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В недавней работе Гарттнер и др. показали [15], что специфический
класс корреляторов, первоначально разработанных в рамках МК спек-
троскопии ЯМР [17], является полезным свидетелем многочастичной за-
путанности. Спектр интенсивностей МК когерентностей ЯМР, детекти-
руемый по окончанию МК эксперимента ЯМР [17], позволяет оценивать
величину квантовой информации Фишера, которая, в свою очередь, свя-
зана [27] с количеством запутанных частиц в системе.

Существуют и другие методы детектирования [28] многочастичной
запутанности. В частности, критерий на основе энтропии Реньи [10, 29]
является строгим свидетелем многочастичной запутанности для чистых
состояний. Энтропия Реньи может быть измерена экспериментально, но
для этого требуются ресурсы, которые экспоненциально масштабируют-
ся с размером изучаемой системы, а также возможность одночастичной
адресации. Развиваемый в данной работе критерий многочастичной запу-
танности на основе МК спектра ЯМР также является экспериментально
доступным [17] свидетелем запутанности, но менее требовательным к ре-
сурсам, а также применимым как к открытым, так и к изолированным
квантовым системам.

Целью данной работы является теоретическое исследование много-
частичной запутанности в системах с большим количеством частиц (>200)
в рамках МК спектроскопии ЯМР, а также развитие методов экспери-
ментального измерения величин квантовой информации Фишера и косой
информации Вигнера-Янасе.

Объектом исследования являются системы взаимодействующих ядер-
ных спинов 1

2 при низких температурах. В качестве таких систем рас-
сматриваются тонкая пленка, содержащая нанопоры, заполнения спин-
несущими частицами [30], зигзагообразные цепочки протонов в кристал-
ле гамбергита [31] и цепочки ядер фтора в кристалле фтористого апа-
тита кальция [32]. Предметом исследования является запутанность
возникающая в таких системах в МК эксперименте ЯМР, а также теория
методов измерения квантовых информационных величин.

Научная новизна. В данной работе была разработана теория МК
ЯМР для нанопоры при произвольной температуре, что позволило впер-
вые теоретически исследовать температурную зависимость многочастич-
ной запутанности в системе из более чем 200 взаимодействующих частиц.
Также в данной работе был разработан метод определения величины ко-
сой информации Вигнера-Янасе в МК эксперименте ЯМР.

На защиту выносятся следующие положения:

1. Разработанная теория МК ЯМР позволяет исследовать многоча-
стичную запутанность в системе ядерных спинов при произвольной
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температуре.

2. С понижением температуры количество запутанных спинов растет
и в нанопоре, и в зигзагобразной цепочке.

3. Оценка количества запутанных спинов в однородных цепочках со-
гласуется с результатами, представленными в литературе.

4. Если спиновая система исследуется в МК эксперименте ЯМР с на-
чальным равновесным термодинамическим состоянием при темпе-
ратуре T , то ее косая информация Вигнера-Янасе равна удвоенно-
му второму моменту распределения интенсивностей МК когерентно-
стей ЯМР системы, приготовленной при вдвое большей температуре
2T в тот же момент времени эволюции;

5. Результаты оценки количества запутанных спинов, полученные на
основе квантовой информации Фишера и косой информации Вигнера-
Янасе, согласуются;

Практическая ценность. Так как косая информация Вигнера-Янасе
нашла много применений в квантовой теории информации, предлагаемый
в данной работе метод экспериментального определения ее величины не
только позволяет исследовать многочастичную запутанность методами
МК ЯМР, но и открывает возможность решения широкого класса задач
в этой области.

Публикации и апробация работы. Все результаты, представлен-
ные в диссертации, опубликованы в высокорейтинговых зарубежных и
российских научных журналах (Physical Review A, 2019; Journal of Magnetic
Resonance, 2020; Журнал экспериментальной и теоретической физики,
2020; Applied Magnetic Resonance, 2020; Physics Letters A, 2021) и пред-
ставлены на пяти международных и одной всероссийской конференциях.

Личный вклад. Представленные в работе результаты получены ав-
тором лично или при его непосредственном участии совместно с соавто-
рами опубликованных работ. Постановка цели и задач, выбор методов их
решения и интерпретация полученных результатов выполнены совместно
с научным руководителем.

Структура и объём диссертации. Диссертация включает в себя
введение, пять глав, заключение и основные выводы, благодарности, спи-
сок опубликованных работ и библиографический список использованной
литературы, состоящий из 171 наименования. Работа изложена на 95 стра-
ницах, содержит 1 таблицу и 37 рисунков.
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Краткое содержание диссертации
Во введении дана общая характеристика диссертационной работы, обос-
нована актуальность темы, сформулированы цели работы, показана но-
визна работы.

Первая глава носит обзорный характер и посвящена роли многоча-
стичной запутанности в квантовой теории информации и методам ее де-
тектирования. Отмечается, что исследование запутанности между двумя
подсистемами хорошо изучено как теоретически, так и эксперименталь-
но [33], в отличие от запутанности многих частиц. В этой главе вводится
определение k-частично запутанных состояний на основе классификации
из работ [34–36]. Чистое состояние N частиц является k-частино запутан-
ным, если

|Ψk−ent⟩ = ⊗M
i=1 |Ψi⟩ , (1)

где |Ψi⟩ — многокубитное несепарабельное или однокубитное состояние
подсистемы с Ni частицами

(∑N
i=1 Ni = N

)
, и существует такое m ∈ N,

что Nm ≥ k. Смешанное состояние ρk−ent может быть представлено как

ρk−ent =
∑
l

pl |Ψkl−ent⟩ ⟨Ψkl−ent| , (2)

и существует такое l, что kl ≥ k.
Также в этой главе дается обзор методов детектирования многоча-

стичной запутанности. Особенное внимание уделяется методу оценки ко-
личества запутанных частиц в квантовой системе с помощью квантовых
информационных величин. В частности, в этой главе демонстрируется,
что если квантовая информация Фишера системы N частиц с матрицей
плотности ρ

FQ(ρ) >

[
N

k

]
k2 +

(
N − k

[
N

k

])2

, (3)

то ρ — (k + 1)-частично запутанное состояние [37]. Этот результат, выте-
кающий из общих свойств квантовой информации, справедлив [35] и для
косой информации Вигнера-Янасе.

Так как дальнейшее исследование многочастичной запутанности тре-
бует развитие экспериментальных методов, в этой главе приводится вы-
вод результата, полученного в работе [15], который открывает возмож-
ность экспериментального определения нижней границы квантовой ин-
формации Фишера в МК эксперименте ЯМР.
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Также в этой главе даются краткий обзор МК эксперимента ЯМР и
примеры образцов, подходящих для исследования многочастичной запу-
танности в рамках МК спектроскопии ЯМР.

t

Рис. 1: Схема МК эксперимента ЯМР.

Во второй главе разрабатывается теория МК эксперимента ЯМР
для низких температур. Температура учитывается в начальном термо-
динамическом равновесном состоянии системы ρeq, которое определяется
выражением

ρeq =
eβIz

Z
, β =

ℏω0

kT
, (4)

где Z = Tr
{
eβIz

}
— статистическая сумма, ℏ и k — постоянная Планка и

постоянная Больцмана соответсвенно, ω0 — ларморовская частота, T —
температура, и Iz — оператор проекции полного углового момента на ось
z, которая направлена вдоль сильного внешнего магнитного поля. В дан-
ной главе предлагается такое обобщение МК эксперимента ЯМР, сигнал
которого удовлетворяет специальной форме [15] при любых температу-
рах. Для этого необходимо по прошествии трех периодов МК экспери-
мента ЯМР (см. Рис. 1) провести усреднение по начальному состоянию.
В этом случае коррелятор сигнала имеет вид

GLT(τ, ϕ) = Tr
{
eiϕIzρLT(τ)e−iϕIzρLT(τ)

}
, (5)

где ρLT(τ) — решение уравнения Лиувилля

i
dρ

dτ
= [HMQ, ρ(τ)] (6)

с начальной матрицей плотности ρeq (4). Так как матрицу плотности мож-
но представить [38] в виде ряда

ρLT(τ) =
∑
n

ρ
(n)
LT (τ), (7)
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где ρ
(n)
LT вклад в МК когерентность порядка n, учитывая коммутационное

соотношение [Iz, ρLT(τ)] = nρ
(n)
LT (τ), сигнал GLT(τ, ϕ) может быть приве-

ден к виду
GLT =

∑
n

einϕTr
{
ρ
(n)
LT (τ)ρ

(−n)
LT (τ)

}
. (8)

Коррелятор сигнала (5) обобщенного МК эксперимента ЯМР является
неупорядоченным по времени коррелятором, и, следовательно, удвоен-
ный второй момент (дисперсия) M2(τ) распределения интенсивностей МК
когерентностей ЯМР является, [15] нижней границей квантовой инфор-
мации Фишера FQ:

FQ(τ) ≥ 2M2(τ) = 2
∑
n

n2J
(n)
LT (τ), (9)

где
J
(n)
LT = Tr

{
ρ
(n)
LT (τ)ρ

(−n)
LT (τ)

}
. (10)

В третьей главе исследуется температурная зависимость многоча-
стичной запутанности, возникающей в нанаполости с большим количе-
ством частиц (N ≈ 50 . . . 200) на подготовительном периоде МК экспери-
мента ЯМР (см. Рис. 1). В качестве модели рассматривается несфериче-
ская нанопора, заполненная частицами со спином 1

2 (например, ксеноном)
в сильном внешнем магнитном поле [30]. В процессе молекулярной диф-
фузии константа ДДВ усредняется до некоторого ненулевого значения
Des, которое зависит от формы полости, давления газа и направления
сильного внешнего магнитного поля. По существу нанопора является си-
стемой эквивалентных спинов, и ее МК динамика ЯМР может быть ис-
следована точно.

На подготовительном периоде МК эксперимента ЯМР гамильтониан
системы эквивалентных спинов определяется выражением

HMQ,es = −Des

4

((
I+

)2
+
(
I−

)2)
, I± =

N∑
j=1

I±j (11)

где I+j и I−j — повышающий и понижающий операторы спина j, N —
число спинов в нанопоре, Des — константа ДДВ, усредненная по быст-
рой молекулярной диффузии спин-несущих частиц в нанопоре. Так как
гамильтониан HMQ,es коммутирует с квадратом полного спинового уг-
лового момента I2 (

[
HMQ,es, I

2
]

= 0), он может быть разбит на блоки
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(a) β = 0.1. Выше гори-
зонтальной линии детек-
тируется только парная
запутанность.
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(b) β = 0.5. В по-
лосе, ограниченной го-
ризонтальными линиями
(k = 14 и k = 27), детек-
тируется запутанность от
15 до 27 спинов.
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(c) β = 3.5. Детектирует-
ся запутанность почти всех
спинов (179 из 201).

Рис. 2: Зависимость нижней границы квантовой информации Фишера
FQ = 2M2(τ) от безразмерного времени Desτ с термодинамическим рав-
новесным начальным состоянием ρeq системы с N = 201 частиц.

HS
MQ,es, соответствующие различным значениям S полного спинового уг-

лового момента

S =
N

2
,
N

2
− 1,

N

2
− 2, . . . ,

N

2
−
[
N

2

]
, (12)

где [x] — целая часть x. Когда начальное состояние системы ρ(0) то-
же коммутирует с квадратом полного спинового углового момента I2

(
[
ρ(0), I2

]
= 0), можно перейти к рассмотрению динамики отдельных бло-

ков ρS(0), размер которых равен 2S + 1, а степень вырождения n(S,N)
равна [39]

n(S,N) =
N !(2S + 1)(

N
2 + S + 1

)
!
(
N
2 − S

)
!
. (13)

В этом случае выражение для МК когерентности, наблюдаемой в обоб-
щенном МК эксперименте ЯМР, может быть записано в виде

J (n)(τ) =
∑
S

n(S,N)J (n),S(τ), (−N ≤ n ≤ N), (14)

где
J (n),S = Tr

{
ρ(n),S(τ)ρ(−n),S(τ)

}
, (15)

а ρ(n),S(τ) — эволюционная матрица плотности соответсвующая блоку S.

9



0 2 4
0

50

100

150

200

N
en

t

Рис. 3: Зависимость макси-
мального числа запутанных
спинов от обратной темпера-
туры β = ℏω0

kT .

Термодинамическая равновесная мат-
рица плотности ρeq, определенная в выра-
жении (4), коммутирует с квадратом пол-
ного углового момента (

[
ρeq, I

2
]

= 0). По-
скольку гамильтониан HMQ,es и матрица
плотности в начальный момент времени
ρ(0) = ρeq могут быть приведены к блоч-
но диагональному виду, можно численно
рассчитать эволюцию каждого блока ρSeq.
Так как гамильтониан HMQ,es не зависит
от времени, уравнение Лиувилля для бло-
ка ρSLT(τ) эволюционной матрицы плотно-
сти имеет вид

ρSLT(τ) = e−iHS
MQ,esτρSeqe

iHS
MQ,esτ . (16)

Подставляя выражение (16) в (15) и (14),
получаем интенсивности МК когерентно-
стей ЯМР, второй момент распределения
которых определяет (9) нижнюю границу
информации Фишера.

В этой главе диссертации приводится аналитическое решение для си-
стемы из N = 3 частиц. В этом случае возникают когерентности только
нулевого и плюс/минус второго порядков. Полученные выражения для
нормированных интенсивностей имеют вид

JLT,0(τ) = 1 − 1

2
tanh2(β) sin2

(√
3Desτ

)
, (17)

JLT,±2(τ) =
1

4
tanh2(β) sin2

(√
3Desτ

)
. (18)

Результаты численных расчетов зависимости нижней границы инфор-
мации Фишера от времени для системы с N = 201 частиц приведены на
Рис. 2.

На Рис. 2a значение параметра β = 0.1 соответствует температуре
T = 2.4 · 10−1 K при ларморовской частоте ω0 = 2π · 500 · 106 с−1. Нера-
венство (3) может быть выполнено только при k = 1 (горизонтальная
линия на Рис. 2a). Это подтверждает, что в высокотемпературном случае
возможна парная запутанность [25].

При температуре T = 4.8 · 10−2 K (β = 0.5) на Рис. 2b видна полоса,
в которой неравенство (3) может быть удовлетворено, когда 14 ≤ k < 27.
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При понижении температуры ширина полосы, где детектируется мно-
гочастичная запутанность, увеличивается. При температуре T = 6.856 ·
10−3 K (β = 3.5) почти все спины (до 179 из 201) запутаны (см. Рис. 2c).
Запутанность существует в течение всего процесса эволюции, за исклю-
чением короткого начального периода времени.

На Рис.3 точками представлено максимальное значение запутанности
за период (0 ≤ Desτ ≤ 10) при различных значениях обратной темпе-
ратуры β. Количество запутанных спинов увеличивается при понижении
температуры.

Многочастичную запутанность также можно исследовать, когда та же
самая система первоначально приготовлена в дипольном упорядоченном
состоянии [40]. В работе [41] отмечается, что в этом случае МК когерент-
ности ЯМР возникают быстрее.

(a) T = 6 ·10−4 K. Выше
горизонтальной линии
детектируется только
парная запутанность.

(b) T = 3.2 · 10−4 K.
В полосе, ограниченной
горизонтальными лини-
ями (k = 19 и k = 46),
детектируется запутан-
ность от 20 до 46 спи-
нов.

(c) T = 4.8 · 10−5 K.
В полосе, ограниченной
горизонтальными лини-
ями (k = 10 и k = 91),
детектируется запутан-
ность от 11 до 91 спи-
нов.

Рис. 4: Зависимость нижней границы квантовой информации Фишера
FQ = 2M2(τ) от безразмерного времени Desτ с дипольным упорядочен-
ным начальным состоянием ρdo системы с N = 101 частиц.

В общем случае в начальный момент времени система находится в
термодинамическом равновесии с матрицей плотности

ρ(0) = ρ̄eq =
1

Z̄
e

ℏω0
k αzIz+

ℏ
kβdHdz , (19)

где Z̄ = Tr
{
e

ℏω0
k αzIz+

ℏ
kβdHdz

}
— статистическая сумма, ℏ и k — констан-

ты Планка и Больцмана, ω0 — частота Лармора, Iz — оператор проекции
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полного углового спинового момента на ось z, который направлен вдоль
сильного внешнего магнитного поля, Hdz — секулярная часть гамильто-
ниана ДДВ в сильном внешнем магнитном поле и αz, βd — обратные зее-
мановская и дипольная температуры. Используя метод адиабатического
размагничивания во вращающейся системе координат (ВСК) [40, 42] ли-
бо двухимпульную последовательность Брокаерта-Джинера, можно по-
лучить систему в состоянии термодинамического равновесия с матрицей
плотности

ρdo =
1

Zdo
e

ℏβdHdz
k , (20)

где статистическая сумма Zdo = Tr
{
e

ℏβdHdz
k

}
≈ 2N .

Магнитное упорядочение [43] выходит за рамки диссертации, и рас-
сматривается только промежуточный температурный случай, когда зе-
емановская температура является низкой (ℏω0

k αz ≫ 1), а дипольная —
высокой

(ℏD
k βd ≪ 1

)
. Тогда выражение (20) матрицы плотности ρi может

быть разложено в ряд по βd:

ρdo ≈ 1

Zdo

(
1 +

ℏβd

k
Hdz

)
. (21)

В оригинальной работе [44] двухимпульсный эксперимент Брокаерта-Джинера
был разработан для высокотемпературного случая. В этой главе диссер-
тации теоретически показано, что этот эксперимент также может выпол-
няться и для промежуточного температурного случая.

В нанопоре гамильтониан Hdz частично усредняется за счет быстрой
молекулярной диффузии и может быть записан [41,45] в виде

Hdz,es =
Des

2
(3I2z − I2), (22)

где I2 — квадрат полного спинового углового момента. Таким образом,
начальное состояние ρdo (21) может быть разделено на блоки ρSdo, соот-
ветствующие различным значениям S (12) полного спинового углового
момента. Эволюция блока ρSdo определяется уравнением Лиувилля

ρSdo(τ) = e−iHS
MQ,esτρSdoe

iHS
MQ,esτ . (23)

Подставляя выражение (23) в (15) и (14), получаем интенсивности МК
когерентностей ЯМР.

В этой главе диссертации приводится аналитическое решения для си-
стемы из N = 3 частиц. В такой системе возникают когерентности только

12



нулевого и плюс/минус второго порядков. Полученные выражение для
нормированных интенсивностей имеют вид

Jdo,0(τ) = 1 − 1

2
tanh2

(
3β∗

2

)
sin2

(√
3Dτ

)
, (24)

Jdo,±2(τ) =
1

4
tanh2

(
3β∗

2

)
sin2

(√
3Dt

)
, (25)

где β∗ = ℏ
kβdDes.

Результаты численных расчетов зависимости нижней границы инфор-
мации Фишера (9) от времени для системы с N = 101 частиц приведены
на Рис. 4. Из Рис. 4a видно, что при температуре T = 6 · 10−4 K детекти-
руется только парная запутанность. При температуре T = 3.2 · 10−4 K на
Рис. 4b появляется полоса, в которой неравенство (3) может быть выпол-
нено, когда 19 ≤ k < 46. Таким образом, детектируется многочастичная
запутанность от 20 до 46 спинов. Когда температура понижается, ширина
полосы, в которой существует многочастичная запутанность, увеличива-
ется. При температуре T = 4.8 · 10−5 K (Рис. 4c) детектируется запутан-
ность почти всех спинов (92 из 101).
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(a)  n=51
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Рис. 5: Зависимость максимального числа запутанных спинов за интервал
времени эволюции (0 ≤ Dτ ≤ 3), от температуры при a) N = 51; b)
N = 75; c) N = 101.

Зависимость максимального размера запутанного кластера за время
эволюции (0 ≤ Dτ ≤ 3) от температуры при разных числах спинов в
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нанопоре представлена на Рис. 5. Максимальное количество запутанных
спинов уменьшается при повышении температуры. Максимальное коли-
чество запутанных спинов увеличивается, когда увеличивается число спи-
нов в нанопоре, потому что система в нанопоре становится плотнее.

В четвертой главе исследуется многочастичная запутанность в це-
почках ядерных спинов.

Рис. 6: Схема зигза-
гообразной цепочки
ядерных спинов.
Нечетные звенья па-
раллельны внешнему
магнитному полю H⃗0,
а φ — угол между
соседними звеньями.

Однородная цепочка является наиболее про-
стой и хорошо изученной разновидностью одно-
мерной системы. Создание запутанных кластеров
в таких цепочках ограничено слабыми ДДВ уда-
ленных спинов. В МК эксперименте ЯМР в од-
нородной цепочке существенны только когерент-
ности нулевого и плюс/минус второго порядков.
Неравенство (3) выполняется только для k = 1,
то есть детектируется только парная запутан-
ность. Полученная оценка согласуется с пред-
ставленными в литературе [25, 46] результатами.
Этого достаточно для передачи МК когерентно-
стей вдоль цепочки [47–50] и создания запутан-
ности между удаленными концами цепочки [51].
В однородных цепочках константа ДДВ ближай-
ших соседей в восемь раз превышает константу
ДДВ следующих ближайших соседей. В зигзаго-
образных цепочках роль следующих ближайших
соседей является более существенной, что ведет
к необходимости учитывать МК когерентности
четвертого порядка [52].

На Рис. 6 схематично представлена зигзагооб-
разная цепочка ядерных спинов в сильном внеш-
нем магнитном поле H⃗0. Нечетные звенья цепочки параллельны внеш-
нему магнитному полю H⃗0, а φ — угол между соседними звеньями. Га-
мильтониан, описывающий МК динамику ЯМР зигзагобразной цепочки с
учетом взаимодействия со следующими ближайшими соседями, задается
выражением [53]

HMQ,zc =

N−1∑
i=1

Di,i+1(I+i I+i+1 + I−i I−i+1) +

N−2∑
i=1

Di,i+2(I+i I+i+2 + I−i I−i+2), (26)

где I+i , I−i — повышающий и понижающий операторы спинового углового
момента ядра с номером i, N — количество ядерных спинов в цепочке.
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Константы ДДВ в зигзагообразной цепочке определяются выражения-
ми [43]

D2n−1,2n = D1 =
γ2ℏ
r3

, (27)

D2n,2n+1 = D2 =
γ2ℏ
2r3

(
3 cos2 φ− 1

)
, n = 1, 2 . . . , (28)

где γ — гиромагнитное отношение, r — расстояние между ближайшими
спинами в цепочке. Также в гамильтониане учитываются взаимодействия
со следующими соседями, константа диполь-дипольного взаимодействия
которых определяется как [43]

Dn,n+2 =
γ2ℏ

16r3 sin3 φ
2

(
3 sin2 φ

2
− 1

)
. (29)

В частности, уравнения (27), (29) означают, что для прямой спиновой це-
почки, когда (φ = π), константа дипольной связи для ближайших соседей
в восемь раз больше, чем константа дипольной связи между следующими
ближайшими соседями. При φ = 2π

3 отношение констант связи∣∣∣∣ D2n,2n+1

D2n−1,2n+1

∣∣∣∣ =
3
√

3

5
. (30)

Следовательно, ДДВ следующих ближайших соседей существенны для
МК динамики ЯМР при определённых ориентациях зигзагообразной спи-
новой цепочки по отношению к направлению внешнего сильного магнит-
ного поля.

Эволюционная матрица плотности зигзагобразной цепочки на подго-
товительном периоде МК эксперимента ЯМР (Рис. 1) с термодинамиче-
ским начальным состоянием ρeq определяется выражением

ρzc(τ) = e−iHMQ,zcτρeqe
iHMQ,zcτ . (31)

Интенсивности МК когерентностей ЯМР определяются уравнением (10),
а нижняя граница информации Фишера — из выражения (9). При обрат-
ной температуре β = 0.5, что соответствует температуре T = 4.8× 10−2 K
при ларморовской частоте ω0 = 2π × 500 × 106 s−1, для спиновых цепо-
чек с N = 6 и N = 8 неравенство (3) выполняется только при k = 1.
Это означает, что в высокотемпературном случае детектируется только
парная запутанность, что согласуется с работой [25].
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(a) β = 10 (T = 2.4 ×
10−3 К), N = 6. В
полосе, ограниченной го-
ризонтальными линиями
(k = 1 и k = 5), детекти-
руется запутанность от 2
до 5 спинов.
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(b) β = 1 (T = 2.4 ×
10−2 К), N = 8. В об-
ласти ограниченной го-
ризонтальными линиями
k = 1 и k = 2 детек-
тируется парная запутан-
ность.
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(c) β = 20 (T = 1.2 ×
10−3 К), N = 8. В об-
ласти ограниченной го-
ризонтальными линиями
k = 2 и k = 4 детектиру-
ется трехчастичная запу-
танность.

Рис. 7: Зависимость нижней границы квантовой информации Фише-
ра FQ = 2M2(τ, β) от безразмерного времени D1τ в зигзагообразной це-
почке.

Временная эволюция нижней границы квантовой информации Фише-
ра, соответствующая удвоенному второму моменту распределения интен-
сивностей МК когерентностей (9) для шестиспиновой цепочки, представ-
лена на Рис. 7a при температуре T = 2.4 × 10−3 K (b = 10). На Рис. 7a
видна полоса, в которой неравенство (3) удовлетворено при 1 ⩽ k ⩽ 5.
Таким образом, детектируется многочастичная запутанность в спиновых
кластерах, состоящих из 2-6 спинов. Зависимость максимального размера
запутанного кластера от длины цепи приведена на Рис. 8a при темпера-
туре T = 2.4 × 10−3 K.

Временная эволюция нижней границы информации Фишера в вось-
миспиновой зигзагообразной цепочке представлена на Рис. 7b и Рис. 7c.
При температуре T = 2.4 × 10−2 К возникают многочастичные запутан-
ные кластеры, состоящие из двух или трех спинов, а при температуре
T = 1.2 × 10−2 К возникают запутанные кластеры размером от 2 до 4
спинов.
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Рис. 8: Зависимость максимального числа запутанных спинов Nent от a)
длины зигзагообразной цепочки N при температуре β = 10 (T = 2.4 ×
10−3 К); b) температуры β в зигзагообразной цепочке, состоящей из шести
и восьми спинов.

Зависимость максимального размера запутанного кластера от темпе-
ратуры в зигзагообразной цепочке, состоящей из шести или восьми спи-
нов, приведена на Рис. 8b. Число запутанных спинов увеличивается с по-
нижением температуры. Так же как и в случае системы эквивалентных
спинов, при низких температурах почти все спины в цепочке запутанны.

В пятой главе разрабатывается теория экспериментального метода
определения косой информации Вигнера-Янасе в рамках МК спектроско-
пии ЯМР.

Эволюционная матрица плотности произвольной системы на подгото-
вительном периоде МК эксперимента ЯМР (Рис. 1) с начальным термо-
динамическим равновесным состоянием ρeq (4) имеет вид

ρ(τ, β) = V +(τ)ρeqV (τ) = V +(τ)
eβIz

Z
V (τ), (32)

где V (τ) = eiHMQτ — оператор эволюции.
Косая информация Вигнера-Янасе по отношению к наблюдаемой Iz

определяется выражением [54]

IWY (ρ(τ, β), Iz) = −2Tr
{[√

ρ(τ, β), Iz

]}2

. (33)

Интригующей особенностью косой информации является наличие корня
из матрицы плотности. В рассматриваемом случае корень из матрицы
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плотности ρ(τ, β) равен

√
ρ(τ, β) =

√
V +(τ)

eβIz

Z
V (τ) = V +(τ)

e
β
2 Iz

√
Z

V (τ). (34)

Из выражения (34) следует, что в действительности можно отказаться от
корня в определении (33) косой информации Вигнера-Янасе и перейти к
рассмотрению системы при вдвое большей температуре с матрицей плот-
ности ρ

(
τ, β

2

)
. Для анализа вкладов отдельных МК когерентностей ЯМР

эволюционную матрицу плотности ρ(τ, β
2 ) можно представить в виде ря-

да [55]

ρ

(
τ,

β

2

)
=

∑
n

ρn

(
τ,

β

2

)
. (35)

Тогда коммутатор в выражении (33) можно переписать как

[
Iz,

√
ρ(τ, β)

]
=

[
Iz,

∑
k

ρk

(
τ,

β

2

)]
=

∑
k

kρk

(
τ,

β

2

)
(36)

и

Tr
{[

Iz,
√
ρ(τ, β)

]}2

= Tr

∑
k,k′

kk′ρk

(
τ,

β

2

)
ρk′

(
τ,

β

2

)
=

∑
k

k2Jk

(
τ,

β

2

)
. (37)

Подставляя выражение (37) в выражение (33), получаем выражение для
косой информации Вигнера-Янасе через второй момент распределения
интенсивностей МК когерентностей ЯМР

IWY (ρ(τ, β), Iz) = 2
∑
k

k2Jk

(
τ,

β

2

)
= 2M2

(
τ,

β

2

)
. (38)

Таким образом, если спиновая система исследуется при температуре T ∼
β−1, то ее косая информация Вигнера-Янасе равна удвоенному второму
моменту распределения интенсивностей МК когерентностей ЯМР систе-
мы, приготовленной при вдвое большей температуре 2T ∼ 2β−1, в любой
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момент времени эволюции спиновой системы на подготовительном пери-
оде МК эксперимента ЯМР.

Полученное равенство (38) позволяет экспериментально измерять точ-
ное значение косой информации Вигнера-Янасе в МК эксперименте ЯМР,
а не нижнюю границу, как в случае с информацей Фишера. В частно-
сти, косая информация наравне с квантовой информацией Фишера может
быть использована для исследования многочастичной запутанности.
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Рис. 9: Зависимость максимального измеренного числа запутанных спи-
нов Nent от обратной температуры β = ℏω0

kT в a) нанопоре, заполненной
спин-несущими частицами; b) зигзагообразной цепочке, состоящей из ше-
сти спинов. Черные круги — результаты, полученные на основе квантовой
информации Фишера. Белые круги — результаты, полученные на основе
косой информации Вигнера-Янасе.

На Рис. 9 представлены результаты зависимости максимального из-
меренного размера запутанного кластера от обратной температуры β для
нанопоры с N = 201 и зигзагообразной цепочки с N = 6. Оценки чис-
ла запутанных спинов были получены на основе рассчитанных значений
нижней границы квантовой информации Фишера и точного значения ко-
сой информации Вигнера-Янасе. Величины обеих информаций были вы-
числены через второй момент распределения МК когерентностей ЯМР.
Из результатов следует, что косая информация и квантовая информа-
ция Фишера дают сравнимые оценки размеров запутанных кластеров.
Этот результат также подтверждается двойным неравенством, получен-
ным в работе [56] для квантовой информации Фишера и косой информа-
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ции Вигнера-Янасе:

IWY (ρ(τ, β), Iz) ≤ FQ (ρ(τ, β), Iz) ≤ 2IWY (ρ(τ, β), Iz) . (39)

Заключение
В данной работе была теоретически исследована многочастичная запу-
танность методами МК спектроскопии ЯМР в нанополости, заполненной
спин-несущими атомами (молекулами), и в зигзагоборазной цепочке ядер-
ных спинов в кристалле гамбергита.

Для нанопоры была разработана теория МК ЯМР при низких темпе-
ратурах. В основе теории лежит идея о том, что молекулярная диффузия
спин-несущих частиц существенно быстрее, чем время флип-флоп про-
цессов. В результате задача сводится к системе эквивалентных спинов,
которая может быть проанализирована на основе общих собственных со-
стояний полного углового момента спина и его проекции на внешнее маг-
нитное поле. Разработанная теория позволила исследовать динамику МК
когерентностей ЯМР в системе более 200 частиц. Поскольку удвоенный
второй момент (дисперсия) распределения интенсивностей МК когерент-
ностей ЯМР определяет нижнюю границу информации Фишера, которая,
в свою очередь, связана с многочастичной запутанностью, удалось полу-
чить оценку снизу количества запутанных частиц в системе. Темпера-
турная зависимость многочастичной запутанности была исследована для
термодинамического равновесного и дипольного упорядоченного началь-
ных состояний. Теоретически было доказано, что дипольное упорядочен-
ное состояние может быть создано двух-импульсной последовательностью
Брокаерта-Джинера даже в случае низких зеемановских и высоких ди-
польных температур. Несмотря на то, что начальное состояние системы
не является запутанным, при достаточно низких температурах за корот-
кий промежуток времени МК эксперимента ЯМР почти все частицы ока-
зываются в коллективном запутанном состоянии.

Широко представленные в литературе однородные цепочки ядерных
спинов имеют узкий МК спектр ЯМР, поэтому в таких системах удает-
ся регистрировать только парную запутанность. Главным ограничением
роста запутанных кластеров является слабое взаимодействие частицы с
ее следующими ближайшими соседями. В этом контексте особый интерес
вызывают зигзагообразные цепочки в кристалле гамбергита. При опреде-
лённых ориентациях кристалла на подготовительном периоде МК экспе-
римента ЯМР в зигзагобразной цепочке, в отличие от однородной, нель-
зя пренебрегать взаимодействием со следующими ближайшими соседями.
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Численный анализ МК динамики ЯМР зигзагообразной цепочки позво-
лил исследовать зависимость запутанности от температуры и длины це-
почки. Поведение температурной зависимости многочастичной запутан-
ности в зигзагообразной цепочке качественно совпадает с поведением в
нанопоре. Результаты исследования запутанности в однородных цепочках
полностью согласуются с результатами, представленными в литературе.

Величина косой информации Вигнера-Янасе, так же как и величина
квантовой информации Фишера, определяет нижнюю границу количе-
ства запутанных частиц в системе. Несмотря на то, что косая информа-
ция была введена задолго до квантовой информации Фишера и нашла
широкое применения в квантовой теории информации, её связь с наблю-
даемыми в эксперименте величинами не была получена. В данной рабо-
те впервые предложена теория экспериментального измерения косой ин-
формации Вигнера-Янасе в МК эксперименте ЯМР. Полученный резуль-
тат позволил провести сравнение оценок количества запутанных частиц
в нанопоре и зигзагообразной цепочке, извлеченных из величин обеих ин-
формаций. Тем не менее, разработанный метод имеет ряд преимуществ
в сравнении с методом определения квантовой информации Фишера. Во-
первых, он позволяет определять точное значение косой информации, а
не ее нижнюю границу. Во-вторых, он является более экспериментально
доступным, так как температура исследуемой системы должна быть в два
раза выше.

По результатам работы можно заключить, что МК спектроскопия ЯМР
является эффективным методом исследования многочастичной запутан-
ности, а также может быть использована для экспериментальных иссле-
дований проблем квантовой теории информации в твердых телах.

Выводы
1. Разработана теория МК ЯМР в системе эквивалентных спинов s=1/2

при произвольных температурах. При низких температурах эта тео-
рия применена для расчетов многоспиновой запутанности в нанопо-
ре и зигзагообразной цепочке. Проведенные исследования позволя-
ют заключить, что МК-спектроскопия ЯМР является тонким и по-
лезным методом для исследования различных проблем квантовой
информатики.

2. Исследована температурная зависимость многочастичной запутан-
ности в нанопоре с термодинамическим равновесным зеемановским
и дипольным упорядоченным начальными состояниями. С пониже-
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нием температуры количество запутанных спинов растет. При тем-
пературе T = 6.856·10−3 K (β = 3.5) почти все спины (до 179 из 201)
запутаны. Можно заключить, что в типичной системе МК ЯМР при
низких температурах возникают многочастичные запутанные состо-
яния, даже при отсутствии запутанности в начальном состоянии.

3. Исследована многочастичная запутанность в квазиодномерных це-
почках ядерных спинов в зависимости от параметров цепи и темпе-
ратуры. В однородных цепочках детектируется только парная запу-
танность, что согласуется с результатами, представленными в лите-
ратуре. В зигзагообразной цепочке при низких температурах почти
все спины запутанны, так же как и в нанопоре.

4. Предложен метод экспериментального измерения точного значения
косой информации Вигнера-Янасе в рамках МК спектроскопии ЯМР.
Разработанный метод позволяет не только исследовать многоча-
стичную запутанность методами МК ЯМР, но и открывает возмож-
ность решения широкого класса задач квантовой теории информа-
ции.
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[6] Géza Tóth. Multipartite entanglement and high-precision metrology.
Phys. Rev. A, 85:022322, Feb 2012.

[7] Juan Yin et al. Satellite-based entanglement distribution over 1200
kilometers. Science, 356(6343):1140–1144, June 2017.

[8] Michael A. Nielsen and Isaac L. Chuang. Quantum Computation and
Quantum Information: 10th Anniversary Edition. Cambridge University
Press, 2010.

23



[9] Luca D’Alessio, Yariv Kafri, Anatoli Polkovnikov, and Marcos Rigol.
From quantum chaos and eigenstate thermalization to statistical
mechanics and thermodynamics. Advances in Physics, 65(3):239–362,
may 2016.

[10] Pavan Hosur, Xiao-Liang Qi, Daniel A. Roberts, and Beni Yoshida. Chaos
in quantum channels. Journal of High Energy Physics, 2016(2):4, Feb
2016.
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[36] Otfried Gühne, Géza Tóth, and Hans J Briegel. Multipartite
entanglement in spin chains. New Journal of Physics, 7:229–229, nov
2005.

[37] Philipp Hyllus, Wies law Laskowski, Roland Krischek, Christian
Schwemmer, Witlef Wieczorek, Harald Weinfurter, Luca Pezzé, and
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