
Федеральное государственное бюджетное образовательное

учреждение высшего образования

ПЕНЗЕНСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

На правах рукописи

ЦУПАК

Алексей Александрович

Интегральные уравнения и численный метод

решения задач дифракции на системе тел и экранов

Специальность 1.1.6 — Вычислительная математика

Д И С С Е Р Т А Ц И Я

на соискание ученой степени

доктора физико-математических наук

Научный консультант:

д.ф.-м.н., профессор

Ю.Г. Смирнов

ПЕНЗА – 2024



Содержание

ВВЕДЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
Актуальность и общая характеристика работы . . . . . . . 5
Обзор литературы по теме диссертации . . . . . . . . . . . 8
Научная новизна . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
Теоретическая и практическая ценность . . . . . . . . . . . 20
Цель и основное содержание работы . . . . . . . . . . . . . 22
Положения, выносимые на защиту . . . . . . . . . . . . . . . 29
Публикации и апробация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

ГЛАВА 1. Скалярная задача дифракции на системе непе-
ресекающихся тонких экранов и объемных неодно-
родных тел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.1 Постановка краевой задачи дифракции для уравнения Гельм-
гольца и единственность ее квазиклассического решения . . 38

1.2 Система интегро-дифференциальных уравнений . . . . . . . 51
1.3 Эллиптичность матричного интегро-дифференциального опе-

ратора в пространствах Соболева . . . . . . . . . . . . . . . 58
1.4 Эквивалентность краевой задачи и системы интегро-диффе-

ренциальных уравнений. Непрерывная обратимость матрич-
ного интегро-дифференциального оператора . . . . . . . . . 63

1.5 Формулировка метода Галеркина для системы интегро-диф-
ференциальных уравнений в скалярной задаче дифракции на
системе непересекающихся тел и экранов . . . . . . . . . . . 72

1.6 Выбор базисных функций на двух- и трехмерных рассеивате-
лях. Свойство аппроксимации . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

1.7 Базисные функции на неплоских гладких экранах: определе-
ние, свойство аппроксимации, примеры . . . . . . . . . . . . 82

1.8 Сходимость метода Галеркина в скалярной задаче дифракции
на системе непересекающихся тел и экранов . . . . . . . . . 89

ГЛАВА 2. Скалярная задача дифракции на объемных
неоднородных телах, частично экранированных си-
стемой экранов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

2



2.1 Постановка краевой задачи дифракции для уравнения Гельм-
гольца. Единственность квазиклассического решения . . . . 92

2.2 Представление решения задачи дифракции с помощью потен-
циалов. Система интегро-дифференциальных уравнений . . 99

2.3 Эллиптичность матричного интегро-дифференциального опе-
ратора в пространствах Соболева . . . . . . . . . . . . . . . 101

2.4 Эквивалентность краевой задачи и системы интегро-диффе-
ренциальных уравнений. Непрерывная обратимость матрич-
ного интегро-дифференциального оператора . . . . . . . . . 105

2.5 Формулировка метода Галеркина для системы интегро-
дифференциальных уравнений в скалярной задаче дифрак-
ции на частично экранированном теле . . . . . . . . . . . . . 113

2.6 Сходимость метода Галеркина в скалярной задаче дифракции
на частично экранированном теле . . . . . . . . . . . . . . . 115

2.7 Выбор базисных функций и проблема согласованности сеток
на двух- и трехмерных рассеивателях . . . . . . . . . . . . . 116

ГЛАВА 3. Векторная задача дифракции электромагнит-
ной волны на системе непересекающихся тонких иде-
ально проводящих экранов и объемных неоднород-
ных диэлектрических тел . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

3.1 Квазиклассическая постановка краевой задачи дифракции
для системы уравнений Максвелла. Единственность квази-
классического решения краевой задачи . . . . . . . . . . . . 122

3.2 Система интегро-дифференциальных уравнений . . . . . . . 135
3.3 Фредгольмовость и эллиптичность матричного интегро-

дифференциального оператора задачи дифракции . . . . . . 144
3.4 Формулировка метода Галеркина для системы интегро-диф-

ференциальных уравнений в векторной задаче дифракции на
системе непересекающихся тел и экранов . . . . . . . . . . . 164

3.5 Выбор базисных функций на двух- и трехмерных рассеивате-
лях. Свойство аппроксимации . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

3.6 Базисные вектор-функции на неплоских гладких экранах:
определение, свойство аппроксимации, примеры . . . . . . . 175

3



3.7 Замечание о вектор-функциях типа roof-top на неплоских
гладких экранах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

3.8 Аппроксимация вектор-функций на неплоских экранах. . . . 182
3.9 Сходимость метода Галеркина в векторной задаче дифракции

на системе непересекающихся тел и экранов . . . . . . . . . 185
ГЛАВА 4. Векторная задача дифракции электромагнитной

волны на объемных неоднородных диэлектрических
телах, частично экранированных системой идеально
проводящих экранов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

4.1 Постановка краевой задачи дифракции для системы уравне-
ний Максвелла. Единственность квазиклассического решения
краевой задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

4.2 Система интегро-дифференциальных уравнений. Коэрцитив-
ность квадратичной формы оператора задачи дифракции.
Его непрерывная обратимость . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

4.3 Формулировка метода Галеркина для системы интегро-диф-
ференциальных уравнений в векторной задаче дифракции на
частично экранированном теле . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

4.4 Сходимость метода Галеркина в векторной задаче дифракции
на частично экранированном теле . . . . . . . . . . . . . . . 214

4.5 Выбор базисных функций и проблема согласованности сеток
на двух- и трехмерных рассеивателях . . . . . . . . . . . . . 215

ГЛАВА 5. О программной реализации метода Галеркина
в задачах дифракции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

5.1 Скалярная задача дифракции на акустически жесткой еди-
ничной сфере . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

5.2 Векторная задача дифракции на системе тел и экранов . . . 223
5.3 О параллельном алгоритме решения задач дифракции . . . 226
5.4 Теплицевы матрицы и тензоры в задачах дифракции . . . . 229

ЗАКЛЮЧЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236

Список литературы 238

4



Введение 5

ВВЕДЕНИЕ

Актуальность и общая характеристика работы

Задачи рассеяния электромагнитных волн на идеально проводящих тон-

ких экранах и объемных рассеивателях с конечной проводимостью находят

применение во многих областях науки и техники: радиолокации, моделиро-

вании и разработке СВЧ-техники, микроволновой томографии и др. Зада-

чи дифракции на системах неоднородных тел произвольной формы тесно

связаны с вопросами о воздействии электромагнитного излучения на био-

логические объекты. Исследование задач дифракции на объемных анизо-

тропных телах может быть использовано при изучении плазменных обра-

зований.

Не менее актуальными являются задачи дифракции монохроматических

электромагнитных волн на рассеивателях существенно более сложного ти-

па – системах объемных неоднородных тел и идеально проводящих тонких

экранов. Такие задачи возникают при разработке антенн, а также при ис-

следовании широчайшего класса рассеивателей сложной конструкции.

Наиболее естественным (с математической точки зрения) способом опи-

сания таких задач является формулировка краевых задач для системы

уравнений Максвелла или уравнения Гельмгольца, учитывающих особен-

ности поведения поля вблизи экранов, на границе объемного тела и на бес-

конечном удалении от рассматриваемого рассеивателя. Однако полное тео-

ретическое исследование таких задач, включающее доказательство суще-

ствования и единственности решения, весьма затруднительно. При решении

реальных задач дифракции на системах тел и экранов приходится сталки-
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ваться с невозможностью построения аналитических решений – это удается

сделать лишь для рассеивателей, имеющих простейшую форму (например,

для тел вращения), описываемых при этом параметрами простейшего типа

(постоянными диэлектрической и магнитной проницаемостями).

В связи с этим актуальным становится применение численных методов.

Для решения прямых задач рассеяния в дифференциальной формулировке

(краевых задач для уравнений Максвелла или Гельмгольца) общеприня-

тыми методами являются метод конечных элементов и метод разностных

схем. Применение этих методов к решению задач дифракции на системе

тел и экранов встречает ряд затруднений:

1. необходимо ограничивать область решения задачи без ущерба для точ-

ности при том, что исходная постановка формулируется в неограничен-

ном пространстве R3;

2. при решении задачи в случае системы рассеивателей, состоящей из

конечного числа неоднородных тел, область решения задачи может

многократно превосходить размеры рассеивателей; это может вызвать

затруднения при построении сеток внутри и вне неоднородных рассе-

ивателей, при задании граничных условий на экранах;

3. при решении задач дифракции на частично экранированных телах воз-

никает еще и проблема согласованности сеток на объемных препят-

ствиях и поверхностях (экранах), так как последние в силу постановки

задачи являются частью границы объемных тел.

Обоснование численных методов решения таких задач, доказательство

их сходимости также непросто в силу того, что получающиеся системы

уравнений не являются эллиптическими и применение известных резуль-

татов о сходимости численных методов невозможно.

Важно отметить, что численные методы решения прямых задач дифрак-

ции находят широкое применение и при решении обратных задач. Так, ре-
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шение краевых задач для уравнения Гельмгольца (или системы уравне-

ний Максвелла) с достаточно большим числом правых частей применяют-

ся [98, 107] в методах обработки сейсмических данных, микроволновой то-

мографии и т.п. При этом используется расчет волновых полей для набора

граничных условий и/или набора моделей среды, а процедуры восстанов-

ления параметров исследуемого в обратной задаче объекта применяются в

частотной области. Прямая задача состоит в решении системы уравнений

Максвелла (или уравнения Гельмгольца) с большим количеством правых

частей (положений источников) и/или для некоторого набора частот. Та-

кой методикой можно пользоваться и для выбора начальных приближений

в итерационных методах решения обратных задач, основанных на миними-

зации специальных функционалов ошибки. Наличие сходящегося устойчи-

вого численного метода решения прямых задач дифракции – необходимое

условие эффективного решения обратных задач.

В данной работе для исследования задач дифракции на системах тел и

экранов применяются методы интегральных (интегро-дифференциальных)

уравнений и псевдодифференциальных операторов в пространствах Собо-

лева на многообразиях с краем. Основная идея метода состоит в использо-

вании векторных (скалярных) потенциалов и функции Грина для представ-

ления решений краевых задач для систем уравнений Максвелла (уравнения

Гельмгольца).

Применяемый в настоящей работе подход предполагает использование

фундаментального решения уравнения Гельмгольца свободного простран-

ства и представление полного поля в виде суммы нескольких слагаемых:

падающего поля и полей, рассеянных экранами и телами. Такой подход поз-

воляет свести исходную краевую задачу для системы уравнений Максвелла

(или уравнения Гельмгольца) к системе интегро-дифференциальных урав-

нений, одно из которых есть уравнение по объему областей неоднородности,



Введение 8

а остальные – по поверхности экранов.

Для численного решения таких систем (в работе исследуется примени-

мость метода Галеркина) требуется введение расчетных сеток и определе-

ние базисных функций на многообразиях с краем различной размерности.

Построение таких сеток и функций может оказаться непростой задачей в

силу затруднений, перечисленных на странице 6.

Обойти указанные трудности можно, доказав эллиптичность матричного

оператора системы интегро-дифференциальных уравнений в подходящих

пространствах. Это позволяет применить известные результаты о сходимо-

сти метода Галеркина при минимальных ограничениях на базисные функ-

ции: надо лишь потребовать, чтобы они удовлетворяли условию аппрок-

симации в выбранных пространствах. Одна из трудностей в исследовании

эллиптичности матричного оператора задачи вызвана наличием операто-

ров, действующих в пространствах вектор-функций (или сечений вектор-

ных расслоений), определенных на многообразиях различной размерности.

Исследование свойств этих операторов в случае задач дифракции на ча-

стично экранированных телах представляет непростую задачу.

Следует отметить, что одна лишь эллиптичность матричного интегро-

дифференциального (ИД) оператора задачи не является достаточным при-

знаком сходимости метода Галеркина. Помимо этого свойства оператора

системы ИД уравнений нужно установить и его непрерывную обратимость,

доказать единственность решения системы. Для этого достаточно (в силу

фредгольмовости) показать, что оператор инъективен. Это в свою очередь

требует исследования исходной краевой задачи, доказательства единствен-

ности ее решения, эквивалентности ее системе ИД уравнений, или проведе-

ния прямого доказательства инъективности ИД оператора.

Таким образом, обоснование численного метода решения задач дифрак-

ции приводит к необходимости ее детального теоретического исследования,

которое и проведено в данной работе.
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Обзор литературы по теме диссертации

Задачи дифракции на ограниченных двумерных или трехмерных пре-

пятствиях представляют собой широкий круг классических проблем элек-

тродинамики, которые изучаются на протяжении многих десятилетий. В

силу достаточной сложности теоретического исследования таких задач и

невозможности (за исключением некоторых частных случаев) 1 получения

их аналитических решений, особую важность приобретает использование

приближенных методов.

В [111] построено аналитическое решение задачи рассеяния плоской

электромагнитной волны диэлектрическим шаром, частично экранирован-

ным сферическим сегментом. Численному исследованию задачи дифракции

на частично экранированной сфере посвящена работа [110]. Однако здесь

применяются не проекционные методы, а разложение неизвестных вектор-

функций (это потенциалы Дебая) в ряды по функциям Бесселя и Ханкеля.

Несмотря на достаточную эффективность этого метода, область его при-

менения очень ограничена. Разложение в ряды искомых решений приме-

нено [83] в более трудной задаче рассеяния на конечном массиве частично

экранированных цилиндров. Изучение сумматорных уравнений приводит

здесь к некорректно поставленной задаче, требующей специальной регуля-

ризации.

Следует сразу заметить, что львиная доля работ по теории дифракции

и применению численных методов посвящена проблемам рассеяния на пре-

пятствиях только одного из типов – неоднородных (или однородных) огра-

ниченных объемных телах или бесконечно тонких экранах, расположенных

в однородном двух- или трехмерном пространстве. Круг численных мето-

дов для решения задач дифракции чрезвычайно широк – это асимптоти-
1Точное решение задачи дифракции плоской H-поляризованной электромагнитной волны на ре-

шетке, состоящей из частично экранированных диэлектрических стержней круглого сечения, получено

в [109]
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ческие методы, методы физической (или геометрической оптики), конечно-

разностные методы, метод конечных элементов, метод моментов, методы

Галеркина и коллокаций, гибридные методы.

Многие из перечисленных выше методов применяются и для численного

решения задач дифракции на системах тел и экранов.

Метод потенциалов и теорема Грина используются в [96] для вывода

систем гиперсингулярных интегральных уравнений в двумерной задаче ди-

фракции H−поляризованных электромагнитных волн на диэлектрическом

цилиндре произвольного поперечного сечения с продольным щелевым ме-

таллическим покрытием. В статье описаны результаты расчетов, основан-

ные на применении механических квадратур и специальных интерполяци-

онных формул.

В [84] исследуется задача дифракции сторонней плоской электромагнит-

ной волны на однородных телах вращения, частично экранированных си-

стемой тонких проводящих экранов. Задача сводится к исследованию урав-

нения по поверхности рассеивателя, а для ее численного решения – метод

моментов. В [84] численно решен ряд задач на телах вращения простой

формы, однако автором не проведено теоретическое обоснования числен-

ного метода и не предложено его обобщение на случай тел более сложной

формы.

В [113] исследована двухмерная задача электромагнитного рассеяния на

диэлектрическом цилиндре, частично покрытом идеальными проводниками

нулевой толщины. Задача сформулирована в терминах систем граничных

интегральных уравнений и решается в токах. Для численного решения этих

интегральных уравнений применяется метод моментов.

Одним из методов, наиболее часто применяемых для решения задач ди-

фракции, является метод Галеркина.

Дискретизация систем интегро-дифференциальных уравнений с ядра-

ми, зависящими от разности и/или суммы аргументов, с помощью метода
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коллокаций или метода Галеркина естественным образом приводит к систе-

мам линейных алгебраических уравнений с многоуровневыми матрицами.

Такие задачи исследовались в работах Е.Е. Тыртышникова и его учени-

ков [7, 37, 38]

Так, в статье [38] метод Галеркина используется для дискретизации

интегро-дифференциального уравнения задачи дифракции на неоднород-

ном теле, рассеченном идеально проводящей плоскостью. Использование

функции Грина полупространства и финитных кусочно-линейных базис-

ных функций в методе Галеркина дает возможность исследовать структу-

ру основной матрицы системы линейных алгебраических уравнений (в [38]

это матрицы с трехуровневой блочной структурой) и разработать эффек-

тивный параллельный алгоритм решения задачи. Проблема доказательства

сходимости численного метода в работе не рассматривалась.

Эффективная реализация метода Галеркина в векторной задаче дифрак-

ции на частично экранированных однородных телах представлена в [71].

Краевая задача для системы уравнений Максвелла, включающая условия

сопряжения на неэкранированной части границы и тела и условие Дири-

хле на экранах, сведена к векторному уравнению по границе объемного

рассеивателя. Для дискретизации последнего и применен метод Галеркина.

Теоретическое обоснование численного метода авторами не проведено.

Более сложная задача рассматривается в [81]: неоднородный объект рас-

положен над идеально проводящей шероховатой поверхностью. Для изуче-

ния взаимодействий между телом и поверхностью используется итерацион-

ный метод, сочетающий в себе приближение Кирхгофа с гибридным мето-

дом конечных элементов и граничных уравнений. Численные результаты,

приведенные для оценки точности мультигибридной техники, сравнивают-

ся с результатами вычислений методом моментов. Для анализа сходимости

авторами проводится серия расчетов при разном числе итераций.

Задачи дифракции на системах неоднородных тел и идеально проводя-
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щих экранах рассматривались в публикациях и диссертации М.А. Моска-

левой [32, 50]. Эти работы посвящены описанию численного метода (ме-

тода Галеркина) для численного решения задачи дифракции в случае, ко-

гда экран представляет собой плоскую (или кусочно-плоскую) поверхность.

Результат о сходимости метода Галеркина в этом случае вытекает из из-

вестных свойств интегро-дифференциального оператора задачи на плос-

ком экране [17], а также результатов о разрешимости задачи дифракции

на системе тел и экранов, полученных автором данной диссертации (это

отражено в списках использованных Москалевой источников). Случай, ко-

гда экраны являются криволинейными или лежат границе раздела сред,

Москалевой не рассматривался.

Реализации проекционных методов для решения задач на сложных по-

верхностях посвящено достаточно большое число работ. Следует, однако,

отметить, что в подавляющем числе случаев авторы не рассматривают во-

просы проведения расчетов и, в частности, определения сеток и базисных

функций на непосредственно криволинейных экранах (за исключением слу-

чаев, когда экраны являются поверхностями вращения). Наиболее распро-

страненным и в научных публикациях, и в коммерческих продуктах являет-

ся подход, основанный на замене криволинейного экрана кусочно плоским и

использовании на этих новых экранах функций типа RWG (см., например,

работы [102, 72]). Этот подход несомненно эффективен с точки зрения рас-

четов, но его обоснование весьма затруднительно так как одна поверхность

(гладкая в общем случае) заменяется негладкой поверхностью. В данной

диссертации для скалярных и векторных задач дифракции определены ба-

зисные функции именно на неплоских (параметрически заданных) экранах,

доказано свойство аппроксимации для этих базисных функций и обоснован

метод Галеркина.

Таким образом, в области задач дифракции электромагнитных волн на
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системах двух- и трехмерных рассеивателей (неплоских экранов и тел) сло-

жилась ситуация, когда для приближенного решения таких задач исполь-

зуются различные численные методы (проекционные, конечно-разностные

и т.д.), при этом не построено общей теории разрешимости задач и не про-

ведено строгое обоснование численных методов.

В то же время теория дифракции на препятствиях одного типа являет-

ся к настоящему моменту хорошо развитой. Библиография по данной теме

столь обширна, что дать сколь-нибудь содержательное описание ее не пред-

ставляется возможным. В связи с этим в данном обзоре будут прежде всего

перечислены фундаментальные работы по дифракции на телах или экра-

нах. Некоторые идеи, изложенные в этих работах, оказали влияние и на

исследования автора диссертации.

Задачи дифракции на бесконечно тонких экранах являются классиче-

скими в электродинамике и акустике, история их исследования насчиты-

вает более 100 лет. В конце 19 века Зоммерфельдом [104] найдено первое

аналитическое решение задачи дифракции на идеально проводящей полу-

плоскости, а завершенная теория разрешимости задач на экранах была по-

строена в работах А.С. Ильинского и Ю.Г. Смирнова.

Наиболее полное исследование векторных задач дифракции изложено

в монографии [17], там же имеется и достаточно обширная библиогра-

фия. В основе предложенного метода в [17] лежит использование интегро-

дифференциального уравнения по поверхности экрана, впервые полученное

А. Мауэ [93]. Это уравнение сводится к псевдодифференциальному уравне-

нию, а оператор задачи исследуется как псевдодифференциальный опера-

тор, действующий в пространствах Соболева сечений векторных расслое-

ний на поверхности экрана. Поверхность экрана определяется как подмно-

гообразие с краем некоторого двумерного замкнутого гладкого многообра-

зия с римановой метрикой. Введение пространств сечений векторных рас-

слоений обусловлено тем, что решение уравнения на экране – поле векторов,
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касательных к поверхности экрана в каждой его точке. В результате ис-

следования псевдодифференциального оператора задачи с использованием

исчисления символов ПДО позволило получить фундаментальные резуль-

таты о фредгольмовости оператора на экранах, а при некоторых ограниче-

ниях и его эллиптичности.

Отметим также работу [60], в которой исследовано интегро-дифферен-

циальное уравнение электрического поля на липшицевых экранах.

Исследованию скалярных и векторных задач рассеяния посвящено зна-

чительное число научных работ зарубежных авторов, таких, как D. Colton,

M. Costabel, J.-C. Nédélec, E. Stephan, W.L. Wendland. и др. Наиболее важ-

ные результаты можно найти в работах [68, 69, 70, 75, 78, 79, 80, 91, 97].

Случай скалярных задач дифракции подробно исследован в работах

Э. Стефана (E. Stephan). Так, в [105] рассмотрены краевые задачи ди-

фракции для уравнения Гельмгольца, описывающие рассеяние монохрома-

тических волн на «мягких» или «жестких» незамкнутых экранах. Здесь

также применяется метод интегральных уравнений – исходные краевые за-

дачи сводятся к интегральному (в случае «мягкого» экрана) или интегро-

дифференциальному уравнению (в случае «жесткого» экрана). Операторы

этих уравнений исследуются как ПДО в пространствах Соболева на мно-

гообразиях с краем. Исследование символов этих ПДО приводит к заклю-

чению об эллиптичности операторов.

Одной из классических работ по математической теории дифракции яв-

ляется монография Д. Колтона (D. Colton) и Р. Кресса (R. Kress) [19], в ко-

торой исследованы скалярные и векторные задачи дифракции на однород-

ных телах, характеризующихся постоянными значениями проницаемостей

(или постоянным волновым числом). Для исследования задач применен ме-

тод граничных интегральных уравнений и классическая теория потенциала

простого или двойного слоя, получены результаты о фредгольмовости опе-

раторов задач, описаны достаточные условия единственности их решений.
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Кроме того, в монографии исследованы некоторые обратные задачи теории

дифракции, например, задача определения формы идеально проводящего

тела.

Идеи, изложенные в [19], получили серьезное развитие в монографи-

ях [63] и [64]. В этих работах, в отличие от [19], исследуются и задачи

дифракции на неоднородных телах, характеризующихся переменным в об-

ласти рассеивателя коэффициентом преломления. В [63] этот коэффици-

ент представляет собой функцию, непрерывную во всем пространстве R3.

Это позволяет, применяя принцип единственного продолжения гладких ре-

шений эллиптических уравнений, доказать единственность решения задач

дифракции. В [64] рассмотрен более сложный случай скалярной задачи ди-

фракции для уравнения Гельмгольца, когда коэффициент преломления об-

ласти неоднородности меняется скачкообразно при переходе через границу

области. Рассматривается обобщенная постановка краевой задачи для поля

из пространства Соболева H2. Важно отметить, что в работах [63] и [64]

не исследованы векторные задачи дифракции электромагнитных волн в

случае неоднородных сред со скачком функции диэлектрической проница-

емости на границе раздела сред.

Одним из методов исследования операторов является изучение соответ-

ствующих им квадратичных форм [18]. Так, в [66] доказана эллиптичность

квадратичной формы, отвечающей дифференциальному оператору второго

порядка в задаче дифракции на объемном теле. В работах [4, 134] иссле-

дован псевдодифференциальный оператор, отвечающий уравнению элек-

трического поля, получены достаточные условия эллиптичности оператора

задачи (в данной работе полученные в [4, 134] условия распространены на

более широкий класс объемных рассеивателей и предложен более простой

способ определения символа ПДО). Отметим, что некоторые из достаточ-

ных условий эллиптичности для интегро-дифференциального оператора (в

задаче дифракции на теле) были получены А.Б. Самохиным [39].
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Исследование квадратичных форм операторов, отвечающих уравнени-

ям задач дифракции, в подходящих пространствах сопряжено с необхо-

димостью корректного определения следа функции (или распределения)

на границе ее области задания. Известно, например, что для квадратично

суммируемых функций в общем случае следа не существует. Однако, вводя

пространства таких функций с дополнительными ограничениями, можно

обосновать вычисление следа. В частности, в математической теории элек-

тромагнитной дифракции таким дополнительным требованием является су-

ществование квадратично суммируемого ротора вектор-функции [61].

Исследование коэрцитивности квадратичной формы оператора являет-

ся одним из подходов к теоретическому обоснованию применимости проек-

ционных методов для решения задач дифракции. Отметим работу [86], в

которой рассматриваются задачи дифракции акустических и электромаг-

нитных волн на объемных неоднородных телах. Здесь исходные краевые за-

дачи сведены к интегральным (интегро-дифференциальным) уравнениям.

Результат о коэрцитивности операторов рассматриваемых задач позволя-

ет авторам не только установить разрешимость интегральных уравнений,

но и доказать сходимость метод Галеркина. Кроме того, удается получить

и оценку скорости сходимости метода (для скалярной задачи дифракции)

в случае, когда в качестве базисных функций выбраны кусочно-линейные

финитные функции.

Немаловажным в исследовании сходимости метода Галеркина является

вопрос о существовании и единственности решения задач дифракции. Так,

в классических теоремах о сходимости приближенных решений к точному

решению уравнений с фредгольмовым оператором [87] одним из условий

является единственность этого точного решения. Перечислим наиболее рас-

пространенные и хорошо изученные в физико-математической литературе

случаи:
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• параметры среды кусочно-постоянны: диэлектрическая и магнитная

проницаемости постоянны и внутри ограниченных трехмерных рас-

сеивателей Q, и в свободном от рассеивателей пространстве R3 \ Q

(см. [16, 97]). Доказательство единственности решения задачи сводит-

ся в этом случае к исследованию переопределенной краевой задачи для

уравнения Гельмгольца с постоянным волновым числом k;

• среда является неоднородной, но непрерывной: компоненты тензоров ε̂

и µ̂ – достаточно гладкие функции во всем пространстве; в частности,

ε̂, µ̂ ∈ C(R3). Доказательство единственности задач дифракции для

такого случая можно найти в [63, 39];

• область объемного рассеивателя является поглощающей: Im ε̂ > 0 (см.

[39], с. 85).

Задачи дифракции электромагнитных волн для случая непоглощающего

препятствия в непоглощающем пространстве с разрывом диэлектрической

проницаемости на границе области неоднородности не исследованы. Так,

в [85] исследуется задача дифракции в обобщенной постановке для случая

разрывной проницаемости с неотрицательной мнимой частью, однако и в

этой работе для обеспечения единственности решения требуется выполне-

ние условия Im ε̂ > 0.

В работах А.Б. Самохина (см., например, статьи [40, 41] и моногра-

фию [39]) исследование векторных задач дифракции на неоднородных ани-

зотропных магнитодиэлектриках сводится к изучению символа векторно-

го сингулярного интегрального уравнения, к которому приводит интегро-

дифференциальное уравнение электромагнитного поля. В работах выве-

дены достаточные условия фредгольмовости сингулярного интегрального

оператора, а также доказана единственность решения задачи дифракции

для случаев тел с поглощением или непрерывными во всем пространстве

проницаемостями. В работе [43] описан оригинальный подход к реализа-
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ции метода ИУ, предполагающий построение функций Грина, учитываю-

щих краевые условия на поверхности экранов. Такой подход, являющийся

фактически развитием метода ИУ в задачах дифракции на телах, распо-

ложенных в полупространстве, слое, волноводе или резонаторе, приводит к

векторному сингулярному интегро-дифференциальному уравнению (ИДУ)

по объемной области неоднородности. Теоретическое исследование такого

уравнения не вызывает больших затруднений, так как ядро функции Грина

имеет известную особенность. Однако применение метода в реальных рас-

четах практически невозможно (за исключением, быть может, простейших

случаев), так как построение функций Грина, учитывающих условие на

экранах произвольной формы, представляет собой чрезвычайно трудную

задачу.

Одной из первых (и немногочисленных) теоретических работ по дифрак-

ции на частично экранированных препятствиях стала статья [89], в которой

авторы исследуют, в частности, вопросы о разрешимости смешанных (внут-

ренней и внешней) краевых задач для уравнения Гельмгольца в двухмерном

пространстве. В этих задачах рассеиватель представляет собой ограничен-

ную двумерную область, на одна части границы которой ставятся краевые

условия первого рода, а на другой – третьего рода (условия импедансного

типа). Доказывается единственность решения краевых задач. Для дока-

зательства существования обобщенных решений авторы используют пред-

ставление решений с помощью интегралов типа потенциала, сводя задачу

к исследованию фредгольмовости матричного оператора, действующего в

специально выбранных пространствах Соболева. Отметим, что в [89] обе за-

дачи исследованы в простейшем случае, когда двумерная среда однородна

и характеризуется постоянным волновым числом k.

Метод интегральных уравнений для решения задач дифракции электро-

магнитных волн широко представлен в работах отечественных исследова-

телей. В целом построена теория разрешимости сингулярных объемных ин-
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тегральных уравнений (см. монографии [30] С.Г. Михлина и [39] А.Б. Са-

мохина). Уравнения, возникающие в задачах дифракции на неоднородных

анизотропных магнитодиэлектрических телах, задачи в слоистых неодно-

родных средах подробно исследованы в работах В.И. Дмитриева, Ю.А. Ере-

мина, Е.В Захарова (см. монографии [10, 12, 13]).

Наконец, отметим еще один немаловажный аспект в области примене-

ния численных методов для решения задач дифракции. Нередки случаи,

когда при разработке и реализации исследователями делается упор на со-

здание сложных сеток и введение новых базисных функций, при этом со-

всем немного внимания уделяется свойствам решаемого уравнения. В ра-

боте [112] на криволинейных экранах построены базисные функции, пред-

ставляющие собой аналог вектор-функций RWG. В многочисленных ста-

тьях (см., например, [88, 90, 100]), последовавших после публикации [112],

описано применение нового типа базисных функций для численного реше-

ния задач электромагнитного рассеяния, однако никакого теоретического

обоснования применяемых методик не предложено.

Такой подход может привести к ошибочным результатам, так как не для

всякого обратимого оператора метод Галеркина сходится при произвольно

заданном (даже ортонормальном) базисе (см. [8], с. 97–101). Именно на ис-

следовании свойств операторов задач дифракции базируется обоснование

метода Галеркина, проведенное в данной диссертации.

Научная новизна

В диссертации впервые проведено обоснование метода Галеркина для

решения скалярных и векторных задачи дифракции монохроматических

волн на частично экранированных телах и системах рассеивателей, состо-

ящих из ограниченных объемных неоднородных тел и бесконечно тонких

гладких ограниченных экранов. Скалярные задачи дифракции рассмотре-
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ны для конкретного случая условий сопряжения на границе области неодно-

родности: предполагается, что неизвестная функция и ее нормальная про-

изводная непрерывны при переходе через границу. Дана строгая матема-

тическая постановка новых краевых задач дифракции для системы урав-

нений Максвелла и уравнения Гельмгольца. Получены новые результаты о

единственности решений этих задач в случае объемных рассеивателей с раз-

рывным коэффициентом преломления. Краевые задачи сведены к системам

сингулярных интегро-дифференциальных уравнений, которые исследованы

в пространствах Соболева на двух- и трехмерных многообразиях с краем.

Для матричных операторов систем интегро-дифференциальных уравнений

получены результаты о фредгольмовости с нулевым индексом, эллиптич-

ности (в векторных задачах – для случая внешней среды с поглощением, то

есть, при Im(εe) > 0)2 и непрерывной обратимости в выбранных простран-

ствах. Для задач дифракции на системах тел и экранов впервые проведено

теоретическое обоснование метода Галеркина:предложены расчетные сетки

и построены базисные функции на трехмерных и неплоских гладких двух-

мерных рассеивателях; доказано свойство аппроксимации в пространствах

Соболева; установлена возможность использования несогласованных сеток

на рассеивателях различной размерности в задачах дифракции на частично

экранированных телах; доказаны теоремы о сходимости метода Галеркина

(в векторных задачах – для случая внешней среды с поглощением).

Теоретическая и практическая ценность

Теоретическая значимость работы заключается в полном теоретическом

обосновании численного метода (метода Галеркина) для решения нового

класса скалярных и векторных задач дифракции на системах тел и экра-

нов: это задачи, в которых на одной части границы области неоднородности
2Здесь и всюду ниже εe – диэлектрическая проницаемость внешней среды, возможно, не являющейся

вакуумом.
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ставятся условия сопряжения, а на другой – граничные условия (в скаляр-

ных задачах дифракции рассмотрены конкретные условия сопряжения на

неэкранированной части границы). Применение теории эллиптических кра-

евых задач позволяет доказать единственность решений задач дифракции.

Для доказательства существования решений задач дифракции применяет-

ся метод интегральных уравнений: исходные краевые задачи сводятся к си-

стемам интегро-дифференциальных уравнений. Исследование операторов

этих систем осуществляется с применением теории псевдодифференциаль-

ных операторов, действующих в подходящих пространствах Соболева. Ис-

следование матричных интегро-дифференциальных операторов позволяет

полностью обосновать применимость метода Галеркина, доказать его схо-

димость в достаточно широких пространствах решений. В векторных за-

дачах дифракции сходимость метода Галеркина вытекает, в том числе, из

эллиптичности интегро-дифференциального матричного оператора, кото-

рая имеет место лишь в случае поглощающей внешней среды.

Практическая значимость результатов, полученных в диссертации, за-

ключается в разработанных новых аналитических и численных методах

исследования задач дифракции на частично экранированных телах, а так-

же системах тел и экранов, возможности их использования при создании

эффективных вычислительных алгоритмов и программных комплексов для

решения подобных задач. Сведение исходных задач в неограниченном про-

странстве к уравнениям по ограниченным рассеивателям позволяет суще-

ственно упростить построение расчетных сеток, не требующих согласования

на телах и экранах; при этом дискретизация интегральных уравнений при-

водит к системам линейных алгебраических уравнений относительно невы-

сокого порядка с матрицами имеющими блочную структуру. В работе пред-

ложены скалярные и векторные базисные функции на неплоских гладких

двумерных рассеивателях, доказано свойство аппроксимации в простран-

ствах Соболева – это позволяет существенно расширить класс задач элек-
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тромагнитного рассеяния, для которых проекционный метод решения явля-

ется полностью обоснованным. Вычислительный алгоритм решения инте-

гральных уравнений методом Галеркина является легко параллелизуемым

и может быть реализован на высокопроизводительных многопроцессорных

вычислительных системах. Предложенные методы были реализованы и для

решения некоторых практически значимых обратных задач дифракции,

возникающих, например, в микроволновой томографии при диагностике

онкозаболеваний.

Цель и основное содержание работы

Цель диссертации – теоретическое обоснование метода Галеркина

для решения систем векторных и скалярных сингулярных интегро-

дифференциальных уравнений на многообразиях с краем размерности 2

и 3.

Рассматриваемые в работе интегро-дифференциальные уравнения воз-

никают при исследовании векторных и скалярных задач дифракции сто-

ронних монохроматических волн на рассеивателях сложной формы, состо-

ящих из объемных ограниченных неоднородных тел (ограниченных обла-

стей с гладкой или кусочно-гладкой границей) и бесконечно тонких экра-

нов (гладких незамкнутых параметризуемых поверхностей), а также на ча-

стично экранированных телах. В задачах последнего типа экраны лежат

на гладкой части поверхности объемных тел.

Для исследования вышеназванных задач дифракции предлагается еди-

ный подход, заключающийся в следующем:

1. Исходная математическая постановка задач дифракции состоит в фор-

мулировке краевой задачи для системы уравнений Максвелла (или

уравнения Гельмгольца), включающей условия сопряжения на грани-

це раздела сред с различными значениями проницаемостей, краевые
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условия на бесконечно тонких экранах, условие ограниченности энер-

гии в любом конечном объеме пространства и условия излучения (по-

становки краевых задач для уравнения Гельмгольца включают усло-

вия непрерывности искомого решения и его нормальной производной

на неэкранированной части границы раздела сред).

2. Доказывается единственность решения краевой задачи дифракции.

3. Краевая задача сводится методами теории потенциала к системе син-

гулярных интегро-дифференциальных уравнений по области неодно-

родных тел и поверхности бесконечно тонких экранов. Вводится мат-

ричный оператор системы уравнений и задаются пространства, опре-

деляющие области определения и прибытия оператора.

4. Доказывается эллиптичность (коэрцитивность с точностью до ком-

пактного слагаемого) матричного оператора, делается вывод о его

фредгольмовости (с нулевым индексом).

5. Устанавливается эквивалентность дифференциальной и интегральной

постановок задач дифракции.

6. Доказывается, что оператор системы интегро-дифференциальных

уравнений инъективен и, следовательно, непрерывно обратим.

7. На рассеивателях различной размерности (2 и 3) вводятся конечные

элементы и определяются базисные функции, используемые в форму-

лировке метода Галеркина. Доказывается свойство аппроксимации для

выбранных базисных функций.

8. Доказывается сходимость метода Галеркина для матричного интегро-

дифференциального оператора в выбранных пространствах при сде-

ланных предположениях относительно свойств среды и рассеивателей.
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Таким образом, для широкого класса новых задач дифракции удается

не только обосновать эффективный численный метод, но и получить фун-

даментальные результаты о существовании и единственности решений этих

задач.

Метод исследования задач дифракции и результаты диссертационный

работы описаны в пяти главах.

В первой и второй главах рассматриваются скалярные задачи ди-

фракции монохроматических волн на системе рассеивателей, состоящих из

объемных неоднородных тел и бесконечно тонких экранов. На экранах за-

даются краевые условия двух типов: первого и второго рода. В первой главе

рассматривается случай непересекающихся тел и экранов, а во второй – слу-

чай частично экранированных тел. Дается точная математическая поста-

новка задач: формулируются краевые задачи для уравнения Гельмгольца;

на неэкранированной части границы неоднородных объемных тел ставятся

специальные условия сопряжения – это условия непрерывности неизвестно-

го решения и его нормальной производной. Вводятся понятия квазикласси-

ческих решений (они имеют смысл полного скалярного поля и обозначают-

ся символом u) и доказываются теоремы о единственности таких решений

поставленных краевых задач. Далее осуществляется вывод систем интегро-

дифференциальных уравнений (ИДУ), определяются решения этих систем

в терминах плотностей u, φ1 и φ2 объемных и поверхностных потенциалов.

Вводятся пространства решений системы ИДУ – это пространства Соболе-

ва на многообразиях размерности 2 и 3 с краем. Определяются матричные

операторы системы ИДУ и задаются их области определения и прибытия.

Доказываются теоремы об эллиптичности операторов систем ИДУ. Уста-

навливается, что полное поле u тогда и только тогда является решением

краевой задачи, когда плотности u, φ1 и φ2 удовлетворяют системе ИДУ.

Из теоремы об эквивалентности дифференциальной и интегральной форму-
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лировок следует, что матричный ИД оператор инъективен. Таким образом,

устанавливается, что этот оператор является эллиптическим и непрерывно

обратимым в выбранных пространствах.

Далее формулируется метод Галеркина для матричного оператора, рас-

сматриваемого как отображение гильбертова пространства в антидвой-

ственное, записывается представление приближенных решений и элемен-

тов матрицы системы линейных алгебраических уравнений согласно мето-

ду Галеркина. Приводятся примеры расчетных сеток и базисных функций

на ограниченных объемных рассеивателях и тонких экранах обоих типов

(с условиями для полного поля первого и второго рода). Доказывается, что

введенные базисные функции (определенные, в том числе, на неплоских

гладких параметризуемых экранах) удовлетворяют свойству аппроксима-

ции в пространствах Соболева; приводятся примеры, иллюстрирующие ап-

проксимацию функций на неплоских экранах предложенными базисными

функциями. Далее доказывается основной результат – теорема о сходимо-

сти метода Галеркина для матричного ИД оператора в выбранных про-

странствах в предположении, что базисные функции удовлетворяют усло-

вию аппроксимации. Из полученных ранее результатов о свойствах опе-

ратора задачи вытекает не только сходимость проекционного метода, но

и возможность использования в методе Галеркина максимально широкого

класса расчетных сеток, в том числе не требующих согласованности на гра-

нице объемных рассеивателей в задаче на частично экранированных телах.

Основные результаты первой главы опубликованы в следующих рабо-

тах: [114], [115] (Теоремы 1.1, 1.3, 1.4, 1.5, 1.8; Леммы 1.1, 1.2), [116], [117]

(Теоремы 1.3, 1.4, 1.5, 1.8; Леммы 1.1, 1.2, 1.3), [121] (Теорема 1.1), [123]

(Теоремы 1.1,1.6), [136] (Теоремы 1.1, 1.3, 1.4, 1.5).

Основные результаты второй главы опубликованы в работах [117] (Тео-

ремы 2.6, 2.7), [118] (Теоремы 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6), [124] (Теоремы 2.1,2.2,
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2.4, 2.5), [125] (Теоремы 2.1, 2.5), [136] (Теоремы 2.1, 2.3, 2.4, 2.5), [145] (Тео-

рема 2.1), [148] (Теоремы 2.1,2.2).

Третья глава посвящена векторной задаче дифракции электромагнит-

ных волн на системе попарно непересекающихся неоднородных диэлектри-

ческих тел и бесконечно тонких идеально проводящих экранов. Методика

исследования задачи и обоснования численного метода ее решения такая

же, как и в первых двух главах: вводится понятие квазиклассического ре-

шения краевой задачи для системы уравнений Максвелла; доказывается

единственность квазиклассического решения; краевая задача для полно-

го поля (E,H) сводится к системе сингулярных ИД уравнений по области

неоднородности и поверхности экранов; определяются векторные простран-

ства решений (E,u) и матричный (2 × 2) оператор системы ИД уравне-

ний; проводится доказательство фредгольмовости (а в случае поглощающей

внешней среды – эллиптичности) диагональных компонент и компактности

внедиагональных компонент оператора; устанавливается эквивалентность

исходной краевой задачи и системы ИД уравнений; доказывается теорема

о непрерывной обратимости матричного оператора задачи. Основные ре-

зультаты третьей главы опубликованы в работах [119] (Теорема 3.1), [126],

[127] (Теоремы 3.6, 3.8; Леммы 3.3, 3.5), [129], [130], [131] (Теорема 3.1, 3.4,

3.5, 3.6; Лемма 3.1), [132] (Теоремы 3.1, 3.3; Лемма 3.1), [134] (Теорема 3.2;

Лемма 3.2), [135] (Теоремы 3.7, 3.8; Лемма 3.5), [136] (Теоремы 3.1, 3.2, 3.3,

3.4, 3.5, 3.6; Леммы 3.1, 3.2).

Как и в главах 1,2, метод Галеркина формулируется в терминах полу-

торалинейных форм, определяющих соотношение антидвойственности вы-

бранных векторных пространств. Осуществляется выбор базисных функ-

ций в методе Галеркина на объемном неоднородном теле произвольной фор-

мы и неплоском идеально проводящем экране, представляющем собой глад-

кую параметризуемую поверхность.
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Показано, что базисные функции принадлежат пространству решений

задачи и обладают в нем свойство полноты (т.о., доказывается свойство

аппроксимации); приводятся примеры, иллюстрирующие аппроксимацию

гладких сечений на гладких параметризованных поверхностях предложен-

ными базисными вектор-функциями. Доказывается теорема о сходимости

метода Галеркина для матричного ИД оператора для случая внешней сре-

ды с поглощением.

В четвертой главе исследуется векторная задача дифракции электро-

магнитных волн на неоднородных диэлектрических телах, частично экра-

нированных системой бесконечно тонких идеально проводящих экранов.

Доказывается единственность квазиклассического решения краевой зада-

чи для системы уравнений Максвелла; краевая задача сводится к системе

сингулярных ИД уравнений, аналогичной системе Главы 3. В качестве про-

странств решений системы ИДУ выбираются те же векторные пространства

решений (E,u), что и в Главе 3. Проводится исследование матричного опе-

ратора системы ИД уравнений. Доказательство эллиптичности оператора

отличается от предложенного в предыдущей главе, так как внедиагональ-

ные компоненты оператора уже не являются компактными отображения-

ми выбранных пространств, — в работе осуществляется непосредственная

проверка коэрцитивности квадратичной формы полного матричного опера-

тора, исправленного на некоторый компактный оператор. Как и в третьей

главе, эллиптичность оператора можно доказать только в случае поглоща-

ющей внешней среды, то есть при условии Im εe > 0. Непосредственной

проверкой показывается, что оператор системы ИДУ является инъектив-

ным и, следовательно, непрерывно обратимым.

Формулировка метода Галеркина для задачи дифракции на частично

экранированных телах аналогична формулировке в предыдущей Главе. Из

эллиптичности и обратимости оператора системы ИДУ при Im εe > 0 сле-
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дует главный результат главы – теорема о сходимости метода Галеркина.

Как и в скалярных задачах дифракции, на векторные базисные функции

необходимо наложить минимальные ограничения – конечномерные подпро-

странства базисных функций должны удовлетворять условию предельной

плотности в пространствах решений задачи. В частности, не требуется со-

гласованности сеток на рассеивателях различной размерности. Основные

результаты четвертой главы опубликованы в работах [120] (Теоремы 4.2,

4.3), [122] (Теоремы 4.2, 4.3), [133] (Теоремы 4.1, 4.4, 4.5, 4.6; Лемма 4.1),

[136] (Теоремы 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5; Лемма 4.1), [139] (Теорема 4.6), [144].

В пятой главе приводятся результаты нескольких вычислительных экс-

периментов. Рассмотрена скалярная задача дифракция на единичной сфе-

ре с условием Неймана на ее поверхности. Проведено сравнение прибли-

женных решений с известным аналитическим; показана сходимость метода

Галеркина. Рассмотрена векторная задача дифракции на системе, состоя-

щей из неоднородного куба и части идеально проводящей сферической по-

верхности. Показана внутренняя сходимость проекционного метода. В тре-

тьем параграфе главы обсуждаются возможности по распараллеливанию

численного метода. приводятся результаты экспериментов, проведенных на

кластере "Ломоносов-2"НИВЦ МГУ. В последнем пункте главы 5 обсужда-

ется возможность решения задач дифракции методом Галеркина с учетом

структуры матрицы СЛАУ. В частности, показано, что наиболее трудо-

емкая часть вычислений может быть оптимизирована по времени за счет

блочно-теплицевой структуры матриц, а расчеты на достаточно плотных

матрицах могут быть проведены за приемлемое время. Содержимое пятой

главы основано на материалах, изложенных в работах [126, 130, 149, 150].
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Положения, выносимые на защиту

На защиту выносятся следующие основные результаты диссертации:

1. Проведено теоретическое обоснование метода Галеркина для решения

систем интегро-дифференциальных уравнений на ограниченных мно-

гообразиях с краем размерности 2 и 3, возникающих в задачах дифрак-

ции на частично экранированных телах и системах тел и экранов. Для

обоснования метода Галеркина проведено аналитическое исследование

задач дифракции и получены следующие результаты:

• выполнена строгая математическая постановка векторных крае-

вых задач для системы уравнений Максвелла и скалярных крае-

вых задач дифракции для уравнения Гельмгольца (скалярные за-

дачи рассмотрены для конкретного случая условий сопряжения на

границе области неоднородности: неизвестная функция и ее нор-

мальная производная непрерывны при переходе через границу);

• доказана единственность решения краевых задач для системы

уравнений Максвелла и уравнения Гельмгольца в случае, когда

диэлектрическая проницаемость или коэффициент преломления

имеет разрыв на границе области неоднородности;

• краевые задачи дифракции сведены к системам интегро-диффе-

ренциальных уравнений по ограниченным многообразиям с краем

размерности 2 и 3, причем двумерное многообразие может при-

надлежать краю трехмерного многообразия или не пересекаться с

ним;

• доказаны теоремы о гладкости решений интегро-дифференциаль-

ных уравнений при условии гладкости их правых частей;

• доказаны теоремы об эквивалентности исходных краевых задач и

систем интегро-дифференциальных уравнений;
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• при некоторых ограничениях на диэлектрические свойства рас-

сеивателей и среды доказаны теоремы о непрерывной обрати-

мости и эллиптичности матричных операторов систем интегро-

дифференциальных уравнений в выбранных пространствах Собо-

лева на многообразиях с краем размерности 2 и 3 (в векторной за-

даче эллиптичность оператора имеет место только при Im εe > 0);

• на многообразиях с краем размерности 2 и 3 введены скалярные и

векторные базисные функции;

• доказано, что введенные базисные функции удовлетворяют усло-

вию аппроксимации в пространствах Соболева (сечений векторных

расслоений на многообразиях с краем), необходимому для сходи-

мости метода Галеркина;

• доказаны теоремы о сходимости метода Галеркина для систем

интегро-дифференциальных уравнений в пространствах Соболева

(в векторных задачах – для случая внешней среды с поглощением).

2. Предложен алгоритм реализации метода Галеркина для систем

интегро-дифференциальных уравнений в скалярной и векторной за-

дачах дифракции на системе тел и экранов:

• описан алгоритм построения расчетных сеток и определения базис-

ных функций для широкого класса тел и (в общем случае, неплос-

ких) экранов, удовлетворяющих условию аппроксимации;

• представлены формулы для определения матричных элементов в

системах линейных алгебраических уравнений, возникающих при

решении задач дифракции методом Галеркина;

• установлено, что в задачах дифракции на частично экранирован-

ном теле не требуется согласованности расчетных сеток на много-

образиях различной размерности.
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3. Выполнена программная реализация метода Галеркина для решения

систем ИДУ в скалярной и векторной задачах дифракции на системе

тел и экранов:

• показано, что выбранные на криволинейных экранах базисные

функции действительно удовлетворяют условию аппроксимации;

описан алгоритм построения расчетных сеток и определения ба-

зисных функций;

• показано, что метод Галеркина является сходящимся и допускает

эффективную параллельную реализацию на многопроцессорных

вычислительных системах;

• предложен и программно реализован эффективный параллельный

алгоритм заполнения матрицы СЛАУ в методе Галеркина, учиты-

вающий характерные особенности системы ИДУ.



Введение 32

Публикации и апробация

Апробация результатов диссертации

С 2007 по 2020 годы автор выступал с докладами на международных

научных конференциях. Результаты диссертации представлены на между-

народных конференциях:

– Progress In Electromagnetics Research Symposium, PIERS2007 in Prague,

Czech Republic, 27-30 August, 2007;

– Progress In Electromagnetics Research Symposium, PIERS2009 in Moscow,

Russia, August 18–21, 2009;

– 2015 International Conference on Electromagnetics in Advanced Applications,

7th–11th September, 2015, Turin, Italy;

– 4th International Conference on Matrix Methods in Mathematics and

Applications (MMMA-2015), 2015, August 24-28, Skolkovo, Russia;

– Days on Diffraction (DD 2015), May 25–29, St.Petersburg, Russia, 2015;

– 2016 URSI Asia-Pacific Radio Science Conference, Seoul, Korea, 21-25 Aug.

2016;

– International Symposium on Electromagnetic Theory (EMTS 2016),Espoo,

Finland, 14–18 August 2016;

– Progress In Electromagnetics Research Symposium, PIERS 2017 in Singapore,

Singapore, 19-22 November;

– Международная конференция, посвященная 90-летию Владимира Алек-

сандровича Ильина, Москва, 2–6 мая 2018;

– Пятая Международная конференция, посвященная 95-летию со дня рож-

дения члена-корреспондента РАН, академика Европейской академии наук

Л.Д. Кудрявцева, Москва, 26–29 ноября 2018;

– Международная научная конференция «Современные проблемы матема-

тики и механики», посвященная 80-летию академика В. А. Садовничего,

Москва, 13–15 мая 2019;
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– Международная конференция «Математическое моделирование в элек-

тродинамике: теория, методы и приложения», Пенза, 23 – 27 сентября 2019;

– XX Международная конференция и молодежная школа ҝМатематическое

моделирование и суперкомпьютерные технологиињ – Нижний Новгород, 23

– 27 ноября 2020.

Работа была частично поддержана грантами, где автор диссертации

являлся исполнителем: РФФИ (проекты № 18-01-00219 A, № 21-57-53001

ГФЕН_а), РНФ (№14-11-00344, 2014-2016), ФЦП (проект №2.1.1/10252 ана-

литической ведомственной целевой программы «Развитие научного потен-

циала высшей школы (2009-2010 годы)», проект №2.1.1/1647 аналитической

ведомственной целевой программы «Развитие научного потенциала высшей

школы (2009-2010 годы)», гранты Министерства науки и высшего образова-

ния РФ (проект №1.2.10, 2011-2013; соглашение №1.894.2017/4.6, 2017-2019).

Публикации.

Основные результаты диссертации опубликованы в 37 работах: в 22 пуб-

ликациях в изданиях, рекомендованных ВАК РФ [114] – [135] (все индекси-

руются в базах данных WoS и/или Scopus и/или RSCI), 1 монографии [136]

(два издания), и 14 прочих публикациях.

Личный вклад автора

Все основные результаты диссертации получены автором лично.

Вклад соискателя в получении научных результатов (в постановке иссле-

дуемых задач, методов и результатов их исследования, обсуждении, интер-

претации и приложениях полученных теоретических результатов) и опуб-

ликованные работы, вошедшие в диссертацию, является решающим.

Личный вклад соискателя и вклад соавторов в работах с несколькими

авторами состоит в следующем:

Публикация [114]. Е. Д. Деревянчук, Е. Ю. Смолькин участвовали в про-
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граммной реализации метода Галеркина, получении некоторых численных

результатов (см. с. 61-64). Все остальные результаты, включая реализацию

метода Галеркина и получение численных результатов на неплоских экра-

нах (см. на с. 65-66), принадлежат автору.

Публикация [115]. М. Ю. Медведик, Ю. Г. Смирнов, А. А. Цупак: обсуж-

дение исходной постановки задачи, введение (с. 1319-1320). М. Ю. Медве-

дик: программная реализация численного метода и результаты вычислений

(с. 1330-1331). Все остальные результаты принадлежат автору.

Публикация [116]. Ю. Г. Смирнов, М. Ю. Медведик, А. А. Цупак, М

А. Москалева: обсуждение исходной постановки задачи (с.109-110 ). Ю. Г.

Смирнов, М. Ю. Медведик, М А. Москалева: моделирование одномерно-

го рассеивателя, реализация численного метода (c. 112-117). А.А. Цупак:

постановка задачи, вывод системы интегро-дифференциальных уравнений

(с.110-112).

Публикация [117]. Ю.Г. Смирнов: обсуждение исходной постановки за-

дачи (с.1165-1166).Все остальные результаты принадлежат автору.

Публикация [118]. Ю. Г. Смирнов: обсуждение исходной постановки за-

дачи (с.1225-1226). Все остальные результаты принадлежат автору.

Публикация [119]. Ю. Г. Смирнов: доказательство эллиптичности опера-

тора задачи дифракции на (отдельно) объемном диэлектрике (с. 708). Все

остальные результаты принадлежат автору.

Публикация [120]. 7. Ю. Г. Смирнов: обсуждение исходной постановки

задачи, определение пространств W на экране, (с.1244, 1247), результат о

коэрцитивности оператора на экране (с. 1248). Все остальные результаты

принадлежат лично соискателю.

Публикация [128]. Н. В. Романовой выполнена (совместно с А.А. Цупа-

ком) программная реализация метода Галеркина. Все остальные результа-

ты принадлежат автору.

Публикация [129]. Д. В. Валовик, М. Ю. Медведик, Ю. Г. Смирнов, Цу-
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пак А.А.: обсуждение исходной постановки задачи (с. 3-4). М. Ю. Медведик,

Ю. Г. Смирнов, Цупак А.А.: вывод системы уравнений (с.1088-1089). Ю. Г.

Смирнов, М. Ю. Медведик: моделирование одномерного рассеивателя, реа-

лизация численного алгоритма и субиерархического метода (с. 1090-1098).

А.А. Цупак: формулировка численного метода, блочное представление мат-

рицы СЛАУ в методе Галеркина (с.1092-1094).

Публикация [130]. О. С. Скворцов: программная реализация метода Га-

леркина и параллельного алгоритма, проведение вычислительных экспе-

риментов (с. 190-198). Все остальные результаты, включая разработанный

численный метод, принадлежат автору.

Публикация [131]. Ю. Г. Смирнов: определение пространств W на экране,

(с. 1332-1333), результат о коэрцитивности оператора на экране (с. 1335).

Все остальные результаты принадлежат автору.

Публикация [132]. Ю. Г. Смирнов: обсуждение исходной постановки за-

дачи (с.2), определение пространств W на экране, (с.5), результат об фред-

гольмовости оператора на экране (с. 6). Все остальные результаты принад-

лежат автору.

Публикация [133]. Ю. Г. Смирнов: обсуждение постановки задачи (с.

1883-1883), определение пространств W на экране и результаты исследова-

ния оператора на экране (с. 1889). Все остальные результаты принадлежат

автору.

Публикация [134]. Д. В. Валовик, Ю. Г. Смирнов, А.А. Цупак:

постановка задачи (с. 174-176), сведение краевой задачи к интегро-

дифференциальному уравнению (с. 176-177), теорема эквивалентности (с.

177-1786). Цупак А.А.: теорема о единственности решения краевой задачи

дифракции (с. 175). Д. В. Валовик, Ю. Г. Смирнов: результат об эллип-

тичности и обратимости оператора А в задачи дифракции на (отдельно)

объемном диэлектрике (с. 177-187).

Публикация [136]. Ю. Г. Смирнов: все результаты, относящиеся к иссле-
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дованию задачи дифракции на (отдельно) идеально проводящих экранах

(Часть II, Глава 1). Все остальные результаты исследования задач дифрак-

ции на системах экранов и тел принадлежат автору.

Публикация [137]. Ю. Г. Смирнов: постановка и исследование обратной

задачи дифракции. Все результаты, относящиеся к прямой задаче дифрак-

ции; доказательства (частично) теорем 2 и 3, принадлежат автору.

Публикация [140]. Ю.Г. Смирнов: постановка обратной задачи дифрак-

ции (с. 1478-1480), доказательство теорем (с. 1485-1490, совместно с А.А.

Цупаком). М.Ю. Медведик: программная реализация численного метода

решения обратной задачи дифракции (с. 1482-1485). Результаты исследова-

ния прямой задачи дифракции (с. 1376-1378) принадлежат автору.

Публикация [141]. Ю.Г. Смирнов: постановка обратной задачи дифрак-

ции, теорема 4 (с. 89-91). М.Ю. Медведик: программная реализация чис-

ленного метода решения обратной задачи дифракции (с. 91-92). Результаты

исследования прямой задачи дифракции (с. 84-89) принадлежат автору.

Публикация [142]. Ю.Г. Смирнов: постановка обратной задачи дифрак-

ции (с. 438-440), доказательство теорем (с. 440-442, совместно с А.А. Цу-

паком). М.Ю. Медведик: программная реализация численного метода ре-

шения обратной задачи дифракции (с. 442-445). Результаты исследования

прямой задачи дифракции (с. 432-438) принадлежат автору.

Публикация [143]. Ю. Г. Смирнов, М. Ю. Медведик, А. А. Цупак: об-

суждение исходной постановки задачи (с. 1568-1569). М.Ю. Медведик: реа-

лизация численного метода и субиерархического метода (1569-1571). Е.Ю.

Смолькин: выступление с докладом на конференции. Автором выполнены

постановка задачи дифракции, вывод системы интегро-дифференциальных

уравнений, формулировка численного метода (с.1568-1571).

Публикация [144]. М. А. Москалева, Ю. Г. Смирнов, Цупак А.А.: обсуж-

дение исходной постановки задачи (с. 913-914). Ю. Г. Смирнов, Цупак А.А.:

вывод системы уравнений (с.914) Ю. Г. Смирнов, М. А. Москалева: моде-
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лирование одномерного рассеивателя, реализация численного алгоритма и

субиерархического метода (с. 917-919). Автором выполнены формулировка

численного метода, блочное представление матрицы СЛАУ в методе Галер-

кина (с.915-917).

Публикация [145]. Е.Ю. Смолькин: реализация численного метода (362-

363). Все остальные результаты принадлежат лично соискателю.

Публикация [146]. Ю. Г. Смирнов, А.А. Цупак: постановка задачи (с. 313-

314). Е.Ю. Смолькин: представление доклада на конференции. Все осталь-

ные результаты принадлежат автору.

Публикация [147]. Постановка краевой задачи и исследование ее и инте-

грального уравнения осуществлены Цупаком А.А. совместно с Ю. Г. Смир-

новым. Все остальные результаты принадлежат автору.

Публикация [148]. Постановка краевой задачи и исследование ее и инте-

грального уравнения осуществлены Цупаком А.А. совместно с Ю. Г. Смир-

новым. Все остальные результаты принадлежат автору.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, пяти глав, заключения и списка ли-

тературы. Общий объем диссертации составляет 251 страницу, включая 22

рисунка и 11 таблиц, 14 страниц цитируемой и авторской литературы. Спи-

сок литературы содержит 150 наименований.
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ГЛАВА 1. Скалярная задача дифракции на системе

непересекающихся тонких экранов и объемных неодно-

родных тел

Основные результаты главы опубликованы в работах [114, 115, 116, 117,

121, 123, 136].

1.1 Постановка краевой задачи дифракции для уравнения

Гельмгольца и единственность ее квазиклассического ре-

шения

Рассмотрим скалярную задачу дифракции монохроматической волны

системой рассеивателей, расположенных в изотропной однородной среде

в R3, характеризующейся известной скоростью распространения волны c,

заданным коэффициентом поглощения γ и плотностью ρ.

Определим двух- и трехмерные рассеиватели падающей волны.

Будем рассматривать две системы попарно непересекающихся гладких

экранов c определенным на них полем нормалей n:

Ω1,k, k = 1, . . . , k1, Ω2,l, l = 1, . . . , l1 : Ωm,k ∩ Ωn,l = ∅ при (m, k) ̸= (n, l).

Каждый экран представляет собой ориентируемую незамкнутую двумер-

ную параметризуемую поверхность класса C∞. Пусть край ∂Ωn,j = Ωn,j \

Ωn,j каждого экрана представляет собой гладкую кривую класса C∞ без

точек самопересечения.

Определим экран Ω1 = ∪kΩ1,k первого типа и экран Ω2 = ∪lΩ2,l второго

типа, а также их границы и ∂Ωn =
∪
∂Ωn,j.
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Введем также трубчатые окрестности края n-го экрана:

∂Ωn,δ = {x ∈ R3 : dist(x, ∂Ωn) < δ}.

В качестве трехмерного рассеивателя рассмотрим конечную систему по-

парно непересекающихся ограниченных областей

Qj ⊂ R3 : Qj1 ∩Qj2 = ∅, j1 ̸= j2.

Границы

∂Qj = Qj \Qj =
∪
i

∂qi,j

этих областей – кусочно-гладкие замкнутые ориентируемые (с заданным

полем единичных внешних нормалей n) поверхности, состоящие из конеч-

ного числа поверхностей ∂qi,j класса C∞. Через E обозначим объединение

всех ребер тел Qj : E =
∪
i,j

∂qij. Введем также обозначения ∂Q′
j = ∂Qj \ E,

Q = ∪jQj, ∂Q
′ = ∂Q \E. Предполагается также, что области Qj являются

липшицевыми [67] и удовлетворяют условию конуса [58].

Рис. 1: Скалярная задача дифракции на системе непересекающихся тел и экранов.

В скалярной задаче дифракции рассматривается система неоднородных

тел, характеризующихся системой гладких функций

kj(x) ∈ C∞(Qj), (1.1)
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имеющих ограниченные в Qj производные произвольного порядка. Иначе,

неоднородность среды описывается кусочно-гладкой функцией k(x) :

k(x) =

kj(x), x ∈ Qj,

ke, x ∈ R3 \Q.

При этом предполагается, что при переходе через границу (многосвязной)

области Q функция k(x) изменяется скачкообразно, т.е.

k(x) ̸= ke на ∂Q. (1.2)

Предполагаем, что всюду в трехмерном пространстве выполняются усло-

вия

Re k(x) > 0, Im k(x) > 0. (1.3)

Известно (см. [19],[63] и др.), что для определения поля скоростей v в

скалярной задаче о рассеянии монохроматической волны неоднородным те-

лом можно определить потенциал скоростей U = U(x, t),

v =
1

ρ
gradU

из линейного уравнения второго порядка

∂2U

∂t2
+ γ

∂U

∂t
− c2△U = 0,

которое в случае монохроматической волны, зависящей от времени гармо-

нически в виде U(x, t) = u(x)e−iωt, приводится к уравнению Гельмгольца

△u+ k2(x)u = 0,

где k2(x) = k2en(x), ke = (ω2 + iωγ)/c2, n(x) – коэффициент преломления.

Ниже дается математическая формулировка задачи дифракции в пред-

положении, что тела и экраны не имеют общих точек: Q ∩ Ω = ∅.
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Здесь и всюду ниже мы рассматриваем монохроматические волны, гар-

монически зависящие от времени. Полное, падающее и рассеянное поле

определяются, таким образом, соотношениями:

U(x, t) = u(x)e−iωt, U0(x, t) = u0(x)e
−iωt, Us(x, t) = us(x)e

−iωt. (1.4)

Искомое решение задачи дифракции есть комплексная амплитуда u =

u(x). Падающее поле определяется заданной гладкой в R3 функцией:

u0 = u0(x) ∈ C∞(R3); (1.5)

тогда рассеянное поле определяется функцией us = u− u0.

Постановка задачи дифракции. Требуется определить комплексно-

значную функцию u = u(x) (x ∈ R3 \ ∂Ω), удовлетворяющую в классиче-

ском смысле вне экранов и границы тела однородному уравнению Гельм-

гольца,

∆u(x) + k2(x)u(x) = 0, x ∈ R3 \
(
∂Q ∪ Ω

)
, (1.6)

условиям сопряжения на границе ∂Q области неоднородности,

[u]|∂Q = 0,

[
∂u

∂n

]∣∣∣∣
∂Q′

= 0, (1.7)

условиям Дирихле и Неймана во внутренних точках экранов Ω1 и Ω2 соот-

ветственно,

u |Ω1
= 0,

∂u

∂n

∣∣∣∣
Ω2

= 0, (1.8)

условию конечности энергии в произвольной ограниченной области трех-

мерного пространства,

u ∈ H1
loc(R3) (1.9)

и условиям излучения Зоммерфельда на бесконечности,

∂us
∂r

= ikeus + o

(
1

r

)
при Im ke = 0,

us(r) = O

(
1

r2

)
при Im ke > 0, r := |x| → ∞.

(1.10)



Гл. 1. Скалярная задача дифракции на системе непересекающихся экранов и тел 42

Потребуем, чтобы искомая функция u(x) удовлетворяла следующим усло-

виям гладкости:

u ∈ C2(Q)
∩

C∞ (R3 \ (Q ∪ Ω)
)∩
δ>0

C
(
R3 \ (∂Ω1,δ)

)
∩
δ>0

C(M+ \ ∂Ω2,δ)
∩
δ>0

C(M− \ ∂Ω2,δ),
(1.11)

где M – произвольная гладкая замкнутая ориентируемая поверхность, со-

держащая экран Ω2, а M−, M+ – внешняя и внутренняя области по отно-

шению к M.

Замечание 1.1. Условия (1.11) означают следующее: полное поле дважды

непрерывно дифференцируемо в области неоднородности, бесконечно диф-

ференцируемо в свободном от рассеивателей пространстве; оно непрерывно

всюду вне сколь угодно малой окрестности края экранов первого типа и

всюду вне экранов второго типа. В каждой внутренней точке любого экра-

на Ω2 должен существовать конечный предел u(x) с каждой стороны экрана

(пределы с разных сторон, вообще говоря, различные).

Определение 1.1. Решение u(x) задачи (1.6)–(1.10), удовлетворяющее

условиям (1.11), называется квазиклассическим.

Единственность квазиклассического решения краевой задачи дифракции

Теорема 1.1. [115, 121, 123, 136] Пусть объемный рассеиватель Q ха-

рактеризуется гладким показателем преломления, k(x) ∈ C∞(Q), а всюду

в R3 выполнены условия Re k(x) > 0, Im k(x) > 0. Пусть u(x) — квази-

классическое решение задачи дифракции (1.6)–(1.10). Тогда это решение

единственно.

Доказательство. В силу линейности рассматриваемой задачи достаточно

показать, что краевая задача для рассеянного поля us с условиями на экра-
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нах

us|Ω1
= 0, ∂us/∂n|Ω2

= 0

имеет только тривиальное решение us ≡ 0.

1. Выберем такие односвязные ограниченные области V1, V2 ⊂ R3, чтобы

были выполнены условия:

• границы областей Vi – гладкие ориентируемые поверхности класса

C∞, причем ∂Vi ⊃ Ωi, (i = 1, 2) (векторы единичных внешних нормалей на

всех поверхностях будем обозначать единым символом n);

• Q∩V 1 = Q∩V 2 = V 1∩V 2 = ∅ (такие области можно задать в силу

условия пустого пересечения рассеивателей различного типа).

Обозначим область Q через V3 и рассмотрим шар B = BR(0) достаточно

большого радиуса R и такой, что Q, V i ⊂ B. Наконец, определим ограни-

ченную область

V4 = B \ (V 1 ∪ V 2 ∪ V 3)

с границей

∂V4 = ∂B ∪ ∂V1 ∪ ∂V2 ∪ ∂V3

и неограниченную область V5 = R3 \B.

Обозначим сужения рассеянного поля us(x) на замкнутые области V i

через vi(x) и рассмотрим задачу сопряжения в областях Vi, эквивалентную

исходной краевой задаче для us.

Из исходной постановки задачи дифракции вытекает, что функции vi

будут удовлетворять уравнениям Гельмгольца в соответствующих областях

определения,

(∆ + k2e)vi(x) = 0, x ∈ Vi (i = 1, 2, 4, 5),

(∆ + k2(x))v3(x) = 0, x ∈ V3,
(1.12)
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условиям сопряжения на границах смежных областей,

v1(x) = v4(x), x ∈ ∂V1, v1(x) = v4(x) = 0, x ∈ Ω1,

v3(x) = v4(x), x ∈ ∂V3, v4(x) = v5(x), x ∈ ∂B,

v2(x) = v4(x), x ∈ ∂V2 \ Ω2,

(1.13)

−∂v1
∂n

(x) =
∂v4
∂n

(x), x ∈ ∂V1 \ Ω1,

−∂v2
∂n

(x) =
∂v4
∂n

(x), x ∈ ∂V2,

−∂v2
∂n

(x) =
∂v4
∂n

(x) = 0, x ∈ Ω2,

−∂v3
∂n

(x) =
∂v4
∂n

(x), x ∈ ∂V ′
3 = ∂V3 \ E,

−∂v4
∂n

(x) =
∂v5
∂n

(x), x ∈ ∂B

(1.14)

и условиям на бесконечности для функции v5,

∂v5
∂r

= ikev5 + o

(
1

r

)
, при Im ke = 0,

v5(r) = O

(
1

r2

)
, при Im ke > 0, r := |x| → ∞.

(1.15)

В соотношениях ∂vi
∂n = −∂vj

∂n , описывающих равенство нормальных производ-

ных на границах смежных областей, одним и тем же символом n обозна-

чены векторы внешней нормали, имеющие противоположное направление

для областей Vi и Vj.

2. В ограниченных областях Vi (i = 1, 2, 3, 4) применим первую формулу

Грина ∫
V

(
u△v + grad u · grad v

)
dx =

∫
V

u
∂v

∂n
dx, (1.16)

полагая u = vi, v = vi, и учтем уравнение Гельмгольца:∫
Vi

(
vi△vi + |∇vi|2

)
dx = −k2e

∫
Vi

|vi|2dx+
∫
Vi

|∇vi|2dx =

=

∫
∂Vi

vi
∂vi
∂n

ds, i = 1, 2, 4.

(1.17)
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V3

(
v3△v3 + |∇v3|2

)
dx = −

∫
V3

k2(x)|v3|2dx+
∫
V3

|∇v3|2dx =

=

∫
∂V ′

3

v3
∂v3
∂n

ds.
(1.18)

Замечание 1.2. Так как границы областей V1, V2 и V4 содержат экраны Ωi,

а подынтегральные функции в соответствующих поверхностных интегра-

лах могут быть неограниченными вблизи краев экранов, то применимость

формулы Грина в этих областях требует дополнительного пояснения.

Определим дифференциальные операторы Гельмгольца в областях Q и

R3\
(
Q ∪ Ω

)
:

Pu(x) = (−△− k2(x))u(x), x ∈ Q,

Peu(x) = (−△− k2e)u(x), x ∈ R3\
(
Q ∪ Ω

)
.

(1.19)

Пусть V – произвольная ограниченная область, не пересекающаяся с

∂Q∪Ω. Введем пространство H1
P(V ) – это множество функций из простран-

ства Соболева u ∈ H1(V ) ⊂ H1
loc(R3) таких, что Pu ∈ L2(V ) (оператор P

определяется по области V согласно (1.19)). Норма в этом пространстве

задается следующим образом:

∥u∥2H1
P(V ) = ∥u∥2H1(V ) + ∥Pu∥2L2(V ). (1.20)

Важное значение в последующих рассуждениях будет играть следующее

утверждение (см. [67], стр.614) о следах (определение следа см., например,

в [1]): если V ⊂ R3 – ограниченная область с кусочно-гладкой (или даже

липшицевой) границей, то оператор следа

γ0 : u 7→ γ0u = u|∂V (1.21)

непрерывен, как отображение из Hs
loc(R3) в Hs−1/2(∂V ) и при всех

s ∈ (1/2, 1] имеет непрерывный правый обратный оператор γ−0 :

Hs−1/2(∂V ) → Hs
loc(R3).
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Следовательно, для функций u ∈ H1
P имеем γ0u ∈ H1/2(∂V ) для любой

области V рассматриваемого класса, не пересекающейся с ∂Q ∪ Ω.

Для функций u ∈ H2(V ) в ограниченных областях V определена нор-

мальная производная на границе ∂V :

γ1u = un|∂V . (1.22)

Запишем формулу Грина в виде

⟨γ1v, u⟩ =
∫
∂V

uvnds =

∫
V

(u△v +∇u∇v) dx. (1.23)

Этим равенством по гладкой функции v определяется непрерывный функ-

ционал γ1v в классах достаточно гладких на ∂V функций.

Непрерывность γ1v сохраняется и в соболевских пространствах. Точнее,

верно утверждение (см. [67], стр. 617): если v ∈ H1
P(V ), то отображение

φ 7→ ⟨γ1v, φ⟩ =
∫
V

(
γ−0 φ · △v +∇γ−0 φ · ∇v

)
dx (1.24)

представляет собой непрерывный линейный функционал γ1v на H1/2(∂V ),

совпадающий при v ∈ H2(V ) с обобщенной функцией vn|∂V ∈ L2(∂V ) ⊂

H−1/2(∂V ). Кроме того

γ1 : H
1
P(V ) → H−1/2(∂V )

есть непрерывное отображение.

Так как пространство C∞(V ) плотно в H1
P(V ), то первая формула Грина

может быть распространена по непрерывности. Следовательно, для всех

v ∈ H1
P(V ), u ∈ H1(V ) верно равенство∫

V

(u△v +∇u∇v) dx = ⟨γ1v, γ0u⟩. (1.25)

Вернемся к доказательству теоремы. Используя граничные условия
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(1.13),(1.14), преобразуем правые части равенств (1.17),(1.18):∫
∂V1

v1
∂v1
∂n

ds =

∫
∂V1\Ω1

v1
∂v1
∂n

ds,

∫
∂V2

v2
∂v2
∂n

ds =

∫
∂V2\Ω2

v2
∂v2
∂n

ds,

∫
∂V ′

4

v4
∂v4
∂n

ds =−
∫

∂V1\Ω1

v1
∂v1
∂n

ds−

−
∫
∂V2

v2
∂v2
∂n

ds−
∫
∂V ′

3

v3
∂v3
∂n

ds+

∫
∂B

v4
∂v4
∂n

ds.

(1.26)

Из равенств (1.17),(1.18) и (1.26), а также условий сопряжения выводим∫
∂B

v4
∂v4
∂n

ds =− k2e

∫
V1

|v1|2dx−
∫
V2

k2(x)|v2|2dx−

− k2e

∫
V4

|v4|2dx−
∫
V3

k2(x)|v3|2dx+

+
4∑

i=1

∫
Vi

|∇vi|2dx = −
∫
∂B

v5
∂v5
∂n

ds.

(1.27)

3. Далее доказательство тривиальности решения проводится для

нескольких случаев, когда однородная среда и/или рассеиватель являются

(не являются) поглощающими.

3.1. Пусть функция Im k(x) ≡ 0 в Q и Im ke в R3 \ Q. Используя усло-

вия излучения на бесконечности, получим для мнимой части выражений в

(1.27):

Im

∫
∂B

v5
∂v5
∂n

ds

 = Im

 ∫
∂B

v5(ikev5 + o(R−1))ds

 =

= ke

∫
∂B

|v5|2ds+
∫
∂B

o(R−2)ds =

= ke

∫
∂B

|v5|2ds+ o(1) = 0 при |x| → ∞.

Равенство нулю следует из того, что все слагаемые в средней части (1.27)

являются чисто вещественными.
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Из леммы Реллиха (см.[19], стр.88) следует, что v5 ≡ 0 в V5 и v4 ≡ 0

в V4, то есть решение однородной краевой задачи тривиально вне области

неоднородности.

Покажем, что v3 ≡ 0 в Q. Используя условия сопряжения и гладкость

полного поля, сформулируем для функции v3 ∈ C2(Q)∩C1(Q) следующую

краевую задачу: 
(△+ k2(x))u3(x) = 0, x ∈ V3,

u3|∂Q =
∂u3
∂n

∣∣∣∣
∂Q′

= 0.
(1.28)

причем функция k(x) ∈ C∞(Q) ⊂ Cα(Q) при любом α > 0. Покажем, что

v3 ≡ 0 в Q.

Применяя вторую формулу Грина к паре функций v3(x), G(x, y), полу-

чим, учитывая однородные условия для v3(x) на ∂Q :

0 =

∫
∂Q′

(
v3(y)

∂G(x, y)

∂n
− ∂v3(y)

∂n
G(x, y)

)
dsy =

=

∫
Q

(v3(y)△G(x, y)−G(x, y)△v3(y)) dy =

=

∫
Q

u(y)(−k2eG(x, y)− δ(x− y))dy +

∫
Q

G(x, y)k2(y)v3(y)dy =

= −v3(x) +
∫
Q

G(x, y)(k2(y)− k2e)v3(y)dy, x ∈ Q.

Следовательно, каждое решение краевой задачи (1.28) удовлетворяет од-

нородному интегральному уравнению Фредгольма второго порядка в огра-

ниченной области Q :

v3(x) =

∫
Q

G(x, y)(k2(y)− k2e)v3(y)dy, x ∈ Q. (1.29)

Введем в Q функцию φ(x) = (k2(x)− k2e)v3(x). Продолжим v3(x) нулем

в R3 \Q; продолжим и φ вне Q нулем.



Гл. 1. Скалярная задача дифракции на системе непересекающихся экранов и тел 49

Определим функцию

w(x) =

∫
R3

G(x, y)φ(y)dy, x ∈ R3.

В области Q имеет место тождество v3 ≡ w в силу интегрального урав-

нения (1.28). Покажем, что v3 ≡ w всюду в R3.

Из гладкости функций v3(x), k(x) следует включение φ ∈ C0(R3). Так

как w(x) представляет собой объемный потенциал с финитной непрерывной

плотностью, то ([63], стр.207) w ∈ C1(R3). Так как v3 ≡ w в Q, то из

граничных условий для v3 на ∂Q выводим, что

w|∂Q =
∂w

∂n

∣∣∣∣
∂Q

= 0.

В силу гладкости ядра объемного потенциала в R3 \ Q получим, что

функция w(x) ∈ C∞(R3\Q) удовлетворяет однородному уравнению Гельм-

гольца вне области неоднородности

(△+ k2e)w(x) = 0, x ∈ R3 \Q

и условию Зоммерфельда на бесконечности. Следовательно ([19], стр. 81),∫
∂Q

(
w(y)

∂G(x, y)

∂n
− ∂w(y)

∂n
G(x, y)

)
dsy =

 0, x ∈ Q,

w(x), x ∈ R3 \Q,

откуда и из однородных граничных условий для w(x) вытекает равенство

w ≡ 0 в R3 \Q.

Итак,

v3(x) = w(x), x ∈ R3.

Так как (k2(x) − k2e) ∈ Cα(Q) и v3(x) ∈ Cα(Q), то φ ∈ Cα(Q). Да-

лее, функция φ финитна в R3, то есть φ ∈ Cα
0 (R3). Следовательно, w есть

объемный потенциал с финитной плотностью из класса Гельдера, такой

потенциал является гладким в R3. Точнее, (см. [63], стр.207)

w ∈ C2,α
0 (R3),
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откуда в частности следует, что w удовлетворяет в R3 уравнению Гельм-

гольца. Согласно принципу единственного продолжения ([63], стр.212) из

равенства w ≡ 0 в R3 \Q следует, что v3 = w ≡ 0 всюду в R3.

Теперь остается показать, что v1 и v2 тривиальны. Пусть, например, x0 /∈

Ω1∪Ω2 – произвольная точка. Области V1 и V2 можно построить так, чтобы

x0 лежала вне (V 1 ∪ V 2). Таким образом, рассеянно поле us тривиально

всюду вне экранов. Окончательно, из условий на Ω1, Ω2 заключаем, что

us ≡ 0 в R3.

3.2. Пусть Im k(x) > 0 всюду в R3. Из второго условия в (1.10) получим,

что u(x) = O(R−2) на сфере ∂B сколь угодно большого радиуса R и левая

часть в (1.27) стремится к нулю при R → +∞. Тогда

−
∫
V3

k2(x)|v3|2dx− k2e
∑

i=1,2,4

∫
Vi

|vi|2dx+

+
4∑

i=1

∫
Vi

|∇vi|2dx→ 0, R → +∞.

(1.30)

Для мнимой части (1.30) получим

−Re ke · Im ke

(∫
V1

|v1|2dx+
∫
V2

|v2|2dx+
∫
V4

|v4|2dx
)
−

−
∫
V3

Re k · Im k(x)|v3|2dx→ 0, R → +∞.

Оба слагаемых в последнем соотношении имеют один и тот же знак в силу

ограничений на параметры среды. Таким образом, vi(x) ≡ 0 для всех i =

1, 2, 3, 4.

3.3. Рассмотрим случай, когда тело без поглощения (Re kj(x) > 0,

Im kj(x) = 0) расположено в поглощающем свободном пространстве

(Im ke > 0). Беря мнимую часть равенства (1.30), получим

−Re ke · Im ke

(∫
V1

|v1|2dx+
∫
V2

|v2|2dx+
∫
V4

|v4|2dx
)
→ 0, R → +∞,
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откуда следует v1 = 0, v2 = 0 и v4 = 0, то есть us ≡ 0 вне Q.

Повторяя рассуждения пункта 3.1. доказательства, рассмотрим пере-

определенную краевую задачу (1.28) для уравнения Гельмгольца и пока-

жем, как и выше, что us ≡ 0 в Q. Теорема доказана.

1.2 Система интегро-дифференциальных уравнений

В этом параграфе краевая задача для уравнения Гельмгольца, сформу-

лированная в неограниченном трехмерном пространстве, сводится к систе-

ме интегро-дифференциальных уравнений по ограниченным рассеивателям

различной размерности.

Полное поле u(x) будем искать в виде

u = u0 + u1 + u2 + u3. (1.31)

Здесь u0 – падающее поле, через u1, u2 обозначены поля, рассеянные экра-

нами Ω1, Ω2 в свободном пространстве, а u3 – поле, рассеянное объемным

препятствием.

Сначала выразим u1 и u2 через интегралы типа потенциала простого и

двойного слоя соответственно.

Пусть u = u0 + u1 – решение краевой задачи (△+ k2e)u(x) = 0, x ∈ R3 \ Ω1,

u|Ω1
= 0

(1.32)

с условием Зоммерфельда излучения на бесконечности для u1.

Так как рассеянное поле u1(x) есть решение однородного уравнения

Гельмгольца в R3 \ Ω1, то в произвольной области V (в частности, такой,
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что Ω1 ⊂ ∂V ) имеет место [19] равенство∫
∂V

(
u1(y)

∂G(x, y)

∂ny
− ∂u1(y)

∂ny
G(x, y)

)
ds =

=

−u1(x), x ∈ V,

0, x ∈ R3 \ V .

(1.33)

В области U = B \ V (здесь B – некоторый шар, содержащий V ) с

границей ∂U = ∂V + ∂B верно:∫
∂U

(
u1(y)

∂G(x, y)

∂ny
− ∂u1(y)

∂ny
G(x, y)

)
ds =

=

−u1(x), x ∈ U,

0, x ∈ R3 \ U.

(1.34)

Покажем, что∫
∂B

(
u1(y)

∂G(x, y)

∂ny
− ∂u1(y)

∂ny
G(x, y)

)
ds→ 0 при r → ∞. (1.35)

В силу условий излучения для u1 и определения функции Грина подынте-

гральное выражение в (1.35) может быть преобразовано:

u1
∂G

∂ny
− ∂u1
∂ny

G = u1(ikeG+O(r−2))− (ikeu1 + o(r−1))G =

= u1O(r
−2)− o(r−1)G = o(r−2), r → ∞,

откуда, переходя к сферическим координатам в поверхностном интеграле,

получим требуемое предельное соотношение.

Сложим первое равенство в (1.33) со вторым из (1.34), выбирая в этих

соотношениях общую точку x ∈ V ⊂ R3 \
(
U
)

и устремляя ее к Ω1. Учтем

при этом, что в интегралах по ∂V из (1.33) и (1.34) векторы нормали имеют

взаимно противоположное направление. Для границы ∂U примем разло-

жение на два подмножества ∂B и ∂U \ ∂B. Конечно, последнее множество

есть ∂V, но мы будем использовать принятое обозначение, чтобы различать
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направление векторов внешних нормалей на одной поверхности двух смеж-

ных областей V и U. Вместо аргумента x будем писать x+, указывая на

предельный характер соотношений. Имеем:

−u1(x+) =
∫
∂V

u1(y)
∂G(x+, y)

∂ny
ds+

∫
∂U\∂B

u1(y)
∂G(x+, y)

∂ny
ds−

−
∫
∂V

∂u1(y)

∂ny
G(x+, y)ds−

∫
∂U\∂B

∂u1(y)

∂ny
G(x+, y)ds−

−
∫
∂B

(
u1(y)

∂G(x+, y)

∂ny
− ∂u1(y)

∂ny
G(x+, y)

)
ds =

=

∫
∂V

u1(y)
∂G(x+, y)

∂ny
ds−

∫
∂V

u1(y)
∂G(x+, y)

∂ny
ds−

−
∫
∂V

[∂u1(y)
∂ny

]
G(x+, y)ds =

=−
∫
∂V

φ1(y)G(x+, y)ds = −
∫
Ω1

φ1(y)G(x+, y)ds.

Здесь использована непрерывность потенциала двойного слоя в V (см.

[6], с. 408) и гладкость поля вне Ω1 (последнее, в частности, влечет[
∂u1(y)
∂ny

]∣∣∣
∂V \Ω1

= 0).

Так как полное поле u = u0 + u1 удовлетворяет условию u|Ω1
= 0, а

оба слагаемых u0, u1 и потенциал простого слоя непрерывны в подходящей

окрестности произвольной внутренней точки экрана Ω1, то верно равенство

−
∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy = u0(x), x ∈ Ω1.

Пусть u = u0 + u2 – решение краевой задачи задачи (△+ k2e)u(x) = 0, x ∈ R3 \ Ω2,

∂u
∂n

∣∣
Ω2

= 0.
(1.36)

Запишем снова (1.33) и (1.34). Применим к этим равенствам операцию

дифференцирования по соответствующей нормали n, сложим новые урав-
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нения, устремляя общую точку наблюдения x ∈ V к Ω2 :

−∂u2(x+)
∂n

=
( ∂
∂n

∫
∂V

u2(y)
∂G(x+, y)

∂ny
ds+

∂

∂n

∫
∂U\∂B

u2(y)
∂G(x+, y)

∂ny
ds
)
−

−
( ∂

∂n

∫
∂V

∂u2(y)

∂ny
G(x+, y)ds+

∂

∂n

∫
∂U\∂B

∂u2(y)

∂ny
G(x+, y)ds

)
∗ =

Слагаемые во второй скобке последнего равенства сократятся, так как в

окрестности внутренних точек экрана Ω2 нормальная производная поля
∂u2(y)
∂ny

непрерывна. При переходе через Ω2 само поле us претерпевает раз-

рыв. Поэтому сумма слагаемых в первой скобке приводит к интегралу с

плотностью [u2] (важно отметить, что в первой паре интегралов одно и

то же обозначение u2(y) используется для предельных значений поля на

границе смежных областей U и V с различных сторон). Таким образом,

получим

∗ =
∂

∂n

∫
∂V

[u2(y)]
∂G(x+, y)

∂ny
ds =

∂

∂n

∫
Ω2

φ2(y)
∂G(x+, y)

∂ny
ds. (1.37)

Непрерывность нормальной производной потенциала двойного слоя во

внутренних точках экрана Ω2 и граничное условие ∂(u2+u0)
∂n

∣∣∣
Ω2

= 0 приво-

дят к окончательному виду уравнения:∫
Ω2

∂2G(x, y)

∂nx∂ny
(x, y)φ2(y)ds =

∂u0(x)

∂nx
, x ∈ Ω2.

Замечание 1.3. Для получения интегральных представлений полей, рассе-

янных экранами, были использованы свойства непрерывности потенциалов

простого и двойного слоя. Заметим, что потенциалы определяются как ин-

тегралы по замкнутым поверхностям. В рассматриваемой же задаче ди-

фракции экраны не являются замкнутыми. Тем не менее, нужные свойства

потенциала переносятся без труда и на этот случай.

Не ограничивая общности, можно считать, что функции φi непрерыв-

ны во внутренних точках экранов Ωi. Действительно, так как [105] φ1 =
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∂u
∂n

]
Ω1
, φ2 = [u]Ω2

, а поле u является по предположению гладким вне экра-

нов, то поверхностные плотности φi непрерывны на Ωi (всюду вне краев

экранов).

Покажем, например, что для интеграла p(x) =
∫
∂V

φ2(y)
∂G(x,y)
∂ny

ds по неза-

мкнутой поверхности производная по нормали непрерывна во внутренних

точках экрана Ω2. Пусть Ω0 – произвольная гладкая замкнутая поверх-

ность, содержащая Ω2, а φ0 – продолжение φ нулем на Ω0. Тогда

p(x) =

∫
Ω0

φ0(y)
∂G(x, y)

∂ny
ds

есть потенциал двойного слоя с разрывной плотностью.

Пусть x0 ∈ Ω2 – произвольная внутренняя точка экрана, Br(x0) – шар

радиуса r < dist(x0, ∂Ω2), ω = Ω2 ∩ Br(x0) и ω′ = Ω2 \ ω. Рассмотрим

произвольную гладкую функцию c(x), равную единице на ω и нулю на

Ω0 \ ω. Тогда

p(x) =

∫
Ω0

c(y)φ0(y)
∂G(x, y)

∂ny
ds+

∫
ω′

(1− c(y))φ0(y)
∂G(x, y)

∂ny
ds =

= p1(x) + p2(x).

Здесь p1(x) – потенциал двойного слоя с непрерывной плотностью, нормаль-

ная производная которого непрерывна в x0. Функция p2(x) – бесконечно

дифференцируема в окрестности этой точки, так как ядро интегрального

оператора не имеет особенности.

Аналогичные рассуждения проводятся и для интеграла по незамкнутой

поверхности типа потенциала простого слоя.

Таким образом, поля u1, u2 в разложении (1.31) представимы в виде

u1(x) =

∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy,

u2(x) = −
∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy,

(1.38)
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где G(x, y) = eike|x−y|

4π|x−y| , а φ1, φ2 – неизвестные функции.

Получим интегральное представление компоненты u3. Так как u =

u0 + (u1 + u2 + u3) = u0 + us, поле us удовлетворяет условиям излучения,

а u1 и u2 удовлетворяют им по построению (в силу свойств фундаменталь-

ного решения G(x, y)), то и u3 удовлетворяет условию Зоммерфельда на

бесконечности.

Введем функции

k̃(x) = (k2(x)− k2e), F (x) := −k̃(x)u(x)

и перепишем уравнение (1.6) в виде

(∆ + k2e)u(x) = F (x), x ∈ R3 \
(
∂Q ∪ Ω

)
. (1.39)

Поле u0 + u1 + u2 удовлетворяет уравнению Гельмгольца вне экранов в

силу определения ul (l = 0, 1, 2):

(∆ + k2e)(u0 + u1 + u2)(x) = 0, x ∈ R3 \ Ω. (1.40)

Вычитая (1.40) из уравнения (1.39), получим:

(∆ + k2e)u3(x) = F (x), x ∈ R3 \
(
∂Q ∪ Ω

)
. (1.41)

Решение уравнения (1.41), удовлетворяющее условию излучения на беско-

нечности, представляется (см. [6], с. 395) объемным потенциалом

u3(x) =

∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy, (1.42)

так как плотность этого потенциала непрерывна,

ρ(x, y) = k̃(y)eike|x−y|u(y) ∈ C(Q)× C(Q),

в силу условий гладкости для u(y) и k(y).
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Итак, из (1.31),(1.38) и (1.42) выводим представление полного поля вне

рассеивателей

u(x) = u0(x) +

∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy +

∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy−

−
∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy, x ∈ R3 \ (Q ∪ Ω).

(1.43)

и первое интегральное уравнение системы по области неоднородности

u(x)−
∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy −
∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy+

+

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy = u0(x), x ∈ Q.

(1.44)

Получим уравнение на экране Ω1. Так как рассеиватели не пересекают-

ся, то поля u2 и u3 бесконечно дифференцируемы в окрестности экрана

Ω1; кроме того, потенциал простого слоя с непрерывной на Ω1 плотностью

непрерывен в подходящей окрестности U(x) произвольной внутренней точ-

ки x этого экрана. Переходя в (1.43) к пределу при стремлении точки x к

произвольной внутренней точке экрана Ω1 и используя условие Дирихле

(1.8), получим интегральное уравнение на Ω1 :

−
∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy −
∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy+

+

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy = u0(x), x ∈ Ω1.

(1.45)

Получим уравнение на экране Ω2. Так как рассеиватели не имеют общих

точек, то поля u1 и u3 бесконечно дифференцируемы в окрестности экра-

на Ω2. Потенциал двойного слоя с непрерывной на Ω2 плотностью имеет

непрерывную нормальную производную в произвольной внутренней точке

этого экрана. Дифференцируя (1.43) по нормали, переходя к пределу при

стремлении точки x к произвольной внутренней точке экрана Ω2 и ис-
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пользуя условие Неймана (1.8), получим интегро-дифференциальное урав-

нение на Ω2 :

−
∫
Q

k̃(y)
∂G(x, y)

∂nx
u(y)dy −

∫
Ω1

∂G(x, y)

∂nx
φ1(y)dsy+

+
∂

∂nx

(∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy

)
=
∂u0(x)

∂nx
, x ∈ Ω2.

(1.46)

Итак, краевая задача дифракции (1.6)–(1.11) сведена [115, 117, 136] к

системе сингулярных интегро-дифференциальных уравнений (1.43)–(1.46).

Ниже проводится исследование этой системы.

1.3 Эллиптичность матричного интегро-дифференциального опе-

ратора в пространствах Соболева

Перепишем систему интегро-дифференциальных уравнений (1.43)–(1.46)

по ограниченным многообразиям в операторном виде:
(I − A)u − K12φ1 + K13φ2 = u0|Q,

−K21u − S1φ1 + K23φ2 = u0|Ω1
,

−K31u − K32φ1 − S2φ2 = u0,nx
|Ω2
.

(1.47)

Операторы в (1.47) определим согласно выведенным уравнениям,

Au =

∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy, x ∈ Q,

K12φ1 =

∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy, x ∈ Q,

K13φ2 =

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy, x ∈ Q,

K21u =

∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy, x ∈ Ω1,
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S1φ1 =

∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy, x ∈ Ω1,

K23φ2 =

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy, x ∈ Ω1,

K31u =

∫
Q

k̃(y)
∂G(x, y)

∂nx
u(y)dy, x ∈ Ω2,

K32φ1 =

∫
Ω1

∂G(x, y)

∂nx
φ1(y)dsy, x ∈ Ω2,

S2φ2 = − ∂

∂nx

(∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy

)
, x ∈ Ω2,

I – тождественный оператор.

Определим пространства решений системы уравнений (1.44)–(1.46).

Полное поле u(x) в области Q будем искать в пространстве L2(Q) квад-

ратично суммируемых функций; это пространство наиболее удобно с точки

зрения исследования интегрального оператора. Заметим, что u должно удо-

влетворять условию конечности энергии; в частности, должно выполняться

u ∈ H1(Q). Выбирая более широкое пространство для решения u(x), мы

покажем позже, что оно удовлетворяет условию конечности энергии.

Функции φk будем искать в пространствах Соболева. Рассмотрим про-

извольные гладкие замкнутые поверхности M1 и M2, содержащие экраны

Ω1 и Ω2 соответственно, и пространства Соболева Hs(Mk) на гладких за-

мкнутых многообразиях без края (определения см. в [1, 36, 105]).

Будем рассматривать введенные операторы как отображения в следую-

щих пространствах:

I,A : L2(Q) → L2(Q),

K12 : H̃
−1/2(Ω1) → L2(Q), K13 : H̃

1/2(Ω2) → L2(Q),

S1 : H̃
−1/2(Ω1) → H1/2(Ω1),
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K21 : L2(Q) → H1/2(Ω1), K23 : H̃
1/2(Ω2) → H1/2(Ω1)

K31 : L2(Q) → H−1/2(Ω2), K32 : H̃
−1/2(Ω1) → H−1/2(Ω2),

S2 : H̃
1/2(Ω2) → H−1/2(Ω2),

где

H±1/2 (Ωk) = {φ|Ωk
: φ ∈ H±1/2(Mk)} (1.48)

пространства сужений функций из H±1/2(Mk) на незамкнутый экран Ωk

[53], а

H̃±1/2
(
Ωk

)
= {φ ∈ H±1/2(Mk) : supp φ ∈ Ωk} (1.49)

– пространства функций из H±1/2(Mk), компактные носители которых ле-

жат в Ωk [53].

Определим операторы A, Si и Kij как композиции операторов продолже-

ния, операторов типа потенциала, операторов следа и операторов сужения

на ограниченные незамкнутые многообразия. Такие определения удобны

для исследования гладкости решений системы интегро-дифференциальных

уравнений.

Для интегральных операторов типа потенциала введем следующие обо-

значения :

K0u(x) =

∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dsy, x ∈ R3,

K1φ1(x) =

∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy, x ∈ R3 \ Ω1,

K2φ2(x) =

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy, x ∈ R3 \ Ω2.

(1.50)

Так как области определения и множества прибытия рассматриваемых

операторов суть пространства Соболева обобщенных функций, то необхо-

димо дать корректное определение действия операторов следа •|Ω1
и ∂•

∂n

∣∣
Ω2

в выбранных функциональных пространствах.
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Для этого сначала введем оператор продолжения нулем плотностей φk

на произвольные гладкие замкнутые поверхности Mk, содержащие экраны

Ωk. Такие операторы ограничены по определению пространств для φk. Опе-

раторы продолжения плотностей φ1, φ2 нулем на замкнутые поверхности

Mk обозначим через Ek.

Теперь определим действие операторов типа потенциала:

K1E1φ1(x) =

∫
Ω1

G(x, y)E1φ1(y)dsy : H̃
−1/2(Ω1) → H1

loc(R3),

K2Ekφ2(x) =

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
E2φ2(y)dsy : H̃

1/2(Ω2) → H1
loc(R3).

(1.51)

Далее, используем определения операторов γ0 и γ1 [67] в смысле следов

распределений:

γ0 :u 7→ γ0u = u|Γ : Hs
loc(R3) → Hs−1/2(Γ1),

γ1 :u 7→ γ1u =
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

: Hs
loc(R3) → Hs−3/2(Γ2),

(1.52)

где Γ – произвольная замкнутая гладкая поверхность класса C∞, содержа-

щая Ω1 (или Ω2).

Введем операторы сужения σk функций, заданных на замкнутой поверх-

ности Γ, на незамкнутый экран Ωk.

σk : H
s(Γ) → Hs(Ωk), (1.53)

Эти операторы также являются ограниченными отображениями в си-

лу определения пространств пространств Соболева (см. равенства (1.49),

(1.48)). Рассмотрим также оператор сужения на Q,

σ0 : H
s
loc(R3) → Hs(Q), (1.54)

являющийся ограниченным.

Таким образом, введенные операторы можно определить согласно равен-
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ствам:
Au = σ0K0u, K12φ1 = σ0K1E0φ1,

K13φ2 = σ0K2E0φ2, K21u = σ1γ0K0u,

S1φ1 = σ1γ0K1E0φ1, K23φ2 = σ1γ0K2E0φ2,

K31u = σ2γ1K0u, K32φ1 = σ2γ1K1E0φ1,

S2φ2 = −σ2γ1K2E0φ2.

(1.55)

Введем матричный оператор L̂ системы сингулярных интегро-диффе-

ренциальных уравнений (1.47):

L̂ =L̂1 − L̂2 =


I 0 0

0 −S1 0

0 0 −S2

−


A K12 −K13

K21 0 −K23

K31 K32 0

 . (1.56)

Система (1.47) может быть переписана в виде

L̂u = u0, (1.57)

где

u = (u, φ1, φ2)
T ∈ L2(Q)× H̃−1/2

(
Ω1

)
× H̃1/2

(
Ω2

)
,

u0 = (u0|Q, u0|Ω1
, u0,n|Ω2

)T ∈ L2(Q)×H1/2 (Ω1)×H−1/2 (Ω2) .

Введем обозначения для области определения и области прибытия мат-

ричного оператора L̂ :

L2(Q)× H̃−1/2
(
Ω1

)
× H̃1/2

(
Ω2

)
=: X,

L2(Q)×H1/2 (Ω1)×H−1/2 (Ω2) =: X′.

Тройка (u, φ1, φ2) ∈ X, удовлетворяющая (1.57), – решение системы

интегро-дифференциальных уравнений.

Теорема 1.2. [136] Пусть объемный рассеиватель Q характеризуется

гладким показателем преломления: k(x) ∈ C∞(Q), а всюду в R3 выполнены

условия Re k(x) > 0, Im k(x) > 0. Тогда матричный оператор L̂ : X → X′

является эллиптическим.
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Доказательство. Так как K0 отображает непрерывно L2(Q) в H2
loc, σ0 :

H2
loc → H2(Q) ограничен, то слабосингулярный интегральный оператор A

действует непрерывно из L2(Q) вH2(Q). Так как вложениеH2(Q) ↪→ L2(Q)

компактно, то оператор A : L2(Q) → L2(Q) компактен. Следовательно,

оператор I − A : L2(Q) → L2(Q) эллиптичен.

Слабосингулярный оператор S1 : H̃−1/2
(
Ω1

)
→ H1/2 (Ω1) и гиперсингу-

лярный оператор S2 : H̃1/2
(
Ω2

)
→ H−1/2 (Ω2) являются эллиптическими,

так как для них выполнено неравенство Гординга [67]. Точнее, найдутся по-

ложительные константы c1, c2 и компактные операторы C1 : H̃−1/2
(
Ω1

)
→

H1/2 (Ω1) и C2 : H̃1/2
(
Ω2

)
→ H−1/2 (Ω2) , такие, что для всех φ ∈ H̃−1/2

(
Ω1

)
и всех ψ ∈ H̃1/2

(
Ω1

)
выполняются неравенства(

(S1 + C1)φ, φ
)
L2(Ω1)

> c1∥φ∥H̃−1/2(Ω1),(
(S2 + C2)ψ, ψ

)
L2(Ω2)

> c2∥ ψ∥H̃1/2(Ω2).
(1.58)

Следовательно, матричный оператор L̂1 : X → X′ эллиптичен.

Оператор L̂2 компактен в силу бесконечной гладкости ядер всех операто-

ров Kij (это следует из предположения, что рассеиватели не пересекаются).

Таким образом, L̂ = L̂1 − L̂2 : X → X′ – эллиптический оператор.

Следствие 1.1. [115, 117, 136] Оператор L̂ : X → X′ является фредголь-

мовым оператором (с нулевым индексом).

1.4 Эквивалентность краевой задачи и системы интегро-диффе-

ренциальных уравнений. Непрерывная обратимость матрич-

ного интегро-дифференциального оператора

В этом параграфе будет показано, что краевая задача дифрак-

ции в квазиклассической постановке эквивалентна системе интегро-

дифференциальных уравнений. Система (1.57) рассматривается в более ши-

роких классах функций, чем исходная краевая задача. Прежде всего будет
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показано, что всякое решение системы (1.57) удовлетворяет условиям глад-

кости (1.11), если правая часть системы является гладкой.

Теорема 1.3. [115, 117, 136] Пусть падающее поле задается функцией

u0 ∈ C∞(R3), а система (1.47) (или (1.57)) имеет решение

(u, φ1, φ2) ∈ L2(Q)× H̃−1/2
(
Ω1

)
× H̃1/2

(
Ω2

)
.

Тогда для поверхностных плотностей φ1, φ2 верно включение φi ∈

C∞(Ωi), а полное поле u(x), продолженное по формуле (1.43), удовлетво-

ряет условиям гладкости (1.11).

Доказательство. 1. Из представления

u(x) = u0(x) +

∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy +

∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy−

−
∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy, x ∈ R3 \ (Q ∪ Ω).

полного поля и бесконечной дифференцируемости ядер всех интегральных

операторов следует

u ∈ C∞(R3 \ (Q ∪ Ωi)
)
.

2. Рассмотрим первое уравнение

u(x)−
∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy −
∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy+

+

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy = u0(x), x ∈ Q,

исследуемой системы. Имеем по предположению: u0 ∈ C∞(Q). Слагаемые

u1, u2 принадлежат C∞(Q), т.к. экраны и тела не пересекаются. Далее, u3 ∈

C(Q), так как интегральный оператор (1.42) является слабосингулярным и

действует из L2(Q) в H2(Q) ↪→ C(Q).

Следовательно, u ∈ C(Q). Значит, u3 выражается через Ньютонов по-

тенциал с непрерывной в Q плотностью, откуда следует [6] включение
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u3 ∈ C∞(Q) ∩ C1(R3) . Таким образом,

u ∈ C1
(
R3 \ (Ω1 ∪ Ω2)

)
∩ C2(Q).

3. Рассмотрим второе уравнение системы (1.57):

−
∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy −
∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy+

+

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy = u0(x), x ∈ Ω1.

По предположению u0 ∈ C∞(Ω1). Так как рассеиватели не пересекаются,

то K21u, K23φ2 ∈ C∞(Ω1). Запишем уравнение в виде

S1φ1(x) =

∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy = v0(x).

Так как оператор S1 является эллиптическим оператором из H̃−1/2(Ω1) в

H1/2(Ω1), а по доказанному правая часть v0 ∈ C∞(Ω1, ) то [1] плотность φ1

является гладкой функцией в каждой внутренней точке экрана Ω1 :

φ1 ∈ C∞(Ω1).

Отметим, что φ1(x) имеет особенность [105] порядка d−1/2 вблизи края экра-

на, где d = dist(x, ∂Ω1) > 0, x ∈ Ω1.

4. Рассмотрим третье уравнение системы (1.57):

−
∫
Q

k̃(y)
∂G(x, y)

∂nx
u(y)dy −

∫
Ω1

∂G(x, y)

∂nx
φ1(y)dsy+

+
∂

∂nx

(∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy

)
=
∂u0(x)

∂nx
, x ∈ Ω2.

Повторяя рассуждения предыдущего пункта, получим: ∂u0/∂nx, K31u,

K32φ1 ∈ C∞(Ω2). Записывая уравнение в виде

S2φ2(x) =
∂

∂nx

(∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy

)
= v0(x),
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выводим с учетом эллиптичности оператора S2 : H̃1/2(Ω2) → H−1/2(Ω2),

что

φ2 ∈ C∞(Ω2).

5. Докажем непрерывность функции u1 во внутренних точках экрана Ω1.

Фиксируем произвольную внутреннюю точку x0 ∈ Ω1, определим парамет-

ры d = dist(x0, ∂Ω1) > 0 и ε = d/4. Определим функцию-срезку c(y) такую,

что

c(y) ∈ C(Ω1), c(y) =

1, |y − x| < ε,

0, |y − x| > 2ε.

Представим u1 в виде

u1(x) =

∫
Ω1

G(x, y)c(y)φ1(y)dsy+

+

∫
Ω′

ε(x0)

G(x, y)(1− c(y))φ1(y)dsy = I1(x) + I2(x),

где

Ωε(x0) = Ω1 ∩Bε(x0) и Ω′
ε(x0) = Ω1 \ Ωε(x0).

В окрестности Bε(x0) оба слагаемых Ik(x) непрерывны. Действительно, ин-

теграл I1 типа потенциала простого слоя имеет непрерывную (вплоть до

края экрана) плотность (см. [6], стр. 399), а интеграл I2(x) имеет бесконеч-

но дифференцируемое ядро при x ∈ Bε(x0). Итак,

u1 ∈
∩
δ>0

C
(
R3 \ ∂Ω1,δ

)
.

Докажем непрерывность функции u2 во внутренних точках экрана Ω2

c каждой стороны гладкой замкнутой поверхности M2 ⊃ Ω2. Фиксируем

внутреннюю точку x0 ∈ Ω2, положим d = dist(x0, ∂Ω2) > 0 и ε = d/4.

Определим как и выше функцию-срезку c(y) ∈ C(M2) и представим u2 в
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виде

u2(x) = −
∫
M

∂G(x, y)

∂nx
c(y)φ2(y)dsy−

−
∫

M ′
ε(x0)

∂G(x, y)

∂nx
(1− c(y))φ2(y)dsy = I1 + I2

где Mε(x0) = M ∩ Bε(x0) и M ′
ε(x0) = M \Mε(x0). Оба слагаемых Ik явля-

ются непрерывными в окрестности точки x0 с каждой стороны экрана Ω2.

Действительно, I1(x) – интеграл типа потенциала двойного слоя с непре-

рывной на M2 плотностью и имеет (см. [6], стр. 408) конечные пределы

при x → x0 ∈ Ω2 с каждой стороны экрана. Интеграл I2 имеет бесконечно

дифференцируемое ядро, поэтому I2(x) ∈ C∞(Bε(x0)). Следовательно,

u2 ∈
∩
δ>0

C(M+ \ ∂Ω2,δ)
∩
δ>0

C(M− \ ∂Ω2,δ).

Таким образом,

u ∈
∩
δ>0

C
(
R3 \ ∂Ω1,δ

)∩
δ>0

C(M+ \ ∂Ω2,δ)
∩
δ>0

C(M− \ ∂Ω2,δ).

6. Проверим условие конечности энергии.

Для плотностей φ1 ∈ H̃−1/2
(
Ω1

)
, φ2 ∈ H̃1/2

(
Ω2

)
, построим их продол-

жения нулем E0φ1 и E0φ2 на замкнутые поверхности M1 ⊃ Ω1 и M2 ⊃ Ω2

соответственно. Имеем: E0φ1 ∈ H−1/2(M1) и E0φ2H
1/2(M2).

Тогда для операторов типа потенциала в равенстве (1.43) верно пред-

ставление

S ′
1φ1(x) =

∫
M1

G(x, y)E0φ1(y)dsy, x ∈ R3,

S ′
2φ2(x) =

∂

∂nx

(∫
M2

∂G(x, y)

∂ny
E0φ2(y)dsy

)
, x ∈ R3 \ Ω2.

Тогда (см.[67] на стр.615)

S ′
1 :H

−1/2(M1) → H1
loc(R3),

S ′
2 :H

1/2(M2) → H1(M2,−).
(1.59)
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причем отображения непрерывны. Здесь M2− – произвольная ограниченная

область, внешняя по отношению к замкнутой поверхности M2.

Получим из (1.59), что u1 ∈ H1
loc(R3) и u2 ∈ H1

loc(R3) (поверхность M2

можно выбрать так, чтобы область M2− содержала любую наперед задан-

ную точку x /∈ Ω2). По предположению имеем u0 ∈ C∞(R3), а в силу дока-

занного ранее – u3 ∈ C1(R3). Окончательно заключаем:

u ∈ H1
loc(R3).

Теорема доказана.

Из Теоремы 1.3 следует эквивалентность дифференциальной и инте-

гральной формулировок задачи дифракции.

Теорема 1.4. [115, 117, 136] Пусть параметры среды и неоднородно-

го рассеивателя удовлетворяют условиям: k(x) ∈ C∞(Q), Re k(x) > 0,

Im k(x) > 0 в R3, а падающее поле является всюду гладким: u0 ∈ C∞(R3).

Тогда задача дифракции в дифференциальной формулировке (P1) экви-

валентна системе интегро-дифференциальных уравнений (P2). Подроб-

нее, если u(x) является квазиклассическим решением задачи (P1), то

(u, φ1, φ2) удовлетворяет системе (1.57) и верно интегральное представ-

ление (1.43). Обратно, если тройка (u, φ1, φ2) ∈ L2(Q) × H̃−1/2
(
Ω1

)
×

H̃1/2
(
Ω2

)
есть решение системы (1.57) при u0 ∈ C∞(R3), то функция

u(x), продолженная в R3 \ (Q ∪ Ω) по формуле (1.43), является квази-

классическим решением задачи дифракции.

Доказательство. Необходимая часть теоремы фактически установлена в

ходе вывода интегро-дифференциальных уравнений. Докажем ее достаточ-

ную часть.

Пусть u0 ∈ C∞(R3) и (u, φ1, φ2) – решение системы (1.47).

Из определения u3 через объемный потенциал с ядром G(x, y) и беско-

нечной дифференцируемости u0, u1, u2 в области Q вытекает, что u есть



Гл. 1. Скалярная задача дифракции на системе непересекающихся экранов и тел 69

решение уравнения Гельмгольца. Действительно, имеем

(△+ k2e)u(x) = (△+ k2e)(u0(x) + u1(x) + u2(x) + u3(x)) =

= 0 + 0 + 0− (k2(x)− k2e)u(x), x ∈ Q.

Аналогично, учитывая гладкость ядер всех интегральных операторов вне

рассеивателей, выводим

(△+ k2e)u(x) = 0, x ∈ (R3 \ (Q ∪ Ω)).

Условия сопряжения (1.7) выполняются в силу гладкости u, установлен-

ной в Теореме 1.3.

Покажем, что во внутренних точках экрана Ω1 выполняется условие Ди-

рихле. Рассмотрим представление u = u0 + u1 + u2 + u3 полного поля вне

рассеивателей. Так как u0, u2 и u3 бесконечно дифференцируемы вблизи

экрана Ω1, а интеграл u1 непрерывен во внутренних точках экрана, то и

при x ∈ Ω1 имеем u(x) = u0(x) + u1(x) + u2(x) + u3(x). Окончательно, из

уравнения (1.45) следует, что u|Ω1
= 0.

Покажем, что во внутренних точках экрана Ω2 выполняется условие Ней-

мана. Снова используем представление u = u0 + u1 + u2 + u3 полного поля

вне рассеивателей. Так как u0, u1 и u3 бесконечно дифференцируемы вбли-

зи экрана Ω2, а интеграл u2 имеет непрерывную нормальную производную

во внутренних точках Ω2, то, опуская x на Ω2, выводим

∂

∂n
u(x) =

∂

∂n
u0(x) +

∂

∂n
u1(x) +

∂

∂n
u2(x) +

∂

∂n
u3(x), x ∈ Ω2.

Из уравнения (1.46) следует, что ∂
∂nu
∣∣∣
Ω2

= 0.

Условия излучения (1.9) вытекают из гладкости всех слагаемых в пред-

ставлении (1.43) вне шара достаточно большого радиуса и определения

фундаментального решения уравнения Гельмгольца. Подробную проверку

условия проведем для поля u1.

Итак, имеем u1(x) =
∫
Ω1

eike|x−y|

4π|x−y|φ1(y)dsy. Это представление будем рас-

сматривать для произвольной точки x, лежащей вне шара B = BR(0) до-
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статочно большого радиуса R > 0, такого, что Ω2 ⊂ B. Тогда r = |x| > R

и |y| < R. Так как

|x− y|2 = |x|2 + |y|2 − 2|x| · |y| cosα,

то
∂

∂r
=

∂

∂|x|
=

∂

∂|x− y|
· ∂|x− y|

∂|x|
=

∂

∂|x− y|
· |y| − |x| cosα

|x− y|
.

Так как ∂
∂r

eiker

4πr = eiker

4πr2 (iker − 1), то

∂

∂|x|
eike|x−y|

4π|x− y|
=

eike|x−y|

4π|x− y|3
(ike|x− y| − 1)(|y| − |x| cosα).

Тогда( ∂

∂|x|
− ike

)
u1 =

∫
Ω1

φ1(y)
( ∂

∂|x|
− ike

) eike|x−y|

4π|x− y|
dsy =

=

∫
Ω1

φ1(y)
eike|x−y|

4π|x− y|2
(
ike(|y| − |x| cosα− |x− y|)−

− |y| − |x| cosα
|x− y|

)
dsy.

Далее, с учетом неравенств |x| − |y| ≤ |x − y| ≤ |x| + |y|, выводим для

|y| > R∣∣∣( ∂

∂|x|
− ike

)
u1
∣∣ =

=

∫
Ω1

|φ1(y)|
4π|x− y|2

(
|ke||y|+ |k2| ·

∣∣|x| − |x− y|
∣∣∣+ |y|+ |x|

|x− y|

)
dsy ≤

≤
∫
Ω1

|φ1(y)|
4π(|x| −R)2

(
|ke|2|y|+

R + |x|
|x| −R

)
dsy ≤

≤ c
1

4π(|x| −R)2

(
|ke|2R +

R + |x|
|x| −R

)
= o(|x|−1), |x| → ∞.

Проводя аналогичные рассуждения, проверим условия излучения для

u3(x) =
∫
Q

G(x, y)k̃(y)u(y)dy.
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Рассмотрим u2. Имеем

u2(x) =

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy =

∫
Ω2

gradyG(x, y) · nyφ2(y)dsy =

=

∫
Ω2

dG(x, y)

d|x− y|
grady |x− y| · nyφ2(y)dsy =

=

∫
Ω2

G(x, y)
(
ike −

1

|x− y|
)
ψ(y)dsy = v(x)− w(x).

Для v(x) (это интеграл типа потенциала простого слоя) условие излуче-

ния уж проверено. Интеграл w(x) имеет ядро с особенностью |x − y|−2 и

выполнение условия излучения очевидно.

Докажем теперь утверждение об обратимости матричного оператора си-

стемы интегро-дифференциальных уравнений.

Теорема 1.5. [115, 117, 136] Пусть параметры среды и неоднородно-

го рассеивателя удовлетворяют условиям: k(x) ∈ C∞(Q), Re k(x) > 0,

Im k(x) > 0 в R3. Тогда оператор L̂ : X → X′ непрерывно обратим.

Доказательство. В Теореме 1.2 установлено, что в выбранных простран-

ствах оператор L̂ является фредгольмовым (с нулевым индексом), поэтому

достаточно установить его инъективность.

Пусть u0 ≡ 0, а (u, φ1, φ2) – решение системы интегро-дифференциаль-

ных уравнений (1.57). Из Теоремы 1.4 следует, что функция u(x), продол-

женная по формуле (1.43), является квазиклассическим решением однород-

ной краевой задачи (1.6)–(1.10). В теореме 1.1 показано, что это решение

тривиально: u ≡ 0 в R3. Из определения функций φi следует, что φi ≡ 0

на Ωi. Следовательно, уравнение L̂(u, φ1, φ2) = 0 имеет лишь тривиальное

решение.



Гл. 1. Скалярная задача дифракции на системе непересекающихся экранов и тел 72

1.5 Формулировка метода Галеркина для системы интегро-диф-

ференциальных уравнений в скалярной задаче дифракции

на системе непересекающихся тел и экранов

Рассмотрим сначала формулировку метода Галеркина для операторного

уравнения общего вида

L̂u = u0 (1.60)

в предположении, что L̂ – непрерывно обратимый оператор, действующий

из сепарабельного гильбертова пространства X в антидвойственное про-

странство X′.

Пусть Xm ⊂ X – конечномерные подпространства, определенные при

каждом m ∈ N, удовлетворяющие условию предельной плотности:

∀ u ∈ X inf
um∈Xm

∥u− um∥X → 0 при m→ ∞. (1.61)

Через ⟨·, ·⟩ обозначим полуторалинейную форму, определяющую анти-

двойственное спаривание пространств X и X′.

Метод Галеркина формулируется следующим образом:

⟨L̂um,v⟩ = ⟨u0,v⟩ ∀v ∈ Xm. (1.62)

Если пространства Xm представляют собой линейные оболочки ЛНЗ функ-

ций v
(m)
k , k = 1, . . . ,m,

Xm = span{v(m)
1 , . . . ,v(m)

m }, (1.63)

а приближенное решение um ищется в виде линейной комбинации

um =
m∑
k=1

c
(m)
k v

(m)
k (1.64)

функций v
(m)
k с неизвестными коэффициентами c(m)

k , то равенства (1.62) при-

водят к системе линейных алгебраических уравнений для нахождения c(m)
k :

m∑
k=1

c
(m)
k ⟨L̂v(m)

k ,v
(m)
l ⟩ = ⟨u0,v

(m)
l ⟩ ∀ l = 1, . . . ,m. (1.65)
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Замечание 1.4. Формулировка метода для оператора L̂ : X → X′ равно-

сильна стандартной формулировке метода Галеркина для оператора L̂ :

X → Y

(L̂um,w)Y = (u0,w)Y ∀w ∈ Ym, (1.66)

где (·, ·)Y – скалярное произведение в Y, а подпространства Ym предельно

плотны в Y. Действительно, обозначая через Ĵ оператор, изоморфно отоб-

ражающий X на X′, получим что уравнения (1.62) эквивалентны уравне-

ниям (1.66), где

w = Ĵ v, Y = X′ = ĴX, Ym = ĴXm.

Замечание 1.5. Введение верхнего индекса в обозначении базисных функ-

ций v
(m)
k необходимо, так как в общем случае v

(m)
k ̸= v

(n)
k . Кроме того,

семейства функций могут быть построены таким образом, что не выполня-

ются включения Xm ⊂ Xm+p, хотя всегда выполнено Xm ⊂ X. Однако мы

будем опускать этот верхний индекс в обозначении базисных функций; та-

кой индекс будет использоваться ниже для определения базисных функций

на рассеивателях различных типов.

Запишем теперь формулировку метода Галеркина для матричного опе-

ратора L̂ скалярной задачи дифракции на системе непересекающихся тел и

экранов. Для такого оператора область определения и множество значений

суть пространства

X = L2(Q)× H̃−1/2
(
Ω1

)
× H̃1/2

(
Ω2

)
,

X′ = L2(Q)×H1/2 (Ω1)×H−1/2 (Ω2) .
(1.67)

Пространство H1/2 (Ω1) является антидвойственным к пространству

H̃−1/2
(
Ω1

)
относительно полуторалинейной формы [87]

⟨ϕ1, φ1⟩1 =
∫
Ω1

ϕ1φ1ds, (1.68)



Гл. 1. Скалярная задача дифракции на системе непересекающихся экранов и тел 74

пространство H−1/2 (Ω2) антидвойственно к H̃1/2
(
Ω2

)
относительно формы

⟨ϕ2, φ2⟩2 =
∫
Ω2

ϕ2φ2ds, (1.69)

а пространство L2(Q) = H0(Q) антидвойственно самому себе относительно

формы

⟨w, u⟩0 =
∫
Q

wudv. (1.70)

Следовательно, пространство X′ антидвойственно к X; соотношение ан-

тидвойственности обозначим через ⟨g, f⟩. Если f = (u, φ1, φ2) ∈ X и

g = (w, ϕ1, ϕ2) ∈ X′, то

⟨g, f⟩ = ⟨w, u⟩0 + ⟨ϕ1, φ1⟩1 + ⟨ϕ2, φ2⟩2. (1.71)

Через v(1)k (x) (k = 1, . . . ,m1) будем обозначать базисные функции на

экране Ω1, через v(2)k (x) (k = 1, . . . ,m2) обозначим базисные функции на

экране Ω2, а через v(0)k (x) (k = 1, . . . ,m0) – базисные функции в области

неоднородности Q.

Выбор базисных функций конкретного вида будет осуществлен ниже;

пока мы лишь предполагаем, все эти функции удовлетворяют условию ап-

проксимации (1.61).

Согласно формулировке (1.62) метода Галеркина в гильбертовых про-

странствах будем искать приближенные решения um = (um0
, φ1,m1

, φ2,m2
)

уравнения (1.60) в виде

um =
∑

ckvk

или в развернутой покомпонентной форме записи:

um0
(x)=

m0∑
k=1

c
(0)
k v

(0)
k (x), x ∈ Q,

φ1,m1
(x)=

m1∑
k=1

c
(1)
k v

(1)
k (x), x ∈ Ω1,

φ2,m2
(x)=

m2∑
k=1

c
(2)
k v

(2)
k (x), x ∈ Ω2.

(1.72)
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Здесь c(i)k – неизвестные коэффициенты, которые находятся из системы ли-

нейных алгебраических уравнений
⟨um0

− Aum0
−K12φ1,m1

−K13φ2,m2
, v

(0)
i0
⟩0 = ⟨u0|Q, v0i0⟩0,

⟨−K21um0
− S1φ1,m1

−K23φ2,m2
, v

(1)
i1
⟩1 = ⟨u0|Ω1

, v1i1⟩1,

⟨−K31um0
−K32φ1,m1

− S2φ2,m2
, v

(2)
i2
⟩2 = ⟨∂u0

∂n

∣∣∣
Ω2

, v
(2)
i2
⟩2,

(1.73)

где il = 1, . . . ,ml.

Систему (1.73) можно переписать в матричной форме [114, 116, 117]

Ac = b, (1.74)

где c – набор неизвестных коэффициентов, A – основная матрица, b –

столбец правой части системы.

Матрицу A и столбец b запишем в блочном виде с учетом системы (1.73):

A =


A00 A01 A02

A10 A11 A12

A20 A21 A22

 , b =


b0

b1

b2

 . (1.75)

Выпишем вид матричных элементов Akl
ij , учитывая определение всех опе-

раторов и соотношение антидвойственности в выбранных пространствах:

A00
ij =

∫
Q

v
(0)
j (x)v

(0)
i (x)dx−

−
∫
Q

∫
Q

G(x, y)(k2(y)− k2e)v
0
j (y)v

(0)
i (x) dydx,

A01
ij =

∫
Q

∫
Ω1

G(x, y)v
(1)
j (y)v

(0)
i (x) dsydx,

A02
ij =

∫
Q

∫
Ω2

∂2G(x, y)

∂ny∂nx
v
(2)
j (y)v

(0)
i (x) dsydx;

(1.76)
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A10
ij = −

∫
Ω1

∫
Q

G(x, y)(k2(y)− k2e)v
(0)
j (y)v

(1)
i (x) dydsx,

A11
ij =

∫
Ω1

∫
Ω1

G(x, y)v
(1)
j (y)v

(1)
i (x) dsydsx,

A12
ij =

∫
Ω1

∫
Ω2

∂2G(x, y)

∂ny∂nx
v
(2)
j (y)v

(1)
i (x) dsydsx;

(1.77)

A20
ij =

∫
Ω2

∫
Q

G(x, y)(k2(y)− k2e)v
(0)
j (y)v

(2)
i (x) dydsx,

A21
ij =

∫
Ω2

∫
Ω1

G(x, y)v
(1)
j (y)v

(2)
i (x) dsydsx,

A22
ij =

∫
Ω2

∫
Ω2

∂2G(x, y)

∂ny∂nx
v
(2)
j (y)v

(2)
i (x) dsydsx.

(1.78)

Выпишем также формулы для элементов столбца b :

b0i =

∫
Q

u0(x)v
(0)
i (x)dx, b1i =

∫
Ω1

u0(x)v
(1)
i (x)dsx,

b2i =

∫
Ω2

∂u0(x)

∂n
v
(2)
i (x)dsx.

(1.79)

Для уточнения формул, определяющих элементы Akl
ij и bki в случае, когда

экраны Ω1 Ω2 заданы параметрически с помощью гладких функций

x(i)(t1, t2) = (x
(i)
1 , x

(i)
2 , x

(i)
3 )(t1, t2) : Di → R3, i = 1, 2, (1.80)

выразим поверхностные интегралы по поверхности экранов Ωi через двой-

ные интегралы по соответствующим областям параметров Di. Для инте-

грала по экрану Ω1 имеем выражение,∫
Ω1

f(x) dsx =

∫
Ω1

f(x(i)(t1, t2))
√
g(1)(t) dt1dt2. (1.81)

Интеграл по жесткому экрану представляется аналогично,∫
Ω2

f(x)dsx =

∫
Ω2

f(x(i)(t1, t2))
√
g(2)(t) dt1dt2. (1.82)
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Здесь и выше

g(k) = g
(k)
11 g

(k)
22 − g

(k)
12 g

(k)
21 , g

(k)
ij (t) =

∂x(k)(t)

∂ti
· ∂x

(k)(t)

∂tj
. (1.83)

Единичный вектор нормали n к параметризованной поверхности Ω2 вы-

числяется стандартным образом,

n(t) =
∂x(2)/∂t1 × ∂x(2)/∂t2
|∂x(2)/∂t1 × ∂x(2)/∂t2|

. (1.84)

1.6 Выбор базисных функций на двух- и трехмерных рассеива-

телях. Свойство аппроксимации

Ниже будут определены конкретные базисные функции для рассеивате-

лей разных типов, удовлетворяющие условию аппроксимации в выбранных

пространствах.

Определим базисные функции v
(0)
i на неоднородном объемном теле,

предположив сначала, что Q =: Q′ – параллелепипед

Q′ =
{
x ∈ R3 : a1 < x1 < a2, b1 < x2 < b2, c1 < x3 < c2

}
.

Введем в Q′ равномерную сетку

x1,i1 = a1 + h1i1, x2,i2 = b1 + h2i2, x3,i3 = c1 + h3i3, ik = 0, ..., nk, (1.85)

где h1 = a2−a1
n1

, h2 = b2−b1
n2

, h3 = c2−c1
n3

и nk ∈ N. Введем в Q′ конечные

элементы

Q′
i1i2i3

= {x : xk,ik−1 < xk < xk,ik, k = 1, 2, 3, ik = 1, . . . , nk − 1} .

Рассмотрим финитные кусочно-постоянные функции на Q′ :

v
′(0)
i (x) = v

′(0)
i1i2i3

(x) =

 1, x ∈ Q′
i1i2i3

,

0, x /∈ Q′
i1i2i3

.
(1.86)

Определение базисных функций v′(0)i (x) на гранях ∂Q′
i1i2i3

является необя-

зательным, так как свойство аппроксимации будет установлено в простран-

стве L2(Q).
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Пусть теперь Q – область сложной формы с кусочно-гладкой границей,

удовлетворяющая условию конуса. Введем параллелепипед Q′, содержащий

область Q, и конечные элементы

Qi1i2i3 = Q ∩Q′
i1i2i3

.

Тогда базисные функции v(0)i можно определить как сужения на Q функций

v′i при условии, что носители новых функций имеют положительный объем:

v
(0)
i (x) = v

(0)
i1i2i3

(x) =

 1, x ∈ Qi1i2i3,

0, x /∈ Qi1i2i3.
(1.87)

Подпространства кусочно-постоянных функций, отвечающие введенным

разбиениям, обозначим через X0
m0
.

Лемма 1.1. [115, 117] Финитные кусочно-постоянные функции v(0)i (1.87)

удовлетворяют условию аппроксимации в пространстве L2(Q).

Замечание 1.6. Сначала уточним определение базы m → ∞ в условии ап-

проксимации применительно к функциям в Q. Потребуем, чтобы значения

параметров n1, n2, n3 возрастали одновременно (последовательности {nk}

не должны быть предельно постоянными) – это требование необходимо и до-

статочно для выполнения условия аппроксимации для кусочно-постоянных

функций в L2 (можно привести пример непрерывной функции v(x) и се-

мейств базисных функций v
(0)
i со стремящимися к нулю объемами носи-

телей (vol(supp v(0)i ) → 0), для которых lim
m→∞

∥v −
∑
civ

(0)
i ∥ > α > 0 для

любых коэффициентов ci).

Следовательно, более точная формулировка условия предельной плот-

ности подпространств X0
m0

в X = L2(Q) запишется так: для всякой функ-

ции f ∈ L2(Q) при любом ε > 0 найдется такое n0 ∈ N, что для всех

n1, n2, n3 : m0 > n0 верно inf
ϕ∈X0

m0

∥f − ϕ∥L2(Q) < ε.

Доказательство. Пусть Q – произвольная ограниченная область, удовле-

творяющая описанным выше требованиям, а Q′ – содержащий ее паралле-
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лепипед; f ∈ L2(Q) – произвольная функция. Ее продолжение нулем E0f

принадлежит L2(Q
′). Так как тригонометрическая система полна в L2(Q

′),

то найдется тригонометрический полином T (x), такой что ∥E0f−T∥L2(Q′) <

ε/2. Так как всякий многочлен T является равномерно непрерывной функ-

цией на компакте Q′, то существует N ∈ N и такая кусочно-постоянная

функция FN , что ∥T − FN∥L2(Q′) < ε/2, откуда ∥E0f − FN∥L2(Q′) < ε. Пере-

ходя к сужениям кусочно-постоянных функций на Q, получим, что также

∥f − fN∥L2(Q) < ε. Отсюда и из определения функций v(0)i вытекает требу-

емое утверждение.

2. Приведем пример базисных функций на экране Ω1.

Рассмотрим сначала случай, когда экран является плоским. Погрузим

экран в прямоугольник

D =
{
t ∈ R2 : a1 < t1 < a2, b1 < t2 < b2

}
⊃ Ω1.

Разобьем D на прямоугольные конечные элементы

Dj = Dj1j2 = {t : t1,j1 < t1 < t1,j1+1, t2,j2 < t2 < t2,j2+1}

t1,j1 = a1 + h1j1, t2,j2 = b1 + h2i2,

где jk = 0, ..., nk−1, h1 =
a2−a1
n1

, h2 =
b2−b1
n2

, m1 = n1n2. Определим финитные

кусочно-постоянные функции

ψj = ψj1,j2 =

 1, x ∈ Dj1j2,

0, x /∈ Dj1j2,
(1.88)

(jk = 0, . . . , nk − 1).

Определение базисных функций на неплоском экране Ω1 в общем слу-

чае можно осуществить следующим образом. Введем конечные элементы

ω1,j (j = 1, . . . ,m1), пересекающиеся по кусочно-гладким кривым, и такие,

что Ω1 =
∪
i

ω1,j. Потребуем, чтобы выполнялось условие

lim
m1→∞

max
j
diam(ω1,j) = 0, (1.89)
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где diamM = sup
x1,x2∈M

∥x1 − x2∥R3.

Практически значимым и удобным для программной реализации явля-

ется случай параметризуемой поверхности Ω1 :

Ω1 = {x ∈ R3 : xi = xi(t1, t2), i = 1, 2, 3}, (t1, t2) ∈ D ⊂ R2, (1.90)

здесь D – ограниченная двумерная область, а функции xi ∈ C∞(D). Разо-

бьем как и ранее D на конечные элементы Di такие что

lim
m1→∞

max
i
diam(Di) = 0.

Финитные базисные функции определим так:

v
(1)
j (x) =

 1, x ∈ ω1,j,

0, x /∈ ω1,j.
(1.91)

Здесь ω1,j – образы прямоугольников Dj ⊂ D при параметризации (1.90).

Так как функции xi(t1, t2) являются гладкими, то условие (1.89) будет удо-

влетворено.

Подпространства кусочно-постоянных функций, отвечающие введенным

разбиениям на Ω1, обозначим через X1
m1
.

Лемма 1.2. [115, 117] Кусочно-постоянные финитные базисные функции

v
(1)
j (1.91) на экране удовлетворяют условию аппроксимации в H̃−1/2(Ω1).

Доказательство. Для доказательства воспользуемся непрерывностью вло-

жения пространства L2(Ω1) = H0(Ω1) в H̃−1/2(Ω). Для любой функции

u ∈ L2(Ω1) имеем [1]

∥u∥−1/2 ≤ ∥u∥0. (1.92)

Кроме того, вложение указанных пространств является плотным.

Теперь достаточно показать, что всякая функция из L2(Ω1) может быть

приближена (в метрике L2(Ω1)) кусочно постоянными функциями.

В случае плоского экрана рассуждения проводятся аналогично Лем-

ме 1.1. Пусть функция u ∈ L2(Ω1), а экран Ω1 – поверхность, заданная
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параметрически с помощью функции x : D → Ω1. Рассмотрим функцию

φD = φ(x(t1, t2)), заданную на прямоугольникеD, и аппроксимируем ее фи-

нитными функциями с прямоугольными носителями с произвольной точно-

стью. Учитывая гладкость отображения x : D → Ω1 и определение базис-

ных функций на Ω1, получим условие предельной плотности пространств

X1
m1

в на L2(Ω1). Оценка (1.92) приводит к окончательному результату.

3. Рассмотрим базисные функции на плоском экране Ω2 (случай неплос-

кого экрана будет подробно рассмотрен в следующем параграфе). Введем

прямоугольник D := {x : x1 ∈ (a1, b1), x2 ∈ (a2, b2), x3 = 0}, содержащий

Ω2, разобьем его на равные прямоугольные конечные элементы Di, каждый

из которых в свою очередь разделим пополам диагоналями одинакового на-

правления. Носитель базисной функции определяется как объединение ше-

сти треугольников с общей точкой (x1,k1, x2,k2); сама же функция является

финитной кусочно-линейной [26]:

v
(2)
k1,k2

(x1, x2) = ζ((x1 − a1)/h1 − k1, (x2 − a2)/h2 − k2), (1.93)

где

ζ(x, y) =



1− x, x ∈ [0, 1], y ∈ [0, x],

1− y, x ∈ [0, 1], y ∈ [x, 1],

1 + x− y, x ∈ [−1, 0], y ∈ [0, x+ 1],

1 + x, x ∈ [−1, 0], y ∈ [x, 0],

1 + y, x ∈ [−1, 0], y ∈ [−1, x],

1− x+ y, x ∈ [0, 1], y ∈ [x− 1, 0].

(1.94)

Подпространства функций, отвечающих введенным разбиениям на Ω2,

обозначим через X2
m2
.

Лемма 1.3. [117] Кусочно-линейные базисные функции v
(2)
i на экране Ω2

(1.93)-(1.94) удовлетворяют условию аппроксимации в H̃1/2(Ω2).
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Доказательство. Пусть φ2 ∈ H̃1/2(Ω2) – произвольная функция, компакт-

ный носитель которой лежит в Ω2. Погружая экран Ω2 в прямоугольник в

D, построим продолжение E0φ2 ∈ H̃1/2(D).

Так как пространство Соболева H̃2(D) непрерывно и плотно вложено

в H̃1/2(D), то для всякого ε > 0 найдется такой элемент u ∈ H̃2(D), что

∥E0φ2 − u∥1/2 < ε/2.

Далее, для произвольной функции u ∈ H̃2(Ω2) и всякого ε > 0 можно

(см., например, [26], cтр.112) определить коэффициенты в линейной комби-

нации u2m2
=

m2∑
i=1

aiv
(2)
i так, чтобы

∥u− uh∥H̃1(D) ≤ ch∥u∥H̃2(D) < ε/2.

Так как пространство H1(D) непрерывно и плотно вложено в H̃1/2(D), то

∥u− uh∥H̃1/2(D) ≤ ∥u− uh∥H̃2(D) < ε/2.

Учитывая выведенное и переходя к сужениям рассмотренных функций

на Ω2, заключаем, что условие аппроксимации выполнено в H̃1/2(Ω2).

Определим конечномерные подпространства Xm гильбертова простран-

ства X скалярной задачи дифракции:

Xm = X0
m0

×X1
m1

×X2
m2

=

= span{v(0)1 , . . . , v
(0)
m0
} × span{v(1)1 , . . . , v

(1)
m1
} × span{v(2)1 , . . . , v

(2)
m2
}.

(1.95)

1.7 Базисные функции на неплоских гладких экранах: опреде-

ление, свойство аппроксимации, примеры

В постановке задачи дифракции предполагалось, что Ω2 – гладкая (клас-

са C∞) двумерная ориентируемая поверхность с краем. Можно также ска-

зать, что Ω2 гладкое компактное ориентируемое двумерное многообразие с

гладким краем ∂Ω2. Это означает, что Ω2 покрывается конечным числом

окрестностей {Uα}, которые отображаются гладкими диффеоморфизмами

κα : Uα → Vα в R2, причем образы Vα окрестностей внутренних точек x
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экрана Ω2 диффеоморфны отрытым множествам в R2 (например, кругам

с центром в точках t = κα(x)), а образы окрестностей точек границы – от-

крытым множествам в R2
+ (например, полукругам). Предполагается также,

что для всякого покрытия U координатными окрестностями задано также

подчиненное U разбиение единицы {φα} .

Норма в пространстве Соболева Hs(M) на замкнутом многообразии M

определяется следующим образом [1]:

∥u∥Hs(M) =
∑
α

∥u(κ−1
α (t))φα(κ

−1
α (t))∥Hs(R2). (1.96)

Опишем класс неплоских экранов Ω2, на которых будут построены ба-

зисные функции. Будем предполагать, что поверхность Ω2 задается пара-

метрически следующим образом:

Ω2 = {x ∈ R3 : xi = xi(t1, t2), i = 1, 2, 3}, (t1, t2) ∈ D ⊂ R2, (1.97)

здесь D – прямоугольник со сторонами, параллельными координатным

осям 0t1, 0t2, например, D = {(t1, t2) : ti ∈ (0; ai)}. При этом предпола-

гается, что отображение x(t) : D → Ω2 есть диффеоморфизм класса C∞:

x ∈ C∞(D), x−1 = κ ∈ C∞(Ω2). Заметим, что так как параметризация

поверхности описывается отображением из R2 в R3, то диффеоморфность

отображения x : D → Ω2 подразумевает в том числе, что в каждой точке

(t1, t2) ∈ D матрица Якоби x′t =
∂x
∂t имеет ранг 2.

Рис. 2: Слева изображены область параметров D и содержащие ее круги B,B′; справа

– образы плоских областей при заданном диффеоморфизме.
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Пусть B – открытый круг радиуса r, содержащий D, причем

dist(∂D, ∂B) > 0. Пусть также B′ – круг радиуса r + δ с тем же цен-

тром, что и B. Рассмотрим еще образы кругов B и B′ при введенном

отображении x(t). Эти образы суть поверхности ΩB′ ⊃ ΩB ⊃ Ω2, причем

dist(∂ΩB′, ∂ΩB) = d′ > 0 и dist(∂ΩB, ∂Ω2) = d > 0. Пример поверхности Ω2

и области параметров D схематически изображен на Рисунке 2.

На прямоугольникеD введем кусочно-линейные функции v(2)i (t1, t2), вве-

денные выше (cм. формулы (1.93),(1.94)), которые теперь будем обозначать

символом v
(2,0)
i (t1, t2). В качестве базисных функций v(2)i (x) на гладком па-

раметризуемом экране рассмотрим функции

v
(2)
i (x) = v

(2,0)
i (κ(x)), x ∈ Ω2. (1.98)

Докажем теорему о полноте системы функций v(2)i (x) в H̃1/2(Ω2).

Теорема 1.6. [123] Функции v(2)i (x) на гладком (класса C∞) ориентируе-

мом параметрически заданном экране Ω2 удовлетворяют условию аппрок-

симации в H̃1/2(Ω2).

Доказательство. 1. Так как v(2,0)i (t) ∈ H̃1/2(D) и экран параметризуется с

помощью гладкой функции x(t) : D → Ω2, то [1] имеют место включения

v
(2)
i (x) ∈ H̃1/2(Ω2).

2. Теперь надо показать, что для всякого элемента u(x) ∈ H̃1/2(Ω2) при

любом ε > 0 найдутся коэффициенты ci (i = 1, . . . ,m2) такие, что

∥u− um2
∥H̃1/2(Ω2)

= ∥u−
∑
i

civ
(2)
i ∥H̃1/2(Ω2)

< ε.

В плоскости параметров t1, t2 введем финитную гладкую функцию

φD(t1, t2) так, чтобы выполнялись условия

φD ∈ C∞(R2), φD(t) =

1, t ∈ D,

0, t /∈ B.
(1.99)
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Тогда получим для φ(x) = φD(κ(x)):

φ ∈ C∞(ΩB′), φ(x) =

1, x ∈ Ω2,

0, x ∈ Ω′
B \ ΩB.

(1.100)

Введем еще замкнутую гладкую ориентируемую поверхность Ω̃2 класса

C∞, содержащую ΩB′. На Ω̃2 введем такой атлас {(Uα, κα)} и подчиненное

покрытию U разбиение единицы φα, чтобы при некотором α0 (не ограни-

чивая общности, можно считать, что α0 = 0) выполнялись соотношения

Uα0
= U0 = ΩB′, κ0(x) = κ(x).

Пусть u ∈ H̃1/2(Ω2) – произвольная функция. Тогда в силу определения

рассматриваемого пространства Соболева имеем E0u ∈ H1/2(Ω̃2). Здесь E0 –

оператор продолжения на Ω̃2 нулем функций, заданных на Ω2. Аналогично

получим, что E0v(2)i (x) ∈ H1/2(Ω̃2). Выполняя замену переменных, запишем

u(x(t1, t2)) = u(κ−1(t)) = uD(t1, t2) ∈ H̃1/2(D),

v
(2)
i (x(t1, t2)) = v

(2)
i (κ−1(t)) = v

(2,0)
i (t1, t2), t ∈ D;

(1.101)

последнее равенство эквивалентно соотношению (1.98).

Так как функции v
(2,0)
i удовлетворяют условию аппроксимации в про-

странстве H̃1/2(D) (см. Лемму 1.3), то для uD при произвольном ε > 0 мож-

но так определить коэффициенты в линейной комбинации uD,m2
(t1, t2) =∑

i civ
(2,0)
i (t1, t2) (n = m2), что

∥uD−uD,m2
∥H̃1/2(D) = ∥E0uD−E0uD,m2

∥H̃1/2(B′) = ∥E0uD−E0uD,m2
∥H1/2(R2) < ε.

Теперь получим требуемую оценку

∥u− um2
∥H̃1/2(Ω2)

= ∥E0u− E0um2
∥H̃1/2(ΩB′) = ∥E0u− E0um2

∥H1/2(Ω2) =

=
∑
α

∥E0u(κ−1
α (t))φα(κ

−1
α (t))− E0um2

(κ−1
α (t))φα(κ

−1
α (t))∥H1/2(R2) =

= ∥E0u(κ−1(t))φ(κ−1(t))− E0um2
(κ−1(t))φ(κ−1(t))∥H1/2(R2) =

= ∥E0uD − E0uD,m2
∥H1/2(R2) < ε.

(1.102)



Гл. 1. Скалярная задача дифракции на системе непересекающихся экранов и тел 86

В последней последовательности преобразований мы воспользовались воз-

можностью определения экрана Ω2 (а также вспомогательных поверхностей

ΩB и ΩB′) с помощью единственной карты, определением сглаживающей

функции на неплоском экране и соотношениями между координатами то-

чек на поверхностях и в области параметров.

Примеры базисных функций и аппроксимация на неплоских экранах.

Приведем примеры построения базисных функций на неплоских пара-

метрически заданных экранах Ω2. На Рисунках 3 (а) и (б) изображена

функция v(2,0)i (t1, t2) в прямоугольной области D параметров t1, t2; значение

мультииндекса i равно (1, 1).

Рассмотрены два примера неплоских экранов. Первый экран – цилин-

дрическая поверхность

Ω2,C = {x : x1 = 2 cos(t1), x2 = 2 sin(t1), x3 = t2,

t1 ∈ [−π/2, π/2], t2 ∈ [0, 2]},
(1.103)

второй – часть сферы, заданной явным образом,

Ω2,S = {x : x1 = t1, x2 = t2, x3 =
√
2.0− t21 − t22, tk ∈ [−1, 1]}. (1.104)

На Рисунках 3 (в) и (г) изображены функции v
(2)
(1,1)(x) на цилиндриче-

ском и сферическом экранах. Значения функции отмечены цветом (ср. с

Рисунками 3 (а) и (б)).

Пример аппроксимации на цилиндрической поверхности.

Рассмотрим на цилиндрической поверхности Ω2, функцию

u(x) = sin(3x1) + sin(3x2) + sin(2x3),

график которой представлен на Рисунке 4 (а). Множество значений функ-

ции u на экране – сегмент [−2.538..., 2.506...].
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 3: Базисные кусочно-линейные функции на плоском ((а) и (б)), цилиндрическом

(в) и сферическом (г) экранах.

Таблица 1: Отклонение ∥u − um2∥∞ на цилиндрическом экране Ω2,C в зависимости от

значения параметра разбиения n (m2 = (n− 1)2 )множества D.

n 4 8 16 32 64

∥u− um2∥∞ 1.5 .324 .185 .098 .057

На Рисунках 4 (б)–(е) изображены приближения um2
функции u, отве-

чающие равномерным сеткам в области параметров D с параметром раз-

биения n ∈ {4, 8, 16, 32, 64} (по каждой из координатных осей 0t1 и 0t2), а

в Таблице 1 – значения отклонений ∥u− um2
∥∞ = max

x∈Ω2,C

|u(x)− um2
(x)|.
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(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

Рис. 4: (а): график функции u(x) = sin(3x1)+ sin(3x2)+ sin(2x3); (б)-(е): графики функ-

ций um2(x).

Пример аппроксимации на сферической поверхности.

Рассмотрим на сферической поверхности Ω2,S функцию

u(x) = |x1 − x2|+ ex3−x1x2,

график которой представлен на Рисунке 5 (а). Множество значений функ-

ции u на экране – сегмент [0.404..., 6.043...].

На Рисунках 5 (б)–(е) изображены приближения um2
функции u, отве-

чающие равномерным сеткам в области параметров D с параметром раз-

биения n ∈ {4, 8, 16, 32, 64} (по каждой из координатных осей 0t1 и 0t2), а

в Таблице 2 – значения отклонений ∥u− um2
∥∞ = max

x∈Ω2,S

|u(x)− um2
(x)|.

Из Лемм 1.1–1.3, Теоремы 1.6 и определения пространства X вытекает

условие предельной плотности подпространств Xm в X :
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(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

Рис. 5: (а): график функции u(x) = |x1−x2|+ex3−x1x2 ; (б)-(е): графики функций um2(x).

Таблица 2: Отклонение ∥u − um2∥∞ на сферическом экране Ω2,S в зависимости от зна-

чения параметра разбиения n множества D.

n 4 8 16 32 64

∥u− um2∥∞ .613 .071 .041 .019 .012

Теорема 1.7. Векторные базисные функции (v
(0)
i1
, v

(1)
i2
, v

(2)
i3
) удовлетворя-

ют условию аппроксимации в пространстве X.

1.8 Сходимость метода Галеркина в скалярной задаче дифрак-

ции на системе непересекающихся тел и экранов

Ниже будет сформулирована и доказана теорема о сходимости метода

Галеркина для оператора L̂ : X → X′.

Определение 1.2. Метод Галеркина (1.62) называется сходящимся, если

при всех m ∈ N, больших некоторого N0 ∈ N, система (1.65) однозначно
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разрешима, и приближенные решения um сходятся при m → ∞ к един-

ственному решению u уравнения (1.60) по норме пространства X.

Из доказанного свойства аппроксимации и ранее установленных свойств

матричного интегрального оператора следует теорема о сходимости числен-

ного метода.

Теорема 1.8. [115, 117] Пусть Q – область с кусочно-гладкой границей,

параметры среды и неоднородного рассеивателя удовлетворяют услови-

ям: k(x) ∈ C∞(Q), Re k(x) > 0, Im k(x) > 0 в R3, а Ω1, Ω2 – ориентируе-

мые гладкие (класса C∞) незамкнутые параметрически заданные поверх-

ности. Пусть базисные функции (v
(0)
i0
, v

(1)
i1
, v

(2)
i2
) удовлетворяют условию

аппроксимации (1.61).

Тогда метод Галеркина (1.62) является сходящимся для оператора L̂ :

X → X′ : приближенные решения um сходятся к единственному реше-

нию u ∈ X уравнения (1.57) и имеет место квазиоптимальная оценка

скорости сходимости

∥u− um∥X ≤ C inf
v∈Xm

∥u− v∥X. (1.105)

Доказательство. Представим оператор L̂ в виде

L̂ =L̂1 − L̂2 =


I 0 0

0 −S1 0

0 0 −S2

−


A K12 −K13

K21 0 −K23

K31 K32 0

 . (1.106)

и установим сначала сходимость метода для оператора L̂1. Она имеет место

тогда и только тогда, когда метод Галеркина сходится для операторов

I :L2(Q) → L2(Q), S1 :H̃
−1/2(Ω1) → H1/2(Ω1) и S2 :H̃

1/2(Ω2) → H−1/2(Ω1).

Первое из этих свойств – прямое следствие выполнения условия аппрок-

симации для функций v(0)i0
в L2(Q).

Операторы Sj являются непрерывно обратимыми эллиптическими в вы-
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бранных пространствах [105] и могут быть представлены в виде

Sj = S0
j + Sc

j , (1.107)

где S0
j – коэрцитивные операторы, а Sc

j компактны. Коэрцитивность опера-

торов – достаточный признак сходимости метода Галеркина [87]. Из разло-

жения (1.107) и свойств операторов следует [87], что проекционный метод

сходится и для Sj.

Замечание 1.7. [87]. Метод Галеркина сходится для A+B, если он сходится

для непрерывно обратимого оператора A, оператор B компактен, а A + B

инъективен.

Рассмотрим представление (1.106) для матричного оператора L̂. Ком-

пактность L̂2 и непрерывная обратимость L̂ доказаны в теоремах 1.2 и 1.5.

С учетом Замечания 1.7 заключаем, что метод Галеркина сходится для опе-

ратора L̂ и имеет место квазиоптимальная оценка (1.105) скорости сходи-

мости.
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ГЛАВА 2. Скалярная задача дифракции на объемных

неоднородных телах, частично экранированных систе-

мой экранов

Основные результаты главы опубликованы в работах [117, 118, 124, 125,

136, 138, 145, 148].

2.1 Постановка краевой задачи дифракции для уравнения

Гельмгольца. Единственность квазиклассического решения

Рассмотрим систему неоднородных тел Qj (требования к Qj изложены

в параграфе 1.1 на с. 39), расположенных в трехмерном однородном про-

странстве, которые характеризуются гладкими функциями

kj(x) ∈ C∞(Qj), (2.1)

имеющими ограниченные в Qj производные произвольного порядка. Неод-

нородность среды описывается кусочно-гладкой функцией k(x) :

k(x) =

kj(x), x ∈ Qj,

ke, x ∈ R3 \Q.

При этом предполагается, что при переходе через границу (многосвязной)

области Q = ∪jQj функция k(x) изменяется скачкообразно, т.е.

k(x) ̸= ke, на ∂Q. (2.2)

Как и в предыдущей главе мы предполагаем, что всюду в трехмерном

пространстве выполняются условия

Re k(x) > 0, Im k(x) > 0. (2.3)
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Рассмотрим (в общем случае многосвязные, см. Гл. 1) незамкнутые ори-

ентируемые параметризуемые и непересекающиеся ограниченные поверх-

ности Ω1,Ω2 класса C∞ :

Ω1 ∩ Ω2 = ∅.

Предполагаем, что края поверхностей ∂Ωi = Ωi\Ωi суть кривые класса C∞

без точек самопересечения. Введем поверхность Ω = Ω1 ∪ Ω2 с границей

∂Ω = ∂Ω1 ∪ ∂Ω2 и трубчатые окрестности ∂Ωi,δ края i−го экрана:

∂Ωi,δ = {x ∈ R3 : dist(x, ∂Ωi) < δ}.

Рис. 6: Скалярная задача дифракции на частично экранированном теле.

В данной главе исследуется задача дифракции на частично экраниро-

ванном теле. Предполагается, что экраны лежат на гладкой части границы

области неоднородности:

Ω1,Ω2 ⊂ ∂Q, mes
(
∂Q \ (Ω1 ∪ Ω2)

)
> 0 (2.4)

причем ∂Q \ (Ω1 ∪ Ω2) – открытое множество на поверхности ∂Q.

Ниже дается математическая формулировка задачи дифракции плоской

волны u0(x) = eike(αx1+βx2+γx3) (x ∈ R3) на частично экранированном теле

Q. Искомое решение u = u(x) задачи дифракции — полное поле; рассеянное

поле определяется как разность us = u− u0.
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Постановка задачи дифракции.

Требуется определить комплекснозначную функцию u = u(x) (x ∈

R3 \ ∂Ω), удовлетворяющую в классическом смысле вне границы тела од-

нородному уравнению Гельмгольца,

∆u(x) + k2(x)u(x) = 0, x ∈ R3 \ ∂Q, (2.5)

условиям сопряжения на «неэкранированной» части границы области неод-

нородности,

[u]|∂Q\Ω = 0,

[
∂u

∂n

]∣∣∣∣
∂Q\Ω

= 0, (2.6)

краевым условиям Дирихле на экране Ω1 и условиям Неймана на экране

Ω2 (за исключением точек краев всех экранов),

u|Ω1
= 0,

∂u

∂n

∣∣∣∣
Ω2

= 0, (2.7)

условиям ограниченности энергии в любом конечном объеме пространства,

u ∈ H1
loc(R3) (2.8)

и условиям излучения на бесконечности для рассеянного поля us,

∂us
∂r

= ikeus + o

(
1

r

)
при Im ke = 0,

us(r) = O

(
1

r2

)
при Im ke > 0, r := |x| → ∞.

(2.9)

Потребуем, чтобы искомая функция u(x) удовлетворяла следующим усло-

виям гладкости:

u ∈ C2(Q)
∩

C∞ (R3 \ ∂Q
)∩

C1
(
R3 \ Ω

)∩
δ>0

C
(
R3 \ (Ω2 ∪ Ω1,δ)

)
∩
δ>0

C1
(
(M+ \ (Ω1 ∪ ∂Ω2,δ)) ∪ (M− \ (Ω1 ∪ ∂Ω2,δ))

)
,

(2.10)

где M – произвольная гладкая замкнутая ориентируемая поверхность, со-

держащая экран Ω, а M−, M+ – внешняя и внутренняя области по отноше-

нию к M.
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Замечание 2.1. Условия (2.10) означают, что полное поле должно быть два-

жды непрерывно дифференцируемым в Q, бесконечно дифференцируемым

в свободном от рассеивателей пространстве, непрерывно дифференцируе-

мым вне экранов, непрерывным всюду за исключением точек экрана Ω2

и края экрана Ω1; кроме того, должно выполняться условие непрерывной

дифференцируемости с каждой стороны произвольной замкнутой гладкой

поверхности, содержащей экраны, за исключением точек экрана первого

типа (включая границу) и края экрана второго типа.

Определение 2.1. Решение u(x) задачи (2.5)–(2.9), удовлетворяющее

условиям (2.10), называется квазиклассическим.

Ниже будет доказано, что поставленная краевая задача для уравнения

Гельмгольца имеет не более одного квазиклассического решения.

Единственность квазиклассического решения краевой задачи ди-

фракции

Теорема 2.1. [118, 124, 125, 136, 145, 148] Пусть объемный рассеиватель

Q характеризуется гладким показателем преломления, k(x) ∈ C∞(Qj), а

всюду в R3 выполнены условия Re k(x) > 0, Im k(x) > 0. Пусть u(x) – ква-

зиклассическое решение задачи дифракции (2.5)-(2.9). Тогда это решение

единственно.

Доказательство. В силу линейности рассматриваемой задачи достаточно

показать, что краевая задача для рассеянного поля us с условиями на экра-

нах

us|Ω1
= 0, ∂us/∂n|Ω2

= 0

имеет только тривиальное решение us ≡ 0.

1. Введем шар B = BR(0) достаточно большого радиуса R такой, что

Q ⊂ B. Обозначим область неоднородности Q через V1 и определим область
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V2 = B\(V 1) с границей ∂V2 = ∂B
∪
∂V1 и V3 = R3\B с границей ∂V3 = ∂B.

Обозначим сужения рассеянного поля us(x) на замкнутые области V i

через vi(x) и рассмотрим задачу сопряжения в областях Vi, эквивалентную

исходной краевой задаче для us.

Из исходной постановки задачи дифракции вытекает, что функции vi

удовлетворяют уравнениям Гельмгольца в соответствующих областях опре-

деления,
(△+ k2(x))v1(x) = 0, x ∈ V1,

(△+ k2e)v2(x) = 0, x ∈ V2,

(△+ k2e)v3(x) = 0, x ∈ V3,

(2.11)

условиям сопряжения на границах смежных областей,

v1(x) = v2(x), x ∈ ∂V1 \ Ω,

v1(x) = v2(x) = 0, x ∈ Ω1,

v2(x) = v3(x), x ∈ ∂B,

(2.12)

∂v1
∂n

= −∂v2
∂n

, x ∈ ∂V1 \ Ω,
∂v1
∂n

= −∂v2
∂n

= 0, x ∈ Ω2,

∂v2
∂n

= −∂v3
∂n

, x ∈ ∂B,

(2.13)

и условиям на бесконечности для функции v3,

∂v3
∂r

= ikev3 + o

(
1

r

)
, r → +∞. (2.14)

В соотношениях ∂vi
∂n = −∂vj

∂n , описывающих равенство нормальных произ-

водных на границах смежных областей, одним и тем же символом n обозна-

чены векторы внешней нормали, имеющие противоположное направление

для областей Vi и Vj.

2. В ограниченных областях Vi (i = 1, 2) применим формулу Грина (1.16)

к парам функций vi, vi (о применимости формулы Грина см. Замечание 1.2
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предыдущей главы) и учтем уравнение Гельмгольца:∫
V1

(
v1△v1 + |∇v1|2

)
dx = −

∫
V1

k2(x)|v1|2dx+
∫
V1

|∇v1|2dx =

=

∫
∂V ′

1

v1
∂v1
∂n

ds,

∫
V2

(
v2△v2 + |∇v2|2

)
dx = −k2e

∫
V2

|v2|2dx+
∫
V2

|∇v2|2dx =

=

∫
∂V2

v2
∂v2
∂n

ds.

(2.15)

Используя граничные условия (2.12), преобразуем правые части (2.15):∫
∂V1

v1
∂v1
∂n

ds =

∫
∂V1\Ω

v1
∂v1
∂n

ds,

∫
∂V2

v2
∂v2
∂n

ds =−
∫

∂V1\Ω

v1
∂v1
∂n

ds−
∫
∂B

v3
∂v3
∂n

ds.

(2.16)

Суммируя равенства (2.15) и учитывая (2.16), получим:∫
∂B

v3
∂v3
∂n

ds = k2e

∫
V2

|v2|2dx+
∫
V1

k2(x)|v1|2dx−

−
∫
V1

|∇v1|2dx−
∫
V2

|∇v2|2dx.
(2.17)

3. Далее доказательство тривиальности решения проводится для

нескольких случаев, когда однородная среда и/или рассеиватель являются

(не являются) поглощающими.

3.1. Пусть всюду Im k(x) > 0. Из условия излучения (2.9) следует u(x) =

O(R−2) на сфере ∂B и левая часть равенства (2.17) стремится к нулю при

R → +∞. Следовательно,∫
V1

k2(x)|v1|2dx+ k2e

∫
V2

|v2|2dx−

−
∑
i=1,2

∫
Vi

|∇vi|2dx→ 0, R → +∞.
(2.18)
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Беря мнимую часть в соотношении (2.18), получим:∫
V1

Re k(x)·Im k(x)|v1|2dx+Re ke ·Im ke

∫
V2

|v2|2dx→ 0, R → +∞,

причем оба слагаемых имеют один и тот же знак в силу ограничений на

параметры среды. Следовательно, vi(x) ≡ 0, x ∈ Vi, i = 1, 2, 3.

3.2. Пусть Im k(x) ≡ 0 всюду в R3. Используя условия излучения на

бесконечности, получим для мнимой части выражений в (2.17)

Im

∫
∂B

v3
∂v3
∂n

ds

 = Im

 ∫
∂B

(ikev3 + o(R−1))v3ds

 =

= ke

∫
∂B

|v3|2ds+
∫
∂B

o(R−2)ds =

= ke

∫
∂B

|v3|2ds+ o(1) = 0.

Из леммы Реллиха (см.[19], стр.88) следует, что v3 ≡ 0 в V3, то есть решение

однородной краевой задачи тривиально вне области неоднородности.

Покажем теперь, что us = u ≡ 0 в Q (доказательство отличается от

изложенного в Гл.1, так как в случае частично экранированного тела не

удается сформулировать переопределенную краевую задачу с однородными

граничными условиями на всей поверхности ∂Q).

Через Ωδ обозначим δ-окрестность всего экрана Ω :

Ωδ = {x ∈ R3 : dist(x,Ω) < δ}.

Рассмотрим области V1 = Q \ Ωδ и V2 = R3 \ Ωδ.

Перепишем уравнение Гельмгольца в виде

(△− 1)u(x) = (−k2(x)− 1)u(x) = f(x), x ∈ V1 \ ∂Q. (2.19)

Для функций u, f по крайней мере верно включение u, f ∈ L2(Q). Тогда из

сильной эллиптичности оператора (△− 1) следует, что u ∈ H2(V1).
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В силу доказанного выше (u ≡ 0 вне Q) и условий сопряжения следует,

что u ∈ H2
loc(V2) и, следовательно, u, f ∈ Cα

0 (V2).

Так как f ∈ Cα
0 (V 1), уравнение (2.19) удовлетворено почти всюду в V1

и u ∈ H2(V1), то (см. [23], c.234–236) u ∈ C2,α(V 1). Отсюда следует, что u

дважды непрерывно дифференцируема и финитна в неограниченной обра-

сти V2 : u ∈ C2,α
0 (V 2). В силу принципа единственного продолжения ([63],

с.212) заключаем из u ≡ 0 в V2 \ V1, что u ≡ 0 в V2.

Наконец, учитывая, что параметр δ в определении окрестности Ωδ экрана

Ω может быть выбран сколь угодно малым, выводим, что u ≡ 0 во всей

открытой области Q.

2.2 Представление решения задачи дифракции с помощью по-

тенциалов. Система интегро-дифференциальных уравнений

Решение задачи дифракции (2.5)-(2.9) будем искать в виде

u = u0 + u1 + u2 + u3, (2.20)

где u0 – падающее поле; u1, u2 – поля, рассеянные экранами Ω1, Ω2, кото-

рые ищутся в виде поверхностных интегралов типа потенциала простого и

двойного слоя соответственно (см. предыдущую главу):

u1(x) =

∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy, x ∈ R3 \ Ω1,

u2(x) =−
∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy, x ∈ R3 \ Ω2.

(2.21)

Здесь φi – неизвестные поверхностные плотности.

Поле u0 + u1 + u2 удовлетворяет вне экранов однородному уравнению

Гельмгольца:

(∆ + k2e)(u0 + u1 + u2)(x) = 0, x ∈ R3 \ Ω. (2.22)
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Введем функции k̃(x) = (k2(x)− k2e), F (x) = −k̃(x)u(x) и перепишем урав-

нение (2.5) в виде:

(∆ + k2e)u(x) = F (x), x ∈ R3 \ ∂Q. (2.23)

Из (2.20),(2.22) вытекает уравнение для u3 :

(∆ + k2e)u3(x) = F (x), x ∈ R3 \ ∂Q. (2.24)

Решение уравнения (2.24) представимо [6] в виде

u3(x) =

∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy. (2.25)

Из уравнений (2.20), (2.21), (2.25) в области Q и краевых условий (2.7)

на экранах Ω1, Ω2 следует система интегро-дифференциальных уравне-

ний [118, 125, 136]:

u(x)−
∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy −
∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy+

+

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy = u0(x), x ∈ Q,

−
∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy −
∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy+

+

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy = u0(x), x ∈ Ω1,

−
∫
Q

k̃(y)
∂G(x, y)

∂nx
u(y)dy −

∫
Ω1

∂G(x, y)

∂nx
φ1(y)dsy+

+
∂

∂nx

(∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy

)
=
∂u0(x)

∂nx
, x ∈ Ω2.

(2.26)

Эта система уравнений аналогична системе, полученной в Гл.1 для случая

непересекающихся экранов и тел.
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Запишем также представление полного поля вне рассеивателя:

u(x) = u0(x) +

∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy +

∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy−

−
∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy, x ∈ R3 \Q.

(2.27)

2.3 Эллиптичность матричного интегро-дифференциального опе-

ратора в пространствах Соболева

Перепишем систему уравнений (2.26) в операторной форме:

L̂
(
(u, φ1, φ2)

T
)
= (u0|Q, u0|Ω1

,
∂u0
∂n

|Ω2
)T . (2.28)

Матричный оператор L̂ системы имеет вид:

L̂ =


I − A −K12 K13

−K21 −S1 K23

−K31 −K32 −S2

 ; (2.29)

операторы A, Si и Kij определяются аналогично случаю непересекающихся

тел и экранов в Гл. 1:

Au =

∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy, x ∈ Q,

K12φ1 =

∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy, x ∈ Q,

K13φ2 =

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy, x ∈ Q,

K21u =

∫
Q

k̃(y)G(x, y)u(y)dy, x ∈ Ω1,
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S1φ1 =

∫
Ω1

G(x, y)φ1(y)dsy, x ∈ Ω1,

K23φ2 =

∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy, x ∈ Ω1,

K31u =

∫
Q

k̃(y)
∂G(x, y)

∂nx
u(y)dy, x ∈ Ω2,

K32φ1 =

∫
Ω1

∂G(x, y)

∂nx
φ1(y)dsy, x ∈ Ω2,

S2φ2 = − ∂

∂nx

(∫
Ω2

∂G(x, y)

∂ny
φ2(y)dsy

)
, x ∈ Ω2,

I – тождественный оператор.

Матричный оператор L̂ рассматривается как отображение в простран-

ствах Соболева на многообразиях с краем, введенных в предыдущей главе:

L̂ = X → X′,

где
X = L2(Q)× H̃−1/2(Ω1)× H̃1/2(Ω2),

X′ = L2(Q)×H1/2(Ω1)×H−1/2(Ω2).
(2.30)

Определение 2.2. Решением системы уравнений (2.28) называется

тройка (u, φ1, φ2) ∈ X, удовлетворяющая уравнению (2.28).

Теорема 2.2. [118, 124, 148] Пусть рассеиватель Q характеризуется по-

казателем преломления k(x) ∈ C∞(Qj) и всюду в R3 выполнены условия

Re k(x) > 0, Im k(x) > 0. Тогда оператор L̂ : X → X′ является эллипти-

ческим.

Доказательство. Представим L̂ в виде суммы трех операторов,

L̂ = L̂1 + L̂2 + L̂3, (2.31)
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где

L̂1 =


I 0 0

0 −S1 0

0 0 −S2

 , L̂2 =


−A 0 0

0 0 K23

0 −K32 0

 ,

L̂3 =


0 −K12 K13

−K21 0 0

−K31 0 0

 .

(2.32)

Эллиптичность оператора L̂1 доказана в предыдущей главе (см. Теоре-

му 1.2).

Докажем компактность оператора L̂2. Так как оператор A действует из

пространства L2(Q) в H2
loc(R3), то A : L2(Q) → L2(Q) компактен. Инте-

гральные операторы K23 и K32 имеют бесконечно гладкие ядра, так как в

рассматриваемой задаче Ω1 ∩ Ω2 = ∅ по предположению; следовательно,

K23 и K32 компактны.

Остается показать, что компоненты Kij матричного оператора L̂3 ком-

пактны в выбранных пространствах.

Рассмотрим оператор K12. По предположению φ1 ∈ H̃−1/2(Ω1). Продол-

жим плотность φ1 нулем на произвольную гладкую замкнутую поверхность

M ⊃ Ω1; получим (см. [105], c. 239), что продолжение φ′
1 принадлежит про-

странству H−1/2(M). Следовательно(см. [67], с. 615),

K1φ
′
1 ∈ H1

loc(R3), σ0K1φ
′
1 ∈ H1(Q).

Так как пространство H1(Q) компактно вложено в H0(Q) = L2(Q) (см. [1],

с. 74), то отображение K12 : H̃
−1/2(Ω1) → L2(Q) компактно.

Рассмотрим теперь плотность φ2 ∈ H̃1/2(Ω2), построим ее продолжение

нулем φ′
2 ∈ H1/2(M), выбирая гладкую замкнутую поверхность M ⊃ Ω1

так, чтобы Q ⊂M−. Получим последовательно:

K2φ
′
2 ∈ H1(M−) ∩H1

loc(M+), σ0K2φ
′
2 ∈ H1(Q).
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Так как пространство H1(Q) компактно вкладывается в H0(Q) = L2(Q),

то отображение K13 : H̃
1/2(Ω1) → L2(Q) компактно.

Докажем компактность оператора K21, представляющего собой компо-

зицию слабосингулярного интегрального оператора K0, оператора следа γ0

и оператора σ1 сужения на экран Ω1.

Оператор K0 непрерывно отображает пространство L2(Q) в H2
loc(R3).

Пусть V – произвольная ограниченная область с гладкой границей ∂V ⊃

Ω1. Тогда оператор взятия следа γ0 действует непрерывно из пространства

H2
loc(R3) в H3/2(∂V ). Сужение элемента γ0K0u ∈ H3/2(∂V ) на незамкну-

тый экран Ω1 есть (по определению) элемент пространства H3/2(Ω1) (в си-

лу определения последнего). Так как пространство H3/2(Ω1) вкладывается

компактно ([1], с. 41,79) в H1/2(Ω1), то оператор K21 : L2(Q) → H1/2(Ω1)

компактен.

Докажем компактность оператора K31, представляющего собой компо-

зицию слабосингулярного интегрального оператора K0, оператора следа γ1

и оператора σ2 сужения на экран Ω2.

Оператор K0 непрерывен из L2(Q) в H2
loc(R3). Пусть V – произволь-

ная ограниченная область с гладкой границей ∂V ⊃ Ω2. Тогда опера-

тор взятия следа γ1 действует непрерывно из пространства H2
loc(R3) в

H1/2(∂V ). Сужение элемента γ0K0u ∈ H1/2(∂V ) на незамкнутый экран

Ω2 есть (по определению) элемент пространства H1/2(Ω2). Так как про-

странство H1/2(Ω2) вкладывается компактно ([1], с. 41,79) в H−1/2(Ω2), то

K31 : L2(Q) → H−1/2(Ω2) – компактный оператор.

Итак, L̂3 компактен, а L̂ – эллиптический оператор в указанных про-

странствах.

Следствие 2.1. Оператор L̂ : X → X′ является фредгольмовым опера-

тором (с нулевым индексом).
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2.4 Эквивалентность краевой задачи и системы интегро-диффе-

ренциальных уравнений. Непрерывная обратимость матрич-

ного интегро-дифференциального оператора

В этом параграфе будет показано, что краевая задача дифрак-

ции в квазиклассической постановке эквивалентна системе интегро-

дифференциальных уравнений. Система (2.28) рассматривается в более ши-

роких классах функций, чем исходная краевая задача. Прежде всего будет

показано, что всякое решение системы (2.28) удовлетворяет условиям глад-

кости (2.10) при условии бесконечной дифференцируемости правой части

системы.

Теорема 2.3. [118, 136] Пусть падающее поле задается функцией u0 ∈

C∞(R3), а система уравнений (2.28) имеет решение

(u, φ1, φ2) ∈ X.

Тогда для поверхностных плотностей φ1, φ2 верно включение φi ∈

C∞(Ωi), а полное поле u(x), продолженное вне Q согласно (2.27), удовле-

творяет условиям гладкости (2.10) и (2.8).

Доказательство. 1. Пусть u0 ∈ C∞(R3). Из представления

u(x) = u0(x) + u1(x) + u2(x) + u3(x)

полного поля вне рассеивателя и бесконечной дифференцируемости ядер

всех интегро-дифференциальных операторов при x ∈ R3 \ Q следует, что

ui ∈ C∞(R3 \Q).

Введем произвольную открытую подобласть Q′ области Q, такую, что

dist(∂Q, ∂Q′) > 0. Так как ядра операторов K12,K13 бесконечно гладкие и

допустимо дифференцирование под знаком интеграла, то из первого урав-

нения системы (2.26) получим

△u(x)− 1 = −(k2(x)− 1)u(x), (k2(x)− 1)u(x) ∈ L2(Q).
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Так как оператор (△ − 1) является эллиптическим, то (см.[52], c.73) u ∈

H2(Q′). Далее получим u ∈ H4(Q′), . . . и, следовательно, u ∈ C∞(Q′).

Так как расстояние dist(∂Q, ∂Q′) может быть сколь угодно малым, то

u ∈ C∞(Q) первое включение в (2.10) проверено.

2. С учетом предыдущих рассуждений для доказательства включения

u ∈ C1(R3 \ Ω) достаточно установить гладкость решения в достаточно

малой окрестности (Bε(x0)) произвольной точки x0 ∈ ∂Q \ Ω.

Пусть x0 ∈ ∂Q лежит вне экрана Ω; тогда d = dist(x0,Ω) > 0. Пусть

c(y) ∈ C∞(R3), c(y) =

1, |y − x0| < ε = d/4,

0, |y − x0| > 2ε

— произвольная гладкая функция-срезка. Носитель такой финитной функ-

ции не имеет общих точек с экраном: supp c ∩ Ω = ∅. Рассмотрим в шаре

Bd(x0) представление

u = u0 + u1 + u2 +K0u =

= u0 + u1 + u2 +K0u0 +K0u1 +K0u2 +K0u3
(2.33)

и исследуем гладкость всех слагаемых в последней сумме.

Из условий теоремы и определения окрестности Bd(x0) следует

u0, u1, u2 ∈ C∞(Bd(x0)).

Так как плотность k̃(y)u0(y) объемного потенциала K0u0 является гладкой

в Q, то (см. [6], c. 396)

K0u0 ∈ C1(R3).
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Для слагаемых K0ui (i ̸= 0) рассмотрим разложения

K0ui(x) =

∫
Q

G(x, y)k̃(y)ui(y)dy =

=

∫
Q∩B2ε(x0)

G(x, y)k̃(y)ui(y)c(y)dy+

+

∫
Q\Bε(x0)

G(x, y)k̃(y)ui(y)(1− c(y))dy = Ii,1(x) + Ii,2(x).

(2.34)

Из гладкости ядер интегралов Ii,2 в шаре x ∈ Bε/2[x0] следует

Ii,2(x) ∈ C∞(Bε/2[x0]).

Так как (Q∩B2ε[x0])∩Ωi = ∅, то u1, u2 ∈ C∞(Q∩B2ε[x0]) и в силу свойств

объемного потенциала

Ii,1 ∈ C1(R3) при i = 1, 2.

По условию теоремы u ∈ L2(Q). Следовательно, (см. [1], с.76)

E0u ∈ L2(R3), u3 ∈ H2
loc(R3).

В силу теоремы о вложении пространств Соболева (см. [53], с.409)

u3 ∈ H2(Q ∩B2ε[x0]) ⊂ C0,α(Q ∩B2ε[x0])

для любых α ∈ (0, 1/2). Следовательно, объемный потенциал I3,2 имеет

непрерывную плотность, откуда I3,2 ∈ C1(R3).

Окончательно, u ∈ C1(Bε/2[x0]).

3. Проверим условие конечности энергии. Запишем представление u(x)

вне экранов в виде

u(x) = u0(x) +K0u(x) +K1φ1(x)−K2φ2(x), x ∈ R3 \ Ω.

По условию теоремы φ1 ∈ H̃−1/2
(
Ω1

)
. Рассмотрим гладкую замкнутую

поверхность M1, содержащую экран Ω1. Продолжение φ1 нулем на M1 при-

надлежит пространству H−1/2(M1), а оператор K1φ1(x) можно рассматри-

вать как потенциал простого слоя на замкнутой поверхности. Тогда (см.

[67], стр.615) K1φ1 ∈ H1
loc(R3).
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Аналогично, из условия φ2 ∈ H̃1/2
(
Ω2

)
следует, что продолжение φ2

на гладкую замкнутую поверхности M2 ⊃ Ω2 принадлежит пространству и

H1/2(M2). Оператор K2φ2(x) можно рассматривать как потенциал двойного

слоя на замкнутой поверхности. Тогда [67] K2φ2 ∈ H1(M2,−) ∩ H1
loc(M2,+),

где M2,− и M2,+ – внутренняя (ограниченная) и внешняя (неограниченная)

области в R3 относительно замкнутой поверхности M2.

В силу произвольности выбора Mi имеем

Kiφi ∈ H1
loc(R3).

Так как u ∈ L2(Q), то K0u ∈ H2
loc(R3); кроме того, u0 ∈ C∞(R3). Окон-

чательно заключаем, что u ∈ H1
loc(R3).

4. Покажем, что поле непрерывно вне края экранов.

Проверим сначала, что плотность φ1 непрерывна во внутренних точках

поверхности Ω1.

Если x0 ∈ Ω1 \ ∂Ω1, то d = dist(x0, ∂Ω1) > 0. Определим параметр

ε = d/4, экран ω1 =Ω1 ∩ Bε/2(x0) и область V = Q ∩ B2ε(x0). Перепишем

второе уравнение системы (2.26) в виде

S1φ1 = −u0,Ω1
+K23φ2 −K21u.

Из условий теоремы следует, что u0,Ω1
,K23φ2 ∈ C∞(ω1).

Исследуем гладкость K21u на ω1. Как показано выше, u ∈ H1(Q). Из

представления полного поля и уравнения на экране Ω1 следует, что для u

выполнено (в смысле следов из H1/2) условие Дирихле u |Ω1
= 0. Пусть c(y)

– такая же функция-срезка, как в п.2 доказательства. Рассмотрим разло-

жение
K0u(x) =

∫
Q∩B2ε(x0)

G(x, y)k̃(y)u(y)c(y)dy+

+

∫
Q\Bε(x0)

G(x, y)k̃(y)u(y)(1− c(y))dy =

= I1(x) + I2(x).

(2.35)
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Имеем I2 ∈ C∞(Bε/2[x0]).

Так как u ∈ H1(Q), то

k̃(y)u(y)c(y) ∈ H1(Q ∩B2ε(x0))

и имеет нулевые данные Коши на ∂V. Тогда [1] ее продолжение нулем E0k̃uc

принадлежит H1
comp(R3). В силу свойств объемного потенциала [59] полу-

чим, что I1 ∈ H3
loc(R3). Тогда K0u ∈ H3

loc(R3), K21u ∈ H5/2(ω1). Рассматри-

вая оператор S1 как эллиптический ПДО [105] порядка −1 на ω1, получим

(см. [52], с. 72), что φ1 ∈ H
3/2
loc (ω1). В силу теорем вложения пространств

Соболева φ1 ∈ C0,α(ω1) при всех α ∈ (0, 1/2).

Покажем теперь, что плотность φ2 непрерывна во внутренних точках

поверхности Ω2.

Если x0 ∈ Ω2 \ ∂Ω2, то d = dist(x0, ∂Ω2 > 0. Введем параметр ε = d/4,

экран ω2 = Ω2 ∩ Bε/2(x0) и область V = Q ∩ B2ε(x0). Перепишем третье

уравнение из (2.26) в виде

−S2φ2 = u0,n|Ω2
+K32φ1 +K31u.

Из условий теоремы следует, что u0,n|Ω2
,K32φ1 ∈ C∞(ω2).

Исследуем гладкость K31u на ω2. Так как u ∈ H1(Q), то u ∈ Hα(Q) при

любом α ∈ (0, 1/2) в силу вложенности пространств Соболева. Тогда для

продолжения E0 функции u нулем верно E0u ∈ Hα(R3). С учетом свойств

ньютонова потенциала и оператора следа последовательно получим

K0u ∈ Hα+2
loc (R3), K31u = γ1K0u ∈ Hα+1/2(ω2).

Так оператор S2 есть эллиптический ПДО порядка 1 [105], то, рассматривая

его как оператор на ω2, получим [52] φ2 ∈ H
α+3/2
loc (ω2), откуда

φ2 ∈ C0,α(ω1) при α ∈ (1/2, 1).

Докажем непрерывность функции u1 вне края экрана Ω1. Фиксируем

x ∈ Ω1, введем параметр ε = d/4 и определим функцию-срезку на экране
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c1(y) ∈ C(Ω1) :

c(y) =

1, |y − x| < ε,

0, |y − x| > 2ε.
(2.36)

Представим u1 в виде

u1(x) =

∫
Ω1

G(x, y)c1(y)φ1(y)dsy+

+

∫
Ω1\Bε(x)

G(x, y)(1− c1(y))φ1(y)dsy = I1(x) + I2(x).

Интеграл I2 непрерывен в точке x так как имеет гладкое ядро в Bε(x). Про-

должая c1(y)φ1(y) нулем на произвольную гладкую замкнутую поверхность

M1 ⊃ Ω1, представим I1 в виде потенциала простого слоя с непрерывной (и

финитной) плотностью (см. [6], стр. 399). Тогда

u1 ∈
∩
δ>0

C(R3 \ ∂Ω1,δ).

Кроме того, из включения φ1 ∈ C0,α(ω1) следует ([6], с.412), что u1 непре-

рывно дифференцируема с каждой стороны поверхности ω1 (отметим, что

предельные значения производных с разных сторон экрана различны).

Докажем непрерывность функции u2 вне края экрана Ω2 c каждой сто-

роны замыкающей поверхности M2 ⊃ Ω2. Фиксируем точку x ∈ Ω2 и опре-

делим функцию-срезку c2(y) ∈ C(M) как в (2.36). Тогда

u2(x) = −
∫
M

∂G(x, y)

∂ny
c2(y)φ2(y)dsy−

−
∫

M\Bε(x)

∂G(x, y)

∂ny
(1− c2(y))φ2(y)dsy = I1 + I2.

Интеграл I2 имеет бесконечно дифференцируемое ядро в Bε(x) и удовлетво-

ряет требуемому условию. Продолжая c2(y)φ2(y) нулем на M2, представим

I1 в виде потенциала двойного слоя с непрерывной (и финитной) плотно-
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стью [6]. В силу произвольности выбора внутренней точки x ∈ Ω2 имеем

u2 ∈
∩
δ>0

C
(
(M+ \ ∂Ω2,δ) ∪ (M− \ ∂Ω2,δ)

)
.

Таким образом, полное поле удовлетворяет условию

u ∈
∩
δ>0

C
(
R3 \ (Ω2 ∪ Ω1,δ)

)
.

Из условия φ2 ∈ C0,α(ω2) получим аналогично, что решение u непрерыв-

но дифференцируемо с каждой стороны поверхности Ω2 вплоть до внут-

ренних точек экрана. Таким образом, удовлетворено последнее условие в

(2.10).

Из Теоремы 2.3 следует эквивалентность дифференциальной и инте-

гральной формулировок задачи дифракции.

Теорема 2.4. [118, 124, 136] Пусть параметры среды и неоднородного рас-

сеивателя удовлетворяют условиям k(x) ∈ C∞(Q), Re k(x) > 0, Im k(x) >
0 в R3, а падающее поле всюду является гладким, u0 ∈ C∞(R3). Тогда

задача дифракции в дифференциальной формулировке (P1) эквивалентна

системе интегро-дифференциальных уравнений (P2). Подробнее, если u(x)

является квазиклассическим решением задачи (P1), то (u, φ1, φ2) удовле-

творяет системе (2.28) и верно интегральное представление (2.27). Об-

ратно, если тройка (u, φ1, φ2) ∈ L2(Q)×H̃−1/2
(
Ω1

)
×H̃1/2

(
Ω2

)
есть реше-

ние системы (2.28) при u0 ∈ C∞(R3), то функция u(x), продолженная в

R3 \ (Q) по формуле (2.27), является квазиклассическим решением задачи

дифракции.

Доказательство. Необходимая часть теоремы фактически установлена в

ходе вывода интегро-дифференциальных уравнений. Докажем ее достаточ-

ную часть.

Пусть u0 ∈ C∞(R3) и (u, φ1, φ2) – решение системы (2.28).
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Из определения u3 через объемный потенциал с ядром G(x, y) и беско-

нечной дифференцируемости u0, u1, u2 в открытой области Q вытекает, что

u есть решение уравнения Гельмгольца. Действительно, имеем

(△+ k2e)u(x) = (△+ k2e)(u0(x) + u1(x) + u2(x) + u3(x)) =

= 0 + 0 + 0− (k2(x)− k2e)u(x), x ∈ Q.

Аналогично, учитывая гладкость ядер всех интегральных операторов

вне рассеивателей, выводим

(△+ k2e)u(x) = 0, x ∈ R3 \Q.

Условия сопряжения (2.6) выполняются в силу гладкости u, установлен-

ной в Теореме 2.3.

Покажем, что во внутренних точках экрана Ω1 выполняется условие Ди-

рихле. Рассмотрим представление u = u0 + u1 + u2 + u3 полного поля вне

рассеивателей. Имеем: u0 и u2 бесконечно дифференцируемы вблизи экрана

Ω1, u2 ∈ C1(R3), а интеграл u1 непрерывен во внутренних точках экрана. Из

непрерывности всех компонент разложения u(x) = u0(x) + u1(x) + u2(x) +

u3(x) и из уравнения на Ω1 следует, что u|Ω1
= 0.

Покажем, что во внутренних точках экрана Ω2 выполняется условие Ней-

мана. Снова используем представление u = u0 + u1 + u2 + u3 полного поля.

Поля u0 и u1 бесконечно дифференцируемы вблизи экрана Ω2, объемный

потенциал u3 ∈ C1(R3), а интеграл u2 имеет непрерывную нормальную

производную во внутренних точках Ω2. Тогда

∂

∂n
u(x) =

∂

∂n
u0(x) +

∂

∂n
u1(x) +

∂

∂n
u2(x) +

∂

∂n
u3(x), x ∈ Ω2,

откуда и из уравнения системы (2.26) на экране Ω2 следует, что ∂
∂nu
∣∣∣
Ω2

= 0.

Условия излучения (2.7) вытекают из гладкости всех слагаемых в пред-

ставлении (2.27) вне шара достаточно большого радиуса и определения фун-

даментального решения уравнения Гельмгольца. Проверка условия прово-

дится так же, как и в предыдущей главе (см. Теорему 1.4).
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Докажем теперь утверждение об обратимости матричного оператора си-

стемы интегро-дифференциальных уравнений.

Теорема 2.5. [118, 124, 125, 136] Пусть параметры среды и рассеивате-

лей удовлетворяют условиям: k(x) ∈ C∞(Q), Re k(x) > 0, Im k(x) > 0 в

R3. Тогда оператор L̂ : X → X′ непрерывно обратим.

Доказательство. В Теореме 2.2 установлено, что в выбранных простран-

ствах оператор L̂ является фредгольмовым (с нулевым индексом), поэтому

достаточно установить его инъективность.

Пусть u0 ≡ 0, а (u, φ1, φ2) – решение системы уравнений (2.26). Из Тео-

рем 2.3 и 2.4 следует, что функция u(x), продолженная по формуле (2.27),

является квазиклассическим решением однородной краевой задачи (2.5)–

(2.10). В теореме 2.1 показано, что это решение тривиально: u ≡ 0 в R3. Из

определения функций φi следует, что φi ≡ 0 на Ωi. Следовательно, уравне-

ние L̂(u, φ1, φ2) = 0 имеет лишь тривиальное решение.

2.5 Формулировка метода Галеркина для системы интегро-

дифференциальных уравнений в скалярной задаче дифрак-

ции на частично экранированном теле

Формулировка метода Галеркина для задачи дифракции на частич-

но экранированном теле аналогична формулировке проекционного метода,

данной в параграфе 1.5 Главы 1.

Мы рассматриваем уравнение

L̂u = u0, (2.37)

предполагая, что матричный оператор L̂ действует из пространства

X = L2(Q)× H̃−1/2
(
Ω1

)
× H̃1/2

(
Ω2

)
в антидвойственное пространство

X′ = L2(Q)×H1/2 (Ω1)×H−1/2 (Ω2) .
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Согласно постановке задачи дифракции, данной в параграфе 2.1 данной

главы, правая часть уравнения (2.37) u0 ∈ C∞(Q) × C∞(Ω1) × C∞(Ω2).

Однако это ограничение несущественно в вопросе о сходимости численного

метода и вектор-функция u0 может быть выбрана произвольным образом

из пространства X′.

Введем обозначения для базисных функций на теле и экранах:

• v(0)k (x) (k = 1, . . . ,m0) – базисные функции в области Q,

• v(1)k (x) (k = 1, . . . ,m1) – базисные функции на экране Ω1,

• v(2)k (x) (k = 1, . . . ,m2) – базисные функции на экране Ω2.

Выбор базисных функций конкретного вида будет осуществлен ниже; пока

мы лишь предполагаем, все эти функции удовлетворяют условию аппрок-

симации (1.61).

Будем искать приближенные решения um = (um0
, φ1,m1

, φ2,m2
) уравне-

ния (2.37) согласно формулировке (1.62) метода Галеркина в гильбертовых

пространствах в виде

um =
∑

ckvk

или в развернутой покомпонентной форме записи:

um0
(x)=

m0∑
k=1

c
(0)
k v

(0)
k (x), x ∈ Q,

φ1,m1
(x)=

m1∑
k=1

c
(1)
k v

(1)
k (x), x ∈ Ω1,

φ2,m2
(x)=

m2∑
k=1

c
(2)
k v

(2)
k (x), x ∈ Ω2.

(2.38)

Здесь c(i)k – неизвестные коэффициенты, удовлетворяющие системе линей-
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ных алгебраических уравнений
⟨um0

− Aum0
−K12φ1,m1

−K13φ2,m2
, v

(0)
i0
⟩0 = ⟨u0|Q, v(0)i0

⟩0,

⟨−K21um0
− S1φ1,m1

−K23φ2,m2
, v

(1)
i1
⟩1 = ⟨u0|Ω1

, v
(1)
i1
⟩1,

⟨−K31um0
−K32φ1,m1

− S2φ2,m2
, v

(2)
i2
⟩2 = ⟨∂u0

∂n

∣∣∣
Ω2

, v
(2)
i2
⟩2,

(2.39)

где il = 1, . . . ,ml.

Матричная форма записи системы (2.39) имеет вид

Ac = b, (2.40)

где c – набор неизвестных коэффициентов, A – основная матрица, b –

столбец правой части системы.

Матрица A и столбец b могут быть записаны в блочном виде (1.75), а

элементы матричных блоков выражаются с помощью формул (1.76)–(1.79),

выписанных в параграфе 1.5 Главы 1.

2.6 Сходимость метода Галеркина в скалярной задаче дифрак-

ции на частично экранированном теле

Теорема 2.6. [117, 118] Пусть область Q с кусочно-гладкой границей

характеризуется заданной комплекснозначной функцией k(x), параметры

объемного рассеивателя и среды в R3 \Q удовлетворяют условиям

k(x) ∈ C∞(Q), Re k(x) > 0, Im k(x) > 0; Re ke > 0, Im ke > 0, (2.41)

а Ω1, Ω2 – ориентируемые гладкие (класса C∞) незамкнутые парамет-

рически заданные поверхности. Пусть для любых m0,m1,m2 ∈ N в об-

ласти Q и на экранах Ω1, Ω2 определены произвольным образом базисные

функции v
(0)
i0
, v

(1)
i1

и v
(2)
i2
, удовлетворяющие условию аппроксимации (1.61)

в пространствах L2(Q), H̃
−1/2(Ω1) и H̃1/2(Ω2) соответственно.

Тогда метод Галеркина (2.37) является сходящимся для оператора

L̂ : X → X′ : приближенные решения um сходятся к единственному ре-

шению u ∈ X уравнения (2.37) и имеет место квазиоптимальная оценка
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скорости сходимости

∥u− um∥X ≤ C inf
v∈Xm

∥u− v∥X. (2.42)

Доказательство. Запишем оператор L̂ в следующем виде:

L̂ =L̂1 − L̂2 =


I 0 0

0 −S1 0

0 0 −S2

−


A K12 −K13

K21 0 −K23

K31 K32 0

 . (2.43)

Так как условие аппроксимации выполнено для v(0)i0
в L2(Q), то проекто-

ры P 0
i0

на подпространства X0
m0

= span{v(0)1 , . . . v
(0)
m0} равномерно сходятся

к тождественному оператору I. Следовательно [87], метод Галеркина схо-

дится для оператора I : L2(Q) → L2(Q).

Операторы Sj непрерывно обратимы, являются эллиптическими в вы-

бранных пространствах [105] и могут быть представлены в виде

Sj = S0
j + Sc

j , (2.44)

где S0
j – коэрцитивные операторы, а Sc

j компактны. Следовательно, метод

Галеркина сходится [87] и для Sj. Таким образом, установлена сходимость

проекционного метода для диагонального оператора L̂1.

Рассмотрим представление (2.43) для матричного оператора L̂. Ком-

пактность L̂2 и непрерывная обратимость L̂ доказаны в теоремах 2.2 и

2.5. С учетом Замечания 1.7 заключаем, что метод Галеркина сходится для

оператора L̂ и имеет место квазиоптимальная оценка (2.42) скорости схо-

димости.

2.7 Выбор базисных функций и проблема согласованности сеток

на двух- и трехмерных рассеивателях

Во введении упоминалась проблема согласованности расчетных сеток на

рассеивателях различной размерности при решении краевых задач дифрак-

ции на частично экранированных телах конечно-разностным методом.
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Применение этого метода имеет ряд аспектов, затрудняющих его эффек-

тивную реализацию. Все они связаны с тем, что дифференциальная крае-

вая задача дифракции формулируется в терминах единственной функции

– полного поля u(x). Эта неизвестная функция фигурирует в формулиров-

ке дифференциального уравнения, условий сопряжения и всех граничных

условий на экранах. В связи с этим «правильная» реализация разностного

метода подразумевает наличие согласованных («связанных») сеток на те-

ле и экранах. Если тело и экраны имеют кусочно-параллелепипедальный

(кусочно-прямоугольный) вид, то никаких трудностей не возникает: сетки

на Ω1,Ω2 суть подмножества сетки на Q.

В случае тел сложной формы ситуация более трудная. На Q можно по-

прежнему использовать простые (и даже равномерные) прямоугольные сет-

ки, но граничные элементы таких сеток могут и не принадлежать экранам.

Здесь приходится либо прибегать к аппроксимации граничных условий,

внося в разностную схему дополнительную вычислительную погрешность,

либо вводить сетки непосредственно на Ωi, согласуя (фактически опреде-

ляя отношение «соседних узлов») их с сеткой в области Q и во внешности

R3 \Q.

От этих недостатков свободен метод Галеркина для решения системы

интегро-дифференциальных уравнений на ограниченных многообразиях

с краем. Метод интегральных уравнений подразумевает отыскание трех

функций, u, φ1 и φ2 на рассеивателях Q, Ω1 и Ω2 соответственно. Несмотря

на то,что плотности поверхностных потенциалов выражаются через полное

поле (φ1 = [∂u/∂n]Ω1
и φ2 = [u]Ω2

), их значения можно найти «по отдель-

ности» из системы (2.28).

Главный результат текущей главы, Теорема 2.6 о сходимости метода Га-

леркина, позволяет ввести минимальные ограничения на расчетные сетки,

обеспечивающие выполнение условий аппроксимации для базисных функ-

ций на этих сетках – это условие (1.89). Важно отметить, в частности, что
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при выполнении этого естественного условия никакого согласования сеток

на Q и Ωi уже не требуется. Это позволяет, во-первых, строить расчетные

сетки и определять базисные функции только из соображений удобства ис-

пользования на рассеивателях той или иной формы. Во-вторых, произволь-

но и независимо друг от друга могут выбираться и количественные пара-

метры сеток (число носителей, размеры носителей вдоль разных измерений

и т.д.), что дает вычислителю большую свободу в определении блочной мат-

рицы СЛАУ в методе Галеркина. Так, почти произвольным образом могут

быть заданы порядок основной матрицы и размеры блоков (см. блочное

представление (1.75),(1.76)), что особенно удобно для параллельной реали-

зации численного метода на многопроцессорных системах.

Рис. 7: Пример несогласованных сеток на объемном теле и экране. Красными линиями

выделены границы носителей базисных функций на экранах.

В общем случае можно использовать способ определения базисных функ-

ций, предложенный в параграфе 1.6 предыдущей главы. Напомним кратко

идею построения базисных функций на Q и Ωi.

На параллелепипеде

Q′ =
{
x ∈ R3 : a1 < x1 < a2, b1 < x2 < b2, c1 < x3 < c2

}
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вводится равномерная сетка узлов

x1,i1 = a1+h1i1, x2,i2 = b1+h2i2, x3,i3 = c1+h3i3, ik = 0, ..., nk−1, (2.45)

где h1 = a2−a1
n1

, h2 =
b2−b1
n2

, h3 =
c2−c1
n3

и nk ∈ N, и набор конечных элементов

Q′
i1i2i3

= {x : xk,ik < xk < xk,ik+1, k = 1, 2, 3} .

Для области Q ⊂ R3 произвольной формы определяем параллелепипед Q′,

содержащий Q, и конечные элементы

Qi1i2i3 = Q ∩Q′
i1i2i3

.

Базисные функции v(0)i на Q определяются равенствами

v
(0)
i (x) = v

(0)
i1i2i3

(x) =

 1, x ∈ Qi1i2i3,

0, x /∈ Qi1i2i3

(2.46)

при условии, что носители Qi1i2i3 функций имеют положительный объем.

Подпространства кусочно-постоянных функций на Q обозначим через X0
m0
.

Рассмотрим поверхность Ω1, заданную параметрически,

Ω1 = {x ∈ R3 : xi = xi(t1, t2), i = 1, 2, 3}, (t1, t2) ∈ D ⊂ R2, (2.47)

где D – ограниченная двумерная область, а функции xi ∈ C1(D). Введем

на D конечные элементы

Dj = Dj1j2 = {t : t1,j1 < t1 < t1,j1+1, t2,j2 < t2 < t2,j2+1}

t1,j1 = a1 + h1j1, t2,j2 = b1 + h2i2,

где jk = 0, ...,mk− 1, h1 =
a2−a1
m1

, h2 =
b2−b1
m2

, m = m1m2. Финитные базисные

функции определим так:

v
(1)
j (x) =

 1, x ∈ ω1,j,

0, x /∈ ω1,j.
(2.48)

Здесь ω1,j – образы прямоугольников Dj ⊂ D при параметризации (2.47).

Так как функции xi(t1, t2) являются гладкими, то условие (1.89) на Ω1 бу-

дет удовлетворено. Подпространства кусочно-постоянных функций, отве-

чающие введенным разбиениям на Ω1, обозначим через X1
m1
.
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На (в общем случае) неплоском незамкнутом ориентируемом параметри-

чески заданном экране Ω2 будем использовать финитные базисные функ-

ции, представляющие собой образы кусочно-линейных функций с шести-

угольным носителем [26]. Для определения базисных функций на Ω2 сна-

чала определим прямоугольную область параметров

D = {(t1, t2) : 0 < tk < ak},

разобьем ее на равные прямоугольные конечные элементы

Dk = Dk1k2 = {t : t1,k1 < t1 < t1,k1+1, t2,k2 < t2 < t2,k2+1}

ti,ki = hiki, hi = ai/ni.

Каждый из элементов Dk разделим пополам диагоналями одинакового на-

правления. Носитель базисной функции ζk = ζk1,k2 определяется как объ-

единение шести треугольников с общей точкой (t1,k1, t2,k2); такая функция

определяется соотношением

v
(2,0)
k1,k2

(t1, t2) = ζ(t1/h1 − k1, t2/h2 − k2), (2.49)

где

ζ(x, y) =



1− x, x ∈ [0, 1], y ∈ [0, x],

1− y, x ∈ [0, 1], y ∈ [x, 1],

1 + x− y, x ∈ [−1, 0], y ∈ [0, x+ 1],

1 + x, x ∈ [−1, 0], y ∈ [x, 0],

1 + y, x ∈ [−1, 0], y ∈ [−1, x],

1− x+ y, x ∈ [0, 1], y ∈ [x− 1, 0].

(2.50)

Теперь базисные функции v
(2)
i (x) на гладком параметризуемом экране

определим по формулам

v
(2)
i (x) = v

(2,0)
i (κ(x)), x ∈ Ω2, (2.51)

где κ(x) : Ω2 → D есть отображение, обратное к отображению x = x(t) =

(x1(t1, t2), x2(t1, t2), x3(t1, t2)), задающему параметризацию экрана Ω2.
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Подпространства функций, отвечающих введенным разбиениям на Ω2,

обозначим через X2
m2
. Тогда конечномерные подпространства Xm гильбер-

това пространства X задачи дифракции имеют вид

Xm = X0
m0

×X1
m1

×X2
m2

=

= span{v(0)1 , . . . , v
(0)
m0
} × span{v(1)1 , . . . , v

(1)
m1
} × span{v(2)1 , . . . , v

(2)
m2
}.

(2.52)

Теорема 2.7. [117] Векторные базисные функции (u
(0)
i1
, u

(1)
i2
, u

(2)
i3
) удовле-

творяют условию аппроксимации в пространстве X.

Доказательство. Доказательство сводится к проверке условий аппрокси-

мации для функций v
(0)
i , v

(1)
j и v

(2)
i в пространствах L2(Q), H̃

−1/2(Ω1), и

H̃1/2(Ω). Эти условия проверены в Леммах 1.1, 1.2, 1.3 и Теореме 1.6 пара-

графа 1.6.
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ГЛАВА 3. Векторная задача дифракции электромаг-

нитной волны на системе непересекающихся тонких

идеально проводящих экранов и объемных неоднород-

ных диэлектрических тел

Основные результаты главы опубликованы в работах [119, 126, 127, 129,

130, 131, 132, 134, 135, 136].

3.1 Квазиклассическая постановка краевой задачи дифракции

для системы уравнений Максвелла. Единственность квази-

классического решения краевой задачи

Рассмотрим задачу о рассеянии электромагнитной монохроматической

волны (с фиксированной круговой частотой ω > 0) системой рассеивате-

лей, расположенных в изотропной однородной среде в R3, характеризую-

щейся заданными значениями диэлектрической проницаемости εe и магнит-

ной проницаемости µe, которые могут быть отличными от значений прони-

цаемостей в вакууме. В общем случае предполагается, что проницаемости

свободного от рассеивателей пространства удовлетворяют условиям

Re εe > 0, Im εe > 0, Reµe > 0, Imµe = 0. (3.1)

Определим волновое число ke = ω
√
εeµe, предполагая, что ветвь корня

всегда выбирается таким образом, чтобы удовлетворялись условия

Re ke > 0, Im ke > 0. (3.2)

В рассматриваемой задаче дифракции двумерные рассеиватели пред-

ставляют собой бесконечно тонкие идеально проводящие экраны Ωi, не пе-
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ресекающиеся друг с другом: Ωi ∩ Ωj = ∅ при i ̸= j (под экраном понима-

ется связная ориентируемая незамкнутая и ограниченная параметризуемая

поверхность класса C∞).

Рис. 8: Векторная задача дифракции на системе непересекающихся тел и экранов

Экран Ωi можно определить также как незамкнутое двумерное много-

образие с краем. Рассмотрим сначала некоторое гладкое замкнутое ориен-

тируемое двумерное многообразие без края M [1, 31] класса C∞. Пусть Ωi

его i-е замкнутое связное подмногообразие с краем ∂Ωi. Тогда i−ый экран

определим следующим образом: Ωi = Ωi \ ∂Ωi.

В данном определении предполагается, что край ∂Ωi каждого экрана –

объединение конечного числа кривых класса C∞ без точек самопересече-

ния, сходящихся под углами, отличными от нулевого. Введем обозначения:

Ω = ∪Ωi, ∂Ω =
∪
∂Ωi.

Введем трубчатые δ-окрестности края i-го экрана:

∂Ωi,δ := {x ∈ R3 : dist(x, ∂Ωi) < δ}, δ > 0. (3.3)

В качестве трехмерного рассеивателя в задаче дифракции рассматрива-

ется объемное неоднородное анизотропное тело Q.

Точнее, пусть Q – ограниченная трехмерная область с гладкой границей

∂Q класса C∞. Допускается рассмотрение многосвязной области Q, пред-

ставимой в виде Q =
n∪

k=1

Qk, причем Qk гомеоморфны шару и Qk ∩Qk′ = ∅
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при k ̸= k′. Область Q является диэлектрически неоднородной и анизотроп-

ной; она характеризуется постоянной магнитной проницаемостью µe, совпа-

дающей с магнитной проницаемостью свободного пространства, и тензор-

функцией ε̂(x) диэлектрической проницаемости с гладкими компонентами:

εij ∈ C∞(Q).

Введем тензор относительной диэлектрической проницаемости ε̂r(x) =

ε̂(x)/εe. Будем предполагать, что при каждом x ∈ Q существует тензор

ξ̂(x) = (ε̂r(x)− Î)−1, (3.4)

где Î – единичный тензор.

Потребуем, чтобы для ε̂r(x) в области Q было выполнено одно из следу-

ющих условий:

Re
(
ε̂r(x)v · v

)
> C1|v|2 при некотором C1 > 1, (3.5)

Im
(
ε̂r(x)v · v

)
> C2|v|2 при некотором C2 > 0 или (3.6)

− Im
(
ε̂r(x)v · v

)
> C3|v|2 при некотором C3 > 0 (3.7)

для всех векторов v ∈ C3.

В данной главе исследуется случай, когда область неоднородности Q и

система экранов не имеют общих точек: Q ∩ Ω = ∅.

Постановка задачи. Рассмотрим задачу дифракции на системе тел и

экранов стороннего электромагнитного поля E0,H0 ∈ C∞(R3), являющего-

ся решением системы уравнений Максвелла rotH0 = −iωεeE0,

rotE0 = iωµeH0.
(3.8)

Требуется определить всюду в R3 за исключением краев экрана ∂Ω пол-

ное электромагнитное поле (E,H), удовлетворяющее следующим условиям

гладкости (ниже P+, P− – произвольные области, «внешняя» и «внутрен-
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няя» по отношению к Ω, и такие, что Ω ⊂ ∂P±),

E,H ∈ C∞ (R3 \ (∂Q ∪ Ω)
)∩

C(Q)
∩

C(R3 \ (Q ∪ Ω)∩
δ>0

C(P+ \ ∂Ωδ)
∩
δ>0

C(P− \ ∂Ωδ),
(3.9)

удовлетворяющее в классическом смысле системе уравнений Максвелла

всюду вне границы ∂Q области неоднородности и экрана Ω, rotH = −iωε̂E,

rotE = iωµeH,
(3.10)

условиям непрерывности касательных компонент поля при переходе через

границу области неоднородности,

[Eτ ]|∂Q = [Hτ ]|∂Q = 0, (3.11)

краевым условиям для касательных компонент электрического поля во

внутренних точках идеально проводящего экрана Ω,

Eτ |Ω = 0, (3.12)

условиям конечности энергии в любой ограниченной области пространства,

E,H ∈ L2,loc(R3) (3.13)

и условиям излучения Сильвера-Мюллера на бесконечности для рассеян-

ного поля:

Es,Hs = o(1/r), Im ke > 0,

Hs × er − Es = o(1/r), Es × er −Hs = o(1/r),

Es,Hs = O(1/r), Im ke = 0

(3.14)

при r → ∞. Здесь r = |x|, x ∈ R3.

Определение 3.1. Решение E,H задачи (3.10)–(3.14), удовлетворяющее

условиям (3.9), называется квазиклассическим.
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Замечание 3.1. Условие ограниченности энергии в произвольном объеме

пространства часто описывается (см., например [11], с.216) равенством

E =

∫
V

1

8π
(E ·D+H ·B)dv <∞, (3.15)

Учитывая соотношения D = ε̂E, B = µeH, а также гладкость и ограни-

ченность проницаемостей, приходим от (3.15) к условию (3.13).

Замечание 3.2. Поясним некоторые включения в условиях гладкости (3.9).

1. Для квазиклассической формулировки краевой задачи достаточно

непрерывной дифференцируемости поля вне экранов и границы тела.

Однако, как будет показано ниже, при сведении задачи к интегро-

дифференциальным уравнениям из условий E0,H0 ∈ C∞(R3) и ограни-

чений на параметры среды и рассеивателя следует бесконечная диффе-

ренцируемость полного поля. Поэтому и в формулировке краевой задачи

предложено включение E,H ∈ C∞ (R3 \ (∂Q ∪ Ω)
)
.

2. Уточним условия непрерывности в замкнутых областях Q, R3 \ (Q∪Ω).

Так как диэлектрическая проницаемость разрывна на ∂Q, то нормальная

составляющая электрического поля E разрывна при переходе через ∂Q. Вы-

писанные условия фактически означают, что электрическое поле непрерыв-

но в соответствующих открытых областях и имеет конечные односторон-

ние пределы с каждой стороны поверхности ∂Q. Заметим, что в силу непре-

рывности магнитной проницаемости во всем пространстве (µe = const) пол-

ное магнитное поле H непрерывно и при переходе через ∂Q.

Единственность квазиклассического решения краевой задачи ди-

фракции

Теорема 3.1. [119, 131, 132, 136]. Пусть свободное от рассеивателей

трехмерное пространство характеризуется постоянными значениями

проницаемостей εe, µe, удовлетворяющих условиям (3.1) и (3.2). Диэлек-

трическая проницаемость в Q удовлетворяет одному из условий:
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• если Im εij(x) ̸= 0, то тензор ε̂(x) удовлетворяет условиям (3.4)–

(3.7) и является симметрическим;

• если Im εij(x) ≡ 0 в Q, то ε̂(x) = ε(x)̂I.

Тогда если квазиклассическое решение задачи (3.10)–(3.14) существует,

то оно единственно.

Доказательство. 1. Рассматриваемая задача линейна, поэтому достаточно

доказать тривиальность решения соответствующей однородной задачи при

H0 = E0 ≡ 0 и однородном условии на экране для рассеянного поля:

(Es)τ |Ω = 0. (3.16)

Пусть V1 – такая ограниченная трехмерная область, что Q
∩
V 1 = ∅,

причем ее гладкая граница ∂V1 содержит экран: Ω ⊂ ∂V1.

Область неоднородности Q переобозначим через V2.

Будем рассматривать также шар B := BR(0) с центром в начале коор-

динат достаточно большого радиуса R, требуя, чтобы выполнялись вклю-

чения

V 1, V 2 ⊂ B.

Определим ограниченную область V3 := B \ (V 1

∪
V 2) с границей ∂V3 =

∂B
∪
∂V1

∪
∂V2 и неограниченную область V4 := R3 \B.

Обозначим сужения рассеянного электромагнитного поля Es,Hs на об-

ласти Vl через El,Hl (l = 1, 2, 3, 4) и сформулируем задачу сопряжения в

областях Vl, эквивалентную исходной однородной краевой задаче.

В каждой из введенных областей должны удовлетворяться уравнения

Максвелла, rotHl = −iωεeEl,

rotEl = iωµeHl,
(l = 1, 3, 4);

 rotH2 = −iωε̂E2,

rotE2 = iωµeH2,

на неэкранированной части границ областей – условия сопряжения

E2,τ |∂Q = E3,τ |∂Q, H2,τ |∂Q = H3,τ |∂Q,
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E3,τ |∂B = E4,τ |∂B, H3,τ |∂B = H4,τ |∂B,

E1,τ |∂V1\Ω = E3,τ |∂V1\Ω, H1,τ |∂V1\Ω = H3,τ |∂V1\Ω,

а на экране Ω – условия исчезновения касательных компонент электриче-

ского поля,

E1,τ |Ω = E3,τ |Ω = 0.

В неограниченной области V4 для рассеянного поля выполняются условия

Сильвера-Мюллера:

E4,H4 = o(1/r), Im ke > 0,

H4 × er − E4 = o(1/r), E4 × er −H4 = o(1/r),

E4,H4 = O(1/r), Im ke = 0,

r → ∞.

2. Нам понадобится лемма Лоренца в случае, когда диэлектрическая про-

ницаемость описывается тензор-функцией; ниже приводится вывод леммы

в интегральной форме.

Пусть трехмерное пространство характеризуется диэлектрической и маг-

нитной проницаемостями ε̂, µe.

Электромагнитные поля (E′, H′) и (E′′, H′′), возбуждаемые сторонними

токами j′ и j′′ соответственно, определяются из систем уравнений Максвел-

ла:  rotH′ = −iωε̂E′ + j′E,

rotE′ = iωµeH
′,

(3.17)

 rotH′′ = −iωε̂E′′ + j′′E

rotE′′ = iωµeH
′′.

(3.18)

Умножим скалярно первое уравнение в (3.17) справа на комплексно со-

пряженный вектор E
′′
, а второе уравнение в (3.18) – на H

′ и вычтем один

результат из другого:

rotE′′ ·H′ − rotH′ · E′′
= iωε̂E′ · E′′

+ iωµeH
′′ ·H′ − j′E · E′′

. (3.19)
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Умножим скалярно второе уравнение в (3.17) справа на H
′′
, а первое урав-

нение в (3.18) – на E
′ и вычтем один результат из другого:

rotE′ ·H′′ − rotH′′ · E′
= iωε̂E′′ · E′

+ iωµeH
′ ·H′′ − j′′E · E′

. (3.20)

К левым частям полученных равенств применим следующую формулу:

rotB ·A− rotA ·B = div(B×A)

Из условия симметричности комплексного тензора ε̂ вытекает

ε̂E′′ · E′
= E′′ · (ε̂∗E′

) = ε̂∗E
′ · E′′ = ε̂TE′ · E′′

= ε̂E′ · E′′
.

Вычитая (3.19) из (3.20) и сокращая одинаковые слагаемые, получим

div(E′ ×H′′)− div(E′′ ×H′) = j′E · E′′ − j′′E · E′
. (3.21)

Лемма Лоренца в интегральной форме (после применения формулы

Остроградского-Гаусса) записывается так:∫
∂V

(E′ ×H′′ − E′′ ×H′) · nds =
∫
V

(j′E · E′′ − j′′E · E′
)dv. (3.22)

3. Применим формулу (3.22) в ограниченных областях V1, V2 и V3. Ниже

приведено подробное описание применения формулы в области V2 = Q.

Рассмотрим в V2 систему уравнений Максвелла для рассеянного поля:

rotH2 = −iωε̂E2, rotE2 = iωµeH2, (3.23)

а также для комплексно-сопряженного поля E2,H2:

rotH2 = iωε̂E2, rotE2 = −iωµeH2. (3.24)

Заменяя E2 на −Ẽ2, придем к соотношению в V2 : rotH2 = −iωε̂Ẽ2 = −iωε̂Ẽ2 + iω(ε̂− ε̂)Ẽ2,

rot Ẽ2 = iωµeH2.
(3.25)
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Применяя лемму Лоренца к полям E′ = E2, H
′ = H2, E

′′ = Ẽ2, H
′′ = H2 с

током j′′E = iω(ε̂− ε̂)Ẽ2, получим следующее равенство:∫
∂Q

(E2 ×H2 − Ẽ2 ×H2) · nds =−
∫
Q

iω((ε̂− ε̂)Ẽ2) · E2dv.

Заменяя Ẽ2 на −E2, выводим∫
∂Q

(E2 ×H2 + E2 ×H2) · nds =
∫
Q

iω((ε̂− ε̂)E2) · E2dv. (3.26)

Повторяя проведенные выше рассуждения, получим аналогичные инте-

гральные соотношения в областях V1, V3 :∫
∂V1\Ω

(E1 ×H1 + E1 ×H1) · nds =
∫
V1

iω(εe − εe)E1 · E1dv, (3.27)

∫
∂Q∪∂V1\Ω∪∂B

(E3 ×H3 + E3 ×H3) · nds =
∫
V3

iω(εe − εe)E3 · E3dv. (3.28)

В левых частях соотношений (3.27),(3.28) учтено равенство нулю касатель-

ной составляющей электрического поля на экране Ω.

Введем обозначение

ℵ :=

∫
∂B

(E3 ×H3 + E3 ×H3) · nds. (3.29)

Преобразуем ℵ с учетом условий сопряжения на ∂B и излучения на беско-

нечности:

ℵ =

∫
∂B

(E4 ×H4 + E4 ×H4) · nds = 2Re

∫
∂B

(E4 ×H4) · nds =

=2Re

∫
∂B

((H4 × n+ o(1/r))×H4) · nds =

=2Re

∫
∂B

((H4 × n)×H4) · nds+ o(1) =

=2Re

∫
∂B

(H4 × n) · (H4 × n)ds+ o(1) =

=2

∫
∂B

|H4 × n|2ds+ o(1) = 2

∫
∂B

|H4,τ |2ds+ o(1)
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Сложим равенства (3.26), (3.27) и (3.28), сокращая поверхностные инте-

гралы по общим границам смежных областей:∫
∂B

|H4,τ |2ds+
∫
Q

(Im ε̂E2) · E2dv +
∑
l=1,3

∫
Vl

Im εeEl · El = o(1). (3.30)

Рассмотрим несколько случаев.

3.1. Пусть сначала и тело Q, и свободное от рассеивателей пространство

являются поглощающими: Im ε̂ > 0 и Im εe > 0. В этом случае все слагае-

мые в (3.30) неотрицательны. Тогда из условий излучения и (3.30) следует

равенство Es,Hs ≡ 0 во всем пространстве.

3.2. Пусть теперь Im ε̂(x) > 0 в области неоднородности Q, а вне рассе-

ивателей Im εe = 0. Тогда∫
∂B

|H4,τ |2ds+
∫
Q

(Im ε̂E2) · E2dv = o(1).

В силу неотрицательности обоих слагаемых в последнем соотношении вы-

водим ∫
∂B

|H3,τ |2ds = o(1), R → ∞;

∫
Q

(Im ε̂E2) · E2dv = 0

и по лемме Реллиха заключаем, что Es,Hs ≡ 0 вне рассеивателей; второе

равенство влечет E2,H2 ≡ 0 в Q.

3.3. Рассмотрим случай изотропного тела без поглощения, расположен-

ного в непоглощающем пространстве: ε̂(x) = εÎ в Q, Im ε = 0 и Re ε > 0.

Как и в предыдущем случае применение леммы Реллиха приводит к тож-

деству Es = Hs ≡ 0 в неограниченной области R3 \Q.

Остается показать, что решение тривиально и в области неоднородности.

Из доказанного, а также из непрерывности касательных компонент элек-

тромагнитного поля следует их равенство нулю на границе тела:

Eτ = Hτ = 0 на ∂Q. (3.31)
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Так как в рассматриваемой постановке задачи дифракции магнитная

проницаемость всюду постоянна (µ ≡ µe в R3), то из условия (см. [16], с. 41

и [51], с.43)

[µHn]|∂Q = 0 (3.32)

для скачка нормальной составляющей магнитного поля на границе раздела

сред следует равенство

Hn = 0 на ∂Q. (3.33)

Нормальная составляющая электрического поля удовлетворяет на ∂Q ра-

венству [16, 51]

[εEn]|∂Q = 0. (3.34)

Так как электрическое поле вне Q тривиально, а диэлектрическая про-

ницаемость является гладкой и удовлетворяет требованиям (3.4)–(3.5), то

(ε(x) ̸= 0 при x ∈ ∂Q и, следовательно, не обращается в нуль на границе

тела) выводим

En|∂Q = 0 (3.35)

с каждой стороны поверхности ∂Q.

Таким образом, электромагнитное поле удовлетворяет в классическом

смысле однородным условиям на границе области неоднородности:

E|∂Q = H|∂Q = 0. (3.36)

Теперь имеют место следующие включения:

E, εE, H ∈ C0(R3 \ Ωδ). (3.37)

Рассмотрим снова систему уравнений Максвелла (3.10). Выражая E че-

рез H, получим
i

ω
rot
(1
ε
rotH

)
= iωµeH,
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откуда выводим

ω2µeH = rot
( 1

ε(x)
rotH

)
=

1

ε(x)
rot rotH+ grad

1

ε(x)
× rotH =

=
1

ε(x)
(grad div−△)H− 1

ε2(x)
grad ε(x)× rotH.

Умножая последнее равенство на ε(x) ̸= 0 запишем с учетом равенства

divH = 0 следующее уравнение для H :

△H+
1

ε(x)
grad ε(x)× rotH+ k2(x)H = 0, x ∈ Q, (3.38)

где k2(x) = ω2µeε(x), а уравнение выполнено в классическом смысле. Вве-

дем обозначение

F(x) =− 1

ε(x)
grad ε(x)× rotH(x)− k2(x)H(x)−H(x) =

=iω grad ε(x)× E(x)− k2(x)H(x)−H(x), x ∈ Q

и перепишем уравнение (3.38) в виде

△H(x)−H(x) = F(x), x ∈ Q. (3.39)

Из полученных ранее свойств гладкости решения однородной краевой за-

дачи следует, что

F ∈ C(Q), F|∂Q = 0. (3.40)

Продолжим функцию F нулем вне Q, обозначив продолжение через F̃.

Тогда

F̃ ∈ C0(R3 \ Ωδ). (3.41)

Граница ∂V = ∂Q по условию является гладкой, поэтому можно счи-

тать, S1 = ∂V – поверхность класса C3 (то есть, p = 1), оператор

L = L′ = △ − 1 является самосопряженным сильно эллиптическим опе-

ратором порядка 2 (m = 1) с постоянными коэффициентами. Функция H

принадлежит пространству L2(V ) ⊃ C(V ) (s = 0). Очевидно, правая часть

F ∈ H−2
loc (V, S1), так как, по крайней мере, F ∈ L2(V ). Однородные условия
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D0Hi = 0 выполнены на S1 в силу доказанного ранее. Скалярное уравне-

ние Lu = f также удовлетворено для всех компонент Hi, так как для всех

v ∈ H2(V ) ∩
◦
W 1

2 (V ) верно

(LHi, v)0 ≡
(
(△− 1)Hi, v

)
0
= (Fi, v)0.

Таким образом, выполнены все условия следующего утверждения ([2],

с.195):

Утверждение А. Пусть L =
∑
aβD

β – сильно эллиптический диф-

ференциальный оператор порядка |β| ≤ 2m (m > 0) с коэффициентами

aβ ∈ C |β|+p(V ∪S1). Здесь S1 гладкая (класса C2m+p, p > 0) часть границы

∂V. Пусть u ∈ Hs(V ) – решение уравнения Lu = f при f ∈ Hs−2m
loc (V, S1),

удовлетворяющее условию Dβu
∣∣
Ω0

= 0 при |β| ≤ m − 1. Тогда, если

f ∈ H t
loc(V, S1) c t > s − 2m и, кроме того, p > m, s ∈ [−p, p + 2m), то

u ∈ H
min(t+2m,p+2m)
loc (V, S1). Кроме того, если min(t + 2m, p + 2m) > 0, то

для u выполняются также условия Dβ
∣∣
S1

= 0 при β ≤ min(t+2m,m)−1.

Замечание . Уравнение Lu = f означает, что (φ,L′v)0 = (f, v)0 для всех

v ∈ H2m+max(−s,0)(V )∩
◦
W 1

2 (V ), обращающихся в нуль вблизи ∂V \S1. Здесь

L′ – оператор, транспонированный к L.

С учетом соотношений между параметрами p, s,m и фактической при-

надлежности F классу L2(V ) = H0(V ) (то есть, t = 0) заключаем из Утвер-

ждения А, что

Hi ∈ H2
loc(V ), DβHi

∣∣
Ω0

= 0, |β| ≤ 0.

Следовательно

H ∈ C0,α
0 (R3 \ Ωδ), α ∈ (0, 1/2).

Рассуждая аналогично, можно показать, что

E ∈ C0,α
0 (R3 \ Ωδ), α ∈ (0, 1/2).

Тогда

F̃ ∈ C0,α
0 (R3 \ Ωδ).
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Далее нам понадобится следующее утверждение (см.[23], c.234–236):

Утверждение Б. Пусть u ∈ H2(V ), причем vraimaxV u < +∞ и по-

чти всюду в V функция u(x) удовлетворяет эллиптическому уравнению

aij(x)uxi,xj
+ ai(x)uxi

+ a(x)u(x) = f(x)

с коэффициентами и правой частью из C l−2+α (l > 2). Тогда u ∈ C l+α(V ).

Если к тому же граница S области V или некоторая ее часть S1 за-

дается функцией класса C l+α, то u ∈ C l+α(V ) или u ∈ C l+α(V ∪ S1),

соответственно.

Применяя Утверждение Б, получим

H ∈ C2,α
0 (R3 \ Ωδ),

а из принципа единственного продолжения [63] выведем, что

H ≡ 0 в R3 \ Ωδ.

Так как для любой точки x ∈ Q \ Ω можно выбрать параметр δ > 0

настолько малым, чтобы x лежала вне Ωδ, то получаем окончательно

H ≡ E ≡ 0 в R3.

Равенство нулю электрического поля следует из первого уравнения Макс-

велла. Теорема доказана.

3.2 Система интегро-дифференциальных уравнений

В данном параграфе задача дифракции на системе тел и экранов, сфор-

мулированная в неограниченном трехмерном пространстве, сводится к си-

стеме интегро-дифференциальных уравнений по области неоднородных тел

и поверхности идеально проводящих экранов.

Полное поле E представим в виде суммы падающего поля и полей, рас-

сеянных двух- и трехмерными препятствиями:

E = E0 + E1 + E2; (3.42)
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E1 и E2 – поля, рассеянные соответственно экраном Ω и телом Q. Для

каждого Ei определим соответствующую составляющую магнитного поля:

Hi =
1

iωµe
rotEi.

Полное магнитное поле запишется в виде H = H0 +H1 +H2.

Поле (E1,H1), удовлетворяющее в R3 \ Ω уравнениям Максвелла rotH1 = −iωεeE1,

rotE1 = iωµeH1,
(3.43)

условиям излучения и сопряжения на ∂Q, можно определить [17] в виде

E1(x) = (grad div+k2e)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy,

H1 =
−i
ωµe

rotE1, x ∈ R3 \ (Ω).
(3.44)

Здесь G(x, y) = eike|x−y|

4π|x−y| , а u – неизвестная плотность тока на Ω, представ-

ляющая касательное поле к экрану Ω, то есть u(x) · n(x) = 0 в каждой

внутренней точке x ∈ Ω.

Условия гладкости (3.9) и ограниченности энергии (3.13) не обеспечива-

ют гладкости поля вплоть до экрана Ω. Поэтому необходимо дать опреде-

ление плотности u в пространствах Соболева (см. [17]).

Пусть M ⊃ Ω – компактное двумерное многообразие без края класса

C∞ с касательным расслоением TM над M и скалярным произведением в

касательной плоскости (слое) TxM. Введем конечное покрытие U = {Uα}

многообразияM координатными окрестностями с локальными картами κα :

Uα → Vα ⊂ R2 и подчиненное покрытию U разбиение единицы {φα} . Для

гладких сечений u ∈ C∞(M) расслоения TM и скалярных функций g ∈

C∞(M) введем, следуя [35],

uα = φαu ∈ C∞
0 (Vα), uα = (u1α, u

2
α), gα = φαg.

считая, что множество Uα отождествляется с его образом в R2. Простран-

ство Соболева Hs(M) для всякого s ∈ R определяется как пополнение
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C∞(M) по норме ∥ · ∥s , где

∥u∥2s =
∑
α

(
∥u1α∥2s + ∥u2α∥2s

)
, ∥g∥2s =

∑
α

∥gα∥2s.

Скалярное произведение и норма в Hs(R2) вводятся так :

(f, g)s =

∫
⟨ξ⟩2sf̂(ξ)ĝ(ξ)dξ,

∥f∥2s = (f, f)s, ⟨ξ⟩ := (1 + |ξ|2)−1/2,

где f̂ – обозначение преобразования Фурье распределения f (если область

интегрирования не указана, то подразумевается интеграл по R2).

Далее, через u,v будем обозначать векторы u = (u1, u2)
T , v = (v1, v2)

T .

Включение u ∈ Hs подразумевает , что символ Hs – декартово произведе-

ние двух экземпляров пространства Hs, где

(u,v)s = (u1, v1)s + (u2, v2)s =

∫
⟨ξ⟩2sû(ξ) · v̂(ξ)dξ,

∥u∥2s = ∥u1∥2s + ∥u2∥2s =
∫

⟨ξ⟩2s|û(ξ)|2dξ.

Положим для любого s ∈ R [36]

Hs(Ω) := {u|Ω : u ∈ Hs(M)} ,

H̃s(Ω) :=
{
u ∈ Hs(M) : suppu ⊂ Ω

}
.

Пространство H̃s(Ω) может быть определено как замыкание класса C∞
0 (Ω)

по норме ∥ · ∥s. Пространства сужений Hs(Ω) элементов из Hs(M) на Ω

могут быть определены тем же способом при |s| ≤ 1/2.

Для корректного определения уравнения на экране Ω нужно ввести опе-

рации поверхностной дивергенции и градиента. В силу компактности мно-

гообразия Ω можно выбрать покрытие {Uα} столь малыми окрестностями,

чтобы в каждом элементе Uα покрытия ввести изотермические локальные

координаты. В окрестности произвольной точки x ∈ Ω в таких координатах

первая квадратичная форма поверхности Uα имеет вид (см. [34], с.111)

dl2 = G(x1, x2)(dx
2
1 + dx22), G = Gα.
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Положим в каждой U = Uα:

divu =
1

G

(
∂(u1

√
G)

∂x1
+
∂(u2

√
G)

∂x2

)
,

grad g =
1√
G

(
∂g

∂x1
e1 +

∂g

∂x2
e2

)
,

rotν u =
1

G

(
∂(u1

√
G)

∂x1
− ∂(u2

√
G)

∂x2

)
,

grad′ g =
1√
G

(
∂g

∂x2
e1 −

∂g

∂x1
e2

)
,

△g = div grad g =
1

G

(∂2g
∂x21

+
∂2g

∂x22

)
.

Рассмотрим гладкие сечения и функции u ∈ C∞
0 (Ω), g ∈ C∞

0 (Ω) на

экране Ω. В общем случае используем разложения

u =
∑
α

uα, g =
∑
α

gα.

где uα = φαu, gα = φαg. Тогда

divu =
∑
α

divuα, grad g =
∑
α

grad gα,

rotν u =
∑
α

rotν uα, grad
′ g =

∑
α

grad′ gα,

△g =
∑
α

△gα.

Определим, следуя [17], гильбертово пространство W = W (Ω) как по-

полнение C∞
0 (Ω) по норме ∥ · ∥W :

∥u∥2W = ∥u∥2−1/2 + ∥ divu∥2−1/2

со скалярным произведением

(u,v)W = (u,v)−1/2 + (divu, div v)−1/2.

Имеет место [17] следующее представление пространства W :

W =
{
u ∈ H̃−1/2(Ω) : divu ∈ H̃−1/2(Ω)

}
. (3.45)
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Через W ′ =
(
W (Ω)

)′ обозначим антидвойственное к W пространство

(непрерывных антилинейных функционалов над W ). Верно [17] определе-

ние

W ′ =
{
f
∣∣∣Ω : f ∈ H−1/2(M), rotν f ∈ H−1/2(M)

}
и включение

H1/2(Ω) ⊂ W ′ ⊂ H−1/2(Ω).

Определим теперь поле, рассеянное телом Q, и выпишем основное

интегро-дифференциальное уравнение.

Поле E2,H2 удовлетворяет вне ∂Q системе уравнений Максвелла rotH2 = −iωεeE2 + jp,E,

rotE2 = iωµeH2,
(3.46)

(здесь jp,E = −iω(ε̂r− Î)E – вектор электрической поляризации), условиям

сопряжения на ∂Q и условиям излучения на бесконечности.

Решение системы (3.46) в R3 будем искать в виде

E2 = iωµeA− 1

iωεe
grad divA, H2 = rotA, (3.47)

где A – векторный потенциал [51].

Второе уравнение системы выполняется при произвольном A. Действи-

тельно,

rotE2 = iωµe rotA− 1

iωεe
rot grad divA = iωµe rotA = iωµeH2.

Из первого уравнения системы (3.46) получим

rot rotA = (grad div−△)A = ω2µeεeA+ grad divA+ jp,E.

Следовательно, потенциал A является решением в R3 уравнения

∆A+ k2eA = −jp. (3.48)
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Последнее уравнение имеет единственное решение в смысле распределе-

ний с учетом представления (3.47) и условия излучения (3.14); это решение

имеет вид объемного потенциала [6]:

A(x) =

∫
Q

G(x, y)jp(y)dy, x ∈ R3, (3.49)

где G(x, y) = eike|x−y|

4π|x−y| .

В силу свойств объемного потенциала [6, 63] имеем

A ∈ C1(R3)
∩

C2(Q)
∩

C∞(R3 \Q) и A ∈ H2
loc(R3).

Тогда поле, рассеянное телом Q, принадлежит следующим классам функ-

ций:
H2 ∈ C(R3)

∩
C1(Q)

∩
C∞(R3 \Q),

E2 ∈ L2,loc(R3)
∩

C(Q)
∩

C∞(R3 \Q).

Подставляя (3.44), (3.47) и (3.49) в (3.42), получаем следующее представ-

ление полного электрического поля вне экрана и границы области неодно-

родности:

E(x) =(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)(ε̂r(y)− Î)E(y)dy+

+(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy + E0(x), x ∈ R3 \ (Ω ∪ ∂Q).

(3.50)

Теперь первое из интегро-дифференциальных уравнений электрического

поля E следует из представления (3.47) и (3.49). Для точек x ∈ Q выводим

с учетом включения E ∈ C(Q) :

E(x)−(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)(ε̂r(y)− Î)E(y)dy−

−(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy = E0(x), x ∈ Q.

(3.51)
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Замечание 3.3. Из условий гладкости поля следует, что выведенное уравне-

ние выполняется в Q поточечно (в классическом смысле). Действительно,

так как тела и экраны не пересекаются, то в каждой точке области Q по-

верхностный интеграл в (3.51) является бесконечно дифференцируемым.

Пусть x ∈ Q – произвольная внутренняя точка области неоднородности.

Тогда можно выбрать подобласть Q′ ⊂ Q так, чтобы Q′ ∋ x и ∂Q∩∂Q′ = ∅.

Введем ток

J(y) = (ε̂r(y)− Î)E(y) (3.52)

и представим потенциал в равенстве (3.51) в виде∫
Q

G(x, y)J(y)dy =

∫
Q′

G(x, y)J(y)dy +

∫
Q\Q′

G(x, y)J(y)dy =

= I1(x) + I2(x).

Функция I2(x) бесконечно дифференцируема в Q′, а I1(x) по крайней мере

принадлежит классу C2(Q′), так как плотность объемного потенциала J ∈

C1(Q′) ∩ C(Q′) (см. [6], с. 451). Следовательно, из уравнения (3.51) в Q

теперь следует с учетом (3.9), что

grad div

∫
Q

G(x, y)J(y)dy ∈ C(Q).

Второе интегро-дифференциальное уравнение вытекает из условия Ди-

рихле (3.12) на поверхности идеально проводящего экрана:(
− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)(ε̂r(y)− Î)E(y)dy−

− (k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy

)
τ
= E0,τ(x), x ∈ Ω.

(3.53)

Через (•)τ обозначена операция вычисления касательной компоненты

вектор-функций v во внутренних точках экрана Ω:

(v)τ = v − ν(v · ν);

здесь ν – определенное заранее поле единичной нормали на Ω.
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Замечание 3.4. Поясним правомерность вывода уравнения (3.53). Для плот-

ности u, удовлетворяющей условию гладкости u, divu ∈ C1(Ω), (см. [17],

c.94) касательные компоненты поля E1 непрерывны вплоть до экрана Ω в

каждой его внутренней точке. Так как E0 ∈ C∞(R3) то существует предел

E0,τ(x) при x→ x0 ∈ Ω; этот предел определен и для E2,τ(x), так как вне об-

ласти Q поле E2 бесконечно дифференцируемо. Если же условие u, divu ∈

C1(Ω) не выполняется, то по крайней мере верно u, divu ∈ H̃−1/2(Ω) и по-

ле E1 принадлежит пространству L2,loc(R3). Кроме того, в силу уравнений

Максвелла ротор поля также принадлежит L2,loc(R3). Тогда для компонент

поля из L2(Q) существует след на Ω из пространства H−1/2(Ω) (см. [61]), а

уравнение (3.53) понимается в смысле следов.

Магнитное поле H определим по решению E ∈ L2(Q) так:

H(x) = H0(x)− iωεe rot

∫
Q

G(x, y)(ε̂r(y)− Î)E(y)dy, x ∈ R3, (3.54)

где H0(x) =
1

iωµe
rotE0(x), x ∈ R3.

Таким образом, краевая задача сведена [131, 132, 136] к системе уравне-

ний (3.51)–(3.54). В силу явного выражения магнитного поля через элек-

трическое дальнейшему исследованию подлежит фактически система урав-

нений (3.51),(3.53) электрического поля.

Рассмотрим эквивалентную форму записи этой системы в токах. Из

условия (3.4) следует взаимно однозначное соответствие между током поля-

ризации J = (ε̂r − Î)E и напряженностью электрического поля E = ξ̂J. Из

предположения εij ∈ C∞(Q) следует, что J принадлежит тем же классам

функций, что и E, а система уравнений (3.51),(3.53) может быть записана

в виде
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ξ̂J(x) =(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)J(y)dy+

+(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy + E0(x), x ∈ Q,

(
− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)J(y)dy−

− (k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy

)
τ
= E0,τ(x), x ∈ Ω.

(3.55)

Введем операторы

ÂJ := ξ̂J(x)− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)J(y)dy, x ∈ Q,

Ŝu :=
(
−(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy

)
τ
, x ∈ Ω,

K̂1u := −(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy, x ∈ Q,

K̂2J :=
(
−(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)J(y)dy
)
τ
, x ∈ Ω.

(3.56)

Определим также матричный оператор

L̂ :=

 Â K̂1

K̂2 Ŝ

 (3.57)

с отображениями Â, Ŝ и K̂i, действующими в следующих пространствах:

ÂJ := L2(Q) → L2(Q), K̂1u := W (Ω) → L2(Q)

K̂2J := L2(Q) → W ′(Ω), Ŝu := W (Ω) → W ′(Ω).
(3.58)

Теперь система ИД уравнений может быть записана в краткой опера-

торной форме

L̂(J,u) = f . (3.59)

Здесь J – неизвестный вектор тока поляризации в Q, u – неизвестная

поверхностная плотность на Ω. Вектор правой части имеет вид f =
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(E0,Q,E0,τ)
T , где E0,Q – сужение гладкого падающего поля на Q, а E0,τ

– его касательная составляющая на экране Ω.

Через X обозначим прямое произведение L2(Q) ×W (Ω) определенных

ранее пространств. Так как (L2(Q))
′ = L2(Q), то пространством, антидвой-

ственным к X является X′ = L2(Q)×W ′.

Определение 3.2. Решением уравнения (3.59) называется удовлетво-

ряющая системе (3.55) пара векторов (J,u) из пространства X.

Замечание 3.5. Выбор пространства L2(Q) для решения E уравнения (3.51)

обоснован, во-первых, условием конечности энергии (3.13). Во-вторых, при

условии гладкости падающего поля всякое решение уравнения (3.51) из

пространства L2(Q) будет квазиклассическим решением задачи дифрак-

ции в дифференциальной формулировке (это будет показано в п. 3.3).

Наконец, для численного решения уравнения электрического поля про-

екционными методами в пространстве L2(Q) можно выбирать финитные

кусочно-постоянные или кусочно-линейные базисные функции, что значи-

тельно упрощает вычисление кратных интегралов и позволяет теоретиче-

ски обосновать применимость проекционного метода.

3.3 Фредгольмовость и эллиптичность матричного интегро-

дифференциального оператора задачи дифракции

В этом параграфе будет показано, что при сделанных предположениях о

свойствах рассеивателей оператор L̂ является фредгольмовым оператором

с нулевым индексом в выбранных пространствах, а при введении дополни-

тельных ограничений – эллиптическим.

Представим матричный оператор L̂ в виде

L̂ = L̂1 + L̂2 :=

 Â0 0

0 Ŝ

+

 Â1 K̂1

K̂2 0

 . (3.60)
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Здесь операторы Ŝ, K̂1 и K̂2 определены так же, как и выше. Операторы

Â0, Â1 определяются аналогично интегро-дифференциальному оператору

Â, при этом их ядра G0 и G1 имеют вид

G0(x, y) =
e−|x−y|

4π|x− y|
, G1(x, y) = G(x, y)−G0(x, y). (3.61)

Лемма 3.1. [131, 132, 136] Оператор L̂2 : X → X′ компактен.

Доказательство. Рассмотрим оператор K̂1. Так как Q ∩ Ω = ∅, то ядро

оператора является бесконечно гладким и допустимо повторное дифферен-

цирование под знаком интеграла. Следовательно, для любого u ∈ W имеем

K̂1u ∈ C∞(Q), что влечет компактность K̂1 : W → L2(Q). Аналогично

получим, что K̂2 : L2(Q) → W ′ – компактный оператор.

Рассмотрим оператор Â1. Его ядро G1(r) =
e−iker−e−r

4πr имеет устранимую

особенность и допустимо дифференцирование под знаком интеграла. Сле-

довательно, Â1 : L2(Q) → L2(Q) также компактен.

Представление Â0 через ПДО. Эллиптичность оператора.

Вычислим преобразование Фурье функции f(x) = e−|x|

4π|x| . Так как функ-

ция f обладает сферической симметрией (можно записать f(x) = f(r),

r = |x|), то и преобразование Фурье f̂(ξ) обладает сферической симметри-

ей, т.е. зависит от модуля аргумента |ξ| =: ρ (см. [29], с. 149-151). Поэтому (и

с учетом суммируемости функции f в R3) применима следующая формула

f̂(ρ) =
2π

ρ(n−2)/2

∞∫
0

f(r)rn/2J(n−2)/2(2πρr)dr, (3.62)

где J(n−2)/2 – функция Бесселя.

В [29] преобразование Фурье определяется на с. 51 отличным от приня-

того в данной работе способом:

f̂(ξ) =

∫
Rn

e−2πixξf(x)dx.
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Следовательно, в нашем случае формула (3.62) будет иметь вид

f̂(ρ) =
(2π)n/2

ρ(n−2)/2

∞∫
0

f(r)rn/2J(n−2)/2(ρr)dr. (3.63)

Имеем

f̂(ρ) =
(2π)3/2

ρ1/2

∞∫
0

e−r

4πr
r3/2J1/2(ρr)dr =

=
(2π)3/2

ρ1/2

∞∫
0

e−r

4πr
r3/2
√

2

πρr
sin(ρr)dr =

=
1

ρ

∞∫
0

e−r sin(ρr)dr =
1

1 + ρ2
= a0(ρ).

(3.64)

Введем обозначения для оператора типа потенциала и матричного диф-

ференциального оператора k2e + grad div :

T̂ v =

∫
Q

G(x, y)v(y)dy,

D̂v = (k2e + grad div)v(y).

Тогда оператор Â0 выражается через оператор умножения на обрати-

мый гладкий тензор ξ̂, композицию дифференциального оператора D̂ и ин-

тегрального оператора T̂ :

Â0J = ξ̂J− (D̂ ◦ T̂ )J. (3.65)

Запишем ряд обозначений (см. [9]).

Определение 3.3. Lm = Lm(Q) – класс ПДО, с символами a(x, ξ) ∈

C∞(Q× Rn) из пространства Шварца Sm = Sm(Q× Rn),

Определение 3.4. Hs
comp(Q) – пространство финитных обобщенных

функций с носителем в области Q, а Hs(R3) – пространство Соболева

вещественного порядка s,
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Определение 3.5. Hs
loc(Q) – пространство таких обобщенных функций,

что для всякой финитной функции φ ∈ C∞
0 (Q) произведение φu принад-

лежит классу Hs(R3).

Лемма 3.2. [134, 136] Оператор Â0 может быть представлен в виде

ПДО

ÂJ =
1

(2π)3

∫∫
ei(x−y)·ξ

(
ξ̂(x)− t̂d(ξ)

)
J(y)dydξ, (3.66)

где символ t̂d(ξ) определяется равенством

t̂d(ξ) =
−1

1 + |ξ|2
·


ξ21 − k2e ξ1ξ2 ξ1ξ3

ξ1ξ2 ξ22 − k2e ξ2ξ3

ξ1ξ3 ξ2ξ3 ξ23 − k2e

 . (3.67)

Доказательство. Рассмотрим оператор T̂ J =
∫
Q

G(x, y)J(y)dy.Можно счи-

тать, что ток J задан всюду в R3 и J ≡ 0 в R3 \ Q. Тогда можно записать

T̂ J =
∫
R3

G(x, y)J(y)dy. Всюду далее, если интегрирование осуществляется

по всему пространству R3, область интегрирования указываться не будет.

Вычислим преобразование Фурье образа T̂ J, учитывая правило преоб-

разования Фурье свертки функций:

FT̂ J(ξ) = F
[∫

R3

G0(|t− y|)J(y)dy
]
(ξ) =

=

∫
R3

e−it·ξ
∫
R3

(G0|t− y|)J(y)dydt =

=

∫
R3

e−it·ξG0(|t|)dt×
∫
R3

e−it·ξu(t)dt = a0(ξ)FJ(ξ).

Следовательно, интегральный оператор T̂ можно записать как ПДО с

символом t̂ = a0Î :

T̂ J =
1

(2π)3

∫
R3

∫
R3

ei(x−y)·ξâ0J(y)dydξ. (3.68)

Так как ∂
∂xk
u(x) = F−1(−iξkFu(ξ)), то матричный дифференциальный

оператор D̂ =
(
k2e + grad div

)
есть ПДО с символом k2e Î−d̂(ξ), где d̂ij = ξiξj.
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Так как D̂ – собственный дифференциальный оператор (см. [57], с. 29),

то применима теорема о композиции ПДО [9, 57], из которой следует, что

D̂ ◦ T̂ – ПДО. Асимптотическое разложение его символа имеет вид

t̂d(ξ) = t(ξ)(k2e Î− d̂(ξ)). (3.69)

Окончательно, приходим к представлению (3.66) с символом (3.67).

Покажем, что при сделанных в постановке задачи дифракции предполо-

жениях о диэлектрических свойствах рассеивателя Q матричный интегро-

дифференциальный оператор Â0 является эллиптическим ПДО в простран-

стве L2(Q). Под эллиптическим оператором понимается оператор, отличаю-

щийся от коэрцитивного оператора на компактное слагаемое. Точнее, дадим

следующее определение [105].

Определение 3.6. Пусть H – комплексное гильбертово пространство,

а H ′ – пространство, антидвойственное к H. Линейный ограниченный

оператор A : H → H ′ называется эллиптическим, если существует

компактный оператор K : H → H ′ такой, что при некотором γ > 0 для

всех u ∈ H верно неравенство

Im⟨(A+K)u, u⟩ > γ∥u∥2H . (3.70)

Замечание 3.6. Неравенство (3.70) называется неравенством Гординга; в

нем можно заменить операцию Im на операцию вычисления веществен-

ной части. Скобки ⟨ , ⟩ обозначают соотношение антидвойственности (ан-

тидвойственное спаривание). Заметим, что если K – нулевой оператор, то

неравенство (3.70) приводит (см. [87], с. 201) к определению коэрцитивного

оператора, который будет непрерывно обратимым. Следовательно, всякий

эллиптический оператор является Фредгольма оператором с нулевым ин-

дексом [18].
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Теорема 3.2. [134, 136] Пусть в R3 \Q выполнены условия

Re εe > 0, Im εe > 0, Reµe > 0, Imµe = 0. (3.71)

Пусть в Q тензор относительной диэлектрической проницаемости ε̂r(x)

таков, что в x ∈ Q существует ограниченный тензор

ξ̂(x) = (ε̂r(x)− Î)−1, (3.72)

где Î – единичный тензор. Пусть для ε̂r(x) в Q выполнено хотя бы одно

из условий

Re
(
ε̂r(x)v · v

)
> C1|v|2 при некотором C1 > 1, (3.73)

Im
(
ε̂r(x)v · v

)
> C2|v|2 при некотором C2 > 0 или (3.74)

− Im
(
ε̂r(x)v · v

)
> C3|v|2 при некотором C3 > 0 (3.75)

для всех векторов v ∈ C3.

Тогда оператор Â0 : L2(Q) → L2(Q), определенный по формуле (3.65),

является эллиптическим.

Доказательство. Представим оператор Â0 в виде Â0 = Â′ + Â′′.

Оператор Â′′ – ПДО с символом k2et(ξ)̂I порядка −2. Следовательно, Â′′

– непрерывное отображение пространства L2,comp(R3) в H2
loc(R3). Из ком-

пактности вложения пространства Соболева H2(Q) в L2(Q) следует, что

отображение Â′′ : L2(Q) → L2(Q) компактно.

Теперь достаточно установить коэрцитивность Â′. Исследуем квадратич-

ную форму этого оператора.

1. Пусть выполнено условие (3.73). Положим u = ξ̂−1v =
(
ε̂(x)− Î

)
v;

тогда с учетом невырожденности матрицы (тензора) ξ̂ в Q получим

Re
(
ξ̂u · u

)
= Re

(
v ·
(
ε̂r(x)− Î

)
v
)
= Re

(
v ·
(
ε̂r(x)− Î

)
v
)
=

= Re
((

ε̂r(x)− Î
)
v · v

)
= Re(ε̂r(x)v · v)− |v|2 >

> (C1 − 1)∥v∥2 = (C1 − 1)∥ξ̂u∥2 > γ1∥u∥2.

(3.76)
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Рассмотрим теперь квадратичную форму оператора Â′ :

Re⟨Â′u,u⟩ = Re

∫
Q

ξ̂(x)u(x) · u(x) dx+

+Re
1

(2π)3

∫
Q

(∫
R3

∫
R3

ei(x−y)·ξt(ξ)d̂(ξ)u(y)dydξ

)
· u(x)dx =

= Re

∫
Q

θ̂(x)u(x) · u(x)dx+

+Re
1

(2π)3

∫
Q

t(ξ)d̂(ξ)
(∫
Q

e−iy·ξu(y)dy
)
·
(∫
Q

e−ix·ξu(x)dx
)
dξ =

= Re

∫
Q

θ̂(x)u(x) · u(x)dx+ 1

(2π)3

∫
Q

∣∣∣∣ ξ

1 + |ξ|2
· Fu(ξ)

∣∣∣∣2 dξ >
> γ1

∫
Q

|u|2dx = γ1∥u∥2, γ1 > 0.

(3.77)

В сделанных выше преобразованиях интегралы по R3 можно заменить ин-

тегралами по Q (и наоборот) в силу финитности функции u. Последняя

оценка в (3.77) следует из (3.73) и (3.76).

Окончательно получаем:

Re⟨Â′u,u⟩ > γ1∥u∥2 (3.78)

для всех u ∈ L2(Q).

2. Пусть теперь выполнено неравенство Im
(
ε̂r(x)v·v

)
> C2|v|2. Положим

u = ξ̂−1v =
(
ε̂(x)− Î

)
v. Тогда

− Im
(
ξ̂(x)u(x) · u(x)

)
= − Im

(
v ·
(
ε̂r(x)− Î

)
v
)
=

= Im
((

ε̂r(x)− Î
)
v · v

)
= Im

((
ε̂r(x)v

)
· v
)
>

> C2|v|2 > γ2|u|2, γ2 > 0.

(3.79)

Для квадратичной формы оператора Â′ верно

− Im
⟨
Â′u,u

⟩
= − Im

(∫
ξ̂(x)u(x) · u(x)

)
dx > γ2

∫
Q

|u|2dx = γ2∥u∥2.
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Часть квадратичной формы, отвечающая интегро-дифференциальному

оператору, отсутствует в выражении для формы (3.84), так как эта часть

чисто вещественная (см. (3.77)).

Итак, с учетом последних преобразований получаем

− Im
⟨
Â′u,u

⟩
> γ2∥u∥2 (3.80)

для всех u ∈ L2(Q). То есть, коэрцитивным в данном случае является

оператор −Â′.

3. Пусть выполнено неравенство − Im
(
ε̂r(x)v · v

)
> C3|v|2. Тогда

Im
(
ξ̂(x)u(x) · u(x)

)
= Im

(
v ·
(
ε̂r(x)− Î

)
v
)
=

= − Im
((

ε̂r(x)− Î
)
v · v

)
= − Im

((
ε̂r(x)v

)
· v
)
>

> C3|v|2 > γ2|u|2, γ2 > 0.

(3.81)

Повторяя рассуждения предыдущего пункта, заключаем, что

Im
⟨
Â′u,u

⟩
> γ3∥u∥2 (3.82)

для всех u ∈ L2(Q), что означает коэрцитивность оператора Â′. Теорема

доказана.

Теорема 3.3. [132, 136] Пусть в R3 \ Q выполнены условия (3.71), а

для тензора относительной диэлектрической проницаемости ε̂r(x) в Q

выполнено условие (3.72) и хотя бы одно из условий (3.73)– (3.75). Тогда

1. Матричный оператор L̂ : X → X′ – оператор Фредгольма с нулевым

индексом.

2. Если Im εe > 0 и в Q удовлетворено одно из условий (3.73)– (3.75), то

L̂ : X → X′ является эллиптическим оператором.

Доказательство. Обратимся к представлению L̂ = L̂1 + L̂2. В лемме 3.1

установлена компактность оператора L̂2, поэтому достаточно доказать
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фредгольмовость (эллиптичность) диагонального оператора L̂1. В [17] по-

казано, что при Re ke > 0 оператор Ŝ : W (Ω) → W ′(Ω) фредгольмов, а

при Im ke > 0 является эллиптическим. Из Теоремы 3.2 вытекает, что L̂1

оператор Фредгольма с нулевым индексом при сделанных предположени-

ях относительно пространства и рассеивателя. Пусть выполнены условия

второй части теоремы. Для произвольного p ∈ X имеем

Im
⟨
L̂1p,p

⟩
= Im

⟨
Â0J,J

⟩
+ Im

⟨
Ŝu,u

⟩
>

> γa∥J∥2 + γs∥u∥2 + Im
⟨
L̂cp,p

⟩
= γ∥p∥2 + Im

⟨
L̂cp,p

⟩
.

(3.83)

Здесь γ, γa, γs > 0 – некоторые константы, а L̂c : X → X′ – компактный опе-

ратор. Существование этих констант и оператора следует из эллиптичности

операторов Â и Ŝ. Теорема доказана.

Гладкость решений системы интегро-дифференциальных уравнений. Суще-

ствование и единственность решения задачи дифракции

Покажем теперь, что при условии бесконечной дифференцируемости па-

дающего поля решение системы (3.55) удовлетворяет условиям (3.9) (по-

дробное изложение доказательства гладкости решения в задаче дифракции

на диэлектрическом теле в свободном пространстве см. в работе [49]).

Теорема 3.4. [131, 136] Пусть тензор диэлектрической проницаемости

удовлетворяет условиям: ε̂(x) = ε(x)̂I, причем ε(x) ∈ C∞(Q) и εr(x) > 1

для всех x ∈ Q. Пусть (E,u) ∈ X – решение системы (3.55), отвечающее

падающему полю E0(x) ∈ C∞(R3). Тогда вектор-функции E,H, опреде-

ленные согласно (3.50),(3.54), удовлетворяют условиям (3.9). Кроме того,

имеет место включение

E,H ∈ C0,α(Q) ∩ C0,α
(
R3 \ (Q ∪ Ωδ)

)
, (3.84)

где 0 < α < 1/2, а Ωδ ⊂ R3 – произвольная открытая область, такая что

Ωδ ⊃ Ω.
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Доказательство. 1. Установим гладкость поля E,H в открытой области

Q. Запишем второе уравнение системы (3.55) в виде

(k2e + grad div)τ

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy = f(x), x ∈ Ω. (3.85)

где

f(x) =
(
(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)J(y)dy
)
τ
+ E0,τ(x).

Тогда (см. [17], с. 112) всякое решение u ∈ W бесконечно дифференцируемо

во внутренних точках экрана Ω, если f ∈ C∞(Ω). Последнее включение

имеет место, так как E0 ∈ C∞(R3) по предположению, а∫
Q

G(x, y)(εr(y)− 1)E(y)dy ∈ C∞(Ω)

в силу условия Q ∩ Ω = ∅ и гладкости ядра интегрального оператора.

Рассмотрим первое уравнение системы (3.55). Имеем:

ξ̂J(x)− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)J(y)dy = E′
0(x), (3.86)

где

E′
0(x) = E0(x) + (k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy ∈ C∞(R3 \ Ω). (3.87)

Так как при сделанных предположениях оператор Â уравнения (3.86)

является эллиптическим, а правая часть удовлетворяет (3.87), то [52] J ∈

C∞(Q). Из условия гладкости тензора ε̂ в Q заключаем E ∈ C∞(Q), а из

выражения H через E выводим H ∈ C∞(Q).

Вне Q ∪ Ω имеем E,H ∈ C∞, так как при y ∈ Q ∪ Ω и x ∈ R3 \ Q

имеем |x − y| ̸= 0 и ядра операторов в (3.55) бесконечно гладкие; поэтому

допустимо дифференцирование любого порядка функций E(x),H(x) под

знаком интеграла.

Докажем теперь непрерывность поля в Q и включения (3.84)
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2. Введем обозначение для векторного ньютонова потенциала:

V(x) =

∫
Q

G(x, y)J(y)dy, x ∈ R3. (3.88)

Так как J ∈ L2(Q), то V ∈ H2
loc(R3) [30]. Тогда из (3.54) получаем H ∈

H1
loc(R3). Вычисляя rot от обеих частей (3.54), получим

rotH = rotH0(x)− iωεe rot rotV(x) =

= rotH0(x)− iωεe(grad div− div grad)V(x).

Из последнего и (3.51) подстановкой получаем

rotH = −iωεeE+ iωεe(k
2
e +∆)V.

Так как потенциал V удовлетворяет [6] уравнению

(∆ + k2e)V = −(εr − 1)E,

то

rotH = −iωεeE− iωεe(εr − 1)E

и, следовательно, удовлетворено первое из уравнений Максвелла

rotH = −iωεE, x ∈ R3 \ Ω, (3.89)

где

ε =

ε(x), x ∈ Q,

εe, x ∈ R3 \ (Q ∪ Ω).

Применяя операцию rot к равенствам (3.50),(3.51), получаем

rotE = rotE0 + k2e rotV = iωµeH0 + k2e
1

iωεe
(H0 −H) =

= iωµeH0 + iωµe(H−H0),

откуда выводим второе уравнение Максвелла:

rotE = iωµeH, x ∈ R3 \ Ω. (3.90)
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Из (3.89) следует

div(εE) = 0, x ∈ R3 \ Ω, (3.91)

а из (3.90) – divH = 0, при x ∈ R3 (в смысле распределений).

Из формулы (3.91) и тождества

div(εE) = grad ε · E+ ε divE

вытекает

divE = −1

ε
grad ε · E,

из чего следует включение divE ∈ L2(Q).

Покажем теперь, что на границе области неоднородности ∂Q выполнены

условия сопряжения. Интегрируя по Q, получим с учетом (3.91),

0 =

∫
Q

div(εE)vdx =

∫
Q

div(vεE)dx−
∫
Q

εE · grad vdx =

=

∫
∂Q

vεE · nds−
∫
Q

εE · grad vdx

для произвольной финитной функции v ∈ C∞
0 (R3). Отсюда заключаем, что∫

Q

εE · grad vdx =

∫
∂Q

v (εEn) ds, (3.92)

n – вектор внешней нормали к ∂Q, а En = E · n. Аналогично, c учетом

направления нормали n получим∫
R3\Q

εE · grad vdx = −
∫
∂Q

v (εEn) ds. (3.93)

Суммируя (3.92) и (3.93), выводим∫
R3

εE · grad vdx =

∫
∂Q

v[εEn]ds.

Здесь [ · ] – разность следов с разных сторон ∂Q. Используя (3.89), запишем

(см. [3], с. 9)

−iω
∫
R3

εE · grad vdx =

∫
R3

rotH · grad vdx =

∫
R3

v div rotHdx = 0.
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Из последнего следует, что∫
∂Q

v[εEn]ds = 0

для всех v ∈ C∞
0 (R3), откуда заключаем, что

[εEn]∂Q = 0 (3.94)

в смысле следов из H−1/2(∂Q) [65].

Введем скалярную функцию

p := divV = div

∫
Q

G(x, y)J(y)dy. (3.95)

Так как J ∈ L2(Q), то p ∈ H1
loc(R3).

Вычисляя div от (3.50) и (3.51), получим

divE = divE0 + k2e divV +∆divV = divE0 + (∆ + k2e)p.

Введем функцию f(x) = divE(x)−divE0(x), f ∈ L2,loc(R3). Для p полу-

чим уравнение

(∆ + k2e)p(x) = f(x), x ∈ Q ∪ (R3 \Q)

с условием [p]∂Q = 0 в смысле следов из H1/2(∂Q).

Умножим (3.50) и (3.51) скалярно на n :

E · n = E0 · n+ k2e

∫
Q

G(x, y)J(y)dyn+
∂

∂n
div

∫
Q

G(x, y)J(y)dy.

С каждой стороны ∂Q выполняется равенство

εE · n|∂Q = εE0 · n|∂Q + k2eεV · n|∂Q + ε
∂p

∂n

∣∣∣∣
∂Q

.

Из (3.94) выводим

0 = [ε]∂Qn · E0|∂Q + k2e [ε]∂QV · n|∂Q +

[
ε
∂p

∂n

]
∂Q

. (3.96)
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Следовательно, [
ε
∂p

∂n

]
∂Q

= φ|∂Q, φ ∈ H2
loc(R3),

где φ|∂Q = −[ε]∂QE0 · n|∂Q − k2e [ε]∂QV · n|∂Q.

Рассмотрим область Q1 = B \ Q, где B – открытый шар с центром в

нуле такой, что Q ⊂ B и Ωδ ⊂ R3 \ B. Введем обозначения p0 = p|∂B
и φ0 = φ|∂Q. Очевидно, p0 ∈ C∞(∂B). Таким образом, получим краевую

задачу для p ∈ H1(B):
(∆ + k2e)p = f, x ∈ Q

∪
Q1,

[p]∂Q = 0,
[
ε ∂p∂n

]
∂Q

= φ0, p|∂B := p0.
(3.97)

Известно ([22], с. 243, 246), что для решения p такой краевой задачи

верно включение p ∈ H2(Q)
∩
H2(Q1), откуда получим

E,J ∈ H1(Q)
∩

H1(Q1),

(в общем случае однако E /∈ H1(B)).

Вычислим частные производные потенциала V

∂V

∂xi
=

∂

∂xi

∫
Q

G(x, y)J(y)dy = −
∫
Q

(
∂

∂yi
G(x, y)

)
J(y)dy =

=

∫
Q

G(x, y)
∂

∂yi

(
J(y)

)
dy −

∫
∂Q

G(x, y)J(y) cos(n, ei)ds

с ортами ei (i = 1, 2, 3). Так как
∂

∂yi

(
J(y)

)
∈ L2(Q), то∫

Q

G(x, y)
∂

∂yi

(
J(y)

)
dy ∈ H2

loc(R3).

Введем

ψ = (εr − 1)E|∂Q cos(n, ei),

здесь E|∂Q – след функции E ∈ H1(Q), вычисленный с внутренней стороны

поверхности ∂Q. Тогда ψ ∈ H1/2(∂Q).
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Рассмотрим потенциал простого слоя

u(x) :=

∫
∂Q

G(x, y)ψ(y)ds.

Введем обозначение

ψ0 := Aψ =

∫
∂Q

G(x0, y)ψ(y)ds, x0 ∈ ∂Q.

Тогда A : H1/2(∂Q) → H3/2(∂Q) – эллиптический ПДО порядка −1 [17].

Для функции u сформулируем следующие краевые задачи:(∆ + k2e)u = 0, x ∈ Q,

u|∂Q = ψ0

и (∆ + k2e)u = 0, x ∈ Q1,

u|∂Q = ψ0, u|∂B = p0,

причем ψ0 ∈ H3/2(∂Q). В этом случае (см. [24]) верно включение:

u ∈ H2(Q)
∩

H2(Q1),

откуда следует V ∈ H3(Q)
∩
H3(Q1).

Из выражения магнитного поля (3.54) следует, что H ∈ H2(Q)
∩
H2(Q1),

которое и приводит [52] к окончательному результату о гладкости магнит-

ного поля:

H ∈ C0,α(Q)
∩

C0,α(R3\(Q ∪ Ωδ)), 0 < α < 1/2.

Выполним теперь дополнительное сглаживание вектор-функции E.

Рассмотрим снова задачу (3.97), но уже со сглаженными данными φ ∈

H3
locR3) (в силу (3.96)) и f ∈ H1(Q)

∩
H1(Q1).

Так как Q и Q1 – ограниченные области с гладкой границей, то суще-

ствуют [21, 29] функции Грина краевых задач
(∆− 1)G1(x− y) = −δ(x− y), x, y ∈ Q,

∂G1

∂n

∣∣∣∣
∂Q

= 0
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и 
(∆− 1)G2(x− y) = −δ(x− y), x, y ∈ Q1,

∂G2

∂n

∣∣∣∣
∂Q1

= 0,

причем такие функции Грина имеют особенность вида

1

4π|x− y|
e−|x−y|.

Применим вторую формулу Грина в области Q с функциями p ∈ H2(Q)

и G1. Учитывая однородное условие для G1 на ∂Q, получим∫
∂Q

G1(x, y)
∂p

∂n
ds =

∫
Q

(G1(x, y)△p(y)− p(y)△yG1(x, y))dy =

=

∫
Q

(
G1(x, y)(−k2ep(y) + f(y))− p(y)(G1(x, y)− δ(x− y))

)
dy =

= p(x) +

∫
Q

G1(x, y)
(
f(x)− (1 + k2e)p(y)

)
dy.

Выполняя аналогичные выкладки в области Q2 с тем же направлением

вектора нормали n на ∂Q1 получаем представления

p(x) = −
∫
Q

G1(x, y)f0(y)dy +

∫
∂Q

G1(x, y)
∂p

∂n
ds, x ∈ Q, (3.98)

и

p(x) = −
∫
Q1

G2(x, y)f0(y)dy −
∫

∂Q1

G2(x, y)
∂p

∂n
ds, x ∈ Q1, (3.99)

где f0(x) = f(x)− (k2e + 1)p(x) ∈ H1(Q)
∩
H1(Q1).

Введем χ(x0) := ε(x0)
∂p
∂n

∣∣∣
∂Q

(x0), x0 ∈ ∂Q, где след берется изнутри

области Q. Так как
[
ε ∂p∂n

]
∂Q

= φ0 (см. (3.97)), то

∂p

∂n

∣∣∣∣
∂Q

(x0) =
1

ε(x0)
χ(x0),

если брать след изнутри Q и

∂p

∂n

∣∣∣∣
∂Q

(x0) =
1

εe
χ(x0) +

1

εe
φ0(x0),
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если брать след извне Q (из Q1). Используя условие [p]∂Q = 0, выводим

Lχ :=

∫
∂Q

(
1

ε(y)
G1(x0, y) +

1

εe
G2(x0, y)

)
χ(y)ds = η(x0), x0 ∈ ∂Q,

где η = η1 + η2 + η3 и

η1(x0) =

∫
Q

G1(x0, y)f0(y)dy −
∫
Q1

G2(x0, y)f0(y)dy,

η2(x0) =

∫
∂B

G2(x0, y)
∂p

∂n

∣∣∣∣
∂B

(y)ds, η3(x0) =

∫
∂Q

1

εe
G2(x0, y)φ0(y)ds.

В силу f ∈ H1(Q) имеем∫
Q

G1(x, y)f(y)dy ∈ H3(Q).

Действительно,

∂

∂xi

∫
Q

G1(x, y)f(y)dy =

∫
Q

G1(x, y)
∂

∂yi
f(y)dy−

−
∫
∂Q

G1(x, y)f(y) cos(n, ei)dy = I1 − I2.

Так как ∂
∂yi
f(y) ∈ L2(Q), то I1 ∈ H2(Q). Из свойств оператора типа

потенциала простого слоя и того, что f |∂Q ∈ H1/2(∂Q) получаем также как

и выше, что I2 ∈ H2(Q).

Аналогично доказывается с учетом f ∈ H1(Q1), что∫
Q1

G2(x, y)f(y)dy ∈ H3(Q1).

Для следа η1 на ∂Q верно [53] включение η1|∂Q ∈ H5/2(∂Q). Так как

∂Q
∩
∂B = ∅, то η2 ∈ C∞(∂Q). Так как φ ∈ H3

loc(R3), то φ0 ∈ H5/2(∂Q) и

η3 ∈ H7/2(∂Q). Следовательно, η ∈ H5/2(∂Q).

Тогда уравнение

Lχ = η
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с эллиптическим ПДО порядка −1 имеет решение χ ∈ H3/2(∂Q). Подстав-

ляя χ в (3.98) и (3.99) находим p ∈ H3(Q)
∩
H3(Q1).

Таким образом, E ∈ H2(Q)
∩
H2(Q1), а в силу теорем вложения про-

странств Соболева и гладкости поля в R3 \ (Q ∪ Ωδ) имеем

E ∈ C0,α(Q)
∩

C0,α(R3\(Q ∪ Ωδ)), 0 < α < 1/2.

Теперь докажем утверждение об эквивалентности краевой задачи и си-

стемы интегро-дифференциальных уравнений.

Теорема 3.5. [131, 136] Если задача дифракции (3.10)–(3.14) имеет квази-

классическое решение E,H, то вектор-функции E,u удовлетворяют си-

стеме (3.55). Обратно, если пара (E,u) ∈ L2(Q)×W (Ω) является реше-

нием системы (3.55) с гладкой правой частью E0(x) ∈ C∞(R3), то поле

E,H, определенное согласно (3.50), (3.51) и (3.54), есть квазиклассическое

решение исходной задачи (3.10)–(3.14).

Доказательство. 1. Необходимая часть теоремы верна в силу вывода си-

стемы интегро-дифференциальных уравнений; докажем ее достаточную

часть.

2. Из Теоремы 3.4 следует, что выполнены условия гладкости

E,H ∈ C∞(Q)
∩

C∞ (R3 \ (Q ∪ Ω)
)∩

C0,α(Q)
∩

C0,α
(
R3 \ (Q ∪ Ω)

)
.

Из гладкости падающего поля и первого слагаемого разложения (3.50) вбли-

зи экрана Ω (тело и экран не пересекаются) следует [17] включение

E,H ∈
∩
δ>0

C(P+ \ ∂Ωδ)
∩
δ>0

C(P− \ ∂Ωδ).

Сравнивая представление (3.50) полного электрического поля и уравнение

(3.53) на Ω, заключаем теперь, что условие Дирихле выполнено во внут-

ренних точках экрана.
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Рассмотрим представления (3.50) и (3.54). Прямой подстановкой полей

в систему (3.9) убеждаемся, что уравнения Максвелла удовлетворяются в

классическом смысле: дифференцируемость полей обеспечивается резуль-

татами теоремы 3.4, эллиптичностью интегро-дифференциального опера-

тора в Q и гладкостью тензора диэлектрической проницаемости.

Так как поле выражается через объемный и поверхностный потенциалы,

а вне рассеивателей ядра соответствующих интегралов бесконечно диффе-

ренцируемы, то условия излучения на бесконечности (3.14) также выпол-

нены (подробная проверка проводится так же, как и в скалярной задаче

дифракции, см. Теорему 1.4).

Проверим условие конечности энергии. Если E ∈ L2(Q), то объемный

потенциал V ∈ H2
loc(R3) и, следовательно,

E2 = (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)(ε̂r(y)− Î)E(y)dy ∈ L2,loc(R3).

Так как u ∈ W = {u ∈ H̃−1/2(Ω) : divu ∈ H̃−1/2(Ω)}, то

E1 = grad div

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy = grad

∫
Ω

G(x, y) divu(y)dsy ∈ H0
loc(R3).

Наконец, E ∈ L2,loc(R3) и условие (3.13) выполнено.

Из представления (3.54) следует, что V ∈ C1(R3) [6] и, следовательно,

магнитное поле H удовлетворяет условию сопряжения на ∂Q.

Проверим теперь первое условие в (3.11). Так как падающее электриче-

ское поле E0 и компонента E1 непрерывны при переходе через границу ∂Q

(ведь Q ∩ Ω = ∅), то

[Eτ ]∂Q =
[ ∂
∂τ

div

∫
Q

G(x, y)(ε(x)− 1)E(x)dx
]
∂Q

=

=
[ ∂
∂τ

divQ
]
∂Q

=
[∂p
∂τ

]
∂Q
.

Как показано в Теореме 3.4, имеет место включение

p = div

∫
Q

G(x, y)(εr(y)− 1)E(y)dy ∈ H3(Q)
∩

H3(Q1).
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Тогда ∂p
∂τ

∣∣∣
∂Q

∈ H3/2(∂Q).

Так как вложение H3/2(∂Q) ⊂ C0,1/2(∂Q) непрерывно [52], то, умножая

(3.50) и (3.51) скалярно на вектор τ и переходя в преобразованных равен-

ствах к пределу при x→ ∂Q, находим, что [Eτ ]∂Q = 0.

Из Теорем 3.1 и 3.5 следует

Теорема 3.6. [127, 131, 136] Пусть в R3 \ Q выполнены условия (3.71),

а для тензора относительной диэлектрической проницаемости ε̂r(x) в Q

выполнены условия (3.72), (3.73)–(3.75). Пусть, кроме того, ε̂(x) = ε(x)̂I,

если Im εij = 0. Тогда матричный оператор L̂ : X → X′ является непре-

рывно обратимым, а задача дифракции имеет единственное решение.

Доказательство. В теореме 3.3 установлено, что оператор L̂ является

фредгольмовым с нулевым индексом. Следовательно, теперь достаточно

установить его инъективность.

Рассмотрим уравнение L̂(E,u) = 0. В силу Теоремы 3.5 полное элек-

тромагнитное поле, отвечающее решению этого однородного уравнения,

есть квазиклассическое решение однородной краевой задачи (3.10)–(3.14)

E0 = H0 ≡ 0 в R3. Как показано в Теореме 3.1, эта задача имеет лишь

тривиальное решение E=H≡0 в R3, откуда следует, что u ≡ 0 на Ω.
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3.4 Формулировка метода Галеркина для системы интегро-диф-

ференциальных уравнений в векторной задаче дифракции

на системе непересекающихся тел и экранов

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение задачи дифракции

электромагнитной волны на системе непересекающихся тел и экранов:

ξ̂J(x)−(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)J(y)dy+

−(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy = E0(x), x ∈ Q,

(
− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)J(y)dy−

− (k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy

)
τ
= E0,τ(x), x ∈ Ω.

(3.100)

Будем использовать и краткую форму записи уравнения (3.100):

L̂U = f . (3.101)

Здесь U = (J,u)T – искомое решение, f = (E0,Q,E0,τ)
T – заданная правая

часть уравнения, а L̂ – матричный оператор системы,

L̂ =

 Â K̂1

K̂2 Ŝ

 , (3.102)

который рассматривается, как отображение из пространства X = L2(Q)×

W (Ω) в антидвойственное пространство X′ = L2(Q)×W ′(Ω).

Приближенное решение уравнения (3.101) будем обозначать символом

Um = (Jm0
,um1

)T , а его компоненты представим в виде линейных комби-

наций

Jm0
(x) =

m0∑
k=1

c0kv
(0)(x), um1

(x) =

m1∑
k=1

c1kv
(1)(x) (3.103)
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базисных функций. Можно также записать

Um =
m∑
k=1

ckvk(x), ck = c0k, vk = (v
(0)
k (x), 0)T при k ≤ m0,

ck = c1k−m0
,vk = (0,v

(1)
k−m0

(x))T при k > m0.

(3.104)

Неизвестные коэффициенты найдем согласно формулировке (1.62) мето-

да Галеркина из системы линейных алгебраических уравнений

⟨L̂Um,vk⟩ = ⟨u0,vk⟩ ∀vk ∈ Xm. (3.105)

Здесь Xm ⊂ X – конечномерные подпространства, определяемые следую-

щим образом:

Xm = X0
m0

×X1
m1
,X0

m0
= span{v(0)

1 , . . . ,v(0)
m0
} ⊂ L2(Q),

X1
m1

= span{v(1)
1 , . . . ,v(1)

m1
} ⊂ W (Ω).

(3.106)

Через ⟨·, ·⟩ в (3.105) обозначена полуторалинейная форма, определяющая

антидвойственное спаривание пространств X и X′.

Матрицу A и столбец b системы линейных алгебраических уравнений

запишем [129, 130] в блочном виде с учетом вида матричного оператора L̂,

A =

 A00 A01

A10 A11

 , b =

 b0

b1

 . (3.107)

Выпишем вид матричных элементов Akl
ij , учитывая определение всех опе-

раторов и соотношение антидвойственности в выбранных пространствах:

A00
ij =

∫
Q

(
ξ̂v

(0)
j (x)− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)v
(0)
j (y)dy

)
v
(0)
i dx,

A01
ij =

∫
Q

(
−(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)v
(1)
j (y)dsy

)
v
(0)
i dx,

A10
ij =

∫
Ω

(
−(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)v
(0)
j (y)dy

)
v
(1)
i dsx,

A11
ij =

∫
Ω

(
−(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)v
(1)
j (y)dsy

)
v
(1)
i dsx,

(3.108)
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Выпишем также формулы для элементов столбца b :

b0i =

∫
Q

E0(x)v
(0)
i (x)dx, b1i =

∫
Ω1

E0,τ(x)v
(1)
i (x)dsx, (3.109)

Для вычисления интегралов по поверхности экрана необходимо учесть

определения поверхностной дивергенции и градиента [112]

divτ f = gµν(∂µf) · (∂νx), gradτ φ = gµν∂µφ∂νx. (3.110)

Здесь µ, ν ∈ {1, 2}, ∂µf = (∂tµf1, ∂tµf2, ∂tµf3)
T , ∂νx = (∂tνx1, ∂tνx2, ∂tνx3)

T , а

gµν – тензор, обратный к метрическому тензору

gµν =
(
∂tµx · ∂tνx

)
≡
(
∂µx · ∂νx

)
. (3.111)

Следовательно, элементы столбца b1 вычисляются по формулам

b1i =

∫
D

E0(x(t)) · v(0)
i (x(t))

√
g(t)dt, (3.112)

где D – область параметров (t1, t2) = t. Далее,

A11
ij =

∫
D

(
gµν∂µ(Ag

αβ∂αv
(1)
j (t)∂βx)∂νx

−k2eAv
(1)
j (t)

)
· v(1)

i (x(t))
√
g(t)dt.

(3.113)

Здесь Av(1)
j (t) =

∫
D

G(x(t), x(s))v
(1)
j (x(s))

√
g(s)ds.

Применение формулы (3.113) в случае непустого пересечения носителей

базисной и тестовой функции не обеспечивает достаточной точности вы-

числения при небольшом числе узлов квадратурных формул.

Отметим, что помимо внесения операции div в (3.113) знак интеграла,

можно также перебросить операцию grad на тестовую функцию, так как

ее нормальная компонента тривиальна на границе носителя. Следователь-
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но, (3.113) можно записать в виде [126]

A11
ij = −k2e

∫
Ω

∫
Ω

G(x, y)v
(1)
j (y)v

(1)
i (x)dsydsx+

+

∫
Ω

∫
Ω

G(x, y) div v
(1)
j (y) div v

(1)
i (x)dsydsx =

=

∫
D

∫
D

G(x(t), y(s))
√
g(t)

√
g(s)

(
−k20v

(1)
j (y(s)) · v(1)

i (x(t))+

+gαβ(s)∂αv
(1)
j (y(s))∂βx(s) g

µν(t)∂µv
(1)
i (x(t))∂νx(t)

)
dtds.

(3.114)

3.5 Выбор базисных функций на двух- и трехмерных рассеива-

телях. Свойство аппроксимации

1. Кусочно-постоянные базисные функции на объемном носителе.

Простейший вариант аппроксимирующих функций представляют кусоч-

но-постоянные функции. Пусть Q – область произвольной формы в R3.

Введем параллелепипед Q′, содержащий область Q, и конечные элементы

(см. параграф 1.6)

Qi1i2i3 = Q ∩Q′
i1i2i3

, ik = 1, . . . , lk.

Определим функции v0i :

v0i (x) = v0i1i2i3(x) =

 1, x ∈ Q ∩Qi1i2i3,

0, x /∈ Q ∩Qi1i2i3,
(3.115)

предполагая всегда, что носители функций имеют положительный объем.

Тогда приближение к решению J (3.100) запишется в виде

Jm0
=


J1

J2

J3

 =



l∑
i=1

b1i v
0
i (x)

l∑
i′=1

b2i′v
0
i′(x)

l∑
i′′=1

b3i′′v
0
i′′(x)

 , (3.116)
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или в краткой форме записи:

Jm1
=

m0∑
i=1

c1iv
(0)
i (x), (3.117)

где m0 = 3l, а v
(0)
i (x) – базисные вектор-функции вида (v0i (x), 0, 0)

T ,

(0, v0i (x), 0)
T и (0, 0, v0i (x))

T .

Лемма 3.3. [127] Финитные кусочно-постоянные функции v0
i (3.115) удо-

влетворяют условию аппроксимации в векторном пространстве L2(Q).

Доказательство. Утверждение следует из определения пространства

L2(Q) = L2(Q) × L2(Q) × L2(Q) и условия аппроксимации для скалярных

функций v1i (x)Q в L2(Q), установленного в Лемме 1.1 параграфа 1.6.

2. Базисные функции на объемном носителе, кусочно-линейные по одной

из координат.

Второй способ аппроксимации более удобен с точки зрения вычисления

матричных элементов СЛАУ в методе Галеркина. Его идея состоит в сле-

дующем. Повторяя рассуждения, изложенные на с. 78, будем считать, что

Q ⊂ Q′, а Q′ – параллелепипед . Разобьем Q′ как в параграфе 1.6 паралле-

лепипедами Q′
i1i2i3

. Введем обозначения

h1 := |x1,i1 − x1,i1−1|, h2 := |x2,i2 − x2,i2−1|, h3 := |x3,i3 − x3,i3−1|, (3.118)

и определим три набора функций, кусочно-линейных по одной из декарто-

вых координат, и постоянных по двум другим:

ṽ1i1i2i3(x) =

1− 1
h1 |x1 − x1,i1|, x ∈ Q ∩Q′

i1,i2,i3
∪Q′

i1+1,i2,i3

0, x /∈ Q ∩Q′
i1,i2,i3

∪Q′
i1+1,i2,i3

,

ṽ2i1i2i3(x) =

1− 1
h2 |x2 − x2,i2|, x ∈ Q ∩Q′

i1,i2,i3
∪Q′

i1,i2+1,i3

0, x /∈ Q ∩Q′
i1,i2,i3

∪Q′
i1,i2+1,i3

,

ṽ3i1i2i3(x) =

1− 1
h3 |x3 − x3,i3|, x ∈ Q ∩Q′

i1,i2,i3
∪Q′

i1,i2,i3+1

0, x /∈ Q ∩Q′
i1,i2,i3

∪Q′
i1,i2,i3+1

,

(3.119)
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Компоненты приближенного решения Jm0
могут быть записаны в виде

J1(x) =

n1−1∑
i1=1

n2∑
i2=1

n3∑
i3=1

b1i1i2i3ṽ
1
i1i2i3

(x),

J2(x) =

n1∑
i1=1

n2−1∑
i2=1

n3∑
i3=1

b2i1i2i3ṽ
2
i1i2i3

(x),

J3(x) =

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

n3−1∑
i3=1

b3i1i2i3ṽ
3
i1i2i3

(x).

(3.120)

Для представления векторного приближенного решения Jm0
будем исполь-

зовать краткую форму записи

Jm0
=

m0∑
i=1

c1iv
(0)
i (x), (3.121)

где m0 = l1 + l2 + l3, а v
(0)
i (x) – базисные вектор-функции вида

(ṽ1i1,i2,i3(x), 0, 0)
T , (0, ṽ2i1,i2,i3(x), 0)

T и (0, 0, ṽ3i1,i2,i3(x))
T .

В Лемме 1.1 параграфа 1.6 показано, что условию аппроксимации в

L2(Q) удовлетворяют кусочно-постоянные функции v0i . Эти функции в свою

очередь могут быть сколь угодно точно приближены функциями ṽki1,i2,i3(x).

Действительно, пусть v0i заданы, например, на равномерном разбиении куба

Q = [0; 1]3 элементами Q′
i с ребром h′ = n−1. Введем на этом же кубе под-

чиненное равномерное разбиение элементами Q′′
j с ребром h′′ = n−2. Пусть

φ = v0j – кусочно-постоянная функция с носителем в одном из кубов Q′
j,

а ψ =
∑

i ṽ
1
i (x) – линейная комбинация кусочно-линейных функций, таких

что supp(ṽ1i ) ⊂ Q′
j. Тогда ∥φ− ψ∥L2(Q) ≤

√
2n−2.

Таким образом, верна

Лемма 3.4. Введенные финитные функции v
(0)
i удовлетворяют условию

аппроксимации в векторном пространстве L2(Q).

3. Функции RWG на плоских экранах.

Рассмотрим вопрос об аппроксимации вектор-функций на идеально про-

водящем плоском экране Ω (построение базисных функций на неплоских
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экранах подробно описано в следующем параграфе). Для простоты рассуж-

дений будем предполагать, что Ω – прямоугольный экран, расположенный

в плоскости x10x2 :

Ω =
{
x′ = (x1, x2, 0) ∈ R3 : a1 < x1 < a2, b1 < x2 < b2

}
. (3.122)

Разобьем Ω на прямоугольные конечные элементы

ωj = ωj1j2 = {x′ : xk,jk < xk < xk,jk+1} , k = 1, 2, jk = 0, . . . , nk − 1, (3.123)

где

xk,jk = ak + hkjk, hk = (bk − ak)/nk, k = 1, 2, (3.124)

а затем разобьем все ωj диагоналями фиксированного направления на пары

треугольников.

Рассмотрим совокупность Γ = {γj} всех ребер, не лежащих на границе

∂Ω, и свяжем с каждым таким ребром финитную вектор-функцию v
(1)
j (x)

с носителем на паре смежных треугольников σ+j , σ
−
j , имеющих общее ребро

γj. Обозначим длину ребра γj и площади треугольников σ±j через l(γj) и

s(σ±j ) соответственно. Пусть точки (x+1,j1, x
+
2,j2
, 0) ∈ σ+j и (x−1,j1, x

−
2,j2
, 0) ∈

σ−j – вершины соответствующих треугольников, не лежащие на ребре γj.

Функции RWG определяются следующим образом:

v
(1)
j (x′) =


(x1 − x+1,j1, x2 − x+2,j2)

l(γj)

s(σ+
j )
, x′ ∈ σ+j ,

(x−1,j1 − x1, x
−
2,j2

− x2)
l(γj)

s(σ−
j )
, x′ ∈ σ−j ,

(0, 0), x′ /∈ σ+j ∪ σ−j .

(3.125)

В следующей лемме доказывается свойство предельной плотности под-

пространств X1
m1

= span{v(1)
1 , . . . ,v

(1)
m1} в пространстве W (Ω).
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Лемма 3.5. [127, 135] Функции v
(1)
j (x′) принадлежат пространству

W (Ω) и удовлетворяют условию аппроксимации.

Доказательство. Доказательство сводится к проверке двух утверждений:

о принадлежности функций RWG указанному пространству и о полноте

функций RWG в W (Ω).

Второе утверждение проверено в [47].

Проведем подробное доказательство первого, показав, что финитные

вектор-функции RWG (будем обозначать их теперь так: v(1,0)
j (t1, t2)) при-

надлежат пространству W = W (Ω), то есть

v
(1,0)
j , div v

(1,0)
j ∈ H̃−1/2(Ω). (3.126)

Поясним сначала, что означает принадлежность функции и ее дивер-

генции пространству H̃−1/2(Ω). Из определения функций RWG по фор-

мулам (3.125) следует, что обе компоненты функций – кусочно линейные

(точнее, кусочно-полиномиальные первого порядка) функции, имеющие на

подобластях σ+j , σ
−
j постоянные производные. Поэтому всюду вне границы

∂σj носителя σj = suppv
(1,0)
j и ребра γj дивергенция div v

(1,0)
j понимается

как классическая кусочно-постоянная функция.

При переходе через ∂σj и на γj функции v
(1,0)
j разрывны, поэтому необ-

ходимо определение дивергенции div v
(1,0)
j в терминах распределений.

Рис. 9: (а): Область определения функции v(t1, t2).

Проведем подробное доказательство включений для функции v
(1,0)
j , отве-

чающей наклонному ребру γj. Для удобства рассуждений можно рассмот-



Гл. 3. Векторная задача дифракции на системе непересекающихся экранов и тел 172

реть функцию, заданную на единичном квадрате T = [0; 1]2 ⊂ R2 (см.

Рисунок 9). Опуская постоянные множители, положим

v(t1, t2) =


(t1, t2), t ∈ T+,

(1− t1, 1− t2), t ∈ T−,

0, t /∈ T .

(3.127)

Так как функция v почти всюду непрерывна и всюду имеет конечные

пределы, то она измерима и квадратично суммируема, то есть

v ∈ L2(Ω) = H0(Ω) ⊂ H̃−1/2(Ω). (3.128)

Так как div есть дифференциальный оператор порядка 1, то [52]

div v ∈ H̃−1(Ω), (3.129)

то есть на пространстве Соболева H1(Ω) определяет непрерывный линей-

ный функционал, взаимно однозначно отвечающий [1] непрерывной били-

нейной форме

⟨div v, w⟩Ω = lim
k→∞

⟨S0 div v, wk⟩ =

= lim
k→∞

∫
R2

F(S0 div v)(ξ)F(wk)(ξ)dξ.
(3.130)

Равенство (3.130) есть соотношение двойственности между пространствами

H̃−1(Ω) и H1(Ω). Здесь div v ∈ H̃−1(Ω), w ∈ H1(Ω), S0 – оператор продол-

жения нулем, а wk – функции из C∞(Ω), сходящиеся в H1(Ω) к w; символом

F обозначено преобразование Фурье.

Покажем, что верно включение

div v ∈ H̃−1/2(Ω). (3.131)

Отметим сначала, что нормальная составляющая функции v равна нулю

на ∂T. Например, на нижней части границы t2 = 0, n = (0,−1)T , откуда

v(t) ·n = −t2 ≡ 0. Далее, на правой части имеем t1 = 1, n = (1, 0)T , откуда



Гл. 3. Векторная задача дифракции на системе непересекающихся экранов и тел 173

v(t) ·n = (1−t1) ≡ 0. Проверка на остальной части границы ∂T проводится

аналогично.

Покажем теперь, что v(t) ·n не имеет скачка на диагонали γ. Вычисляя

предел v(t)·n при t→ γ в подобласти T+, получим v(t)·n = (t1, t2)·(1, 1)T =

t1+ t2 ≡ 1. Для следа на γ в T− получим v(t) ·n = (1− t1, 1− t2) · (1, 1)T =

2− t1 − t2 ≡ 1, откуда и вытекает требуемое свойство.

Пусть w = w(t1, t2) – достаточно гладкая функция в R2. Тогда∫∫
T+

w div v = 2

∫∫
T+

w = −
∫∫

T+

gradw · v +

∫∫
T+

div(wv). (3.132)

Применяя теорему Грина, получим∫∫
T+

w div v = −
∫∫
T+

gradw · v +

∮
∂T+

wv1dt2 − wv2dt1, (3.133)

а из равенства нулю нормальной компоненты v на ∂T –∮
∂T+

wv1dt2 − wv2dt1 = −
∫
γ

w(t1dt2 − t2dt1) =

=

∫ 1

0

w[t1 + t2]dt1 =

1∫
0

wdt1.

(3.134)

В подобласти T− получим∫∫
T−

w div v = −
∫∫

T−
gradw · v +

∮
∂T−

wv1dt2 − wv2dt1 =

= −
∫∫

T−
gradw · v −

∫
γ

w
[
(1− t1)dt2 − (1− t2)dt1

]
=

= −
∫∫

T−
gradw · v −

∫ 1

0

wdt1.

(3.135)

Из (3.132)–(3.135) и из интегрируемости v следует, что для рассматри-

ваемой разрывной функции v имеет место равенство∫∫
T+

w div v +

∫∫
T−
w div v = −

∫∫
T

gradw · v. (3.136)
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Заметим, наконец, что для всякой гладкой функции v с носителем в T

и нулевой нормальной составляющей имеет место равенство∫∫
T

w div v =

∫∫
T+

w div v +

∫∫
T−
w div v = −

∫∫
T

gradw · v. (3.137)

Последнее равенство и принимается с учетом вышеописанных свойств

функции v в качестве определения дивергенции (в смысле распределений):∫∫
T

w div v = −
∫∫

T

gradw · v. (3.138)

Учитывая равенство v · n ≡ 0 на ∂T, можно определить div v и как обоб-

щенную функцию в R2 c компактным носителем T :∫∫
R2

w div v = −
∫∫

R2

gradw · v = −
∫∫

T

gradw · v. (3.139)

Рассмотрим билинейную форму

F (w,v) = ⟨w, div v⟩+ ⟨gradw,v⟩ =
∫∫

R2

w div v +

∫∫
R2

gradw · v. (3.140)

Равенство (3.139) означает, что F (w,v) = 0 для всех достаточно глад-

ких функций w. Заметим еще, что оба слагаемых в правой части (3.140)

определяют соотношения двойственности пространств Соболева H1/2(R2)

и H−1/2(R2). Отсюда получаем по непрерывности, что F (w,v) = 0 для всех

w ∈ H1/2(R2) (следовательно, gradw ∈ H−1/2(R2)). Таким образом, div v

как распределение из H−1/2(R2) определено по формуле∫∫
R2

w div v = −
∫∫

R2

gradw · v, ∀w ∈ H1/2(R2). (3.141)

Остается заметить, что так как v имеет компактный носитель в Ω, то

div v есть элемент пространства H̃−1/2(Ω), что и требовалось показать.
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3.6 Базисные вектор-функции на неплоских гладких экранах:

определение, свойство аппроксимации, примеры

Опишем построение и свойства базисных вектор-функций на незамкну-

том ориентируемом гладком бесконечно тонком идеально проводящем

экране в задаче дифракции электромагнитной волны.

Предполагается, что экран Ω – гладкая (класса C∞) двумерная ориенти-

руемая поверхность с краем. Иначе: Ω – гладкое компактное ориентируемое

двумерное многообразие с гладким краем ∂Ω. Для Ω существует покры-

тие конечным числом окрестностей {Uα}, которые отображаются гладкими

диффеоморфизмами κα : Uα → Vα в R2, причем образы Vα окрестностей

внутренних точек экрана Ω диффеоморфны отрытым множествам в R2 (на-

пример, кругам с центром в точках t = κα(x)), а образы окрестностей точек

границы – открытым множествам в R2
+ (например, полукругам). Предпола-

гается также, что для всякого покрытия U координатными окрестностями

задано подчиненное U разбиение единицы {φα} .

Отметим также, что если экран Ω представляет собой достаточно глад-

кую параметризуемую поверхность в R3, то в подходящей окрестности

любой его внутренней точки возможно введение изотермических коорди-

нат [62]. Следовательно, все свойства пространств и операторов на Ω, опи-

санные в параграфах 3.2,3.3 переносятся и на случай параметризуемых

экранов. Кроме того, соболевские нормы на Ω, отвечающие различным

атласам и разбиениям единицы, эквивалентны [1]. Норма в пространстве

Соболева Hs(M) на замкнутом многообразии M определяется следующим

образом [1] (см. также с. 137 диссертации):

∥u∥Hs(M) =
∑
α

∥u(κ−1
α (t))φα(κ

−1
α (t))∥Hs(R2). (3.142)

Базисные вектор-функции будут построены на неплоских экранах, пред-
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ставляющих собой параметрически заданные поверхности в R3:

Ω = {x ∈ R3 : xi = xi(t1, t2), i = 1, 2, 3}, (t1, t2) ∈ D ⊂ R2. (3.143)

Здесь D – прямоугольник со сторонами, параллельными координатным

осям 0t1, 0t2, например, D = {(t1, t2) : ti ∈ (0; ai)}. При этом отоб-

ражение x(t) : D → Ω есть диффеоморфизм класса C∞: x ∈ C∞(D),

x−1 = κ ∈ C∞(Ω). Заметим, что так как параметризация поверхности

описывается отображением из R2 в R3, то диффеоморфность отображе-

ния x : D → Ω подразумевает в том числе, что в каждой точке (t1, t2) ∈ D

матрица Якоби x′t имеет ранг 2.

(а) (б)

Рис. 10: (а): Область параметров D, касательное пространство TtD с базисом e1,t, e2,t.

(б): Экран Ω, касательное пространство TxΩ с базисом e1,x, e2,x.

Пусть B – открытый круг радиуса r, содержащий D, причем

dist(∂D, ∂B) > 0. Пусть также B′ – круг радиуса r + δ с тем же цен-

тром, что и B. Рассмотрим еще образы кругов B и B′ при введенном

отображении x(t). Эти образы суть поверхности ΩB′ ⊃ ΩB ⊃ Ω, причем

dist(∂ΩB′, ∂ΩB) = d′ > 0 и dist(∂ΩB, ∂Ω) = d > 0. Пример поверхности Ω

и области параметров D схематически изображен на Рисунке 2 (см. с. 84

диссертации) и Рисунке 10.

Определим базисные вектор-функции v
(1)
j (x) в пространстве W = W (Ω)

сечений векторных расслоений многообразия Ω. Точнее, в рассматриваемой
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задаче W – пространство сечений касательного расслоения поверхности

Ω. Так как Ω является по предположению гладким экраном, то в каждой

(внутренней) точке x ∈ Ω можно определить вектор единичной нормали

nx, причем поле нормалей на Ω является гладким. Следовательно, в каж-

дой точке x определена касательная плоскость (точнее, пара "точка, плос-

кость") TxΩ к поверхности Ω (см. Рисунок 10). Объединение TxΩ по всем

x ∈ Ω обозначим через TΩ.

В рассматриваемой задаче дифракции u (см. уравнения (3.55)) пред-

ставляет собой векторное поле, касательное к Ω, то есть является сечением

Ω → TΩ касательного расслоения TΩ. Так как параметрически заданный

экран определяется отображением x = x(t1, t2) : D → Ω, то отображе-

ние касательных пространств определяется дифференциалом [14] вектор-

функции x(t1, t2),

Dx : TD → TΩ, (3.144)

Всякому элементу at ∈ TtD этим отображением ставится в соответствие

элемент ax ∈ TxΩ по правилу

ax =
∂x

∂t
at, (3.145)

при этом базис {e1,t, e2,t} касательного пространства TtD переводится диф-

ференциалом в базис {e1,x, e2,x} касательного пространства TxΩ :

ei,x =
∂x

∂t
ei,t, i = 1, 2. (3.146)

Пусть в D определены функции RWG v
(1)
j (x′) согласно (3.125); будем

теперь обозначать эти функции символом v
(1,0)
j (t1, t2). Базисные функции

v
(1)
j (x) в точках x = x(t) = x(t1, t2) неплоского экрана определим как пере-

несенные дифференциалом Dx с D на Ω вектор-функции RWG:

v
(1)
j (x(t)) =

∂x

∂t
v
(1,0)
j (t1, t2), x(t) ∈ Ω. (3.147)

Докажем теорему о полноте системы функций v
(1)
j (x).
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Теорема 3.7. [135] Вектор-функции v
(1)
j (x) на гладком (класса C∞) неза-

мкнутом ориентируемом параметрически заданном экране Ω удовлетво-

ряют условию аппроксимации в пространстве W = W (Ω).

Доказательство. 1. Надо проверить, что вектор-функции v
(1)
j (x) принад-

лежат пространству сечений W = W (Ω). В Лемме 3.5 было доказано, что

функции v
(1,0)
j принадлежат пространству W (Ω) в случае, когда экран Ω

является плоским. В нашем случае заключаем, что v
(1,0)
j (t) ∈ W (D). Теперь

требуемый результат вытекает [1] из определения норм в пространствах Со-

болева (см. формулу (3.142)) и гладкости поверхности Ω.

2. Надо доказать полноту системы функций v
(1)
j в W (Ω), то есть по-

казать, что для всякого элемента u(x) ∈ W при любом ε > 0 найдутся

коэффициенты ci (i = 1, . . . ,m1(n)) такие, что

∥u− um1
∥W = ∥u−

m1∑
j=1

cjv
(1)
j ∥W < ε. (3.148)

Соотношение (3.148) достаточно установить для гладких сечений, так

как класс C∞
0 (Ω) есть множество, всюду плотное в W [17].

Функции RWG удовлетворяют условию аппроксимации в пространстве

W (D); более того, коэффициенты cj при функциях RWG можно [47] задать

так, что

sup
t∈D

|uD(t)− um1,D(t)| → 0, sup
t∈D

| divuD(t)− divum1,D(t)| → 0, (3.149)

при n→ ∞, откуда следует [47] оценка

inf
um1,D

∥uD − um1,D∥W (D) ≤ C0 ∥uD∥C2(D)O(1/n). (3.150)

Покажем, что оценки, аналогичные (3.149) имеют место и на гладком

неплоском экране Ω при заданном определении базисных функций.

Покажем сначала, что ∥r(x)∥∞ = sup
x∈Ω

|u(x)− um1
(x)| → 0 при m1 → ∞,
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оценивая |r(x)| в произвольной точке x ∈ Ω:

|r(x)| =
∣∣u(x)−∑

j

cjv
(1)
j (x)

∣∣ = ∣∣∣∂x
∂t

uD(t)−
∑
j

cj
∂x

∂t
v
(1,0)
j (t)

∣∣∣ =
=
∣∣∣∂x
∂t

(
uD(t)−

∑
j

cjv
(1,0)
j (t)

)∣∣∣≤ c1
∣∣uD(t)− uD,m1

(t)
∣∣. (3.151)

Здесь сечение uD(t) – прообраз сечения u(x), причем uD ∈ C∞
0 (R2) в силу

гладкости отображения ∂x/∂t : TtD → TxΩ.

Проверим теперь, что ∥ divτ r(x)∥∞ = sup
x∈Ω

| divτ(u(x)− um1
(x))| → 0 при

m1 → ∞. Известно [112], что поверхностная дивергенция поля f на гладкой

поверхности вычисляется по формуле

divτ f = gµν(∂µf) · (∂νx). (3.152)

Здесь µ, ν ∈ {1, 2}, ∂µf = (∂tµf1, ∂tµf2, ∂tµf3)
T , ∂νx = (∂tνx1, ∂tνx2, ∂tνx3)

T , а

gµν – тензор, обратный к метрическому тензору

gµν =
(
∂tµx · ∂tνx

)
≡
(
∂µx · ∂νx

)
. (3.153)

Вычислим divτ r(x) = divτ(u(x) − um1
(x)) в произвольной точке x =

x(t) ∈ Ω, обозначая прообраз rD(t) сечения r(x) при отображении Dx сим-

волом p(t) = p = (p1, p2)
T :

divτ r(x) = gµν(∂µr) · (∂νx) = gµν
(
∂µ(

∂x

∂t
p)
)
· (∂νx) =

= gµν
(
∂µ(

∂x

∂t
)p
)
· (∂νx) + gµν

(∂x
∂t

∂µ(p)
)
· (∂νx).

(3.154)

Первое слагаемое в (3.154) стремится к нулю при m1 → ∞ в силу пер-

вого соотношения из (3.149) и гладкости ∂x/∂t на D. Преобразуем второе

слагаемое

gµν
(∂x
∂t

∂µ(p)
)
· (∂νx) = gµν


∂1x1 ∂2x1

∂1x2 ∂2x2

∂1x3 ∂2x3


 ∂µp1

∂µp2

 ·


∂νx1

∂νx2

∂νx3

 =
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= g11
[
∂1x1 ∂1p1 ∂1x1 + ∂2x1 ∂1p2 ∂1x1 +

∂1x2 ∂1p1 ∂1x2 + ∂2x2 ∂1p2 ∂1x2 +

∂1x3 ∂1p1 ∂1x3 + ∂2x3 ∂1p2 ∂1x3
]
+

+ g12
[
∂1x1 ∂1p1 ∂2x1 + ∂2x1 ∂1p2 ∂2x1 +

∂1x2 ∂1p1 ∂2x2 + ∂2x2 ∂1p2 ∂2x2 +

∂1x3 ∂1p1 ∂2x3 + ∂2x3 ∂1p2 ∂2x3
]
+

+ g21
[
∂1x1 ∂2p1 ∂1x1 + ∂2x1 ∂2p2 ∂1x1 +

∂1x2 ∂2p1 ∂1x2 + ∂2x2 ∂2p2 ∂1x2 +

∂1x3 ∂2p1 ∂1x3 + ∂2x3 ∂2p2 ∂1x3
]
+

+ g22
[
∂1x1 ∂2p1 ∂2x1 + ∂2x1 ∂2p2 ∂2x1 +

∂1x2 ∂2p1 ∂2x2 + ∂2x2 ∂2p2 ∂2x2 +

∂1x3 ∂2p1 ∂2x3 + ∂2x3 ∂2p2 ∂2x3
]
=

= S1(∂1p1, ∂2p2) + S2(∂2p1, ∂1p2).

(3.155)

Слагаемое S1 бесконечно мало при m1 → ∞ в силу второго предельно-

го соотношения в (3.149). Исследуем S2, , группируя слагаемые с общими

множителями вида ∂ipjgµν:

S2 = ∂1p2
[
g11 (∂2x) · (∂1x) + g12 (∂2x) · (∂2x)

]
+

+ ∂2p1
[
g21 (∂1x) · (∂1x) + g22 (∂1x) · (∂2x)

]
=

= ∂1p2
[
g11g21 + g12 g22

]
+ ∂2p1

[
g21g11 + g22 g12

]
= 0.

(3.156)

Равенство нулю следует из симметричности тензоров gµν и gνλ, являющихся

взаимно обратными:
gµνgνλ = δµλ . (3.157)

Таким образом, коэффициенты cj при базисных вектор-функциях v
(1)
j

можно задать так, что

sup
x∈Ω

|u(x)− um1
(x)| → 0, sup

x∈Ω
| divτ u(x)− divτ um1

(x)| → 0, (3.158)
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при n,m1(n) → ∞, откуда и из (3.150) следует оценка в пространстве W

inf
um1

∈X1
m1

∥u− um1
∥W (Ω) ≤ C1 ·O(1/n). (3.159)

Теорема доказана.

3.7 Замечание о вектор-функциях типа roof-top на неплоских

гладких экранах

Для приближения решения на идеально проводящем экране можно ис-

пользовать и аналоги функций типа roof-top [77]. Введем в области пара-

метров D = [0, a1]× [0, a2] прямоугольные конечные элементы

Di1,i2 = [ti1, ti1+1]× [ti2, ti2+1], (i1, i2 = 0, ..., n− 1), (3.160)

где tik = ikhk, hk = ak
n , k = 1, 2.

Введем сначала финитные скалярные кусочно-линейные (по одному из

параметром) функции

v
(1)
i1i2

(t) =

 1− |t1−t1,i1+1|
h1

, t ∈ Di1,i2 ∪Di1+1,i2,

0, t /∈ Di1,i2 ∪Di1+1,i2,
(3.161)

v
(2)
i1i2

(t) =

 1− |t1−t2,i1+1|
h2

, t ∈ Di1,i2 ∪Di1,i2+1,

0, t /∈ Di1,i2 ∪Di1,i2+1,
(3.162)

и вектор-функции rooftop

v
(0,1)
i1,i2

(t) = (ν
(1)
i1,i2

(t), 0), i1 = 0, ..., n− 2, i2 = 0, ..., n− 1

v
(0,2)
i1,i2

(t) = (0, ν
(2)
i1,i2

(t)), i1 = 0, ..., n− 1, i2 = 0, ..., n− 2.
(3.163)

Базисные вектор-функции v
(k)
i = v

(k)
i1,i2

(x) в точках неплоского экрана

определим по формуле

v
(k)
i (x(t)) =

∂x

∂t
v
(k,0)
i (t1, t2), x(t) ∈ Ω. (3.164)

В работе [27] описаны свойства функций roof-top на плоском прямоуголь-

ном экране и, в частности, установлены предельные соотношения (3.149).
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Доказательство принадлежности вектор-функций пространству W (Ω) и

вывод оценок (3.158),(3.159) полностью повторяет доказательство Теоре-

мы 3.7. Таким образом, верно

Утверждение 3.1. Вектор-функции v
(k)
i (x) на гладком (класса C∞) неза-

мкнутом ориентируемом параметрически заданном экране Ω удовлетво-

ряют условию аппроксимации в пространстве W = W (Ω).

3.8 Аппроксимация вектор-функций на неплоских экранах.

Приведем примеры приближения вектор-функций на неплоских пара-

метрически заданных экранах Ω предложенными вектор-функциями.

Значения функций RWG представляют собой векторы, лежащие в плос-

кости t1Ot2. Значения функций v
(1)
j (x), x ∈ Ω – векторы лежащие в каса-

тельной к экрану плоскости TxΩ и имеют в общем случае три отличные от

нуля компоненты (номер компоненты вектор-функции будет обозначаться

буквой k):

v
(1),k
j (x) ≡/ 0, x ∈ Ω, k = 1, 2, 3. (3.165)

На Рисунке 11 (а) изображена вторая компонента (k = 2) функции RWG

v
(1,0)
j (x), отвечающей горизонтальному ребру в прямоугольной области D

параметров t1, t2; значение мультииндекса j равно (0, 0).

Рассмотрим два примера неплоских экранов. Первый экран – часть сфе-

ры, заданной явным образом,

ΩS = {x : x1 = t1, x2 = t2, x3 =
√

2.0− t21 − t22, |tk| ≤
√
2}, (3.166)

второй – цилиндрическая поверхность

ΩC = {x : x1 = 2 cos t1, x2 = 2 sin t1, x3 = t2, t1 ∈ [0,
π

2
], t2 ∈ [0, 1]}. (3.167)

На Рисунках 11 (б) и (в) изображена третья (k = 3) компоненты вектор-

функции v
(1)
j (x) (j = (0, 0)) на сферическом и цилиндрическом экранах.

Значения функции отмечены цветом.
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(а) (б) (в)

Рис. 11: (a): График функции v(1,0),2(0,0) (t), t ∈ D; (б): График функции v(1),3(0,0)(x), x ∈ ΩS;

(в): График функции v(1),3(0,0)(x), x ∈ ΩC .

Пусть f – произвольное гладкое векторное поле в R3. Определим гладкое

касательное сечение на экране Ω формулой

u(x) = fτ(x) = f(x)− (f(x) · n(x))n(x), x ∈ Ω, (3.168)

где n(x) – вектор единичной нормали к Ω в точке x.

Пример аппроксимации на цилиндрической поверхности.

Рассмотрим на цилиндрической поверхности Ω функцию u2(x), где

u(x) = (sin x1, cosx3, sin(2x3))
T
τ , график которой представлен на Ри-

сунке 12 (а). Множество значений функции u2 на экране Ω – сегмент

[−0.006..., 1.9...].

Таблица 3: Отклонение ∥u2 − u2m1
∥∞ на цилиндрическом экране ΩC в зависимости от

значения параметра разбиения n (m1 = 3n2 − 2n) множества D.

n 8 16 32 64

∥u− um1∥∞ .533 .193 .081 .047

На Рисунках 12 (б)–(д) изображены приближения u2m1
функции u2, от-

вечающие равномерным сеткам в области параметров D с параметром раз-

биения n ∈ {8, 16, 32, 64} (по каждой из координатных осей 0t1 и 0t2), а в

Таблице 3 – значения отклонений ∥u2 − u2m1
∥∞ = max

x∈ΩC

|u2(x)− u2m1
(x)|.
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(а) (б)

(в) (г) (д)

Рис. 12: (а): график функции u2; (б)-(д): графики функций u2m1
(x).

Пример аппроксимации на сферической поверхности.

Рассмотрим на сферической поверхности ΩS функцию u, определенную

согласно (3.168) c f(x) = (x2, x3, x2)
T . На Рисунке 13 (а) представлен гра-

фик третьей компоненты u3(x) вектор-функции u. Множество значений

функции u3 на экране – сегмент [−0.424..., 1.045...].

На Рисунках 13 (б)–(е) изображены приближения u3m1
(x) функции u3,

отвечающие равномерным сеткам в области параметров D с параметром

разбиения n ∈ {8, 16, 32, 64} (по каждой из координатных осей 0t1 и 0t2), а

в Таблице 4 – значения отклонений ∥u3 − u3m1
∥∞ = max

x∈ΩS

|u3(x)− u3m1
(x)|.

Таблица 4: Отклонение ∥u3−u3m1
∥∞ на сферическом экране ΩS в зависимости от значения

параметра разбиения n множества D.

n 8 16 32 64

∥u3 − u3m1
∥∞ 0.61 0.21 0.09 0.05
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(а) (б): n = 8

(в): n = 16 (г): n = 32 (д): n = 64

Рис. 13: (а): график функции u3(x); (б)-(д): графики функций u3m1
(x).

3.9 Сходимость метода Галеркина в векторной задаче дифрак-

ции на системе непересекающихся тел и экранов

Ниже сформулирована и доказана теорема о сходимости метода Галер-

кина для оператора L̂ : X → X′. Будем придерживаться определения схо-

димости метода Галеркина, которое было дано в параграфе 1.8.

Теорема 3.8. [127, 135] Пусть в R3 \Q выполнены условия

Re εe > 0, Im εe > 0, Reµe > 0, Imµe = 0. (3.169)

Пусть в Q тензор относительной диэлектрической проницаемости ε̂r(x)

таков, что в x ∈ Q существует ограниченный тензор

ξ̂(x) = (ε̂r(x)− Î)−1, (3.170)

где Î – единичный тензор. Пусть для ε̂r(x) в Q выполнено хотя бы одно

из условий

Re
(
ε̂r(x)v · v

)
> C1|v|2 при некотором C1 > 1, (3.171)

Im
(
ε̂r(x)v · v

)
> C2|v|2 при некотором C2 > 0 или (3.172)
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− Im
(
ε̂r(x)v · v

)
> C3|v|2 при некотором C3 > 0 (3.173)

для всех векторов v ∈ C3. Пусть, кроме того, ε̂(x)=ε(x)̂I, если Im εij = 0.

Пусть базисные функции v0
i (x) и v

(1)
j (x) удовлетворяют условию ап-

проксимации в пространствах L2(Q) и W (Ω) соответственно, причем Ω

– ориентируемая гладкая (класса C∞) незамкнутая параметрически за-

данная поверхность.

Тогда метод Галеркина (3.105) является сходящимся для оператора

L̂ : X → X′ : приближенные решения um сходятся к единственному ре-

шению u ∈ X уравнения (3.101) и имеет место квазиоптимальная оценка

скорости сходимости

∥u− um∥X ≤ C inf
v∈Xm

∥u− v∥X. (3.174)

Доказательство. Представим оператор L̂ в виде

L̂ = L̂1 + L̂2 :=

 Â0 + Â1 0

0 Ŝ

+

 0 K̂1

K̂2 0

 . (3.175)

и установим сначала сходимость метода для оператора L̂1.

Оператор Â0 + Â1 является обратимым эллиптическим оператором в

L2(Q) (см. Теорему 3.6 параграфа 3.2), так как представим в виде суммы

коэрцитивного и компактного операторов. Из сходимости метода Галерки-

на для коэрцитивного оператора Â0 [87] и обратимости Â0 + Â1 следует

сходимость для Â0 + Â1. Из сходимости метода для Ŝ : W → W ′ (см. [47])

следует, что метод Галеркина сходится для L̂1 : X → X′.

Теперь окончательный результат следует из того,что оператор L̂2 ком-

пактен, а L̂ = L̂1 + L̂2 инъективен в выбранных пространствах [87].
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ГЛАВА 4. Векторная задача дифракции электромаг-

нитной волны на объемных неоднородных диэлектри-

ческих телах, частично экранированных системой иде-

ально проводящих экранов

Основные результаты главы опубликованы в работах [120, 122, 133, 136,

139, 144].

4.1 Постановка краевой задачи дифракции для системы уравне-

ний Максвелла. Единственность квазиклассического реше-

ния краевой задачи

Пусть Q ⊂ R3 – ограниченная область с гладкой границей ∂Q, распо-

ложенная в неограниченном однородном изотропном пространстве, диэлек-

трическая и магнитная проницаемости которого удовлетворяют условиям

Re εe > 0, Im εe > 0, Reµe > 0, Imµe = 0, (4.1)

а волновое число ke = ω
√
εeµe, определено выбором ветви квадратного

корня так, что выполнены условия

Re ke > 0, Im ke > 0. (4.2)

Как и в предыдущей главе допускается многосвязность области Q и

предполагается, что Q – диэлектрически неоднородная и анизотропная об-

ласть. Ее постоянная магнитная проницаемость µe совпадает с магнит-

ной проницаемостью свободного пространства, а диэлектрическая прони-

цаемость – тензор-функция ε̂(x) с гладкими компонентами: εij ∈ C∞(Q).



Гл. 4. Векторная задача дифракции на частично экранированных телах 188

Рис. 14: Векторная задача дифракции на частично экранированном теле.

Для тензора относительной диэлектрической проницаемости ε̂r(x) =

ε̂(x)/εe выполнено условие непрерывной обратимости

ξ̂(x) = (ε̂r(x)− Î)−1 ∈ C∞(Q), (4.3)

и одно из условий

Re
(
ε̂r(x)v · v

)
> C1|v|2 при некотором C1 > 1, (4.4)

Im
(
ε̂r(x)v · v

)
> C2|v|2 при некотором C2 > 0 или (4.5)

− Im
(
ε̂r(x)v · v

)
> C3|v|2 при некотором C3 > 0 (4.6)

для всех векторов v ∈ C3.

Пусть, как и ранее, Ω – конечная система попарно непересекающихся

идеально проводящих экранов Ωi (i = 1, . . . , n) с определенным заранее по-

лем нормалей ν: Ω = ∪Ωi, Ω̄ ⊂ ∂Q. Край ∂Ω экрана Ω – гладкая кривая

(или система кривых) класса C∞ без точек самопересечения, ∂Ωδ – трубча-

тые окрестности края экрана, Ωδ :=
∪

x∈ΩBδ(x) – δ-окрестности экрана, а

P+ ⊂ R3 \ (Q), P− ⊂ Q – произвольные области, соответственно внешняя и

внутренняя к экрану Ω и такие, что Ω ⊂ ∂P±. Пусть также ∂Q′ := ∂Q \Ω.

Условие частичного экранирования тела Q означает, что Ω – подмноже-

ство гладкой части границы тела,

Ω ⊂ ∂Q, mes(∂Q \ Ω) > 0, (4.7)
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причем ∂Q \ Ω – открытое множество на поверхности ∂Q.

Постановка задачи. Рассмотрим задачу дифракции на системе

частично экранированных тел Q стороннего электромагнитного поля

(E0,H0) ∈ C∞(R3), являющегося решением системы уравнений Максвелла rotH0 = −iωεeE0,

rotE0 = iωµeH0.
(4.8)

Требуется определить полное электромагнитное поле (E,H) = (Es,Hs)+

(E0,H0), удовлетворяющее в R3 \ ∂Q системе уравнений Максвелла: rotH = −iωε̂E,

rotE = iωµeH,
(4.9)

условиям непрерывности касательных компонент

[Eτ ]|∂Q′ = [Hτ ]|∂Q′ = 0 (4.10)

на неэкранированной части границы области неоднородности, условию

Eτ |Ω = 0, (4.11)

во внутренних точках экрана Ω, условиям конечности энергии в любом

ограниченном объеме пространства

E,H ∈ L2,loc(R3) (4.12)

и условиям излучения Сильвера-Мюллера на бесконечности для рассеян-

ного поля:

Es,Hs = o(1/r), Im ke > 0,

Hs × er − Es = o(1/r), Es × er −Hs = o(1/r),

Es,Hs = O(1/r), Im ke = 0

(4.13)

при r → ∞. Здесь r = |x|, x ∈ R3.
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Потребуем также, чтобы полное поле удовлетворяло следующим услови-

ям гладкости:

E,H ∈ C1(Q)
∩

C1(R3 \Q)
∩

C(Q \ Ω)
∩

C(R3 \ (Q ∪ Ω))∩
δ>0

C(P+ \ ∂Ωδ)
∩
δ>0

C(P− \ ∂Ωδ).
(4.14)

Определение 4.1. Решение (E,H) задачи (4.9)–(4.13), удовлетворяющее

условиям (4.14), называется квазиклассическим решением задачи ди-

фракции в дифференциальной формулировке.

Единственность квазиклассического решения задачи дифракции

Теорема 4.1. [133, 136] Пусть свободное от рассеивателей трехмерное

пространство характеризуется постоянными значениями проницаемо-

стей εe, µe, удовлетворяющих условиям (4.1) и (4.3). Диэлектрическая

проницаемость в Q удовлетворяет одному из условий:

• Im εij(x) > 0 в Q, тензор ε̂(x) удовлетворяет условиям (4.3)–(4.6) и

является симметрическим;

• Im εij(x) ≡ 0 в Q и ε̂(x) = ε(x)̂I.

Тогда если квазиклассическое решение задачи (4.9)–(4.13) существует,

то оно единственно.

Доказательство. 1. Пусть B = Br(0) – такой шар радиуса r с центром в

начале координат, что B ⊃ Q. Рассмотрим ограниченные области V1 := Q

и V2 := B \ Q. Единичный вектор нормали на поверхности ∂Q (или ∂B),

внешней по отношению к области Q (B) будем обозначать одним и тем же

символом n – из контекста всегда понятно, о какой нормали идет речь.

Пусть Ei,Hi – сужения поля на области Vi. Переформулируем исходную

краевую задачу в областях Vi :

rotH1 = −iωε̂E1, rotE1 = iωµeH1 в V1, (4.15)
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rotH2 = −iωεeE2, rotE2 = iωµeH2 в V2, (4.16)

E1,τ |∂Q\Ω = E2,τ |∂Q\Ω, H1,τ |∂Q\Ω = H2,τ |∂Q\Ω,

E1,τ |Ω = E2,τ |Ω = 0,
(4.17)

причем Ei,Hi должны удовлетворять в V i условиям гладкости, вытекаю-

щим из (4.14).

Применяя лемму Лоренца (см. 129 Главы 3), получим:∫
∂Q

(E1 ×H1 + E1 ×H1) · nds = 0, (4.18)

−
∫
∂Q

(E2 ×H2 + E2 ×H2) · n ds+

+

∫
∂B

(E2 ×H2 + E2 ×H2) · n ds = 0.

(4.19)

Суммируя (4.18) и (4.19), получим с учетом условий сопряжения на ∂Q\

Ω и равенства нулю на Ω касательной составляющей Eτ электрического

поля: ∫
∂B

(E2 ×H2 + E2 ×H2) · n ds = 0. (4.20)

Преобразуем левую часть (4.20) c учетом условий Сильвера-Мюллера:∫
∂B

(E2 ×H2 + E2 ×H2) · n ds =∫
∂B

(E2 ×H2 + E2 ×H2) · n ds = 2Re

∫
∂B

(E2 ×H2) · n ds =

= 2Re

∫
∂B

(
(H2 × n+ o(1/r))×H2

)
· n ds =

= 2Re

∫
∂B

(
H2 × n×H2

)
· n ds+ o(1) =

= 2Re

∫
∂B

(H2 × n) · (H2 × n)ds+ o(1) =

∫
∂B

|H2 × n|2ds+ o(1) =

=

∫
∂B

|H2,τ |2ds+ o(1).
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Таким образом, ∫
∂B

|H2,τ |2ds = o(1).

Применяя лемму Реллиха (см. [95], c.86), заключаем, что E2,H2 ≡ 0 вне Q.

Таким образом, установлено равенство нулю электромагнитного поля вне

рассеивателя:

E,H ≡ 0 в R3 \Q. (4.21)

Докажем теперь, что E = H ≡ 0 в Q.

Из непрерывности касательных компонент поля, (4.10),(4.14) и (4.21)

следует

Eτ = Hτ = 0 на ∂Q′. (4.22)

Учитывая условие для скачка нормальной компоненты магнитного поля

на границе раздела сред (см. [16], с. 41 и [51], с.43)

[µHn]|∂Q′ = 0 (4.23)

и требование µ ≡ µe всюду в R3, выводим

Hn = 0 на ∂Q′. (4.24)

Далее воспользуемся свойством [16, 51]

[εEn]|∂Q′ = 0 (4.25)

для скачка нормальной составляющей электрического поля. Из доказанно-

го выше следует, что εeEn|∂Q′ = 0, если выполнить операцию касательного

следа извне Q. Из (4.25) для следа изнутри Q следует, что εEn|∂Q′ = 0. Так

как диэлектрическая проницаемость не обращается в нуль на границе тела

Q, то

En|∂Q′ = 0 (4.26)
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с каждой стороны поверхности ∂Q′. Таким образом, для полного электро-

магнитного поля выполняются (в классическом смысле) однородные усло-

вия на части границы области неоднородности:

E|∂Q′ = H|∂Q′ = 0. (4.27)

Теперь можно записать включения

E, ε̂E, H ∈ C0(R3 \ Ωδ). (4.28)

Выражая E через H, получим из уравнения (4.9) следующее равенство

для H :

△H+
1

ε(x)
grad ε(x)× rotH+ k2(x)H = 0, x ∈ Q, (4.29)

где k2(x) = ω2µeε(x), причем уравнение выполняется в классическом смыс-

ле.

Рассмотрим функцию

F(x) =− 1

ε(x)
grad ε(x)× rotH(x)− k2(x)H(x)−H(x) =

=iω grad ε(x)× E(x)− k2(x)H(x)−H(x), x ∈ Q.

Тогда (4.29) можно записать в виде

△H(x)−H(x) = F(x), x ∈ Q, (4.30)

причем из установленных выше свойств решения однородной краевой зада-

чи следует, что

F ∈ C(Q \ Ω), F|∂Q\Ω = 0. (4.31)

Обозначим через F̃ продолжение нулем функции F вне Q. Тогда

F̃ ∈ C0(R3 \ Ωδ). (4.32)

Проверим, что в области V = Q\Ωδ выполнены условия Утверждения A

(с. 134).
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Граница ∂V содержит гладкую часть S1 = ∂Q \ Ωδ – поверхность клас-

са не ниже C3 (то есть, p > 1), оператор L = L′ = △ − 1 является

сильно эллиптическим самосопряженным оператором порядка 2 (m = 1)

с постоянными коэффициентами. Функция H принадлежит пространству

L2(V ) ⊃ C(V ) (s = 0). Так как, по крайней мере, F ∈ L2(V ), то пра-

вая часть F ∈ H−2
loc (V, S1). Однородные условия D0Hi = 0 выполнены на

поверхности S1 в силу ранее доказанного. Уравнение Lu = f также удо-

влетворено для всех компонент Hi, так как для всех v ∈ H2(V ) ∩
◦
W 1

2 (V )

верно

(LHi, v)0 ≡
(
(△− 1)Hi, v

)
0
= (Fi, v)0.

Теперь, учитывая соотношения между параметрами p, s,m и фактическую

принадлежность вектор-функции F классу L2(V ) = H0(V ) (то есть, t = 0),

заключаем из Утверждения А, что

Hi ∈ H2
loc(V ), и DβHi

∣∣
S1

= 0, |β| ≤ 0.

Следовательно

H ∈ C0,α
0 (R3 \ Ωδ), α ∈ (0, 1/2).

Рассуждая аналогично, получаем, что

E ∈ C0,α
0 (R3 \ Ωδ), α ∈ (0, 1/2).

Тогда

F̃ ∈ C0,α
0 (R3 \ Ωδ).

Из Утверждения Б на с. 135 при l = 2 получим

H ∈ C2,α
0 (R3 \ Ωδ),

а из принципа единственного продолжения [63] выведем, что

H ≡ 0 в R3 \ Ωδ.
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Заметим теперь, что область Ωδ, содержащая экран Ω может быть вы-

брана так, что для любой внутренней точки x ∈ Q\Ω области неоднородно-

сти (сколь угодно близкой к ∂Q,) можно выбрать δ > 0 настолько малым,

чтобы x лежала вне Ωδ. Отсюда окончательно заключаем, что

H ≡ E ≡ 0 в R3 \ Ω.

Теорема доказана.

4.2 Система интегро-дифференциальных уравнений. Коэрци-

тивность квадратичной формы оператора задачи дифрак-

ции. Его непрерывная обратимость

Будем использовать представление полного электрического поля в виде,

описанном в предыдущей главе:

E = E0 + E1 + E2, (4.33)

где E1 – поле, рассеянное экраном Ω, а E2 – поле, рассеянное телом Q.

Компоненты полного магнитного поля выразим через соответствующие

компоненты электрического поля, полагая Hi =
1

iωµe
rotEi.

Будем искать поле E1 в виде

E1(x) = (grad div+k2e)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy, x ∈ R3 \ Ω, (4.34)

где ke – волновое число (k2e = ω2εeµe), G(x, y) = eike|x−y|

4π|x−y| – фундаментальное

решение уравнения Гельмгольца в свободном пространстве, u – неизвестная

поверхностная плотность на экране Ω.

Следовательно, для поля E2,H2 верна система уравнений в R3 \ ∂Q : rotH2 = −iωεeE2 + jp,E,

rotE2 = iωµeH2,
(4.35)

где jp,E = −iω(ε̂− εeÎ)E – ток поляризации.
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Электрическое поле E2 в R3 \ ∂Q области неоднородности определим с

помощью векторного потенциала

AE2
(x) =

∫
Q

G(x, y)jp,E(y)dy (4.36)

по формуле

E2 = iωµeAE2
− 1

iωεe
grad divAE2

. (4.37)

Из определения полей E0, E1 а также из равенств (4.33), (4.34), (4.36) и

(4.37) выводим представление полного электрического поля

E(x) =(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)(ε̂r(y)− Î)E(y)dy+

+(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy + E0(x), x ∈ R3 \ ∂Q.
(4.38)

Рассматривая x в области неоднородности, получаем интегро-дифферен-

циальное уравнение для E в Q :

E(x)−(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)(ε̂r(y)− Î)E(y)dy−

−(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy = E0(x), x ∈ Q.

(4.39)

Замечание 4.1. Из условий гладкости поля следует, что уравнение (4.39)

выполнено в Q поточечно (в классическом смысле). Действительно, так

как Ω ⊂ ∂Q, то во внутренних точках области Q поверхностный интеграл

в (4.39) является бесконечно дифференцируемым. Для произвольной точки

x ∈ Q выберем область Q′ ⊂ Q так, чтобы Q′ ∋ x и ∂Q ∩ ∂Q′ = ∅. Введем

ток J(y) = (ε̂r(y) − Î)E(y) и представим объемный потенциал в (4.39) в

виде ∫
Q

G(x, y)J(y)dy =

∫
Q′

G(x, y)J(y)dy +

∫
Q\Q′

G(x, y)J(y)dy =

= I1(x) + I2(x).
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Слагаемое I2(x) бесконечно дифференцируемо в Q′, а I1(x) принадлежит

по крайней мере классу C2(Q′), так как плотность объемного потенциала

J ∈ C1(Q′)∩C(Q′) (см. [6], с. 451). Теперь из уравнения (4.39) в Q с учетом

(4.14) следует, что

grad div

∫
Q

G(x, y)J(y)dy ∈ C(Q).

Рассмотрим представление (4.38) полного электрического поля и приме-

ним условие Дирихле на идеально проводящем экране. Получим интегро-

дифференциальное уравнение на Ω :(
− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)(ε̂r(y)− Î)E(y)dy−

− (k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy

)
τ
= E0,τ(x), x ∈ Ω.

(4.40)

Вывод уравнения (4.40) требует дополнительного пояснения.

Замечание 4.2. 1. Пусть плотность u такова, что верно включение u, divu ∈

C1(Ω). Тогда во внутренних точках экрана Ω касательные компоненты по-

ля E1 непрерывны (см. [17], c.94) вплоть до экрана Ω. В силу постановки

задачи E0 ∈ C∞(R3), поэтому существует предел E0,τ(x) при x → x0 ∈ Ω.

Для полного поля E существование такого предела обеспечено условием

Дирихле. Тогда из уравнения (4.39) следует, что слагаемое(
(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)J(y)dy
)
τ

непрерывно вплоть до Ω (во внутренних точках экрана). Таким образом,

второе интегро-дифференциальное уравнение можно рассматривать «пото-

чечно».

2. Пусть условие u, divu ∈ C1(Ω) не выполняется. В этом случае, по

крайней мере, u, divu ∈ H̃−1/2(Ω), а все члены в равенствах (4.39) и (4.38)

являются элементами пространства L2,loc(R3). В силу уравнений Максвелла
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и ротор этих составляющих поля также принадлежит L2,loc(R3). Тогда [61]

для вектор-функций из L2(Q) на гладкой части границы ∂Q существует

след из пространства H−1/2. Следовательно, уравнение (4.40) выполнено и

понимается в смысле следов.

Таким образом, получена [120, 136] система интегро-дифференциальных

уравнений задачи дифракции (4.9)–(4.13):

E(x)− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)(ε̂r(y)− Î)E(y)dy−

− (k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy = E0(x), x ∈ Q,(
−(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)(ε̂r(y)− Î)E(y)dy−

−(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy

)
τ
= E0,τ(x), x ∈ Ω.

(4.41)

Символом vτ обозначена операция взятия касательной компоненты вектор-

ного поля v во внутренних точках экрана Ω (см. [17], с. 97):

(v)τ = v − ν(v · ν).

Разделив первое уравнение (4.41) на ke, а второе – на ke, перепишем

систему интегро-дифференциальных уравнений
1

ke
ξ̂(x)J(x)− 1

ke
(k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)J(y)dy−

− 1

ke
(k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy =

=
1

ke
E0(x), x ∈ Q,(

−
(
ke +

1

ke
grad div

) ∫
Q

G(x, y)J(y)dy−

−
(
ke +

1

ke
grad div

) ∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy

)
τ
=

=
1

ke
E0,τ(x), x ∈ Ω.

(4.42)



Гл. 4. Векторная задача дифракции на частично экранированных телах 199

Представим функцию Грина G в виде G(x, y) = G0(x, y) + G1(x, y),

где

G0(x, y) =
e−|x−y|

4π |x− y|
,

и определим матричный оператор системы (4.42):

L̂ = Â+ K̂1 + K̂2. (4.43)

Компоненты операторов в (4.43) определяются согласно (4.42):

Â11J(x) =
1

ke
ξ̂(x)J(x)− 1

ke
grad div

∫
Q

G0(x, y)J(y)dy, x ∈ Q,

Â12u(x) = − 1

ke
grad div

∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsy, x ∈ Q,

Â21J(x) =
(
− 1

ke
grad div

∫
Q

G0(x, y)J(y)dy
)
τ
, x ∈ Ω,

Â22u(x) =
(
(ke +

1

ke
grad div)

∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsy

)
τ
, x ∈ Ω.

(4.44)

K̂1
11J(x) = −k

2
e

ke

∫
Q

G0(x, y)J(y)dy, x ∈ Q,

K̂1
12u(x) = −k

2
e

ke

∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsy, x ∈ Q,

K̂1
21J(x) =

(
−ke

∫
Q

G0(x, y)J(y)dy
)
τ
, x ∈ Ω,

K̂1
22u(x) = O, x ∈ Ω.

(4.45)

K̂2
11J(x) = − 1

ke
(k2e + grad div)

∫
Q

G1(x, y)J(y)dy, x ∈ Q,

K̂2
12u(x) = − 1

ke
(k2e + grad div)

∫
Ω

G1(x, y)u(y)dsy, x ∈ Q,

K̂2
21J(x) = −

((
ke +

1

ke
grad div

) ∫
Q

G1(x, y)J(y)dy
)
τ
, x ∈ Ω,

K̂2
22u(x) = −

((
ke +

1

ke
grad div

) ∫
Ω

G1(x, y)u(y)dsy

)
τ
, x ∈ Ω.

(4.46)
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Будем рассматривать оператор L̂ в тех же пространствах Соболева на

многообразиях с краем, которые были определены в предыдущей главе,

L̂ : L2(Q)×W (Ω) → L2(Q)×W ′(Ω). (4.47)

Коэрцитивность квадратичной формы оператора задачи дифрак-

ции. Его непрерывная обратимость

Будем использовать введенные ранее обозначения для области опреде-

ления, множества значений матричного оператора L̂ и вектора решений

системы (4.42):

L2(Q)×W (Ω) =: X, L2(Q)×W ′(Ω) =: X′, (J,u) =: w ∈ X.

Теорема 4.2. [120, 122, 136] Пусть постоянные εe, µe удовлетворяют

условиям (4.1) (причем Im ke > 0), а тензор диэлектрической проница-

емости удовлетворяет условиям (4.3), (4.4)– (4.6). Тогда квадратичная

форма ⟨L̂w,w⟩ матричного оператора L̂ коэрцитивна, то есть найдется

константа γ > 0 и такой компактный оператор L̂c : X → X′, что для

всех w ∈ X выполняется неравенство

Im⟨(L̂ − L̂c)w,w⟩X > γ∥w∥2X. (4.48)

Замечание 4.3. В неравенстве (4.48) и далее скобки ⟨ , ⟩ используются для

обозначения соотношения антидвойственности (антидвойственного спари-

вания) на паре гильбертовых пространств H ′, H, где H ′ антидвойственно к

H. В нашей задаче и в формуле (4.48) H = X, а H ′ = X′. Такие же скоб-

ки будут использоваться для обозначения спаривания других пространств:

H = H ′ = L2(Q) и H = W, H ′ = W ′. Во избежание путаницы будем в ка-

честве нижнего индекса скобок указывать первое из взаимно двойственных

пространств.

Доказательство. 1. Докажем сначала компактность операторов K̂1, K̂2 в

выбранных пространствах. Компактность K̂2 следует из того, интеграль-
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ные операторы в определении всех компонент K̂2
ij имеют ядра с устрани-

мой особенностью, вследствие чего допустимо вычисление производных (по

крайней мере, первого порядка) под знаком интеграла.

Для установления компактности K̂1 воспользуемся свойствами операто-

ров типа потенциала, оператора следа и операторов вложения в простран-

ствах Соболева.

Так как u ∈ W, то divu ∈ H̃−1/2(Ω) (см. [17] и представление (3.45) в

предыдущей главе). Поэтому K1
12u ∈ H1(Q) [17, 67] и оператор K̂1

12 : W →

L2(Q) компактен в силу компактности вложения H1(Q) в L2(Q).

Аналогично, из условия J ∈ L2(Q) следует ([63], c. 208)∫
Q

G0(x, y)J(y)dy ∈ H2
loc(R3),

откуда K̂1
11J ∈ H2(Q) и K1

21J ∈ H3/2(Ω); следовательно, операторы K̂1
11 :

L2(Q) → L2(Q) и K̂1
21 : L2(Q) → W ′ компактны.

2. Теперь покажем, что форма ⟨Âw,w⟩ оператора Â коэрцитивна. Рас-

пишем квадратичную форму покомпонентно:

⟨Âw,w⟩X =

⟨ Â11 Â12

Â21 Â22

 J

u

 ,

 J

u

⟩
X

=

= ⟨Â11J,J⟩L2(Q) + ⟨Â12u,J⟩L2(Q) + ⟨Â21J,u⟩W + ⟨Â22u,u⟩W .

(4.49)

В предыдущей главе было показано, что при выполнении ограничений

на свойства пространства и объемного рассеивателя оператор

ÂJ(x) = ξ̂(x)J(x)− grad div

∫
Q

G0(x, y)J(y)dy = keÂ11J(x)

является фредгольмовым с нулевым индексом (и эллиптическим), причем

для его главной части Â0 верны неравенства

Re⟨Â0J,J⟩L2(Q) > γ1∥J∥2L2(Q) при γ1 > 1, (4.50)

Im⟨Â0J,J⟩L2(Q) > γ0∥J∥2L2(Q) при γ0 ̸= 0. (4.51)



Гл. 4. Векторная задача дифракции на частично экранированных телах 202

Обозначая 1/ke = k1, k1 = k′1 + ik′′1 , получим

Im⟨Â11J,J⟩L2(Q) = Im
(
k1⟨ÂJ,J⟩L2(Q)

)
=

= k′1 Im⟨ÂJ,J⟩L2(Q) + k′′1 Re⟨ÂJ,J⟩L2(Q).

Предположим дополнительно, что если ε̂r удовлетворяет (4.5),(4.6), то

Im(ke) Re
(
ε̂r(x)v ·v

)
−Re(ke) Im

(
ε̂r(x)v ·v

)
> C4|v|2 при некотором C4 > 0.

Отсюда, а также из (4.51), (4.50) и ограничений на εe выводим:

Im⟨(Â11 − Âc
11)J,J⟩L2(Q) > γ2∥J∥2L2(Q), (4.52)

где γ2 > 0, а Âc
11 : L2(Q) → L2(Q) – компактный оператор.

Как показано в ([17], с. 109), форма ⟨Â22u,u⟩W коэрцитивна:

Im⟨(Â22 − Âc
22)u,u⟩W > γ′∥u∥2W , γ′ > 0. (4.53)

Покажем, что

⟨Â12u,J⟩L2(Q) = ⟨Â21J,u⟩W . (4.54)

Обозначим 1
ke

= ke
|ke|2 =: k1, k1 = k2. Тогда

−⟨Â12u,J⟩L2(Q) =

∫
Q

J(x)k1 gradx divx

∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsydx =

= k1

∫
Q

divx

(
J(x) divx

∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsy

)
dx−

− k1

∫
Q

divx J(x) divx

∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsydx =

= k1

∫
∂Q

J(x) divx

(∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsy

)
· nQ(x)dsx

− k1

∫
Q

divx J(x) divx

∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsydx =: i1 + i2.

(4.55)

Исследуем квадратичную форму ⟨A21J,u⟩W с учетом того, что u каса-
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тельно к Ω :

−⟨Â21J,u⟩W =

∫
Ω

u(x)k2

(
gradx divx

∫
Q

G0(x, y)J(y)dy
)
τ
dsx =

= k2

∫
Ω

u(x) gradx divx

∫
Q

G0(x, y)J(y)dydsx =

= k2

∫
Ω

u(x) gradx

∫
Q

gradxG(x, y)J(y)dydsx =

= −k2
∫
Ω

u(x) gradx

∫
Q

gradyG0(x, y)J(y)dydsx =

= −k2
∫
Ω

u(x) gradx

(∫
Q

divy(G0(x, y)J(y))dy−

−
∫
Q

G0(x, y) divy J(y))dy
)
dsx =: I1 + I2.

(4.56)

Так как

I1 = −k2
∫
Ω

u(x) gradx

∫
∂Q

G0(x, y)J(y) · nQ(y)dsydsx =

= −k2
∫
Ω

u(y)

∫
∂Q

gradyG0(y, x)(J(x) · nQ(x))dsxdsy =

= k2

∫
∂Q

∫
Ω

(u(y) · gradxG0(x, y))(J(x) · nQ(x))dsydsx =

= k2

∫
∂Q

J(x) divx

(∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsy

)
nQ(x)dsx = i1

(4.57)
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и
I2 = k2

∫
Ω

u(x) gradx

∫
Q

G0(x, y) divy J(y)dydsx =

= k2

∫
Ω

u(y)

∫
Q

gradyG0(y, x) divx J(x)dxdsy =

= k2

∫
Ω

u(y)

∫
Q

gradyG0(x, y) divx J(x)dxdsy =

= −k2
∫
Ω

u(y)

∫
Q

gradxG0(x, y) divx J(x)dxdsy =

= −k2
∫
Q

divx J(x)

∫
Ω

gradxG0(x, y)u(y)dxdsy = i2,

(4.58)

то получим требуемое соотношение: ⟨Â12u,J⟩L2(Q) = ⟨Â21J,u⟩W .

Сделанные выкладки правомерны для достаточно гладких вектор-

функций u, J. Ниже даны дополнительного пояснения для u, J из рас-

сматриваемых пространств Соболева.

Рассмотрим снова форму ⟨Â12u,J⟩L2(Q). Воспользуемся соотношением

(см. [17], с.93)

divx

∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsy =

∫
Ω

G0(x, y) divu(y)dsy,

где divu – операция касательной дивергенции (см. [17], c. 93) во внутренних

точках экрана. Последовательно получим

u ∈ W, divu ∈ H−1/2(Ω),

divx

∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsy ∈ H1
loc(R3),

откуда

gradx divx

∫
Ω

G0(x, y)u(y)dsy ∈ L2(Q),

причем все операторы ограничены в указанных пространствах.
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Рассмотрим теперь форму ⟨Â21J,u⟩W . В силу свойств объемного потен-

циала, получим из J ∈ L2(Q), что

φ(x) := divx

∫
Q

G0(x, y)J(y)dy ∈ H1
loc(R3).

Из равенства rotν
(
gradφ

)
τ
= 0 ([17], с.87) и свойства ([17], с. 88) антидвой-

ственного к W пространства

W ′ = {f |Ω : f , rotν f ∈ H−1/2(M)}

заключаем, что (
gradx divx

∫
Q

G0(x, y)J(y)dy
)
τ
∈ W ′.

Так как классы C∞
0 (Q) и C∞

0 (Ω) плотны в L2(Q) и W (Ω) соответственно,

то доказанное равенство может быть продолжено по непрерывности.

Из доказанного выше, а также из (4.52) и (4.53) выводим

Im⟨(Â − Âc)w,w⟩X > γ∥w∥2X (4.59)

с некоторой константой γ > 0 и компактным оператором Âc : X → X′.

Фредгольмовость матричного оператора и его непрерывная обра-

тимость

Результат теоремы 4.2 может быть переформулирован:

Теорема 4.3. [120, 122, 136] Пусть постоянные εe, µe удовлетворяют

условиям (4.1) (причем Im ke > 0), а тензор диэлектрической проницаемо-

сти удовлетворяет условиям (4.3), (4.4)–(4.6). Тогда оператор L̂ : X → X′

является эллиптическим и фредгольмовым с нулевым индексом.

Ниже будет доказана инъективность и непрерывная обратимость мат-

ричного оператора L̂ задачи дифракции на частично экранированном изо-

тропном неоднородном теле Q.

Докажем сначала вспомогательное утверждение.
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Лемма 4.1. [133, 136] Пусть вектор-функция f , определенная в ограни-

ченной области V с гладкой границей ∂V принадлежит классу

L2(V, div) := {u ∈ L2(V ) : divu ∈ L2(V )},

а поверхность S класса C∞ с заданным полем нормалей n такова, что

S ⊂ V. Тогда на S выполняется равенство

[fn]|S = 0. (4.60)

Доказательство. Достаточно доказать утверждение для функций f ∈

C∞
0 (V ) таких, что div f = 0, так как они образуют множество, всюду плот-

ное в L2(V, div) (см. [44], с.166-167).

Предположим, что поверхность S такова, что [fn]|S ̸= 0. Тогда в силу

гладкости f найдется x0 ∈ S, шар B := Bδ(x0) и такая часть S ′ = S ∩ B

поверхности S, что [fn]|S′ > 0. Определим две смежные подобласти B′ и B′′

шара B :

B = B
′ ∪B′′

, S
′
= B

′ ∩B′′
.

Применяя формулу Стокса, получим∫
∂B

f · nds =
∫
B

div fdv = 0.

С другой стороны,∫
B

div fdv =

∫
B′

div fdv +

∫
B′′

div fdv =

∫
∂B′

f · nds+
∫

∂B′′

f · nds =

=

∫
∂B′\S′

f · nds+
∫

∂B′′\S′

f · nds+
∫
S′

[f · n]|S′ds =

=

∫
∂B

f · nds+
∫
S′

[f · n]|S′ds > 0.

Полученное противоречие показывает, что [fn]|S = 0.

Потребуем, как и ранее, чтобы во всех точках области неоднородности

существовала функция ξ(x) = (εr(x)− 1)−1 ∈ C∞(Q). Всюду в Q для εr(x)

должно выполняться одно из условий (4.4)–(4.6).
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Пусть диэлектрическая проницаемость εe свободного пространства R3\Q

удовлетворяет условиям (4.1).

Рассмотрим систему интегро-дифференциальных уравнений:

E(x)− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)(εr(y)− 1)E(y)dy−

− (k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy = E0(x), x ∈ Q, (4.61)

(
− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)(εr(y)− 1)E(y)dy−

− (k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy

)
τ
= E0,τ(x), x ∈ Ω. (4.62)

Теорема 4.4. [133, 136] Если однородная система (4.61),(4.62) имеет ре-

шение (E,u) ∈ L2(Q)×W (Ω) при E0 ≡ 0, то E ≡ 0 и u ≡ 0.

Доказательство. 1. Пусть падающее поле E0 тождественно равно нулю,

а (E,u) ∈ L2(Q) ×W (Ω) – решение системы интегро-дифференциальных

уравнений с нулевой правой частью.

По решению E ∈ L2(Q) определим векторный потенциал

V1(x) =

∫
Q

G(x, y)η(y)E(y)dy ∈ H2
loc(R3), (4.63)

где η(x) = (εr(x)− 1) ∈ C∞(Q), а по u ∈ W (Ω) – потенциал

V2(x) =

∫
Ω

G(x, y)u(y)ds ∈ H1
loc(R3). (4.64)

Введем новые вектор-функции Ẽ, H̃ :

Ẽ(x) = Ẽ1 + Ẽ2 =(k20 + grad div)V1(x)+

+(k20 + grad div)V2(x), x ∈ R3 \ Ω,
(4.65)

H̃(x) =
1

iωµe
rot Ẽ = H̃1 + H̃2 =

= −iωε0 rotV1(x)− iωε0 rotV2(x), x ∈ R3 \ Ω.
(4.66)
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2. Покажем, что E ≡ Ẽ в Q.

Перепишем уравнение (4.61):

E(x)− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)η(y)E(y)dy =

= (k2e + grad div)

∫
Ω

G(x, y)u(y)dsy + E0(x) =: E0,1, x ∈ Q

и введем ток J = η(y)E. Получим уравнение для тока J с эллиптическим

оператором (см. § 4-5 гл. 2)

ÂJ = ξ(x)J(x)− (k2e + grad div)

∫
Q

G(x, y)J(y)dy.

Так как E0,1 ∈ C∞(Q) и ε(x) ∈ C∞(Q), то

J, E ∈ C∞(Q).

Тогда, используя бесконечно дифференцируемые функции-срезки и учи-

тывая свойства гладкости объемного потенциала, получим

Ẽ ∈ Cα(Q1), Q1 ⊂ Q, Q1 ∩Q = ∅.

Следовательно, функции E и Ẽ совпадают в Q в силу уравнений (4.61) при

E0 ≡ 0 и (4.65). Поэтому знаки˜ можно опустить.

Имеем в силу доказанного и (4.66):

E,H ∈ C∞(R3 \ ∂Q). (4.67)

3. Покажем, что

E,H ∈ L2,loc(R3), H ∈ H1
loc(R3 \ Ω). (4.68)

Для H первое из включений следует из определения через потенциалы;

то же верно и для Ẽ1. Так как u ∈ W (Ω), то divu ∈ W (Ω), причем [17]

div

∫
Ω

G(x, y)u(y)ds =

∫
Ω

G(x, y) divu(y)ds ∈ H1
loc(R3),
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откуда следует включение для E.

Так как V1 ∈ H2
loc(R3), то H̃ ∈ H1

loc(R3). Учитывая, что V2 ∈ C∞(R3\Ω),

получаем H ∈ H1
loc(R3 \ Ω).

4. Теперь заключаем, что для вектор-функций E,H верны уравнения

Максвелла в R3 \ Ω :

rotH = −iωεE, rotE = iωµ0H (4.69)

и, следовательно,

rotH ∈ L2,loc(R3 \ Ω), rotE ∈ H1
loc(R3 \ Ω). (4.70)

Тогда [61] на любой гладкой поверхности Ω ⊂ R3 \Ω существуют (в смысле

следов из H−1/2(Ω)) и равны сужения касательных компонент векторов

E,H. В частности, на ∂Q′ выполнены условия сопряжения

[Eτ ]|∂Q′ = [Hτ ]|∂Q′ = 0, (4.71)

которые необходимо понимать как равенства нулю следов из пространства

H−1/2(M). Здесь M ⊃ ∂Q′ – гладкая замкнутая поверхность, ограничива-

ющая некоторую область M−.

Заметим, что из (4.70) следуют в смысле распределений, а вне ∂Q′ – в

классическом смысле равенства

div(εE) = divH = 0 в R3 \ Ω. (4.72)

Отсюда после, быть может, исправления E,H на подмножестве меры

нуль вытекают следующие равенства:

[εEn]|∂Q′ = 0, [Hn|∂Q′ = 0. (4.73)

5. Введем шар BR ⊃ Q достаточно большого радиуса R и определим

Q2 = BR \Q.
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Применив лемму Лоренца в ограниченных областях Q и Q2, получим:∫
∂Q

(E×H+ E×H) · nds =
∫
Q

iω
(
(ε− ε)E

)
· Edv = 0, (4.74)

∫
∂Q∪∂B

(E×H+ E×H) · n2ds =

∫
Q1

iω
(
(εe − εe)E

)
· Edv = 0. (4.75)

Замечание 4.4. Применимость леммы Лоренца для полей, имеющих осо-

бенности вблизи края экрана, обоснована в [17] (см. стр. 40–47).

Суммируя (4.74) и (4.75), выводим∫
∂Q

(E×H+ E×H) · nds+
∫
∂Q

(E×H+ E×H) · n2ds+

+

∫
∂B

(E×H+ E×H) · n2ds =

=

∫
∂Q′

(E×H+ E×H) · nds+
∫
∂Q′

(E×H+ E×H) · n2ds+

+

∫
Ω

(E×H+ E×H) · nds+
∫
Ω

(E×H+ E×H) · n2ds+

+

∫
∂B

(E×H+ E×H) · n2ds =

∫
∂B

(E×H+ E×H) · n2ds = 0.

Интегралы по неэкранированной части границы ∂Q′ сокращаются в силу

условий сопряжения и направленности векторов нормали (n = −n2 на ∂Q),

а интегралы по Ω – в силу условия Дирихле на Ω для касательных компо-

нент Eτ электрического поля (последнее следует из уравнения (4.62)).

Далее, используя условия излучения для E,H, получим

E = H ≡ 0 в R3 \Q. (4.76)

Из (4.71) получим

Eτ |∂Q′ = Hτ |∂Q′ = 0, (4.77)

а из (4.73) –

En|∂Q′ = Hn|∂Q′ = 0, (4.78)
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так как ε(x) – функция в Q , не обращающаяся в нуль на ∂Q.

Следовательно, на неэкранированной части границы ∂Q′ верно

E|∂Q′ = H|∂Q′ = 0. (4.79)

6. Выражая E через H, выведем из (4.69) уравнение для H :

△H+
1

ε(x)
grad ε(x)× rotH+ k2(x)H = 0, x ∈ Q, (4.80)

где k2(x) = ω2µeε(x), и уравнение выполняется в классическом смысле.

Определим функцию

F(x) =− 1

ε(x)
grad ε(x)× rotH(x)− k2(x)H(x)−H(x) =

=iω grad ε(x)× E(x)− k2(x)H(x)−H(x), x ∈ Q.

и перепишем уравнение (4.80):

△H(x)−H(x) = F(x), x ∈ Q. (4.81)

Проверим, что для уравнения (4.81) в области V = Q\Ωδ, не содержащей

некоторую окрестность экрана, выполнены условия Утверждения А (см.

с. 134).

Рассмотрим S1 = ∂Q \ Ωδ в качестве гладкой части границы ∂V – это

поверхность класса не ниже C3 (p = 1). Оператор L = L′ = △ − 1 –

самосопряженный и сильно эллиптический оператор порядка 2 (m = 1).

Для H выполнено включение H ∈ L2(V ) ⊃ C(V ) (s = 0). Для правой

части уравнения (4.81) выполнено F ∈ H−2
loc (V, S1), так как F ∈ L2(V ).

Выше показано, что условие D0Hi = Hi = 0 выполнено на S1. Скалярное

уравнение Lu = f удовлетворено покомпонентно для всех Hi, так как для

всех v ∈ H2(V ) ∩
◦
W 1

2 (V ) верно

(LHi, v)0 ≡
(
(△− 1)Hi, v

)
0
= (Fi, v)0.

Применяя Утверждение А, получим

Hi ∈ H2
loc(V ), и DβHi

∣∣
S1

= 0 (|β| ≤ 0).
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Тогда

H ∈ C0,α
0 (R3 \ Ωδ), α ∈ (0, 1/2).

Выражая H через E, получим из (4.69) уравнение для E :

(△− 1)E =− k2(x)E(x)− E(x)−

− grad
( 1

ε(x)
grad ε(x) · E(x)

)
, x ∈ Q

(4.82)

причем правая часть принадлежит пространству H0
loc(V ).

Повторяя рассуждения, применим к E результат Утверждения А:

E ∈ C0,α
0 (R3 \ Ωδ), α ∈ (0, 1/2).

Теперь правая части F̃ уравнения магнитного поля (4.81) – непрерывная

финитная функция,

F̃ ∈ C0,α
0 (R3 \ Ωδ).

В силу Утверждения Б получаем

H ∈ C2,α
0 (R3 \ Ωδ).

а в силу принципа единственного продолжения –

H ≡ 0 в R3 \ Ωδ.

Так как для любой точки x ∈ Q \ Ω можно выбрать δ > 0 настолько

малым, чтобы x лежала вне Ωδ, то получаем окончательно

H ≡ E ≡ 0 в R3 \ Ω.

Теорема доказана

Из теоремы 4.3 о фредгольмовости с нулевым индексом оператора L̂ и

теоремы 4.4 о его инъективности непосредственно следует

Теорема 4.5. [133, 136] Пусть постоянные εe, µe удовлетворяют услови-

ям (4.1), причем Im ke > 0. Пусть тензор диэлектрической проницаемо-

сти ε̂(x) = ε(x)̂I удовлетворяет условиям (4.3)–(4.6). Тогда оператор

L̂ : L2(Q)×W (Ω) → L2(Q)×W ′(Ω)

является непрерывно обратимым.
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4.3 Формулировка метода Галеркина для системы интегро-диф-

ференциальных уравнений в векторной задаче дифракции

на частично экранированном теле

Формулировка метода Галеркина [133, 144] для векторной задачи ди-

фракции на частично экранированном теле аналогична формулировке про-

екционного метода, данной в параграфе 3.4 предыдущей главы.

Мы рассматриваем уравнение (система в развернутой форме записи дана

в (3.100))

L̂U = f , (4.83)

где U = (J,u)T – точное решение задачи, f = (E0,Q,E0,τ)
T – известная пра-

вая часть уравнения, а L̂ – матричный интегро-дифференциальный опера-

тор системы,

L̂ =

 Â K̂1

K̂2 Ŝ

 . (4.84)

Оператор L̂ рассматривается как отображение из пространства X =

L2(Q)×W (Ω) в антидвойственное пространство X′ = L2(Q)×W ′(Ω).

Приближенные решения уравнения (4.83) будем обозначать символом

Um = (Jm0
,um1

)T . Компоненты решения Um представляются в виде линей-

ных комбинаций базисных функций

Jm0
(x) =

m0∑
k=1

c0kv
(0)(x), um1

(x) =

m1∑
k=1

c1kv
(1)(x). (4.85)

Запишем также

Um =
m∑
k=1

ckvk(x), ck = c0k, vk = (v(0)(x), 0)T при k ≤ m0,

ck = c1k−m0
,vk = (0,v(1)(x))T при k > m0.

(4.86)

Согласно методу Галеркина неизвестные коэффициенты находятся из

СЛАУ

⟨L̂Um,vk⟩X = ⟨u0,vi⟩X ∀vi ∈ Xm. (4.87)
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Здесь Xm ⊂ X – конечномерные подпространства,

Xm = X1
m0

×X2
m1
,X1

m0
= span{v(0)

1 , . . . ,v(0)
m0
} ⊂ L2(Q),

X2
m1

= span{v(1)
1 , . . . ,v(1)

m1
} ⊂ W (Ω).

(4.88)

Через ⟨·, ·⟩X в (4.87) обозначена полуторалинейная форма антидвойствен-

ного спаривания пространств X и X′.

4.4 Сходимость метода Галеркина в векторной задаче дифрак-

ции на частично экранированном теле

Ниже будет сформулирована и доказана теорема о сходимости метода

Галеркина для оператора L̂, действующего из пространства X в X′. Будем

придерживаться определения сходимости метода Галеркина, которое было

дано в параграфе 1.8.

Теорема 4.6. [133, 139] Пусть в R3 \Q выполнены условия

Re εe > 0, Im εe > 0, Reµe > 0, Imµe = 0. (4.89)

Пусть в Q тензор относительной диэлектрической проницаемости ε̂r(x)

таков, что в x ∈ Q существует ограниченный тензор

ξ̂(x) = (ε̂r(x)− Î)−1, (4.90)

где Î – единичный тензор. Пусть для ε̂r(x) в Q выполнены условия

Re
(
ε̂r(x)v · v

)
> C1|v|2 при некотором C1 > 1, (4.91)

Im
(
ε̂r(x)v · v

)
> C2|v|2 при некотором C2 ̸= 0 или (4.92)

− Im
(
ε̂r(x)v · v

)
> C3|v|2 при некотором C3 > 0 (4.93)

для всех векторов v ∈ C3, и ε̂(x) = ε(x)̂I.

Пусть для любых m0,m1 ∈ N в области Q и на экране Ω определе-

ны произвольным образом базисные функции v
(0)
i1

и v
(1)
i2
, удовлетворяющие
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условию аппроксимации (1.61) в пространствах L2(Q) и W (Ω) соответ-

ственно, причем Ω – ориентируемая гладкая (класса C∞) незамкнутая

параметрически заданная поверхность.

Тогда метод Галеркина является сходящимся для оператора L̂ : X →

X′ : приближенные решения Um сходятся к единственному решению U ∈

X уравнения (4.83) и имеет место квазиоптимальная оценка скорости

сходимости

∥U−Um∥X ≤ C inf
v∈Xm

∥U− v∥X. (4.94)

Доказательство. В теореме 4.2 параграфа 4.2 было показано, что квад-

ратичная форма ⟨L̂w,w⟩X матричного оператора L̂ коэрцитивна, то есть

существует γ > 0 и существует компактный оператор L̂c : X → X′ такие,

что для всех w ∈ X выполняется неравенство

Im⟨(L̂ − L̂c)w,w⟩X > γ∥w∥2X.

Представим оператор L̂ в виде

L̂ = L̂1 + L̂2 := (L̂ − L̂c) + L̂c, (4.95)

где L̂c : X → X′ – компактный оператор из теоремы 4.2.

Оператор L̂1 является коэрцитивным и метод Галеркина для него схо-

дится [87]. Так как оператор L̂2, а L̂ = L̂1 + L̂2 инъективен в выбранных

пространствах, то метод Галеркина является сходящимся и для L̂1 : X →

X′ [87] в выбранных пространствах.

4.5 Выбор базисных функций и проблема согласованности сеток

на двух- и трехмерных рассеивателях

Обсудим проблему согласованности расчетных сеток на рассеивателях

различной размерности при решении задач дифракции на частично экра-

нированных телах.
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При реализации конечно-разностных методов решения краевых задач

для системы уравнений Максвелла возникает ряд трудностей. Они связа-

ны с тем, что в исходной постановке краевой задачи – и в дифференциаль-

ных уравнениях, и в граничных условиях – фигурирует полное поле (E,H).

Неотъемлемой частью задачи является условие Дирихле на идеально прово-

дящем экране для электрического поля. Во внутренних точках поверхности

Ω задаются нулевые значения вектор-функции E, которые должны исполь-

зоваться для расчета поля в других (не лежащих на Ω) узлах сетки. В связи

с этим возникает необходимость введения согласованных сеток на экране, в

области неоднородности и свободном от рассеивателей пространстве: узлы

на Ω должны представлять подмножество узлов сетки в области неодно-

родности Q и области R3 \Q. Это существенно ограничивает возможности

варьирования плотностей сеток на рассеивателях различной размерности.

Аналогичная трудность может возникнуть и при использовании мето-

да конечных элементов. В области Q и на экране Ω необходимо выбирать

финитные базисные функции (обозначим их φi,Q и φj,Ω), чтобы для их носи-

телей выполнялось соотношение suppφi,Q∩Ω = φj,Ω. Иными словами, часть

границы носителя φi,Q, лежащая на ∂Q, должна либо целиком принадле-

жать Ω, либо иметь пустое пересечение с экраном. В противном случае

условие Дирихле будет использовано неточно.

При реализации метода Галеркина для решения системы векторных

интегро-дифференциальных уравнений на ограниченных многообразиях с

краем такой трудности не возникает. Согласно предложенному методу в

результате решения системы ИДУ находятся две вектор-функции: полное

электрическое поле E в области неоднородности Q и плотность u на экране

Ω.

Главный результат предыдущего параграфа о сходимости метода Галер-

кина позволяет ввести минимальные ограничения на расчетные сетки. До-

статочно потребовать лишь, чтобы базисные функции удовлетворяли усло-
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вию аппроксимации. При этом, если выполнено это условие, никакого согла-

сования сеток наQ и Ω уже не требуется. Это позволяет, во-первых, строить

расчетные сетки и определять базисные функции только из соображений

удобства использования на рассеивателях той или иной формы. Во-вторых,

можно произвольно и независимо друг от друга выбирать количественные

параметры сеток (число носителей, шаги носителей вдоль разных измере-

ний и т.д.), что дает большую свободу в определении блочной матрицы

СЛАУ в методе Галеркина. Так, почти произвольным образом могут быть

заданы порядок основной матрицы и размеры блоков, что особенно удоб-

но для параллельной реализации численного метода на многопроцессорных

системах.

Рис. 15: Пример несогласованных сеток на объемном теле и экране. Красными линиями

выделены границы носителей базисных функций на экранах.

В качестве базисных функций можно использовать, например, функции,

описанные в параграфе 3.5 предыдущей главы. Напомним кратко идею их

построения.

1. Кусочно-постоянные базисные функции на объемном носителе.

Пусть Q – область произвольной формы в R3. Введем параллелепипед

Q′, содержащий область Q, и конечные элементы (см. параграф 1.6)

Qi1i2i3 = Q ∩Q′
i1i2i3

, ik = 1, . . . , lk.
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Определим функции v0i как и в параграфе 1.6:

v0i (x) = v0i1i2i3(x) =

 1, x ∈ Q ∩Qi1i2i3,

0, x /∈ Q ∩Qi1i2i3,
(4.96)

предполагая, что носители функций имеют положительный объем. Тогда

приближение к решению J запишется в виде

Jm0
=


J1

J2

J3

 =



l∑
i=1

b1i v
0
i (x)

l∑
i′=1

b2i′v
0
i′(x)

l∑
i′′=1

b3i′′v
0
i′′(x).

 (4.97)

или

Jm0
=

m0∑
i=1

c0iv
0
i (x), (4.98)

где m0 = 3l, а vi(x) – базисные вектор-функции вида (v0i (x), 0, 0)
T ,

(0, v0i (x), 0)
T и (0, 0, v0i (x))

T .

2. Базисные функции на объемном носителе, кусочно-линейные по одной

из координат.

Второй способ аппроксимации, более удобный с точки зрения вычисле-

ния матричных элементов СЛАУ в методе Галеркина, состоит в следующем.

Будем считать, что Q ⊂ Q′, где Q′ – параллелепипед. Разобьем Q′ как и

параграфе 1.6 параллелепипедами Q′
i1i2i3

. Введем обозначения

h1 := |x1,i1 − x1,i1−1|, h2 := |x2,i2 − x2,i−1|, h1 := |x1,k − x1,k−1|, (4.99)

и определим три набора функций, кусочно-линейных по одной из декарто-
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вых координат, и постоянных по двум другим:

ṽ1i1,i2,i3(x) =

1− 1
h1 |x1 − x1,i1|, x ∈ Q ∩Q′

i1,i2,i3
∪Q′

i1+1,i2,i3

0, x /∈ Q ∩Q′
i1,i2,i3

∪Q′
i1+1,i2,i3

,

ṽ2i1,i2,i3(x) =

1− 1
h2 |x2 − x2,i2|, x ∈ Q ∩Q′

i1,i2,i3
∪Q′

i1,i2+1,i3

0, x /∈ Q ∩Q′
i1,i2,i3

∪Q′
i1,i2+1,i3

,

ṽ3i1,i2,i3(x) =

1− 1
h3 |x3 − x3,i3|, x ∈ Q ∩Q′

i1,i2,i3
∪Q′

i1,i2,i3+1

0, x /∈ Q ∩Q′
i1,i2,i3

∪Q′
i1,i2,i3+1

,

(4.100)

Тогда компоненты приближенного решения Jm0
запишем в виде

J1(x) =

n1−1∑
i1=1

n2∑
i2=1

n3∑
i3=1

b1i1i2i3ṽ
1
i1,i2,i3

(x),

J2(x) =

n1∑
i1=1

n2−1∑
i2=1

n3∑
i3=1

b2i1i2i3ṽ
2
i1,i2,i3

(x),

J3(x) =

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

n3−1∑
i3=1

b3i1i2i3ṽ
3
i1,i2,i3

(x).

(4.101)

Для представления векторного приближенного решения Jm0
используем

краткую форму записи

Jm0
=

m0∑
i=1

c0iv
(0)
i (x), (4.102)

где m0 = l1 + l2 + l3, а v
(0)
i (x) – базисные вектор-функции вида

(ṽ1i1,i2,i3(x), 0, 0)
T , (0, ṽ2i1,i2,i3(x), 0)

T и (0, 0, ṽ3i1,i2,i3(x))
T .

3. Базисные функции на неплоских экранах.

На (в общем случае) неплоском незамкнутом ориентируемом парамет-

рически заданном экране Ω будем использовать финитные базисные функ-

ции, представляющие собой образы функций RWG при отображении про-

странств сечений касательных расслоений. Для определения базисных

вектор-функций на Ω сначала определим прямоугольную область парамет-
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ров D = {(t1, t2) : ti ∈ (0; ai)}. Повторяя процедуру, подробно описан-

ную на с. 169–177, определим на D при заданном разбиении функции RWG

v
(1,0)
j (t), а на неплоском экране Ω – их образы вида

v
(1)
j (x(t)) =

∂x

∂t
v
(1,0)
j (t1, t2), x(t) ∈ Ω, (4.103)

где функция x = x(t) : D → Ω определяет гладкую параметризованную

поверхность Ω.

В Теореме 3.7 предыдущей главы доказано, что эти функции удовлетво-

ряют условию аппроксимации в W (Ω).
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ГЛАВА 5. О программной реализации метода Галер-

кина в задачах дифракции

Избранные результаты пятой главы опубликованы в работах [126, 128,

130, 149, 150].

5.1 Скалярная задача дифракции на акустически жесткой еди-

ничной сфере

Выбор этой задач в качестве тестовой был обусловлен, прежде всего,

желанием апробировать метод построения базисных функций на непосред-

ственно неплоском экране. Кроме того, для рассматриваемой задачи легко

провести сравнение приближенных решений с известным аналитическим

решением [149, 150].

Рассмотрим единичную сферу Ω = S1(0) с центром в начале координат,

заданная параметрически:

x1 = cos θ cosϕ, x2 = cos θ sinϕ, x3 = sin θ, θ ∈ [−π/2;π/2], ϕ ∈ [0; 2π).

Известно, что собственными функциями интегро-дифференциального

уравнения

∂

∂nx

∫
Ω

∂

∂ny
G(x, y)φ(y)dsy

 =
∂

∂nx
u0(x), x ∈ Ω. (5.104)

являются функции вида

sn,m(x) = Pm
n (cos θ) cos(mϕ), Pm

n (u) = (1− u2)m/2 d
m

dum
Pn(u), (5.105)

где Pn(u) – полиномы Лежандра. График модуля функции s5,5 представлен

на Рисунке 16 (а).
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(а) (б): n = 16

(в): n = 32 (г): n = 128

Рис. 16: Графики аналитического (а) и приближенных решений (б-г) на сфере.

В таблице 5 показаны данные о значениях среднеквадратичного откло-

нения △m := ∥u∗ − um∥L2
приближенных решений um от точного u∗, экспе-

риментально подтверждающие сходимость метода Галеркина (m = (n−1)2

– общее число базисных функций).

Таблица 5: Решение задачи дифракции на единичной сфере.

n 16 32 64 128

△m 0.76 0.19 0.051 0.013
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5.2 Векторная задача дифракции на системе тел и экранов

В описанном ниже вычислительном эксперименте была численно решена

задача дифракции плоской электромагнитной волны на квадратном иде-

ально проводящем экране [130]. Подробный анализ расчетов в этой задаче

приведен, например, в работе [99].

В проведенном эксперименте на квадратном экране размера 0.75λ ×

0.75λ, расположенном в плоскости x3 = 0, вводилась равномерная сетка

с числом разбиений n по каждой из осей. Использованы векторные функ-

ции типа roof-top; падающая волна имеет вид E0 = (1, 0, 0). Для расчета

матричных элементов применялись формулы (3.114). Проверка правиль-

ности результата при использовании именно этих формул и была главной

целью численного эксперимента.

На рис. 17 представлены графики модулей первой и второй компоненты

решения um1
(t); число базисных вектор-функций (типа rooftop) на экране

определяется по формуле m1 = 2(n2 − n). Результаты расчетов совпадают

с описанными в [99] с графической точностью.

(а): k = 1, n = 20 (б): k = 2, n = 20

(в): k = 1, n = 30 (г): k = 2, n = 30

Рис. 17: Графики функций |uk
m1

(t)| на поверхности плоского экрана при различных

значениях n, m1 = 2(n2 − n).
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Рассмотрена [130] задача дифракции плоской электромагнитной волны

с заданной частотой ω = 15Ггц на системе рассеивателей, состоящей из

неоднородного куба Q = [−λ
2 ;

λ
2 ]

3 и неплоского экрана, представляющего

собой четверть сферы Sλ(−λ
2 − 0.2, 0, 0). Волновое число k0 = 2πω

c (6 + i), а

относительная диэлектрическая проницаемость в кубе кусочно постоянна:

εr(x) =

 4 + 2i, x2 > 0,

2 + i, x2 ≤ 0.
(5.106)

На рис. 18 приведены графики модулей приближенных решений Jm0
и

um1
задачи дифракции для нескольких значений числа разбиений сетки n.

Число базисных функций N = m0 +m1 = 3n3 + 2(n2 − n).

(а): |um1 |, n = 20 (б): |Jm0 |, n = 20

(в): |um1 |, n = 30 (г): |Jm0 |, n = 30

Рис. 18: Модуль плотности поверхностного тока |um1 | на экране(а,в,д). Модуль вектора

поляризации |Jm0 | в области неоднородности (б,г,е).
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Таблица 6: Внутренняя сходимость решения на теле.

n1 = 8, n2 = 10 n1 = 10, n2 = 12 n1 = 12, n2 = 18

∆(u) 0.0200 0.0126 0.0043

∆(E) 0.1352 0.1051 0.0764

Таблица 6 содержит сведения о внутренней сходимости метода Галерки-

на (здесь ∆(f) = max |fn1
− fn2

|).

На рисунке 19 представлены графики модулей приближенных решений

Jm0
и um1

задачи дифракции на отдельно экране или неоднородном кубе.

Сравнивая результаты на рисунках 19 и 18, можно заметить влияние иде-

ально проводящего экрана на решение в области неоднородности: величина

тока поляризации в «экранированной» части куба значительно уменьши-

лось в сравнении со случаем, когда экран отсутствует, что согласуется с

физической сутью моделируемого процесса.

(а): |um1 |, n = 30 (б): |Jm0 |, n = 30

Рис. 19: Решение задачи дифракции на (отдельно) экране (а). Решение задачи дифрак-

ции на теле в отсутствии экрана (б).
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5.3 О параллельном алгоритме решения задач дифракции

Метод Галеркина для решения векторных задач дифракции предъявляет

достаточно высокие требования к вычислительным ресурсам. Это обуслов-

лено:

• векторным характером задачи;

• наличием рассеивателей различной размерности;

• невозможностью (в случае неоднородного объемного рассеивателя)

сведения задачи к уравнению двумерных многообразиях.

Для решения задачи с приемлемой точностью требуется вводить достаточ-

но плотные сетки (не менее 10-20 конечных элементов на длину волны), что

в свою очередь требует заполнения матриц достаточно высокого порядка

(104 −−106). Алгоритм расчета матричных элементов, выражающихся че-

рез многомерные интегралы и дифференциальные операторы на неплоском

экране (касательные дивергенцию и градиент), также неэлементарен.

Известно, что в случае однородных тел и кусочно-плоских экранов мат-

рица СЛАУ обладает «хорошей» структурой (например, является блочно-

теплицевой). Однако в общем случае – при наличии сложной неоднородно-

сти в теле и неплоского экрана – такая структура не сохраняется.

Описанные трудности могут (хотя бы частично) быть преодолены раз-

работкой параллельного алгоритма для решения задач за приемлемое вре-

мя. Идея параллельного алгоритма решения задачи дифракции описана в

статьях [130]; там же проведен обзор вычислительных экспериментов на

многоядерном ПК [130] и кластере «Ломоносов-2» НИВЦ МГУ [126].

Для программной реализации параллельного численного метода, реали-

зованного на языке C++, использовался интерфейс MPI [].

Для проверки эффективности параллельного алгоритма заполнения

матрицы СЛАУ в методе Галеркина и решения СЛАУ методом Гаусса про-
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ведена серия вычислительных экспериментов.

В таблице 7 показана зависимость времени решения задачи векторной

задачи дифракции на системе «тело + экран» от числа используемых про-

цессов. Эксперименты проведены 3 на ПК с процессором i9-12900 (16 ядер,

24 потоков), объемом оперативной памяти – 64 Гб.

Таблица 7: Время tf заполнения матрицы СЛАУ и время ts ее решения методом Гаусса.

nproc 2 4 10 12 20

tf , сек. 180 115 63 52 40

ts, сек. 9.4 7.8 7.6 7.4 7.3

Проведенный эксперимент продемонстрировал определенную эффектив-

ность распараллеливания заполнения матрицы СЛАУ, что объясняется

сравнительно небольшим объемом обмена данными между процессами. Эф-

фективность параллельной реализации решения СЛАУ методом Гаусса су-

щественно ниже в связи с достаточно большим объемом данных, участву-

ющих в обмене между процессами.

Таблица 8: Время заполнения матрицы СЛАУ в векторной задаче дифракции на сфере

Число разбиений n1 = n2 8 16 32 64 128

Порядок матрицы N 112 480 1984 8064 32512

Число процессов M 4 3.4 31 380 5649 96125

8 1.6 15 190 2824 49172

16 0.739 7.5 94 1400 25081

32 0.29 3.4 46 700 12813

64 0.08 1.6 23 358 6716

Существенно бoлее эффективным является реализация параллельно-

го алгоритма на специализированных многопроцессорных вычислительных
3Параллельный алгоритм решения задачи дифракции на системе тел и экранов программно реали-

зован на ПК и протестирован О.С. Скворцовым. (см.[130])
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комплексах. Автором работы была проведена серия расчетов на кластере

«Ломоносов-2» НИВЦ МГУ им. М.В. Ломоносова (программно реализован

метод Галеркина для решения задачи дифракции, описанной в первом па-

раграфе данной главы). Эффективность распараллеливания процедуры за-

полнения матрицы СЛАУ оказалась почти сто-процентной. Эффективность

распараллеливания метода Гаусса для решения СЛАУ оказалась наиболее

эффективной для порядков матрицы от 1000 до 15000. Сравнение данных

Таблицы 7 с данными Таблиц 8 и 9 говорит о неоспоримом преимуществе в

использовании специализированных кластеров над многоядерным домаш-

ним ПК.

Таблица 9: Время решения СЛАУ методом Гаусса в векторной задаче дифракции на

сфере

Порядок матрицы N 112 480 1984 8064 32512

Число процессов M 4 0.0007 .031 2.4 288 4502

8 .0008 .018 1.8 163 2600

16 0.4 0.34 0.9 82 1393

32 0.82 0.77 1 56 812

64 2.31 1.7 2 36 450
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5.4 Теплицевы матрицы и тензоры в задачах дифракции

Наиболее трудоемким при решении задач дифракции методом Галерки-

на является вычисление многомерных интегралов. Независимость их вы-

числения допускает эффективное распараллеливание решения задаче на

этапе заполнения матрицы СЛАУ (см. выше).

Еще один способ сокращения времени расчетов связан симметрией ядра

интегрального оператора (функция Грина G(x,y) и ее производные зависят

от разности |x − y| и x − y соответственно.) Ниже на примере объемного

интегрального уравнения Липпмана-Швингера описан один из возможных

способов учета этой симметрии.

Рассмотрим ИУ по объемной области неоднородности Q ⊂ R3,

Au(x) := θ(x)u(x)−
∫
Q

G(x, y)u(y)dy = u0(x), x ∈ Q, (5.107)

где G(x, y) = eike|x−y|

4π|x−y| , а θ = (k2(x) − k2e)
−1. Уравнение (5.107) – скаляр-

ный аналог ИУ Липпмана-Швингера, записанный «в токах» . Такая запись

уравнения позволяет максимально воспользоваться симметрией ядра ИУ

независимо от вида неоднородности. Заметим, что к уравнению «в токах»

можно и не переходить, а использовать некие средние значения функции,

описывающей неоднородность, и выносить эти значения за знак интегра-

ла. Такой подход неоднократно применялся автором, но в диссертационной

работе не обсуждается.

Для простоты изложения основной идеи рассмотрим случай кубической

области Q = [0, 1]3 ⊂ R3. Введем в Q равномерную сетку, конечные элемен-

ты Πi = Πi1i2i3 и кусочно-постоянные базисные функции (см. п. 1.6 Главы

1).

Номер i и мультииндекс i1i2i3 свяжем равенством

i = i3n
2 + i2n+ i1, (5.108)
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устанавливая взаимно-однозначное соответствие между одно- и трехиндекс-

ной нумерацией.

Элементы основой матрицы СЛАУ вычисляются согласно методу Галер-

кина по формуле

[A′]ij = δij

∫
Πi

θ(x)dx−
∫
Πi

∫
Πj

G(x, y)dydx, (5.109)

Очевидно, [A′] есть сумма диагональной матрицы [D] и симметрической

матрицы (обозначим ее [B]). Ниже показано, что [B] – блочно-теплицева.

Приведем известные определения теплицевой матрицы и теплицева тен-

зора четной валентности. Будем использовать нижнюю индексацию в обо-

значениях элементов тензоров и матриц. Предполагаем также, что все рас-

сматриваемые индексы (i, j, ik и т.д.) изменяются в пределах от 0 до

n− 1.

Определение 5.2. Квадратная матрица A (Aij) называется теплице-

вой, если из равенства i− j = i′ − j′ следует Aij = Ai′j′.

Определение 5.3. Тензор Ai1...imj1...jm валентности 2m называется теп-

лицевым, если из равенства ik − jk = i′k − j′k, выполненного для всех

k = 1, ...,m, следует, что Ai1...imj1...jm = Ai′1...i
′
mj′1...j

′
m
.

Замечание 5.5. Если вместо матрицы [A′]ij в методе Галеркина формиро-

вать шестивалентный тензор Ai1i2i3j1j2j3, то он будет теплицевым, так как

ядро интегрального оператора зависит от модуля разности аргументов.

Для решения задач дифракции (как прямых, так и обратных) удоб-

нее «разворачивать» такие тензоры в обычные квадратные матрицы в ре-

зультате перехода от тройной индексации конечных элементов и базисных

функций к однократной.

Итак, если Ai1...imj1...jm – 2m-валентный тензор порядка n, то квадратная
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матрица A порядка nm определяется по правилу

Aij = Ai1...imj1...jm,

i = imn
m−1 + im−1n

m−2 + ...+ i1,

j = jmn
m−1 + jm−1n

m−2 + ...+ j1.

(5.110)

Вопрос о структуре таких матриц решается в следующем утверждении.

Свойство 5.1. Если тензор Ai1...imj1...jm теплицев, то матрица A, опре-

деленная согласно (5.110), является блочно-теплицевой.

Действительно, фиксируя значения всех индексов кроме, например, im

и jm, получим, что A...+im,...+jm = A...+i′m,...+j′m, если im − jm = i′m − j′m.

Проиллюстрируем, как выглядит блочно-теплицева матрица в при n = 3.

Если валентность исходного тензора равна 2 (m = 1), то Утверждение 5.1

тривиально, так как сразу получается теплицева матрица. Например, такая:

Aij =


1 2 3

4 1 2

5 4 1

 .
В случае m = 2 матрица A может быть представлена в блочно-

теплицевом виде

A =


A1

2 A2
2 A3

2

A4
2 A1

2 A2
2

A5
2 A4

2 A1
2

 , (5.111)

причем в общем случае Al1
2 ̸= Al2

2 при l1 ̸= l2, и все Al1
2 - теплицевы матрицы.

При m = 3 матрица A представляется в блочно-теплицевом виде

A =


A1

3 A2
3 A3

3

A4
3 A1

3 A2
3

A5
3 A4

3 A1
3

 , (5.112)

все Al1
3 – блочно-теплицевы матрицы вида (5.111). Пример такой матрицы

представлен на Рисунке 5.112:



Гл. 5. О программной реализации МГ 232

Рис. 20: Блочно-теплицева матрица (n = m = 3).

Структура развернутой матрицы при произвольном m обобщается по

индукции.

Итак, блок [B] основной матрицы СЛАУ в методе Гелеркина для уравне-

ния (5.107) является блочно-теплицевой в силу свойств ядра G(x, y). Оце-

ним число ν(n) различных элементов в такой матрице. При m = 2, на-

пример, ν(n) ≤ n2 – это число различных блоков, умноженное на число

различных элементов в каждом блоке. Для m3 (в трехмерной задаче ди-

фракции) получим ν(n) ≤ n3.

Эту важную для численного решения задачи дифракции оценку мож-

но усилить; правда, лишь в случае канонических рассеивателей. Проведем

все поясняющие выкладки в двухмерном случае (m = 2) – для большей

наглядности.

На Q = [0; 1]2 ⊂ R3 введем n2 квадратных конечных элементов Πi1i2 и

рассмотрим интегралы

Bi1i2j1j2 :=

∫
Πi1i2

∫
Πj1j2

G(x, y)dydx. (5.113)

Так как G(x, y) = G(|x − y|), то значения интегралов Bi1i2j1j2 зависят

от пар (I1, I2) := (|i1 − j1|, |i2 − j2|, причем 0 ≤ Ik ≤ n − 1. Например,
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будет иметь место равенство
∫
Π00

∫
Π31

G(x, y)dydx =
∫
Π11

∫
Π42

G(x, y)dydx (см.

Рисунок 21).

Рис. 21: Блочно-теплицева матрица (n = m = 2).

В этом примере (I1, I2) = (3, 1). Далее, такое же значение примет и инте-

грал
∫
Π23

∫
Π33

G(x, y)dydx (здесь (I1, I2) = (1, 3)). Заметим, что такая инвари-

антность относительно «поворотов» пар носителей не сохранится в случае

конечных элементов прямоугольной формы.

Итак, число различных интегралов Bi1i2j1j2 равно

Card{(I1, I2) : 0 ≤ I1 ≤ I2 ≤ n− 1} =: P 2
n ,

где P 2
n = C2

n+1 – треугольные числа.

В случае m = 3 получим

Утверждение 5.2. Число различных элементов матрицы [B] равно

Card{(I1, I2, I3) : 0 ≤ I1 ≤ I2 ≤ I3 ≤ n− 1} =: P 3
n .

Здесь P 3
n = C3

n+2 (а в общем случае Pm
n = Cm

n+m−1) – так называемые

симплектические числа.

В Таблице 10 проведено сравнение времени заполнения матрицы СЛАУ

с учетом и и без учета симметрии.
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Таблица 10: Сравнение времени заполнения СЛАУ методом Гаусса в задаче дифракции

на теле Q

Число разбиения n 8 12 20 32

Порядок матрицы N 512 1728 8000 32768

Число различных интегралов 84 286 1330 5456

Время заполнения матрицы

(без учета симметрии), с 583 6 · 103 105 109

Время заполнения матрицы

(с учетом симметрии), с 0.25 1.2 17 213

В качестве иллюстрации рассмотрена задача дифракции плоской волны

на неоднородном теле Q ⊂ [0; 1]3, представляющем собой объединение двух

шаров с радиусами r1 = 0.5 и r2 = 0.05. Неоднородность тела задается

функцией k̃(x) = 2 + (1 + |x− x′|−1), где x′ = (0.5, 0.75, 0.75) ∈ Q.

(а): n = 6 (б): n = 12 (в): n = 32

(г): n = 6 (д): n = 12 (е): n = 32

Рис. 22: Модуль решения |E| в сечениях области неоднородности и на ее поверхности.

На Рисунке 22 представлены графики приближенных решений при раз-
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личном числе базисных функций m = n3 в сечениях ((а)–(в)) и на поверх-

ности ((г)–(е)) области неоднородности. В Таблице 11 представлены резуль-

таты сравнения приближенных решений в равномерной метрике (△n1n2
=

max |Em1
−Em2

|, |Emk
| ∈ (1, 2)), иллюстрирующие внутреннюю сходимость

метода Галеркина.

Таблица 11: Исследование внутренней сходимости метода Галеркина

Числа разбиения n1, n2 6, 12 12, 16 16, 20 20, 32

△n1n2 0.15 0.11 0.065 0.043
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные научные результаты диссертации

В диссертации теоретически обоснован метод Галеркина для решения

систем интегро-дифференциальных уравнений, возникающих в задачах ди-

фракции на частично экранированных телах и системах тел и экранов. К

основным результатам диссертации относятся следующие:

1) доказана единственность решения краевых задач дифракции;

2) краевые задачи дифракции сведены к системам интегро-дифферен-

циальных уравнений по ограниченным многообразиям с краем размерно-

сти 2 и 3;

3) доказаны теоремы о непрерывной обратимости и эллиптичности (в век-

торных задачах – для случая внешней среды с поглощением, то есть, при Im(εe) > 0)

матричных операторов интегро-дифференциальных уравнений в простран-

ствах Соболева на многообразиях с краем размерности 2 и 3;

4) на многообразиях с краем размерности 2 и 3 введены скалярные и

векторные базисные функции; доказано, что введенные базисные функции

удовлетворяют условию аппроксимации в пространствах Соболева;

5) доказаны теоремы о сходимости метода Галеркина (в векторных зада-

чах – при Im(εe) > 0) для систем интегро-дифференциальных уравнений в

пространствах Соболева;

6) описан алгоритм построения расчетных сеток и определения базисных

функций для широкого класса тел и (в общем случае, неплоских) экранов,

удовлетворяющих условию аппроксимации;

7) представлены формулы для определения матричных элементов в си-

стемах линейных алгебраических уравнений, возникающих при решении
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задач дифракции методом Галеркина;

8) установлено, что в задачах дифракции на частично экранированном

теле не требуется согласованности расчетных сеток на многообразиях раз-

личной размерности;

9) предложен и программно реализован эффективный параллельный ал-

горитм заполнения матрицы СЛАУ в методе Галеркина, учитывающий ха-

рактерные особенности системы ИДУ.

Выводы

В диссертации изучен новый класс задач дифракции монохроматиче-

ских волн на частично экранированных неоднородных телах и системах

тел и экранов. Полученные результаты позволили теоретически обосновать

проекционный метод для решения таких задач. В частности, из результатов

о непрерывной обратимости и эллиптичности интегро-дифференциальных

операторов задач дифракции, а также в силу свойства аппроксимации для

предложенных базисных функций (в том числе, вектор-функций на неплос-

ких экранах) получены теоремы о сходимости метода Галеркина в скаляр-

ной и векторной задачах дифракции (включая квазиоптимальную оценку

скорости сходимости метода).

Рекомендации по практическому использованию результатов

Результаты диссертации носят преимущественно теоретический харак-

тер. Предложенные в работе численные методы могут быть применены для

решения задач, возникающих в теории сложных СВЧ-устройств, радиоло-

кации, СВЧ-томографии, а полученные теоретические результаты – при

исследовании прямых и обратных задач дифракции на препятствиях слож-

ной структуры. Подходы, использованные для разработки и обоснования

проекционного метода, могут быть использованы при создании эффектив-

ных вычислительных алгоритмов и программных комплексов для решения

подобных задач.
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