
ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

èìåíè Ì.Â. ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÉ ÔÀÊÓËÜÒÅÒ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Ðåçíè÷åíêî Èãîðü Îëåãîâè÷

Óëó÷øåííûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ

ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà

Ñïåöèàëüíîñòü 1.1.2 � äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ôèçèêà

Äèññåðòàöèÿ

íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè êàíäèäàòà

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Âàëåíòèíà Âèêòîðîâíà Êîëûáàñîâà

ÌÎÑÊÂÀ, 2023 ã.



Ñîäåðæàíèå

Ââåäåíèå 5

1 Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à àýðîãèäðîäèíàìèêè � êâàäðàòóðíûå ôîð-

ìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ 22

1.1 Óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ 26
1.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.1.2 Êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë Θnm(x) . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.1.3 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà J1(H) ïðè χ1 > 0 . . . . . . . . . . 35
1.1.4 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà J1(H) ïðè χ1 = 0 . . . . . . . . . . 39
1.1.5 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà J2(H) . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
1.1.6 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ . . 41
1.1.7 Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðî-

ñòîãî ñëîÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
1.1.8 ×èñëåííûå òåñòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
1.1.9 Âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
1.1.10 Ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè 48

1.2 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèç-
âîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
1.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
1.2.2 Âû÷èñëåíèå êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà Jn̂m̂, êîãäà òî÷êà x

ëåæèò â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . 56
1.2.3 Âû÷èñëåíèå êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà Tnm(x), êîãäà òî÷êà

x íå ëåæèò â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . 59
1.2.4 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî dV . . . . . . . . . . . . . . . . 61
1.2.5 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî dU . . . . . . . . . . . . . . . . 63
1.2.6 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé

ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ . . . . . . . . . . . 74
1.2.7 Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ

íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ . . . . 75
1.2.8 ×èñëåííûå òåñòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
1.2.9 Âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

1.3 Äîïîëíåíèå - âûâîä èíòåãðàëà I(H), ôóíêöèè θnm(x) . . . . . . . 79
1.3.1 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà I(H) ïðè χ1 > 0 . . . . . . . . . . 81
1.3.2 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà I(H) ïðè χ1 = 0 . . . . . . . . . . 83

2



1.4 Ïðèìåíåíèå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ âíåø-
íåé êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â òð¼õìåðíîé
îáëàñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
1.4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
1.4.2 Ïðèìåíåíèå óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû . . . . . . 86
1.4.3 Ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû . . . . . 88
1.4.4 ×èñëåííûå òåñòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
1.4.5 Âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

2 Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ � êâàäðà-

òóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ 97

2.1 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâ-
íîé ïëîòíîñòüþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
2.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
2.1.2 Êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë Knm(x) . . . . . . . . . . . . . . . 103
2.1.3 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî dV . . . . . . . . . . . . . . . . 105
2.1.4 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî dU . . . . . . . . . . . . . . . . 108
2.1.5 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ

íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
2.1.6 Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîé-

íîãî ñëîÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
2.1.7 ×èñëåííûå òåñòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
2.1.8 Âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

2.2 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîé-
íîãî ñëîÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
2.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
2.2.2 Âû÷èñëåíèå êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà, êîãäà òî÷êà x ëåæèò

â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
2.2.3 Âû÷èñëåíèå êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà, êîãäà òî÷êà x íå ëå-

æèò â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . 126
2.2.4 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà

äâîéíîãî ñëîÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
2.2.5 Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ

ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
2.2.6 ×èñëåííûå òåñòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
2.2.7 Âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

2.3 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòüþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

3



2.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
2.3.2 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
2.3.3 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ

äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòüþ . . . . . . . . . . . . . . . 139
2.3.4 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, îñíîâàííàÿ íà ñâîéñòâàõ òåëåñíîãî

óãëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
2.3.5 ×èñëåííûå òåñòû äëÿ äèñêà . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
2.3.6 ×èñëåííûå òåñòû äëÿ ñôåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
2.3.7 Âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

2.4 Ïðèìåíåíèå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ âíóò-
ðåííåé êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â òð¼õ-
ìåðíîé îáëàñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
2.4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
2.4.2 Ïðèìåíåíèå óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû . . . . . . 149
2.4.3 Ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû . . . . . 151
2.4.4 Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû òåëåñíîãî óãëà . . . . . . . . . . . . 153
2.4.5 ×èñëåííûå òåñòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
2.4.6 Âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

Çàêëþ÷åíèå 161

Ëèòåðàòóðà 163

4



Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îäíîìó èç ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
� ìåòîäó ïîòåíöèàëîâ. Â ïåðâîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá îáòåêàíèè òâ¼ðäîãî
òåëà ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â òð¼õìåðíîì
ñëó÷àå. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ñòàöè-
îíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå
àâòîðîì ïîëó÷åíû íîâûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è
äâîéíîãî ñëîÿ â òð¼õìåðíûõ îáëàñòÿõ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà.

Èñïîëüçîâàíèå ïîòåíöèàëîâ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþò òàêæå
ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ó ýòîãî ìåòîäà ìîæíî âûäåëèòü
äâå îñíîâíûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ: äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷
è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñâîäèòñÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà
è Ãåëüìãîëüöà: îáòåêàíèå ïðåïÿòñòâèé ïîòåíöèàëüíûì òå÷åíèåì, ðàñïðåäåëåíèå
ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ, ðàñ÷¼ò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî è ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ ïîâåðõíîñòåé ñëîæíîé ôîðìû, ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ è ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ âîëí [1].

Ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, èñïîëüçóåìûå â ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòàõ,
íå äàþò ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîòåíöèàëîâ
âáëèçè ïîâåðõíîñòè Γ, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü. Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü ñòàí-
äàðòíûõ ôîðìóë ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà òî÷êà, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, ïðèáëèæàåòñÿ ê îïðåäåëåííûì òî÷êàì íà ïîâåðõíîñòè
Γ [2, Ãëàâà 2]. Â çàäà÷å ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ, íàïðèìåð, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïîòåíöèàëîâ íåëüçÿ
ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ïîëÿ ñêîðîñòåé â íåêîòîðîì ñëîå âáëèçè ïî-
âåðõíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íå ñîõðàíÿþò
âàæíåéøåå ñâîéñòâî ïîòåíöèàëîâ, à èìåííî èõ îãðàíè÷åííîñòü è íåïðåðûâíîñòü
âáëèçè ïîâåðõíîñòè. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå àâòîðîì ïîëó÷åíû íîâûå êâàä-
ðàòóðíûå ôîðìóëû, ñîõðàíÿþùèå óêàçàííîå ñâîéñòâî ýòèõ ïîòåíöèàëîâ.

Ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êî-
òîðûé â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþò òàêæå ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ. Ó
ýòîãî ìåòîäà ìîæíî âûäåëèòü äâå îñíîâíûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ: äîêàçàòåëü-
ñòâî ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ èõ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ. Ïðè ðåøåíèè âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ýòîò
ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî ýôôåêòèâíûì, òàê êàê ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò èñõîäíîé
òð¼õìåðíîé çàäà÷è ê äâóìåðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ íà îãðàíè÷åííîé
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ïîâåðõíîñòè. Ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, ôîðìóëè-
ðîâêîé ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è, â òåîðèè âåäóùåé ê å¼ òî÷íîìó ðåøåíèþ.
Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîãðåøíîñòü ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî èç-çà äèñ-
êðåòèçàöèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è ïîòåíöèàëîâ, ïîñêîëüêó îáû÷íî íåâîç-
ìîæíî àíàëèòè÷åñêè âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå. Åñëè ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íûé, îáëàäàåò òàêèìè ñâîéñòâàìè êàê ðàâíîìåðíàÿ
ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, òî ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ìîæíî çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü áåç óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèé. ×èñëåííàÿ
ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ñîçäàíà àâòîðîì â
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.
Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü å¼ ðàçðàáîòàííîñòè

Òåîðèÿ ïîòåíöèàëà è ñâÿçàííûå ñ íåé âîïðîñû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ óæå â XIX âåêå áûëè â öåíòðå âíèìàíèÿ ìàòåìàòè-
êîâ. Îñíîâû êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîòåíöèàëà çàëîæåíû À. Ì. Ëÿïóíîâûì [3].
Â êíèãå Ãþíòåðà [4] äà¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå èçëîæåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè
ãàðìîíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïëîòíîñòÿìè, çà-
äàííûìè íà ïîâåðõíîñòÿõ Ëÿïóíîâà. Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî
è äâîéíîãî ñëîÿ, à òàêæå íüþòîíîâà ïîòåíöèàëà è èõ ïðîèçâîäíûõ.

Â êíèãå [5] áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ òåîðèè îïåðàòîðîâ, ïî-
ðîæä¼ííûõ çàäà÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàññìîòðåíû óðàâíåíèÿ â áàíà-
õîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ýëåìåíòû òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ è ñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðèâîäèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîòåíöè-
àëà äâîéíîãî ñëîÿ íà îñíîâå ïîíÿòèÿ òåëåñíîãî óãëà.

Ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ èñïîëüçóþòñÿ â êíèãå [6] äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è
Ãåëüìãîëüöà â îäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-
íåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ïîêàçàí ïðîöåññ ïåðåõîäà îò èñõîäíîé çàäà÷è ê
èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà 2 ðîäà. Ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî, äâîéíîãî
ñëîÿ, à òàêæå íüþòîíîâ ïîòåíöèàë â ýòîé êíèãå ââîäÿòñÿ êàê ñâ¼ðòêè îáîáù¼í-
íîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè µ(x) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèåé îò |x| â ðàìêàõ èç-
ëîæåíèÿ òåîðèè îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè.

Â êíèãå [1] òåîðèÿ ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ áàçîé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàå-
âûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ
Ôðåäãîëüìà 2 ðîäà çàòåì ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì êâàäðàòóð [7]. Òàêæå âû-
âîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå îáú¼ìíîãî ïîòåíöèàëà, ðàññìàòðèâàþòñÿ
ôóíêöèè âëèÿíèÿ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, òåïëîâûå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîé-
íîãî ñëîÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðèìåíåíèå ïîòåíöèàëîâ
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ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ðàññìîòðåíû
â ñáîðíèêå [8].

Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîòåíöèàëîâ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñäåëàíî â [9]. Äëÿ ñèñòåì äâóìåðíûõ ýëëèï-
òè÷åñêèõ óðàâíåíèé îáîáùåíèå ñäåëàíî â [10]. Â [11] ïðåäñòàâëåí ïîäðîáíûé
îáçîð ìåòîäîâ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ îá-
ùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâîëü-
íîé ðàçìåðíîñòè. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ íà
êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è
äâîéíîãî ñëîÿ. Ïîêàçàíî ðàñøèðåíèå ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé çà ñ÷¼ò âêëþ÷åíèÿ íîâûõ êëàññîâ êðàåâûõ è íà÷àëüíî-
êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òàêèõ êàê çàäà÷à ñ êîñîé ïðîèçâîäíîé
äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Ìåòîäû òåîðèè ïîòåíöèàëà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ïðè ðàçðàáîòêå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èõ ðåøå-
íèÿ. Ïîòåíöèàëû ïîçâîëÿþò ïåðåéòè îò èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ê èíòåãðàëü-
íîìó óðàâíåíèþ ïî ãðàíèöå îáëàñòè. Òåì ñàìûì ðàçìåðíîñòü èñõîäíîé çàäà÷è
óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó. Îñîáåííî äàííîå ïðåèìóùåñòâî çàìåòíî ïðè ðåøåíèè
âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà, ê
êîòîðûì âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñâîäèòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ óñòàíî-
âèâøèõñÿ êîëåáàíèé [12]. Â òî âðåìÿ êàê àâòîðû [12] ãîâîðÿò î òîì, ÷òî â ñëó÷àå
ïðÿìîé çàäà÷è òåîðèè äèôðàêöèè òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ
ðàçðàáîòàíû, ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè îñòàþòñÿ ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìå-
òîäà ïîòåíöèàëîâ. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòêà óëó÷øåííûõ àëãîðèòìîâ ïðèáëè-
æ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç
êîìïëåêñíûå ôóíêöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ê
êðàåâîé çàäà÷å äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ òèïà Êî-
øè çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ãðàíè÷íûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì [13, 14, 15]. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ïðèâîäèò ê ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì. Ðàçðåøèìîñòü ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé è óñëîâèÿ ãëàäêîñòè äëÿ
ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëîâ èçó÷åíû â [14]. Èíòåãðàëû òèïà ïîòåíöèàëà, ñèíãóëÿð-
íûå èíòåãðàëû, èíòåãðàëû òèïà Êîøè è ïîòåíöèàëû äâîéíîãî ñëîÿ ðàññìîòðåíû
â ïðîñòðàíñòâàõ Ã¼ëüäåðà ñ âåñîì â ìîíîãðàôèÿõ [14, 15, 16].

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà îñíîâíûå óñèëèÿ îáû÷íî íàïðàâ-
ëåíû íà ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ôèçè÷åñêóþ
ñèñòåìó â êîíêðåòíîé îáëàñòè, êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü î÷åíü ñëîæíóþ ôîðìó. Íà-
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ëè÷èå ñëîæíûõ ãðàíèö íà ïðàêòèêå íå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ÿâíîå ðåøåíèå çà-
äà÷è, ïîýòîìó èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîä ðàçíîñòíûõ
ñõåì è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [17]. Â ìåòîäå ðàçíîñòíûõ ñõåì äèôôåðåíöèàëü-
íûå îïåðàòîðû àïïðîêñèìèðóþò áîëåå ïðîñòûìè àëãåáðàè÷åñêèìè (ðàçíîñòíû-
ìè) îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ, íàõîäÿùèõñÿ â
èíòåðåñóþùåé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû èñêîìîå ðåøåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðèáëèçèòü íåêîòîðîé ñóì-
ìîé ýëåìåíòîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè (êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè),
êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò ìîäåëèðóåìóþ ñèñòåìó. Îäíàêî ñóùåñòâóåò øèðîêèé
êðóã çàäà÷, â êîòîðûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âîçíèêà-
þò òðóäíîñòè. Íåîáõîäèìîñòü äèñêðåòèçàöèè âñåé èíòåðåñóþùåé îáëàñòè ìîæåò
ïðèâîäèòü ê î÷åíü áîëüøîìó ÷èñëó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îñîáåííî ýòî çàìåòíî
âî âíåøíèõ òð¼õìåðíûõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð â çàäà÷àõ ðàññåÿíèÿ [12]. Êðîìå òîãî,
òàêàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ìîæåò ïðèâîäèòü ê íå îáóñëîâëåííûì ôèçè÷åñêè ðàçðûâàì
çíà÷åíèé ôóíêöèé ìåæäó ñìåæíûìè ýëåìåíòàìè [18].

Íà ïåðâûé âçãëÿä, êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû ïðèâëåêàòåëüíû òåì, ÷òî ïîç-
âîëÿþò ïðèìåíÿòü èõ ïðàêòè÷åñêè ê ëþáîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Îäíàêî ó÷¼ò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåðåäêî ÿâëÿåòñÿ ãðîìîçäêîé èëè çàòðàò-
íîé äëÿ ìàøèííîãî âðåìåíè îïåðàöèåé. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ
ìåòîäîâ íàïðÿìóþ çàâèñèò îò ñãóùåíèÿ ñåòêè, îïðåäåëÿþùåé óçëîâûå òî÷êè.
Ïîëó÷àþùèåñÿ ñèñòåìû î÷åíü âûñîêîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìîãóò îêà-
çàòüñÿ ñëèøêîì áîëüøèìè äàæå äëÿ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ [19].

Îáúåäèíåíèåì èäåé ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ ÿâëÿåò-
ñÿ ìåòîä ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ (ÌÐÏ) [20]. ÌÐÏ ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî ðåøàòü
êðàåâûå çàäà÷è, èñïîëüçóÿ âìåñòî ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ò.í. ãðà-
íè÷íûå ïñåâäî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Â ðàáîòå [21] ðàññìîòðåíà âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è îáòåêàíèÿ òð¼õìåðíûõ òåë. Íà îñíîâå èäåé Ê.È. Áàáåíêî î íåíàñû-
ùàåìûõ àëãîðèòìàõ [22] áûëî ïîñòðîåíî ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â çàäà÷å îáòåêàíèÿ ýëëèïñîèäîâ âðàùåíèÿ áîëüøîãî
óäëèíåíèÿ. Îäíàêî, íå âî âñåõ çàäà÷àõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ñèììåòðèåé.

Â ìîíîãðàôèè [23] è â [24] èçó÷àþòñÿ äèôðàêöèîííûå ÿâëåíèÿ, èññëåäîâàíèå
êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíûì äâóìåðíûì çàäà÷àì. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøàåò-
ñÿ çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå èç
öèëèíäðîâ ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ.

Â ìîíîãðàôèè [25] ðåøàåòñÿ çàäà÷à äèôðàêöèè â îáùåì ñëó÷àå � êðàåâàÿ
çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Îäèí èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ � ñâåäåíèå ê îáú-
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¼ìíîìó ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå âåê-
òîðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, à äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé - ñêàëÿðíîãî
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

Â [26] ðàññìîòðåíû äâóìåðíûå (ïëîñêèå è îñåñèììåòðè÷íûå) êðàåâûå çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëàñòè ñ ãðàíèöåé â âèäå çàìêíóòîãî ãëàäêîãî êîíòó-
ðà. Ðåøåíèå ýòèõ äâóìåðíûõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì, äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðåäëîæåíû êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, îáåñïå÷èâà-
þùèå áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé. Â [27] ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøå-
íèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ñâåäåíèè êðàåâûõ
çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëîâ. Ïå-
ðèîäè÷åñêèå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè äâóìåðíûõ
êðàåâûõ çàäà÷, ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííî ðåøàòü â [28] ÷åðåç ðàçëîæåíèå ôóíêöèé
â ðÿäû Ôóðüå. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ãëàäêîé ãðàíèöû è ïðàâîé ÷àñòè â èíòå-
ãðàëüíîì óðàâíåíèè ìåòîä äà¼ò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñõîäèìîñòü â íîðìàõ ïðî-
ñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ ïðèìå÷àòåëüíà ðàáîòà [29], ãäå äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â äâóìåðíîé îãðàíè÷åííîé îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè èñïîëüçóåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèé ìåòîä. Òåì íå ìåíåå äàëåêî íå
âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷, òî åñòü äëÿ îäíî-
ìåðíîãî ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïðèìåíèìû â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå.

Ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ) íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü óíèâåðñàëü-
íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ [30]. Èñïîëüçóÿ ïîòåíöèàëû, èñ-
õîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñâîäÿò ê èíòåãðàëü-
íûì óðàâíåíèÿì íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ãëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì ÌÃÝ ÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü äèñêðåòèçàöèè ëèøü ãðàíèöû èññëåäóåìîé îáëàñòè äëÿ ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òåì ñàìûì ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, à ñëåäîâàòåëüíî è ïîðÿäîê
ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó. Ýòèì îáóñëàâëè-
âàåòñÿ ñàìîå î÷åâèäíîå îòëè÷èå äàííîãî ìåòîäà îò õîðîøî èçâåñòíîãî ìåòîäà
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ) è ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ), ãäå çà÷àñòóþ
ïðèõîäèòñÿ äèñêðåòèçèðîâàòü âñþ ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü.

Âî âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷àõ, ÌÃÝ àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
íà áåñêîíå÷íîñòè â îòëè÷èå îò ÌÊÐ è ÌÊÝ, ÷òî óìåíüøàåò âðåìÿ âû÷èñëå-
íèé. Óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè íà åäèíèöó â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè îêàçûâàåò ðåøàþùåå âëèÿíèå íà âûáîð äàííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ [12].

Ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, èñïîëüçóåìûå â ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòàõ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëü-
öà, íå îáåñïå÷èâàþò ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî-
òåíöèàëà âáëèçè ïîâåðõíîñòè Γ, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, è äà-
æå ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà òî÷êà, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ êâàäðàòóð-
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íàÿ ôîðìóëà, ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåëåííûì òî÷êàì íà ïîâåðõíîñòè Γ, â òî âðåìÿ
êàê ñàì ïîòåíöèàë íåïðåðûâåí âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, â òîì ÷èñëå âî âñåõ òî÷-
êàõ íà ïîâåðõíîñòè Γ. Òåì ñàìûì, íå âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîñòè è
íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè Γ [2, Ãëàâà 2].

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ãàðìîíè÷åñêî-
ãî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ, çàäàííîé íà ðàçîìêíóòûõ êðèâûõ,
ïðåäëîæåíà â [31, 32]. Ýòà ôîðìóëà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè íàõîæäåíèè ÷èñëåí-
íûõ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà âíå ðàçðåçîâ è
ðàçîìêíóòûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè, à èìåííî: äëÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñ íàêëîí-
íîé ïðîèçâîäíîé [33], äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå è Íåéìàíà [34, 35, 36, 37],
äëÿ ñìåøàííîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ [38], à òàêæå â êðàåâûõ çàäà÷àõ ñ óðàâíå-
íèåì Ãåëüìãîëüöà [39, 40, 41, 42, 43].

Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ, çàäàííûé íà äîñòàòî÷íî ãëàä-
êîé ïîâåðõíîñòè, ìîæíî âû÷èñëèòü, ïðèáëèæàÿ ýòó ïîâåðõíîñòü ïîâåðõíîñòüþ
ìíîãîãðàííèêà è âû÷èñëÿÿ ïîòåíöèàë ñ ïëîòíîñòüþ, çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè
ìíîãîãðàííèêà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êàæäàÿ ãðàíü � êóñî÷åê íåêîòîðîé ïëîñêîñòè
[2]. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ïðîãðàììû, êîòîðûå ñòðîÿò ïîâåðõíîñòü ìíîãîãðàí-
íèêà. Îäíàêî çàìåíà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè íà ïîâåðõíîñòü ìíîãîãðàííèêà èìååò
ðÿä íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, âáëèçè ð¼áåð è âåðøèí ìíîãîãðàííèêà ïðîèçâîäíûå
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ, çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííè-
êà, ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòè, êîòîðûõ íåò ó ïîòåíöèàëà ñ ïëîòíîñòüþ, çàäàííîé
íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, ÷òî ñíèæàåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. Âî-âòîðûõ, òàêîé
ïîäõîä íå ìîæåò äàòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè âûøå åäèíèöû äàæå â ñëó÷àå ïî-
ñòîÿííîé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà, òàê êàê îñíîâàí íà ëèíåàðèçàöèè, òî åñòü íà
çàìåíå ïîâåðõíîñòè êóñî÷êàìè ïëîñêîñòè.

Ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàêèå çàäà÷è
âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íàïðèìåð, â òåîðèè
îáòåêàíèÿ ïðåïÿòñòâèé ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè, â ýëåêòðîñòàòèêå, â çàäà-
÷àõ ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, â òåîðèè ôèëüòðàöèè è ò.ä. [30].

Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàêèå
çàäà÷è âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íàïðèìåð, â
òåîðèè ðàññåÿíèÿ àêóñòè÷åñêèõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ïðåïÿòñòâèÿõ, â
ãåîôèçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå, ïðè èçó÷åíèè äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí [44], â
òåîðèè òåïëîâûõ âîëí â òåðìîäèíàìèêå è ò.ä [30]. Ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû
ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ñòîêñà ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé [45, 46, 47].
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×èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ îá-
ñóæäàëîñü â [48], [49], [50] è ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå, ÷èñëåííî
ðåøàÿ ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, íàõîäÿò ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Íà
âòîðîì ýòàïå, ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â êâàäðàòóðíóþ ôîð-
ìóëó, íàõîäÿò ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè. Ââèäó òîãî, ÷òî
ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íå äàþò
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè, ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè
äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïðèõîäèòñÿ ëèáî óìåíüøàòü øàã ñåòêè, ëèáî ïðîâî-
äèòü äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ âáëèçè ãðàíèöû, ÷òî óâåëè÷èâàåò ñòîèìîñòü
âû÷èñëåíèé. Íåäîñòàòî÷íàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ âáëèçè ïîâåðõ-
íîñòè Γ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [51, 52, 53, 54, 55, 56]. Â [52] îáñóæäàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîäõîäà ê ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèÿì ïî-
âåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïî ïîëó÷åíèþ óëó÷øåííûõ
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü âáëèçè ãðàíè-
öû, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â [57] â äâóìåðíîì ñëó÷àå äëÿ çàìêíóòîé êðèâîé êëàññà C5 ïðè êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé èíòåðïîëÿöèè ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà äîêàçàíî, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè
ê ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ
ïîìîùüþ ïðîñòîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà èëè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë
Íüþòîíà-Êîòåñà íå îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé àï-
ïðîêñèìàöèé ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ âáëèçè ãðàíèöû.

Íåîáõîäèìîñòü òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè
âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â òîíêîñòåííûõ è ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèÿõ,
òîíêèõ ïîêðûòèÿõ, ïëåíêàõ [58, 59, 60, 61], íà êîíöàõ òðåùèí [62]. Ñðàâíå-
íèå ñëîæíîñòåé ïðè ïðèáëèæ¼ííîì âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è Ñòîêñà âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðàññìîòðåíû â [63].

Ïóñòü âû÷èñëåíèå íåêîòîðîãî ïîòåíöèàëà èëè åãî ïðîèçâîäíîé îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ â òî÷êå x. Â ìåòîäå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ãðàíèöà èíòåðåñó-
þùåé îáëàñòè Γ ðàçáèâàåòñÿ íà ðÿä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÃÝ) Γi, â êàæäîì èç
êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå-
íèÿ, ïîñëå ÷åãî ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå. ßäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ
èìåþò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ y ∈ Γ, ïîýòîìó âûäåëÿþò íåñêîëüêî âèäîâ ÃÝ Γi,
ãäå Γ = ∪iΓi. Ñèíãóëÿðíûå ÃÝ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà x ∈ Γi, íåñèíãó-
ëÿðíûå ÃÝ � êîãäà òî÷êà x /∈ Γi è íàõîäèòñÿ äàëåêî îò Γi. Èñïîëüçóþò ïîíÿòèå
ïî÷òè ñèíãóëÿðíûõ ÃÝ [53]. Â ýòîì ñëó÷àå x /∈ Γi, íî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x
ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ Γi. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ íà ñèíãóëÿðíûõ è ïî÷òè
ñèíãóëÿðíûõ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòàõ òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû.
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Ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ) èìååò ÿâíîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ÌÊÝ
ïðè àíàëèçå òîíêîñòåííûõ ñòðóêòóðíûõ çàäà÷, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ äèñêðåòè-
çàöèÿ òîëüêî ïîâåðõíîñòè êîíñòðóêöèè íà ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû è íå íàëàãàåò-
ñÿ íèêàêèõ óïðîùàþùèõ äîïóùåíèé [64, 65]. Òåì íå ìåíåå, äàæå äëÿ ÌÃÝ â
ñëó÷àå âû÷èñëåíèé î÷åíü áëèçêî ê ïîâåðõíîñòè íåîáõîäèìî ñ îñòîðîæíîñòüþ
èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû. Îáçîð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ
ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ òîíêèõ ñëî¼â ñîäåðæèòñÿ â [66, 57].

Â [67] è [65] ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ â ñëó÷àå î÷åíü òîíêèõ ïîãðàíè÷íûõ ñëî¼â. Ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ïðèìåðû
ñ ðàçíûì âûáîðîì ìíîãîòî÷å÷íîãî (îò 4 äî 16 òî÷åê) øàáëîíà äëÿ ôîðìóëû
Ãàóññà â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè ñèíãóëÿðíîñòè (ìåòîä àäàïòèâíî-
ãî äåëåíèÿ ãðàíè÷íîé îáëàñòè). Äëÿ äâóõìåðíûõ çàäà÷ ìåòîä ðàññìîòðåí â [68].
Â ðàáîòàõ [53, 54, 58] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ìåòîäû àäàïòèâíîãî äåëåíèÿ íå îáåñïå÷è-
âàþò äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü èëè òðåáóþò áîëüøèõ çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè
ïðè î÷åíü ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò òî÷êè x äî ïîâåðõíîñòè.

Ñóùåñòâóþò ìåòîäû ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ïî÷òè ñèíãóëÿðíûõ èíòå-
ãðàëîâ, îñíîâàííûå íà íåëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ:
ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ [69, 70], sinh-ïðåîáðàçîâàíèÿ [71, 54]. Äàííûå
ïîäõîäû íå îáåñïå÷èâàþò ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû
äëÿ ðàññòîÿíèé îò òî÷êè âû÷èñëåíèé äî ïîâåðõíîñòè, ïðåâûøàþùèõ íåêîòîðóþ
ôèêñèðîâàííóþ âåëè÷èíó R0, îïðåäåëÿåìóþ ÷èñëåííî.

Â ðàáîòàõ [58, 61, 70] ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè, âîçíèêàþ-
ùèå ïðè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ äâóìåðíîãî
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, èìåþò âèä: µ(y)(ρ2 + d2)−1, ãäå ρ(x, y) è d(x, y) � ôóíêöèè
ñïåöèàëüíîãî âèäà, à µ(t) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ â [57] ñ öåëüþ àïïðîêñèìàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà:
µ1(y)(ρ2

1 + d2
1)
−1 + µ2(y)(ρ2

2 + d2
2)
−1. Äëÿ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè êëàññà C5 c ïî-

ìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé ρ âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðà-
ëû íà ãðàíè÷íîì ýëåìåíòå, åñëè âåëè÷èíû d è ρ íå ïðåâîñõîäÿò òðåòè ðàäèóñà
êðóãà Ëÿïóíîâà, à îñòàëüíûå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ óñòîé÷èâî ñõîäÿòñÿ ñ êóáè÷åñêîé ñêîðîñòüþ âáëèçè è íà ñàìîé
ãðàíèöå êëàññà C5.

Äðóãîé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ âáëèçè òî÷åê ñèíãó-
ëÿðíîñòè íàçûâàåòñÿ êâàäðàòóðíûì ðàçëîæåíèåì (quadrature by expansion -
QBX) [72]. Â ýòîì ïîäõîäå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ â òî÷êå ïîâåðõíîñòè ëè-
áî âáëèçè ïîâåðõíîñòè âûáèðàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ òî÷êà âáëèçè ïîâåðõíîñòè,
â êîòîðîé ÿäðî ïîòåíöèàëà ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà (ñôå-
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ðè÷åñêèì ôóíêöèÿì). Êîíå÷íàÿ ñóììà ðÿäà ïðè ýòîì áóäåò ãëàäêîé. Îäíàêî,
äëÿ êàæäîé òî÷êè, ãäå âû÷èñëÿåòñÿ ïîòåíöèàë, íàäî âûáèðàòü ñâîþ âñïîìîãà-
òåëüíóþ òî÷êó è âû÷èñëÿòü ðàçëîæåíèå ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà çàíîâî. Åñëè
âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè â áîëüøîì ÷èñëå òî÷åê, ìåòîä âûãëÿäèò î÷åíü
çàòðàòíûì. Ïðîùå èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ñ ìàëûì
øàãîì, òàê êàê îíà íå èñïîëüçóåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà
QBX èññëåäîâàëàñü â [73]. Ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû äëÿ åãî ðåàëèçàöèè äàíû â [74].
Ïîãðåøíîñòü äàííîãî ìåòîäà ñèëüíî çàâèñèò îò ãëàäêîñòè ðàçëîæåíèÿ è ñõîäè-
ìîñòè ïîëó÷àåìîãî âûðàæåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè ðàçëîæåíèÿ ê èñõîäíîé.
Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà î÷åíü áëèçêî ê ïîâåðõíîñòè
ïîêà ðàññìîòðåíî òîëüêî äëÿ äâóìåðíûõ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ
â [75]. Òåñòèðîâàíèÿ ïîäîáíîãî ïîäõîäà íà çàäà÷å âûñîêî÷àñòîòíîé äèôðàêöèè ñ
õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì ðàññåèâàòåëÿ ïîðÿäêà 700 äëèí âîëí âáëèçè ïîâåðõíîñòè
ïðèâåäåíî â [76].

Â ðàáîòå [77] îáñóæäàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíûõ ôîðìóë
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ê áîëåå ñîâåðøåííûì ïðè âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñò-
íûõ ïîòåíöèàëîâ âáëèçè ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäà¼òñÿ ïëîòíîñòü ïîòåíöèà-
ëà. Ïðîâîäÿòñÿ êîìïëåêñíûå îöåíêè äëÿ äâóõ ìåòîäîâ � êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
Ãàóññà-Ëåæàíäðà è ôîðìóëû òðàïåöèè äëÿ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé â òð¼õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Â ðàáîòå [78] ïðåäëîæåí àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ êëàññè÷åñêîé
äâóìåðíîé çàäà÷è Äèðèõëå ïðè ïîìîùè ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðîñòî-
ãî ñëîÿ. Âìåñòî ñâåäåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
Ôðåäãîëüìà 2 ðîäà, èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå 1 ðîäà ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ÿäðîì
[79]. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà òðàïåöèé. Êàê îòìå÷àþò àâòîðû, ïî-
ãðåøíîñòü äàííîãî ìåòîäà ñèëüíî âîçðàñòàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå ïî-
âåðõíîñòè. Äëÿ òð¼õìåðíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïîõî-
æèé ïðîöåññ ñòðîèòñÿ â [80], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî ðåøàòü òàêèå
óðàâíåíèÿ áåç ïðèâû÷íîé â òàêèõ çàäà÷àõ ïðîöåäóðû ðåãóëÿðèçàöèè [81]. Ðåøå-
íèÿ ïîëó÷àåìûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè óñëîâèè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ èùóòñÿ
â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ êîððåêòíî ðàçðåøèìûõ
óðàâíåíèé ñ áëèçêèìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè.

Â [51] ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî è
äâîéíîãî ñëîÿ, îñíîâàííûé íà õàðàêòåðíîé çàìåíå ïåðåìåííîé â ñôåðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî çåíèòíîìó è àçèìóòàëüíîìó
óãëó. Ïîòåíöèàëû âû÷èñëÿþòñÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ â òî÷êå x, ëåæàùåé
âáëèçè ïîâåðõíîñòè íà ðàññòîÿíèè ε îò îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà y∗, îïóùåííî-
ãî èç x íà ïîâåðõíîñòü. Ðàññìàòðèâàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà
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äëÿ ìàëûõ ε, àâòîðû ñâîäÿò çàäà÷ó ê âû÷èñëåíèþ âñïîìîãàòåëüíûõ èíòåãðà-
ëîâ â òî÷êå y∗. Âû÷èñëåíèå âîçíèêàþùèõ èíòåãðàëîâ ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëå
òðàïåöèé è ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ãàóññà-Ëåæàíäðà. Ìåòîäû, èñïîëüçóþ-
ùèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû, íàöåëåíû íà âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëà â îäíîé òî÷-
êå, ïîýòîìó îíè íå äàþò ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè. Â [82]
ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû çàìåíû ÿäðà ïî÷òè ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ (ëèíåéíûå ôóíêöèè, ïðèáëèæåíèå íà îñíî-
âå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, ôóíêöèé Ãðèíà, äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé).
Â [83] çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà â òî÷êå, ëåæàùåé âáëèçè ïîâåðõíîñòè, âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ðàçëîæåíèå Òåéëîðà ïî íîðìàëüíûì ïðîèçâîäíûì ñ öåíòðîì â îñíîâà-
íèè ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè íà ïîâåðõíîñòü. Ñàì ïîòåíöèàë è åãî
íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â îñíîâàíèè ïåðïåíäèêóëÿðà ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.
Ñòàðøèå íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ âñïîìîãàòåëüíûå èíòå-
ãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ òåñòîâ îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíèìîñòü
äàííîãî ïîäõîäà.

Â ìåòîäå êîëëîêàöèé ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîìó êî-
íå÷íîìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé. Íåèçâåñòíûå êîîðäèíàòû ðàçëîæåíèÿ ïî
áàçèñó îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé êîëëîêàöèé è êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è. Óðàâ-
íåíèÿ êîëëîêàöèé îçíà÷àþò, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíî-
ìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Â [84] ïðîâåäåíî îáîñíîâàíèå
ìåòîäà êîëëîêàöèé äëÿ ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Â [85] â îáùåì âèäå ñòðîèòñÿ ôîðìóëà
äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Àíàëî-
ãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ äëÿ òåïëîâûõ ïîòåíöèàëîâ ïðîâåäåíû â [86, 87].

Â ñòàòüå [88] áûëà ïîëó÷åíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé àïïðîê-
ñèìàöèè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Γ. Ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû áûë óñèëåí
àâòîðîì â ñìûñëå ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè è àïïðîêñèìàöèè â ðàçäåëå 1.1 äèññåðòà-
öèè. Ïîäõîä èç [88] áûë ïðèìåíåí äëÿ ïîëó÷åíèÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ
ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â ðàçäå-
ëå 1.2 äèññåðòàöèè. äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ â ðàçäåëå 2.1, äëÿ ïðÿìîãî
çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ â ðàçäåëå 2.2. Âñå íåîáõîäèìûå èíòåãðàëû
ïðè âûâîäå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âû÷èñëåíû àíàëèòè÷åñêè. Â [89] áûë ñîçäàí
íîâûé ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èððàöèîíàëüíîñòè îïðåäåë¼ííîãî
âèäà.
Öåëè ðàáîòû

Â ðàáîòå [88] áûëà ïîñòðîåíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ,
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à òàêæå ñîõðàíÿþùàÿ ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ýòîãî ïîòåíöèàëà ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé çàäàíà åãî ïëîòíîñòü. Öåëü äèññåðòàöèè ñîñòîèò
â ðàñøèðåíèè ýòîãî ìåòîäà è ñîçäàíèè íîâûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïî-
âåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü, â òîì ÷èñëå
âáëèçè ïîâåðõíîñòè, ãäå çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, áåç óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè
âû÷èñëåíèé. Êà÷åñòâåííûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íóæíû äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ê öåëÿì ðàáîòû îòíîñèòñÿ óñèëåíèå ðåçóëüòàòîâ èç [88], à èìåííî ïîâûøåíèå
ïîðÿäêà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, ïîëó÷åíèå íîâîé ôîðìóëû ñ ïîâûøåí-
íîé òî÷íîñòüþ. Öåëüþ ðàáîòû áûëî òàêæå ðàçâèòèå ýòîãî ìåòîäà è ïîëó÷åíèå
äðóãèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïîâûøåííîé òî÷íîñòè äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåí-
öèàëîâ, ñîçäàþùèõ çàìêíóòóþ èíôðàñòðóêòóðó äëÿ áîëåå òî÷íîãî ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ìåòîäîì ïîòåí-
öèàëîâ.

Óêàçàííûå öåëè äîñòèãàþòñÿ ïóò¼ì ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:

� Ïîëó÷åíèå íîâîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðî-
ñòîãî ñëîÿ â ëþáîé òî÷êå âíå ïîâåðõíîñòè, ãäå çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà,
à òàêæå íà ñàìîé ïîâåðõíîñòè.

� Ïîñòðîåíèå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ. Ïîñòðîåíèå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ è åãî ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ.

� Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ àâòîðîì â äèññåðòàöèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ îáòåêàíèÿ è
îïðåäåëåíèè ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ, â òîì ÷èñëå âáëèçè ïîâåðõíî-
ñòè, ãäå çàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1) Àâòîðîì ðåøåíà ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ âáëèçè
ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Äëÿ ýòîãî â äèñ-
ñåðòàöèè ïîñòðîåíà íîâàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ è äîêàçàíî, ÷òî îíà îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü è ðàâíî-
ìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïîòåíöèàëà âíå óêàçàííîé ïîâåðõíîñòè, ÷òî òàêæå
ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè. Ïîëó÷åííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
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ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç óêàçàí-
íóþ ïîâåðõíîñòü. Ðàçðàáîòàíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òàêæå äëÿ ïðÿìîãî
çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, îáëàäàþùàÿ
ïîâûøåííîé òî÷íîñòüþ.

2) Àâòîðîì ðåøåíà ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ âáëèçè
ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Äëÿ ýòîãî â ðàáîòå
ïîñòðîåíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, ïîêàçûâà-
þùàÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé âáëèçè ïîâåðõíîñòè,
íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, ÷åì ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè. Ïîëó÷åíà êâàäðàòóð-
íàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

3) Ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
(âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà è âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå) ïðè ïîìîùè ïîëó-
÷åííûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïîêàçûâàþò ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîãî
ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è îáòåêàíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ïîòåí-
öèàëüíûì ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè, à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî
îïðåäåëåíèþ ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â äèññåðòàöèè àâòîðîì ðàçðàáîòàíû íîâûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïî-
âåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà. Â ïåðâîé ãëàâå
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îáòåêàíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì èäåàëü-
íîé æèäêîñòè ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ïîòåíöèàë ñêîðîñòè
ñ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ è ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèåé. Èñïîëüçóÿ ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå âî âòîðîé ãëàâå, ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî
òåïëîâîãî ïîëÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ðàçìåðà àïïðîêñèìàöèè è ìåíåå. Â ðàáî-
òå ðàçâèò íîâûé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ, ïîçâîëÿþùèé
â ñëó÷àå ìàëûõ ðàññòîÿíèé äî ïîâåðõíîñòè (ãäå çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà)
ñîõðàíÿòü âàæíåéøèå ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ è ïîâûñèòü òî÷íîñòü
âû÷èñëåíèé ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ïîäõîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è àíàëèòè÷åñêîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ. Àâòîðîì áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ
âîçíèêàþùèõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ òåñòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñîñòàâëåííûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë áûëè íàïèñàíû âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàì-
ìû äëÿ êîìïüþòåðà.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Ïîëó÷åíèå íîâûõ, áîëåå òî÷íûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî
âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ, à òàêæå èõ ïðÿìûõ çíà÷å-
íèé, èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Îäíî èç ãëàâíûõ ïðåèìóùåñòâ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïîíèæåíèè ðàçìåðíîñòè
ðåøàåìîé çàäà÷è íà åäèíèöó. Â îïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àÿõ ýòî îêàçûâàåò ðåøàþùåå
âëèÿíèå íà ñòîèìîñòü âû÷èñëåíèé è, êàê ñëåäñòâèå, íà îïðàâäàííîñòü ïðèìå-
íÿåìîãî ìåòîäà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíèå óëó÷øåííûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë,
îáåñïå÷èâàþùèõ ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü âáëèçè ãðàíèöû, îòêðûâàåò íîâûå âîç-
ìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ â äèññåðòàöèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë î÷åâèä-
íà ïðè ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ñ ðàñ÷¼òàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìî-
ùüþ äðóãèõ ïðèáëèæ¼ííûõ ôîðìóë äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ.
Ïðåäëîæåííûé â äèññåðòàöèè ïîäõîä èìååò ïðåèìóùåñòâà ïåðåä ñòàíäàðòíûìè
êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè, èñïîëüçóåìûìè â ïðèêëàäíûõ ðàñ÷¼òàõ, ïîñêîëüêó
îáåñïå÷èâàåò ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü ïðè òîì æå âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Ýòî ðàñ-
øèðÿåò ñôåðó ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ êðàåâûõ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà ñîñòîèò â ñîçäàíèè íîâûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë

äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïîâûøåííîé òî÷íîñòüþ. Àâòîðîì
áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì
èíòåãðàëîâ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ òåñòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîñòàâëåííûõ
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë áûëè íàïèñàíû âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû äëÿ êîìïüþ-
òåðà.
Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãèìè ìàòåìàòè-
÷åñêèìè âûêëàäêàìè è äîêàçàòåëüñòâàìè óòâåðæäåíèé, àïðîáàöèåé íà êîíôå-
ðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ, à òàêæå ïóáëèêàöèÿìè â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ. Ðå-
çóëüòàòû äðóãèõ àâòîðîâ, óïîìÿíóòûå â òåêñòå äèññåðòàöèè, îòìå÷åíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ññûëêàìè.

Â ÷èñëåííûõ òåñòàõ èçâåñòíûå òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ ñðàâíèâàëèñü
ñ ïðèáëèæ¼ííûìè çíà÷åíèÿìè, âû÷èñëåííûìè ïî íîâûì êâàäðàòóðíûì ôîðìó-
ëàì. Äëÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëîâ áûëè èñïîëüçîâàíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ, ïîëó÷àåìûå àíàëèòè÷åñêè. Êàê ïîêà-
çàíî â ÷èñëåííûõ òåñòàõ, çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ íîâûõ
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, õîðîøî àïïðîêñèìèðóþò òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ
ïîòåíöèàëîâ. Ïðè ðàçðàáîòêå âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñ-
ëåííûõ òåñòîâ èñïîëüçîâàëîñü ñîâðåìåííîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå.
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Ñîîòâåòñòâèå äèññåðòàöèè ïàñïîðòó íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè

Òåìà, îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóþò ïàñïîðòó
ñïåöèàëüíîñòè 1.1.2 � äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà
(ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè) ïî ñëåäóþùèì ïóíêòàì:

1. Îáùàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

2. Íà÷àëüíûå, êðàåâûå è ñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

17. Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.
18. Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû îïòèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè.
20. Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû òåðìîäèíàìèêè, êèíåòèêè è ñòàòèñòè÷åñêîé

ôèçèêè.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîøëè àïðîáàöèþ è îá-
ñóæäåíèå íà ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ�, ïî-
ñâÿùåííàÿ ïàìÿòè ïðîôåññîðà Àëåêñàíäðà Àëåêñàíäðîâè÷à Àáðàìîâà, ÌÔÒÈ,
Äîëãîïðóäíûé, 9 íîÿáðÿ 2019.

Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼-
íûõ �Ëîìîíîñîâ-2020�, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 10-27 íîÿáðÿ 2020;

VI Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷à-
ñòèåì �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê�, ÔÃÁÎÓ ÂÎ �Îð-
ëîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè È.Ñ. Òóðãåíåâà�, Îð¼ë, 4-5 äåêàáðÿ
2020;

Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼-
íûõ �Ëîìîíîñîâ-2021�, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 12-23 àïðåëÿ 2021;

4th international Moscow conference �Computer Algebra� CCAS 2021, Ìîñêâà,
28-29 èþíÿ 2021;

13th International ISAAC Congress, Ghent, Belgium, Áåëüãèÿ, 3-6 àâãóñòà 2021;
VII Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷à-

ñòèåì �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê�, ÔÃÁÎÓ ÂÎ �Îð-
ëîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè È.Ñ. Òóðãåíåâà�, Îð¼ë, 18-21 íî-
ÿáðÿ 2021;

Íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2022.

Íàó÷íûé ñåìèíàð èì. Ê.È. Áàáåíêî, ÈÏÌ èì Ì.Â. Êåëäûøà, Ìîñêâà, 2022;
Íàó÷íûé ñåìèíàð �Îáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè� ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì À.Á. Áàêóøèíñêîãî, À.Â. Òèõîíðàâîâà, À.Ã. ßãîëû, ÌÃÓ èì Ì.Â. Ëîìî-
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íîñîâà, Ìîñêâà, 2022.
Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 10 ðàáîòàõ àâòîðà, 6
èç êîòîðûõ èíäåêñèðóþòñÿ â Web of Science è Scopus.
Íàó÷íûå ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäà-

íèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ äëÿ çàùèòû â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå ÌÃÓ

ïî íàïðàâëåíèþ 1.1.2 � äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ ôèçèêà

1) Ðåçíè÷åíêî È.Î. Î êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëü-
íîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå / Ðåçíè-
÷åíêî È.Î., Êðóòèöêèé Ï.À. // Ïðåïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà. 2020.
� 98. Ñ. 1 - 31 (ÐÈÍÖ 0.512) 1.9 ï.ë. / Ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷è è ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ. Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè ïîëó÷åíû
Ðåçíè÷åíêî È.Î.

2) Ðåçíè÷åíêî È.Î. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëü-
íîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ / Êðóòèöêèé Ï.À., Ðåçíè÷åíêî
È.Î., Êîëûáàñîâà Â Â. // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2020. Ò. 56, �
9. Ñ. 1270 - 1288 (WoS 0.784, Scopus 0.509, ÐÈÍÖ 8.043) 1.1 ï.ë. / Ñîàâ-
òîðàì ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ. Îñòàëüíûå
ðåçóëüòàòû ñòàòüè ïîëó÷åíû Ðåçíè÷åíêî È.Î.

3) Ðåçíè÷åíêî È. Î. Î âû÷èñëåíèè îäíîãî èíòåãðàëà ñ êâàäðàòè÷íîé èððàöè-
îíàëüíîñòüþ / Ðåçíè÷åíêî È. Î., Êðóòèöêèé Ï. À. // Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-
ìû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Ìàòåðèàëû IV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-
ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, 4-5 äåêàáðÿ 2020 ãîäà, ÎÃÓ èì. È.Ñ. Òóðãåíåâà
Îðåë. 2020. Ñ. 92-99. (ÐÈÍÖ) 0.4 ï.ë. / Ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷è è ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ. Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè ïîëó÷åíû
Ðåçíè÷åíêî È.Î.

4) Reznichenko I. O. Quadrature Formula for the Double Layer Potential / I. O.
Reznichenko, P. A. Krutitskii // Computer Algebra, 28 - 29 èþíÿ 2021 ãîäà,
ÎÎÎ �ÌÀÊÑ Ïðåññ�. 2021. Ñ. 96 - 99. (ÐÈÍÖ) 0.2 ï.ë.

5) Ðåçíè÷åíêî È.Î. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ / Êðóòèöêèé Ï.À., Ðåçíè÷åíêî È.Î. // Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ. 2021. Ò.57, � 7. Ñ. 932 - 950 (WoS 0.784, Scopus 0.509, ÐÈÍÖ
8.043) 1.1 ï.ë. / Ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðîâåðêà ðå-
çóëüòàòîâ. Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè ïîëó÷åíû Ðåçíè÷åíêî È.Î.
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6) Ðåçíè÷åíêî È.Î. Î âû÷èñëåíèè ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ
â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê: Ìàòåðèàëû VII Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ñ
ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì, Îðåë, 18-21 íîÿáðÿ 2021 ãîäà ÎÃÓ èì. È.Ñ. Òóð-
ãåíåâà Îðåë. 2021. Ñ. 104 - 113. (ÐÈÍÖ) 0.6 ï.ë.

7) Ðåçíè÷åíêî È.Î. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ / Ðåçíè÷åíêî È.Î., Êðóòèöêèé Ï.À. // Ïðîãðàììèðîâàíèå.
2022. � 3. Ñ. 92 - 100 (Scopus 0.37, ÐÈÍÖ 1.012) 0.5 ï.ë. / Ñîàâòîðó ïðèíàä-
ëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ. Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû
ñòàòüè ïîëó÷åíû Ðåçíè÷åíêî È.Î.

8) Ðåçíè÷åíêî È.Î. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ â
ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà / Êðóòèöêèé Ï.À., Ðåçíè÷åíêî È.Î. //Æóð-
íàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 2022. Ò. 62, �
3. Ñ. 421 - 436 (WoS 0.769, Scopus 0.503, ÐÈÍÖ 0.884) 0.9 ï.ë. / Ñîàâòîðó
ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ. Îñòàëüíûå ðåçóëü-
òàòû ñòàòüè ïîëó÷åíû Ðåçíè÷åíêî È.Î.

9) Ðåçíè÷åíêî È.Î. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ
äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòüþ / Êðóòèöêèé Ï. À., Ðåçíè÷åíêî È.Î. //
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2022. Ò. 58, � 8. Ñ. 1121 - 1131 (WoS 0.784,
Scopus 0.509, ÐÈÍÖ 8.043) 0.6 ï.ë. / Ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çà-
äà÷è è ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ. Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè ïîëó÷åíû Ðåç-
íè÷åíêî È.Î.

10) Ðåçíè÷åíêî È.Î. Óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðî-
ñòîãî ñëîÿ / Êðóòèöêèé Ï. À., Ðåçíè÷åíêî È.Î. // Æóðíàë âû÷èñëèòåëü-
íîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 2023. Ò. 63, � 2. Ñ. 44-58 (WoS
0.769, Scopus 0.503, ÐÈÍÖ 0.884) 0.9 ï.ë. / Ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷è è ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ. Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè ïîëó÷åíû
Ðåçíè÷åíêî È.Î.

Áëàãîäàðíîñòè

Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ êàíäèäàòó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Âàëåíòèíå Âèêòîðîâíå Êîëûáàñîâîé çà ïîñòàíîâ-
êó çàäà÷, âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîääåðæêó. Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü
êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Êðóòèöêîìó Ïàâëó Àëåêñàíäðîâè÷ó çà
ïëîäîòâîðíóþ ñîâìåñòíóþ ðàáîòó è ïîääåðæêó. Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàð-
íîñòü ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëüñêîìó ñîñòàâó ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ
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çà ïîëó÷åííîå îáðàçîâàíèå. Áëàãîäàðþ âñåõ ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû ìàòåìàòè-
êè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà âíèìàíèå è äîáðîæåëàòåëüíîå îòíîøåíèå.
Áëàãîäàðþ ñâîèõ ðîäèòåëåé.
Îáú¼ì è ñòðóêòóðà ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ïî-
òåíöèàëüíûì ïîòîêîì èäåàëüíîé íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû â òð¼õìåðíîì
ñëó÷àå. Ïîñòðîåíû íîâûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ,
åãî ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ, à òàêæå äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîä-
íîé. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå òåñòû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî íîâûå ôîðìóëû îáåñïå÷è-
âàþò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ôîðìóëà-
ìè. Ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííûõ ôîðìóë äàíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå âíåøíåé êðàåâîé
çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â òð¼õìåðíîé îáëàñòè.

Âî âòîðîé ãëàâå ðåøàåòñÿ òð¼õìåðíàÿ çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ ñòàöèîíàðíîãî
òåïëîâîãî ïîëÿ. Ïîñòðîåíû äâå íîâûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèà-
ëà äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà, à òàêæå ôîðìóëà äëÿ
åãî ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ. Ñäåëàíû ÷èñëåííûå òåñòû, äåìîíñòðèðóþùèå, ÷òî íîâûå
ôîðìóëû îáåñïå÷èâàþò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, ïî ñðàâíåíèþ ñ
èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè. Ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííûõ ôîðìóë áûëà ðåøåíà âíóò-
ðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â òð¼õìåðíîé îáëàñòè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ, ñîäåðæèò 4 ðèñóí-
êà è 25 òàáëèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 100 íàèìåíîâàíèé. Ïîëíûé îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 171 ñòðàíèö.
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1 Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à àýðîãèäðîäèíàìèêè � êâàäðàòóð-

íûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå îáòåêàíèå òåëà â èäåàëüíîé íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäå
ñî ñêîðîñòü v = (v1, v2, v3). Ïëîòíîñòü ñðåäû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè îáòåêàíèè. Ïóñòü
x = (x1, x2, x3) ∈ R3. Ñ÷èòàÿ äâèæåíèå áåçâèõðåâûì, ââîäèì ïîòåíöèàë ñêîðîñòè
u(x1, x2, x3) òàê ÷òî ïðîåêöèè ñêîðîñòè áóäóò

v1 =
∂u

∂x1
, v2 =

∂u

∂x2
, v3 =

∂u

∂x3
.

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

div v =
∂u

∂x1
+
∂u

∂x2
+
∂u

∂x3
= 0

ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ u äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆u =
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

= 0.

Ðèñ. 1: Îáòåêàíèå òâ¼ðäîãî òåëà ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî òåëà â èäåàëüíîé æèäêîñòè - ýòî
óñëîâèå î íåïðîòåêàíèè ïîòîêà ñêâîçü ïîâåðõíîñòü òåëà [49]

(vn)|Γ = f(x),

ãäå f(x) � íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè Γ. Ïî-
ñêîëüêó

vn =
∂u

∂n
,
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òî ýòî óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè òâ¼ðäîãî òåëà ïðèíèìàåò âèä:

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= f(x).

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C3, îãðàíè÷èâàþùàÿ
îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü D. Ðàññìîòðèì âíåøíþþ êðàåâóþ
çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ íåïðåðûâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì,
çàäàííûì íà Γ

∆u = 0, u ∈ C1(R3 \D) ∩ C2(R3 \D),
∂u(x)

∂n

∣∣∣∣
Γ

= f(x), x ∈ Γ, f(x) ∈ C1(Γ),

u = O

(
1

|x|

)
, |x| → +∞,

(1)

ãäå ∂/∂n îçíà÷àåò ïðàâèëüíóþ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ [6] ê ïîâåðõíîñòè Γ
èçâíå â òî÷êå x è ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) èìååò ïðàâèëüíóþ íîð-
ìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ íà Γ. Íàéä¼ì ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà â âèäå ïîòåíöèàëà
ïðîñòîãî ñëîÿ V0[µ](x)

V0[µ](x) =
1

4π

∫
y∈Γ

µ(y)
1

|x− y|
dSy, (2)

ãäå µ = µ(y) ∈ C0(Γ) � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ V0[µ](x)
� ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè R3 \D. Íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èçâíå ê
ïîâåðõíîñòè Γ äà¼òñÿ âûðàæåíèåì [6, 90]

1

2
µ(x) +

∂V0[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
Γ

, x ∈ Γ, (3)

ãäå V0[µ](x)/∂nx|Γ � ïðÿìîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðî-
ñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íà ïîâåðõíîñòè Γ

∂V0[µ](x)

∂nx
=

1

4π

∫
Γ

µ(y)
∂

∂nx

1

|x− y|
dsy, (4)

à nx � âíóòðåííÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü. Ïðèðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ê ôóíêöèè,
çàäàííîé íà Γ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1

2
µ(x) +

∂V0[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
Γ

= f(x), x ∈ Γ. (5)
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Ðàâåíñòâî (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî [6, �28.3],[90].

Èíòåãðàëû â (2) è (4) êàê ïðàâèëî íåâîçìîæíî íàéòè â ÿâíîì âèäå∫
Γ

µ(y)

|x− y|
dsy, x /∈ Γ,

∫
Γ

µ(y)
∂

∂nx

1

|x− y|
dsy, x ∈ Γ,

ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, à òàêæå åãî íîð-
ìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà ïîâåðõíîñòè èñïîëüçóþò ñïåöèàëüíûå ôîðìóëû.

Ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, èñïîëü-
çóåìûå â ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòàõ, íå äàþò ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè è ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè Γ, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü. Ïðè
ýòîì ïîãðåøíîñòü ñòàíäàðòíûõ ôîðìóë ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà òî÷êà,
â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, ïðèáëèæàåòñÿ ê îïðåäåëåííûì
òî÷êàì íà ïîâåðõíîñòè [2].

Ðèñ. 2: Ïðè óìåíüøåíèè ∆R = |x− y| ïîãðåøíîñòü ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðè |x − y| < ∆R, ãäå ∆R - íåêîòî-
ðîå ìàëîå ðàññòîÿíèå äî ïîâåðõíîñòè òâ¼ðäîãî òåëà, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà
ïðîñòîãî ñëîÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïðèõîäèò-
ñÿ íàñòîëüêî óìåíüøàòü øàã äèñêðåòèçàöèè ïîâåðõíîñòè, ÷òî âû÷èñëåíèÿ â ñëîå
íà ðàññòîÿíèè ∆R ñòàíîâÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâûïîëíèìûìè.

Â ðàçäåëå 1.1 âûâîäèòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ (2), äàþùàÿ ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì èçâåñòíûå ôîðìóëû. Ïîëó÷åííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
òàêæå ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïðè ïåðåõî-
äå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà.

Â ðàçäåëå 1.2 âûâîäèòñÿ óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà-
÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ (4) ñ ãëàäêîé ïëîò-
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Ðèñ. 3: Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íå ñîõðàíÿåòñÿ
âàæíåéøåå ñâîéñòâî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, à èìåííî åãî îãðàíè÷åííîñòü è
íåïðåðûâíîñòü âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå.

íîñòüþ. Ýòà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà îáåñïå÷èâàåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âû-
÷èñëåíèé, ÷åì ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà. Ïîëó÷åííàÿ êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ãðàíè÷íûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìîòðåí âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ
ïðè âûâîäå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.

Â ðàçäåëå 1.4 ïîñòðîåííûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðèìåíÿþòñÿ ê ÷èñëåííî-
ìó ðåøåíèþ âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà, âîçíèêàþùåé ïðè ðàññìîòðåíèè
ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è àýðîãèäðîäèíàìèêè. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäà¼òñÿ íà ïî-
âåðõíîñòè ñôåðû.
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1.1 Óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà

ïðîñòîãî ñëîÿ

Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ íåïðåðûâåí âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, â òîì ÷èñëå âî âñåõ
òî÷êàõ íà ïîâåðõíîñòè Γ, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà [4]. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ
óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà, èñïîëüçóåìàÿ â èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ, íå äà-
¼ò ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëà âáëèçè ïîâåðõíîñòè Γ, íà êîòîðîé
çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, è äàæå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà òî÷êà, â
êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåëåííûì òî÷êàì
íà ïîâåðõíîñòè Γ [2, Ãëàâà 2]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìó-
ëà íå ñîõðàíÿåò âàæíåéøåå ñâîéñòâî ïîòåíöèàëà, à èìåííî åãî îãðàíè÷åííîñòü è
íåïðåðûâíîñòü íà ïîâåðõíîñòè Γ. Â [88, 91] ïðåäëîæåíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà,
êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò óêàçàííîå ñâîéñòâî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, à òàêæå äà¼ò
ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ê ïîòåíöèàëó ïðîñòîãî
ñëîÿ äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ âíå Γ.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðîâåäåíî óëó÷øåíèå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû èç [88, 91]
ñ ó÷åòîì ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòà, ïîÿâëÿþùåãîñÿ ïðè ïàðàìåòðèçàöèè â ïî-
òåíöèàëå. Áëàãîäàðÿ ñäåëàííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë, âîç-
íèêàþùèé â êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå, âû÷èñëÿåòñÿ ñ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ,
÷åì â [88, 91]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, äàþùàÿ ðàâíî-
ìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ê ïîòåíöèàëó ïðîñòîãî ñëîÿ
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì â [88, 91], ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòà-
ìè. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñîõðàíÿåò òàêæå ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà
ïðîñòîãî ñëîÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Γ.

1.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C3, îãðàíè÷èâà-

þùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü [92, c. 201].Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïîâåðõíîñòü Γ ïàðàìåòðèçîâàíà òàê, ÷òî íà íåå îòîáðàæàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê:

y = (y1, y2, y3) ∈ Γ, y1 = y1(u, v), y2 = y2(u, v), y3 = y3(u, v);

u ∈ [0, A], v ∈ [0, B];

yj(u, v) ∈ C2([0, A]× [0, B]), j = 1, 2, 3. (6)

Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû ðàçëè÷íûì âíóòðåííèì òî÷êàì ïðÿìîóãîëüíèêà ïðè
óêàçàííîì îòîáðàæåíèè ñîîòâåòñòâîâàëè ðàçëè÷íûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ñôåðó,
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ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîèäà, ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè ôèãóð âðàùåíèÿ, ïîâåðõíîñòü òî-
ðà è ìíîãèå äðóãèå áîëåå ñëîæíûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü òàêèì
îáðàçîì. Êðîìå òîãî, ñëîæíûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé
è äëÿ êàæäîé ÷àñòè ââåñòè ñâîþ ïàðàìåòðèçàöèþ, òîãäà äàëüíåéøèå ðàññóæ-
äåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êàæäîé òàêîé ÷àñòè. Ââåä¼ì N òî÷åê un ñ øàãîì h íà
îòðåçêå [0, A] è M òî÷åê vm íà îòðåçêå [0, B] è ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðÿìî-
óãîëüíèêà [0, A]× [0, B], êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòü Γ

A = Nh, B = MH, un = (n+ 1/2)h, n = 0, ..., N − 1;

vm = (m+ 1/2)H, m = 0, ...,M − 1.

Òåì ñàìûì ïðÿìîóãîëüíèê [0, A]× [0, B] ðàçáèâàåòñÿ íà N ×M ìàëåíüêèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíè÷êîâ è ÷åðåç (un, vm) îáîçíà÷åíû ñåðåäèíêè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíè÷êîâ.

Èçâåñòíî [93, Ãëàâà 14, � 1 ], ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëè (íå åäèíè÷íîãî)
η(y) = (η1(y), η2(y), η3(y)) â òî÷êå ïîâåðõíîñòè y = (y1, y2, y3) ∈ Γ îïðåäåëÿåòñÿ
÷åðåç îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà ôîðìóëàìè

η1 =

∣∣∣∣(y2)u (y3)u
(y2)v (y3)v

∣∣∣∣ , η2 =

∣∣∣∣(y3)u (y1)u
(y3)v (y1)v

∣∣∣∣ , η3 =

∣∣∣∣(y1)u (y2)u
(y1)v (y2)v

∣∣∣∣ . (7)

Ïîëîæèì |η(y)| =
√

(η1(y))2 + (η2(y))2 + (η3(y))2. Èçâåñòíî [93, Ãëàâà 14, � 1�2],
÷òî ∫

Γ

F (y)dsy =

∫ A

0

du

∫ B

0

dvF (y(u, v))|η(y(u, v))|.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè |η(y(u, v))| = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå, òî ôóíêöèÿ |η(y(u, v))|
ìîæåò áûòü íåäèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíî ïîòðå-
áóåì, ÷òîáû

|η(y(u, v))| ∈ C2([0, A]× [0, B]). (8)

Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû

|η(y(u, v))| > 0, ∀ (u, v) ∈ ((0, A)× (0, B)). (9)

Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ ìåòîäîì
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà ñ çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè Γ ïëîòíîñòüþ µ(y) ∈ C0(Γ)

V0[µ](x) =
1

4π

∫
Γ

µ(y)

|x− y|
dsy =

=
1

4π

∫ A

0

du

∫ B

0

dv
µ(y(u, v))

|x− y(u, v)|
|η(y(u, v))| =
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=
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2

∫ vm+H/2

vm−H/2

µ(y(u, v))

|x− y(u, v)|
|η(y(u, v))|dudv, (10)

ãäå äëÿ ïðîñòîòû k ≥ 0 è

|x− y(u, v)| =
√

(x1 − y1(u, v))2 + (x2 − y2(u, v))2 + (x3 − y3(u, v))2.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

µ(y(u, v)) = µ(u, v), η(y(u, v)) = η(u, v)

µnm = µ(y(un, vm)), ηnm = η(y(un, vm)).

Òîãäà ïðè h,H → 0 ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïîëó÷èì

µ(u, v) = µnm + (µ)′u(u, v)(u− un) + (µ)′v(u, v)(v − vm), (11)

|η(u, v)| = |ηnm| + (|η|)′u(u, v)(u− un) + (|η|)′v(u, v)(v − vm) +

+
1

2
(|η|)′′uu(u, v)(u−un)2 + (|η|)′′uv(u, v)(u−un)(v− vm) +

1

2
(|η|)′′vv(u, v)(v− vm)2,

(12)
ãäå u, û ∈ [un − h/2, un + h/2], v, v̂ ∈ [vm −H/2, vm +H/2].

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

S0(x) =
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv×

×|ηnm| + (|η|)′u(u, v)(u− un) + (|η|)′v(u, v)(v − vm)

|x− y(u, v)|
è

σ0(x) =
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

1

|x− y(u, v)|
×
[
µnm×

×
(1

2
(|η|)′′uu(u, v)(u−un)2 + (|η|)′′uv(u, v)(u−un)(v−vm) +

1

2
(|η|)′′vv(u, v)(v−vm)2

)
+

+
(

(µ)′u(u, v)(u− un) + (µ)′v(u, v)(v − vm)
)
×

×
(
|ηnm| + (|η|)′u(u, v)(u− un) + (|η|)′v(u, v)(v − vm) +

28



+
1

2
(|η|)′′uu(u, v)(u−un)2 + (|η|)′′uv(u, v)(u−un)(v−vm) +

1

2
(|η|)′′vv(u, v)(v−vm)2

)]
(13)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

|σ0(x)| ≤ 1

2π
‖µ(y(u, v))‖C1([0,A]×[0,B])‖η(y(u, v))‖C2([0,A]×[0,B])(h

2 +H2)×

×
N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

1

|x− y(u, v)|
. (14)

Ïðè ýòîì

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

1

|x− y(u, v)|
=

∫ A

0

du

∫ B

0

dv
1

|x− y(u, v)|
=

=

∫
Γ

|η(y(u, v))|−1

|x− y|
dsy = 4πV0[|η(y(u, v))|−1](x). (15)

Çäåñü V0[|η(y(u, v))|−1](x) � ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ,
îí íåïðåðûâåí è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí äëÿ âñåõ x ∈ R3.

Â èòîãå èìååò ìåñòî îöåíêà

|σ0(x)| ≤ const ‖µ(y(u, v))‖C1([0,A]×[0,B])‖η(y(u, v))‖C2([0,A]×[0,B])(h
2 +H2), (16)

ãäå îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R3. Ñëåäîâàòåëüíî,

σ0(x) = O(h2 +H2)

ðàâíîìåðíî ïî âñåì x â R3.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èìååò

ìåñòî ñîîòíîøåíèå
V0[µ](x) = S0(x) + σ0(x), (17)

S0(x) =
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv×

×|ηnm| + (|η|)′u(u, v)(u− un) + (|η|)′v(u, v)(v − vm)

|x− y(u, v)|
,

à äëÿ σ0(x) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (16).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ

çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè Γ ïëîòíîñòüþ µ(y) ∈ C1(Γ)

Vk[µ](x) =
1

4π

∫
Γ

µ(y)eik|x−y|

|x− y|
dsy =
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=
1

4π

∫ A

0

du

∫ B

0

dv
µ(y(u, v)) exp(ik|x− y(u, v)|)

|x− y(u, v)|
|η(y(u, v))| =

=
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2

∫ vm+H/2

vm−H/2

µ(y(u, v)) exp(ik|x− y(u, v)|)
|x− y(u, v)|

|η(y(u, v))|dudv,

(18)
ãäå äëÿ ïðîñòîòû k ≥ 0 è

|x− y(u, v)| =
√

(x1 − y1(u, v))2 + (x2 − y2(u, v))2 + (x3 − y3(u, v))2.

Åñëè k = 0, òî ïîòåíöèàë Vk[µ](x) ïåðåõîäèò â ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Â [88, 91] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè u ∈ [un − h/2, un + h/2] è
v ∈ [vm −H/2, vm +H/2]

|x− y(u, v)| = |x− y(un, vm)|+O(h+H),

exp(ik|x− y(u, v)|) = exp(ik|x− y(un, vm)|) +O(h+H)

äëÿ ëþáîãî x /∈ Γ. Êîíñòàíòû â îöåíêàõ ôóíêöèé, îáîçíà÷åííûõ êàê O(h+H),
íå çàâèñÿò îò n,m è îò ðàñïîëîæåíèÿ x /∈ Γ. Ïîýòîìó

µ(y)|η(y)| exp(ik|x− y(u, v)|) =

= µnm(|ηnm| + (|η|)′u(u, v)(u− un) + (|η|)′v(u, v)(v − vm))×
× exp(ik|x− y(un, vm)|) + fn,m(µ;u, v, x),

ãäå äëÿ fn,m(µ;u, v, x) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|fn,m(µ;u, v, x)| ≤ const ‖µ(y(u, v))‖C1([0,A]×[0,B])‖η(y(u, v))‖C2([0,A]×[0,B])(h
2 +H2),

êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x /∈ Γ ñðàçó äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n,m.
Òîãäà èìååì

Sk(x) =
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)
∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv×

×|ηnm| + (|η|)′u(u, v)(u− un) + (|η|)′v(u, v)(v − vm)

|x− y(u, v)|
(19)

è

σk(x) =
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv
|fn,m(µ;u, v, x)|
|x− y(u, v)|

(20)
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Äëÿ σk(x) èìååò ìåñòî îöåíêà

|σk(x)| ≤ c1

4π
‖µ(y(u, v))‖C1([0,A]×[0,B])‖η(y(u, v))‖C2([0,A]×[0,B])(h

2 +H2)×

×
∫ A

0

du

∫ B

0

dv
|η(y(u, v))|
|x− y(u, v)|

,

ãäå êîíñòàíòà c1 > 0. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ (15), ïîëó÷àåì

|σk(x)| ≤ c2

4π
‖µ(y(u, v))‖C1([0,A]×[0,B])‖η(y(u, v))‖C2([0,A]×[0,B])(h

2 +H2), (21)

ãäå c2 - íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, è îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
ïî x /∈ Γ. Ñëåäîâàòåëüíî,

σk(x) = O(h2 +H2)

ðàâíîìåðíî ïî âñåì x â R3.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Vk[µ](x) = Sk(x) + σk(x), (22)

ãäå Sk(x) äà¼òñÿ âûðàæåíèåì (19) à äëÿ σk(x) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (21).
Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ (18), èìååì

Vk[µ](x) ≈ 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)×

×
∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv
|η(y(u, v))|
|x− y(u, v)|

. (23)

Êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèÿ (23), äëÿ ïîëó÷åíèÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íåîá-
õîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv
|η(y(u, v))|
|x− y(u, v)|

, (24)

êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì èíòåãðàëîì .

1.1.2 Êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë Θnm(x)

Ïóñòü òî÷êà x íå ïðèíàäëåæèò êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè, âäîëü êîòîðîãî èçìåíÿåò-
ñÿ òî÷êà y = y(u, v) â èíòåãðàëå (24). Öåíòðîì ýòîãî êóñî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà
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y(un, vm). Â èíòåãðàëå (24) (u − un) ∈ [−h/2, h/2], (v − vm) ∈ [−H/2, H/2].
Ðàçëîæèì yj(u, v) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (un, vm), òîãäà äëÿ
j = 1, 2, 3 ïîëó÷èì

yj(u, v) = yj(un, vm) +Dj +O(H2 + h2),

ãäå
Dj = (yj)

′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm).

Âñå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm). Ïîëîæèì

r2 = |x− y(un, vm)|2 =
3∑
j=1

r2
j 6= 0, rj = yj(un, vm)− xj, j = 1, 2, 3,

òîãäà
yj(u, v)− xj = rj +Dj +O(H2 + h2), j = 1, 2, 3.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|x− y(u, v)|2 =
3∑
j=1

(xj − yj(u, v))2 ≈
3∑
j=1

(r2
j + 2rjDj +D2

j ) =

= r2 + 2P (u−un) + 2Q(v− vm) +α2(u−un)2 +β2(v− vm)2 + 2δ(u−un)(v− vm) =

= β2(V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β2 + α2U 2 + 2PU + r2,

ãäå U = u− un, V = v − vm,

P =
3∑
j=1

rj(yj)
′
u, Q =

3∑
j=1

rj(yj)
′
v, α2 =

3∑
j=1

((yj)
′
u)

2,

β2 =
3∑
j=1

((yj)
′
v)

2, δ =
3∑
j=1

(yj)
′
u(yj)

′
v.

Ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå u = un, v = vm. Ìîæíî ïîêàçàòü [93,
Ãë. 14, � 1], ÷òî

α2β2 − δ2 = |η(y(un, vm))|2. (25)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (9), |η(y(un, vm))| > 0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n, m, ïîýòîìó

α2β2 − δ2 > 0. (26)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α2 > 0 è β2 > 0.
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Â ñèëó (8), äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n, m, ïðè u ∈ [un − h/2, un + h/2] è
v ∈ [vm − H/2, vm + H/2] ôóíêöèÿ |η(y(u, v))| ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â òî÷-
êå (un, vm) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî [93, Ãë. 10,
� 5.3]

|η(y(u, v))| =

= |η(y(un, vm))|+ |η|′u(u− un) + |η|′v(v − vm) + o
(√

(u− un)2 + (v − vm)2
)

=

= |η(y(un, vm))|+ |η|′uU + |η|′vV + o
(√

(u− un)2 + (v − vm)2
)
. (27)

Ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm).
Âûðàæåíèÿ äëÿ |η|′u è |η|′v ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (25), ýòè âûðà-

æåíèÿ èìåþò âèä

|η|′u =
(α2)′uβ

2 + α2(β2)′u − 2δδ′u

2
√
α2β2 − δ2

, |η|′v =
(α2)′vβ

2 + α2(β2)′v − 2δδ′v

2
√
α2β2 − δ2

,

ãäå

(α2)′u = 2
3∑
j=1

(yj)
′
u(yj)

′′
uu, (α2)′v = 2

3∑
j=1

(yj)
′
u(yj)

′′
uv,

(β2)′u = 2
3∑
j=1

(yj)
′
v(yj)

′′
uv, (β2)′v = 2

3∑
j=1

(yj)
′
v(yj)

′′
vv,

(δ)′u =
3∑
j=1

(yj)
′′
uu(yj)

′
v + (yj)

′
u(yj)

′′
uv, (δ)′v =

3∑
j=1

(yj)
′′
uv(yj)

′
v + (yj)

′
u(yj)

′′
vv.

Âûðàæåíèÿ äëÿ |η|′u è |η|′v ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå

|η|′u =
(η, η′u)

|η|
, |η|′v =

(η, η′v)

|η|
,

ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, è

(η1)
′
u = (y2)uu(y3)v + (y2)u(y3)uv − (y3)uu(y2)v − (y3)u(y2)uv,

(η2)
′
u = (y3)uu(y1)v + (y3)u(y1)uv − (y1)uu(y3)v − (y1)u(y3)uv,

(η3)
′
u = (y1)uu(y2)v + (y1)u(y2)uv − (y2)uu(y1)v − (y2)u(y1)uv,

(η1)
′
v = (y2)uv(y3)v + (y2)u(y3)vv − (y3)uv(y2)v − (y3)u(y2)vv,

(η2)
′
v = (y3)uv(y1)v + (y3)u(y1)vv − (y1)uv(y3)v − (y1)u(y3)vv,

(η3)
′
v = (y1)uv(y2)v + (y1)u(y2)vv − (y2)uv(y1)v − (y2)u(y1)vv.
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Öåëüþ ýòîãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (24), êîòîðûé ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

Sk(x) =
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)
un+h/2∫
un−h/2

du

vm+H/2∫
vm−H/2

dv
|η(y(u, v))|
|x− y(u, v)|

≈

≈ 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)
∫ h/2

−h/2
dU

∫ H/2

−H/2
dV×

× |η(y(un, vm))|+ |η|′uU + |η|′vV
β
√

(V + δU/β2 +Q/β2)2 + (−(δU +Q)2/β2 + α2U 2 + 2PU + r2)/β2
=

=
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)
∫ h/2

−h/2
dU

∫ H/2

−H/2
dV×

×|η(y(un, vm))| − |η|′vQ/β2 + U(|η|′u − |η|′vδ/β2) + |η|′v(V + δU/β2 +Q/β2)

β
√

(V + δU/β2 +Q/β2)2 + (−(δU +Q)2/β2 + α2U 2 + 2PU + r2)/β2
=

=
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)×

×(|η(y(un, vm))| − |η|′vQ/β2)θnm(x) +
|η|′u − |η|′vδ/β2

β
(J1(H)− J1(−H))+

+
|η|′v
β

(J2(H)− J2(−H)) =
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)Θnm(x). (28)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ Θnm(x), θnm(x), J1(H) è J2(H). Ôóíêöèÿ θnm(x)
íàéäåíà â ÿâíîì âèäå â [88, 91], äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ å¼ âûâîä äàí â ïóíê-
òå 1.4 íèæå. Èíòåãðàë J1(H) âîçíèêàåò ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî V ñ ó÷¼òîì
íåðàâåíñòâà (26) à òàêæå â ñîîòâåòñòâèè ñ [94, ïóíêò 1.2.43.13], è èìååò âèä

J1(H) =

∫ h/2

−h/2
dU×

×U ln

∣∣∣∣∣∣H2 +
δU +Q

β2
+

√(
H

2
+
δU +Q

β2

)2

− (δU +Q)2

β4
+
α2U 2 + 2PU + r2

β2

∣∣∣∣∣∣ =

=

∫ h/2

−h/2
U ln

∣∣∣∣ε+ δ0U +
√
α2

0U
2 + 2β0U + χ0

∣∣∣∣ dU, (29)
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ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

δ0 =
δ

β2
, α2

0 =
α2

β2
> 0, ε =

H

2
+
Q

β2
, β0 =

δH + 2P

2β2
, χ0 =

H2

4
+
HQ+ r2

β2
.

Èíòåãðàë J2(H) âîçíèêàåò ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî V ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâà (26)
è ñ èñïîëüçîâàíèåì [94, ïóíêò 1.2.43.14]. Èíòåãðàë J2(H) äàåòñÿ âûðàæåíèåì

J2(H) =

∫ h/2

−h/2

√(
H

2
+
δU +Q

β2

)2

− (δU +Q)2

β4
+
α2U 2 + 2PU + r2

β2
dU =

=

∫ h/2

−h/2

√
α2

0U
2 + 2β0U + χ0 dU. (30)

Â [88, 91] ïîêàçàíî, êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí â èíòåãðàëàõ J1(H), J2(H) íåîòðè-
öàòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà íåïîëîæè-
òåí, ò.å. β2

0 − α2
0χ0 ≤ 0. Ïîýòîìó ïîëîæèì χ2

1 = χ0 − β2
0/α

2
0 ≥ 0 è ïðåîáðàçóåì

ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â èíòåãðàëå ê âèäó

α2
0U

2 + 2β0U + χ0 = (α0U + β0/α0)
2 + χ2

1.

Òåì ñàìûì èíòåãðàëû J1(H) è J2(H) ïðèíèìàþò âèä

J1(H) =

∫ h/2

−h/2
U ln

∣∣∣∣ε+ δ0U +
√

(α0U + β0/α0)2 + χ2
1

∣∣∣∣ dU,
J2(H) =

∫ h/2

−h/2

√
(α0U + β0/α0)2 + χ2

1 dU.

Òåïåðü íàäî ðàññìîòðåòü 2 ñëó÷àÿ: χ1 > 0 è χ1 = 0. Èíòåãðàëû J1(−H), J2(−H)
âû÷èñëÿåòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì, ÷òî è èíòåãðàëû J1(H), J2(H) íî â ïàðàìåò-
ðàõ ε, β0, χ0 íàäî çàìåíèòü H íà −H.

1.1.3 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà J1(H) ïðè χ1 > 0

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé χ1 > 0. Ñäåëàåì ãèïåðáîëè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííîé â èí-
òåãðàëå J1(H) ïî ôîðìóëàì

U = (χ1 sh t− β0/α0)/α0, t = arcsh (ζ), ζ = (α0U + β0/α0)/χ1,

è îáîçíà÷èì t± = arcsh (ζ±), ζ± = (±α0h/2 + β0/α0)/χ1. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òîæ-
äåñòâî sh2 t+ 1 = ch2 t, íàõîäèì

J1(H) =
χ1

α0

∫ t+

t−

(χ1 sh t− β0

α0
)

1

α0
ln

∣∣∣∣ε− δ0β0

α2
0

+
δ0χ1

α0
sh t+ χ1 ch t

∣∣∣∣ d sh t =
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=
χ2

1

α2
0

∫ t+

t−

(sh t− β0

α0χ1
) ln

∣∣∣∣ε− δ0β0

α2
0

+
δ0χ1

α0
sh t+ χ1 ch t

∣∣∣∣ d sh t =

=
χ2

1

2α2
0

∫ t+

t−

ln

∣∣∣∣ε− δ0β0

α2
0

+
δ0χ1

α0
sh t+ χ1 ch t

∣∣∣∣ d sh2 t− β0

α2
0

I(H),

ãäå èíòåãðàë

I(H) =
χ1

α0

∫ t+

t−

ln

∣∣∣∣ε− δ0β0

α2
0

+
δ0χ1

α0
sh t+ χ1 ch t

∣∣∣∣ d sh t

âû÷èñëåí ÿâíî â [88, 91]. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ âûâîä èíòåãðàëà I(H) äà¼òñÿ
â ïóíêòå 1.4 íèæå. Îáîçíà÷èâ ε1 = ε− δ0β0/α

2
0, δ1 = δ0χ1/α0, è èíòåãðèðóÿ ïî

÷àñòÿì, ïîëó÷èì

J1(H) =
χ2

1

2α2
0

∫ t+

t−

ln |ε1 + δ1 sh t+ χ1 ch t| d sh2 t− β0

α2
0

I(H) =

=
χ2

1

2α2
0

(ln |ε1 + δ1 sh t+ χ1 ch t|) sh2 t

∣∣∣∣t+
t−

− χ2
1

2α2
0

J11 −
β0

α2
0

I(H) =

=
χ2

1

2α2
0

(
ln
∣∣∣ε1 + δ1ζ + χ1

√
ζ2 + 1

∣∣∣) ζ2

∣∣∣∣ζ+
ζ−

− χ2
1

2α2
0

J11 −
β0

α2
0

I(H),

ãäå

J11 =

∫ t+

t−

(δ1 ch t+ χ1 sh t) sh2 t

ε1 + δ1 sh t+ χ1 ch t
dt.

Â èíòåãðàëå J11 ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé z = exp(t) > 0, òîãäà íàõîäèì

sh t =
z2 − 1

2z
, ch t =

z2 + 1

2z
, t = ln z, dt =

dz

z
,

z± = exp(t±) = sh t± + ch t± = sh t± +

√
sh2 t± + 1 = ζ± +

√
ζ2
± + 1,

J11 =

∫ z+

z−

(z2 − 1)

2z
· (z2 − 1)(δ1(z

2 + 1) + χ1(z
2 − 1))

4ε1z2 + 2z(z2 − 1)δ1 + 2z(z2 + 1)χ1
· d z
z

=

=

∫ z+

z−

(z2 − 1)

2z
· (δ1 + χ1)z

4 − 2χ1z
2 + χ1 − δ1

2z2 ((δ1 + χ1)z2 + 2ε1z + χ1 − δ1)
d z =

=

∫ z+

z−

(δ1 + χ1)z
6 − (3χ1 + δ1)z

4 + (3χ1 − δ1)z
2 − χ1 + δ1

4z3 ((δ1 + χ1)z2 + 2ε1z + χ1 − δ1)
d z =

=
δ+

4
J12 −

3χ1 + δ1

4
J13 +

3χ1 − δ1

4
J14 −

δ−
4
J15. (31)
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ãäå δ± = χ1 ± δ1 = χ1(1± δ0/α0), è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

J12 =

∫ z+

z−

z3 d z

δ+z2 + 2ε1z + δ−
, J13 =

∫ z+

z−

zd z

δ+z2 + 2ε1z + δ−
,

J14 =

∫ z+

z−

d z

z(δ+z2 + 2ε1z + δ−)
, J15 =

∫ z+

z−

d z

z3(δ+z2 + 2ε1z + δ−)
.

Íåîáõîäèìî ïîÿñíèòü, ÷òî åñëè δ+ = 0, òî â ôîðìóëå (31) îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå
(δ+/4)J12, à åñëè δ− = 0, òî â ôîðìóëå (31) îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå (δ−/4)J15.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî δ+ è δ− íå ìîãóò îáðàùàòüñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè δ+ = δ− = 0, òî χ1 = 0, à â äàííîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé χ1 > 0. Âû÷èñëèì èíòåãðàëû J12, J13, J14, J15 ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ. Ðàññìîòðèì òàêæå âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë:

J0 =

∫ z+

z−

d z

δ+z2 + 2ε1z + δ−
.

I. Ïóñòü δ+ 6= 0.
Èñïîëüçóÿ [94, ïóíêò 1.2.8.13], âû÷èñëèì èíòåãðàë J0. Åñëè ε2

1 − δ+δ− > 0, òî

J0 =
1

2
√
ε2

1 − δ+δ−
ln

∣∣∣∣∣δ+z + ε1 −
√
ε2

1 − δ+δ−

δ+z + ε1 +
√
ε2

1 − δ+δ−

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
z+

z−

.

Åñëè ε2
1 − δ+δ− < 0, òî

J0 =
1√

δ+δ− − ε2
1

arctg
δ+z + ε1√
δ+δ− − ε2

1

∣∣∣∣∣
z+

z−

.

Åñëè ε2
1 − δ+δ− = 0, òî

J0 = − 1

δ+z + ε1

∣∣∣∣z+
z−

.

Èíòåãðàë J12 âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî [94, ïóíêò 1.2.8.21] è èìååò âèä

J12 =

(
δ+z

2 − 4ε1z

2δ2
+

+
4ε2

1 − δ+δ−
2δ3

+

ln |δ+z
2 + 2ε1z + δ−|

)∣∣∣∣z+
z−

− ε1(4ε
2
1 − 3δ+δ−)

δ3
+

J0.

Èíòåãðàë J13 âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî [94, ïóíêòû 1.2.8.19 è 1.2.4.17] è èìååò âèä

J13 =
1

2δ+
ln |δ+z

2 + 2ε1z + δ−|
∣∣z+
z−
− ε1

δ+
J0.
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Èíòåãðàë J14 íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ [94, ïóíêò 1.2.8.25]. Åñëè
ε2

1 − δ+δ− 6= 0 è δ− 6= 0 òî

J14 =
1

2δ−
ln

z2

|δ+z2 + 2ε1z + δ−|

∣∣∣∣z+
z−

− ε1

δ−
J0.

Åñëè ε2
1 − δ+δ− = 0 è δ− 6= 0 òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ [94, ïóíêò 1.2.5.12], è

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε2
1 = δ+δ− :

J14 = −δ+

ε2
1

ln

∣∣∣∣δ+z + ε1

δ+z

∣∣∣∣∣∣∣∣z+
z−

− ε1

δ−
J0.

Â ýòîì èíòåãðàëå íåîáõîäèìî îòäåëüíî ðàññìîòðåòü åù¼ äâà ñëó÷àÿ.
Åñëè δ− = 0 è ε1 6= 0, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ [94, ïóíêò 1.2.5.10]

J14 =
1

δ+

(
− δ+

2ε1z
+
δ2

+

4ε2
1

ln

∣∣∣∣z + 2ε1/δ+

z

∣∣∣∣)∣∣∣∣z+
z−

.

Åñëè δ− = 0 è ε1 = 0, òî

J14 =

∫ z+

z−

d z

δ+z3
= − 1

2δ+z2

∣∣∣∣z+
z−

.

Èíòåãðàë J15 íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ [94, ïóíêò 1.2.8.27] è äà¼òñÿ âûðà-
æåíèåì

J15 =

(
4ε1z − δ−

2δ2
−z

2
+

4ε2
1 − δ+δ−

2δ3
−

ln
z2

|δ+z2 + 2ε1z + δ−|

)∣∣∣∣z+
z−

+

+
2ε1(3δ+δ− − 4ε2

1)

2δ3
−

J0, δ− 6= 0.

Êàê îòìå÷åíî âûøå, åñëè δ− = 0, òî ñëàãàåìîå (δ−/4)J15 â ôîðìóëå (31) îòñóò-
ñòâóåò, ïîýòîìó èíòåãðàë J15 â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿòü íå íóæíî.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ε2

1 − δ+δ− = 0 è δ− 6= 0, òî ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà J11

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èíòåãðàëîâ J0 ðàâíà íóëþ.

II. Ïóñòü δ+ = 0.
Êàê óêàçàíî âûøå, â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëå (31) îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå ñ

èíòåãðàëîì J12, ïîýòîìó èíòåãðàë J12 âû÷èñëÿòü íå íóæíî. Êðîìå òîãî, êàê
ïîêàçàíî âûøå, δ− 6= 0, åñëè δ+ = 0, ïîýòîìó íàäî ðàññìîòðåòü 2 ñëó÷àÿ: ε1 6= 0
è ε1 = 0.
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Åñëè δ+ = 0 è ε1 6= 0, òî

J0 =
1

2ε1
ln |2ε1z + δ−|

∣∣∣∣z+
z−

, J13 =
1

2ε1

(
z − δ−

2ε1
ln

∣∣∣∣z +
δ−
2ε1

∣∣∣∣)∣∣∣∣z+
z−

,

è, ñîãëàñíî ïóíêòàì 1.2.5.9 è 1.2.5.11 â [94],

J14 =
1

δ−
ln

∣∣∣∣ z

z + δ−/(2ε1)

∣∣∣∣∣∣∣∣z+
z−

,

J15 =
1

2ε1

(
4ε2

1

δ2
−
· 1
z
− 2ε1

δ−
· 1

2z2
− 8ε3

1

δ3
−

ln

∣∣∣∣z + δ−/(2ε1)

z

∣∣∣∣)∣∣∣∣z+
z−

.

Åñëè δ+ = 0 è ε1 = 0, òî

J0 =
z

δ−

∣∣∣∣z+
z−

, J13 =
z2

2δ−

∣∣∣∣z+
z−

, J14 =
ln z

δ−

∣∣∣∣z+
z−

, J15 = − 1

2δ−
· 1

z2

∣∣∣∣z+
z−

.

Çäåñü èñïîëüçîâàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî z± > 0.

1.1.4 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà J1(H) ïðè χ1 = 0

Ïîñêîëüêó α0 > 0, ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â J1(H) ïðèíèìàåò âèä

α2
0U

2 + 2β0U + χ0 = α2
0

(
U +

β0

α2
0

)2

,

ñëåäîâàòåëüíî

J1(H) =

∫ h/2

−h/2
U ln

∣∣∣∣ε+ δ0U + α0

∣∣∣∣U +
β0

α2
0

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ dU.
1) Åñëè −β0/α

2
0 ∈ (−h/2, h/2), òî

J1(H) =

∫ −β0/α2
0

−h/2
U ln

∣∣∣∣(δ0 − α0)U + ε− β0

α0

∣∣∣∣ dU+

+

∫ h/2

−β0/α2
0

U ln

∣∣∣∣(δ0 + α0)U + ε+
β0

α0

∣∣∣∣ dU =

= J16

(
−h

2
,−β0

α2
0

, δ0 − α0, ε−
β0

α0

)
+ J16

(
−β0

α2
0

,
h

2
, δ0 + α0, ε+

β0

α0

)
,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

J16(U1, U2, κ1, κ2) =

∫ U2

U1

U ln |κ1U + κ2| dU.
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2) Åñëè −β0/α
2
0 ∈ [h/2,+∞), òî

J1(H) =

∫ h/2

−h/2
U ln

∣∣∣∣(δ0 − α0)U + ε− β0

α0

∣∣∣∣ dU = J16

(
−h

2
,
h

2
, δ0 − α0, ε−

β0

α0

)
.

3) Åñëè −β0/α
2
0 ∈ (−∞,−h/2], òî

J1(H) =

∫ h/2

−h/2
ln

∣∣∣∣(δ0 + α0)U + ε+
β0

α0

∣∣∣∣ dU = J16

(
−h

2
,
h

2
, δ0 + α0, ε+

β0

α0

)
.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë J16(U1, U2, κ1, κ2) ñîãëàñíî [94, ïóíêò 1.6.5.5].

1) Ïðè κ1 6= 0:

J16(U1, U2, κ1, κ2) =

(
1

2

(
U 2 − κ2

2

κ2
1

)
ln |κ1U + κ2| −

1

2

(
U 2

2
− κ2U

κ1

))∣∣∣∣U2

U1

.

2) Ïðè κ1 = 0:

J16(U1, U2, κ1, κ2) =
(U 2

2 − U 2
1 )

2
ln |κ2|.

1.1.5 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà J2(H)

I. Ïóñòü χ1 > 0.
Èíòåãðàë J2 âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî [94, ïóíêò 1.2.41.8] è èìååò âèä

J2(H) =

∫ h/2

−h/2

√
(α0U + β0/α0)2 + χ2

1 dU =

=
1

α0

∫ h/2

−h/2

√
(α0U + β0/α0)2 + χ2

1 d(α0U + β0/α0) =

=
1

2α0
(α0U + β0/α0)

(
(α0U + β0/α0)

2 + χ2
1

)1/2
∣∣∣∣U=h/2

U=−h/2
+

+
χ2

1

2α0
ln
∣∣∣(α0U + β0/α0) + ((α0U + β0/α0)

2 + χ2
1)

1/2
∣∣∣∣∣∣∣U=h/2

U=−h/2
.

II. Ïóñòü χ1 = 0.
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Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: t = α0U + β0/α0, t± = α0(±h/2) + β0/α0. Ïîñêîëüêó
α0 > 0, è, î÷åâèäíî, t+ > t−, ïîëó÷àåì

J2(H) =

∫ h/2

−h/2

√
(α0U + β0/α0)2 dU =

1

α0

∫ t+

t−

|t| dt,

J2(H) =


(t2+ − t2−)/(2α0) t− ≥ 0,
(t2+ + t2−)/(2α0) t− < 0, t+ > 0,
−(t2+ − t2−)/(2α0) t− < 0, t+ ≤ 0.

(32)

1.1.6 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà

C3, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü. Ïóñòü Γ äî-
ïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ (6) ñî ñâîéñòâàìè (8), (9), è µ(y) ∈ C1(Γ). Òîãäà äëÿ
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (18) ïðè x /∈ Γ ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå (22), ãäå äëÿ σ̃k(x) ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè x âûïîëíÿ-
åòñÿ îöåíêà (21). Êðîìå òîãî, äëÿ S̃k(x) èìååò ìåñòî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
(28), ãäå èíòåãðàëû Θnm, θnm, J1(H) è J2(H) âû÷èñëåíû â ÿâíîì âèäå.

Åñëè k = 0, òî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïåðåõîäèò
â ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ñîîòâåòñòâåííî, êâàäðàòóð-
íàÿ ôîðìóëà ïðè k = 0 ïðèíèìàåò âèä êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ ãàðìîíè÷å-
ñêîãî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

1.1.7 Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî

ñëîÿ

Ðàçðàáîòàííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (28) ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé ñòàíäàðò-
íîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ âíå ïîâåðõíîñòè Γ,
èñïîëüçóåìîé â èíæåíåðíûõ ðàñ÷¼òàõ [2, Ãëàâà 2]

Sk(x) ≈ 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)hH|η(y(un, vm))|
|x− y(un, vm)|

. (33)

Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (23) çàìåíîé êà-
íîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà èç (24) íà åãî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå

hH|η(y(un, vm))|
|x− y(un, vm)|

.
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Â èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ ïðè âû÷èñëåíèè ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ Vk[µ](x) ñòàí-
äàðòíàÿ ôîðìóëà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê x /∈ Γ, îäíàêî âáëèçè ïîâåðõíîñòè
Γ îíà äà¼ò áîëüøóþ îøèáêó â âû÷èñëåíèÿõ.

Ïðè u ∈ [un−h/2, un+h/2] è v ∈ [vm−H/2, vm+H/2] ôóíêöèþ y(u, v) ìîæíî
ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (un, vm), ñëåäîâàòåëüíî

1

|x− y(u, v)|
=

(
3∑
j=1

(xj − yj(un, vm) +O(h+H))2

)−1/2

=

(
|x− y(un, vm)|2

(
1 +

O(h+H)

|x− y(un, vm)|

))−1/2

=
1

|x− y(un, vm)|
+

O(h+H)

|x− y(un, vm)|2
.

Òîãäà ïîëó÷èì ñòàíäàðòíóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó Kk(x) äëÿ ïîòåíöèàëà
Vk[µ](x)

Sk(x) = Kk(x) + K̃k(x),

Kk(x) =
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm
hH|η(y(un, vm))| exp(ik|x− y(un, vm)|)

|x− y(un, vm)|
,

|K̃k(x)| ≤ ‖µ(y(u, v))‖C1([0,A]×[0,B])

 1

(min
y∈Γ
|x− y|)2

+
1

min
y∈Γ
|x− y|

· const ·(h+H),

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ëåììà 1.1. Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (33) íå îáåñïå÷èâàåò ðàâ-

íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, òî åñòü, ïðè ñòðåìëåíèè
òî÷êè x ê ïîâåðõíîñòè Γ è ôèêñèðîâàííîì øàãå h,H îøèáêà ñòàíäàðòíîé
ôîðìóëû ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ãëàâíûé íåäîñòàòîê ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ h è H çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà íå äà¼ò ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè
ïîòåíöèàëà Vk[µ](x) âáëèçè ïîâåðõíîñòè Γ, áîëåå òîãî, åñëè x ïðèáëèæàåòñÿ ê
îäíîé èç òî÷åê y(un, vm) ∈ Γ, òî ñëàãàåìîå hH|x− y(un, vm)|−1 â âûðàæåíèè äëÿ
ñòàíäàðòíîé ôîðìóëû íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,
â òî âðåìÿ êàê ñàì ïîòåíöèàë Vk[µ](x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé
ôóíêöèåé âî âñåì ïîñòðàíñòâå R3. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè òî÷êà x ïðèáëèæàåòñÿ
ê Γ, òî ñòàíäàðòíàÿ ôîðìóëà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè â îïðåäåëåííûõ òî÷-
êàõ íà Γ, òîãäà êàê ñàì ïîòåíöèàë Vk[µ](x) íåïðåðûâåí ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê
ëþáîé òî÷êå íà Γ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íå ñîõðà-
íÿåò âàæíåéøåå ñâîéñòâî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ Vk[µ](x), à èìåííî ñâîéñòâî
íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà Vk[µ](x) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç Γ.
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1.1.8 ×èñëåííûå òåñòû

Òåñòèðîâàíèå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâ-
íåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ïðîâåäåíî â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü Γ ÿâëåòñÿ
ñôåðîé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, êîòîðàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè:

y1(u, v) = sin v cosu, y2(u, v) = sin v sinu, y3(u, v) = cos v, (34)

ïðè÷¼ì (u, v) ∈ [0, 2π]× [0, π]. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå |η(y(u, v))| = sin v
è |η(y(u, 0))| = |η(y(u, π))| = 0 äëÿ âñåõ u ∈ [0, 2π]. Èíà÷å ãîâîðÿ, |η(y)| = 0 íà
ïîëþñàõ ñôåðû ïðè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè, íî óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1 âûïîëíÿþò-
ñÿ.

Â ðàññìàòðèâàåìûõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñ çà-
äàííîé íà åäèíè÷íîé ñôåðå ïëîòíîñòüþ èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå âî âñ¼ì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïîýòîìó òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ìîæíî ñðàâíèòü ñ ïðèáëèæåí-
íûìè, âû÷èñëåííûìè ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì. Âî âñåõ òåñòàõ ïðèáëèæåí-
íîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ âû÷èñëÿëîñü ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå
(28) â íåêîòîðûõ òî÷êàõ íà âñïîìîãàòåëüíûõ ñôåðàõ, èìåþùèõ öåíòðû â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò è ðàäèóñû, ðàâíûå 1 ± ∆R. Òåì ñàìûì, âñïîìîãàòåëüíûå ñôåðû
íàõîäÿòñÿ ëèáî âíóòðè, ëèáî ñíàðóæè ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, íà êîòîðîé
çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, íà ðàññòîÿíèè ∆R îò íå¼. Çàòåì áûëè ðàññ÷èòàíû
çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé â ýòèõ òî÷êàõ, ëèáî îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåø-
íîñòåé (êîãäà àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü äåëèòñÿ íà ìîäóëü òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïî-
òåíöèàëà â äàííîé òî÷êå), è äëÿ êàæäîé âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû îïðåäåëÿëèñü
ìàêñèìóìû çíà÷åíèé ýòèõ ïîãðåøíîñòåé. Íàéäåííûå ïîãðåøíîñòè ñðàâíèâàþò-
ñÿ ñ ïîãðåøíîñòÿìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ ñòàíäàðòíîé è óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû èç [88], [91].

Êîîðäèíàòû òî÷åê, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîé àáñî-
ëþòíîé ëèáî îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè:

xqlj = Ryj(uq, vl), j = 1, 2, 3,

uq =
2π

2N
q, q = 0, 1, 2; vl =

π

2M
l, l = 0, . . . , 2M, (35)

ãäå yj(u, v) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (34), R � ðàäèóñ âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû.
Òî åñòü ýòè òî÷êè ðàñïîëîæåíû íàä è ïîä öåíòðàìè ó÷àñòêîâ ðàçáèåíèÿ åäèíè÷-
íîé ñôåðû, ñåðåäèíàìè ãðàíèö ìåæäó òàêèìè ó÷àñòêàìè è ïåðåñå÷åíèÿìè ýòèõ
ãðàíèö. Îòìåòèì, ÷òî ýòè òî÷êè ðàñïðåäåëåíû íå ïî âñåé ñôåðå, à íàõîäÿòñÿ
âáëèçè íóëåâîãî ìåðèäèàíà.
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Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N . Çíà÷åíèÿ øàãîâ
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè h = 2π/N, H = π/M. Åñëè N = M = 25, òî h ≈ 0.25,
H ≈ 0.13; åñëè N = M = 50, òî h ≈ 0.126, H ≈ 0.063; åñëè N = M = 100, òî
h ≈ 0.063, H ≈ 0.031.

Â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòåé.
Â ëåâîì ñòîëáöå óêàçàíî îòëè÷èå ðàäèóñà âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû îò åäèíèöû:
äëÿ âíóòðåííèõ ñôåð ðàäèóñ ðàâåí 1−∆R, äëÿ âíåøíèõ 1+∆R. Â âåðõíåé ñòðîêå
óêàçàíû çíà÷åíèÿ M,N . Ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû - ìàêñèìàëüíàÿ ïî-
ãðåøíîñòü äëÿ ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íà äàííîé âñïîìîãàòåëüíîé
ñôåðå, âòîðîå ÷èñëî ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé - ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íà äàí-
íîé ñôåðå äëÿ óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû èç [88, 91], à òðåòüå ÷èñëî -
ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (28).
Òåñò 1 äëÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Â äàííîì

òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = 4π, òîãäà ãàðìîíè÷å-
ñêèé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ èìååò âèä

V0[µ](x) =


4π ïðè |x| < 1

4π

|x|
ïðè |x| > 1

.

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíûõ
ïîãðåøíîñòåé.
Òåñò 2 äëÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Â äàííîì

òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = cosu sin v, ïðè ýòîì
ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ èìååò âèä

V0[µ](x) =


|x| cosϕ sinϑ

3
ïðè |x| < 1,

cosϕ sinϑ

3|x|2
ïðè |x| > 1,

,

ãäå ϑ è ϕ � çåíèòíûé è àçèìóòàëüíûé óãëû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèé â ýòîì òåñòå àíàëîãè÷íà òàêîâîé
â òåñòå 1. Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî â ôîðìóëàõ (35) òåïåðü q = 0, . . . , 2N ,
ò.å. òî÷êè ðàñïðåäåëåíû ïî âñåé ñôåðå. Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå
ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé.
Òåñò 3 äëÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Â äàí-

íîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = k. Òîãäà ïîòåíöèàë
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∆R M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

0.1 4.0E-3; 4.0E-3; 0.0019 9.0E-4; 9.7E-4; 0.00044 2.2E-4; 2.4E-4; 0.00011
0.01 0.21; 0.040; 0.0035 0.042; 0.014; 0.00076 7.1E-3; 4.2E-3; 0.00015
0.001 2.5; 0.065; 0.0042 0.60; 0.038; 0.0011 0.14; 0.017; 0.00026
0.0001 25; 0.069; 0.0043 6.3; 0.045; 0.0012 1.56; 0.027; 0.0003
1E-5 251; 0.069; 0.0043 62.8; 0.046; 0.0012 15.7; 0.028; 0.0003
1E-6 2513; 0.069; 0.0044 628; 0.046; 0.0012 157; 0.028; 0.0003

Âíóòðåííèå ñôåðû

∆R M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

0.1 4.9E-3; 5.8E-3; 0.0015 9.9E-4; 1.4E-3; 0.00035 2.4E-4; 3.4E-4; 8.6E-5
0.01 0.21; 0.048; 0.003 0.043; 0.016; 0.00073 7.2E-3; 4.3E-3; 0.00014
0.001 2.5; 0.075; 0.0035 0.60; 0.046; 0.00045 0.15; 0.019; 0.00026
0.0001 25; 0.070; 0.0043 6.3; 0.047; 0.0011 1.6; 0.031; 0.00021
1E-5 251; 0.069; 0.0043 62.8; 0.046; 0.0011 15.7; 0.029; 0.00029
1E-6 2513; 0.069; 0.0043 628; 0.046; 0.0012 157; 0.029; 0.0003

Âíåøíèå ñôåðû

Òàáëèöà 1: Ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 1.

ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà èìååò âèä

Vk[µ](x) =


eik · sin(k|x|)

|x|
ïðè |x| < 1,

sin k · e
ik|x|

|x|
ïðè |x| > 1,

,

ãäå k = 1. Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèé â òåñòå 3 àíàëîãè÷íà òàêîâîé â òåñòå 1. Â
òàáëèöå 3 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ïî-
ãðåøíîñòåé.
Òåñò 4 äëÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Â äàí-

íîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = k3 cos v. Ïðè ýòîì
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∆R M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

0.1 3.4E-3; 2.7E-3; 0.0024 1.1E-4; 6.4E-4; 5.7E-4 2.8E-7; 1.6E-4; 1.4E-4
0.01 0.21; 4.7E-3; 0.0044 0.042; 1.0E-3; 9.7E-4 7.1E-3; 2.2E-4; 2.0E-4
0.001 2.5; 5.5E-3; 0.0051 0.60; 1.4E-3; 0.0013 0.14; 3.4E-4; 3.1E-4
0.0001 25; 5.6E-3; 0.0052 6.2; 1.5E-3; 0.0014 1.6; 3.7E-4; 3.5E-4
1E-5 251; 0.0056; 0.0053 62.6; 0.0015; 0.0014 15.7; 3.7E-4; 3.5E-4
1E-6 2513; 0.0056; 0.0053 626; 0.0015; 0.0014 157; 3.7E-4; 3.5E-4

Âíóòðåííèå ñôåðû

∆R M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

0.1 4.1E-3; 3.9E-4; 0.00066 1.6E-4; 8.5E-5; 1.4E-4 6.9E-7; 2.1E-5; 3.4E-5
0.01 0.21; 1.7E-3; 0.002 0.042; 4.2E-4; 5.1E-4 7.1E-3; 6.8E-5; 8.9E-5
0.001 2.5; 4.7E-3; 0.0044 0.60; 5.5E-4; 4.7E-4 0.14; 1.8E-4; 2.1E-4
0.0001 25; 5.5E-3; 0.0052 6.2; 1.4E-3; 0.0013 1.6; 2.8E-4; 2.6E-4
1E-5 251; 0.0056; 0.0053 62.6; 0.0015; 0.0014 15.7; 3.6E-4; 3.4E-4
1E-6 2513; 0.0056; 0.0053 626; 0.0015; 0.0014 157; 3.7E-4; 3.5E-4

Âíåøíèå ñôåðû

Òàáëèöà 2: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 2

ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ èìååò âèä

Vk[µ](x) =


(ik − 1)eik · k|x| cos(k|x|)− sin(k|x|)

|x|2
cosϑ ïðè |x| < 1,

(k cos k − sin k) · (ik|x| − 1)eik|x|

|x|2
cosϑ ïðè |x| > 1,

,

ãäå ϑ� çåíèòíûé óãîë â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,
k = 1. Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèé â ýòîì òåñòå òàêàÿ æå, êàê è â òåñòå 2. Â òàáëèöå
4 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé.

1.1.9 Âûâîäû

Êàê óêàçàíî âûøå, ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèö � ïîãðåøíîñòü ñòàíäàðòíîé
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, âòîðîå ÷èñëî � ïîãðåøíîñòü óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû èç [88, 91], òðåòüå ÷èñëî � ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (28).
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∆R M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

0.1 4.3E-3; 4.8E-3; 0.0029 9.7E-4; 1.2E-3; 6.7E-4 2.4E-4; 2.9E-4; 1.7E-4
0.01 0.24; 0.047; 0.0069 0.050; 0.017; 0.0017 8.4E-3; 4.9E-3; 3.8E-4
0.001 2.9; 0.077; 0.008 0.72; 0.045; 0.0022 0.17; 0.021; 5.7E-4
0.0001 30; 0.082; 0.0081 7.4; 0.053; 0.0023 1.9; 0.032; 6.1E-4
1E-5 299; 0.082; 0.0082 74.6; 0.054; 0.0023 18.6; 0.034; 6.1E-4
1E-06 2987; 0.082; 0.0082 746; 0.055; 0.0023 187; 0.034; 6.1E-4

Âíóòðåííèå ñôåðû

∆R M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

0.1 5.4E-3; 6.9E-3; 0.0027 1.1E-3; 1.7E-3; 5.6E-4 2.7E-4; 4.1E-4; 1.4E-4
0.01 0.25; 0.057; 0.0063 0.051; 0.018; 0.0015 8.6E-3; 5.1E-3; 3.4E-4
0.001 2.9; 0.089; 0.0075 0.72; 0.054; 0.0017 0.17; 0.023; 5.2E-4
0.0001 30; 0.083; 0.0081 7.4; 0.056; 0.0022 1.9; 0.037; 5.4E-4
1E-5 299; 0.082; 0.0082 74.6; 0.055; 0.0023 18.7; 0.034; 6.1E-4
1E-6 2987; 0.082; 0.0082 746; 0.055; 0.0023 187; 0.034; 6.1E-4

Âíåøíèå ñôåðû

Òàáëèöà 3: Ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 3

Èç òàáëèö âèäíî, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (28) äà¼ò âòîðîé ïîðÿäîê (ïî H)
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ê ïîòåíöèàëó ïðîñòîãî ñëîÿ è îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåð-
íóþ àïïðîêñèìàöèþ ïîòåíöèàëà c ïîãðåøíîñòüþ O(hH). Ïîãðåøíîñòü O(hH)
íå çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî Γ è ñïðàâåäëèâà äàæå íà î÷åíü ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ.
Óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà èç [88, 91] äà¼ò ïåðâûé ïîðÿäîê (ïî H) ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè ê ïîòåíöèàëó ïðîñòîãî ñëîÿ è îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ
àïïðîêñèìàöèþ ïîòåíöèàëà c ïîãðåøíîñòüþ O(H). Òåì ñàìûì, ôîðìóëà (28)
ïðåâîñõîäèò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [88, 91]. Îáå ýòè ôîðìóëû ñîõðàíÿþò ñâîé-
ñòâî íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü
Γ, ÷òî òàêæå ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Èç òàáëèö òàêæå
âûòåêàåò, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (ñì. ïóíêò 1.1.7 ) íå äà¼ò ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè ê ïîòåíöèàëó ïðîñòîãî ñëîÿ è íå îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåð-
íóþ àïïðîêñèìàöèþ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì
H ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîâåðõíîñòè Γ.

Îòìåòèì, ÷òî â òåñòå 2 ôîðìóëà (28) íå äà¼ò ñóùåñòâåííîãî ïîâûøåíèÿ òî÷-
íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ óëó÷øåííîé ôîðìóëîé èç [88, 91]. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì,
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∆R M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

0.1 3.9E-3; 4.4E-3; 0.0013 8.6E-4; 1.1E-3; 3.1E-4 2.1E-4; 2.7E-4; 7.8E-5
0.01 0.097; 0.040; 0.0023 0.019; 0.014; 5.2E-4 2.8E-3; 4.2E-3; 1.1E-4
0.001 1.2; 0.065; 0.0032 0.30; 0.038; 8.0E-4 0.071; 0.017; 1.9E-4
0.0001 13; 0.069; 0.0033 3.1; 0.045; 8.9E-4 0.78; 0.027; 2.3E-4
1E-5 125; 0.069; 0.0034 31.4; 0.046; 9.1E-4 7.84; 0.028; 2.4E-4
1E-6 1254; 0.069; 0.0034 314; 0.046; 9.1E-4 78.5; 0.029; 2.4E-4

Âíóòðåííèå ñôåðû

∆R M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

0.1 3.9E-3; 5.4E-3; 7.0E-4 8.8E-4; 1.3E-3; 1.5E-4 2.1E-4; 3.2E-4; 3.8E-5
0.01 0.098; 0.048; 0.0018 0.019; 0.015; 4.8E-4 2.9E-3; 4.3E-3; 1.0E-4
0.001 1.2; 0.074; 0.0028 0.30; 0.046; 5.6E-4 0.071; 0.019; 1.7E-4
0.0001 13; 0.070; 0.0033 3.1; 0.047; 8.5E-4 0.78; 0.031; 1.9E-4
1E-5 125; 0.069; 0.0034 31.4; 0.046; 0.0009 7.84; 0.029; 2.3E-4
1E-6 1254; 0.069; 0.0034 314; 0.046; 9.1E-4 78.5; 0.029; 2.4E-4

Âíåøíèå ñôåðû

Òàáëèöà 4: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 4

÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû èç [88, 91] äîñòèãàåòñÿ âáëèçè ïîëþ-
ñîâ ñôåðû, à â òåñòå 2 ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ïîëþñàõ, çà
ñ÷åò ÷åãî ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû èç [88, 91] óìåíüøàåòñÿ. Âûñîêàÿ ïîãðåøíîñòü
ôîðìóëû èç [88, 91] âáëèçè ïîëþñîâ ñôåðû âûçâàíà òåì, ÷òî äëèíà íîðìàëè îá-
íóëÿåòñÿ íà ïîëþñàõ, íî ìåíÿåòñÿ âáëèçè ïîëþñîâ íàèáîëåå áûñòðî, à ôîðìóëà
èç [88, 91] íå ó÷èòûâàåò ïðîèçâîäíûå äëèíû íîðìàëè. Â ôîðìóëå (28) äëèíà
íîðìàëè ó÷èòûâàåòñÿ áîëåå òî÷íî, ÷åì â ôîðìóëå èç [88, 91], â ÷àñòíîñòè, â (28)
ó÷òåíû ïðîèçâîäíûå äëèíû íîðìàëè, ïîýòîìó â îñòàëüíûõ òåñòàõ, êðîìå òåñòà 2,
ôîðìóëà (28) ïîêàçûâàåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü.

1.1.10 Ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó
äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, êîãäà òî÷êà x ëåæèò íà ïî-
âåðõíîñòè Γ â îäíîì èç óçëîâ. Ïóñòü x = y(un̂, vm̂), è y(un̂, vm̂) � îäèí èç óçëîâ
íà ïîâåðõíîñòè Γ. Åñëè (n,m) 6= (n̂, m̂), (ò.å. x = y(un̂, vm̂) 6= y(un, vm)) òî

48



èíòåãðàë (24) ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííî ðàâíûì ôóíêöèè Θnm(x), êîòîðàÿ
íàéäåíà â ïóíêòàõ 1.1.2 � 1.1.5 â ÿâíîì âèäå. Îñòà¼òñÿ ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü
èíòåãðàë (24) êîãäà (n,m) = (n̂, m̂) (ò.å. y(u, v) ïðèíàäëåæèò ìàëåíüêîìó êó-
ñî÷êó ïîâåðõíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå x = y(un̂, vm̂)). Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (un̂, vm̂), íàõîäèì

|y(u, v)− x|2 ≈
3∑
j=1

((yj)
′
u(u− un̂) + (yj)

′
v(v − vm̂))2 =

=
3∑
j=1

(((yj)
′
u)

2(u− un̂)2 + ((yj)
′
v)

2(v − vm̂)2 + 2(yj)
′
u(yj)

′
v(u− un̂)(v − vm̂)) =

= α2(u− un̂)2 + β2(v − vm̂)2 + 2δ(u− un̂)(v − vm̂) =

= ρ2(α2 cos2 φ+ β2 sin2 φ+ 2δ cosφ sinφ),

ãäå ρ =
√

(u− un̂)2 + (v − vm̂)2, cosφ = (u − un̂)/ρ, sinφ = (v − vm̂)/ρ,
ôîðìóëû äëÿ α2, β2, δ äàíû â ïóíêòå 1.1.2, è â íèõ âñå ïðîèçâîäíûå (yj)

′
u è

(yj)
′
v áåðóòñÿ â òî÷êå u = un̂, v = vm̂. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë∫ un̂+h/2

un̂−h/2
du

∫ vm̂+H/2

vm̂−H/2
dv
|η(y(u, v))|
|x− y(u, v)|

≈ |η(y(un̂, vm̂))|×

×
∫ un̂+h/2

un̂−h/2
du

∫ vm̂+H/2

vm̂−H/2
dv

1√
α2(u− un̂)2 + β2(v − vm̂)2 + 2δ(u− un̂)(v − vm̂)

=

= |η(y(un̂, vm̂))| In̂,m̂.
Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå In̂,m̂. Èíòåãðàë In̂,m̂ âû÷èñëåí â [88, 91] è äà¼òñÿ âû-
ðàæåíèåì

In̂,m̂ =
h

β
ln
∣∣∣z +

√
z2 + (α/β)2 − (δ/β2)2

∣∣∣∣∣∣H/h+δ/β2

−H/h+δ/β2
−

−H
α

ln
∣∣∣z +

√
z2 − (δ/α2)2 + (β/α)2

∣∣∣∣∣∣−h/H+δ/α2

h/H+δ/α2
.

Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî åñëè òî÷êà x ëåæèò íà ïîâåðõíî-
ñòè Γ â óçëå y(un̂, vm̂), òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåí-
öèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ èìååò âèä

Vk[µ](x)|x=y(un̂,vm̂)∈Γ ≈
1

4π
µn̂m̂|η(y(un̂, vm̂))|In̂,m̂+
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Íîìåð òåñòà M = N = 25 M = N = 50 M = N = 100

1 0.0087; 0.0014 0.0049; 0.00035 0.0026; 8.8E-5
2 0.0011; 0.00099 0.0003; 0.00026 7.8E-5; 6.7E-5
3 0.010; 0.0019 0.0058; 4.9E-4 0.0031; 1.2E-4
4 0.0089; 0.0012 0.0049; 3.1E-4 0.0026; 8.0E-5

Òàáëèöà 5: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòàõ 1 � 4.

+
1

4π

n=N−1,m=M−1∑
n=0,m=0

(n,m)6=(n̂,m̂)

µnm exp(ik|y(un̂, vm̂)− y(un, vm)|)Θnm(y(un̂, vm̂)), k ≥ 0.

(36)
Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (36) èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå (27) è ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
âî âñåõ óçëîâûõ òî÷êàõ âåêòîð íîðìàëè η èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äëèíó, ò.å.
|η(y(un, vm))| > 0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n, m. Äàííûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ,
åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (8), (9). Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (36) ìîæåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþ-
ùèõ ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ìåòîäîì
ïîòåíöèàëîâ.

Ñõîäèìîñòü ôîðìóëû (36) ïðîâåðåíà íà òåñòàõ 1 � 4 èç ïóíêòà 1.1.7, ïîëó÷åí-
íûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 5, ãäå óêàçàíà ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
âû÷èñëåíèé â óçëîâûõ òî÷êàõ åäèíè÷íîé ñôåðû äëÿ êàæäîãî òåñòà. Â òàáëè-
öå ïî òåñòàì 1 è 3 ïðèâîäèòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, à ïî
òåñòàì 2 è 4 � ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü. Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òàáëè-
öå 5 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå, ïîñòðîåííîé â [88, 91].
Ïåðâîå ÷èñëî â òàáëèöå 5 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
èç [88, 91], à âòîðîå ÷èñëî � ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
(36). Èç òàáëèöû 5 ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (36) ñõîäèòñÿ è àïïðîê-
ñèìèðóåò ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ O(hH).
Êðîìå òîãî, êàê âèäíî èç òàáëèöû 5, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (36) èìååò âòî-
ðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïî H, òîãäà êàê êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà èç [88, 91] äà¼ò
ñõîäèìîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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1.2 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîð-

ìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

Â ýòîì ðàçäåëå âûâîäèòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîð-
ìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ãëàäêîé ïëîòíîñòüþ, çàäàí-
íîé íà çàìêíóòîé ëèáî ðàçîìêíóòîé ïîâåðõíîñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîòåíöèà-
ëû ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà. Ïðåäëîæåííàÿ êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà äà¼ò çíà÷èòåëüíî áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü, ÷åì ñòàíäàðòíàÿ
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè. Âûâåäåííàÿ
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ è ãðàíè÷íûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

1.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ
îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü [92, c. 201], ëèáî ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ
îãðàíè÷åííàÿ ðàçîìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, ñîäåðæàùàÿ ñâîè ïðåäåëü-
íûå òî÷êè [93, Ãëàâà 14, � 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Γ ïàðàìåòðèçîâàíà
òàê, ÷òî íà íåå îòîáðàæàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê:

y = (y1, y2, y3) ∈ Γ, y1 = y1(u, v), y2 = y2(u, v), y3 = y3(u, v);

u ∈ [0, A], v ∈ [0, B];

yj(u, v) ∈ C2([0, A]× [0, B]), j = 1, 2, 3. (37)

Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû ðàçëè÷íûì âíóòðåííèì òî÷êàì ïðÿìîóãîëüíèêà ïðè
óêàçàííîì îòîáðàæåíèè ñîîòâåòñòâîâàëè ðàçëè÷íûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ñôåðó,
ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîèäà, ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè ôèãóð âðàùåíèÿ, ïîâåðõíîñòü òî-
ðà è ìíîãèå äðóãèå áîëåå ñëîæíûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü òàêèì
îáðàçîì. Êðîìå òîãî, ñëîæíûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé
è äëÿ êàæäîé ÷àñòè ââåñòè ñâîþ ïàðàìåòðèçàöèþ, òîãäà äàëüíåéøèå ðàññóæ-
äåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êàæäîé òàêîé ÷àñòè. Ââåä¼ì N òî÷åê un ñ øàãîì h íà
îòðåçêå [0, A] è M òî÷åê vm íà îòðåçêå [0, B] è ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðÿìî-
óãîëüíèêà [0, A]× [0, B], êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòü Γ

A = Nh, B = MH, un = (n+ 1/2)h, n = 0, ..., N − 1;

vm = (m+ 1/2)H, m = 0, ...,M − 1.
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Òåì ñàìûì ïðÿìîóãîëüíèê [0, A]× [0, B] ðàçáèâàåòñÿ íà N ×M ìàëåíüêèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíè÷êîâ è ÷åðåç (un, vm) îáîçíà÷åíû ñåðåäèíêè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíè÷êîâ.
Òî÷êè y(un, vm), ðàñïîëîæåííûå íà Γ äëÿ âñåâîçìîæíûõ n,m, áóäåì íàçûâàòü
óçëàìè.

Èçâåñòíî [93, Ãëàâà 14, � 1 ], ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëè (íå åäèíè÷íîãî)
η(y) = (η1(y), η2(y), η3(y)) â òî÷êå ïîâåðõíîñòè y = (y1, y2, y3) ∈ Γ âûðàæàþòñÿ
÷åðåç îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà ôîðìóëàìè:

η1 =

∣∣∣∣(y2)u (y3)u
(y2)v (y3)v

∣∣∣∣ , η2 =

∣∣∣∣(y3)u (y1)u
(y3)v (y1)v

∣∣∣∣ , η3 =

∣∣∣∣(y1)u (y2)u
(y1)v (y2)v

∣∣∣∣ . (38)

Ïîëîæèì |η(y)| =
√

(η1(y))2 + (η2(y))2 + (η3(y))2. Èçâåñòíî [93, Ãëàâà 14, � 1�2],
÷òî ∫

Γ

F (y)dsy =

∫ A

0

du

∫ B

0

dvF (y(u, v))|η(y(u, v))|.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè |η(y(u, v))| = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå, òî ôóíêöèÿ |η(y(u, v))|
ìîæåò áûòü íåäèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíî ïîòðå-
áóåì, ÷òîáû

|η(y(u, v))| ∈ C1([0, A]× [0, B]). (39)

Òîãäà äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n, m, ïðè u ∈ [un − h/2, un + h/2] è
v ∈ [vm−H/2, vm+H/2] ôóíêöèÿ |η(y(u, v))| ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì 1-ãî ïîðÿäêà

|η(y(u, v))| = |η(y(un, vm))|+O(h+H). (40)

Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû

|η(y(u, v))| > 0, ∀ (u, v) ∈ ((0, A)× (0, B)). (41)

Èç óñëîâèÿ (41) ñëåäóåò, ÷òî |η(y(u, v))| ∈ C1((0, A)× (0, B)), íî óñëîâèå (39) íå
ñëåäóåò.

Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ çàäàííîé íà ïîâåðõ-
íîñòè Γ ïëîòíîñòüþ µ(y) ∈ C0(Γ) èìååò âèä

Vk[µ](x) =
1

4π

∫
Γ

µ(y)eik|x−y|

|x− y|
dsy =

=
1

4π

∫ A

0

du

∫ B

0

dv
µ(y(u, v)) exp(ik|x− y(u, v)|)

|x− y(u, v)|
|η(y(u, v))|, (42)

ãäå |x − y(u, v)| =
√

(x1 − y1(u, v))2 + (x2 − y2(u, v))2 + (x3 − y3(u, v))2, è äëÿ
ïðîñòîòû êîíñòàíòà k ≥ 0; åñëè æå k = 0, òî ïîòåíöèàë Vk[µ](x) ïåðåõîäèò â
ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë V0[µ](x) äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
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Ïóñòü nx = η(x)/|η(x)| � âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè â òî÷êå x ∈ Γ, òîãäà

∂

∂nx

eik|x−y|

|x− y|
= |η(x)|−1(η(x),∇x)

eik|x−y|

|x− y|
=

=
1

|η(x)|
exp(ik|x− y|)(ik|x− y| − 1)

|x− y|2
3∑
j=1

ηj(x)(xj − yj)
|x− y|

.

Ïðÿìîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ Vk[µ](x) â
òî÷êå x = y(un̂, vm̂) ∈ Γ èìååò âèä

∂Vk[µ](x)

∂nx
=

1

4π

∫
Γ

µ(y)
∂

∂nx

eik|x−y|

|x− y|
dsy =

=
1

4π

∫
Γ

µ(y)
1

|η(x)|
exp(ik|x− y|)(ik|x− y| − 1)

|x− y|2
3∑
j=1

ηj(x)(xj − yj)
|x− y|

dsy =
1

4π|η(x)|
×

×
∫ A

0

du

∫ B

0

dv µ(y(u, v))|η(y(u, v))| exp(ik|x− y(u, v)|)(ik|x− y(u, v)| − 1)×

×
3∑
j=1

ηj(x)(xj − yj(u, v))

|x− y(u, v)|3
=

=
1

4π|η(x)|

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv µ(y(u, v))|η(y(u, v))|×

× exp(ik|x− y(u, v)|)(ik|x− y(u, v)| − 1)
3∑
j=1

ηj(x)(xj − yj(u, v))

|x− y(u, v)|3
. (43)

Èçâåñòíî [6, �27.5], ÷òî ïðÿìîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà
ïðîñòîãî ñëîÿ â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà Γ ôóíêöèåé.

Â [88, 91] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè u ∈ [un−h/2, un+h/2] è v ∈ [vm−H/2, vm+H/2]

|x− y(u, v)| = |x− y(un, vm)|+O(h+H),

exp(ik|x− y(u, v)|) = exp(ik|x− y(un, vm)|) +O(h+H),

µ(y(u, v)) = µnm + o(1),

ãäå µnm = µ(y(un, vm)). Êîíñòàíòû â îöåíêàõ ôóíêöèé, îáîçíà÷åííûõ êàê
O(h + H), o(1) íå çàâèñÿò îò n,m è îò ðàñïîëîæåíèÿ x â óçëàõ Γ, ïîýòîìó
ìîæíî çàïèñàòü

µ(y) exp(ik|x− y(u, v)|)(ik|x− y(u, v)| − 1) =
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= µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1) + fn,m(µ;u, v, x),

ãäå äëÿ ôóíêöèè fn,m(µ;u, v, x) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|fn,m(µ;u, v, x)| ≤ const ‖µ(y(u, v))‖C0([0,A]×[0,B])f̃(h,H). (44)

Ìíîæèòåëü f̃(h,H) = o(1), ò.å. f̃(h,H)→ 0, ïðè h,H → 0. Îöåíêà (44) âûïîë-
íÿåòñÿ ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè x â óçëàõ Γ ñðàçó äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n,m.
Ïðåäñòàâèì (43), â âèäå

∂Vk[µ](x)

∂nx
= S̃k(x) + σ̃k(x), (45)

ãäå

S̃k(x) =
1

4π|η(x)|

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)×

×
∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv|η(y(u, v))|

3∑
j=1

ηj(x)(xj − yj(u, v))

|x− y(u, v)|3
, (46)

σ̃k(x) =
1

4π|η(x)|

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv |η(y(u, v))|fn,m(µ;u, v, x)×

×
3∑
j=1

ηj(x)(xj − yj(u, v))

|x− y(u, v)|3
.

Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü Γ ïðèíàäëåæèò êëàññó C2, òî äëÿ âñåõ x, y ∈ Γ ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî [12, Òåîðåìà 2.2]: |η(x), (x−y)| ≤ const |x−y|2. Ó÷èòûâàÿ ýòî
ñîîòíîøåíèå è íåðàâåíñòâî (44), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ σ̃k(x) èìååò ìåñòî îöåíêà

|σ̃k(x)| ≤ c1

4π
‖µ(y(u, v))‖C0([0,A]×[0,B])f̃(h,H)

∫ A

0

du

∫ B

0

dv
|η(y(u, v))|
|x− y(u, v)|

,

ãäå êîíñòàíòà c1 > 0. Çàìåòèì, ÷òî

1

4π

∫ A

0

du

∫ B

0

dv
|η(y(u, v))|
|x− y(u, v)|

= V0[1](x)

� ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ (42) ñ åäèíè÷íîé ïëîòíîñòüþ, îí
íåïðåðûâåí è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí äëÿ âñåõ x ∈ R3 (ñì. [6, � 27]), ïîýòîìó

|σ̃k(x)| ≤ c2‖µ(y(u, v))‖C0([0,A]×[0,B])f̃(h,H), (47)
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ãäå êîíñòàíòà c2 > 0, è îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè x â óçëàõ
Γ. Ñëåäîâàòåëüíî, σ̃k(x) = o(1), åñëè h,H → 0, ïðè ëþáîì âîçìîæíîì ïîëîæå-
íèè x.

Ñîãëàñíî (45), íàõîæäåíèå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ íîðìàëüíîé ïðîèç-
âîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êâàäðàòóðíîé ôîðìó-
ëû äëÿ S̃k(x), à ÷òîáû ïîñòðîèòü ýòó êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó íàäî âû÷èñëèòü
èíòåãðàë â (46), êîòîðûé, â ñèëó (40), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv|η(y(u, v))|

3∑
j=1

ηj(x)(xj − yj(u, v))

|x− y(u, v)|3
≈

≈ −|η(y(un, vm))|
∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

3∑
j=1

ηj(x)(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

. (48)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì, ïðè åãî âû÷èñëåíèè áóäåì
ðàçëè÷àòü 2 ñëó÷àÿ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå (n̂, m̂) = (n,m), ò.å. x = y(un̂, vm̂) = y(un, vm), êàíîíè÷åñêèé
èíòåãðàë îáîçíà÷èì Jn̂m̂

Jn̂m̂ =

∫ un̂+h/2

un̂−h/2
du

∫ vm̂+H/2

vm̂−H/2
dv

3∑
j=1

ηj(x)(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

.

Âî âòîðîì ñëó÷àå (n̂, m̂) 6= (n,m), ò.å. x = y(un̂, vm̂) 6= y(un, vm), êàíîíè÷åñêèé
èíòåãðàë îáîçíà÷èì Tnm(x)

Tnm(x) =

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

3∑
j=1

ηj(x)(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

. (49)

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà, ôîðìóëó (46) äëÿ S̃k(x)
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó

S̃k(x)
∣∣∣
x=y(un̂,vm̂)∈Γ

≈ 1

4π
µn̂m̂Jn̂m̂ +

1

4π|η(x)|
×

×
n=N−1,m=M−1∑

n=0,m=0
(n,m) 6=(n̂,m̂)

µnm|η(y(un, vm))| exp(ik|x−y(un, vm)|)(1−ik|x−y(un, vm)|)Tnm(x).

(50)
Ïåðåéä¼ì ê âû÷èñëåíèþ êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà.
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1.2.2 Âû÷èñëåíèå êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà Jn̂m̂, êîãäà òî÷êà x ëåæèò
â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

Â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíè÷êó ñ öåíòðîì â òî÷êå
(un̂, vm̂), êîòîðîé îòâå÷àåò òî÷êà y(un̂, vm̂) = x íà ïîâåðõíîñòè Γ. Ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (un̂, vm̂), íàõîäèì

|y(u, v)− x|2 = |y(u, v)− y(un̂, vm̂)|2 ≈
3∑
j=1

((yj)
′
u(u− un̂) + (yj)

′
v(v − vm̂))2 =

=
3∑
j=1

(((yj)
′
u)

2(u− un̂)2 + ((yj)
′
v)

2(v − vm̂)2 + 2(yj)
′
u(yj)

′
v(u− un̂)(v − vm̂)) =

= α2(u− un̂)2 + β2(v − vm̂)2 + 2δ(u− un̂)(v − vm̂),

α2 =
3∑
j=1

((yj)
′
u)

2, β2 =
3∑
j=1

((yj)
′
v)

2, δ =
3∑
j=1

(yj)
′
u(yj)

′
v,

ãäå (yj)
′
u è (yj)

′
v áåðóòñÿ â òî÷êå (un̂, vm̂). Çàìåòèì, ÷òî α2β2−δ2 = |η(x)|2 ñîãëàñíî

[93, Ãë. 14, � 1], ïîýòîìó α2 > 0 è β2 > 0 â ñèëó óñëîâèÿ (41). Äàëåå

yj − xj ≈ (yj)
′
u(u− un̂) + (yj)

′
v(v − vm̂) +

1

2
(yj)

′′
uu(u− un̂)2 +

1

2
(yj)

′′
vv(v − vm̂)2+

+(yj)
′′
uv(u− un̂)(v − vm̂),

âñå ïðîèçâîäíûå ïî u, v áåðóòñÿ â òî÷êå (un̂, vm̂). Ëåãêî ïðîâåðèòü [93, Ãëà-
âà 14, � 1.2], ÷òî

3∑
j=1

ηj(x)(yj)
′
u =

3∑
j=1

ηj(x)(yj)
′
v = 0,

ñëåäîâàòåëüíî

3∑
j=1

ηj(x)(yj − xj) ≈ ξ1(u− un̂)2 + ξ2(v − vm̂)2 + ξ3(u− un̂)(v − vm̂),

ξ1 =
1

2

3∑
j=1

ηj(x)(yj)
′′
uu, ξ2 =

1

2

3∑
j=1

ηj(x)(yj)
′′
vv, ξ3 =

3∑
j=1

ηj(x)(yj)
′′
uv.

Êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë Jn̂m̂ ïðèíèìàåò âèä

Jn̂m̂ =

∫ un̂+h/2

un̂−h/2
du

∫ vm̂+H/2

vm̂−H/2
dv

∑3
j=1 ηj(x)(yj − xj)
|x− y|3

≈
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≈
∫ un̂+h/2

un̂−h/2
du

∫ vm̂+H/2

vm̂−H/2
dv

ξ1(u− un̂)2 + ξ2(v − vm̂)2 + ξ3(u− un̂)(v − vm̂)

(α2(u− un̂)2 + β2(v − vm̂)2 + 2δ(u− un̂)(v − vm̂))3/2
=

=

∫ h/2

−h/2
dU

∫ H/2

−H/2
dV

ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV

(α2U 2 + β2V 2 + 2δUV )3/2
,

ãäå U = u− un̂, V = v − vm̂. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

ρ =
√
U 2 + V 2, U = ρ cosφ, V = ρ sinφ,

ïîëó÷èì

Jn̂m̂ ≈
∫ un̂+h/2

un̂−h/2
du

∫ vm̂+H/2

vm̂−H/2
dv

ξ1 cos2 φ+ ξ2 sin2 φ+ ξ3 cosφ sinφ

ρ(α2 cos2 φ+ β2 sin2 φ+ 2δ cosφ sinφ)3/2
=

= 2

∫ arctg(H/h)

− arctg(H/h)

dφ

∫ h/(2 cosφ)

0

ρdρ
ξ1 cos2 φ+ ξ2 sin2 φ+ ξ3 cosφ sinφ

ρ(α2 cos2 φ+ β2 sin2 φ+ 2δ cosφ sinφ)3/2
+

+2

∫ π−arcctg(h/H)

arcctg(h/H)

dφ

∫ H/(2 sinφ)

0

ρdρ
ξ1 cos2 φ+ ξ2 sin2 φ+ ξ3 cosφ sinφ

ρ(α2 cos2 φ+ β2 sin2 φ+ 2δ cosφ sinφ)3/2
.

Êîýôôèöèåíò 2 âîçíèê èç-çà òîãî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â èñõîäíîì
èíòåãðàëå íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå U , V íà −U , −V , ïîýòîìó èíòåãðàë ïî
ïðÿìîóãîëüíèêó ðàâåí óäâîåííîìó èíòåãðàëó ïî òðåóãîëüíèêó, êîòîðûé ëåæèò
íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ â ïðÿìîóãîëüíèêå. Ñîêðàùàÿ ρ è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë
ïî ρ, ïîëó÷èì

Jn̂m̂ ≈ h

∫ arctg(H/h)

− arctg(H/h)

ξ1 cos2 φ+ ξ2 sin2 φ+ ξ3 cosφ sinφ

cosφ(α2 cos2 φ+ β2 sin2 φ+ 2δ cosφ sinφ)3/2
dφ+

+H

∫ π−arcctg(h/H)

arcctg(h/H)

ξ1 cos2 φ+ ξ2 sin2 φ+ ξ3 cosφ sinφ

sinφ(α2 cos2 φ+ β2 sin2 φ+ 2δ cosφ sinφ)3/2
dφ =

= h

∫ arctg(H/h)

− arctg(H/h)

ξ1 + ξ2 tg2 φ+ ξ3 tg φ

cos2 φ(α2 + β2 tg2 φ+ 2δ tg φ)3/2
dφ+

+H

∫ π−arcctg(h/H)

arcctg(h/H)

ξ1 ctg2 φ+ ξ2 + ξ3 ctg φ

sin2 φ(α2 ctg2 φ+ β2 + 2δ ctg φ)3/2
dφ =

= h

∫ arctg(H/h)

− arctg(H/h)

(ξ1 + ξ2 tg2 φ+ ξ3 tg φ)d tg φ

(α2 + β2 tg2 φ+ 2δ tg φ)3/2
−

−H
∫ π−arcctg(h/H)

arcctg(h/H)

(ξ1 ctg2 φ+ ξ2 + ξ3 ctg φ)d ctg φ

(α2 ctg2 φ+ β2 + 2δ ctg φ)3/2
.
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Ïîëàãàÿ t = tg φ â 1-îì èíòåãðàëå è t = ctg φ âî 2-îì, ïîëó÷èì

Jn̂m̂ ≈ h

∫ H/h

−H/h

ξ1 + ξ2t
2 + ξ3t

(α2 + β2t2 + 2δt)3/2
dt−H

∫ −h/H
h/H

ξ1t
2 + ξ2 + ξ3t

(α2t2 + β2 + 2δt)3/2
dt =

=
h

β3

∫ H/h

−H/h
×

ξ2(t+ δ/β2)2 + (t+ δ/β2)(ξ3 − ξ22δ/β
2)− ξ2(δ/β

2)2 + ξ1 − δ/β2(ξ3 − ξ22δ/β
2)

((α/β)2 + (t+ δ/β2)2 − (δ/β2)2)3/2
dt−

−H
α3

∫ −h/H
h/H

×

ξ1(t+ δ/α2)2 + (t+ δ/α2)(ξ3 − 2ξ1δ/α
2)− ξ1(δ/α

2)2 + ξ2 − δ/α2(ξ3 − 2ξ1δ/α
2)

((t+ δ/α2)2 − (δ/α2)2 + (β/α)2)3/2
dt.

Ñäåëàåì çàìåíó z = t + δ/α2 è âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëàìè 1.2.43.17�1.2.43.19
èç êíèãè [94]. Òîãäà ïîëó÷èì

Jn̂m̂ ≈
h

β3

∫ H/h+δ/β2

−H/h+δ/β2

×

×ξ2z
2 + z(ξ3 − 2ξ2δ/β

2)− ξ2(δ/β
2)2 + ξ1 − δ/β2(ξ3 − 2ξ2δ/β

2)

(z2 + (α/β)2 − (δ/β2)2)3/2
dz−

−H
α3

∫ −h/H+δ/α2

h/H+δ/α2

ξ1z
2 + z(ξ3 − 2ξ1δ/α

2)− ξ1(δ/α
2)2 + ξ2 − δ/α2(ξ3 − 2ξ1δ/α

2)

(z2 − (δ/α2)2 + (β/α)2)3/2
dz =

=
h

β3

(
− ξ2z√

z2 + (α/β)2 − (δ/β2)2
+ ξ2 ln

∣∣∣z +
√
z2 + (α/β)2 − (δ/β2)2

∣∣∣ −
− ξ3 − 2ξ2δ/β

2√
z2 + (α/β)2 − (δ/β2)2

+

+z
ξ2(δ/β

2)2 + ξ1 − ξ3δ/β
2

((α/β)2 − (δ/β2)2)
√
z2 + (α/β)2 − (δ/β2)2

)∣∣∣∣∣
H/h+δ/β2

−H/h+δ/β2

−

−H
α3

(
− ξ1z√

z2 − (δ/α2)2 + (β/α)2
+ ξ1 ln

∣∣∣z +
√
z2 − (δ/α2)2 + (β/α)2)2

∣∣∣ −
− ξ3 − 2ξ1δ/α

2√
z2 − (δ/α2)2 + (β/α)2

+
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+z
ξ1(δ/α

2)2 + ξ2 − ξ3δ/α
2

(−(δ/α2)2 + (β/α)2)
√
z2 − (δ/α2)2 + (β/α)2

)∣∣∣∣∣
−h/H+δ/α2

h/H+δ/α2

.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë Jn̂m̂ ïðèáëèæåííî âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå.

1.2.3 Âû÷èñëåíèå êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà Tnm(x), êîãäà òî÷êà x íå
ëåæèò â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

Â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíè÷êó ñ öåíòðîì â òî÷êå
(un, vm), êîòîðîé îòâå÷àåò òî÷êà y(un, vm) íà ïîâåðõíîñòè Γ. Ïðè ýòîì òî÷êà x
ðàñïîëîæåíà â äðóãîì óçëå íà ïîâåðõíîñòè Γ, ò.å. x = y(un̂, vm̂) 6= y(un, vm).
Ðàçëîæèì yj(u, v) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (un, vm) äî ÷ëåíîâ
ïåðâîãî ïîðÿäêà, òîãäà äëÿ j = 1, 2, 3 ïîëó÷èì

yj(u, v) = yj(un, vm) +Dj +O(H2 + h2),

ãäå
Dj = (yj)

′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm).

Âñå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm). Ïîëîæèì

r2 = |x− y(un, vm)|2 =
3∑
j=1

r2
j 6= 0, rj = yj(un, vm)− xj, j = 1, 2, 3,

òîãäà
yj(u, v)− xj = rj +Dj +O(H2 + h2), j = 1, 2, 3.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|x− y(u, v)|2 =
3∑
j=1

(xj − yj(u, v))2 ≈
3∑
j=1

(r2
j + 2rjDj +D2

j ) =

= r2 + 2P (u−un) + 2Q(v− vm) +α2(u−un)2 +β2(v− vm)2 + 2δ(u−un)(v− vm) =

= β2(V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β2 + α2U 2 + 2PU + r2,

ãäå U = u− un, V = v − vm, à

P =
3∑
j=1

rj(yj)
′
u, Q =

3∑
j=1

rj(yj)
′
v, α2 =

3∑
j=1

((yj)
′
u)

2,
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β2 =
3∑
j=1

((yj)
′
v)

2, δ =
3∑
j=1

(yj)
′
u(yj)

′
v.

Ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå u = un, v = vm. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

3∑
j=1

ηj(x)(yj − xj)

ðàçëîæèì yj(u, v) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (un, vm) äî ÷ëåíîâ
âòîðîãî ïîðÿäêà

yj − xj ≈ rj + (yj)
′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm) +

1

2
(yj)

′′
uu(u− un)2 +

+
1

2
(yj)

′′
vv(v − vm)2 + (yj)

′′
uv(u− un)(v − vm),

òîãäà

3∑
j=1

ηj(x)(yj − xj) = R + ξ4U + ξ5V + ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV, R =
3∑
j=1

ηj(x)rj,

ãäå

ξ1 =
1

2

3∑
j=1

ηj(x)(yj)
′′
uu, ξ2 =

1

2

3∑
j=1

ηj(x)(yj)
′′
vv, ξ3 =

3∑
j=1

ηj(x)(yj)
′′
uv,

ξ4 =
3∑
j=1

ηj(x)(yj)
′
u, ξ5 =

3∑
j=1

ηj(x)(yj)
′
v.

Ïðîèçâîäíûå ïî u, v áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm), à êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëè
îïðåäåëåíû â (38). Òàêèì îáðàçîì,

Tnm(x) =

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

∑3
j=1 ηj(x)(yj − xj)
|x− y|3

≈
h/2∫

−h/2

dU

H/2∫
−H/2

dV×

× R + ξ4U + ξ5V + ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV

β3((V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β4 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2)3/2
. (51)
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1.2.4 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî dV

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

z = V + δU/β2 +Q/β2 = V + c, c = δU/β2 +Q/β2, (52)

a = −c2 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2 = −(δU +Q)2/β4 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2 =

=
1

β4

(
(α2β2 − δ2)U 2 + 2(Pβ2 − δQ)U + r2β2 −Q2

)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü [93, Ãë. 14, � 1], ÷òî

α2β2 − δ2 = |η(y(un, vm))|2.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (41), |η(y(un, vm))| > 0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n, m, ïîýòîìó

α2β2 − δ2 > 0. (53)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α2 > 0 è β2 > 0. Êðîìå òîãî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a 6≡ 0,
ïîñêîëüêó a ïðåäñòàâëåíî êâàäðàòè÷íûì ïîëèíîìîì ïî U , â êîòîðîì êîýôôè-
öèåíò ïðè U 2 ïîëîæèòåëåí: (α2β2 − δ2)/β4 > 0.

Ïîêàæåì, ÷òî a ≥ 0. Ïîëîæèì D̃j = (yj)
′
uU − (yj)

′
vc, ãäå c îïðåäåëåíî â (52),

è ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé

3∑
j=1

(rj + D̃j)
2 =

3∑
j=1

(r2
j + 2rjD̃j + D̃2

j ) = r2 + 2
3∑
j=1

rjD̃j +
3∑
j=1

D̃2
j =

= r2 + 2PU − 2Qc+ α2U 2 + β2c2 − 2δUc =

= β2

(
c2 − 2

δU +Q

β2
c+

(
δU +Q

β2

)2
)
− (δU +Q)2

β2
+ α2U 2 + 2PU + r2 =

= β2

(
−c+

δU +Q

β2

)2

− (δU +Q)2

β2
+ α2U 2 + 2PU + r2 =

= −(δU +Q)2

β2
+ α2U 2 + 2PU + r2 = aβ2 ≥ 0.

Êàê îòìå÷åíî âûøå β2 > 0, ïîýòîìó, ïîäåëèâ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå íà β2,
çàêëþ÷àåì, ÷òî a ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì, îáîçíà÷åííûé
÷åðåç a, íåîòðèöàòåëüíûé.

Ïîëîæèì
b = ξ2c

2 − ξ5c− ξ3Uc+R + ξ4U + ξ1U
2 =
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= U 2

(
ξ2
δ2

β4
+ ξ1 − ξ3

δ

β2

)
+ U

(
2ξ2

δQ

β4
+ ξ4 − ξ3

Q

β2
− ξ5

δ

β2

)
+R− ξ5Q

β2
+ ξ2

Q2

β4
,

z± = ±H/2 + c = ±H/2 + (δU +Q)/β2.

Ïðèìåíÿÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, âû÷èñëèì â (51) èíòåãðàë ïî V , ïåðåõîäÿ ê
ïåðåìåííîé z

H/2∫
−H/2

dV
R + ξ4U + ξ5V + ξ1U

2 + ξ2V
2 + ξ3UV

((V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β4 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2)3/2
=

=

H/2∫
−H/2

dV
ξ2(V + c− c)2 + (ξ3U + ξ5)(V + c− c) +R + ξ4U + ξ1U

2

((V + c)2 + a)3/2
=

=

z+∫
z−

dz
ξ2z

2 + (ξ3U + ξ5 − 2ξ2c)z + b

(z2 + a)3/2
=

=

((
b

a
− ξ2

)
z − ξ3U − ξ5 + 2ξ2c

)
1√

z2 + a

∣∣∣∣z+
z−

+ ξ2 ln
∣∣∣z +

√
z2 + a

∣∣∣∣∣∣z+
z−
,

ãäå èñïîëüçîâàíû èíòåãðàëû 1.2.43.17�1.2.43.19 èç êíèãè [94]. Çàìåòèì, ÷òî

ξ2

∫ h/2

−h/2
dU ln

∣∣∣z +
√
z2 + a

∣∣∣∣∣∣z+
z−

= ξ2βθnm(x),

ãäå ôóíêöèÿ θnm(x) âûâåäåíà â ðàçäåëå 1.3 â ÿâíîì âèäå. Èíòåãðàë â (51) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

Tnm(x) ≈ 1

β3
(ξ2βθnm(x) + J(H)− J(−H)) .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ θnm(x) äà¼òñÿ â ðàçäåëå 1.3, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ
èíòåãðàëà

J(±H) =

h/2∫
−h/2

dU
(b/a− ξ2)z± − ξ3U − ξ5 + 2ξ2c√

z2
± + a

=

=

h/2∫
−h/2

dU
(b/a− ξ2)(±H/2 + c)− ξ3U − ξ5 + 2ξ2c√

(±H/2 + c)2 + a
.
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Äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èíòåãðàë J(H). Èíòåãðàë J(−H) âû÷èñëÿåòñÿ ïî òåì æå
ôîðìóëàì, ÷òî è èíòåãðàë J(H), â êîòîðûõ H íàäî çàìåíèòü íà −H. Âû÷èñëèì
èíòåãðàë J(H). Ðàñïèøåì âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ, â
âèäå ìíîãî÷ëåíîâ ïî U :

a = C2U
2 + C1U + C0,

C2 = (α2 − δ2/β2)/β2, C1 = (2P − 2δQ/β2)/β2, C0 = (r2 −Q2/β2)/β2;

z2
+ + a = B2U

2 +B1U +B0,

B2 = α2/β2, B1 = (Hδ + 2P )/β2, B0 = H2/4 + (HQ+ r2)/β2;

b = A2U
2 + A1U + A0,

A2 = ξ1 − ξ3δ/β
2 + ξ2δ

2/β4, A1 = ξ4 − ξ5δ/β
2 − ξ3Q/β

2 + 2ξ2δQ/β
4,

A0 = R− ξ5Q/β
2 + ξ2Q

2/β4;

bz+ = (A2U
2 + A1U + A0)(δU/β

2 +H/2 +Q/β2) = E3U
3 + E2U

2 + E1U + E0,

E3 = A2δ/β
2, E2 = A2(H/2 +Q/β2) + A1δ/β

2,

E1 = A1(H/2 +Q/β2) + A0δ/β
2, E0 = A0(H/2 +Q/β2);

ξ2z+ +ξ3U +ξ5−2ξ2c = F1U +F0, F1 = ξ3−ξ2δ/β
2, F0 = ξ5−ξ2Q/β

2 +ξ2H/2.

Ïðèìåíÿÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, çàïèøåì èíòåãðàë J(H) â âèäå

J(H) = J1 − J2,

J1 =

∫ h/2

−h/2
dU

E3U
3 + E2U

2 + E1U + E0

(C2U 2 + C1U + C0)
√
B2U 2 +B1U +B0

,

J2 =

∫ h/2

−h/2
dU

F1U + F0√
B2U 2 +B1U +B0

.

1.2.5 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî dU

Èñïîëüçóÿ äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî C2 > 0 â ñèëó (53), ïðèâåäåì
èíòåãðàë J1 ê âèäó

J1 = J11 + J12,

J11 =

∫ h/2

−h/2
dU

L1U + L0√
B2U 2 +B1U +B0

,
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J12 =

∫ h/2

−h/2
dU

S1U + S0

(C2U 2 + C1U + C0)
√
B2U 2 +B1U +B0

, (54)

ãäå

L1 =
E3

C2
, L0 =

E2C2 − E3C1

C2
2

, S1 = E1 −
E3C0

C2
− C1(E2C2 − E3C1)

C2
2

,

S0 = E0 −
C0(E2C2 − E3C1)

C2
2

.

Îòìåòèì, ÷òî B2
1−4B2B0 ≤ 0. Åñëè B2

1−4B2B0 = 0 è −B1/(2B2) ∈ [−h/2, h/2],
òî â ñèëó [88, ï. 2], [91, ï. 3] òî÷êà x ëåæèò íà òîì êóñî÷êå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè,
ïðîâåä¼ííîé â òî÷êå y(un, vm), ïî êîòîðîìó èä¼ò èíòåãðèðîâàíèå â êàíîíè÷åñêîì
èíòåãðàëå ïîñëå ëèíåàðèçàöèè y(u, v) âáëèçè óçëà y(un, vm). Îäíàêî òî÷êà x íå
ïîïàäàåò íà ýòîò êóñî÷åê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ò.ê. ëåæèò â äðóãîì óçëå íà Γ.
Ïîýòîìó åñëè B2

1 − 4B2B0 = 0, òî −B1/(2B2) /∈ [−h/2, h/2].
Ïîñêîëüêó B2 > 0, èíòåãðàëû J11 è J2 íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëè÷íûõ èí-

òåãðàëîâ 2.261 è 2.264 èç êíèãè [95]

J11 =
L1

B2

√
B2U 2 +B1U +B0 +

+

(
L0 −

L1B1

2B2

)
1√
B2

ln

∣∣∣∣∣2B2U +B1 + 2
√
B2

√
B2U 2 +B1U +B0

∣∣∣∣∣

U=h/2

U=−h/2

,

J2 =
F1

B2

√
B2U 2 +B1U +B0 +

+

(
F0 −

F1B1

2B2

)
1√
B2

ln

∣∣∣∣∣2B2U +B1 + 2
√
B2

√
B2U 2 +B1U +B0

∣∣∣∣∣

U=h/2

U=−h/2

.

Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë J12. Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà çàâèñèò îò
çíàêà äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà C2U

2 +C1U +C0, ñòîÿùåãî â çíà-
ìåíàòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.
Ïåðâûé ñëó÷àé: C2

1 − 4C2C0 > 0. Âûøå ïîêàçàíî, ÷òî êâàäðàòè÷íûé ïîëè-
íîì, îáîçíà÷åííûé êàê a � íåîòðèöàòåëüíûé, ñëåäîâàòåëüíî åãî äèñêðèìèíàíò
íåïîëîæèòåëüíûé: C2

1 − 4C2C0 ≤ 0, ïîýòîìó ïåðâûé ñëó÷àé íå ðåàëèçóåòñÿ.
Âòîðîé ñëó÷àé: C2

1−4C2C0 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå C2U
2+C1U+C0 = C2(U−U1)

2,
ãäå U1 = −C1/(2C2) � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà. Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå

S1U + S0

(U − U1)2
=
S1(U − U1) + S0 + U1S1

(U − U1)2
=

S1

U − U1
+
S0 + U1S1

(U − U1)2
,
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ïîëó÷èì

J12 =

∫ h/2

−h/2

S1dU

C2(U − U1)
√
B2U 2 +B1U +B0

+

+
S0 + U1S1

C2

∫ h/2

−h/2

dU

(U − U1)2
√
B2U 2 +B1U +B0

.

Ëèáî U1 > h/2, ëèáî U1 < −h/2. Ñëó÷àé U1 ∈ [−h/2, h/2] íå ðåàëèçóåòñÿ, ò.ê.
òî÷êà x ëåæèò â óçëå, îòëè÷íîì îò y(un, vm), è íå ïîïàäàåò íà ìàëåíüêèé êóñî-
÷åê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè âáëèçè òî÷êè y(un, vm), ïî êîòîðîìó âåä¼òñÿ èíòåãðè-
ðîâàíèå â êàíîíè÷åñêîì èíòåãðàëå ïîñëå ëèíåàðèçàöèè y(u, v) îêîëî y(un, vm).
Cäåëàâ çàìåíó t = 1/(U − U1), íàõîäèì [92, ÷.1, ãë. 7, �10, ïóíêò 5]:

t1 =
2

h− 2U1
, t2 = − 2

h+ 2U1
,

J12 = −S1

C2

∫ t1

t2

sgn(t) · dt√
(U 2

1B2 + U1B1 +B0)t2 + (2B2U1 +B1)t+B2

−

− S0 + U1S1

C2

∫ t1

t2

sgn(t) · tdt√
(U 2

1B2 + U1B1 +B0)t2 + (2B2U1 +B1)t+B2

=

= −S1

C2
sgn(C1)

∫ t1

t2

dt√
ω2t2 + ω1t+B2

− S0 + U1S1

C2
sgn(C1)

∫ t1

t2

tdt√
ω2t2 + ω1t+B2

,

ãäå ω1 = 2B2U1 + B1, ω2 = U 2
1B2 + U1B1 + B0. Êàê ïîêàçàíî âûøå, a ≥ 0,

ïîýòîìó è ω2 ≥ 0. Åñëè ω2 > 0, òî ñ ïîìîùüþ òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ 2.261 è
2.264 èç êíèãè [95], ïîëó÷àåì

J12(t2, t1) =
−S1 sgn(C1)

C2
√
ω2

ln
∣∣∣2ω2t+ ω1 + 2

√
ω2

√
ω2t2 + ω1t+B2

∣∣∣ ∣∣∣∣t1
t2

−

−S0 + U1S1

C2
sgn(C1)

(
1

ω2

√
ω2t2 + ω1t+B2 −

− ω1

2ω2

1
√
ω2

ln
∣∣∣2ω2t+ ω1 + 2

√
ω2

√
ω2t2 + ω1t+B2

∣∣∣ )∣∣∣∣t1
t2

.

Åñëè ω2 = 0, à ω1 6= 0, òî, ïîëüçóÿñü èíòåãðàëàìè 1.2.18.5, 1.2.18.6 èç êíèãè [94],
íàõîäèì

J12(t2, t1) = −S1

C2
· 2

ω1
sgn(C1)

√
ω1t+B2

∣∣∣∣t1
t2

−

−S0 + U1S1

C2
sgn(C1)

2(ω1t− 2B2)

3ω2
1

√
ω1t+B2

∣∣∣∣t1
t2

.
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Åñëè ω2 = 0 è ω1 = 0, òî

J12(t2, t1) = − S1

C2
· sgn(C1)√

B2

t

∣∣∣∣t1
t2

− S0 + U1S1

C2
· sgn(C1)

2
√
B2

t2
∣∣∣∣t1
t2

.

Òåì ñàìûì, âî âòîðîì ñëó÷àå èíòåãðàë J12 âû÷èñëåí ÿâíî.

Òðåòèé ñëó÷àé: C2
1 − 4C2C0 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí C2U

2 +C1U +C0

íåïðèâîäèìûé. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà J12 èç
(54), âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â [92, ÷.1, ãë. 7, �10, ïóíêò 5,
(7.75)] èëè â [95, ðàçäåë 2.25].

Âàðèàíò 1. Åñëè B1 = B2C1/C2, òî â èíòåãðàëå J12 äîñòàòî÷íî ñäåëàòü
çàìåíó U = t− C1/(2C2). Ïóñòü, êðîìå òîãî

t1 =
h

2
+

C1

2C2
, t2 = −h

2
+

C1

2C2
, t2 < t1,

òîãäà

J12 =

t1∫
t2

[S1t+
(
− S1C1/(2C2) + S0

)
]dt

C2

[
t2 + C0/C2 − C2

1/(4C
2
2)
]√

B2t2 +B0 −B2C2
1/(4C

2
2)

=

=
1

C2

(
S1

2

∫ t=t1

t=t2

dt2[
t2 + σ1

]√
B2t2 + σ2

+

(
−S1C1

2C2
+S0

)∫ t1

t2

dt[
t2 + σ1

]√
B2t2 + σ2

)
,

ãäå

σ1 =
C0

C2
− C2

1

4C2
2

> 0, σ2 = B0 −
B2C

2
1

4C2
2

≥ 0.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

J121 =
S1

2C2

∫ t=t1

t=t2

dt2[
t2 + σ1

]√
B2t2 + σ2

,

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)∫ t1

t2

dt[
t2 + σ1

]√
t2 + σ2/B2

,

ïîëó÷èì
J12 = J121 + J122. (55)

Èñïîëüçóÿ òàáëè÷íûé èíòåãðàë 2.246 èç êíèãè [95], íàõîäèì èíòåãðàë J121 â
ÿâíîì âèäå.
1. Åñëè σ1B2 − σ2 > 0, òî

J121 =
S1

C2

√
σ1B2 − σ2

arctg

(√
B2t2 + σ2√
σ1B2 − σ2

)∣∣∣∣∣
t1

t2

.
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2. Åñëè σ1B2 − σ2 < 0, òî

J121 =
S1

2C2

√
σ2 − σ1B2

ln

∣∣∣∣∣
√
B2t2 + σ2 −

√
σ2 − σ1B2√

B2t2 + σ2 +
√
σ2 − σ1B2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
t1

t2

.

3. Åñëè σ1B2 − σ2 = 0, òî

J121 = − S1

C2

√
B2t2 + σ2

∣∣∣∣∣
t1

t2

.

Èñïîëüçóÿ òàáëè÷íûå èíòåãðàëû 1.2.43.17, 1.2.45.10, 1.2.45.13 è 1.2.11.10 èç
êíèãè [94], íàõîäèì èíòåãðàë J122 â ÿâíîì âèäå.
1. Åñëè σ2 > 0 è σ2 −B2σ1 < 0, òî

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)
1√

σ1(σ1 − σ2/B2)
×

× ln

∣∣∣t√σ1 − σ2/B2 +
√
σ1(t2 + σ2/B2)

∣∣∣
√
t2 + σ1

∣∣∣∣∣∣
t1

t2

.

2. Åñëè σ2 −B2σ1 > 0, òî

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)
1√

σ1(σ2/B2 − σ1)
arctg

t
√
σ2/B2 − σ1√

σ1(t2 + σ2/B2)

∣∣∣∣∣
t1

t2

.

3. Åñëè σ1 − σ2/B2 = 0, òî

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)
t

σ1

√
t2 + σ1

∣∣∣∣t1
t2

.

4. Åñëè σ2 = 0 è |B1/(2B2)| > h/2, òî

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)
sgn(B1)

1

2σ1
ln

t2

|t2 + σ1|

∣∣∣∣t1
t2

.

Èòàê, â ýòîì âàðèàíòå èíòåãðàë J12 èç (54) âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî ïî ôîðìóëå (55).
Âàðèàíò 2. Ïóñòü B1 6= B2C1/C2. Â [88, ïóíêò 2], [91, ïóíêò 3] ïîêàçàíî, ÷òî

êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ïîä êîðíåì â (54) íåîòðèöàòåëåí (ýòîò ðåçóëüòàò âûòåêàåò
òàêæå è èç ïðèâåäåííûõ â ïóíêòå 1.2.4 âûêëàäîê), ïîýòîìó åãî äèñêðèìèíàíò
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íåïîëîæèòåëåí, ò.å.B2
1/(4B

2
2)−B0/B2 ≤ 0. Ïîëîæèì χ2

1 = B0/B2−B2
1/(4B

2
2) ≥ 0.

Äàëåå ðàññìîòðèì 2 âàðèàíòà: 2à è 2á.
Âàðèàíò 2à: χ1 > 0. Ïðåîáðàçóåì

B2U
2 +B1U +B0 = B2

[(
U +

B1

2B2

)2

+ χ2
1

]
=

= B2χ
2
1

[(
U +

B1

2B2

)2

/χ2
1 + 1

]
= B2χ

2
1

(
sh2 t+ 1

)
,

ãäå ñäåëàíà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ çàìåíà

sh t =

(
U +

B1

2B2

)
/χ1, U = χ1 sh t− B1

2B2
, t = arcsh

[(
U +

B1

2B2

)
/χ1

]
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí â çíàìåíàòåëå (ó÷èòûâàÿ óñëî-
âèå, ïðèíÿòîå â òðåòüåì ñëó÷àå) è ëèíåéíóþ ôóíêöèþ â ÷èñëèòåëå:

C2U
2 + C1U + C0 = C2

(
χ2

1 sh2 t− χ1B1

B2
sh t+

B2
1

4B2
2

)
+ C1χ1 sh t+ C0 −

B1C1

2B2
=

= C2χ
2
1 sh2 t+

(
C1χ1 −

χ1B1C2

B2

)
sh t+

B2
1C2

4B2
2

−B1C1

2B2
+C0 = ν2 sh2 t+ν1 sh t+ν0 > 0,

S1U + S0 = S1χ1 sh t− B1S1

2B2
+ S0 = ε1 sh t+ ε0,

ãäå

ν2 = C2χ
2
1 > 0, ν1 = C1χ1−χ1B1C2/B2, ν0 = B2

1C2/(4B
2
2)−B1C1/(2B2) +C0,

ε1 = S1χ1, ε0 = S0 −B1S1/(2B2).

Ïîñêîëüêó ν2 sh2 t+ ν1 sh t+ ν0 > 0, äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà
îòíîñèòåëüíî sh t îòðèöàòåëüíûé, ò.å.

ν2
1 − 4ν2ν0 < 0. (56)

Êðîìå òîãî, ν1 6= 0 â ñèëó óñëîâèé, ïðèíÿòûõ â âàðèàíòå 2 è â âàðèàíòå 2à.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dU = χ1 ch t dt è sh2 t+ 1 = ch2 t, çàïèøåì

J12 =
1√
B2

∫ t+

t−

ch t·dt ε1 sh t+ ε0(
ν2 sh2 t+ ν1 sh t+ ν0

)
ch t

, t± = arcsh

[(
±h

2
+

B1

2B2

)
/χ1

]
.
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Ðàçîáü¼ì çíàìåíàòåëü íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé îò sh t ñ êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè

J12 =
1√
B2

∫ t+

t−

dt
ε1 sh t+ ε0

ν2(sh t−G−)(sh t−G+)
=

1

ν2

√
B2

∫ t+

t−

dt

(
λ−

sh t−G−
+

λ+

sh t−G+

)
,

ãäå G−, G+ � êîìïëåêñíûå êîðíè óðàâíåíèÿ ν2 sh2 t + ν1 sh t + ν0 = 0 îòíîñè-
òåëüíî sh t:

G− =
−ν1 −

√
ν2

1 − 4ν2ν0

2ν2
= g1 − ig2, G+ =

−ν1 +
√
ν2

1 − 4ν2ν0

2ν2
= g1 + ig2,

g1 = − ν1

2ν2
6= 0, g2 =

√
|ν2

1 − 4ν2ν0|
2ν2

> 0, g1, g2 ∈ R; G+ = G−. (57)

Îòìåòèì, ÷òî g2 6= 0 â ñèëó (56). Êîýôôèöèåíòû λ± çàâèñÿò îò G±:

λ− =
ε1G− + ε0
G− −G+

=
ε1G− + ε0
−2g2i

, λ+ =
ε1G+ + ε0
G+ −G−

=
ε1G+ + ε0

2g2i
. (58)

Ðàññìîòðèì

λ±
sh t−G±

=
λ±

(et − e−t)/2−G±
· e

t

et
=

2λ±e
t

e2t − 2G±et − 1
.

Òîãäà, ïåðåéäÿ ê çàìåíå ζ = et, dζ = etdt, dt = dζ/ζ,

ζ1 = exp

(
arcsh

[(
−h

2
+

B1

2B2

)
/χ1

])
, ζ2 = exp

(
arcsh

[(
h

2
+

B1

2B2

)
/χ1

])
,

(59)
ïîëó÷èì

J12 =
1

ν2

√
B2

∫ t+

t−

dt

(
2λ−e

t

e2t − 2G−et − 1
+

2λ+e
t

e2t − 2G+et − 1

)
=

=
1

ν2

√
B2

∫ ζ2

ζ1

dζ

ζ
·

(
2λ−ζ

ζ2 − 2G−ζ − 1
+

2λ+ζ

ζ2 − 2G+ζ − 1

)

=
2

ν2

√
B2

∫ ζ2

ζ1

dζ

(
λ−

ζ2 − 2G−ζ − 1
+

λ+

ζ2 − 2G+ζ − 1

)
.

Â äàííîì ñëó÷àå íåëüçÿ ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåð-
âîîáðàçíîé îò âåùåñòâåííûõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó-
÷àå êîýôôèöèåíòû êîìïëåêñíûå. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: Z1− = G− −

√
G2
− + 1,

Z1+ = G− +
√
G2
− + 1,

Z2− = G+ −
√
G2

+ + 1, Z2+ = G+ +
√
G2

+ + 1, (60)
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γ− =
1

2
√
G2
− + 1

, γ+ =
1

2
√
G2

+ + 1
. (61)

Çíàìåíàòåëü â (61) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ò.ê. g1 6= 0 êàê îòìå÷åíî âûøå. Â
ðåçóëüòàòå

J12 =
2

ν2

√
B2

∫ ζ2

ζ1

dζ

(
λ−

(ζ − Z1−)(ζ − Z1+)
+

λ+

(ζ − Z2−)(ζ − Z2+)

)
=

=
−2

ν2

√
B2

[
λ−γ−

∫ ζ2

ζ1

dζ

(
1

ζ − Z1−
− 1

ζ − Z1+

)
+λ+γ+

∫ ζ2

ζ1

dζ

(
1

ζ − Z2−
− 1

ζ − Z2+

)]
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèÿ (57), (58), (60), (61), ïîëó÷àåì

λ− = λ+, Z1− = Z2−, Z1+ = Z2+, γ+ = γ−.

Òîãäà

J12 =
−2

ν2

√
B2

∫ ζ2

ζ1

dζ

[
λ+γ+

(
1

ζ − Z2−
− 1

ζ − Z2+

)
+λ+γ+

(
1

ζ − Z2−
− 1

ζ − Z2+

) ]
.

Òàê êàê ζ1, ζ2 ∈ R, òî ïîä èíòåãðàëîì íàõîäèòñÿ ñóììà äâóõ êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûõ ôóíêöèé, ïîýòîìó èíòåãðàë J12 âåùåñòâåííûé

J12 =
−4

ν2

√
B2

· Re

[
λ+γ+

∫ ζ2

ζ1

dζ

(
1

ζ − Z2−
− 1

ζ − Z2+

)]
.

Â èòîãå

J12 =
−4

ν2

√
B2

·Re

[
λ+γ+

(
ln (Z2− − ζ2)−ln (Z2− − ζ1)−ln (Z2+ − ζ2)+ln (Z2+ − ζ1)

)]
.

(62)
Ëîãàðèôìû ñ êîìïëåêñíûìè àðãóìåíòàìè Z2± − ζl, ãäå l = 1, 2, ïðåîáðàçóþòñÿ
ïî ôîðìóëå

ln (Z2± − ζl) = ln |Z2± − ζl|+ i arg(Z2± − ζl), l = 1, 2. (63)

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â (60), (61). Ïîñêîëüêó g2 = ImG+ > 0,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî argG+ ∈ (0, π), òîãäà arg

(
G2

+ + 1
)
∈ (0, 2π) è

arg
√
G2

+ + 1 = (1/2) arg(G2
+ + 1) ∈ (0, π), ïîýòîìó Im (

√
G2

+ + 1) > 0. Áîëåå òî-
ãî, åñëè argG+ ∈ (0, π/2), òî arg(

√
G2

+ + 1) ∈ (0, π/2), à åñëè argG+ ∈ (π/2, π),
òî arg(

√
G2

+ + 1) ∈ (π/2, π). Ñëåäîâàòåëüíî

sgn( Re
√
G2

+ + 1) = sgn( ReG+) = sgn g1.
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Ïîëîæèì

G2
+ + 1 = g2

1 − g2
2 + 1 + 2g1g2i = |G2

+ + 1| exp (iΨ), Ψ = arg(G2
+ + 1),

cos Ψ =
g2

1 − g2
2 + 1

|G2
+ + 1|

, |G2
+ + 1| =

√
(g2

1 − g2
2 + 1)2 + 4g2

1g
2
2. (64)

Èñïîëüçóÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû [96], ïîëó÷èì√
G2

+ + 1 =
√
|G2

+ + 1| exp (iΨ/2) =
√
|G2

+ + 1|
(

cos
Ψ

2
+ i sin

Ψ

2

)
,

cos
Ψ

2
= sgn(g1)

√
1 + cos Ψ

2
= sgn(g1)

√
|G2

+ + 1|+ g2
1 − g2

2 + 1

2|G2
+ + 1|

,

sin
Ψ

2
=

√
1− cos Ψ

2
=

√
|G2

+ + 1| − (g2
1 − g2

2 + 1)

2|G2
+ + 1|

. (65)

Ïîñêîëüêó arg
√
G2

+ + 1 = Ψ/2 ∈ (0, π), òî (−Ψ/2) ∈ (−π, 0). Ñëåäîâàòåëüíî

γ+ =
1

2
√
G2

+ + 1
=

exp(−iΨ/2)

2
√
|G2

+ + 1|
,

Re γ+ =
cos(Ψ/2)

2
√
|G2

+ + 1|
= sgn(g1)

√
|G2

+ + 1|+ g2
1 − g2

2 + 1

2
√

2 |G2
+ + 1|

,

Im γ+ = − sin(Ψ/2)

2
√
|G2

+ + 1|
= −

√
|G2

+ + 1| − (g2
1 − g2

2 + 1)

2
√

2 |G2
+ + 1|

, (66)

ãäå g1 è g2 îïðåäåëÿþòñÿ â (57), à |G2
+ + 1| â (64).

Ëåììà. Ïóñòü G+ = g1 + ig2, ãäå g1, g2 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà è g2 > 0,
òîãäà

g2 = ImG+ > | Im
√
G2

+ + 1|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ èç (64), (65), íàõîäèì

Im
√
G2

+ + 1 =
√
|G2

+ + 1| sin Ψ

2
=

=
√
|G2

+ + 1|

√
|G2

+ + 1| − (g2
1 − g2

2 + 1)

2|G2
+ + 1|

=

√
|G2

+ + 1| − (g2
1 − g2

2 + 1)

2
. (67)

Ïîñêîëüêó g2 > 0, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

|G2
+ + 1| =

√
(g2

1 − g2
2 + 1)2 + 4g2

1g
2
2 < g2

1 + g2
2 + 1,
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ïîýòîìó
1

2
(|G2

+ + 1| − (g2
1 − g2

2 + 1)) < g2
2.

Èç (67) âûòåêàåò, ÷òî

( Im
√
G2

+ + 1)2 =
1

2
(|G2

+ + 1| − (g2
1 − g2

2 + 1)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

( Im
√
G2

+ + 1)2 < g2
2,

îòêóäà | Im
√
G2

+ + 1| < g2. Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû, òî

Im (Z2± − ζl) = Im (G+ ±
√
G2

+ + 1) > 0, l = 1, 2.

Ïîñêîëüêó Z2± = (G+ ±
√
G2

+ + 1) ñîãëàñíî (60), à ζ1 è ζ2 � âåùåñòâåííûå
÷èñëà, íàõîäèì

Z2± − ζl = Re (Z2± − ζl) + i Im (Z2± − ζl),

Re (Z2±−ζl) = g1±
√
|G2

+ + 1| cos
Ψ

2
−ζl, Im (Z2±−ζl) = g2±

√
|G2

+ + 1| sin
Ψ

2
,

|Z2±−ζl| =

√(
g1 ±

√
|G2

+ + 1| cos
Ψ

2
− ζl

)2

+

(
g2 ±

√
|G2

+ + 1| sin
Ψ

2

)2

, l = 1, 2.

(68)
Ïî ñëåäñòâèþ ê ëåììå, Im (Z2± − ζl) > 0, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
arg(Z2± − ζl) ∈ (0, π), ãäå l = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

arg(Z2± − ζl) = arccos
Re (Z2± − ζl)
|Z2± − ζl|

= arccos
g1 ±

√
|G2

+ + 1| cos(Ψ/2)− ζl
|Z2± − ζl|

,

(69)
ãäå l = 1, 2. Â (68), (69), èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ èç (57), (59), (64), (65).

Èç (58) âûòåêàåò, ÷òî

λ+ =
ε1G+ + ε0
G+ −G−

=
ε1(g1 + ig2) + ε0

2ig2
=
ε1
2
− ε1g1 + ε0

2g2
i,

ïîýòîìó

Reλ+ =
ε1
2
, Imλ+ = −ε1g1 + ε0

2g2
. (70)
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Ïîëîæèì
λ+γ+ = Λ1 + iΛ2,

Λ1 =
ε1
2

Re γ+ +
ε1g1 + ε0

2g2
Im γ+, Λ2 =

ε1
2

Im γ+ −
ε1g1 + ε0

2g2
Re γ+,

ãäå Re γ+ è Im γ+ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ â (66) ñ èñïîëüçîâàíèåì (57), (64).
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (68), íàõîäèì ñóììó ëîãàðèôìîâ

s1 = ln |Z2− − ζ2|−ln |Z2− − ζ1|−ln |Z2+ − ζ2|+ln |Z2+ − ζ1| = −
1

2

2∑
q=1

2∑
l=1

(−1)q+l×

× ln

[(
g1 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| cos
Ψ

2
− ζl

)2

+

(
g2 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| sin
Ψ

2

)2
]
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (69), âû÷èñëÿåì ñóììó àðãóìåíòîâ

s2 = arg(Z2−−ζ2)−arg(Z2−−ζ1)−arg(Z2+−ζ2)+arg(Z2+−ζ1) = −
2∑
q=1

2∑
l=1

(−1)q+l×

× arccos
g1 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| cos(Ψ/2)− ζl√(
g1 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| cos Ψ
2 − ζl

)2

+
(
g2 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| sin Ψ
2

)2
.

Â ôîðìóëàõ äëÿ s1, s2 èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ èç (57), (59), (64), (65). Ñî-
ãëàñíî (62) è (63), ïîëó÷èì

J12 =
−4

ν2

√
B2

· Re [λ+γ+(s1 + is2)] =
−4

ν2

√
B2

· Re [(Λ1 + iΛ2)(s1 + is2)] .

Â èòîãå

J12 =
−4

ν2

√
B2

· (Λ1s1 − Λ2s2) .

Òàêèì îáðàçîì, â âàðèàíòå 2à èíòåãðàë J12 âû÷èñëåí ÿâíî.
Âàðèàíò 2á: χ1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

B2U
2 +B1U +B0 = B2

[(
U +

B1

2B2

)2

+ χ2
1

]
= B2

(
U +

B1

2B2

)2

= B2 (U + Ω)2 ,

ãäå Ω = B1/(2B2). Êàê îòìå÷åíî âûøå, ñëó÷àé Ω ∈ [−h/2, h/2] íå ðåàëèçóåòñÿ,
ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî |Ω| > h/2. Òîãäà

J12 =

∫ h/2

−h/2
dU

S1U + S0

(C2U 2 + C1U + C0)
√
B2U 2 +B1U +B0

=
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=
1√
B2

∫ h/2

−h/2

(S1U + S0) sgn(U + Ω) dU

(C2U 2 + C1U + C0) (U + Ω)
=

=
sgn(Ω)√

B2

∫ h/2

−h/2

(S1U + S0)dU

(C2U 2 + C1U + C0) (U + Ω)
=

=
sgn(Ω)√

B2

[
p1

∫ h/2

−h/2

UdU

C2U 2 + C1U + C0
+

+p2

∫ h/2

−h/2

dU

C2U 2 + C1U + C0
+ p3

∫ h/2

−h/2

dU

U + Ω

]
, (71)

ãäå

p1 = − C2(S1Ω− S0)

C1Ω− C0 − C2Ω2
, p2 =

S0

Ω
− C0(S1Ω− S0)

Ω(C1Ω− C0 − C2Ω2)
,

p3 =
S1Ω− S0

C1Ω− C0 − C2Ω2
.

Èíòåãðàëû â (71) òàáëè÷íûå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè 1.2.8.19 è 1.2.8.13 èç
[94]. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî C2

1 − 4C2C0 < 0, íàõîäèì

J12 =
sgn(Ω)√

B2

(
p3 ln |U + Ω|+ p1

2C2
ln
∣∣C2U

2 + C1U + C0

∣∣ −
− p1C1

C2

√
4C2C0 − C2

1

arctg

(
2C2U + C1√
4C2C0 − C2

1

)
+

+
2p2√

4C2C0 − C2
1

arctg

(
2C2U + C1√
4C2C0 − C2

1

))
U=h/2

U=−h/2

.

Òàêèì îáðàçîì, â âàðèàíòå 2á èíòåãðàë J12 âû÷èñëåí ÿâíî.

1.2.6 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé

ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà
C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü, ëèáî ïðîñòàÿ
ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ðàçîìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, ñîäåðæàùàÿ ñâîè
ïðåäåëüíûå òî÷êè.
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Ïóñòü Γ äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ (37) ñî ñâîéñòâàìè (39), (41); è
µ(y) ∈ C0(Γ), à òî÷êà x ðàñïîëîæåíà â îäíîì èç óçëîâ íà Γ. Òîãäà äëÿ ïðÿìî-
ãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà (43) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (45), ãäå äëÿ σ̃k(x) ïðè ëþáîì ðàñ-
ïîëîæåíèè x â óçëàõ Γ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (47). Êðîìå òîãî, äëÿ S̃k(x) èìååò
ìåñòî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (50), ãäå èíòåãðàëû Jn̂m̂ è Tnm(x) ïðèáëèæåííî
âû÷èñëåíû â ïóíêòàõ 1.2.2 è 1.2.3 â ÿâíîì âèäå.

Ðåçóëüòàòû äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ãàðìîíè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ â ÷àñòíîì
ñëó÷àå k = 0.

1.2.7 Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ

íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (50) ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëå äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ Kk(x), èñïîëüçóåìîé â èíæåíåðíûõ ðàñ÷¼òàõ [2, Ãëàâà 2]

Kk(x)|x=y(un̂,vm̂)∈Γ =
1

4π|η(x)|

n=N−1,m=M−1∑
n=0,m=0

(n,m)6=(n̂,m̂)

µnm|η(y(un, vm))| exp(ik|x−y(un, vm)|)×

×(1− ik|x− y(un, vm)|)
3∑
j=1

ηj(x)(yj(un, vm)− xj)
|x− y(un, vm)|3

hH. (72)

Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (50) îáíóëåíèåì
Jn̂m̂ è çàìåíîé êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà Tnm(x) èç (49) íà åãî ñëåäóþùåå ïðè-
áëèæåííîå çíà÷åíèå

hH
3∑
j=1

ηj(x)(yj(un, vm)− xj)
|x− y(un, vm)|3

.

Îáíóëåíèå èíòåãðàëà Jn̂m̂ ìîæíî îáîñíîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èíòåãðàë â
(48) ðàâåí èíòåãðàëó ïî êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè Γ ñ öåíòðîì â òî÷êå x = y(un̂, vm̂), à
îí, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèáëèæåííî ðàâåí èíòåãðàëó îò òîé æå ôóíêöèè ïî êóñî÷êó
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîâåäåííîé â òî÷êå x. Âåêòîð íîðìàëè η ê ïîâåðõíîñòè
â òî÷êå x áóäåò è âåêòîðîì íîðìàëè ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Íà êàñàòåëü-
íîé ïëîñêîñòè âåêòîð (y(u, v) − x) îðòîãîíàëåí âåêòîðó íîðìàëè η, ïîýòîìó èõ
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñòîÿùåå â ÷èñëèòåëå â (48), òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ
äëÿ âñåõ y, à çíà÷èò, è èíòåãðàë ïî êóñî÷êó êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ðàâåí íóëþ.
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Ïîñêîëüêó ýòîò èíòåãðàë ïðèáëèæåííî ðàâåí èíòåãðàëó Jn̂m̂, óìíîæåííîìó íà
âçÿòóþ ñî çíàêîì ìèíóñ äëèíó âåêòîðà íîðìàëè η â òî÷êå x, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî è èíòåãðàë Jn̂m̂ ïðèáëèæåííî ðàâåí íóëþ.

1.2.8 ×èñëåííûå òåñòû

Òåñòèðîâàíèå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèç-
âîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ïðîâå-
äåíî â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, êîòî-
ðàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè:

y1(u, v) = sin v cosu, y2(u, v) = sin v sinu, y3(u, v) = cos v, (73)

ïðè÷¼ì (u, v) ∈ [0, 2π] × [0, π]. Â ÷èñëåííûõ òåñòàõ èñïîëüçóþòñÿ ÿâíûå ôîð-
ìóëû âíóòðè è âíå ñôåðû èç [88] äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ ñ çàäàííîé
ïëîòíîñòüþ.

Ñîãëàñíî [6, ãë. 5, � 27, ï. 7], ïðÿìîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïî-
òåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

∂Vk[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
Γ

= −1

2
·

[
∂Vk[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
Γ+

+
∂Vk[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
Γ−

]
.

Çäåñü ïîâåðõíîñòü Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâóñòîðîííÿÿ, ÷åðåç Γ− îáîçíà÷åíà
ñòîðîíà, êîòîðóþ ìû âèäèì, ãëÿäÿ íàâñòðå÷ó âåêòîðó íîðìàëè nx, à ÷åðåç Γ+

îáîçíà÷åíà ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðîíà. Â ôîðìóëå áåðóòñÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ðàçíûõ ñòîðîíàõ Γ. Îòìå-
òèì, ÷òî íàïðàâëåíèå åäèíè÷íîé íîðìàëè nx ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì íîðìàëè
η, ò.ê. âåêòîð nx ïîëó÷àåòñÿ èç η â ðåçóëüòàòå íîðìèðîâêè. Çíàê ìèíóñ â ïðèâå-
äåííîé ôîðìóëå, â îòëè÷èå îò [6, ãë. 5, � 27, ï. 7], îáúÿñíÿåòñÿ âûáîðîì ïðîòèâî-
ïîëîæíîãî íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà íîðìàëè. Ïóñòü òåïåðü Γ � åäèíè÷íàÿ ñôåðà,
çàäàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèåé (73), òîãäà ôîðìóëû (38) äëÿ íîðìàëè η îïðåäåëÿþò
âíóòðåííþþ íîðìàëü íà ñôåðå, à çíà÷èò, Γ− � âíóòðåííÿÿ ñòîðîíà åäèíè÷íîé
ñôåðû, à Γ+ � å¼ âíåøíÿÿ ñòîðîíà.

Â òåñòàõ òî÷íîå ïðÿìîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðî-
ñòîãî ñëîÿ â óçëîâûõ òî÷êàõ ñðàâíèâàëîñü ñ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè, âû-
÷èñëåííûìè ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì � ïî óëó÷øåííîé ôîðìóëå (50) â ñî-
îòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé è ïî ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå (72). Â êàæäîé óçëîâîé òî÷êå
âû÷èñëÿëàñü àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïî îáåèì ôîðìóëàì. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâî-
äèëèñü äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé M è N . Çíà÷åíèÿ øàãîâ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-
ëàìè h = 2π/N, H = π/M. Åñëè N/2 = M = 25, òî h = H ≈ 0.13; åñëè
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N/2 = M = 50, òî h = H ≈ 0.063; åñëè N/2 = M = 100, òî h = H ≈ 0.031.
Â òàáëèöå äëÿ êàæäîãî òåñòà ïðèâîäèòñÿ ìàêñèìóì àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè
âû÷èñëåíèé ïî âñåì óçëîâûì òî÷êàì ñôåðû. Â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû óêàçà-
íû çíà÷åíèÿ N,M , â ïîñëåäóþùèõ ñòðîêàõ � ìàêñèìàëüíûå ïîãðåøíîñòè äëÿ
ñòàíäàðòíîé è óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â êàæäîì òåñòå.
Òåñò 1 äëÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Â äàííîì

òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = 1, òîãäà ãàðìîíè÷åñêèé
ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ è ïðÿìîå çíà÷åíèå åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé èìåþò
âèä:

V0[µ](x) =


1 ïðè |x| < 1

1

|x|
ïðè |x| > 1

,
∂V0[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
|x|=1

=
1

2
.

Òåñò 2 äëÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Â äàííîì òå-
ñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = cosu sin v, òîãäà ãàðìîíè-
÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ è ïðÿìîå çíà÷åíèå åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
èìåþò âèä:

V0[µ](x) =


|x| cosϕ sinϑ

3
åñëè |x| < 1,

cosϕ sinϑ

3|x|2
åñëè |x| > 1.

,
∂V0[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
|x|=1

=
cosϕ sinϑ

6
,

ãäå ϕ è ϑ � àçèìóòàëüíûé è çåíèòíûé óãëû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ íà÷à-
ëîì â öåíòðå ñôåðû.
Òåñò 3 äëÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Â äàííîì

òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = cos v, òîãäà ãàðìîíè÷å-
ñêèé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ è ïðÿìîå çíà÷åíèå åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
èìåþò âèä:

V0[µ](x) =


|x| cosϑ

3
ïðè |x| < 1

cosϑ

3|x|2
ïðè |x| > 1

,
∂V0[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
|x|=1

=
cosϑ

6
,

ãäå ϑ � çåíèòíûé óãîë â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ íà÷àëîì â öåíòðå ñôåðû.
Òåñò 4 äëÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Â äàí-

íîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = k, òîãäà ïîòåíöèàë
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ïðîñòîãî ñëîÿ è ïðÿìîå çíà÷åíèå åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé èìåþò âèä:

Vk[µ](x) =


eik · sin(k|x|)

|x|
åñëè |x| < 1,

sin k · e
ik|x|

|x|
åñëè |x| > 1.

,

∂Vk[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
|x|=1

= −e
ik sin k

2
· (k ctg k − 2 + ik),

ãäå k = 1.
Òåñò 5 äëÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Â äàííîì

òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = k3 cos v, òîãäà ïîòåíöè-
àë ïðîñòîãî ñëîÿ è ïðÿìîå çíà÷åíèå åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé èìåþò âèä:

Vk[µ](x) =


(ik − 1)eik · k|x| cos(k|x|)− sin(k|x|)

|x|2
cosϑ åñëè |x| < 1,

(k cos k − sin k) · (ik|x| − 1)eik|x|

|x|2
cosϑ åñëè |x| > 1.

,

∂Vk[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
|x|=1

= − e
ik cosϑ

2
(sin k(−ik3 + 2k2 + 4ik− 4) + cos k(−k3− 4ik2 + 4k)),

ãäå ϑ � çåíèòíûé óãîë â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ íà÷àëîì â öåíòðå ñôåðû,
k = 1.

1.2.9 Âûâîäû

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â ïðèâåäåííûõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïî-
ãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ïî óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå, ïðåäëîæåííîé
â òåîðåìå 1.2, â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå, ÷åì ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ïî ñòàí-
äàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå. Òåì ñàìûì, óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîð-
ìóëà îáåñïå÷èâàåò çíà÷èòåëüíî áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ïðÿìîãî
çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ. Óëó÷øåííàÿ êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ãðàíè÷íûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ.

78



íîìåð
òåñòà

êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

1 ñòàíäàðòíàÿ Kk 0.02524 0.01255 0.00629

1 óëó÷øåííàÿ S̃k 0.00241 0.00195 0.00117

2 ñòàíäàðòíàÿ Kk 0.03126 0.01289 0.0063

2 óëó÷øåííàÿ S̃k 0.00094 0.00025 6.4E-5

3 ñòàíäàðòíàÿ Kk 0.01681 0.00848 0.00444

3 óëó÷øåííàÿ S̃k 0.00338 0.00219 0.00123

4 ñòàíäàðòíàÿ Kk 0.02491 0.01252 0.00628

4 óëó÷øåííàÿ S̃k 0.00257 0.00181 0.00114

5 ñòàíäàðòíàÿ Kk 0.01681 0.00848 0.00444

5 óëó÷øåííàÿ S̃k 0.00326 0.00216 0.00122

Òàáëèöà 6: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòàõ 1 � 5.

1.3 Äîïîëíåíèå - âûâîä èíòåãðàëà I(H), ôóíêöèè θnm(x)

Öåëüþ ýòîãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà∫ h/2

−h/2
dU

∫ H/2

−H/2
dV×

× 1

β
√

(V + δU/β2 +Q/β2)2 + (−(δU +Q)2/β2 + α2U 2 + 2PU + r2)/β2
=

= θnm(x) =
1

β
(I(H)− I(−H)) ≈

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

1

|x− y(u, v)|
.

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ θnm(x) è I(H). Èíòåãðàë I(H) âîçíèêàåò ïîñëå èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî V ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâà (26) à òàêæå â ñîîòâåòñòâèè ñ [94,
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ïóíêò 1.2.43.13], è èìååò âèä

I(H) =

∫ h/2

−h/2
dU×

× ln

∣∣∣∣∣∣H2 +
δU +Q

β2
+

√(
H

2
+
δU +Q

β2

)2

− (δU +Q)2

β4
+
α2U 2 + 2PU + r2

β2

∣∣∣∣∣∣ =

=

∫ h/2

−h/2
dU ln

∣∣∣∣ε+ δ0U +
√
α2

0U
2 + 2β0U + χ0

∣∣∣∣ , (74)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

δ0 =
δ

β2
, α2

0 =
α2

β2
> 0, ε =

H

2
+
Q

β2
, β0 =

δH + 2P

2β2
, χ0 =

H2

4
+
HQ+ r2

β2
.

Èíòåãðàë I(H) âû÷èñëåí àíàëèòè÷åñêè â [88, 91], è åãî âûâîä ïðèâîäèòñÿ â
íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ, ïîñêîëüêó îí àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ
â òåêñòå.

Ïîêàæåì, ÷òî â èíòåãðàëå êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ïîä êîðíåì íåîòðèöàòåëåí.
Ïîëîæèì D̃j = (yj)

′
uU + (yj)

′
vH/2, è ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ

3∑
j=1

(rj + D̃j)
2 =

3∑
j=1

(r2
j + 2rjD̃j + D̃2

j ) = r2 + 2
3∑
j=1

rjD̃j +
3∑
j=1

D̃2
j =

= r2 + 2PU + 2Q
H

2
+ α2U 2 + β2

(
H

2

)2

+ 2δU
H

2
=

= β2

((
H

2

)2

+ 2
δU +Q

β2

(
H

2

)
+

(
δU +Q

β2

)2
)
− (δU +Q)2

β2
+α2U 2+2PU+r2 =

= β2

((
H

2
+
δU +Q

β2

)2

− (δU +Q)2

β4
+
α2U 2 + 2PU + r2

β2

)
= α2

0U
2+2β0U+χ0 ≥ 0.

Òåì ñàìûì, êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí íåîòðèöàòåëåí, à çíà÷èò, åãî äèñêðèìèíàíò
íåïîëîæèòåí, ò.å. β2

0 − α2
0χ0 ≤ 0. Ïîýòîìó ïîëîæèì χ2

1 = χ0 − β2
0/α

2
0 ≥ 0 è

ïðåîáðàçóåì ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â èíòåãðàëå ê âèäó

α2
0U

2 + 2β0U + χ0 = (α0U + β0/α0)
2 + χ2

1.

Òåïåðü íàäî ðàññìîòðåòü 2 ñëó÷àÿ: χ1 > 0 è χ1 = 0. Èíòåãðàë I(−H) âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì, ÷òî è èíòåãðàë I(H), íî â ïàðàìåòðàõ ε, β0, χ0 íàäî
çàìåíèòü H íà −H.
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1.3.1 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà I(H) ïðè χ1 > 0

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé χ1 > 0. Ñäåëàåì ãèïåðáîëè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííîé â èí-
òåãðàëå I(H) ïî ôîðìóëàì

U = (χ1 sh t− β0/α0)/α0, t = arcsh (ζ), ζ = (α0U + β0/α0)/χ1,

è îáîçíà÷èì t± = arcsh (ζ±), ζ± = (±α0h/2 + β0/α0)/χ1, òîãäà, èñïîëüçóÿ òîæ-
äåñòâî sh2 t+ 1 = ch2 t, íàõîäèì

I(H) =
χ1

α0

∫ t+

t−

ln

∣∣∣∣ε− δ0β0

α2
0

+
δ0χ1

α0
sh t+ χ1 ch t

∣∣∣∣ d sh t.

Îáîçíà÷èâ ε1 = ε− δ0β0/α
2
0, δ1 = δ0χ1/α0, è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

I(H) =
χ1

α0

∫ t+

t−

ln |ε1 + δ1 sh t+ χ1 ch t| d sh t =

=
χ1

α0
(ln |ε1 + δ1 sh t+ χ1 ch t|) sh t

∣∣∣∣t+
t−

− χ1

α0
I1 =

=
χ1

α0

(
ln
∣∣∣ε1 + δ1ζ + χ1

√
ζ2 + 1

∣∣∣) ζ∣∣∣∣ζ+
ζ−

− χ1

α0
I1,

ãäå

I1 =

∫ t+

t−

(δ1 ch t+ χ1 sh t) sh t

ε1 + δ1 sh t+ χ1 ch t
dt.

Â èíòåãðàëå I1 ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé z = exp(t) > 0, òîãäà íàõîäèì

sh t =
z2 − 1

2z
, ch t =

z2 + 1

2z
, t = ln z, dt =

dz

z
,

z± = exp(t±) = sh t± + ch t± = sh t± +

√
sh2 t± + 1 = ζ± +

√
ζ2
± + 1,

I1 =

∫ z+

z−

(z2 − 1)(δ1(z
2 + 1) + χ1(z

2 − 1))

4ε1z2 + 2z(z2 − 1)δ1 + 2z(z2 + 1)χ1

d z

z
=

=

∫ z+

z−

(δ1 + χ1)z
4 − 2χ1z

2 + χ1 − δ1

2z2 ((δ1 + χ1)z2 + 2ε1z + χ1 − δ1)
d z =

δ+

2
I2 − χ1I3 +

δ−
2
I4, (75)

ãäå δ± = χ1 ± δ1 = χ1(1± δ0/α0), è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

I2 =

∫ z+

z−

z2 d z

δ+z2 + 2ε1z + δ−
, I3 =

∫ z+

z−

d z

δ+z2 + 2ε1z + δ−
,
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I4 =

∫ z+

z−

d z

z2(δ+z2 + 2ε1z + δ−)
.

Íåîáõîäèìî ïîÿñíèòü, ÷òî åñëè δ+ = 0, òî â ôîðìóëå (75) îòñóòñòâóåò ñëàãàå-
ìîå (δ+/2)I2, à åñëè δ− = 0, òî â ôîðìóëå (75) îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå (δ−/2)I4.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî δ+ è δ− íå ìîãóò îáðàùàòüñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè δ+ = δ− = 0, òî χ1 = 0, à â äàííîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé
χ1 > 0. Âû÷èñëèì èíòåãðàëû I2, I3, I4 ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

I. Ïóñòü δ+ 6= 0. Èñïîëüçóÿ [94, ïóíêò 1.2.8.13], âû÷èñëèì èíòåãðàë I3. Åñëè
ε2

1 − δ+δ− > 0, òî

I3 =
1

2
√
ε2

1 − δ+δ−
ln

∣∣∣∣∣δ+z + ε1 −
√
ε2

1 − δ+δ−

δ+z + ε1 +
√
ε2

1 − δ+δ−

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
z+

z−

.

Åñëè ε2
1 − δ+δ− < 0, òî

I3 =
1√

δ+δ− − ε2
1

arctg
δ+z + ε1√
δ+δ− − ε2

1

∣∣∣∣∣
z+

z−

.

Åñëè ε2
1 − δ+δ− = 0, òî

I3 = − 1

δ+z + ε1

∣∣∣∣z+
z−

.

Ïðè δ+ 6= 0 èíòåãðàë I2 âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî [94, ïóíêò 1.2.8.20] è èìååò âèä

I2 =
1

δ+

(
z − ε1

δ+
ln |δ+z

2 + 2ε1z + δ−|
)∣∣∣∣z+

z−

+
2ε2

1 − δ+δ−
δ2

+

I3,

à èíòåãðàë I4 íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ [94, ïóíêò 1.2.8.26] è äà¼òñÿ âûðàæåíèåì

I4 =
1

δ−

(
−1

z
− ε1

δ−
ln

z2

|δ+z2 + 2ε1z + δ−|

)∣∣∣∣z+
z−

+
2ε2

1 − δ+δ−
δ2
−

I3, δ− 6= 0.

Êàê îòìå÷åíî âûøå, åñëè δ− = 0, òî ñëàãàåìîå (δ−/2)I4 â ôîðìóëå (75) îòñóò-
ñòâóåò, ïîýòîìó èíòåãðàë I4 â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿòü íå íóæíî.

II. Ïóñòü δ+ = 0. Êàê óêàçàíî âûøå, â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëå (75) îòñóòñòâóåò
ñëàãàåìîå ñ èíòåãðàëîì I2, ïîýòîìó èíòåãðàë I2 âû÷èñëÿòü íå íóæíî. Êðîìå òîãî,
êàê ïîêàçàíî âûøå, δ− 6= 0, åñëè δ+ = 0, ïîýòîìó íàäî ðàññìîòðåòü 2 ñëó÷àÿ:
ε1 6= 0 è ε1 = 0. Åñëè δ+ = 0 è ε1 6= 0, òî

I3 =
1

2ε1
ln |2ε1z + δ−|

∣∣∣∣z+
z−

, I4 =

(
− 1

δ−z
+

2ε1

δ2
−

ln

∣∣∣∣2ε1z + δ−
z

∣∣∣∣)∣∣∣∣z+
z−

.
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Åñëè δ+ = 0 è ε1 = 0, òî

I3 =
z

δ−

∣∣∣∣z+
z−

, I4 = − 1

δ−z

∣∣∣∣z+
z−

.

1.3.2 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà I(H) ïðè χ1 = 0

Ïîñêîëüêó α0 > 0, ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â I(H) ïðèíèìàåò âèä

α2
0U

2 + 2β0U + χ0 = α2
0

(
U +

β0

α2
0

)2

,

ñëåäîâàòåëüíî

I(H) =

∫ h/2

−h/2
dU ln

∣∣∣∣ε+ δ0U + α0

∣∣∣∣U +
β0

α2
0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
1) Åñëè −β0/α

2
0 ∈ (−h/2, h/2), òî

I(H) =

∫ −β0/α2
0

−h/2
dU ln |(δ0 − α0)U + ε−

−β0

α0

∣∣∣∣+

∫ h/2

−β0/α2
0

dU ln

∣∣∣∣(δ0 + α0)U + ε+
β0

α0

∣∣∣∣ =

= I5

(
−h

2
,−β0

α2
0

, δ0 − α0, ε−
β0

α0

)
+ I5

(
−β0

α2
0

,
h

2
, δ0 + α0, ε+

β0

α0

)
,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

I5(U1, U2, κ1, κ2) =

∫ U2

U1

dU ln |κ1U + κ2|.

2) Åñëè −β0/α
2
0 ∈ [h/2,+∞), òî

I(H) =

∫ h/2

−h/2
dU ln

∣∣∣∣(δ0 − α0)U + ε− β0

α0

∣∣∣∣ = I5

(
−h

2
,
h

2
, δ0 − α0, ε−

β0

α0

)
.

3) Åñëè −β0/α
2
0 ∈ (−∞,−h/2], òî

I(H) =

∫ h/2

−h/2
dU ln

∣∣∣∣(δ0 + α0)U + ε+
β0

α0

∣∣∣∣ = I5

(
−h

2
,
h

2
, δ0 + α0, ε+

β0

α0

)
.
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Âû÷èñëèì èíòåãðàë I5(U1, U2, κ1, κ2).

1) Ïðè κ1 6= 0:

I5(U1, U2, κ1, κ2) =

(
−U +

(
U +

κ2

κ1

)
ln |κ1U + κ2|

)∣∣∣∣U2

U1

.

2) Ïðè κ1 = 0: I5(U1, U2, κ1, κ2) = (U2 − U1) ln |κ2|.

84



1.4 Ïðèìåíåíèå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ê ÷èñëåííîìó ðå-

øåíèþ âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíå-

íèÿ Ëàïëàñà â òð¼õìåðíîé îáëàñòè

1.4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C3, îãðàíè÷èâàþùàÿ
îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü D. Ðàññìîòðèì âíåøíþþ êðàåâóþ
çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ íåïðåðûâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì,
çàäàííûì íà Γ

∆u = 0, u ∈ C1(R3 \D) ∩ C2(R3 \D),
∂u(x)

∂n

∣∣∣∣
Γ

= f(x), x ∈ Γ, f(x) ∈ C1(Γ),

u = O

(
1

|x|

)
, |x| → +∞,

(76)

ãäå ∂/∂n îçíà÷àåò ïðàâèëüíóþ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ [6] ê ïîâåðõíîñòè Γ
èçâíå â òî÷êå x è ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) èìååò ïðàâèëüíóþ íîð-
ìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ íà Γ. Íàéä¼ì ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà â âèäå ïîòåíöèàëà
ïðîñòîãî ñëîÿ V0[µ](x)

V0[µ](x) =
1

4π

∫
y∈Γ

µ(y)
1

|x− y|
dSy, (77)

ãäå µ = µ(y) ∈ C0(Γ) � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ V0[µ](x)
� ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè R3 \D. Íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èçâíå ê
ïîâåðõíîñòè Γ äà¼òñÿ âûðàæåíèåì [6, 90]

1

2
µ(x) +

∂V0[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
Γ

, x ∈ Γ, (78)

ãäå V0[µ](x)/∂nx|Γ � ïðÿìîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðî-
ñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íà ïîâåðõíîñòè Γ, à nx � âíóòðåííÿÿ åäèíè÷-
íàÿ íîðìàëü. Ïðèðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ê ôóíêöèè, çàäàííîé íà Γ, ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

1

2
µ(x) +

∂V0[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
Γ

= f(x), x ∈ Γ. (79)

Ðàâåíñòâî (79) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëü-
ìà âòîðîãî ðîäà, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî [6, �28.3],[90].
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Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè Γ, ïðè êîòîðîì íà íåå îòîáðàæà-
åòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê

y = (y1, y2, y3) ∈ Γ, y1 = y1(u, v), y2 = y2(u, v), y3 = y3(u, v);

u ∈ [0, A], v ∈ [0, B];

yj(u, v) ∈ C2([0, A]× [0, B]), j = 1, 2, 3. (80)

Ââåä¼ì N òî÷åê un ñ øàãîì h íà îòðåçêå [0, A] èM òî÷åê vm íà îòðåçêå [0, B]
è ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà [0, A] × [0, B], êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ
íà ïîâåðõíîñòü Γ

A = Nh, B = MH, un = (n+ 1/2)h, n = 0, ..., N − 1;

vm = (m+ 1/2)H, m = 0, ...,M − 1.

Òåì ñàìûì ïðÿìîóãîëüíèê [0, A] × [0, B] ðàçáèâàåòñÿ íà N ×M ìàëûõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, öåíòðû êîòîðûõ îáîçíà÷åíû êàê (un, vm) è èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå
ðåïåðíûõ òî÷åê â óðàâíåíèè (79). Ââåä¼ì ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ âñåõ ìàëûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðà h×H íà Γ

p = mN + n, (81)

òîãäà 0 ≤ p ≤ NM−1. Åñëè çàäàí íîìåð p, òî íîìåðà n,m íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî

m = [p/N ], n = p− [p/N ]N, (82)

ãäå [·] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü íåîòðèöàòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Ïîä
yp = y(un, vm), p = 0, 1, ...NM − 1, áóäåì ïîíèìàòü òî÷êó öåíòðà ìàëîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà (un, vm), ãäå n è m îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (82).

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ ñðåäàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ íóìåðàöèÿ ñòðîê
è ñòîëáöîâ ìàòðèö íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû, ïðèâåä¼ì çäåñü ôîðìóëû ñêâîçíîé
íóìåðàöèè â ýòîì ñëó÷àå

p = mN + n, m =

[
p− 1

N

]
, n = p−

[
p− 1

N

]
N,

ãäå n = 1, 2, ..., N, m = 1, 2, ...,M è 1 ≤ p ≤ NM.

1.4.2 Ïðèìåíåíèå óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû

Â ðàçäåëå 1.2 â ÿâíîì âèäå ïîëó÷åíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà-
÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ

∂Vk[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
x=y(un̂,vm̂)∈Γ

≈ 1

4π
µn̂m̂Jn̂m̂ +

1

4π|η(x)|
× (83)
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×
n=N−1,m=M−1∑

n=0,m=0
(n,m) 6=(n̂,m̂)

µnm|η(y(un, vm))| exp(ik|x−y(un, vm)|)(1−ik|x−y(un, vm)|)Tnm(x),

ãäå èíòåãðàë Jn̂m̂ âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå â ïóíêòå 1.2.2, à èíòåãðàë Tnm(x) âû÷èñ-
ëåí â ÿâíîì âèäå â ðàçäåëå 1.2.3. Ïðèìåíÿÿ ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ (81), à òàêæå
ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà k = 0, ôîðìóëà (83) ïðèíèìàåò âèä

∂V0[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
x=y(un̂,vm̂)∈Γ

≈ 1

4π
µn̂m̂Jn̂m̂ +

1

4π|ηn̂m̂|

n=N−1,m=M−1∑
n=0,m=0

(n,m)6=(n̂,m̂)

µnm|ηnm|Tnm(x) =

=
1

4π
µp̂J p̂ +

1

4π|ηp̂|

NM−1∑
p=0
p 6=p̂

µp|ηp|Tp(x), (84)

ãäå µp = µ(yp) = µnm � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ yp, Tp(x) = Tnm(x), à |ηp| = |η(yp)| = |ηnm| � çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ íîðìà-
ëè â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Èíòåãðàë J p̂ = Jn̂m̂, çíà÷åíèå ïëîòíîñòè
µp̂ = µ(yp̂) = µn̂m̂ è çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ íîðìàëè |ηp̂| = |η(yp̂)| = ηn̂m̂ ñîîòâåòñòâó-
þò ñëó÷àþ, êîãäà òî÷êà x ëåæèò â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå
èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ìàëîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ñ öåíòðîì â òî÷êå (un̂, vm̂),
êîòîðîìó îòâå÷àåò òî÷êà yp̂ = y(un̂, vm̂) = x íà ïîâåðõíîñòè Γ.

Òàêèì îáðàçîì ïðè çàäàííîé ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè Γ èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå (79) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)
îòíîñèòåëüíî N · M çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà
µ(yp) = µp â òî÷êàõ yp = y(un, vm)

1

2
µp̂ +

1

4π
µp̂J p̂ +

1

4π|ηp̂|

NM−1∑
p=0
p 6=p̂

µp|ηp|T p̂p = fp̂, p̂ = 0, 1, 2, ..., NM − 1, (85)

ãäå fp̂ = f(yp̂) � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ, à
Tp(x) = Tp(y(un̂, vm̂)) = Tp(y

p̂) = T p̂p .
Äîìíîæèì ñèñòåìó (85) íà 4π è çàïèøåì å¼ â îáùåì âèäå

NM−1∑
p=0

((
J p̂ + 2π

)
∆p̂
p +
|ηp|
|ηp̂|

T p̂p
(
1−∆p̂

p

))
µp = 4πfp̂, (86)

ãäå p̂ = 0, 1, 2, ..., NM − 1 è

∆p̂
p =

{
1, åñëè p = p̂,
0, åñëè p 6= p̂

.
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Äîìíîæèì êàæäîå p̂-îå óðàâíåíèå ñèñòåìû (86) íà |ηp̂|

NM−1∑
p=0

(
|ηp̂|

(
J p̂ + 2π

)
∆p̂
p + |ηp|T p̂p

(
1−∆p̂

p

))
µp = 4π|ηp̂|fp̂, (87)

ãäå p̂ = 0, 1, 2, ..., NM−1. Çàïèøåì ñèñòåìó (87) â ìàòðè÷íîì âèäå (ñì. óðàâíåíèå
(96)).

Îáðàùàÿ ìàòðèöó â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (96) è óìíîæàÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó
íà ñòîëáåö ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ
ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp̂ = µ(yp̂) â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ yp̂, êîòîðûå
çàòåì áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ âåçäå âíå
Γ, ðåøàÿ òåì ñàìûì èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ëèáî êâàäðà-
òóðíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ â ðàáîòå [88, 91]

V0[µ](x) ≈ 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnmθnm(x), (88)

ëèáî êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ â ðàçäåëå 1.1

V0[µ](x) ≈ 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnmΘnm(x), (89)

ãäå èíòåãðàë θnm(x), âûâåäåí â ÿâíîì âèäå â ðàáîòàõ [88, 91], à èíòåãðàë Θnm(x),
âûâåäåí â ÿâíîì âèäå â ïóíêòàõ 1.1.2 � 1.1.5. Îòëè÷èå ôîðìóë (88) è (89) ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèå êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà Θnm(x) â (89) ó÷èòûâàëèñü
ïðîèçâîäíûå íîðìàëè, êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 1.1.

1.4.3 Ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû

Â ïóíêòå 1.2.7 áûëà ðàññìîòðåíà ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿ-
ìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ, ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ â
èíæåíåðíûõ ðàñ÷¼òàõ [2, Ãëàâà 2]. Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïîëó÷à-
åòñÿ çàìåíîé êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïðè x 6= y(un̂, vm̂) íà åãî ïðèáëèæåííîå
çíà÷åíèå è îáíóëåíèåì êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïî êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè Γ ñ
öåíòðîì â òî÷êå x = y(un̂, vm̂)

∂V0[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
x=y(un̂,vm̂)∈Γ

≈ 1

4π|ηn̂m̂|

n=N−1,m=M−1∑
n=0,m=0

(n,m)6=(n̂,m̂)

µnm|ηnm|Bnm(x) (90)
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ãäå

Bnm(x) = hH
3∑
j=1

ηj(x)(yj(un, vm)− xj)
|x− y(un, vm)|3

. (91)

Îáîñíîâàíèå îáíóëåíèÿ èíòåãðàëà ïî êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè Γ ñ öåíòðîì â òî÷êå
x = y(un̂, vm̂) äàíî â ï. 1.2.7. Ïðèìåíÿÿ ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ (81), ôîðìóëà (90)
ïðèíèìàåò âèä

∂V0[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
x=y(un̂,vm̂)∈Γ

≈ 1

4π|ηp̂|

NM−1∑
p=0
p 6=p̂

µp|ηp|Bp(x), (92)

ãäå µp = µ(yp) = µnm � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ yp, à Bp(x) = Bnm(x).

Òàêèì îáðàçîì ïðè çàäàííîé ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè Γ èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå (79) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)
îòíîñèòåëüíî N · M çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà
µ(yp) = µp â òî÷êàõ yp = y(un, vm)

1

2
µp̂ +

1

4π|ηp̂|

NM−1∑
p=0
p 6=p̂

µp|ηp|Bp̂p,= fp̂, p̂ = 0, 1, 2, ..., NM − 1, (93)

ãäå fp̂ = f(yp̂) � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ, à
Bp(x) = Bp(y(un̂, vm̂)) = Bp(yp̂) = Bp̂p. Äîìíîæèì ñèñòåìó (93) íà 4π è çàïèøåì
å¼ â îáùåì âèäå

NM−1∑
p=0

(
2π∆p̂

p +
|ηp|
|ηp̂|
Bp̂p
(
1−∆p̂

p

))
µp = 4πfp̂, (94)

ãäå p̂ = 0, 1, 2, ..., NM − 1 è

∆p̂
p =

{
1, åñëè p = p̂,
0, åñëè p 6= p̂

.

Äîìíîæèì êàæäîå p̂-îå óðàâíåíèå ñèñòåìû íà |ηp̂|
NM−1∑
p=0

(
2π|ηp̂|∆p̂

p + |ηp|Bp̂p
(
1−∆p̂

p

))
µp = 4π|ηp̂|fp̂, (95)

ãäå p̂ = 0, 1, 2, ..., NM−1. Çàïèøåì ñèñòåìó (95) â ìàòðè÷íîì âèäå (ñì. óðàâíåíèå
(97)). Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà
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µp̂ = µ(yp̂) â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ yp̂, êîòîðûå çàòåì áóäóò èñïîëüçî-
âàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ âåçäå âíå Γ, ðåøàÿ òåì ñàìûì
èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ
èç ïóíêòà 1.1.7

V0[µ](x) ≈ 1

4π

n=N−1,
m=M−1∑
n=0,m=0

µnmDnm(x) =
1

4π

NM−1∑
p=0

µpDp(x), (98)

ãäå

Dnm =
hH|η(y(un, vm))|
|x− y(un, vm)|

,

à Dp(x) = Dnm(x).

1.4.4 ×èñëåííûå òåñòû

Ðåøåíèå âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà îïèñàííûì ìåòîäîì ñîñòîèò èç äâóõ
ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ïðè ïîìîùè îäíîé èç äâóõ ïðèâåä¼ííûõ êâàäðàòóð-
íûõ ôîðìóë äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðî-
ñòîãî ñëîÿ ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, p = 0, 1, ..., NM −1
â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ðåøàÿ ñîîòâåñòâóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Ýòî ìîæåò áûòü ëèáî ïîñòðîåííàÿ â ðàç-
äåëå 1.2 êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (84) ëèáî ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
(92).

Íà âòîðîì ýòàïå ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp èñïîëüçóþòñÿ
ïðè âû÷èñëåíèè ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè R3 \ D ïî
îäíîé èç òð¼õ ôîðìóë. Ýòî ìîæåò áûòü ëèáî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (88) èç
ðàáîò [88, 91], ëèáî ïîñòðîåííàÿ â ðàçäåëå 1.1 êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (89), ëèáî
ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (98).

Â ïðèâåä¼ííûõ íèæå ÷èñëåííûõ òåñòàõ çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp,
ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè óëó÷øåííîé ôîðìóëû (84), ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
òîëüêî â ôîðìóëàõ (88) è (89). Àíàëîãè÷íî, çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà
µp, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé ôîðìóëû (92) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
òîëüêî â ôîðìóëå (98).

Òåñòèðîâàíèå ïðîâåäåíî â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé åäè-
íè÷íîãî ðàäèóñà, êîòîðàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè

y1(u, v) = cosu sin v, y2(u, v) = sinu sin v, y3(u, v) = cos v, (99)

ïðè÷¼ì (u, v) ∈ [0, 2π]× [0, π].
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Âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ � ðåøåíèÿ èñõîäíîé âíåøíåé êðàåâîé
çàäà÷è Íåéìàíà ïðîâîäèëèñü â íåêîòîðûõ òî÷êàõ íà âñïîìîãàòåëüíûõ ñôåðàõ,
èìåþùèõ öåíòðû â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñû, ðàâíûå 1 + ∆R. Òåì ñàìûì,
âñïîìîãàòåëüíûå ñôåðû íàõîäÿòñÿ âíå ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, íà êîòîðîé
çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, íà ðàññòîÿíèè ∆R îò íå¼. Çàòåì áûëè ðàññ÷èòàíû
çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé â ýòèõ òî÷êàõ, è äëÿ êàæäîé âñïîìîãàòåëü-
íîé ñôåðû îïðåäåëÿëèñü ìàêñèìóìû çíà÷åíèé ýòèõ ïîãðåøíîñòåé.

Êîîðäèíàòû òî÷åê, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîé àáñî-
ëþòíîé ïîãðåøíîñòè

xqlj = Ryj(uq, vl), j = 1, 2, 3,

uq =
2π

2N
q, q = 0, . . . , 2N ; vl =

π

2M
l, l = 1, . . . , 2M − 1, (100)

ãäå yj(u, v) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (99), R � ðàäèóñ âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû.
Òî åñòü ýòè òî÷êè ðàñïîëîæåíû íàä öåíòðàìè ó÷àñòêîâ ðàçáèåíèÿ åäèíè÷íîé
ñôåðû, ñåðåäèíàìè ãðàíèö ìåæäó òàêèìè ó÷àñòêàìè è ïåðåñå÷åíèÿìè ýòèõ ãðà-
íèö. Îòìåòèì, ÷òî ýòè òî÷êè ðàñïðåäåëåíû ïî âñåé ñôåðå.

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N . Çíà÷åíèÿ øàãîâ
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè h = 2π/N, H = π/M. Åñëè N/2 = M = 10, òî
h = H ≈ 0.31; åñëè N/2 = M = 20, òî h = H ≈ 0.16; åñëè N/2 = M = 40, òî
h = H ≈ 0.079.

Â òàáëèöàõ 9 � 11 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñî-
ëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé. Â ëåâîì ñòîëáöå óêàçàíî îòëè÷èå ðàäèóñà ∆R âñïîìîãà-
òåëüíîé ñôåðû îò åäèíèöû, òåì ñàìûì å¼ ðàäèóñ áóäåò ðàâåí 1 + ∆R. Â âåðõíåé
ñòðîêå óêàçàíû çíà÷åíèÿ M,N .

Ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèö 9, 10 è 11 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ñòàí-
äàðòîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (98) íà äàííîé ñôåðå, ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîð-
ìóëû (92) äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà. Âòîðîå ÷èñëî ïîñëå
òî÷êè ñ çàïÿòîé � ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (88) èç
ðàáîò [88, 91] íà äàííîé âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðå, ïðè èñïîëüçîâàíèè (84) äëÿ
ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp. Òðåòüå ÷èñëî ïîñëå òî÷êè ñ çà-
ïÿòîé � ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (89)
èç ðàçäåëà 1.1 íà äàííîé âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðå, ïðè èñïîëüçîâàíèè (84) äëÿ
ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp.
Òåñò 1. Ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè âèäà f(x) = 1, x ∈ Γ ðåøåíèå âíåøíåé

êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èçâåñòíî è äà¼òñÿ âûðàæåíèåì

u(x) =
1

|x|
ïðè |x| > 1. (101)
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Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïðè ýòîì ðàâíà

µ(x) = 1, x ∈ Γ. (102)

Â òàáëèöå 9 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïî-
ãðåøíîñòåé ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Òåñò 2. Ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè âèäà f(x) = 2/3 · cosϕ sinϑ, x ∈ Γ ðåøåíèå

âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èçâåñòíî è äà¼òñÿ
âûðàæåíèåì

u(x) =
cosϕ sinϑ

3|x|2
ïðè |x| > 1. (103)

Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïðè ýòîì ðàâíà

µ(x) = cosϕ sinϑ, x ∈ Γ, (104)

ãäå ϑ è ϕ � çåíèòíûé è àçèìóòàëüíûé óãëû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â òàáëèöå 10 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Òåñò 3. Ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè âèäà f(x) = 2/3 · cosϑ ðåøåíèå âíåøíåé

êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èçâåñòíî è äà¼òñÿ âûðàæåíèåì

u(x) =
cosϑ

3|x|2
ïðè |x| > 1. (105)

Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïðè ýòîì ðàâíà

µ(x) = cosϑ, x ∈ Γ, (106)

ãäå ϑ � çåíèòíûé óãîë â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-
íàò. Â òàáëèöå 11 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ
ïîãðåøíîñòåé ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà ïðîñòî-
ãî ñëîÿ. Ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû 7 � ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïî-
ãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëû (92). Âòîðîå ÷èñëî (ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé) � ìàêñèìàëüíàÿ
àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ óëó÷-
øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (84) èç ðàçäåëà 1.2.

Ðàññìîòðèì òàêæå ñðåäíþþ àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ïî âñåì ðåïåðíûì òî÷-
êàì (81) â óðàâíåíèè (79). Ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû 8 � ñðåäíÿÿ àáñîëþò-
íàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (92). Âòîðîå ÷èñëî (ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé) � ñðåäíÿÿ
àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ óëó÷-
øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (84).
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Íîìåð òåñòà N/2 = M = 10 N/2 = M = 20 N/2 = M = 40

Òåñò 1 0.055; 0.019 0.035; 0.011 0.026; 0.0073
Òåñò 2 0.077; 0.025 0.038; 0.012 0.019; 0.0055
Òåñò 3 0.046; 0.016 0.025; 0.0083 0.021; 0.0057

Òàáëèöà 7: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà â
òåñòàõ 1�3

Íîìåð òåñòà N/2 = M = 10 N/2 = M = 20 N/2 = M = 40

Òåñò 1 0.04; 0.016 0.02; 0.007 0.01; 0.0032
Òåñò 2 0.026; 0.0094 0.013; 0.0042 0.0063; 0.0020
Òåñò 3 0.029; 0.011 0.016; 0.0055 0.0079; 0.0026

Òàáëèöà 8: Ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà â òåñòàõ
1�3

1.4.5 Âûâîäû

Èç òàáëèöû 7 âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïî-
òåíöèàëà µp, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (84)
èç ðàçäåëà 1.1 â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå ïîãðåøíîñòè ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà, ïî-
ëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (92). Àíàëîãè÷íîå
ìîæíî óòâåðæäàòü è î ñðåäíåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà
â òàáëèöå 8. Â îáîèõ òàáëèöàõ ôîðìóëà (84) ïîêàçûâàåò ïåðâûé ïîðÿäîê (ïî
H) ñõîäèìîñòè. Â òàáëèöå 7 â òåñòàõ 1 è 3 ñòàíäàðòíàÿ ôîðìóëà (92) ñõîäèòñÿ
ìåäëåíåå.

Ñäåëàåì îöåíêó ìàêñèìàëüíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîé
çàäà÷è äëÿ òåñòîâ 1�3 èç òàáëèö 9 � 11

1) Èç òàáëèö 9 � 11 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
(92) íå îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ðåøåíèÿ â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì øàãå
H ïîãðåøíîñòü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîâåðõíîñòè Γ.

2) Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû (88) è (89) îáåñïå÷èâàþò ïåðâûé ïîðÿäîê ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî H è ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ ñ ïîãðåøíîñòüþ O(H).
Âåëè÷èíà ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè è àïïðîêñèìàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòèõ ôîðìóë
îïðåäåëÿåòñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µnm îïðåäåëÿëèñü
ïðè ïîìîùè ôîðìóëû äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöè-
àëà ïðîñòîãî ñëîÿ (84) èç ðàçäåëà 1.2, èìåþùåé ïåðâûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïî
H.
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∆R N/2 = M = 10 N/2 = M = 20 N/2 = M = 40

0.1 0.071; 0.033; 0.022; 0.024; 0.014; 0.0087; 0.011; 0.0052; 0.0038
0.06 0.11; 0.034; 0.023; 0.03; 0.016; 0.0089; 0.011; 0.0063; 0.0038
0.03 0.24; 0.034; 0.024; 0.054; 0.017; 0.0092; 0.014; 0.0078; 0.0039
0.01 0.78; 0.033; 0.022; 0.18; 0.017; 0.0098; 0.041; 0.0088; 0.004
0.001 8.14; 0.033; 0.018; 1.99; 0.017; 0.0078; 0.48; 0.009; 0.0039
0.0001 81.8; 0.033; 0.018; 20.1; 0.017; 0.0077; 4.96; 0.009; 0.0036

Òàáëèöà 9: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 1

∆R N/2 = M = 10 N/2 = M = 20 N/2 = M = 40

0.1 0.043; 0.0073; 0.0091; 0.011; 0.0032; 0.0036; 0.0049; 0.0015; 0.0016
0.06 0.085; 0.0084; 0.01; 0.017; 0.0035; 0.004; 0.0056; 0.0016; 0.0017
0.03 0.21; 0.0092; 0.012; 0.042; 0.004; 0.0045; 0.0089; 0.0017; 0.0019
0.01 0.74; 0.0074; 0.0096; 0.17; 0.0046; 0.0052; 0.036; 0.0019; 0.0021
0.001 8.09; 0.0059; 0.0065; 1.98; 0.0029; 0.0033; 0.48; 0.0019; 0.002
0.0001 81.6; 0.0066; 0.0064; 20.2; 0.0029; 0.0033; 4.97; 0.0016; 0.0017

Òàáëèöà 10: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 2

∆R N/2 = M = 10 N/2 = M = 20 N/2 = M = 40

0.1 0.026; 0.019; 0.0049; 0.0085; 0.0081; 0.0021; 0.0033; 0.0029; 0.001
0.06 0.042; 0.021; 0.0057; 0.011; 0.01; 0.0024; 0.0039; 0.004; 0.0011
0.03 0.1; 0.022; 0.0069; 0.02; 0.012; 0.0026; 0.0057; 0.0056; 0.0012
0.01 0.38; 0.022; 0.0067; 0.082; 0.013; 0.003; 0.017; 0.0068; 0.0013
0.001 4.14; 0.022; 0.005; 0.98; 0.013; 0.0024; 0.24; 0.007; 0.0014
0.0001 41.8; 0.022; 0.0056; 10; 0.013; 0.0021; 2.48; 0.007; 0.0011

Òàáëèöà 11: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 3

Ôîðìóëû (88) è (89) ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà ïðîñòî-
ãî ñëîÿ ïðè ñòðåìëåíèè ê ïîâåðõíîñòè Γ, ÷òî òàêæå ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ
÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.

3) Â òåñòàõ 1 è 3 ôîðìóëà (89) èç ðàçäåëà 1.1 ïîêàçûâàåò çíà÷èòåëüíî áîëåå
âûñîêóþ òî÷íîñòü, ÷åì ôîðìóëà (88) èç [88, 91]. Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (88) äîñòèãàåòñÿ âáëèçè ïîëþñîâ ñôåðû. Ýòî âûçâàíî òåì,
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÷òî äëèíà íîðìàëè |η| îáíóëÿåòñÿ íà ïîëþñàõ, íî ìåíÿåòñÿ òàì íàèáîëåå áûñòðî.
Ïðè ýòîì ôîðìóëà (88) íå ó÷èòûâàåò ïðîèçâîäíûå äëèíû íîðìàëè. Â ôîðìóëå
(89) èñïîëüçóåòñÿ áîëåå òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ äëèíû íîðìàëè |η|, ïîýòîìó â
òåñòàõ 1 è 3 îíà ïîêàçûâàåò áîëåå íèçêóþ ïîãðåøíîñòü.

Â òî æå âðåìÿ â òåñòå 2 ôîðìóëà (89) íå äà¼ò ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ôîðìóëîé (88). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â òåñòå 2 íà ïîëþñàõ ñôåðû
îáðàùàåòñÿ â íîëü è ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(x), çà ñ÷åò ÷åãî ïîãðåøíîñòü ôîð-
ìóëû (88) óìåíüøàåòñÿ.
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2 Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ �

êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ. Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òð¼õìåð-
íàÿ çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ. Òðåáóåòñÿ óçíàòü
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â íåêîòîðîì îáú¼ìå, íà ãðàíèöàõ êîòîðîãî çàäà¼ò-
ñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû. Óñòàíîâèâøååñÿ âíóòðè îáú¼ìà ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû u(x1, x2, x3) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà âíóòðè îáëàñòè D
ñ çàäàííûì íà ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû f(x).

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ
îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòüD. Ðàññìîòðèì âíóòðåííþþ êðàåâóþ
çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ íåïðåðûâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì,
çàäàííûì íà Γ {

∆u = 0, u ∈ C0(D) ∩ C2(D),
u(x)|Γ = f(x), x ∈ Γ, f(x) ∈ C0(Γ)

. (107)

Íàéä¼ì ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ W0[µ](x)

W0[µ](x) =
1

4π

∫
y∈Γ

µ(y)
∂

∂ny

1

|x− y|
dSy, (108)

ãäå µ = µ(y) ∈ C0(Γ) � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, à ny � âíóòðåííÿÿ åäèíè÷íàÿ
íîðìàëü. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ W0[µ](x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëà-
ñòè D. Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà Γ èç îáëàñòè D äà¼òñÿ
âûðàæåíèåì [6, 90]

1

2
µ(x) +W0[µ](x)|Γ, x ∈ Γ, (109)

ãäåW0[µ](x)|Γ � ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà íà ïîâåðõíîñòè Γ. Ïðèðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ê ôóíêöèè, çàäàííîé íà
Γ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1

2
µ(x) +W0[µ](x)|Γ = f(x), x ∈ Γ. (110)

Ðàâåíñòâî (110) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëü-
ìà âòîðîãî ðîäà, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî [6, �28.3],[90].

Ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íå äàþò
ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëà âáëèçè ïîâåðõíîñòè è äàæå ñòðåìÿòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè x ê ïîâåðõíîñòè Γ [2].
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Ïðè ðàññòîÿíèÿõ |x−y| äî ïîâåðõíîñòè Γ ìåíüøå íåêîòîðîãî ∆R, äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë ïðèõîäèòñÿ íàñòîëüêî óìåíüøàòü øàã äèñêðåòèçàöèè ïîâåðõíîñòè, ÷òî
âû÷èñëåíèÿ â ñëîå íà ðàññòîÿíèè ∆R ñòàíîâÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâûïîëíèìûìè.

Îñîáåííî ýòî çàìåòíî â çàäà÷àõ, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîâåðõíîñòè ñ íàïû-
ëåíèåì, òî åñòü ñëîè ñ íåîäèíàêîâîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ, íàïðèìåð â çàäà÷àõ
ðàçðóøåíèÿ òîíêèõ ñòðóêòóð ïîêðûòèé ñ òðåùèíàìè íà ãðàíèöå ðàçäåëà. Äëÿ
êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ ñìåùåíèé è ïîëåé íàïðÿæåíèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ìåòîäû âû÷èñëåíèé [97].

Ðèñ. 4: Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ïðè ïîìî-
ùè ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë îñîáåííî àêòóàëüíà äëÿ ïîâåðõíîñòåé ñ
òîíêèì ìíîãîñëîéíûì íàïûëåíèåì.

Â ðàçäåëå 2.1 âûâîäèòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî
ñëîÿ ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ, çàäàííîé íà ãëàäêîé çàìêíóòîé ëèáî ðàçîìêíó-
òîé ïîâåðõíîñòè. Ýòà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äàåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âû-
÷èñëåíèé, ÷åì ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåí-
íûìè òåñòàìè. Ïðåèìóùåñòâî íîâîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû îñîáåííî çàìåòíî
âáëèçè ïîâåðõíîñòè, ãäå ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà áûñòðî ðàñõîäèò-
ñÿ, òîãäà êàê íîâàÿ ôîðìóëà îáåñïå÷èâàåò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé
äëÿ òî÷åê, îòñòîÿùèõ îò ïîâåðõíîñòè íà ðàññòîÿíèÿõ, ñîïîñòàâèìûõ ñ øàãîì
èíòåãðèðîâàíèÿ è áîëåå.

Ïîäõîä, èñïîëüçîâàííûé â Ãëàâå 1 ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìó-
ëû äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, ïðèìåíÿåòñÿ â Ãëàâå 2 ê ïîñòðîåíèþ êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Â ðàçäåëå 2.2 âûâîäèòñÿ óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà-
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÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ. Óëó÷øåííàÿ ôîðìóëà äà¼ò çíà÷èòåëüíî áîëåå
âûñîêóþ òî÷íîñòü ÷åì ñòàíäàðòíàÿ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè.

Â ðàçäåëå 2.3 ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ôîðìóëû èç ðàçäåëà 2.1 íà ñëó÷àé äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòè â ïîòåíöèàëå, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü âû-
÷èñëåíèé ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, åñëè ïëîòíîñòü â ïîòåíöèàëå äèôôåðåí-
öèðóåìà. Áîëåå âûñîêàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ïîòåíöèàëà ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñ-
ëåííûìè òåñòàìè è îñîáåííî çàìåòíà, êîãäà ïëîòíîñòü ïðåäñòàâëåíà ãëàäêèìè
îñöèëëèðóþùèìè ôóíêöèÿìè. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì âûâå-
äåííîé ôîðìóëû ñðàâíèâàþòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè ïî ñòàíäàðòíîé
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå [2, Ãë. 2] è ïî ôîðìóëå, îñíîâàííîé íà îïðåäåëåíèè òå-
ëåñíîãî óãëà [98].

Â ðàçäåëå 2.4 ïîñòðîåííûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðèìåíÿþòñÿ ê ÷èñëåííî-
ìó ðåøåíèþ âíóòðåííåé êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå, âîçíèêàþùåé ïðè ðàññìîò-
ðåíèè çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå
çàäà¼òñÿ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû.
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2.1 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ

ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ

Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, íàïðèìåð â [48], [49], [50]. ×èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ íà îñíîâàíèè
òàêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå çàäà÷ó ñâîäÿò ê ãðàíè÷-
íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ïðè ïîìîùè ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, è, ðåøàÿ
óðàâíåíèå ÷èñëåííî, íàõîäÿò ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà.

Òåì ñàìûì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ óêàçàííûì ìåòîäîì íóæ-
íî èìåòü êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, êîòîðûå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ âû÷èñëÿþò çíà-
÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ãäå çàäàíà ïëîò-
íîñòü ïîòåíöèàëà. Â èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå êâàäðà-
òóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ [2], íî èõ òî÷íîñòü îñòàâëÿåò æåëàòü ëó÷øåãî.

Â äàííîì ðàçäåëå ïîñòðîåíà íîâàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ. Ôîðìóëà îáåñïå÷èâàåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, ÷åì
ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè.
Ïðåèìóùåñòâî íîâîé ôîðìóëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé îñîáåííî çàìåòíî
íà íåáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ãðàíèöû.

2.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ
îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü [92, c. 201], ëèáî ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ
îãðàíè÷åííàÿ ðàçîìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, ñîäåðæà-
ùàÿ ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè [93, Ãëàâà 14, � 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü
Γ ïàðàìåòðèçîâàíà òàê, ÷òî íà íåå îòîáðàæàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê:

y = (y1, y2, y3) ∈ Γ, y1 = y1(u, v), y2 = y2(u, v), y3 = y3(u, v);

u ∈ [0, A], v ∈ [0, B];

yj(u, v) ∈ C2([0, A]× [0, B]), j = 1, 2, 3. (111)

Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû ðàçëè÷íûì âíóòðåííèì òî÷êàì ïðÿìîóãîëüíèêà ïðè
óêàçàííîì îòîáðàæåíèè ñîîòâåòñòâîâàëè ðàçëè÷íûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ñôåðó,
ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîèäà, ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè ôèãóð âðàùåíèÿ, ïîâåðõíîñòü òî-
ðà è ìíîãèå äðóãèå áîëåå ñëîæíûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü òàêèì
îáðàçîì. Êðîìå òîãî, ñëîæíûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé
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è äëÿ êàæäîé ÷àñòè ââåñòè ñâîþ ïàðàìåòðèçàöèþ, òîãäà äàëüíåéøèå ðàññóæ-
äåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êàæäîé òàêîé ÷àñòè. Ââåä¼ì N òî÷åê un ñ øàãîì h íà
îòðåçêå [0, A] è M òî÷åê vm íà îòðåçêå [0, B] è ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðÿìî-
óãîëüíèêà [0, A]× [0, B], êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòü Γ

A = Nh, B = MH, un = (n+ 1/2)h, n = 0, ..., N − 1;

vm = (m+ 1/2)H, m = 0, ...,M − 1.

Òåì ñàìûì ïðÿìîóãîëüíèê [0, A]× [0, B] ðàçáèâàåòñÿ íà N ×M ìàëåíüêèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíè÷êîâ è ÷åðåç (un, vm) îáîçíà÷åíû ñåðåäèíêè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíè÷êîâ.

Èçâåñòíî [93, Ãëàâà 14, � 1 ], ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëè (íå åäèíè÷íîãî)
η(y) = (η1(y), η2(y), η3(y)) â òî÷êå ïîâåðõíîñòè y = (y1, y2, y3) ∈ Γ âûðàæàþòñÿ
÷åðåç îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà ôîðìóëàìè

η1 =

∣∣∣∣(y2)u (y3)u
(y2)v (y3)v

∣∣∣∣ , η2 =

∣∣∣∣(y3)u (y1)u
(y3)v (y1)v

∣∣∣∣ , η3 =

∣∣∣∣(y1)u (y2)u
(y1)v (y2)v

∣∣∣∣ . (112)

Ïîëîæèì |η(y)| =
√

(η1(y))2 + (η2(y))2 + (η3(y))2. Èçâåñòíî [93, Ãëàâà 14, � 1�2],
÷òî ∫

Γ

F (y)dsy =

∫ A

0

du

∫ B

0

dvF (y(u, v))|η(y(u, v))|.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

|η(y(u, v))| > 0, ∀ (u, v) ∈ ((0, A)× (0, B)). (113)

Èç óñëîâèÿ (113) ñëåäóåò, ÷òî |η(y(u, v))| ∈ C1((0, A)× (0, B)).
×åðåç ny îáîçíà÷èì åäèíè÷íóþ íîðìàëü â òî÷êå y ∈ Γ, ò.å. ny = η(y)/|η(y)|.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè ny èìååò âèä

∂

∂ny
= |η(y)|−1(η(y),∇y).

Îáîçíà÷èì |x− y(u, v)| =
√

(x1 − y1(u, v))2 + (x2 − y2(u, v))2 + (x3 − y3(u, v))2 è
çàìåòèì, ÷òî

∂

∂ny
|x− y| = 1

|η(y)|

3∑
j=1

ηj(y)
yj − xj
|x− y|

.

Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøå-
íèè êðàåâûõ çàäà÷ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü x /∈ Γ. Ðàññìîòðèì
ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè
Γ ïëîòíîñòüþ µ(y) ∈ C0(Γ)

Wk[µ](x) =
1

4π

∫
Γ

µ(y)
∂

∂ny

eik|x−y|

|x− y|
dsy =
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=
1

4π

∫
Γ

µ(y)
1

|η(y)|
exp(ik|x− y|)(ik|x− y| − 1)

|x− y|2
3∑
j=1

ηj(y)(yj − xj)
|x− y|

dsy =

=
1

4π

∫ A

0

du

∫ B

0

dv µ(y(u, v)) exp(ik|x− y(u, v)|)(ik|x− y(u, v)| − 1)×

×
3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

=

=
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv µ(y(u, v))×

× exp(ik|x− y(u, v)|)(ik|x− y(u, v)| − 1)
3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

, (114)

ãäå k ≥ 0. Ïóñòü µnm = µ(y(un, vm)), òîãäà

µ(y(u, v)) = µnm + o(1), (115)

äëÿ u ∈ [un − h/2, un + h/2] è v ∈ [vm −H/2, vm +H/2].
Òàê æå êàê è â [88] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè u ∈ [un − h/2, un + h/2] è

v ∈ [vm −H/2, vm +H/2]

|x− y(u, v)| = |x− y(un, vm)|+O(h+H),

exp(ik|x− y(u, v)|) = exp(ik|x− y(un, vm)|) +O(h+H)

äëÿ ëþáîãî x /∈ Γ. Êîíñòàíòû â îöåíêàõ ôóíêöèé, îáîçíà÷åííûõ êàê O(h+H),
íå çàâèñÿò îò n,m è îò ðàñïîëîæåíèÿ x /∈ Γ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Wk[µ](x) ≈ 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)×

×
∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

. (116)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà äâîé-
íîãî ñëîÿ ïðè x /∈ Γ, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

, (117)

êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì èíòåãðàëîì.
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2.1.2 Êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë Knm(x)

Ïóñòü òî÷êà x íå ïðèíàäëåæèò êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè Γ, íà êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ
òî÷êà y = y(u, v), êîãäà (u− un) ∈ [−h/2, h/2] è (v − vm) ∈ [−H/2, H/2]. Ðàçëî-
æèì yj(u, v) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (un, vm), òîãäà äëÿ j = 1, 2, 3
ïîëó÷èì

yj(u, v) = yj(un, vm) +Dj +O(H2 + h2),

ãäå
Dj = (yj)

′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm).

Çäåñü è äàëåå âñå ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm). Ïîëîæèì

r2 = |x− y(un, vm)|2 =
3∑
j=1

r2
j 6= 0, rj = yj(un, vm)− xj, j = 1, 2, 3,

òîãäà
yj(u, v)− xj = rj +Dj +O(H2 + h2), j = 1, 2, 3.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|x− y(u, v)|2 =
3∑
j=1

(xj − yj(u, v))2 ≈
3∑
j=1

(r2
j + 2rjDj +D2

j ) =

= r2 + 2P (u−un) + 2Q(v− vm) +α2(u−un)2 +β2(v− vm)2 + 2δ(u−un)(v− vm) =

= β2(V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β2 + α2U 2 + 2PU + r2,

ãäå U = u− un, V = v − vm,

P =
3∑
j=1

rj(yj)
′
u, Q =

3∑
j=1

rj(yj)
′
v,

α2 =
3∑
j=1

((yj)
′
u)

2, β2 =
3∑
j=1

((yj)
′
v)

2, δ =
3∑
j=1

(yj)
′
u(yj)

′
v.

Ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå u = un, v = vm. Ìîæíî ïîêàçàòü [93,
Ãë. 14, � 1], ÷òî

α2β2 − δ2 = |η(y(un, vm))|2. (118)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (113), |η(y(un, vm))| > 0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n, m, ïîýòîìó

α2β2 − δ2 > 0. (119)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α2 > 0 è β2 > 0.
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Òåéëîðà â òî÷êå (un, vm) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå

Ïåàíî [93, Ãë. 10, � 5.3], íàõîäèì

ηj(y(u, v)) = ηj(y(un, vm))+(ηj)
′
u(u−un)+(ηj)

′
v(v−vm)+o

(√
(u− un)2 + (v − vm)2

)
.

Ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ

3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)

ñ ó÷åòîì ôîðìóë

3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj)
′
u =

3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj)
′
v = 0,

îòðàæàþùèõ îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðà íîðìàëè è êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ïî-
âåðõíîñòè (ñì. [93, Ãë. 14, � 1.2]), âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ïî ôîðìóëå Òåé-
ëîðà â òî÷êå (un, vm) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî

yj(u, v)− xj = rj + (yj)
′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm) +

1

2
(yj)

′′
uu(u− un)2+

+
1

2
(yj)

′′
vv(v − vm)2 + (yj)

′′
uv(u− un)(v − vm) + o

(
(u− un)2 + (v − vm)2

)
,

òîãäà

3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj) ≈ R + ξ4U + ξ5V + ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV,

ãäå U = u− un, V = v − vm,

ξ1 =
3∑
j=1

(
1

2
ηj(y(un, vm))(yj)

′′
uu + (ηj)

′
u(yj)

′
u

)
,

ξ2 =
3∑
j=1

(
1

2
ηj(y(un, vm))(yj)

′′
vv + (ηj)

′
v(yj)

′
v

)
,

ξ3 =
3∑
j=1

(ηj(y(un, vm))(yj)
′′
uv + (ηj)

′
u(yj)

′
v + (ηj)

′
v(yj)

′
u) ,
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ξ4 =
3∑
j=1

(ηj)
′
urj, ξ5 =

3∑
j=1

(ηj)
′
vrj, R =

3∑
j=1

ηj(y(un, vm))rj.

Âñå ïðîèçâîäíûå ïî u, v áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm).
Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò, ÷òî êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë (117)

ïðèáëèæåííî ðàâåí ñëåäóþùåìó èíòåãðàëó, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç Knm(x)∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

1

|x− y(u, v)|3
3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)−xj) ≈
∫ h/2

−h/2
dU

∫ H/2

−H/2
dV×

× R + ξ4U + ξ5V + ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV

β3((V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β4 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2)3/2
=

= Knm(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû âûâåñòè êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà äâîé-
íîãî ñëîÿ, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë Knm(x) â ÿâíîì âèäå.

2.1.3 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî dV

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

z = V + δU/β2 +Q/β2 = V + c, c = δU/β2 +Q/β2, (120)

a = −c2 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2 = −(δU +Q)2/β4 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2 =

=
1

β4

(
(α2β2 − δ2)U 2 + 2(Pβ2 − δQ)U + r2β2 −Q2

)
.

Êàê ïîêàçàíî âûøå, èç íåðàâåíñòâà (119) âûòåêàåò, ÷òî ÷òî α2 > 0 è β2 > 0.
Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâà (119) ñëåäóåò, ÷òî a 6≡ 0, ïîñêîëüêó a ïðåäñòàâëåíî
êâàäðàòè÷íûì ïîëèíîìîì ïî U , â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè U 2 ïîëîæèòåëåí:
(α2β2 − δ2)/β4 > 0.

Ïîêàæåì, ÷òî a ≥ 0. Ïîëîæèì D̃j = (yj)
′
uU− (yj)

′
vc, ãäå c îïðåäåëåíî â (120),

è ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé

3∑
j=1

(rj + D̃j)
2 =

3∑
j=1

(r2
j + 2rjD̃j + D̃2

j ) = r2 + 2
3∑
j=1

rjD̃j +
3∑
j=1

D̃2
j =

= r2 + 2PU − 2Qc+ α2U 2 + β2c2 − 2δUc =

= β2

(
c2 − 2

δU +Q

β2
c+

(
δU +Q

β2

)2
)
− (δU +Q)2

β2
+ α2U 2 + 2PU + r2 =
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= β2

(
−c+

δU +Q

β2

)2

− (δU +Q)2

β2
+ α2U 2 + 2PU + r2 =

= −(δU +Q)2

β2
+ α2U 2 + 2PU + r2 = aβ2 ≥ 0. (121)

Êàê îòìå÷åíî âûøå β2 > 0, ïîýòîìó, ïîäåëèâ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå íà β2,
çàêëþ÷àåì, ÷òî a ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì, îáîçíà÷åííûé
÷åðåç a, íåîòðèöàòåëüíûé.

Ïîëîæèì
b = ξ2c

2 − ξ5c− ξ3Uc+R + ξ4U + ξ1U
2 =

= U 2

(
ξ2
δ2

β4
+ ξ1 − ξ3

δ

β2

)
+ U

(
2ξ2

δQ

β4
+ ξ4 − ξ3

Q

β2
− ξ5

δ

β2

)
+R− ξ5Q

β2
+ ξ2

Q2

β4
,

z± = ±H/2 + c = ±H/2 + (δU +Q)/β2.

Ïðèìåíÿÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, âû÷èñëèì â Knm(x) èíòåãðàë ïî V , ïåðåõîäÿ
ê ïåðåìåííîé z

H/2∫
−H/2

dV
R + ξ4U + ξ5V + ξ1U

2 + ξ2V
2 + ξ3UV

((V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β4 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2)3/2
=

=

H/2∫
−H/2

dV
ξ2(V + c− c)2 + (ξ3U + ξ5)(V + c− c) +R + ξ4U + ξ1U

2

((V + c)2 + a)3/2
=

=

z+∫
z−

dz
ξ2z

2 + (ξ3U + ξ5 − 2ξ2c)z + b

(z2 + a)3/2
=

((
b

a
− ξ2

)
z − ξ3U − ξ5 + 2ξ2c

)
1√

z2 + a

∣∣∣∣z+
z−

+

+ξ2 ln
∣∣∣z +

√
z2 + a

∣∣∣∣∣∣z+
z−
,

ãäå èñïîëüçîâàíû èíòåãðàëû 1.2.43.17�1.2.43.19 èç êíèãè [94]. Çàìåòèì, ÷òî

ξ2

∫ h/2

−h/2
dU ln

∣∣∣z +
√
z2 + a

∣∣∣∣∣∣z+
z−

= ξ2βθnm(x),

ãäå ôóíêöèÿ θnm(x) íàéäåíà â ÿâíîì âèäå â ðàçäåëå 1.4. ÈíòåãðàëKnm(x) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

Knm(x) =
1

β3
(ξ2βθnm(x) + J(H)− J(−H)) . (122)
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ θnm(x) íàéäåíà â ðàçäåëå 1.4, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëå-
íèþ èíòåãðàëà

J(±H) =

h/2∫
−h/2

dU
(b/a− ξ2)z± − ξ3U − ξ5 + 2ξ2c√

z2
± + a

=

=

h/2∫
−h/2

dU
(b/a− ξ2)(±H/2 + c)− ξ3U − ξ5 + 2ξ2c√

(±H/2 + c)2 + a
.

Äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èíòåãðàë J(H). Èíòåãðàë J(−H) âû÷èñëÿåòñÿ ïî òåì æå
ôîðìóëàì, ÷òî è èíòåãðàë J(H), â êîòîðûõ H íàäî çàìåíèòü íà −H. Âû÷èñëèì
èíòåãðàë J(H). Ðàñïèøåì âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ, â
âèäå ìíîãî÷ëåíîâ ïî U :

a = C2U
2 + C1U + C0,

C2 = (α2 − δ2/β2)/β2, C1 = (2P − 2δQ/β2)/β2, C0 = (r2 −Q2/β2)/β2;

z2
+ + a = B2U

2 +B1U +B0,

B2 = α2/β2, B1 = (Hδ + 2P )/β2, B0 = H2/4 + (HQ+ r2)/β2;

b = A2U
2 + A1U + A0,

A2 = ξ1 − ξ3δ/β
2 + ξ2δ

2/β4, A1 = ξ4 − ξ5δ/β
2 − ξ3Q/β

2 + 2ξ2δQ/β
4,

A0 = R− ξ5Q/β
2 + ξ2Q

2/β4;

bz+ = (A2U
2 + A1U + A0)(δU/β

2 +H/2 +Q/β2) = E3U
3 + E2U

2 + E1U + E0,

E3 = A2δ/β
2, E2 = A2(H/2 +Q/β2) + A1δ/β

2,

E1 = A1(H/2 +Q/β2) + A0δ/β
2, E0 = A0(H/2 +Q/β2);

ξ2z+ +ξ3U +ξ5−2ξ2c = F1U +F0, F1 = ξ3−ξ2δ/β
2, F0 = ξ5−ξ2Q/β

2 +ξ2H/2.

Ïðèìåíÿÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, çàïèøåì èíòåãðàë J(H) â âèäå

J(H) = J1 − J2, (123)

J1 =

∫ h/2

−h/2
dU

E3U
3 + E2U

2 + E1U + E0

(C2U 2 + C1U + C0)
√
B2U 2 +B1U +B0

,

J2 =

∫ h/2

−h/2
dU

F1U + F0√
B2U 2 +B1U +B0

.
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2.1.4 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî dU

Èñïîëüçóÿ äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî C2 > 0 â ñèëó (119), ïðèâåäåì
èíòåãðàë J1 ê âèäó

J1 = J11 + J12,

J11 =

∫ h/2

−h/2
dU

L1U + L0√
B2U 2 +B1U +B0

,

J12 =

∫ h/2

−h/2
dU

S1U + S0

(C2U 2 + C1U + C0)
√
B2U 2 +B1U +B0

, (124)

ãäå

L1 =
E3

C2
, L0 =

E2C2 − E3C1

C2
2

, S1 = E1 −
E3C0

C2
− C1(E2C2 − E3C1)

C2
2

,

S0 = E0 −
C0(E2C2 − E3C1)

C2
2

.

Åñëè B2
1 − 4B2B0 = 0 è −B1/(2B2) ∈ [−h/2, h/2], òî â ñèëó [88, ï. 2] òî÷êà x ëå-

æèò íà ìàëåíüêîì êóñî÷êå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç y(un, vm) êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè,
ïî êîòîðîìó âåä¼òñÿ èíòåãðèðîâàíèå â êàíîíè÷åñêîì èíòåãðàëå ïîñëå ëèíåàðè-
çàöèè y(u, v) âáëèçè y(un, vm). Â äàííîì ñëó÷àå â çíàìåíàòåëå êàíîíè÷åñêîãî
èíòåãðàëà ñ òàêîé ëèíåàðèçàöèåé âîçíèêàåò îñîáåííîñòü â òî÷êå x. Îäíàêî åñëè
â ÷èñëèòåëå ïðîâåñòè òàêóþ æå ëèíåàðèçàöèþ, à íîðìàëü ïðèáëèæåííî çàìåíèòü
íîðìàëüþ â òî÷êå y(un, vm), òî ÷èñëèòåëü áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ò.ê.
x ëåæèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç y(un, vm). Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, èñõîäíûé êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë (áåç ëèíåàðèçàöèè) íå èìååò îñîáåííîñòè,
ò.ê. x /∈ Γ, è ìîæåò áûòü îöåí¼í êàê O(hH). Ïîýòîìó åñëè B2

1 − 4B2B0 = 0 è
−B1/(2B2) ∈ [−h/2, h/2], áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Knm(x) ≈ 0. Äàëåå ïðåäïîëàãàåì,
÷òî óêàçàííîå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïîñêîëüêó B2 > 0, èíòåãðàëû J11 è J2 íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëè÷íûõ èí-
òåãðàëîâ 2.261 è 2.264 èç êíèãè [95]

J11 =
L1

B2

√
B2U 2 +B1U +B0 +

+

(
L0−

L1B1

2B2

)
1√
B2

ln

∣∣∣∣∣2B2U +B1 +2
√
B2

√
B2U 2 +B1U +B0

∣∣∣∣∣

U=h/2

U=−h/2

, (125)

J2 =
F1

B2

√
B2U 2 +B1U +B0 +
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+

(
F0−

F1B1

2B2

)
1√
B2

ln

∣∣∣∣∣2B2U+B1 +2
√
B2

√
B2U 2 +B1U +B0

∣∣∣∣∣

U=h/2

U=−h/2

. (126)

Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë J12. Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà çàâèñèò îò
çíàêà äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà C2U

2 +C1U +C0, ñòîÿùåãî â çíà-
ìåíàòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.
Ïåðâûé ñëó÷àé: C2

1 − 4C2C0 > 0. Âûøå ïîêàçàíî, ÷òî êâàäðàòè÷íûé ïîëè-
íîì, îáîçíà÷åííûé êàê a � íåîòðèöàòåëüíûé, ñëåäîâàòåëüíî åãî äèñêðèìèíàíò
íåïîëîæèòåëüíûé: C2

1 − 4C2C0 ≤ 0, ïîýòîìó ïåðâûé ñëó÷àé íå ðåàëèçóåòñÿ.
Âòîðîé ñëó÷àé: C2

1−4C2C0 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå C2U
2+C1U+C0 = C2(U−U1)

2,
ãäå U1 = −C1/(2C2) � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà. Åñëè U1 ∈ [−h/2, h/2], òî â ñèëó (121)
òî÷êà x ëåæèò íà ìàëåíüêîì êóñî÷êå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç y(un, vm) êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè, ïî êîòîðîìó âåä¼òñÿ èíòåãðèðîâàíèå â êàíîíè÷åñêîì èíòåãðàëå ïî-
ñëå ëèíåàðèçàöèè y(u, v) âáëèçè y(un, vm). Â äàííîì ñëó÷àå â çíàìåíàòåëå êà-
íîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà ñ òàêîé ëèíåàðèçàöèåé âîçíèêàåò îñîáåííîñòü â òî÷êå x.
Îäíàêî åñëè â ÷èñëèòåëå ïðîâåñòè òàêóþ æå ëèíåàðèçàöèþ, à íîðìàëü ïðèáëè-
æåííî çàìåíèòü íîðìàëüþ â òî÷êå y(un, vm), òî ÷èñëèòåëü áóäåò òîæäåñòâåííî
ðàâåí íóëþ, ò.ê. x ëåæèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç y(un, vm).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñõîäíûé êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë (áåç ëèíåàðèçàöèè) íå èìå-
åò îñîáåííîñòè, ò.ê. x /∈ Γ, è ìîæåò áûòü îöåí¼í êàê O(hH). Ïîýòîìó åñëè
U1 ∈ [−h/2, h/2], áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Knm(x) ≈ 0. Ïóñòü U1 /∈ [−h/2, h/2]. Ïðè-
ìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå

S1U + S0

(U − U1)2
=
S1(U − U1) + S0 + U1S1

(U − U1)2
=

S1

U − U1
+
S0 + U1S1

(U − U1)2
,

ïîëó÷èì

J12 =

∫ h/2

−h/2

S1dU

C2(U − U1)
√
B2U 2 +B1U +B0

+

+
S0 + U1S1

C2

∫ h/2

−h/2

dU

(U − U1)2
√
B2U 2 +B1U +B0

.

Cäåëàâ çàìåíó t = 1/(U − U1), íàõîäèì [92, ÷.1, ãë. 7, �10, ïóíêò 5]:

t1 =
2

h− 2U1
, t2 = − 2

h+ 2U1
,

J12 = −S1

C2

∫ t1

t2

sgn(t) · dt√
(U 2

1B2 + U1B1 +B0)t2 + (2B2U1 +B1)t+B2

−

− S0 + U1S1

C2

∫ t1

t2

sgn(t) · tdt√
(U 2

1B2 + U1B1 +B0)t2 + (2B2U1 +B1)t+B2

=
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= −S1

C2
sgn(C1)

∫ t1

t2

dt√
ω2t2 + ω1t+B2

− S0 + U1S1

C2
sgn(C1)

∫ t1

t2

tdt√
ω2t2 + ω1t+B2

,

ãäå ω1 = 2B2U1 + B1, ω2 = U 2
1B2 + U1B1 + B0. Êàê ïîêàçàíî âûøå, a ≥ 0,

ïîýòîìó è ω2 ≥ 0. Åñëè ω2 > 0, òî ñ ïîìîùüþ òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ 2.261 è
2.264 èç êíèãè [95], ïîëó÷àåì

J12 =
−S1 sgn(C1)

C2
√
ω2

ln
∣∣∣2ω2t+ ω1 + 2

√
ω2

√
ω2t2 + ω1t+B2

∣∣∣ ∣∣∣∣t1
t2

−

−S0 + U1S1

C2
sgn(C1)

(
1

ω2

√
ω2t2 + ω1t+B2 −

− ω1

2ω2

1
√
ω2

ln
∣∣∣2ω2t+ ω1 + 2

√
ω2

√
ω2t2 + ω1t+B2

∣∣∣ )∣∣∣∣t1
t2

.

Åñëè ω2 = 0, à ω1 6= 0, òî, ïîëüçóÿñü èíòåãðàëàìè 1.2.18.5, 1.2.18.6 èç êíèãè [94],
íàõîäèì

J12 = −S1

C2
· 2

ω1
sgn(C1)

√
ω1t+B2

∣∣∣∣t1
t2

−S0 + U1S1

C2
sgn(C1)

2(ω1t− 2B2)

3ω2
1

√
ω1t+B2

∣∣∣∣t1
t2

.

Åñëè ω2 = 0 è ω1 = 0, òî

J12 = − S1

C2
· sgn(C1)√

B2

t

∣∣∣∣t1
t2

− S0 + U1S1

C2
· sgn(C1)

2
√
B2

t2
∣∣∣∣t1
t2

.

Òåì ñàìûì, âî âòîðîì ñëó÷àå èíòåãðàë J12 âû÷èñëåí ÿâíî.
Òðåòèé ñëó÷àé: C2

1 − 4C2C0 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí C2U
2 +C1U +C0

íåïðèâîäèìûé. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà J12 èç
(124), âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â [92, ÷.1, ãë. 7, �10, ïóíêò 5,
(7.75)] èëè â [95, ðàçäåë 2.25].

Âàðèàíò 1. Åñëè B1 = B2C1/C2, òî â èíòåãðàëå J12 äîñòàòî÷íî ñäåëàòü
çàìåíó U = t− C1/(2C2). Ïóñòü, êðîìå òîãî

t1 =
h

2
+

C1

2C2
, t2 = −h

2
+

C1

2C2
, t2 < t1,

òîãäà

J12 =

t1∫
t2

[S1t+
(
− S1C1/(2C2) + S0

)
]dt

C2

[
t2 + C0/C2 − C2

1/(4C
2
2)
]√

B2t2 +B0 −B2C2
1/(4C

2
2)

=
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=
1

C2

(
S1

2

∫ t=t1

t=t2

dt2[
t2 + σ1

]√
B2t2 + σ2

+

(
−S1C1

2C2
+S0

)∫ t1

t2

dt[
t2 + σ1

]√
B2t2 + σ2

)
,

ãäå

σ1 =
C0

C2
− C2

1

4C2
2

> 0, σ2 = B0 −
B2C

2
1

4C2
2

≥ 0.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

J121 =
S1

2C2

∫ t=t1

t=t2

dt2[
t2 + σ1

]√
B2t2 + σ2

,

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)∫ t1

t2

dt[
t2 + σ1

]√
t2 + σ2/B2

,

ïîëó÷èì
J12 = J121 + J122. (127)

Èñïîëüçóÿ òàáëè÷íûé èíòåãðàë 2.246 èç êíèãè [95], íàõîäèì èíòåãðàë J121 â
ÿâíîì âèäå.
1. Åñëè σ1B2 − σ2 > 0, òî

J121 =
S1

C2

√
σ1B2 − σ2

arctg

(√
B2t2 + σ2√
σ1B2 − σ2

)∣∣∣∣∣
t1

t2

.

2. Åñëè σ1B2 − σ2 < 0, òî

J121 =
S1

2C2

√
σ2 − σ1B2

ln

∣∣∣∣∣
√
B2t2 + σ2 −

√
σ2 − σ1B2√

B2t2 + σ2 +
√
σ2 − σ1B2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
t1

t2

.

3. Åñëè σ1B2 − σ2 = 0, òî

J121 = − S1

C2

√
B2t2 + σ2

∣∣∣∣∣
t1

t2

.

Èñïîëüçóÿ òàáëè÷íûå èíòåãðàëû 1.2.43.17, 1.2.45.10, 1.2.45.13 è 1.2.11.10 èç
êíèãè [94], íàõîäèì èíòåãðàë J122 â ÿâíîì âèäå.
1. Åñëè σ2 > 0 è σ2 −B2σ1 < 0, òî

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+S0

)
1√

σ1(σ1 − σ2/B2)
ln

∣∣∣t√σ1 − σ2/B2 +
√
σ1(t2 + σ2/B2)

∣∣∣
√
t2 + σ1

∣∣∣∣∣∣
t1

t2

.
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2. Åñëè σ2 −B2σ1 > 0, òî

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)
1√

σ1(σ2/B2 − σ1)
arctg

t
√
σ2/B2 − σ1√

σ1(t2 + σ2/B2)

∣∣∣∣∣
t1

t2

.

3. Åñëè σ1 − σ2/B2 = 0, òî

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)
t

σ1

√
t2 + σ1

∣∣∣∣t1
t2

.

4. Åñëè σ2 = 0 è |B1/(2B2)| > h/2, òî

J122 =
1

C2

√
B2

(
−S1C1

2C2
+ S0

)
sgn(B1)

1

2σ1
ln

t2

|t2 + σ1|

∣∣∣∣t1
t2

.

Èòàê, â ýòîì âàðèàíòå èíòåãðàë J12 èç (124) âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî ïî ôîðìóëå (127).
Âàðèàíò 2. Ïóñòü B1 6= B2C1/C2. Â [88, ïóíêò 2] ïîêàçàíî, ÷òî êâàäðàòíûé

òðåõ÷ëåí ïîä êîðíåì â (124) íåîòðèöàòåëåí (ýòîò ðåçóëüòàò âûòåêàåò òàêæå è èç
ïðèâåäåííûõ âûøå âûêëàäîê), ïîýòîìó åãî äèñêðèìèíàíò íåïîëîæèòåëåí, ò.å.
B2

1/(4B
2
2)−B0/B2 ≤ 0. Ïîëîæèì χ2

1 = B0/B2−B2
1/(4B

2
2) ≥ 0. Äàëåå ðàññìîòðèì

2 âàðèàíòà: 2à è 2á.
Âàðèàíò 2à: χ1 > 0. Ïðåîáðàçóåì

B2U
2 +B1U +B0 = B2

[(
U +

B1

2B2

)2

+ χ2
1

]
=

= B2χ
2
1

[(
U +

B1

2B2

)2

/χ2
1 + 1

]
= B2χ

2
1

(
sh2 t+ 1

)
,

ãäå ñäåëàíà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ çàìåíà

sh t =

(
U +

B1

2B2

)
/χ1, U = χ1 sh t− B1

2B2
, t = arcsh

[(
U +

B1

2B2

)
/χ1

]
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí â çíàìåíàòåëå (ó÷èòûâàÿ óñëî-
âèå, ïðèíÿòîå â òðåòüåì ñëó÷àå) è ëèíåéíóþ ôóíêöèþ â ÷èñëèòåëå:

C2U
2 + C1U + C0 = C2

(
χ2

1 sh2 t− χ1B1

B2
sh t+

B2
1

4B2
2

)
+ C1χ1 sh t+ C0 −

B1C1

2B2
=

= C2χ
2
1 sh2 t+

(
C1χ1 −

χ1B1C2

B2

)
sh t+

B2
1C2

4B2
2

−B1C1

2B2
+C0 = ν2 sh2 t+ν1 sh t+ν0 > 0,
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S1U + S0 = S1χ1 sh t− B1S1

2B2
+ S0 = ε1 sh t+ ε0,

ãäå

ν2 = C2χ
2
1 > 0, ν1 = C1χ1−χ1B1C2/B2, ν0 = B2

1C2/(4B
2
2)−B1C1/(2B2) +C0,

ε1 = S1χ1, ε0 = S0 −B1S1/(2B2).

Ïîñêîëüêó ν2 sh2 t+ ν1 sh t+ ν0 > 0, äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà
îòíîñèòåëüíî sh t îòðèöàòåëüíûé, ò.å.

ν2
1 − 4ν2ν0 < 0. (128)

Êðîìå òîãî, ν1 6= 0 â ñèëó óñëîâèé, ïðèíÿòûõ â âàðèàíòå 2 è â âàðèàíòå 2à.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dU = χ1 ch t dt è sh2 t+ 1 = ch2 t, çàïèøåì

J12 =
1√
B2

∫ t+

t−

ch t·dt ε1 sh t+ ε0(
ν2 sh2 t+ ν1 sh t+ ν0

)
ch t

, t± = arcsh

[(
±h

2
+

B1

2B2

)
/χ1

]
.

Ýòîò èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå, ïåðåõîäÿ ê êîìïëåêñíûì ÷èñëàì.
×òîáû ïðèâåñòè îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìóëó äëÿ èíòåãðàëà, ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

g1 = − ν1

2ν2
6= 0, g2 =

√
|ν2

1 − 4ν2ν0|
2ν2

> 0, |G2
++1| =

√
(g2

1 − g2
2 + 1)2 + 4g2

1g
2
2,

ζ1 = exp

(
arcsh

[(
−h

2
+

B1

2B2

)
/χ1

])
, ζ2 = exp

(
arcsh

[(
h

2
+

B1

2B2

)
/χ1

])
,

cos
Ψ

2
= sgn(g1)

√
|G2

+ + 1|+ g2
1 − g2

2 + 1

2|G2
+ + 1|

, sin
Ψ

2
=

√
|G2

+ + 1| − (g2
1 − g2

2 + 1)

2|G2
+ + 1|

,

Re γ+ =
cos(Ψ/2)

2
√
|G2

+ + 1|
= sgn(g1)

√
|G2

+ + 1|+ g2
1 − g2

2 + 1

2
√

2 |G2
+ + 1|

,

Im γ+ = − sin(Ψ/2)

2
√
|G2

+ + 1|
= −

√
|G2

+ + 1| − (g2
1 − g2

2 + 1)

2
√

2 |G2
+ + 1|

,

Λ1 =
ε1
2

Re γ+ +
ε1g1 + ε0

2g2
Im γ+, Λ2 =

ε1
2

Im γ+ −
ε1g1 + ε0

2g2
Re γ+,

s1 = −1

2

2∑
q=1

2∑
l=1

(−1)q+l×

× ln

[(
g1 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| cos
Ψ

2
− ζl

)2

+

(
g2 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| sin
Ψ

2

)2
]
,
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s2 = −
2∑
q=1

2∑
l=1

(−1)q+l×

× arccos
g1 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| cos(Ψ/2)− ζl√(
g1 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| cos Ψ
2 − ζl

)2

+
(
g2 + (−1)q

√
|G2

+ + 1| sin Ψ
2

)2
.

Èñïîëüçóÿ ïðèâåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ, èíòåãðàë J12 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

J12 =
−4

ν2

√
B2

· (Λ1s1 − Λ2s2) .

Òàêèì îáðàçîì, â âàðèàíòå 2à èíòåãðàë J12 âû÷èñëåí ÿâíî.
Âàðèàíò 2á: χ1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

B2U
2 +B1U +B0 = B2

[(
U +

B1

2B2

)2

+ χ2
1

]
= B2

(
U +

B1

2B2

)2

= B2 (U + Ω)2 ,

ãäå Ω = B1/(2B2). Êàê îòìå÷åíî âûøå, ñ÷èòàåì, ÷òî Ω /∈ [−h/2, h/2]. Òîãäà

J12 =

∫ h/2

−h/2
dU

S1U + S0

(C2U 2 + C1U + C0)
√
B2U 2 +B1U +B0

=

=
1√
B2

∫ h/2

−h/2

(S1U + S0) sgn(U + Ω)dU

(C2U 2 + C1U + C0) (U + Ω)
=

sgn(Ω)√
B2

∫ h/2

−h/2

(S1U + S0)dU

(C2U 2 + C1U + C0) (U + Ω)
=

sgn(Ω)√
B2

×

×

[
p1

∫ h/2

−h/2

UdU

C2U 2 + C1U + C0
+ p2

∫ h/2

−h/2

dU

C2U 2 + C1U + C0
+ p3

∫ h/2

−h/2

dU

U + Ω

]
,

(129)
ãäå

p1 = − C2(S1Ω− S0)

C1Ω− C0 − C2Ω2
, p2 =

S0

Ω
− C0(S1Ω− S0)

Ω(C1Ω− C0 − C2Ω2)
,

p3 =
S1Ω− S0

C1Ω− C0 − C2Ω2
.

Èíòåãðàëû â (129) òàáëè÷íûå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè 1.2.8.19 è 1.2.8.13 èç
[94]. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî C2

1 − 4C2C0 < 0, íàõîäèì

J12 =
sgn(Ω)√

B2

(
p3 ln |U + Ω|+ p1

2C2
ln
∣∣C2U

2 + C1U + C0

∣∣ −
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− p1C1

C2

√
4C2C0 − C2

1

arctg

(
2C2U + C1√
4C2C0 − C2

1

)
+

+
2p2√

4C2C0 − C2
1

arctg

(
2C2U + C1√
4C2C0 − C2

1

))
U=h/2

U=−h/2

.

Òàêèì îáðàçîì, â âàðèàíòå 2á èíòåãðàë J12 âû÷èñëåí ÿâíî.

2.1.5 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ íåïðå-

ðûâíîé ïëîòíîñòüþ

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàñ-
ñà C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü, ëèáî ïðî-
ñòàÿ ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ðàçîìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà
C2, ñîäåðæàùàÿ ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. Ïóñòü Γ äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ
(111) ñî ñâîéñòâîì (113), è µ(y) ∈ C0(Γ). Òîãäà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ
(114) ïðè x /∈ Γ è k ≥ 0 èìååò ìåñòî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

Wk[µ](x) ≈ 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)Knm(x),

(130)
ãäå èíòåãðàë Knm(x) âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå â ïóíêòàõ 2.1.2 � 2.1.4.

Ôîðìóëà äëÿ Knm(x) ïðèâîäèòñÿ â (122), ãäå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè θnm(x)
äà¼òñÿ â ÿâíîì âèäå â ðàçäåëå 1.3, èíòåãðàë J(H) îïðåäåëÿåòñÿ â (123), J1 íà-
õîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (124), à J2 íàéäåíî â (126). Èíòåãðàë J11 âû÷èñëåí â (125),
à èíòåãðàë J12 âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå â ïóíêòå 2.1.4 äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ.

Åñëè k = 0, òî ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïåðåõî-
äèò â ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïàëàñà, ñîîòâåòñòâåííî, êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà (130) ïðè k = 0 ïðèíèìàåò âèä êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ
ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

2.1.6 Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî

ñëîÿ

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (130) ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóð-
íîé ôîðìóëå äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ âíå ïîâåðõíîñòè Γ, èñïîëüçóåìîé â
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èíæåíåðíûõ ðàñ÷¼òàõ [2, Ãëàâà 2]

Wk[µ](x) ≈ 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)×

× hH

|x− y(un, vm)|3
3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj(un, vm)− xj). (131)

Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (116) çàìåíîé êà-
íîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà èç (117) íà åãî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå

hH

|x− y(un, vm)|3
3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj(un, vm)− xj).

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû Γ � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü. Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà (131) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè åñëè òî÷êà x ñòðåìèòñÿ èçíóòðè ëèáî
èçâíå Γ ê îäíîé èç òî÷åê y(un, vm) ∈ Γ, õîòÿ ñàì ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ â
íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îãðàíè÷åí íà Γ è íåïðåðûâíî ïðîäîëæèì íà Γ èçíóò-
ðè è èçâíå. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè òî÷êà x ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå íà Γ èçíóòðè
èëè èçâíå, òî ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó. Ñòàí-
äàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íå ñîõðàíÿåò âàæíåéøèå ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ, à èìåííî, îãðàíè÷åííîñòü íà Γ è íåïðåðûâíóþ ïðîäîëæèìîñòü íà
Γ èçâíå èëè èçíóòðè. Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íå äà¼ò ðàâíîìåðíîé
àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ êàê âî âíóòðåííåé òàê è âî âíåøíåé
îáëàñòÿõ ñ ãðàíèöåé Γ è, ïðè ôèêñèðîâàííîì h, ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè
ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå.

Ïîìèìî ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó, îñíîâàííóþ íà âû÷èñëåíèè òåëåñ-
íûõ óãëîâ [98, c. 87]. Ñðàâíåíèå ýòîé ôîðìóëû ñ ôîðìóëîé, ïðåäëîæåííîé â
íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 2.3.

2.1.7 ×èñëåííûå òåñòû

Òåñòèðîâàíèå óëó÷øåííîé (130) è ñòàíäàðòíîé (131) êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïðî-
âåäåíî â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, êî-
òîðàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè:

y1(u, v) = cosu sin v, y2(u, v) = sinu sin v, y3(u, v) = cos v, (132)
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ïðè÷¼ì (u, v) ∈ [0, 2π]× [0, π]. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå |η(y(u, v))| = sin v
è |η(y(u, 0))| = |η(y(u, π))| = 0 äëÿ âñåõ u ∈ [0, 2π]. Èíà÷å ãîâîðÿ, |η(y)| = 0 íà
ïîëþñàõ ñôåðû ïðè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè, íî óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ.

Ñîãëàñíî [6, � 27.6], ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ
ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

µ(x)|Γ = Wk[µ](x)|Γ− − Wk[µ](x)|Γ+ .

Çäåñü ïîâåðõíîñòü Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâóñòîðîííÿÿ, ÷åðåç Γ− îáîçíà÷åíà
ñòîðîíà, êîòîðóþ ìû âèäèì, ãëÿäÿ íàâñòðå÷ó âåêòîðó íîðìàëè ny, à ÷åðåç Γ+

îáîçíà÷åíà ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðîíà. Â ôîðìóëå áåðóòñÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ðàçíûõ ñòîðîíàõ Γ. Îòìåòèì, ÷òî íàïðàâëåíèå
åäèíè÷íîé íîðìàëè ny ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì íîðìàëè η, ò.ê. âåêòîð ny ïî-
ëó÷àåòñÿ èç η â ðåçóëüòàòå íîðìèðîâêè. Ïóñòü òåïåðü Γ � åäèíè÷íàÿ ñôåðà, çà-
äàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèåé (132), òîãäà ôîðìóëû (112) äëÿ íîðìàëè η îïðåäåëÿþò
âíóòðåííþþ íîðìàëü íà ñôåðå, à çíà÷èò, Γ− � âíóòðåííÿÿ ñòîðîíà åäèíè÷íîé
ñôåðû, à Γ+ � å¼ âíåøíÿÿ ñòîðîíà.

Â ðàññìàòðèâàåìûõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ çà-
äàííîé íà åäèíè÷íîé ñôåðå ïëîòíîñòüþ èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå âî âñ¼ì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïîýòîìó òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ìîæíî ñðàâíèòü ñ ïðèáëèæåí-
íûìè, âû÷èñëåííûìè ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì. Âî âñåõ òåñòàõ ïðèáëèæåííîå
çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ âû÷èñëÿëîñü ïî ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëå (131) è ïî óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (130) â íåêîòîðûõ òî÷êàõ
íà âñïîìîãàòåëüíûõ ñôåðàõ, èìåþùèõ öåíòðû â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñû,
ðàâíûå 1 ± ∆R. Òåì ñàìûì, âñïîìîãàòåëüíûå ñôåðû íàõîäÿòñÿ ëèáî âíóòðè,
ëèáî ñíàðóæè ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåí-
öèàëà, íà ðàññòîÿíèè ∆R îò íå¼. Çàòåì áûëè ðàññ÷èòàíû çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ
ïîãðåøíîñòåé â ýòèõ òî÷êàõ, è äëÿ êàæäîé âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû îïðåäåëÿ-
ëèñü ìàêñèìóìû çíà÷åíèé ýòèõ ïîãðåøíîñòåé.

Êîîðäèíàòû òî÷åê, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîé àáñî-
ëþòíîé ïîãðåøíîñòè:

xqlj = Ryj(uq, vl), j = 1, 2, 3,

uq =
2π

2N
q, q = 0, . . . , 2N ; vl =

π

2M
l, l = 1, . . . , 2M − 1, (133)

ãäå yj(u, v) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (132), R � ðàäèóñ âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû.
Òî åñòü ýòè òî÷êè ðàñïîëîæåíû íàä è ïîä öåíòðàìè ó÷àñòêîâ ðàçáèåíèÿ åäèíè÷-
íîé ñôåðû, ñåðåäèíàìè ãðàíèö ìåæäó òàêèìè ó÷àñòêàìè è ïåðåñå÷åíèÿìè ýòèõ
ãðàíèö.

117



Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N . Çíà÷åíèÿ øàãîâ
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè h = 2π/N, H = π/M. Åñëè N/2 = M = 25, òî
h = H ≈ 0.13; åñëè N/2 = M = 50, òî h = H ≈ 0.063; åñëè N/2 = M = 100, òî
h = H ≈ 0.031.

Â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïî-
ãðåøíîñòåé. Â ëåâîì ñòîëáöå óêàçàíî îòëè÷èå ðàäèóñà âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû
îò åäèíèöû: äëÿ âíóòðåííèõ ñôåð ðàäèóñ ðàâåí 1 −∆R, äëÿ âíåøíèõ 1 + ∆R.
Â âåðõíåé ñòðîêå óêàçàíû çíà÷åíèÿ M,N . Ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû �
ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íà äàííîé
âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðå, à ÷èñëî ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé � ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü íà äàííîé ñôåðå äëÿ óëó÷øåííîé ôîðìóëû.
Òåñò 1. Â äàííîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = k,

òîãäà ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà èìååò âèä

Wk[µ](x) =


(1− ik) exp(ik)

sin(k|x|)
|x|

ïðè |x| < 1,

(sin k − k cos k)
exp(ik|x|)
|x|

ïðè |x| > 1,

ãäå k = 1. Â òàáëèöå 12 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñî-
ëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé.
Òåñò 2. Â äàííîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà
µ(y(u, v)) = k3 cos v. Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ èìååò âèä

Wk[µ](x) =


(k2 + 2(ik − 1)) exp(ik)

k|x| cos(k|x|)− sin(k|x|)
|x|2

cosϑ ïðè |x| < 1,

(2k cos k + (k2 − 2) sin k)
(ik|x| − 1) exp(ik|x|)

|x|2
cosϑ ïðè |x| > 1,

ãäå ϑ � çåíèòíûé óãîë â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîð-
äèíàò, k = 1. Â òàáëèöå 13 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé.
Òåñò 3. Â äàííîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà
µ(y(u, v)) = k3 sin v cosu. Òîãäà, ïðè ýòîì ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ èìååò âèä

Wk[µ](x) =


(k2 + 2(ik − 1)) exp(ik)

k|x| cos(k|x|)− sin(k|x|)
|x|2

sinϑ cosϕ, |x| < 1,

(2k cos k + (k2 − 2) sin k)
(ik|x| − 1) exp(ik|x|)

|x|2
sinϑ cosϕ, |x| > 1,
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∆R M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

0.1 0.029; 0.0089 0.0079; 0.0024 0.0021; 0.00062
0.06 0.13; 0.012 0.020; 0.0038 0.0055; 0.0010
0.03 1.04; 0.034 0.13; 0.0065 0.020; 0.0019
0.01 12.1; 0.12 2.74; 0.031 0.49; 0.0061

Âíóòðåííèå ñôåðû

∆R M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

0.1 0.028; 0.0077 0.0077; 0.0021 0.0020; 0.00054
0.06 0.15; 0.014 0.020; 0.0035 0.0055; 0.00093
0.03 1.08; 0.042 0.14; 0.0069 0.020; 0.0018
0.01 12.1; 0.24 2.76; 0.036 0.50; 0.0063

Âíåøíèå ñôåðû

Òàáëèöà 12: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 1

ãäå ϑ è ϕ � çåíèòíûé è àçèìóòàëüíûé óãëû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, k = 1. Â òàáëèöå 14 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñè-
ìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé.

2.1.8 Âûâîäû

Êàê óêàçàíî âûøå, ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèö � ïîãðåøíîñòü ñòàíäàðòíîé
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, à âòîðîå ÷èñëî � ïîãðåøíîñòü óëó÷øåííîé êâàäðàòóð-
íîé ôîðìóëû. Èç òàáëèö âèäíî, ÷òî óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà îáåñïå-
÷èâàåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé âáëèçè ãðàíèöû Γ, ÷åì ñòàíäàðòíàÿ.
Êðîìå òîãî, ïðè ôèêñèðîâàííûõ h,H ñòàíäàðòíàÿ ôîðìóëà áûñòðî ðàñõîäèòñÿ
ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå. Òåñòû ïîêàçûâàþò, ÷òî óëó÷øåííàÿ ôîðìóëà äà¼ò
õîðîøóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé äëÿ âñåõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè
H è áîëåå îò ãðàíèöû Γ. Â ýòîì ñëó÷àå óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè è îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíóþ ïîãðåøíîñòü
âû÷èñëåíèé ïîðÿäêà O(hH). Íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà hH äî ãðàíèöû óëó÷øåí-
íàÿ ôîðìóëà äà¼ò ïîãðåøíîñòü O(H), à ïîãðåøíîñòü ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû ñòðåìèòåëüíî âîçðàñòàåò.
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∆R M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

0.1 0.029; 0.0091 0.0079; 0.0025 0.0020; 0.00064
0.06 0.082; 0.012 0.020; 0.0039 0.0055; 0.0010
0.03 0.48; 0.025 0.082; 0.0062 0.020; 0.0019
0.01 5.97; 0.079 1.31; 0.019 0.22; 0.0045

Âíóòðåííèå ñôåðû

∆R M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

0.1 0.028; 0.0074 0.0078; 0.0020 0.0020; 0.00052
0.06 0.083; 0.011 0.020; 0.0034 0.0055; 0.00091
0.03 0.50; 0.024 0.082; 0.0058 0.020; 0.0018
0.01 5.99; 0.10 1.32; 0.020 0.22; 0.0044

Âíåøíèå ñôåðû

Òàáëèöà 13: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 2

2.2 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåí-

öèàëà äâîéíîãî ñëîÿ

Ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ ïîçâîëÿþò ñâîäèòü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ê ãðàíè÷íûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì, êî-
òîðûå çàòåì ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðà-
åâîé çàäà÷è.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íóæíî èìåòü êâàäðàòóð-
íûå ôîðìóëû, êîòîðûå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ âû÷èñëÿþò ïðÿìûå çíà÷åíèÿ ïî-
òåíöèàëîâ íà ïîâåðõíîñòè, ãäå çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà.

Â äàííîì ðàçäåëå âûâîäèòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ, çàäàííîé íà çàìêíóòîé
ëèáî ðàçîìêíóòîé ïîâåðõíîñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîòåíöèàëû äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ
óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà. Âûâåäåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ìîæåò
èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,
âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà
ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ. Ïðåäëîæåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äà¼ò çíà÷èòåëüíî
áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü, ÷åì ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, ÷òî ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè.
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∆R M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

0.1 0.012; 0.0072 5.7E-5; 0.0018 1.5E-6; 4.5E-4
0.06 0.13; 0.013 0.0046; 0.0029 8.8E-6; 7.1E-4
0.03 1.04; 0.035 0.13; 0.0068 0.0050; 0.0014
0.01 12.08; 0.12 2.74; 0.032 0.49; 0.0062

Âíóòðåííèå ñôåðû

∆R M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

0.1 0.019; 0.0062 0.00014; 0.0014 1.8E-6; 3.6E-4
0.06 0.15; 0.013 0.0062; 0.0026 1.7E-5; 6.3E-4
0.03 1.07; 0.041 0.14; 0.0068 0.0058; 0.0013
0.01 12.1; 0.24 2.76; 0.036 0.50; 0.0063

Âíåøíèå ñôåðû

Òàáëèöà 14: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 3

2.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ
îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü [92, c. 201], ëèáî ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ
îãðàíè÷åííàÿ ðàçîìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, ñîäåðæà-
ùàÿ ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè [93, Ãëàâà 14, � 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü
Γ ïàðàìåòðèçîâàíà òàê, ÷òî íà íåå îòîáðàæàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê:

y = (y1, y2, y3) ∈ Γ, y1 = y1(u, v), y2 = y2(u, v), y3 = y3(u, v);

u ∈ [0, A], v ∈ [0, B];

yj(u, v) ∈ C2([0, A]× [0, B]), j = 1, 2, 3. (134)

Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû ðàçëè÷íûì âíóòðåííèì òî÷êàì ïðÿìîóãîëüíèêà ïðè
óêàçàííîì îòîáðàæåíèè ñîîòâåòñòâîâàëè ðàçëè÷íûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ñôåðó,
ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîèäà, ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè ôèãóð âðàùåíèÿ, ïîâåðõíîñòü òî-
ðà è ìíîãèå äðóãèå áîëåå ñëîæíûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü òàêèì
îáðàçîì. Êðîìå òîãî, ñëîæíûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé
è äëÿ êàæäîé ÷àñòè ââåñòè ñâîþ ïàðàìåòðèçàöèþ, òîãäà äàëüíåéøèå ðàññóæ-
äåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êàæäîé òàêîé ÷àñòè. Ââåä¼ì N òî÷åê un ñ øàãîì h íà
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îòðåçêå [0, A] è M òî÷åê vm íà îòðåçêå [0, B] è ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðÿìî-
óãîëüíèêà [0, A]× [0, B], êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòü Γ

A = Nh, B = MH, un = (n+ 1/2)h, n = 0, ..., N − 1;

vm = (m+ 1/2)H, m = 0, ...,M − 1.

Òåì ñàìûì ïðÿìîóãîëüíèê [0, A]× [0, B] ðàçáèâàåòñÿ íà N ×M ìàëåíüêèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíè÷êîâ è ÷åðåç (un, vm) îáîçíà÷åíû ñåðåäèíêè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíè÷êîâ.

Èçâåñòíî [93, Ãë. 14, � 1], ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëè (íå åäèíè÷íîãî)
η(y) = (η1(y), η2(y), η3(y)) â òî÷êå ïîâåðõíîñòè y = (y1, y2, y3) ∈ Γ âûðàæàþòñÿ
÷åðåç îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà ôîðìóëàìè

η1 =

∣∣∣∣(y2)u (y3)u
(y2)v (y3)v

∣∣∣∣ , η2 =

∣∣∣∣(y3)u (y1)u
(y3)v (y1)v

∣∣∣∣ , η3 =

∣∣∣∣(y1)u (y2)u
(y1)v (y2)v

∣∣∣∣ . (135)

Ïîëîæèì |η(y)| =
√

(η1(y))2 + (η2(y))2 + (η3(y))2. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî [93,
Ãë. 14], ÷òî ∫

Γ

F (y)dsy =

∫ A

0

du

∫ B

0

dvF (y(u, v))|η(y(u, v))|.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

|η(y(u, v))| > 0, ∀ (u, v) ∈ ((0, A)× (0, B)). (136)

Èç óñëîâèÿ (136) ñëåäóåò, ÷òî |η(y(u, v))| ∈ C1((0, A)× (0, B)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ny åäèíè÷íóþ íîðìàëü â òî÷êå y ∈ Γ, ò.å. ny = η(y)/|η(y)|. Ïðîèçâîäíàÿ ïî
íîðìàëè ny èìååò âèä

∂

∂ny
= |η(y)|−1(η(y),∇y).

Îáîçíà÷èì |x− y(u, v)| =
√

(x1 − y1(u, v))2 + (x2 − y2(u, v))2 + (x3 − y3(u, v))2 è
çàìåòèì, ÷òî

∂

∂ny
|x− y| = 1

|η(y)|

3∑
j=1

ηj(y)
yj − xj
|x− y|

.

Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðå-
øåíèè êðàåâûõ çàäà÷ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü µ(y) ∈ C0(Γ).
Ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ â òî÷êå x = y(un̂, vm̂) ∈ Γ èìååò âèä

Wk[µ](x) =
1

4π

∫
Γ

µ(y)
∂

∂ny

eik|x−y|

|x− y|
dsy =
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=
1

4π

∫
Γ

µ(y)
1

|η(y)|
exp(ik|x− y|)(ik|x− y| − 1)

|x− y|2
3∑
j=1

ηj(y)(yj − xj)
|x− y|

dsy =

=
1

4π

∫ A

0

du

∫ B

0

dv µ(y(u, v)) exp(ik|x− y(u, v)|)(ik|x− y(u, v)| − 1)×

×
3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

=

=
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv µ(y(u, v))×

× exp(ik|x− y(u, v)|)(ik|x− y(u, v)| − 1)
3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

, (137)

ãäå k ≥ 0. Èçâåñòíî [6, �27.5], ÷òî ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî
ñëîÿ â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà Γ ôóíêöèåé. Ïóñòü
µnm = µ(y(un, vm)), òîãäà

µ(y(u, v)) = µnm + o(1),

äëÿ u ∈ [un − h/2, un + h/2] è v ∈ [vm − H/2, vm + H/2]. Òàê æå êàê è â [88]
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè u ∈ [un − h/2, un + h/2] è v ∈ [vm − H/2, vm + H/2]
âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

|x− y(u, v)| = |x− y(un, vm)|+O(h+H),

exp(ik|x− y(u, v)|) = exp(ik|x− y(un, vm)|) +O(h+H).

Êîíñòàíòû â îöåíêàõ ôóíêöèé, îáîçíà÷åííûõ êàê O(h+H), íå çàâèñÿò îò n,m
è îò ðàñïîëîæåíèÿ x â óçëàõ Γ. Ñëåäîâàòåëüíî,

Wk[µ](x)|x=y(un̂,vm̂)∈Γ ≈
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x−y(un, vm)|)(ik|x−y(un, vm)|−1)×

×
∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

. (138)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ïðè x = y(un̂, vm̂) ∈ Γ, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äâîéíîé
èíòåãðàë â (138), êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì èíòåãðàëîì.
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2.2.2 Âû÷èñëåíèå êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà, êîãäà òî÷êà x ëåæèò â

îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

Â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíè÷êó ñ öåíòðîì â òî÷êå
(un̂, vm̂), êîòîðîé îòâå÷àåò òî÷êà y(un̂, vm̂) = x íà ïîâåðõíîñòè Γ. Ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (un̂, vm̂), íàõîäèì

|y(u, v)− x|2 = |y(u, v)− y(un̂, vm̂)|2 ≈
3∑
j=1

((yj)
′
u(u− un̂) + (yj)

′
v(v − vm̂))2 =

=
3∑
j=1

(((yj)
′
u)

2(u− un̂)2 + ((yj)
′
v)

2(v − vm̂)2 + 2(yj)
′
u(yj)

′
v(u− un̂)(v − vm̂)) =

= α2(u− un̂)2 + β2(v − vm̂)2 + 2δ(u− un̂)(v − vm̂),

α2 =
3∑
j=1

((yj)
′
u)

2, β2 =
3∑
j=1

((yj)
′
v)

2, δ =
3∑
j=1

(yj)
′
u(yj)

′
v,

ãäå (yj)
′
u è (yj)

′
v áåðóòñÿ â òî÷êå (un̂, vm̂). Çàìåòèì, ÷òî α2β2−δ2 = |η(x)|2 ñîãëàñíî

[93, Ãë. 14, � 1], ïîýòîìó α2 > 0 è β2 > 0 â ñèëó óñëîâèÿ (136). Äàëåå, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó Òåéëîðà â òî÷êå (un̂, vm̂) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî [93, Ãë.
10, � 5.3], ïîëó÷àåì

yj − xj = (yj)
′
u(u− un̂) + (yj)

′
v(v − vm̂) +

1

2
(yj)

′′
uu(u− un̂)2

+
1

2
(yj)

′′
vv(v − vm̂)2 + (yj)

′′
uv(u− un̂)(v − vm̂) + o

(
(u− un̂)2 + (v − vm̂)2

)
,

ηj(y(u, v)) = ηj(y(un̂, vm̂))+(ηj)
′
u(u−un̂)+(ηj)

′
v(v−vm̂)+o

(√
(u− un̂)2 + (v − vm̂)2

)
.

Ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå (un̂, vm̂). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

3∑
j=1

ηj(y(un̂, vm̂))(yj)
′
u =

3∑
j=1

ηj(y(un̂, vm̂))(yj)
′
v = 0,

ñëåäîâàòåëüíî

3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj − xj) ≈ ξ1(u− un̂)2 + ξ2(v − vm̂)2 + ξ3(u− un̂)(v − vm̂),

ξ1 =
3∑
j=1

(
1

2
ηj(y(un̂, vm̂))(yj)

′′
uu + (ηj)

′
u(yj)

′
u

)
,
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ξ2 =
3∑
j=1

(
1

2
ηj(y(un̂, vm̂))(yj)

′′
vv + (ηj)

′
v(yj)

′
v

)
,

ξ3 =
3∑
j=1

(
ηj(y(un̂, vm̂))(yj)

′′
uv + (ηj)

′
u(yj)

′
v + (ηj)

′
v(yj)

′
u

)
.

Ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå (un̂, vm̂). Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé
âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë â (138) ïðèáëè-
æåííî ðàâåí ñëåäóþùåìó èíòåãðàëó, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç Jn̂m̂∫ un̂+h/2

un̂−h/2
du

∫ vm̂+H/2

vm̂−H/2
dv

∑3
j=1 ηj(y(u, v))(yj − xj)

|x− y|3
≈

=

∫ h/2

−h/2
dU

∫ H/2

−H/2
dV

ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV

(α2U 2 + β2V 2 + 2δUV )3/2
= Jn̂m̂,

ãäå U = u− un̂, V = v − vm̂. Âû÷èñëèì èíòåãðàë Jn̂m̂ â ÿâíîì âèäå. Ïåðåéäÿ ê
ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ρ =

√
U 2 + V 2, U = ρ cosφ, V = ρ sinφ, ìû ïðåîáðàçóåì

âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîì â ñóììó äâóõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. Ïðèìåíÿÿ â
ïîëó÷èâøèñÿ äâóõ èíòåãðàëàõ çàìåíû t = tg φ è t = ctg φ ñîîòâåòñòâåííî, à
çàòåì ñäåëàâ çàìåíó z = t + δ/α2 ìû ïðèõîäèì ê òàáëè÷íûì èíòåãðàëàì. Â
èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ Jn̂m̂.

Ïîäðîáíî ïðîöåññ âûâîäà èíòåãðàëà Jn̂m̂ îïèñàí â ðàçäåëå 1.2. ßâíîå âûðà-
æåíèå äëÿ Jn̂m̂ èìååò âèä

Jn̂m̂ =
h

β3

(
− ξ2z√

z2 + (α/β)2 − (δ/β2)2
+ ξ2 ln

∣∣∣z +
√
z2 + (α/β)2 − (δ/β2)2

∣∣∣ −
− ξ3 − 2ξ2δ/β

2√
z2 + (α/β)2 − (δ/β2)2

+

+z
ξ2(δ/β

2)2 + ξ1 − ξ3δ/β
2

((α/β)2 − (δ/β2)2)
√
z2 + (α/β)2 − (δ/β2)2

)∣∣∣∣∣
H/h+δ/β2

−H/h+δ/β2

−

−H
α3

(
− ξ1z√

z2 − (δ/α2)2 + (β/α)2
+ ξ1 ln

∣∣∣z +
√
z2 − (δ/α2)2 + (β/α)2)2

∣∣∣ −
− ξ3 − 2ξ1δ/α

2√
z2 − (δ/α2)2 + (β/α)2

+
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+z
ξ1(δ/α

2)2 + ξ2 − ξ3δ/α
2

(−(δ/α2)2 + (β/α)2)
√
z2 − (δ/α2)2 + (β/α)2

)∣∣∣∣∣
−h/H+δ/α2

h/H+δ/α2

.

2.2.3 Âû÷èñëåíèå êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà, êîãäà òî÷êà x íå ëåæèò
â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïóñòü òî÷êà x íå ïðèíàäëåæèò êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè Γ, íà êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ
òî÷êà y = y(u, v), êîãäà (u− un) ∈ [−h/2, h/2] è (v − vm) ∈ [−H/2, H/2]. Ðàçëî-
æèì yj(u, v) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (un, vm), òîãäà äëÿ j = 1, 2, 3
ïîëó÷èì

yj(u, v) = yj(un, vm) +Dj +O(H2 + h2),

ãäå
Dj = (yj)

′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm).

Çäåñü è äàëåå âñå ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm). Ïîëîæèì

r2 = |x− y(un, vm)|2 =
3∑
j=1

r2
j 6= 0, rj = yj(un, vm)− xj, j = 1, 2, 3,

òîãäà
yj(u, v)− xj = rj +Dj +O(H2 + h2), j = 1, 2, 3.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|x− y(u, v)|2 =
3∑
j=1

(xj − yj(u, v))2 ≈
3∑
j=1

(r2
j + 2rjDj +D2

j ) =

= r2 + 2P (u−un) + 2Q(v− vm) +α2(u−un)2 +β2(v− vm)2 + 2δ(u−un)(v− vm) =

= β2(V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β2 + α2U 2 + 2PU + r2,

ãäå U = u− un, V = v − vm,

P =
3∑
j=1

rj(yj)
′
u, Q =

3∑
j=1

rj(yj)
′
v,

α2 =
3∑
j=1

((yj)
′
u)

2, β2 =
3∑
j=1

((yj)
′
v)

2, δ =
3∑
j=1

(yj)
′
u(yj)

′
v.

126



Ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå u = un, v = vm. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû
èç � 1 ãëàâû 14 â [93], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî α2β2 − δ2 = |η(y(un, vm))|2. Ïî óñëî-
âèþ (136), |η(y(un, vm))| > 0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n, m, ïîýòîìó α2β2 − δ2 > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, α2 > 0 è β2 > 0. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Òåéëîðà â òî÷êå (un, vm) ñ
îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî, íàõîäèì

ηj(y(u, v)) = ηj(y(un, vm))+(ηj)
′
u(u−un)+(ηj)

′
v(v−vm)+o

(√
(u− un)2 + (v − vm)2

)
.

Ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ

3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)

ñ ó÷åòîì ôîðìóë

3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj)
′
u =

3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj)
′
v = 0,

îòðàæàþùèõ îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðà íîðìàëè è êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ïî-
âåðõíîñòè (ñì. ãëàâó 14 â [93]), âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà
â òî÷êå (un, vm) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî

yj(u, v)− xj = rj + (yj)
′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm) +

1

2
(yj)

′′
uu(u− un)2+

+
1

2
(yj)

′′
vv(v − vm)2 + (yj)

′′
uv(u− un)(v − vm) + o

(
(u− un)2 + (v − vm)2

)
,

òîãäà

3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj) ≈ R + ξ4U + ξ5V + ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV,

ãäå U = u− un, V = v − vm è

ξ1 =
3∑
j=1

(
1

2
ηj(y(un, vm))(yj)

′′
uu + (ηj)

′
u(yj)

′
u

)
,

ξ2 =
3∑
j=1

(
1

2
ηj(y(un, vm))(yj)

′′
vv + (ηj)

′
v(yj)

′
v

)
,

ξ3 =
3∑
j=1

(ηj(y(un, vm))(yj)
′′
uv + (ηj)

′
u(yj)

′
v + (ηj)

′
v(yj)

′
u) ,
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ξ4 =
3∑
j=1

(ηj)
′
urj, ξ5 =

3∑
j=1

(ηj)
′
vrj, R =

3∑
j=1

ηj(y(un, vm))rj.

Âñå ïðîèçâîäíûå ïî u, v áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm). Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøå-
íèé âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë èç (138)
ïðèáëèæåííî ðàâåí ñëåäóþùåìó èíòåãðàëó, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç Knm(x)∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

1

|x− y(u, v)|3
3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)−xj) ≈
∫ h/2

−h/2
dU

∫ H/2

−H/2
dV×

× R + ξ4U + ξ5V + ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV

β3((V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β4 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2)3/2
=

= Knm(x). (139)

Èíòåãðàë Knm(x) âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå â ðàçäåëå 2.1.

2.2.4 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà

äâîéíîãî ñëîÿ

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàñ-
ñà C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü, ëèáî ïðî-
ñòàÿ ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ðàçîìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà
C2, ñîäåðæàùàÿ ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. Ïóñòü Γ äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ
(134) ñî ñâîéñòâîì (136), è µ(y) ∈ C0(Γ). Òîãäà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåí-
öèàëà äâîéíîãî ñëîÿ (137) íà Γ ïðè x = y(un̂, vm̂) ∈ Γ è k ≥ 0 èìååò ìåñòî
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

Wk[µ](x)|x=y(un̂,vm̂)∈Γ ≈ −
1

4π
µn̂m̂Jn̂m̂+

+
1

4π

n=N−1,m=M−1∑
n=0,m=0

(n,m) 6=(n̂,m̂)

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)Knm(x), (140)

ãäå èíòåãðàë Jn̂m̂ âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå â ïóíêòå 2.2.2, à èíòåãðàë Knm(x) èç
(139) âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå â ðàçäåëå 2.1.

Åñëè k = 0, òî ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïåðåõî-
äèò â ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ñîîòâåòñòâåííî, êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà (140) ïðè k = 0 ïðèíèìàåò âèä êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ
ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ.
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2.2.5 Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïî-

òåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (140) ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóð-
íîé ôîðìóëå äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ,
èñïîëüçóåìîé â èíæåíåðíûõ ðàñ÷¼òàõ [2, Ãëàâà 2]. Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (138) çàìåíîé êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïðè
x 6= y(un̂, vm̂) íà åãî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå

Wk[µ](x) ≈ 1

4π

n=N−1,m=M−1∑
n=0,m=0

(n,m)6=(n̂,m̂)

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)×

× hH

|x− y(un, vm)|3
3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj(un, vm)− xj) (141)

è îáíóëåíèåì êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïî êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè Γ ñ öåíòðîì â
òî÷êå x = y(un̂, vm̂). Îáíóëåíèå êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî
îáîñíîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýòîò èíòåãðàë ïðèáëèæåííî ðàâåí èíòåãðàëó
îò òîé æå ôóíêöèè ïî êóñî÷êó êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîâåäåííîé â òî÷êå x.
Âåêòîð íîðìàëè η ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå y ìîæíî ïðèáëèæåííî çàìåíèòü íà
âåêòîð íîðìàëè â òî÷êå x = y(un̂, vm̂), à îí ÿâëÿåòñÿ è âåêòîðîì íîðìàëè ê êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè. Íà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè âåêòîð (y(u, v) − x) îðòîãîíàëåí
âåêòîðó íîðìàëè â òî÷êå x, ïîýòîìó èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òîæäåñòâåííî
ðàâíî íóëþ äëÿ âñåõ y, à çíà÷èò, è èíòåãðàë ïî êóñî÷êó êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè
ðàâåí íóëþ. Ïîñêîëüêó ýòîò èíòåãðàë ïðèáëèæåííî ðàâåí êàíîíè÷åñêîìó èí-
òåãðàëó ïî êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè Γ ñ öåíòðîì â òî÷êå x = y(un̂, vm̂), òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî è ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðèáëèæåííî ðàâåí íóëþ.

2.2.6 ×èñëåííûå òåñòû

Òåñòèðîâàíèå óëó÷øåííîé (140) è ñòàíäàðòíîé (141) êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïðî-
âåäåíî â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, êî-
òîðàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè:

y1(u, v) = cosu sin v, y2(u, v) = sinu sin v, y3(u, v) = cos v, (142)

ïðè÷¼ì (u, v) ∈ [0, 2π]× [0, π]. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå |η(y(u, v))| = sin v
è |η(y(u, 0))| = |η(y(u, π))| = 0 äëÿ âñåõ u ∈ [0, 2π]. Èíà÷å ãîâîðÿ, |η(y)| = 0 íà
ïîëþñàõ ñôåðû ïðè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè, íî óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ.
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Ñîãëàñíî [6, ãë. 5, � 27, ï. 7], ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà
ïîâåðõíîñòè Γ ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

Wk[µ](x)|Γ =
1

2
·

[
Wk[µ](x)|Γ+ + Wk[µ](x)|Γ−

]
.

Çäåñü ïîâåðõíîñòü Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâóñòîðîííÿÿ, ÷åðåç Γ− îáîçíà÷åíà
ñòîðîíà, êîòîðóþ ìû âèäèì, ãëÿäÿ íàâñòðå÷ó âåêòîðó íîðìàëè ny, à ÷åðåç Γ+

îáîçíà÷åíà ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðîíà. Â ôîðìóëå áåðóòñÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ðàçíûõ ñòîðîíàõ Γ. Îòìåòèì, ÷òî íàïðàâëåíèå
åäèíè÷íîé íîðìàëè ny ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì íîðìàëè η, ò.ê. âåêòîð ny ïî-
ëó÷àåòñÿ èç η â ðåçóëüòàòå íîðìèðîâêè. Ïóñòü òåïåðü Γ � åäèíè÷íàÿ ñôåðà, çà-
äàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèåé (142), òîãäà ôîðìóëû (135) äëÿ íîðìàëè η îïðåäåëÿþò
âíóòðåííþþ íîðìàëü íà ñôåðå, à çíà÷èò, Γ− � âíóòðåííÿÿ ñòîðîíà åäèíè÷íîé
ñôåðû, à Γ+ � å¼ âíåøíÿÿ ñòîðîíà.

Â òåñòàõ òî÷íîå ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ â óçëîâûõ òî÷êàõ
ñðàâíèâàëîñü ñ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè, âû÷èñëåííûìè ïî êâàäðàòóðíûì
ôîðìóëàì � ïî óëó÷øåííîé ôîðìóëå (140) â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé è ïî ñòàí-
äàðòíîé ôîðìóëå (141). Â êàæäîé óçëîâîé òî÷êå âû÷èñëÿëàñü àáñîëþòíàÿ ïî-
ãðåøíîñòü ïî îáåèì ôîðìóëàì. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé
M è N . Çíà÷åíèÿ øàãîâ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè h = 2π/N,H = π/M. Åñëè
N/2 = M = 25, òî h = H ≈ 0.13; åñëè N/2 = M = 50, òî h = H ≈ 0.063;
åñëè N/2 = M = 100, òî h = H ≈ 0.031. Â òàáëèöå äëÿ êàæäîãî òåñòà ïðèâî-
äèòñÿ ìàêñèìóì àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé ïî âñåì óçëîâûì òî÷êàì
ñôåðû. Â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû óêàçàíû çíà÷åíèÿ N,M , â ïîñëåäóþùèõ ñòðî-
êàõ � ìàêñèìàëüíûå ïîãðåøíîñòè äëÿ ñòàíäàðòíîé è óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë â êàæäîì òåñòå.

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â ñëó÷àå óðàâíåíèé Ëàïëàñà è
Ãåëüìãîëüöà áûëè èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ïëîòíîñòè â ïîòåíöèàëå. Äëÿ êàæ-
äîé çàäàííîé â òåñòàõ ïëîòíîñòè èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ è åãî ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íà åäèíè÷íîé ñôåðå. Ïðè ýòîì ÷åðåç ϕ è ϑ
îáîçíà÷àþòñÿ àçèìóòàëüíûé è çåíèòíûé óãëû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ íà-
÷àëîì â öåíòðå ñôåðû. Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, çíà÷åíèå k âûáèðàëîñü
ðàâíûì åäèíèöå.
Òåñò 1. Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = 1,

W0[µ](x) =

{
1 ïðè |x| < 1
0 ïðè |x| > 1

, W0[µ](x)||x|=1 =
1

2
.

130



Òåñò 2. Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = cosu sin v,

W0[µ](x) =


2|x| cosϕ sinϑ

3
åñëè |x| < 1

−cosϕ sinϑ

3|x|2
åñëè |x| > 1

, W0[µ](x)||x|=1 =
cosϕ sinϑ

6
.

Òåñò 3. Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = (3 cos2 v − 1)/2,

W0[µ](x) =


3|x|2(3 cos2 ϑ− 1)

10
ïðè |x| < 1

−3 cos2 ϑ− 1

5|x|3
ïðè |x| > 1

, W0[µ](x)||x|=1 =
3 cos2 ϑ− 1

20
.

Òåñò 4. Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = k,

Wk[µ](x) =


(1− ik) exp(ik)

sin(k|x|)
|x|

åñëè |x| < 1

(sin k − k cos k)
exp(ik|x|)
|x|

åñëè |x| > 1

,

Wk[µ](x)||x|=1 =
1

2
((2− ik) sin k − cos k) exp(ik).

Òåñò 5. Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà µ(y(u, v)) = k3 cos v,

Wk[µ](x) =


(k2 + 2(ik − 1)) exp(ik)

k|x| cos(k|x|)− sin(k|x|)
|x|2

cosϑ åñëè |x| < 1

(2k cos k + (k2 − 2) sin k)
(ik|x| − 1) exp(ik|x|)

|x|2
cosϑ åñëè |x| > 1

,

Wk[µ](x)||x|=1 =
1

2

(
(k2 + 4(ik − 1))(k cos k − sin k) + k2 sin k(ik − 1)

)
exp(ik) cosϑ.

2.2.7 Âûâîäû

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â ïðèâåäåííûõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ ïîêàçûâàþò, ÷òî óëó÷-
øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè, â òî âðå-
ìÿ êàê ñòàíäàðòíàÿ ôîðìóëà ñõîäèòñÿ ìåäëåííåå. Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé
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íîìåð
òåñòà

êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà M = N/2 = 25 M = N/2 = 50 M = N/2 = 100

1 ñòàíäàðòíàÿ 0.019 0.0097 0.0062

1 óëó÷øåííàÿ 0.012 0.0063 0.0032

2 ñòàíäàðòíàÿ 0.019 0.0097 0.0049

2 óëó÷øåííàÿ 0.00050 0.00014 3.8E-5

3 ñòàíäàðòíàÿ 0.011 0.0089 0.0062

3 óëó÷øåííàÿ 0.011 0.0060 0.0031

4 ñòàíäàðòíàÿ 0.019 0.0097 0.0062

4 óëó÷øåííàÿ 0.012 0.0063 0.0032

5 ñòàíäàðòíàÿ 0.011 0.0089 0.0062

5 óëó÷øåííàÿ 0.012 0.0063 0.0032

Òàáëèöà 15: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòàõ 1 � 5.

ïî óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå, ïðåäëîæåííîé â Òåîðåìå, ìåíüøå, ÷åì
ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ïî ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå. Òåì ñàìûì,
óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà îáåñïå÷èâàåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âû-
÷èñëåíèé ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â òåñòîâûõ ïðèìåðàõ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ïî óëó÷øåííîé
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå âîçðàñòàåò ê ïîëþñàì ñôåðàì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñîáû-
ìè òî÷êàìè â ñèëó âûáðàííîé ïàðàìåòðèçàöèè (142). Âû÷èñëåíèÿ ïî óëó÷øåí-
íîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå â òåñòå 2 ïîêàçûâàþò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü, ò.ê.
ïëîòíîñòü â ïîòåíöèàëå äâîéíîãî ñëîÿ è åãî ïðÿìîå çíà÷åíèå îáðàùàþòñÿ â íóëü
íà ïîëþñàõ ñôåðû.

Óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè ÷èñëåííîì
ðåøåíèè ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ.

132



2.3 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ

ñ äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòüþ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ â ïðè-
êëàäíûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóþò ñòàíäàðòíóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó [2, Ãë. 2]
ëèáî ôîðìóëó, îñíîâàííóþ íà îïðåäåëåíèè òåëåñíîãî óãëà [98]. Îäíàêî îáå ýòè
ôîðìóëû íå ïîçâîëÿþò ïîâûñèòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé â ñëó÷àå äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ïëîòíîñòè, ò.ê. íå äîïóñêàþò îáîáùåíèé íà ýòîò ñëó÷àé. Êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ, ïîëó÷åííàÿ
â ðàçäåëå 2.1, äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòè.

Â äàííîì ðàçäåëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà èç ïóíêòà 2.1 âûâîäèòñÿ êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîò-
íîñòüþ, çàäàííîé íà ãëàäêîé çàìêíóòîé ëèáî ðàçîìêíóòîé ïîâåðõíîñòè. Ïðîâå-
äåííûå ÷èñëåííûå òåñòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äà¼ò áîëåå
âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé âáëèçè ïîâåðõíîñòè, ãäå çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåí-
öèàëà, ÷åì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, â êîòîðûõ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïëîòíî-
ñòè íå ó÷èòûâàåòñÿ, è ïëîòíîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü íåïðåðûâíîé. Ïðåèìóùå-
ñòâî íîâîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû îñîáåííî çàìåòíî â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü
ïîòåíöèàëà ïðåäñòàâëåíà ãëàäêèìè îñöèëëèðóþùèìè ôóíêöèÿìè. Ïîëó÷åííàÿ
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà
áåç óâåëè÷åíèÿ ñòîèìîñòè âû÷èñëåíèé.

2.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ
îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü [92, c. 201], ëèáî ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ
îãðàíè÷åííàÿ ðàçîìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, ñîäåðæà-
ùàÿ ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè [93, Ãëàâà 14, � 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü
Γ ïàðàìåòðèçîâàíà òàê, ÷òî íà íåå îòîáðàæàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê:

y = (y1, y2, y3) ∈ Γ, y1 = y1(u, v), y2 = y2(u, v), y3 = y3(u, v);

u ∈ [0, A], v ∈ [0, B];

yj(u, v) ∈ C2([0, A]× [0, B]), j = 1, 2, 3. (143)

Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû ðàçëè÷íûì âíóòðåííèì òî÷êàì ïðÿìîóãîëüíèêà ïðè
óêàçàííîì îòîáðàæåíèè ñîîòâåòñòâîâàëè ðàçëè÷íûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ñôåðó,
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ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîèäà, ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè ôèãóð âðàùåíèÿ, ïîâåðõíîñòü òî-
ðà è ìíîãèå äðóãèå áîëåå ñëîæíûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü òàêèì
îáðàçîì. Êðîìå òîãî, ñëîæíûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé
è äëÿ êàæäîé ÷àñòè ââåñòè ñâîþ ïàðàìåòðèçàöèþ, òîãäà äàëüíåéøèå ðàññóæ-
äåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êàæäîé òàêîé ÷àñòè. Ââåä¼ì N òî÷åê un ñ øàãîì h íà
îòðåçêå [0, A] è M òî÷åê vm íà îòðåçêå [0, B] è ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðÿìî-
óãîëüíèêà [0, A]× [0, B], êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòü Γ

A = Nh, B = MH, un = (n+ 1/2)h, n = 0, ..., N − 1;

vm = (m+ 1/2)H, m = 0, ...,M − 1.

Òåì ñàìûì ïðÿìîóãîëüíèê [0, A]× [0, B] ðàçáèâàåòñÿ íà N ×M ìàëåíüêèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíè÷êîâ è ÷åðåç (un, vm) îáîçíà÷åíû ñåðåäèíêè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíè÷êîâ.

Èçâåñòíî [93, Ãëàâà 14, � 1 ], ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëè (íå åäèíè÷íîãî)
η(y) = (η1(y), η2(y), η3(y)) â òî÷êå ïîâåðõíîñòè y = (y1, y2, y3) ∈ Γ âûðàæàþòñÿ
÷åðåç îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà ôîðìóëàìè

η1 =

∣∣∣∣(y2)u (y3)u
(y2)v (y3)v

∣∣∣∣ , η2 =

∣∣∣∣(y3)u (y1)u
(y3)v (y1)v

∣∣∣∣ , η3 =

∣∣∣∣(y1)u (y2)u
(y1)v (y2)v

∣∣∣∣ . (144)

Ïîëîæèì |η(y)| =
√

(η1(y))2 + (η2(y))2 + (η3(y))2. Èçâåñòíî [93, Ãëàâà 14, � 1�2],
÷òî ∫

Γ

F (y)dsy =

∫ A

0

du

∫ B

0

dvF (y(u, v))|η(y(u, v))|.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

|η(y(u, v))| > 0, ∀ (u, v) ∈ ((0, A)× (0, B)). (145)

Èç óñëîâèÿ (145) ñëåäóåò, ÷òî |η(y(u, v))| ∈ C1((0, A)× (0, B)).
×åðåç ny îáîçíà÷èì åäèíè÷íóþ íîðìàëü â òî÷êå y ∈ Γ, ò.å. ny = η(y)/|η(y)|.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè ny èìååò âèä

∂

∂ny
= |η(y)|−1(η(y),∇y).

Îáîçíà÷èì |x− y(u, v)| =
√

(x1 − y1(u, v))2 + (x2 − y2(u, v))2 + (x3 − y3(u, v))2 è
çàìåòèì, ÷òî

∂

∂ny
|x− y| = 1

|η(y)|

3∑
j=1

ηj(y)
yj − xj
|x− y|

.

Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøå-
íèè êðàåâûõ çàäà÷ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü x /∈ Γ. Ðàññìîòðèì
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ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè
Γ äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòüþ µ(y) ∈ C1(Γ)

Wk[µ](x) =
1

4π

∫
Γ

µ(y)
∂

∂ny

eik|x−y|

|x− y|
dsy =

=
1

4π

∫
Γ

µ(y)
1

|η(y)|
exp(ik|x− y|)(ik|x− y| − 1)

|x− y|2
3∑
j=1

ηj(y)(yj − xj)
|x− y|

dsy =

=
1

4π

∫ A

0

du

∫ B

0

dv µ(y(u, v)) exp(ik|x− y(u, v)|)(ik|x− y(u, v)| − 1)×

×
3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

=

=
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv µ(y(u, v))×

× exp(ik|x− y(u, v)|)(ik|x− y(u, v)| − 1)
3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

, (146)

ãäå k ≥ 0. Ïðè k = 0 ïîòåíöèàë (146) ïåðåõîäèò â ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Òàê æå êàê è â [88] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè u ∈ [un − h/2, un + h/2] è
v ∈ [vm −H/2, vm +H/2]

|x− y(u, v)| = |x− y(un, vm)|+O(h+H),

exp(ik|x− y(u, v)|) = exp(ik|x− y(un, vm)|) +O(h+H)

äëÿ ëþáîãî x /∈ Γ. Êîíñòàíòû â îöåíêàõ ôóíêöèé, îáîçíà÷åííûõ êàê O(h+H),
íå çàâèñÿò îò n,m è îò ðàñïîëîæåíèÿ x /∈ Γ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Wk[µ](x) ≈ 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)×

×
∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv µ(y(u, v))

3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

. (147)
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Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà äâîé-
íîãî ñëîÿ ïðè x /∈ Γ, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèé èíòåãðàë∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv µ(y(u, v))

3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

. (148)

2.3.2 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà

Ïóñòü òî÷êà x íå ïðèíàäëåæèò êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè Γ, íà êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ
òî÷êà y = y(u, v), êîãäà (u− un) ∈ [−h/2, h/2] è (v − vm) ∈ [−H/2, H/2]. Ðàçëî-
æèì yj(u, v) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (un, vm), òîãäà äëÿ j = 1, 2, 3
ïîëó÷èì

yj(u, v) = yj(un, vm) +Dj +O(H2 + h2),

ãäå
Dj = (yj)

′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm).

Çäåñü è äàëåå âñå ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm). Ïîëîæèì

r2 = |x− y(un, vm)|2 =
3∑
j=1

r2
j 6= 0, rj = yj(un, vm)− xj, j = 1, 2, 3,

òîãäà
yj(u, v)− xj = rj +Dj +O(H2 + h2), j = 1, 2, 3.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|x− y(u, v)|2 =
3∑
j=1

(xj − yj(u, v))2 ≈
3∑
j=1

(r2
j + 2rjDj +D2

j ) =

= r2 + 2P (u−un) + 2Q(v− vm) +α2(u−un)2 +β2(v− vm)2 + 2δ(u−un)(v− vm) =

= β2(V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β2 + α2U 2 + 2PU + r2,

ãäå U = u− un, V = v − vm,

P =
3∑
j=1

rj(yj)
′
u, Q =

3∑
j=1

rj(yj)
′
v,

α2 =
3∑
j=1

((yj)
′
u)

2, β2 =
3∑
j=1

((yj)
′
v)

2, δ =
3∑
j=1

(yj)
′
u(yj)

′
v.
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Ïðîèçâîäíûå ïî u è v áåðóòñÿ â òî÷êå u = un, v = vm. Ìîæíî ïîêàçàòü [93,
Ãë. 14, � 1], ÷òî

α2β2 − δ2 = |η(y(un, vm))|2. (149)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (145), |η(y(un, vm))| > 0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n, m, ïîýòîìó

α2β2 − δ2 > 0. (150)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α2 > 0 è β2 > 0.
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Òåéëîðà â òî÷êå (un, vm) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå

Ïåàíî [93, Ãë. 10, � 5.3], íàõîäèì

ηj(y(u, v)) = ηj(y(un, vm))+(ηj)
′
u(u−un)+(ηj)

′
v(v−vm)+o

(√
(u− un)2 + (v − vm)2

)
.

Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó µ(y(u, v)) ∈ C1(Γ), ïîëó÷èì

µ(y(u, v)) = µ(y(un, vm)) +µ′u(u−un) +µ′v(v−vm) +o
(√

(u− un)2 + (v − vm)2
)
,

(151)
ãäå u ∈ [un − h/2, un + h/2] è v ∈ [vm −H/2, vm + H/2]. Ïðîèçâîäíûå ïî u è v
áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ

3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)

ñ ó÷åòîì ôîðìóë

3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj)
′
u =

3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj)
′
v = 0,

îòðàæàþùèõ îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðà íîðìàëè è êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ïî-
âåðõíîñòè (ñì. [93, Ãë. 14, � 1.2]), âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ïî ôîðìóëå Òåé-
ëîðà â òî÷êå (un, vm) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî

yj(u, v)− xj = rj + (yj)
′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm) +

1

2
(yj)

′′
uu(u− un)2+

+
1

2
(yj)

′′
vv(v − vm)2 + (yj)

′′
uv(u− un)(v − vm) + o

(
(u− un)2 + (v − vm)2

)
,

òîãäà

µ(y(u, v))
3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj) ≈ R + ξ4U + ξ5V + ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV,
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ãäå U = u− un, V = v − vm,

ξ1 =
3∑
j=1

(
µ(y(un, vm))

(
1

2
ηj(y(un, vm))(yj)

′′
uu + (ηj)

′
u(yj)

′
u

)
+ µ′u(ηj)

′
urj

)
,

ξ2 =
3∑
j=1

(
µ(y(un, vm))

(
1

2
ηj(y(un, vm))(yj)

′′
vv + (ηj)

′
v(yj)

′
v

)
+ µ′v(ηj)

′
vrj

)
,

ξ3 =
3∑
j=1

(
µ(y(un, vm))

(
ηj(y(un, vm))(yj)

′′
uv + (ηj)

′
u(yj)

′
v + (ηj)

′
v(yj)

′
u

)
+

+µ′u(ηj)
′
vrj + µ′v(ηj)

′
urj

)
,

ξ4 =
3∑
j=1

(
µ(y(un, vm))(ηj)

′
urj + µ′uηj(y(un, vm))rj

)
,

ξ5 =
3∑
j=1

(
µ(y(un, vm))(ηj)

′
vrj + µ′vηj(y(un, vm))rj

)
,

R = µ(y(un, vm))
3∑
j=1

ηj(y(un, vm))rj.

Âñå ïðîèçâîäíûå ïî u, v áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm).
Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò, ÷òî èíòåãðàë (148) ïðèáëèæåííî ðà-

âåí ñëåäóþùåìó èíòåãðàëó, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç Knm(x)∫ un+h/2

un−h/2
du

∫ vm+H/2

vm−H/2
dv

µ(y(u, v))

|x− y(u, v)|3
3∑
j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)−xj) ≈
∫ h/2

−h/2
dU

∫ H/2

−H/2
dV×

× R + ξ4U + ξ5V + ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV

β3((V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β4 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2)3/2
=

= Knm(x). (152)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû âûâåñòè êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà äâîé-
íîãî ñëîÿ, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë Knm(x) â ÿâíîì âèäå. Ýòîò èíòåãðàë
âû÷èñëåí â ðàçäåëå 2.1.
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2.3.3 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ äèô-

ôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòüþ

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàñ-
ñà C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü, ëèáî ïðî-
ñòàÿ ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ðàçîìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà
C2, ñîäåðæàùàÿ ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. Ïóñòü Γ äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ
(143) ñî ñâîéñòâîì (145), è µ(y) ∈ C1(Γ). Òîãäà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ
(146) ïðè x /∈ Γ è k ≥ 0 èìååò ìåñòî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

Wk[µ](x) =
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

exp(ik|x−y(un, vm)|)(ik|x−y(un, vm)|−1)Knm(x)+εNM(x),

(153)
ãäå εNM(x) −→ 0 ïðè N,M −→ ∞. Èíòåãðàë Knm(x), âûïèñàííûé â (152),
âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå â ðàçäåëå 2.1, à êîýôôèöèåíòû â Knm(x) áåðóòñÿ èç
ïóíêòà 2.3.2.

Åñëè k = 0, òî ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïåðåõî-
äèò â ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ñîîòâåòñòâåííî, êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà (153) ïðè k = 0 ïðèíèìàåò âèä êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ
ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Åñëè â (153) ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ â Knm(x) â ïóíêòå 2.3.2 ïîëî-
æèòü µ′u = µ′v = 0, òî ôîðìóëà (153) ïðè k = 0 ïåðåõîäèò â êâàäðàòóðíóþ
ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ èç ðàçäåëà 2.1, ãäå ïëîòíîñòü µ(y) íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, à ñ÷èòàåòñÿ âñåãî ëèøü íåïðåðûâíîé. Òåì
ñàìûì, ôîðìóëà (153) îáîáùàåò ïðåæíþþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòåí-
öèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ èç ðàçäåëà 2.1 íà ñëó÷àé äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòè. Íèæå ýôôåêòèâíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (153)
îöåíèâàåòñÿ íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ è ñðàâíèâàåòñÿ ñ ýôôåêòèâíîñòüþ äðóãèõ
ôîðìóë.

2.3.4 Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, îñíîâàííàÿ íà ñâîéñòâàõ òåëåñíîãî óã-

ëà

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè x1, x2, x3. Èçâåñòíî [5, ñ.253], ÷òî òå-
ëåñíûé óãîë Ω(x; x1, x2, x3), ïîä êîòîðûì ýòîò òðåóãîëüíèê âèäåí èç òî÷êè x,
ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, çàâèñÿùåãî îò âûáðàííîãî íà òðåóãîëüíèêå íàïðàâëåíèÿ
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íîðìàëè, ðàâåí îïðåäåë¼ííîìó íà ýòîì òðåóãîëüíèêå ïîòåíöèàëó äâîéíîãî ñëîÿ
ñ åäèíè÷íîé ïëîòíîñòüþ, óìíîæåííîìó íà 4π. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ òåëåñíî-
ãî óãëà, ïîä êîòîðûì òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè x1, x2, x3 âèäåí èç òî÷êè x,
èìååòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà [99], [100, ðåçóëüòàò (359)]

Ω(x; x1, x2, x3) = 2 arccos

(√
|R1| |R2| |R3|

2
×

×|R1| |R2| |R3|+ (R1, R2)|R3|+ (R2, R3)|R1|+ (R3, R1)|R2|√
|R1| |R2| |R3|+ (R1, R2)|R3|

×

× 1√
|R1| |R2| |R3|+ (R2, R3)|R1|

1√
|R1| |R2| |R3|+ (R3, R1)|R2|

)
,

ãäå ÷åðåç R1 = x1−x, R2 = x2−x, R3 = x3−x îáîçíà÷åíû âåêòîðû, à ÷åðåç (·, ·)
îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ ôîðìóëó äëÿ òåëåñ-
íîãî óãëà è ïàðàìåòðèçàöèþ (143), ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùóþ êâàäðàòóðíóþ
ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ µ(y) íà ïîâåðõíîñòè Γ

Wk[µ](x) ≈ 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µ(y(un, vm)) exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)×

×{Ω(x; y(un − h/2, vm −H/2), y(un − h/2, vm +H/2), y(un + h/2, vm −H/2))+

+Ω(x; y(un + h/2, vm +H/2), y(un − h/2, vm +H/2), y(un + h/2, vm −H/2))}×

× sgn

(
3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj(un, vm)− xj)

)
. (154)

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (154) èñïîëüçóåòñÿ â èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ, îäíàêî îíà
íå äîïóñêàåò óëó÷øåíèÿ çà ñ÷åò ó÷åòà ïðîèçâîäíûõ â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîé
ïëîòíîñòè â ïîòåíöèàëå äâîéíîãî ñëîÿ.

2.3.5 ×èñëåííûå òåñòû äëÿ äèñêà

Â òåñòàõ äëÿ äèñêà îöåíèâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âáëèçè
ïîâåðõíîñòè Γ, êîãäà ïîâåðõíîñòü Γ ÿâëÿåòñÿ êðóãîâûì äèñêîì åäèíè÷íîãî ðà-
äèóñà, ðàñïîëîæåííûì â ïëîñêîñòè x3 = 0 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òåì
ñàìûì, Γ ÿâëÿåòñÿ ðàçîìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ, êîòîðàÿ çàäàíà óðàâíåíèÿìè

y1(u, v) = u cos v, y2(u, v) = u sin v, y3(u, v) = 0, (155)
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ïðè÷¼ì (u, v) ∈ [0, 1] × [0, 2π]. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå |η(y(u, v))| = u, è
íàïðàâëåíèå íîðìàëè η(y) íà äèñêå Γ ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè Ox3. Êðîìå
òîãî, |η(y(0, v))| = 0 äëÿ âñåõ v ∈ [0, 2π]. Èíà÷å ãîâîðÿ, |η(y)| = 0 â öåíòðå äèñêà
ïðè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè. Ñîãëàñíî [6, � 27.6], ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà äâîéíîãî
ñëîÿ íà äèñêå Γ ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

µ(x)|Γ = 2Wk[µ](x)|Γ− . (156)

Çäåñü äèñê Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü, ÷åðåç Γ− îáîçíà-
÷åíà ñòîðîíà, êîòîðóþ ìû âèäèì, ãëÿäÿ íàâñòðå÷ó âåêòîðó íîðìàëè ny. Íàïðàâ-
ëåíèå åäèíè÷íîé íîðìàëè ny ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì íîðìàëè η, ò.ê. âåêòîð ny
ïîëó÷àåòñÿ èç η â ðåçóëüòàòå íîðìèðîâêè. Â ôîðìóëå (156) áåðåòñÿ ïðåäåëüíîå
çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà âåðõíåé ñòîðîíå Γ, ò.å. íà Γ−. Îòìåòèì,
÷òî ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿWk[µ](x) ðàâåí íóëþ â ïëîñêîñòè x3 = 0 âíå äèñêà
Γ.

Ýôôåêòèâíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âáëèçè ïîâåðõíîñòè Γ ìîæíî îöåíè-
âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â òåñòîâûõ ïðèìåðàõ èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå ïëîò-
íîñòè ïîòåíöèàëà µ(y) íà äèñêå Γ. Äëÿ òî÷åê x, ðàñïîëîæåííûõ íàä äèñêîì
Γ, çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà Wk[µ](x1, x2, x3) ïðè óìåíüøåíèè x3 > 0 äîëæíî ñõî-
äèòüñÿ ê çíà÷åíèþ (1/2)µ(x1, x2) ñîãëàñíî ôîðìóëå (156) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ïîòåíöèàëà âïëîòü äî ãðàíèöû. Ïîýòîìó ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà,
âû÷èñëåííûå ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì, òàêæå äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê èçâåñò-
íîìó çíà÷åíèþ (1/2)µ(x1, x2). Îäíàêî äëÿ ñîâñåì ìàëûõ âåëè÷èí x3 > 0, çíà-
÷åíèÿ, âû÷èñëåííûå ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì, ïåðåñòàþò ïðèáëèæàòüñÿ ê
(1/2)µ(x1, x2) èç-çà äèñêðåòíîñòè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Òåñòû ïîçâîëÿþò îöå-
íèòü ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû, íà êîòîðûõ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðèáëèæàþòñÿ
ê ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà è ðàññòîÿíèå, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî îíè ïåðå-
ñòàþò ïðèáëèæàòüñÿ. Êðîìå òîãî, òåñòû ïîêàçûâàþò, íàñêîëüêî õîðîøî êâàä-
ðàòóðíûå ôîðìóëû àïïðîêñèìèðóþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà âáëèçè
ãðàíèöû.

Âî âñåõ òåñòàõ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ âû÷èñëÿ-
ëîñü ïî ïðåæíåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå èç ðàçäåëà 2.1, ïî íîâîé êâàäðàòóð-
íîé ôîðìóëå (153) è ïî ôîðìóëå (154) â íåêîòîðûõ òî÷êàõ íà åäèíè÷íûõ âñïî-
ìîãàòåëüíûõ äèñêàõ, èìåþùèõ öåíòðû ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, x3) è ðàñïîëîæåí-
íûõ ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè x3 = 0 íàä äèñêîì Γ. Çàòåì â êàæäîé òàêîé òî÷êå
(x1, x2, x3) íà âñïîìîãàòåëüíîì äèñêå áûë íàéäåí ìîäóëü ðàçíîñòè ìåæäó çíà÷å-
íèåì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû â äàííîé òî÷êå è ÿâíûì çíà÷åíèåì (1/2)µ(x1, x2)
ïðè x3 = 0. Íà êàæäîì âñïîìîãàòåëüíîì äèñêå áûë íàéäåí ìàêñèìóì ìîäóëÿ
òàêèõ ðàçíîñòåé ïî âñåì óêàçàííûì òî÷êàì äëÿ êàæäîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.
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Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ.
Êîîðäèíàòû òî÷åê, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ìî-

äóëÿ ðàçíîñòè:
xqlj = yj(uq, vl), j = 1, 2,

uq =
1

2N
q, q = 0, . . . , 2N ; vl =

2π

2M
l, l = 0, 1, 2, (157)

ãäå yj(u, v) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (155), x3 � ðàññòîÿíèå âñïîìîãàòåëüíîãî
äèñêà äî äèñêà Γ. Òî åñòü ýòè òî÷êè ðàñïîëîæåíû íàä öåíòðàìè ó÷àñòêîâ ðàç-
áèåíèÿ äèñêà Γ, ñåðåäèíàìè ãðàíèö ìåæäó òàêèìè ó÷àñòêàìè è ïåðåñå÷åíèÿìè
ýòèõ ãðàíèö. Îòìåòèì, ÷òî ýòè òî÷êè ðàñïðåäåëåíû íå ïî âñåìó âñïîìîãàòåëü-
íîìó äèñêó, à íàõîäÿòñÿ âáëèçè ðàäèóñà ñ ïîëÿðíûì óãëîì v = H/2.

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N . Çíà÷åíèÿ øà-
ãîâ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè h = 1/N, H = 2π/M. Åñëè N = M/5 = 10,
òî h ≈ 0.1, H ≈ 0.13; åñëè N = M/5 = 20, òî h ≈ 0.05, H ≈ 0.063; åñëè
N = M/5 = 40, òî h ≈ 0.025, H ≈ 0.03.

Â òàáëèöàõ äëÿ êàæäîãî âñïîìîãàòåëüíîãî äèñêà ñ êîîðäèíàòîé x3 ïðèâåäå-
íû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå àáñîëþòíûå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèé êâàäðàòóð-
íûõ ôîðìóë îò ÿâíûõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà Γ ïî
òî÷êàì (157). Â ëåâîì ñòîëáöå óêàçàíà âåëè÷èíà x3 äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî äèñêà.
Â âåðõíåé ñòðîêå óêàçàíû çíà÷åíèÿ M,N . Ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû �
ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå äëÿ íîâîé ôîðìóëû (153) íà äàííîì âñïîìîãàòåëü-
íîì äèñêå, âòîðîå ÷èñëî ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé � ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå äëÿ
ïðåæíåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû èç ðàçäåëà 2.1, íà äàííîì äèñêå, òðåòüå ÷èñëî
� ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå äëÿ ôîðìóëû (154).

Â ÷èñëåííûõ òåñòàõ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñðàâíèâàþòñÿ ïðè k = 0, ò.å. äëÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Òåñò 1. Â äàííîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà

µ(y(u, v)) = 1− u2.

Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ íåïðåðûâåí íà êðîìêå äèñêà Γ, íî åãî ïðîèç-
âîäíûå òåðïÿò ðàçðûâ, õîòÿ è îãðàíè÷åíû. Ïîòåíöèàë â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
íå çàâèñèò îò ïîëÿðíîãî óãëà v, êàê è åãî ïëîòíîñòü. Â òàáëèöå 16 ïðèâåäåíû
ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå àáñîëþòíûå îòêëîíåíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë îò
ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà.
Òåñò 2. Â äàííîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà

µ(y(u, v)) = sin 3πu.
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x3 M/5 = N = 10 M/5 = N = 20 M/5 = N = 40

0.03 0.029; 0.034; 0.033 0.029; 0.029; 0.029 0.029; 0.029; 0.029
0.01 0.017; 0.028; 0.22 0.012; 0.018; 0.017 0.012; 0.014; 0.014
0.008 0.019; 0.028; 0.41 0.01; 0.017; 0.016 0.01; 0.012; 0.012
0.006 0.026; 0.031; 0.47 0.0082; 0.016; 0.015 0.0081; 0.011; 0.011
0.004 0.044; 0.051; 0.49 0.0069; 0.015; 0.022 0.0059; 0.0092; 0.0092
0.002 0.1; 0.11; 0.5 0.014; 0.016; 0.49 0.0034 0.0078; 0.0077

Òàáëèöà 16: Ìàêñèìàëüíûå àáñîëþòíûå îòêëîíåíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 1

Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ íåïðåðûâåí íà êðîìêå äèñêà Γ, íî åãî ïðî-
èçâîäíûå òåðïÿò ðàçðûâ, êàê è â ïðåäûäóùåì òåñòå. Êàê è â òåñòå 1, ïëîòíîñòü
ïîòåíöèàëà íå çàâèñèò îò ïîëÿðíîãî óãëà v, ïîýòîìó è ñàì ïîòåíöèàë îò íåãî
íå çàâèñèò. Â òàáëèöå 17 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå àáñîëþòíûå
îòêëîíåíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë îò ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà.

x3 M/5 = N = 10 M/5 = N = 20 M/5 = N = 40

0.03 0.11; 0.15; 0.15 0.12; 0.13; 0.13 0.15; 0.15; 0.15
0.01 0.047; 0.12; 0.53 0.05; 0.069; 0.068 0.074; 0.073; 0.073
0.008 0.042; 0.12; 0.53 0.041; 0.067; 0.066 0.062; 0.06; 0.06
0.006 0.036; 0.12; 0.55 0.032; 0.065; 0.063 0.049; 0.047; 0.047
0.004 0.057; 0.13; 0.54 0.023; 0.063; 0.11 0.034; 0.038; 0.037
0.002 0.15; 0.21; 0.52 0.023; 0.062; 0.51 0.018; 0.034; 0.033

Òàáëèöà 17: Ìàêñèìàëüíûå àáñîëþòíûå îòêëîíåíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 2

Òåñò 3. Â äàííîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà

µ(y(u, v)) = (u(1− u))2 cos(10v).

Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë è åãî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà
êðîìêå äèñêà Γ. Â äàííîì òåñòå, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ, â ôîðìóëå (157)
âìåñòî l = 0, 1, 2 âçÿòû çíà÷åíèÿ l = 0, 1, . . . , 2M , ÷òîáû ó÷åñòü çàâèñèìîñòü
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ îò ïîëÿðíîãî óãëà v. Â ïåðâûõ äâóõ òåñòàõ ïëîòíîñòü
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ îò v íå çàâèñèò, ïîýòîìó è ñàì ïîòåíöèàë îò v íå
çàâèñèò.

Â òàáëèöå 18 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå àáñîëþòíûå îòêëîíåíèÿ
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë îò ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà.
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x3 M/5 = N = 10 M/5 = N = 20 M/5 = N = 40

0.03 0.014; 0.017; 0.017 0.015; 0.015; 0.015 0.015; 0.015; 0.015
0.01 0.0056; 0.01; 0.02 0.0061; 0.007; 0.007 0.0064; 0.0065; 0.0065
0.008 0.0045; 0.01; 0.036 0.0049; 0.006; 0.0059 0.0052; 0.0054; 0.0054
0.006 0.0034; 0.01; 0.034 0.0037; 0.005; 0.0049 0.004; 0.0042; 0.0042
0.004 0.0027; 0.011; 0.034 0.0024; 0.004; 0.0038 0.0027; 0.003; 0.0029
0.002 0.0071; 0.014; 0.032 0.0014; 0.0037; 0.031 0.0014; 0.0017; 0.0017

Òàáëèöà 18: Ìàêñèìàëüíûå àáñîëþòíûå îòêëîíåíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 3

2.3.6 ×èñëåííûå òåñòû äëÿ ñôåðû

Â òåñòàõ äëÿ ñôåðû îöåíèâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âáëèçè
ïîâåðõíîñòè Γ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà è çàäàíà ïàðàìåò-
ðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè:

y1(u, v) = cosu sin v, y2(u, v) = sinu sin v, y3(u, v) = cos v, (158)

ïðè÷¼ì (u, v) ∈ [0, 2π]× [0, π]. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå |η(y(u, v))| = sin v
è |η(y(u, 0))| = |η(y(u, π))| = 0 äëÿ âñåõ u ∈ [0, 2π]. Èíà÷å ãîâîðÿ, |η(y)| = 0 íà
ïîëþñàõ ñôåðû ïðè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè, íî óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ.

Â òåñòàõ äëÿ äèñêà ÿâíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ áûëè èç-
âåñòíû òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè äèñêà. Â îòëè÷èå îò òåñòîâ äëÿ äèñêà, â òåñòàõ
äëÿ ñôåðû èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ âî âñåõ òî÷êàõ
âíóòðè åäèíè÷íîé ñôåðû, ïîýòîìó òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ìîæíî ñðàâ-
íèòü ñ ïðèáëèæåííûìè, âû÷èñëåííûìè ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì. Âî âñåõ
òåñòàõ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ âû÷èñëÿëîñü ïî íîâîé
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (153), â êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü µ(y(u, v))
äèôôåðåíöèðóåìà íà Γ, ïî ïðåæíåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå èç ðàçäåëà 2.1, â
êîòîðîé ïëîòíîñòü µ(y(u, v)) ñ÷èòàåòñÿ âñåãî ëèøü íåïðåðûâíîé íà Γ, è å¼ äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòü íå ó÷èòûâàåòñÿ, à òàêæå ïî ôîðìóëå (154). Âû÷èñëåíèÿ ïðî-
âîäèëèñü â íåêîòîðûõ òî÷êàõ íà âñïîìîãàòåëüíûõ ñôåðàõ, èìåþùèõ öåíòðû â
íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñû, ðàâíûå 1−∆R. Òåì ñàìûì, âñïîìîãàòåëüíûå ñôå-
ðû íàõîäÿòñÿ âíóòðè ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü
ïîòåíöèàëà, íà ðàññòîÿíèè ∆R îò íå¼. Çàòåì áûëè ðàññ÷èòàíû çíà÷åíèÿ àá-
ñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé â ýòèõ òî÷êàõ, è äëÿ êàæäîé âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû
îïðåäåëÿëèñü ìàêñèìóìû çíà÷åíèé ýòèõ ïîãðåøíîñòåé.

Êîîðäèíàòû òî÷åê, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîé àáñî-
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ëþòíîé ïîãðåøíîñòè:

xqlj = Ryj(uq, vl), j = 1, 2, 3,

uq =
2π

2N
q, q = 0, . . . , 2N ; vl =

π

2M
l, l = 1, . . . , 2M − 1, (159)

ãäå yj(u, v) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (158), R � ðàäèóñ âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû.
Òî åñòü ýòè òî÷êè ðàñïîëîæåíû ïîä öåíòðàìè ó÷àñòêîâ ðàçáèåíèÿ åäèíè÷íîé
ñôåðû, ñåðåäèíàìè ãðàíèö ìåæäó òàêèìè ó÷àñòêàìè è ïåðåñå÷åíèÿìè ýòèõ ãðà-
íèö. Îòìåòèì, ÷òî ýòè òî÷êè ðàñïðåäåëåíû ïî âñåé ñôåðå.

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N . Çíà÷åíèÿ øàãîâ
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè h = 2π/N, H = π/M. Åñëè N/2 = M = 16, òî
h = H ≈ 0.2; åñëè N/2 = M = 32, òî h = H ≈ 0.098; åñëè N/2 = M = 64, òî
h = H ≈ 0.049.

Â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïî-
ãðåøíîñòåé. Â ëåâîì ñòîëáöå óêàçàíî îòëè÷èå ðàäèóñà ∆R âñïîìîãàòåëüíîé ñôå-
ðû îò åäèíèöû, òåì ñàìûì å¼ ðàäèóñ áóäåò ðàâåí 1 − ∆R. Â âåðõíåé ñòðîêå
óêàçàíû çíà÷åíèÿ M,N . Ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû � ìàêñèìàëüíàÿ ïî-
ãðåøíîñòü äëÿ íîâîé ôîðìóëû (153) íà äàííîé âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðå, âòîðîå
÷èñëî ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé � ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ ïðåæíåé êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû èç ðàçäåëà 2.1, íà äàííîé ñôåðå, òðåòüå ÷èñëî � ìàêñèìàëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü äëÿ ôîðìóëû (154).

Â ÷èñëåííûõ òåñòàõ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñðàâíèâàþòñÿ ïðè k = 0, ò.å. äëÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Òåñò 4. Â äàííîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà

µ(y(u, v)) = P10(cos v),

òîãäà ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ âíóòðè åäèíè÷íîé ñôåðû Γ èìååò
âèä

W0[µ](x) =
11|x|10

21
P10(cosϑ), |x| < 1,

ãäå

P10(cos v) =
1

256

(
46189 cos10 v − 109395 cos8 v + 90090 cos6 v−

− 30030 cos4 v + 3465 cos2 v − 63

)
� ïîëèíîì Ëåæàíäðà äåñÿòîé ñòåïåíè îò cos v, ϑ� çåíèòíûé óãîë â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â òàáëèöå 19 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàí-
íûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé.
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∆R N/2 = M = 16 N/2 = M = 32 N/2 = M = 64

0.2 0.0077; 0.01; 0.01 0.0022; 0.0026; 0.0024 0.00056; 0.00065; 0.00059
0.1 0.012; 0.025; 0.024 0.0036; 0.0053; 0.0045 0.00094; 0.0014; 0.0011
0.06 0.013; 0.045; 0.041 0.0043; 0.0084; 0.0067 0.0012; 0.0023; 0.0015
0.03 0.019; 0.074; 0.063 0.0048; 0.017; 0.011 0.0018; 0.0046; 0.0022

Òàáëèöà 19: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 4

Òåñò 5. Â äàííîì òåñòå èñïîëüçîâàëàñü ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà

µ(y(u, v)) = cos(10u) sin10 v,

òîãäà ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ âíóòðè åäèíè÷íîé ñôåðû Γ èìååò
âèä

W0[µ](x) =
11|x|10 cos(10ϕ) sin10 ϑ

21
, |x| < 1,

ãäå ϑ è ϕ � çåíèòíûé è àçèìóòàëüíûé óãëû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â òàáëèöå 20 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé.

∆R N/2 = M = 16 N/2 = M = 32 N/2 = M = 64

0.2 0.0046; 0.013; 0.0093 0.0016; 0.0031; 0.002 0.00043; 0.00078; 0.0005
0.1 0.012; 0.058; 0.046 0.0044; 0.011; 0.0068 0.0012; 0.0027; 0.0016
0.06 0.013; 0.11; 0.09 0.0055; 0.021; 0.013 0.0015; 0.0046; 0.0026
0.03 0.061; 0.2; 0.15 0.0047; 0.046; 0.026 0.0011; 0.0085; 0.0042

Òàáëèöà 20: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 5

2.3.7 Âûâîäû

Êàê óêàçàíî âûøå, ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèö � ïîãðåøíîñòü íîâîé êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëû (153), à âòîðîå ÷èñëî � ïîãðåøíîñòü ïðåæíåé êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû èç ðàçäåëà 2.1. Òðåòüå ÷èñëî � ýòî ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (154) ñ òå-
ëåñíûì óãëîì.

Âî âñåõ òåñòàõ äëÿ äèñêà ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ íîâîé êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëû (153) îò ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì îòêëî-
íåíèÿ ó äâóõ îñòàëüíûõ ôîðìóë. Â òåñòàõ 2 è 3, ãäå ïëîòíîñòü µ(y(u, v)) çàäàíà
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îñöèëëèðóþùèìè ôóíêöèÿìè, íà ðàññòîÿíèÿõ îò äèñêà x3 ≈ H2 îòêëîíåíèÿ íî-
âîé ôîðìóëû (153) îò ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà â äâà-òðè ðàçà ìåíüøå
÷åì ó îñòàëüíûõ ôîðìóë. Â òåñòå 1 íà òàêèõ æå ðàññòîÿíèÿõ îò äèñêà îòêëî-
íåíèÿ íîâîé ôîðìóëû (153) îò ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà â ïîëòîðà-äâà
ðàçà ìåíüøå, ÷åì ó äâóõ äðóãèõ ôîðìóë.

Â òåñòàõ äëÿ ñôåðû èç òàáëèö 4 è 5 ñëåäóåò, ÷òî êàê êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ èç ðàçäåëà 2.1 òàê è êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ñ
òåëåñíûì óãëîì (154) íà ðàññòîÿíèè H îò ñôåðû äàþò ïîãðåøíîñòü O(H2), à íà
ðàññòîÿíèè H2 îò ñôåðû äàþò ïîãðåøíîñòü O(H).

Êàê âèäíî èç òàáëèö 4 è 5, â òåñòàõ äëÿ ñôåðû ïîãðåøíîñòü íîâîé êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû (153) çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïîãðåøíîñòåé äâóõ äðóãèõ ôîðìóë
äëÿ âñåõ ïðèâåä¼ííûõ âåëè÷èíM è N . Íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà H îò ñôåðû ïî-
ãðåøíîñòü ôîðìóëû (153) â 1.3 - 2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì ó îñòàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë. Íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà H2 îò ñôåðû ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (153) â
äâà-òðè ðàçà ìåíüøå, ÷åì ó äâóõ äðóãèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.

Òàêèì îáðàçîì, ñäåëàííûå òåñòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íîâàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîð-
ìóëà (153) îáåñïå÷èâàåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé âáëèçè ãðàíèöû
Γ, ÷åì êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà èç ðàçäåëà 2.1 è ÷åì ôîðìóëà c òåëåñíûì óãëîì.
Ýôôåêòèâíîñòü íîâîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (153) äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî
ñëîÿ ñ äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòüþ îñîáåííî îùóòèìà, åñëè ïëîòíîñòü â ïî-
òåíöèàëå ïðåäñòàâëåíà ãëàäêèìè îñöèëëèðóþùèìè ôóíêöèÿìè. Êàê ïîêàçûâà-
þò òåñòîâûå ïðèìåðû, ôîðìóëà (153) ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòü
âû÷èñëåíèé ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòüþ âáëèçè
ïîâåðõíîñòè Γ áåç óâåëè÷åíèÿ ñòîèìîñòè âû÷èñëåíèé.
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2.4 Ïðèìåíåíèå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ê ÷èñëåííîìó ðå-

øåíèþ âíóòðåííåé êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Ëàïëàñà â òð¼õìåðíîé îáëàñòè

2.4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ
îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòüD. Ðàññìîòðèì âíóòðåííþþ êðàåâóþ
çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ íåïðåðûâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì,
çàäàííûì íà Γ {

∆u = 0, u ∈ C0(D) ∩ C2(D),
u(x)|Γ = f(x), x ∈ Γ, f(x) ∈ C0(Γ)

. (160)

Íàéä¼ì ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ W0[µ](x)

W0[µ](x) =
1

4π

∫
y∈Γ

µ(y)
∂

∂ny

1

|x− y|
dSy, (161)

ãäå µ = µ(y) ∈ C0(Γ) � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, à ny � âíóòðåííÿÿ åäèíè÷íàÿ
íîðìàëü. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ W0[µ](x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëà-
ñòè D. Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà Γ èç îáëàñòè D äà¼òñÿ
âûðàæåíèåì [6, 90]

1

2
µ(x) +W0[µ](x)|Γ, x ∈ Γ, (162)

ãäåW0[µ](x)|Γ � ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà íà ïîâåðõíîñòè Γ. Ïðèðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ê ôóíêöèè, çàäàííîé íà
Γ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1

2
µ(x) +W0[µ](x)|Γ = f(x), x ∈ Γ. (163)

Ðàâåíñòâî (163) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëü-
ìà âòîðîãî ðîäà, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî [6, �28.3],[90].

Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè Γ, ïðè êîòîðîì íà íåå îòîáðàæà-
åòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê

y = (y1, y2, y3) ∈ Γ, y1 = y1(u, v), y2 = y2(u, v), y3 = y3(u, v);

u ∈ [0, A], v ∈ [0, B];

yj(u, v) ∈ C2([0, A]× [0, B]), j = 1, 2, 3. (164)
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Ââåä¼ì N òî÷åê un ñ øàãîì h íà îòðåçêå [0, A] èM òî÷åê vm íà îòðåçêå [0, B]
è ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà [0, A] × [0, B], êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ
íà ïîâåðõíîñòü Γ

A = Nh, B = MH, un = (n+ 1/2)h, n = 0, ..., N − 1,

vm = (m+ 1/2)H, m = 0, ...,M − 1.

Òåì ñàìûì ïðÿìîóãîëüíèê [0, A]× [0, B] ðàçáèâàåòñÿ íà N ×M ìàëåíüêèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíè÷êîâ è ÷åðåç (un, vm) îáîçíà÷åíû ñåðåäèíêè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíè÷êîâ.

Â êà÷åñòâå ðåïåðíûõ òî÷åê â óðàâíåíèè (163) áåð¼ì ñåðåäèíû (un, vm) ìàëûõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ââåä¼ì ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ âñåõ ìàëûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ðàçìåðà h×H íà Γ

p = mN + n, (165)

òîãäà 0 ≤ p ≤ NM−1. Åñëè çàäàí íîìåð p, òî íîìåðà n,m íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî

m = [p/N ], n = p− [p/N ]N, (166)

ãäå [·] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü íåîòðèöàòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Ïîä
yp = y(un, vm), p = 0, 1, ...NM − 1, áóäåì ïîíèìàòü òî÷êó öåíòðà ìàëîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà (un, vm), ãäå n è m îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (166).

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ ñðåäàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ íóìåðàöèÿ ñòðîê
è ñòîëáöîâ ìàòðèö íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû, ïðèâåä¼ì çäåñü ôîðìóëû ñêâîçíîé
íóìåðàöèè â ýòîì ñëó÷àå

p = mN + n, m =

[
p− 1

N

]
, n = p−

[
p− 1

N

]
N,

ãäå n = 1, 2, ..., N, m = 1, 2, ...,M è 1 ≤ p ≤ NM.

2.4.2 Ïðèìåíåíèå óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû

Â ðàçäåëå 2.2 â ÿâíîì âèäå ïîëó÷åíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà-
÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè

Wk[µ](x)|x=y(un̂,vm̂)∈Γ ≈ −
1

4π
µn̂m̂Jn̂m̂+

+
1

4π

n=N−1,m=M−1∑
n=0,m=0

(n,m) 6=(n̂,m̂)

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)Knm(x), (167)

ãäå èíòåãðàë Jn̂m̂ âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå â ïóíêòå 2.2.2, à èíòåãðàë Knm(x)
âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå â ðàçäåëå 2.1. Ïðèìåíÿÿ ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ (165), à
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òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà k = 0, ôîðìóëà (167) ïðèíèìàåò
âèä

W0[µ](x)|x=y(un̂,vm̂)∈Γ ≈ −
1

4π
µn̂m̂Jn̂m̂ −

1

4π

n=N−1,m=M−1∑
n=0,m=0

(n,m)6=(n̂,m̂)

µnmKnm(x) =

= − 1

4π
µp̂J p̂ − 1

4π

NM−1∑
p=0
p 6=p̂

µpKp(x), (168)

ãäå µp = µ(yp) = µn̂m̂ � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ yp, à Kp(x) = Knm(x). Èíòåãðàë J p̂ = Jn̂m̂ è çíà÷åíèå ïëîòíîñòè
µp̂ = µ(yp̂) ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà òî÷êà x ëåæèò â îáëàñòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ìàëîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ñ
öåíòðîì â òî÷êå (un̂, vm̂), êîòîðîìó îòâå÷àåò òî÷êà yp̂ = y(un̂, vm̂) = x íà ïîâåðõ-
íîñòè Γ.

Òàêèì îáðàçîì ïðè çàäàííîé ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè Γ èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå (163) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(ÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíî N ·M çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïîòåí-
öèàëà µ(yp) = µp â òî÷êàõ yp = y(un, vm)

1

2
µp̂ −

1

4π
µp̂J p̂ − 1

4π

NM−1∑
p=0
p 6=p̂

µpK
p̂
p = fp̂, p̂ = 0, 1, 2, ..., NM − 1, (169)

ãäå fp̂ = f(yp̂) � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ, à
Kp(x) = Kp(y(un̂, vm̂)) = Kp(y

p̂) = K p̂
p . Äîìíîæèì ñèñòåìó (169) íà −4π è

çàïèøåì å¼ â îáùåì âèäå

NM−1∑
p=0

((
J p̂ − 2π

)
∆p̂
p +K p̂

p

(
1−∆p̂

p

))
µp = −4πfp̂, (170)

ãäå p̂ = 0, 1, 2, ..., NM − 1 è

∆p̂
p =

{
1, åñëè p = p̂,
0, åñëè p 6= p̂

.
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Çàïèøåì ñèñòåìó (170) â ìàòðè÷íîì âèäå

J 0 − 2π K0
1 · · · K0

p̂−1 K0
p̂ K0

p̂+1 · · · K0
NM−1

K1
0 J 1 − 2π · · · K1

p̂−1 K1
p̂ K1

p̂+1 · · · K1
NM−1

... ... . . . ... ... ... ... ...

... ... ... . . . ... ... ... ...
K p̂

0 K p̂
1 · · · K p̂

p̂−1 J p̂ − 2π K p̂
p̂+1 · · · K p̂

NM−1

K p̂+1
0 K p̂+1

1 · · · K p̂+1
p̂−1 K p̂+1

p̂ J p̂+1 − 2π · · · K p̂+1
NM−1

... ... ... ... ... ... . . . ...
KNM−1

0 KNM−1
1 · · · KNM−1

p̂−1 KNM−1
p̂ KNM−1

p̂+1 · · · J NM−1 − 2π


×

×


µ0

µ1
...

µNM−1

 = −4π


f0

f1
...

fNM−1

 . (171)

Îáðàùàÿ ìàòðèöó â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (171) è óìíîæàÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó
íà ñòîëáåö ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ
ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp̂ = µ(yp̂) â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ yp̂, êîòî-
ðûå çàòåì áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ âåçäå
âíóòðè Γ, ðåøàÿ òåì ñàìûì èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóð-
íóþ ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ ðàíåå â ðàçäåëå 2.1

W0[µ](x) ≈ − 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnmKnm(x) = − 1

4π

NM−1∑
p=0

µpKp(x). (172)

2.4.3 Ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû

Â ïóíêòå 2.2.5 áûëà ðàññìîòðåíà ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿ-
ìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ, ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ â
èíæåíåðíûõ ðàñ÷¼òàõ [2, Ãëàâà 2]. Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïîëó÷à-
åòñÿ çàìåíîé êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïðè x 6= y(un̂, vm̂) íà åãî ïðèáëèæåííîå
çíà÷åíèå è îáíóëåíèåì êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïî êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè Γ ñ
öåíòðîì â òî÷êå x = y(un̂, vm̂)

W0[µ](x)|x=y(un̂,vm̂)∈Γ ≈ −
1

4π

n=N−1,
m=M−1∑
n=0,m=0

(n,m)6=(n̂,m̂)

µnmQnm(x), (173)
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ãäå

Qnm(x) =
hH

|x− y(un, vm)|3
3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj(un, vm)− xj). (174)

Îáîñíîâàíèå îáíóëåíèÿ èíòåãðàëà ïî êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè Γ ñ öåíòðîì â òî÷êå
x = y(un̂, vm̂) äàíî â ï. 2.2.5. Ïðèìåíÿÿ ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ (165), ôîðìóëà
(173) ïðèíèìàåò âèä

W0[µ](x)|x=y(un̂,vm̂)∈Γ ≈ −
1

4π

NM−1∑
p=0
p 6=p̂

µpQp(x), (175)

ãäå µp = µ(yp) = µnm � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ yp, à Qp(x) = Qnm(x).

Òàêèì îáðàçîì ïðè çàäàííîé ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè Γ èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå (163) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(ÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíî N ·M çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïîòåí-
öèàëà µ(yp) = µp â òî÷êàõ yp = y(un, vm)

1

2
µp̂ −

1

4π

NM−1∑
p=0
p 6=p̂

µpQp̂
p = fp̂, p̂ = 0, 1, 2, ..., NM − 1, (176)

ãäå fp̂ = f(yp̂) � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ, à
Qp(x) = Qp(y(un̂, vm̂)) = Qp(y

p̂) = Qp̂
p. Äîìíîæèì ñèñòåìó (176) íà −4π è çàïè-

øåì å¼ â îáùåì âèäå

NM−1∑
p=0

(
−2π∆p̂

p +Qp̂
p

(
1−∆p̂

p

))
µp = −4πfp̂, (177)

ãäå p̂ = 0, 1, 2, ..., NM − 1 è

∆p̂
p =

{
1, åñëè p = p̂,
0, åñëè p 6= p̂

.
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Çàïèøåì ñèñòåìó (177) â ìàòðè÷íîì âèäå

−2π Q0
1 · · · Q0

p̂−1 Q0
p̂ Q0

p̂+1 · · · Q0
NM−1

Q1
0 −2π · · · Q1

p̂−1 Q1
p̂ Q1

p̂+1 · · · Q1
NM−1

... ... . . . ... ... ... ... ...

... ... ... . . . ... ... ... ...
Qp̂

0 Qp̂
1 · · · Qp̂

p̂−1 −2π Qp̂
p̂+1 · · · Qp̂

NM−1

Qp̂+1
0 Qp̂+1

1 · · · Qp̂+1
p̂−1 Qp̂+1

p̂ −2π · · · Qp̂+1
NM−1

... ... ... ... ... ... . . . ...
QNM−1

0 QNM−1
1 · · · QNM−1

p̂−1 QNM−1
p̂ QNM−1

p̂+1 · · · −2π


×

×


µ0

µ1
...

µNM−1

 = −4π


f0

f1
...

fNM−1

 . (178)

Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà
µp̂ = µ(yp̂) â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ yp̂, êîòîðûå çàòåì áóäóò èñïîëü-
çîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ âåçäå âíóòðè Γ, ðåøàÿ òåì
ñàìûì èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó

W0[µ](x) ≈

n=N−1,
m=M−1∑
n=0,m=0

µnmQnm(x) = − 1

4π

NM−1∑
p=0

µpQp(x). (179)

2.4.4 Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû òåëåñíîãî óãëà

Â ïóíêòå 2.3.4 áûëà ðàññìîòðåíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîé-
íîãî ñëîÿ, îñíîâàííàÿ íà ñâîéñòâàõ òåëåñíîãî óãëà. Ïðè ïîìîùè ýòîé ôîðìóëû
ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.
Äëÿ ýòîãî íóæíî çàìåíèòü êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë ïðè x 6= y(un̂, vm̂) íà åãî ïðè-
áëèæåííîå çíà÷åíèå è îáíóëèòü êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë ïî êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè
Γ ñ öåíòðîì â òî÷êå x = y(un̂, vm̂)

W0[µ](x)|x=y(un̂,vm̂)∈Γ ≈ −
1

4π

n=N−1,
m=M−1∑
n=0,m=0

(n,m) 6=(n̂,m̂)

µnmAnm(x), (180)

ãäå Anm(x) äà¼òñÿ âûðàæåíèåì

{Ω(x; y(un − h/2, vm −H/2), y(un − h/2, vm +H/2), y(un + h/2, vm −H/2))+
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+Ω(x; y(un + h/2, vm +H/2), y(un − h/2, vm +H/2), y(un + h/2, vm −H/2))}×

× sgn

(
3∑
j=1

ηj(y(un, vm))(yj(un, vm)− xj)

)
= Anm(x). (181)

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ω(x; x1, x2, x3) äàíî â ïóíêòå 2.3.4. Îáîñíîâàíèå
îáíóëåíèÿ èíòåãðàëà ïî êóñî÷êó ïîâåðõíîñòè Γ ñ öåíòðîì â òî÷êå x = y(un̂, vm̂)
àíàëîãè÷íî òàêîâîìó èç ï. 2.2.5.

Ïðèìåíÿÿ ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ (165), ôîðìóëà (180) ïðèíèìàåò âèä

W0[µ](x)|x=y(un̂,vm̂)∈Γ ≈ −
1

4π

NM−1∑
p=0
p 6=p̂

µpAp(x), (182)

ãäå µp = µ(yp) = µnm � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ yp, à Ap(x) = Anm(x). Òàêèì îáðàçîì ïðè çàäàííîé ïàðàìåòðèçà-
öèè ïîâåðõíîñòè Γ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (163) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíî N ·M çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µ(yp) = µp â òî÷êàõ yp = y(un, vm)

1

2
µp̂ −

1

4π

NM−1∑
p=0
p 6=p̂

µpAp̂p = fp̂, p̂ = 0, 1, 2, ..., NM − 1, (183)

ãäå fp̂ = f(yp̂) � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ, à
Ap(x) = Ap(y(un̂, vm̂)) = Ap(yp̂) = Ap̂p. Äîìíîæèì ñèñòåìó (183) íà −4π è çàïè-
øåì å¼ â îáùåì âèäå

NM−1∑
p=0

(
−2π∆p̂

p +Ap̂p
(
1−∆p̂

p

))
µp = −4πfp̂, (184)

ãäå p̂ = 0, 1, 2, ..., NM − 1 è

∆p̂
p =

{
1, åñëè p = p̂,
0, åñëè p 6= p̂

.
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Çàïèøåì ñèñòåìó (184) â ìàòðè÷íîì âèäå

−2π A0
1 · · · A0

p̂−1 A0
p̂ A0

p̂+1 · · · A0
NM−1

A1
0 −2π · · · A1

p̂−1 A1
p̂ A1

p̂+1 · · · A1
NM−1

... ... . . . ... ... ... ... ...

... ... ... . . . ... ... ... ...
Ap̂0 Ap̂1 · · · Ap̂p̂−1 −2π Ap̂p̂+1 · · · Ap̂NM−1

Ap̂+1
0 Ap̂+1

1 · · · Ap̂+1
p̂−1 Ap̂+1

p̂ −2π · · · Ap̂+1
NM−1

... ... ... ... ... ... . . . ...
ANM−1

0 ANM−1
1 · · · ANM−1

p̂−1 ANM−1
p̂ ANM−1

p̂+1 · · · −2π


×

×


µ0

µ1
...

µNM−1

 = −4π


f0

f1
...

fNM−1

 . (185)

Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìû ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà
µp̂ = µ(yp̂) â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ yp̂, êîòîðûå çàòåì áóäóò èñïîëü-
çîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ âåçäå âíóòðè Γ, ðåøàÿ òåì
ñàìûì èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó

W0[µ](x) ≈

n=N−1,
m=M−1∑
n=0,m=0

µnmAnm(x),= − 1

4π

NM−1∑
p=0

µpAp(x). (186)

2.4.5 ×èñëåííûå òåñòû

Ðåøåíèå âíóòðåííåé êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå îïèñàííûì ìåòîäîì ñîñòîèò èç
äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ïðè ïîìîùè îäíîé èç òð¼õ ïðèâåä¼ííûõ êâàäðà-
òóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ìû ïîëó÷àåì
çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, p = 0, 1, ..., NM − 1 â öåíòðàõ ìàëûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ, ðåøàÿ ñîîòâåñòâóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (ÑËÀÓ). Ýòî ìîæåò áûòü ëèáî ïîñòðîåííàÿ â ðàçäåëå 2.2 íîâàÿ êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà (168), ëèáî ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (175), ëèáî
ôîðìóëà, îñíîâàííàÿ íà îïðåäåëåíèè òåëåñíîãî óãëà (182).

Íà âòîðîì ýòàïå ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp èñïîëüçóþòñÿ
ïðè âû÷èñëåíèè ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ â ëþáîé òî÷êå âíóòðåííåé îáëàñòè
D ïî îäíîé èç òð¼õ ôîðìóë. Ýòî ìîæåò áûòü ëèáî ïîñòðîåííàÿ â ðàçäåëå 2.1
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íîâàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (172), ëèáî ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
(179), ëèáî ôîðìóëà, îñíîâàííàÿ íà îïðåäåëåíèè òåëåñíîãî óãëà (186).

Â ïðèâåä¼ííûõ íèæå ÷èñëåííûõ òåñòàõ çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp,
ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè óëó÷øåííîé ôîðìóëû (168), ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
òîëüêî â ôîðìóëå (172). Àíàëîãè÷íî, çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó-
÷åííûå ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé ôîðìóëû (175) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî
â ôîðìóëå (179). Çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè
ôîðìóëû äëÿ òåëåñíîãî óãëà (182) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ñ ôîðìóëîé
äëÿ òåëåñíîãî óãëà (186).

Òåñòèðîâàíèå ïðîâåäåíî â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé åäè-
íè÷íîãî ðàäèóñà, êîòîðàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè

y1(u, v) = cosu sin v, y2(u, v) = sinu sin v, y3(u, v) = cos v, (187)

ïðè÷¼ì (u, v) ∈ [0, 2π]× [0, π].
Âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ � ðåøåíèÿ èñõîäíîé âíóòðåííåé êðà-

åâîé çàäà÷è Äèðèõëå ïðîâîäèëèñü â íåêîòîðûõ òî÷êàõ íà âñïîìîãàòåëüíûõ ñôå-
ðàõ, èìåþùèõ öåíòðû â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñû, ðàâíûå 1 − ∆R. Òåì ñà-
ìûì, âñïîìîãàòåëüíûå ñôåðû íàõîäÿòñÿ âíóòðè ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, íà
êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, íà ðàññòîÿíèè ∆R îò íå¼. Çàòåì áûëè
ðàññ÷èòàíû çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé â ýòèõ òî÷êàõ, è äëÿ êàæäîé
âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû îïðåäåëÿëèñü ìàêñèìóìû çíà÷åíèé ýòèõ ïîãðåøíîñòåé.

Êîîðäèíàòû òî÷åê, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîé àáñî-
ëþòíîé ïîãðåøíîñòè

xqlj = Ryj(uq, vl), j = 1, 2, 3,

uq =

(
2π

N
+

1

2

)
q, q = 0, . . . , N ; vl =

(
π

M
+

1

2

)
l, l = 0, . . . ,M, (188)

ãäå yj(u, v) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (187), R � ðàäèóñ âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðû.
Òî åñòü ýòè òî÷êè ðàñïîëîæåíû ïîä öåíòðàìè ó÷àñòêîâ ðàçáèåíèÿ åäèíè÷íîé
ñôåðû (âäîëü ëèíèé íîðìàëåé, ïðîâåä¼ííûõ èç öåíòðîâ ìàëûõ ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ). Îòìåòèì, ÷òî ýòè òî÷êè ðàñïðåäåëåíû ïî âñåé ñôåðå.

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M è N . Çíà÷åíèÿ øàãîâ
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè h = 2π/N, H = π/M. Åñëè N/2 = M = 10, òî
h = H ≈ 0.31; åñëè N/2 = M = 20, òî h = H ≈ 0.16; åñëè N/2 = M = 40, òî
h = H ≈ 0.079.

Â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïî-
ãðåøíîñòåé. Â ëåâîì ñòîëáöå óêàçàíî îòëè÷èå ðàäèóñà ∆R âñïîìîãàòåëüíîé ñôå-
ðû îò åäèíèöû, òåì ñàìûì å¼ ðàäèóñ áóäåò ðàâåí 1 − ∆R. Â âåðõíåé ñòðîêå
óêàçàíû çíà÷åíèÿ M,N .
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Ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèö 23, 24 è 25 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü óëó÷-
øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (172) íà äàííîé âñïîìîãàòåëüíîé ñôåðå, ïðè
èñïîëüçîâàíèè (168) äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp. Âòîðîå
÷èñëî ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé � ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ñòàíäàðòîé êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû (179) íà äàííîé ñôåðå, ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (175) äëÿ
ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà. Òðåòüå ÷èñëî � ìàêñèìàëüíàÿ ïî-
ãðåøíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû íà îñíîâå ïîíÿòèÿ òåëåñíîãî óãëà (186),
ãäå äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà
(182).
Òåñò 1. Ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè âèäà f(x) = 1, x ∈ Γ ðåøåíèå âíóòðåííåé

êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èçâåñòíî è äà¼òñÿ âûðàæåíèåì

u(x) = 1 ïðè |x| < 1. (189)

Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ïðè ýòîì ðàâíà

µ(x) = 1, x ∈ Γ. (190)

Â òàáëèöå 23 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïî-
ãðåøíîñòåé ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Òåñò 2. Ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè âèäà f(x) = 2/3 · cosϕ sinϑ, x ∈ Γ ðåøåíèå

âíóòðåííåé êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èçâåñòíî è äà¼òñÿ
âûðàæåíèåì

u(x) =
2|x| cosϕ sinϑ

3
ïðè |x| < 1. (191)

Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ïðè ýòîì ðàâíà

µ(x) = cosϕ sinϑ, x ∈ Γ, (192)

ãäå ϑ è ϕ � çåíèòíûé è àçèìóòàëüíûé óãëû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â òàáëèöå 24 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Òåñò 3. Ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè âèäà f(x) = 3/10 · (3 cos2 ϑ − 1) ðåøåíèå

âíóòðåííåé êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èçâåñòíî è äà¼òñÿ
âûðàæåíèåì

u(x) =
3|x|2(3 cos2 ϑ− 1)

10
ïðè |x| < 1. (193)

Ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ïðè ýòîì ðàâíà

µ(x) =
3 cos2 ϑ− 1

2
, x ∈ Γ, (194)

157



ãäå ϑ � çåíèòíûé óãîë â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-
íàò. Â òàáëèöå 25 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíûõ
ïîãðåøíîñòåé ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà äâîéíî-
ãî ñëîÿ. Ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû 21 � ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïî-
ãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ óëó÷øåííîé êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëû (168). Âòîðîå ÷èñëî ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé � ìàêñèìàëüíàÿ
àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ñòàí-
äàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (175). Òðåòüå ÷èñëî � ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþò-
íàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóð-
íîé ôîðìóëû (182) íà îñíîâå ïîíÿòèÿ òåëåñíîãî óãëà.

Íîìåð òåñòà N/2 = M = 10 N/2 = M = 20 N/2 = M = 40

Òåñò 1 0.047; 0.055; 0.11 0.028; 0.035; 0.17 0.015; 0.026; 0.19
Òåñò 2 0.0032; 0.077; 0.11 0.0013; 0.038; 0.054 4.1E-4; 0.019; 0.027
Òåñò 3 0.038; 0.039; 0.068 0.025; 0.021; 0.15 0.014; 0.019; 0.19

Òàáëèöà 21: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà â
òåñòàõ 1�3

Ðàññìîòðèì òàêæå ñðåäíþþ àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ïî âñåì ðåïåðíûì òî÷-
êàì (165) â óðàâíåíèè (163). Ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû 22 � ñðåäíÿÿ àáñî-
ëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ óëó÷øåí-
íîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (168). Âòîðîå ÷èñëî ïîñëå òî÷êè ñ çàïÿòîé � ñðåä-
íÿÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ
ñòàíäàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (175). Òðåòüå ÷èñëî � ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ
ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà µp, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû (182) íà îñíîâå ïîíÿòèÿ òåëåñíîãî óãëà.

Íîìåð òåñòà N/2 = M = 10 N/2 = M = 20 N/2 = M = 40

Òåñò 1 0.012; 0.04; 0.078 0.004; 0.02; 0.046 0.0012; 0.01; 0.027
Òåñò 2 0.0013; 0.027; 0.041 3.8E-4; 0.013; 0.02 1E-4; 0.0063; 0.01
Òåñò 3 0.011; 0.023; 0.047 0.0036; 0.013; 0.031 0.0011; 0.0066; 0.02

Òàáëèöà 22: Ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà â òåñòàõ
1�3
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∆R N/2 = M = 10 N/2 = M = 20 N/2 = M = 40

0.5 0.012; 0.046; 0.069 0.0031; 0.023; 0.033 0.00079; 0.011; 0.016
0.2 0.022; 0.081; 0.073 0.0061; 0.024; 0.035 0.0015; 0.012; 0.017
0.1 0.025; 0.53; 0.074 0.01; 0.063; 0.036 0.0028; 0.013; 0.021
0.06 0.021; 1.89; 0.075 0.012; 0.31; 0.04 0.0043; 0.029; 0.038
0.03 0.013; 8.64; 0.075 0.01; 1.86; 0.056 0.0057; 0.3; 0.061
0.01 0.0051; 81.3; 0.071 0.0046; 19.6; 0.069 0.0038; 4.56; 0.083

Òàáëèöà 23: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 1

∆R N/2 = M = 16 N/2 = M = 32 N/2 = M = 64

0.5 0.0099; 0.024; 0.035 0.0026; 0.012; 0.017 0.00066; 0.0059; 0.0086
0.2 0.022; 0.072; 0.057 0.0065; 0.02; 0.028 0.0016; 0.0097; 0.014
0.1 0.025; 0.52; 0.066 0.011; 0.061; 0.032 0.003; 0.012; 0.016
0.06 0.021; 1.89; 0.07 0.012; 0.31; 0.034 0.0045; 0.029; 0.017
0.03 0.013; 8.62; 0.073 0.01; 1.87; 0.035 0.0058; 0.3; 0.017
0.01 0.0049; 81.2; 0.014 0.0046; 19.7; 0.037 0.0038; 4.57; 0.018

Òàáëèöà 24: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 2

∆R N/2 = M = 16 N/2 = M = 32 N/2 = M = 64

0.5 0.0063; 0.0088; 0.011 0.0016; 0.0041; 0.0062 0.0004; 0.0021; 0.0032
0.2 0.013; 0.049; 0.021 0.0038; 0.014; 0.011 0.00097; 0.0041; 0.0075
0.1 0.014; 0.25; 0.028 0.0061; 0.042; 0.029 0.0017; 0.011; 0.024
0.06 0.012; 0.9; 0.032 0.0074; 0.15; 0.044 0.0025; 0.027; 0.04
0.03 0.008; 4.11; 0.035 0.0065; 0.92; 0.059 0.0035; 0.15; 0.062
0.01 0.0032; 38.7; 0.072 0.0032; 9.76; 0.071 0.0026; 2.28; 0.084

Òàáëèöà 25: Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë â
òåñòå 3

2.4.6 Âûâîäû

Èç òàáëèöû 21 âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè
ïîòåíöèàëà, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (168),
íå ïðåâûøàåò ïîãðåøíîñòè ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ñòàí-
äàðòíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (175), è çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïîãðåøíîñòè ïëîò-
íîñòè ïîòåíöèàëà, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äëÿ òåëåñíîãî óãëà (182).
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Òàêæå äëÿ òåñòà 2 ñ çàíóëÿþùåéñÿ íà ïîëþñàõ ñôåðû ïëîòíîñòüþ ïîòåíöèàëà,
óëó÷øåííàÿ ôîðìóëà ïîêàçûâàåò â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü, ÷åì
äëÿ äâóõ äðóãèõ ôîðìóë.

Â òàáëèöå 22 ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà, ïîëó-
÷åííîé ñ ïîìîùüþ óëó÷øåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (168), â íåñêîëüêî ðàç
ìåíüøå ñðåäíèõ ïîãðåøíîñòåé, ïîëó÷åííûõ äâóìÿ îñòàëüíûìè ìåòîäàìè. Òàê-
æå âèäíî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîãðåøíîñòè ïëîòíîñòè ïî-
òåíöèàëà óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (168) äà¼ò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê
ñõîäèìîñòè, ÷åì ôîðìóëû (175) è (182).

Ïðè èñïîëüçîâàííîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîé àáñîëþò-
íîé ïîãðåøíîñòè (188) èç òàáëèö 23 � 25 ñëåäóþò âûâîäû

1) Äëÿ óëó÷øåííîé ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, èìååò ìåñòî
àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ O(H2). Ïîãðåøíîñòü O(H2) íå çàâèñèò îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî Γ è ñïðàâåäëèâà äàæå äëÿ î÷åíü ìàëûõ ðàññòîÿíèé ∆R.

Äëÿ ðàññòîÿíèé ∆R äî ñôåðû áîëåå H ýòîò ïîäõîä äà¼ò âòîðîé ïîðÿäîê (ïî
H) ñõîäèìîñòè. Äëÿ ðàññòîÿíèé îò H äî H2 èìååò ìåñòî ïåðâûé ïîðÿäîê (ïî H)
ñõîäèìîñòè. Äëÿ ðàññòîÿíèé ìåíåå H2 ïîãðåøíîñòü äàííîãî ïîäõîäà â íåñêîëüêî
ðàç ìåíüøå ïîãðåøíîñòè, ïîëó÷àåìîé ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû òåëåñíîãî
óãëà.

2) Äëÿ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû íà îñíîâå òåëåñíîãî
óãëà èìååò ìåñòî àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ O(H). Äëÿ ðàññòîÿíèé ∆R äî
ñôåðû íå ìåíåå H èìååò ìåñòî ïåðâûé (ïî H) ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè.

3) Ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íå äà¼ò ïðèåìëèìîé àïïðîêñèìàöèè
âáëèçè ãðàíèöû, ïîñêîëüêó ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå ñôåðû è ôèêñèðîâàííîì
øàãå H ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ óñîâåðøåíñòâîâàííûé àâòîðîì ìå-
òîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ òâ¼ðäîãî òå-
ëà ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì æèäêîñòè è çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ ñòàöèîíàðíîãî
òåïëîâîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî àâòîðîì áûëè ïîëó÷åíû íîâûå êâàäðàòóðíûå ôîðìó-
ëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ.

Â äèññåðòàöèè ïîñòðîåíà íîâàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðî-
ñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà, îáåñïå÷èâàþùàÿ ðàâíîìåðíóþ
ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ âáëèçè ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çà-
äàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Ïîëó÷åííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ñîõðàíÿåò ñâîé-
ñòâà íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç óêàçàííóþ ïîâåðõíîñòü. Â
ðàáîòå òàêæå ïîñòðîåíà íîâàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ
íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ. Âìåñòå ýòè ôîðìóëû áû-
ëè ïðèìåíåíû ê ðåøåíèþ òð¼õìåðíîé âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ê òàêîé êðàåâîé çàäà-
÷å ñâîäèòñÿ èçó÷åíèå ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ïîòåíöèàëüíûì
ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ðàñ÷¼òû ðåøåíèÿ íà ìàëîì ðàññòîÿíèè îò ïî-
âåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå êðàåâîé çàäà÷è, ïîêàçàëè, ÷òî
ïîëó÷åííûå ôîðìóëû îáåñïå÷èâàþò ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ èç-
âåñòíûìè êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå àâòîðîì ïîñòðîåíû êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà. Îòäåëüíî
èçó÷åíû ñëó÷àè íåïðåðûâíîé è äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà. Îáå
ôîðìóëû ïîêàçûâàþò çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé âáëèçè
ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, ÷åì ñòàíäàðòíûå êâàä-
ðàòóðíûå ôîðìóëû, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè. Â ðàáîòå òàêæå
ïîëó÷åíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî
ñëîÿ. Ýòè ôîðìóëû áûëè ïðèìåíåíû ê ðåøåíèþ òð¼õìåðíîé âíóòðåííåé êðàå-
âîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ê òàêîé ïîñòàíîâêå ñâîäèòñÿ çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ ñòàöèîíàðíîãî
òåïëîâîãî ïîëÿ. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííûõ àâòî-
ðîì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ïðè ïîìîùè
èçâåñòíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, ïîêàçàëî ýôôåêòèâíîñòü ñîçäàííîãî â äèñ-
ñåðòàöèè ïîäõîäà.

Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü ïðèìåíå-
íû ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îáëàñòüþ
ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñëóæèò ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ôè-
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çè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé â òîíêîñòåííûõ è ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèÿõ,
òîíêèõ ïîêðûòèÿõ, ïë¼íêàõ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èíòåðåñíû ñïåöè-
àëèñòàì, ðàáîòàþùèõ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
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