
ÎÒÇÛÂ îôèöèàëüíîãî îïïîíåíòà

íà äèññåðòàöèþ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Ãàðàæè Àëåêñàíäðû Àíäðååâíû

íà òåìó: ¾Èíâàðèàíòû Æîðäàíà�Êðîíåêåðà ïàðû ýëåìåíòîâ àëãåáðû Ëè¿,

ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.5 � ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿

Äèññåðòàöèÿ Ãàðàæè Àëåêñàíäðû Àíäðååâíû ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèÿì â êëàññè÷åñêîé îáëàñòè

àëãåáðû è òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì � òåîðèè âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ áèãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

íà êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ àëãåáðàõ Ëè. Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ

ïîèñê âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïîëíûõ ñèñòåì ôóíêöèé

â èíâîëþöèè. Ýòà ïðîáëåìà èìååò è êâàíòîâûé àíàëîã � ïîèñê ïîëíûõ êîììóòèðóþùèõ íàáîðîâ

íåêîììóòàòèâíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ � è àêòèâíî èññëåäóåòñÿ â òåîðèè äåôîðìàöèîííîãî êâàíòîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåííàÿ À.À. Ãàðàæåé äèññåðòàöèÿ îòíîñèòñÿ ê âàæíîìó ðàçäåëó àëãåáðû è

òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è ïîñâÿùåíà àêòóàëüíîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé.

Ñ êîíöà 70-õ ãîäîâ 20-ãî âåêà, ïîñëå ðàáîò Ìàãðè, Ãåëüôàíäà è Äîðôìàíà, îáíàðóæèëîñü, ÷òî

èíòåãðèðóåìîñòü ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì òåñíî ñâÿçàíà ñ èõ áèãàìèëüòîíîâîñòüþ, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî

ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî íå ïðîñòî îäíîé ñêîáêè Ïóàññîíà, à îòíîñèòåëüíî öåëî-

ãî ïó÷êà ñêîáîê. Áèãàìèëüòîíîâû ñòðóêòóðû óäàëîñü ñ òåõ ïîð îáíàðóæèòü â áîëüøèíñòâå èçâåñòíûõ

èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Íåñìîòðÿ íà ýòî, âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ áèèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

ïî çàäàííîé ïàðå ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê ñêîáîê Ïóàññîíà äî ñèõ ïîð îòêðûò. Äèññåðòàöèÿ Ãàðàæè

Àëåêñàíäðû Àíäðååâíû ÿâëÿåòñÿ âêëàäîì â ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà.

Òî÷íåå, èññëåäîâàíèÿ Àëåêñàíäðû Àíäðååâíû ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà,

îïèñàííîãî â ðàáîòå Áîëñèíîâà è ×æàí 2016 ãîäà, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì

ìåòîäà ñäâèãà àðãóìåíòà Ìèùåíêî-Ôîìåíêî. Â 1978 ãîäó Ìèùåíêî è Ôîìåíêî ïðåäëîæèëè òàêîé

óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì íà àëãåáðàõ Ëè, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì

êîíñòðóêöèè Ìàíàêîâà. Âïîñëåäñòâèè ðàçíûìè àâòîðàìè (Áðàèëîâ, Áîëñèíîâ, Çóåâ, Âèíáåðã, Øóâà-

ëîâ) áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îáîáùåíèþ ìåòîäà ñäâèãà àðãóìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, âîç-

íèêëà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà A ∈ g∗ ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé â

áèèíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî äâóõ ñêîáîê Ïóàññîíà, îäíà èç êîòîðûõ � ñòàíäàðòíàÿ ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà

íà ïðîñòðàíñòâå g∗, à âòîðàÿ ñòðîèòñÿ íåêîòîðûì îáðàçîì ïî ýëåìåíòó A.

Â ðàìêàõ ïîäõîäà Áîëñèíîâà-×æàíà ýòè ñêîáêè Ïóàññîíà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîñîñèììåòðè÷å-

ñêèå áèëèíåéíûå ôîðìû íà ïðîñòðàíñòâå g⊗C(g). Äàëåå, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé

â áèèíâîëþöèè íà g∗, äîñòàòî÷íî íàéòè áàçèñ áèëàãðàíæåâà ïîäïðîñòðàíñòâà è ¾ïðîèíòåãðèðîâàòü¿

åãî. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Æîðäàíà-Êðîíåêåðà î êàíîíè÷åñêîì âèäå ïàðû

êîñîñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì. Ýòà òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû êîñîñèììåò-

ðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì ìîæíî íàéòè êàíîíè÷åñêèì áàçèñ, â êîòîðîì ïàðà ôîðì ïðèâîäèòñÿ ê
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áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ áëîêàìè äâóõ òèïîâ: æîðäàíîâûìè è êðîíåêåðîâûìè. Èç ÿâíîãî âèäà

áëîêîâ ñëåäóåò, ÷òî âòîðûå ïîëîâèíû áàçèñîâ êàæäîãî áëîêà ñîñòàâëÿþò áàçèñ áèëàãðàíæåâà ïîä-

ïðîñòðàíñòâà. Èñêîìûé áàçèñ ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: æîðäàíîâó è êðîíåêåðîâó. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

íàéòè êðîíåêåðîâó ÷àñòü êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà, èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé ìåòîä Êðîíåêåðà. Òàêèì

îáðàçîì, çàäà÷à ïîèñêà ïîëíîé ñèñòåìû ôóíêöèé â áèèíâîëþöèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà êàíîíè÷å-

ñêîãî áàçèñà. Åñëè ïðèìåíèòü ýòîò ïîäõîä â ñëó÷àå ðåäóêòèâíîé àëãåáðû Ëè è ðåãóëÿðíîãî ýëåìåíòà,

òî ïîëó÷àåòñÿ ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà.

Äèññåðòàöèÿ À.À. Ãàðàæè îïèñàííûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå ïðîñòûõ àëãåáð Ëè è â òîì

÷èñëå ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ â íèõ. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ âûøåîïèñàííîé ãèïîòåçû

è ïîäõîäà ê íåé, ïðèíàäëåæàò Âîðóøèëîâó (2021), à òàêæå Ìîëåâó è ßêèìîâîé (2015- 2019 ãîäû,

ßêèìîâà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàó÷íûõ ðóêîâîäèòåëåé Ãàðàæè). Äèññåðòàíòêå óäàëîñü ïðîäâèíóòüñÿ â

ïðîâåðêå ãèïîòåçû äëÿ ðàçíûõ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè è ýëåìåíòîâ â íèõ, õîòÿ è íå óäàëîñü

ñäåëàòü ýòî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ è âñåõ ïðîñòûõ àëãåáð. Ýòà çàäà÷à îñòàâëåíà íà áóäóùåå.

Êðîìå ýòîé ãèïîòåçû, â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ âçàèìîñâÿçü èíäåêñîâ Êðîíåêåðà ñêîáîê Ïóàññîíà ñ

ïëàñòàìè àëãåáðû Ëè g (ìàêñèìàëüíûìè íåïðèâîäèìûìè G-îðáèòàìè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè), à

òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ïîñòðîåííûå ïîëíûå ñèñòåìû ôóíêöèé â áèèíâî-

ëþöèè ñâîáîäíî ïîðîæäàþò íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå ïîäàëãåáðû Ìèùåíêî-Ôîìåíêî (òàêèå ïîäàëãåáðû

èçó÷àëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ Âèíáåðãà è Øóâàëîâà).

Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 70 ñòðàíèö è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 4 ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

ñîäåðæèò 30 ðàáîò, èç êîòîðûõ òðè ïðèíàäëåæàò Ãàðàæå À.À., à òàêæå 2 òåçèñà äîêëàäîâ Ãàðàæè À.À..

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ðàññìîòðåíà èñòîðèÿ âîïðîñà, ïðèâåäåíû

îñíîâíûå ðàáîòû ïî òåìå, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ, ïðèâåäåíû

îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ðàññìîòðåíà ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè, à òàêæå ïîäðîáíî

èçëîæåíî ñîäåðæàíèå ðàáîòû, îáîñíîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ îá àïðîáàöèè äèñ-

ñåðòàöèè.

Â Ãëàâå 1 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè: ïîëíûå

ñèñòåìû ôóíêöèé â áèèíâîëþöèè, àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïîëíûõ ñèñòåì ôóíêöèé â

áèèíâî- ëþöèè, ìåòîä Êðîíåêåðà íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà äëÿ êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ, ìåòîä

ñäâèãà àðãóìåíòà Ìèùåíêî-Ôîìåíêî.

Â Ãëàâå 2 äàåòñÿ îïèñàíèå êðîíåêåðîâîé ÷àñòè ïîëíîé ñèñòåìû ôóíêöèé â áèèíâîëþöèè íà àë-

ãåáðå Ëè gln(C) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Êðîíåêåðà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 2.1,

â êîòîðîé ñòðîèòñÿ êðîíåêåðîâà ÷àñòü ïîëíîé ñèñòåìû ôóíêöèé â áèèíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî äâóõ

ñêîáîê Ïóàññîíà, îäíà èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó àëãåáðû.

Â Ãëàâå 3 äàåòñÿ îïèñàíèå êðîíåêåðîâîé ÷àñòè ïîëíîé ñèñòåìû ôóíêöèé â áèèíâîëþöèè íà êëàñ-

ñè÷åñêèõ ïðîñòûõ àëãåáðàõ Ëè. À èìåííî, äëÿ àëãåáð Ëè sln(C) è spn(C) ýòè ÷àñòè ñòðîÿòñÿ äëÿ
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ñêîáîê Ïóàññîíà, îäíà èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó àëãåáðû, à äëÿ àëãåáð

son(C) � òîëüêî äëÿ ñêîáîê, îäíà èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî "õîðîøèì"èëè "èñïðàâèìûì"ýëåìåíòàì

(îíè îïðåäåëÿþòñÿ òàì æå). Â ýòîé æå ãëàâå èññëåäóþòñÿ èíäåêñû Êðîíåêåðà âíóòðè ïëàñòîâ (ìàê-

ñèìàëüíûõ íåïðèâîäèìûõ G-îðáèò ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè) ýòèõ ïðîñûõ àëãåáð Ëè.

Ãëàâà 4 ñîäåðæèò íàèáîëåå âàæíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû: â íåé ñòðîèòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé

â áèèíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî äâóõ ñêîáîê Ïóàññîíà, îäíà èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó

ýëåìåíòó àëãåáðû â ñëó÷àå àëãåáð sln(C) è spn(C), à äëÿ àëãåáð son(C) � òîëüêî äëÿ ñêîáîê, îäíà èç

êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî "õîðîøèì"ïîëóïðîñòûì ýëåìåíòàì. Êðîìå òîãî, â ýòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ

ñâÿçü ïîñòðîåííûõ ïîëíûõ ñèñòåì ôóíêöèé è ïðåäåëüíûõ ïîäàëãáð Ìèùåíêî-Ôîìåíêî.

Â çàêëþ÷åíèè, ïîìèìî êðàòêîãî îïèñàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåíû äàëüíåéøèå ïåð-

ñïåêòèâû èññëåäîâàíèé.

Àâòîðåôåðàò ñîîòâåòñòâóåò ñîäåðæàíèþ äèññåðòàöèè, òî÷íî îòðàæàÿ âñå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è

ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî, ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè, ñòðîãî äîêàçàíû è îïóáëèêîâàíû ñî âñåìè íóæíûìè ïîäðîáíîñòÿìè â âåäóùèõ ðåöåíçèðóå-

ìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîëîæåíèþ î ïðèñóæäåíèè ó÷¼íûõ ñòåïåíåé â ÌÃÓ.

Êîíñòðóêöèè è äîêàçàòåëüñòâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîêàçûâàþò õîðîøèé óðîâåíü ïîäãîòîâ-

ëåííîñòè äèññåðòàíòà â ýòîé îáëàñòè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, à òàêæå îáùèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷å-

ñêîé êóëüòóðû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà ÿñíûì ÿçûêîì è äîñòàòî÷íî îáúåìíî è èëëþñòðàòèâíî îôîðì-

ëåíà.

Â êà÷åñòâå çàìå÷àíèé îòìåòèì ñëåäóþùåå:

1) Õîòåëîñü áû áîëåå ïîäðîáíî îñâåòèòü ñâÿçü è îòëè÷èå ïîëó÷åííûõ àâòîðîì ðåçóëüòàòîâ ñ ðàíåå

ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè Âîðóøèëîâà, Ìîëåâà è ßêèìîâîé, óïîìÿíóòûõ âûøå.

2) Ìîæíî áûëî áû óïîìÿíóòü è ñðàâíèòü àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû è îáîáùåíèÿ ìåòîäà ñäâèãà

àðãóìåíòà ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâàíèÿ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ Ðûáíèêîâà,

Øàðûãèíà è äð.

3) B òåêñòå äèññåðòàöèè èìååòñÿ íåçíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî îïå÷àòîê.

Âìåñòå ñ òåì, óêàçàííûå çàìå÷àíèÿ íå óìàëÿþò çíà÷èìîñòè äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ. Äèñ-

ñåðòàöèÿ îòâå÷àåò òðåáîâàíèÿì, óñòàíîâëåííûì Ìîñêîâñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èìå-

íè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ê ðàáîòàì ïîäîáíîãî ðîäà. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóåò ñïåöèàëüíî-

ñòè 1.1.5. ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿ (ïî ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèì íàóêàì), à òàêæå êðèòåðèÿì, îïðåäåëåííûì ïï. 2.1-2.5 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè

ó÷åíûõ ñòåïåíåé â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, à òàêæå îôîðì-

ëåíà ñîãëàñíî òðåáîâàíèÿì Ïîëîæåíèÿ î ñîâåòå ïî çàùèòå äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà íàóê, íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà íàóê Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-

òåòà èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà. Òàêèì îáðàçîì, ñîèñêàòåëü Ãàðàæà Àëåêñàíäðà Àíäðååâíà çàñëóæèâàåò
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ïðèñóæäåíèÿ ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.5. ¾Ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿.

Îôèöèàëüíûé îïïîíåíò:

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Êîíòàêòíûå äàííûå:

òåë. 7(495)939-39-40, e-mail: alexander.zheglov@math.msu.ru

Ñïåöèàëüíîñòü, ïî êîòîðîé îôèöèàëüíûì îïïîíåíòîì

çàùèùåíà äèññåðòàöèÿ: 01.01.06 � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë

Àäðåñ ìåñòà ðàáîòû:

119991, ã. Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä.1, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

À. Á. Æåãëîâ

Ïîäïèñü À.Á. Æåãëîâà óäîñòîâåðÿþ:
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