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Введение

Общая характеристика работы

Актуальность темы. Интегро-дифференциальные уравнения с неограниченны-

ми операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве получили широкое

распространение во многих областях механики и физики. Задачи, приводящие к таким

уравнениям, возникают в теории теплопроводности в средах с памятью, теории вяз-

коупругости, теории усреднения, кинетической теории газов и др. Работа посвящена

исследованию задачи Коши одного из таких интегро-дифференциальных уравнений

�̈�(𝑡) + 𝛼𝐴�̇�(𝑡) + (𝐴+ 𝐶)𝑢(𝑡)−
∫︁ 𝑡

0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 0, 𝑡 ≥ 0, (1)

с начальными условиями

𝑢(0) = 𝑢0, �̇�(0) = 𝑢1. (2)

Неизвестная функция 𝑢(𝑡) определена на луче [0,+∞) и принимает значения в сепара-

бельном гильбертовом пространстве 𝐻; 𝐴 и 𝐶 — линейные операторы в 𝐻 такие, что

оператор 𝐴 самосопряжённый, положительно определённый, имеющий компактный об-

ратный, а оператор 𝐶 — симметрический оператор, компактно подчинённый оператору

𝐴. Параметр 𝛼 — положительная постоянная.

Прежде всего следует упомянуть об обширной литературе, касающейся исследо-

ваний указанного уравнения в случае, когда параметр 𝛼 равен нулю. Хотя этот случай

имеет ряд принципиальных отличий от рассматриваемого в настоящей работе, именно

для него разработаны и развиты методы, применяемые при изучении задачи (1) – (2).

Уравнение (1) при 𝛼 = 0 и 𝐶 ≡ 0 относится к классу интегро-дифференциальных

уравнений, которые принято в современной отечественной и зарубежной литерату-

ре называть уравнениями Гуртина–Пипкина. Возник этот класс в задачах теплофи-

зики, а именно в работах советского теплофизика А.В. Лыкова [40] и американских

теплофизиков M.E. Gurtin и А.С. Pipkin [73]. Целью упомянутых работ было получе-

ние модели теплопроводности с конечной скоростью распространения тепла. Впослед-

ствии оказалось, что аналогичные абстрактные интегро-дифференциальные уравнения

появляются в теории вязкоупругости. Так, в случае, когда оператор 𝐴 действует в
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𝐿2(Ω ⊂ R3), где Ω — ограниченная область, порождаемый дифференциальным вы-

ражением −𝜇Δ𝑦(𝑥) − (𝜆 + 𝜇)∇(div 𝑦)(𝑥), где 𝜇, 𝜆 — коэффициенты Ламе, уравнение

Гуртина-Пипкина представляет собой изотропную модель вязкоупругости (см. работы

C.M. Dafermos [63], J.E. Muñoz Rivera, M.G. Naso, F.M. Vegni [74], [75], G. Amendola,

M. Fabrizio, Golden J.M. и V. Lazzari [59], [67]). В упомянутых работах изучались во-

просы о разрешимости уравнения Гуртина-Пипкина, убывании решения при 𝑡 → +∞,

устанавливалась экспоненциальная устойчивость решения. Указанные результаты бы-

ли получены с помощью построения и оценок энергетических функционалов.

Задачи управления и обратные задачи для интегро-дифференциального уравнения

Гуртина–Пипкина рассматривались в работах L. Pandolfi [72], С.А. Авдонина и С.А.

Иванова [71].

Отметим работы А.С. Шамаева и соавторов [54]—[56], в которых изучались за-

дачи граничного управления системами типа Гуртина–Пипкина, а также проводился

спектральный анализ моделей вязкоупругих сред Кельвина–Фойгхта. Ядра вольтерро-

вой свёртки в указанных работах представлялись в виде сумм конечного числа экс-

понент. В работе А.С. Шамаева и В.В. Шумиловой [57] изучались модели с дробно-

экспоненциальными ядрами свёртки.

Подробное исследование интегро-дифференциального уравнения Гуртина–Пипкина

проведено в работах В.В. Власова и его соавторов Н.А. Раутиан, А.С. Шамаева, Р. Пе-

реза Ортиза [6]—[19], а также [46], [47]. Результаты исследований упомянутых авторов

систематически изложены в монографии [12]. Их подход основывается на спектральном

анализе оператор-функции, которая является символом интегро-дифференциального

уравнения. Полученные авторами результаты об асимптотике спектра позволяют им

получать представления решений уравнения Гуртина–Пипкина в пространствах Со-

болева. Спектральный подход к изучению абстрактных дифференциальных и интегро-

дифференциальных уравнений основан на идеях, восходящих к работам М.В. Келдыша,

в которых изложены основополагающие результаты спектральной теории полиномиаль-

ных операторных пучков [34], [35]. Дробно-рациональные оператор-функции, обобщени-

ями которых являются символы интегро-дифференциальных уравнений вида (1), рас-

сматривались в работах Дж.Э. Аллахвердиева [2], А.И. Милославского [42]. В цикле ра-

бот Г.В. Радзиевского изучались существенно более общие оператор-функции. Резуль-
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таты его исследований изложены в обзорной статье [45]. Следует отметить, все резуль-

таты диссертации по существу основаны на спектральном анализе оператор-функции,

являющейся символом интегро-дифференциального уравнения (1). Таким образом, за-

дача изучения спектра оператор-функции является ключевой для проводимого в работе

исследования.

Уравнение Гуртина-Пипкина, возмущённое относительно компактным слагаемым,

возникает при изучении явления флаттера пластины в потоке жидкости [3]. Изучению

этой операторной модели посвящены работы А.В. Давыдова [60], [61]. Исследование,

проводимое в настоящей работе, развивает методы упомянутых авторов (см. гл. 2).

Интегро-дифференциальное уравнение (1) при 𝛼 > 0 возникает в задачах вязко-

упругости в средах с внутренним трением, или трением Кельвина–Фойгхта [31]. Спек-

тральный анализ абстрактного уравнения (1) без учёта слагаемого свёртки проведён в

работах А.А. Шкаликова и соавторов [58], [70]. Вопросы устойчивости решений интегро-

дифференциального уравнения (1) с ненулевым интегрируемым ядром свёртки изучены

А.И. Милославским в работе [41], а спектральный анализ этого уравнения в случае, ко-

гда ядро свёртки представимо в виде интеграла Лебега-Стилтьеса от экспоненты, в

случае меры с финитным носителем и нулевым оператором 𝐶, проведён в работе А.Э.

Ерёменко и С.А. Иванова [65].

Системы интегро-дифференциальных уравнений первого порядка, которые диф-

ференцированием могут быть сведены к абстрактным моделям вида (1) возникают так-

же при изучении малых движений вязкоупругих жидкостей. Ряд глубоких результатов

в этой области получен С.Г. Крейном и соавторами Н.К. Аскеровым и Г.И. Лаптевым [4],

[36], [38]; Н.Д. Копачевским и его учениками [1], [25], [69]. Модели вязкоупругой жидко-

сти Максвелла и Олдройта, приводящие к уравнениям, аналогичным по форме уравне-

нию (1), изучались в работах Д.А. Закоры [26]—[29], в которых рассматривались также

задачи движения этих жидкостей во вращающемся твёрдом теле. Д.А. Закора уста-

новил корректную разрешимость указанных уравнений в классическом смысле, экспо-

ненциальную устойчивость решений, а также получил асимптотику решений. В целом,

упомянутые авторы при исследовании опираются на теорию полугрупп операторов, сво-

дя интегро-дифференциальные уравнения к системам дифференциальных уравнений в

прямой сумме гильбертовых пространств. Отметим, что это возможно лишь для ядер
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экспоненциального типа. Изучение вопроса о разрешимости и устойчивости решений с

помощью полугрупп, которое будет проводиться в 3й и 4й главах настоящей работы во

многом следует идеям упомянутых авторов. В работах Н.А. Раутиан и В.В. Власова

[19], [46], [47] этот полугрупповой подход развит и применён к исследованию уравнения

Гуртина-Пипкина с дробно-экспоненциальными ядрами свёртки [44].

Изучение интегро-дифференциальных уравнений тесно связано с исследованиями

в области функционально-дифференциальных уравнений (ФДУ). Ряд глубоких резуль-

татов в области ФДУ принадлежит Л.Е. Россовскому [49], [50].

Цель диссертационной работы. Цель настоящего исследования состоит в сле-

дующем:

1. Установить структуру и локализацию спектра оператор-функции, являющейся

символом абстрактного интегро-дифференциального уравнения второго порядка,

возникающего в задачах колебаний вязкоупругих сред с внутренним трением.

2. Исследовать ассоциированную с указанным уравнением полугруппу операторов

на предмет принадлежности классу 𝐶0-полугрупп и доказать аналитичность этих

полугрупп в некотором угле.

3. Основываясь на вышеупомянутых результатах, установить классическую коррект-

ную разрешимость уравнения, аналитичность его решения, и получить в некото-

рых случаях представление решения.

Методы исследования. В работе применяются методы функционального ана-

лиза, спектральной теории линейных операторов и оператор-функций в гильбертовом

пространстве, методы комплексного анализа, теория полугрупп операторов.

Научная новизна. В работе получены результаты о поведении спектра оператор-

функции, являющейся символом интегро-дифференциального уравнения (1), в случае

когда ядро вольтерровой свёртки представимо в виде интеграла Лебега-Стилтьеса с

некомпактным носителем меры. Кроме этого, для этого случая построен генератор ас-

социированной с задачей (1)–(2) полугруппы и доказана аналитичность в угле этой

полугруппы. Наконец, для этого случая доказана корректная разрешимость задачи (1)–

(2) в классическом смысле, экспоненциальная устойчивость решения и аналитичность
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его в угле. Перечисленные результаты являются новыми и получены лично автором.

Положения, выносимые на защиту.

1. Теорема о локализации спектра оператор-функции, являющейся символом интег-

ро-дифференциального уравнения (1), в левой полуплоскости.

2. Теорема об оценках резольвенты оператор-функции, являющейся символом ин-

тегро-дифференциального уравнения (1).

3. Теоремы о сильной непрерывности и аналитичности полугруппы операторов, ас-

социированной с задачей (1)–(2).

4. Теорема о корректной разрешимости в классическом смысле задачи (1)–(2), экспо-

ненциальной устойчивости и аналитичности единственного решения в некотором

угле в правой полуплоскости.

Теоретическая и практическая значимость результатов. Полученные ре-

зультаты имеют теоретический характер. Они могут быть использованы в дальнейших

исследованиях по спектральной теории оператор-функций, теории интегро-дифференциальных

уравнений, а также в задачах теории управления и прикладных задачах, возникающих

в теории вязкоупругости.

Апробация. Постановка задачи и результаты обсуждались на следующих науч-

ных семинарах:

1. Научный семинар «Функционально-дифференциальные и интегро-дифференциальные

уравнения и их спектральный анализ» под руководством профессора В.В. Власова

и доцента Н.А. Раутиан, 2016 — 2022 гг. (неоднократно).

2. Научный семинар «Операторные модели в математической физике» кафедры тео-

рии функций и функционального анализа механико-математического факультета

МГУ под руководством чл.-корр. РАН, профессора А.А. Шкаликова, 2017 г.

3. Научный семинар «Актуальные проблемы геометрии и механики» кафедры тео-

рии упругости механико-математического факультета МГУ под руководством пpо-

фессора Д. В. Георгиевского, пpофессора М. В. Шамолина, пpофессора С. А. Ага-

фонова, 2017 – 2022 гг. (неоднократно).
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4. Научный семинар «Задачи дифференциальных уравнений, анализа и управления:

теория и приложения» кафедры общих проблем управления механико-математического

факультета МГУ под руководством чл.-корр. РАН, профессора М.И. Зеликина,

чл.-корр. РАН, профессора В.Ю. Протасова, профессора В.М. Тихомирова и про-

фессора А.В. Фурсикова, 2018 г.

5. Научный семинар «Спектральная теория дифференциальных операторов» кафед-

ры математического анализа механико-математического факультета МГУ под ру-

ководством академика В.А. Садовничего, 2019 г.

6. Научный семинар «Асимптотические методы в математической физике» лабора-

тории механики природных катастроф ИПМех РАН под руководством профессо-

ра С.Ю. Доброхотова, чл.-корр. РАН, профессора В.Е. Назайкинского, чл.-корр.

РАН, профессора А.И. Шафаревича 2019 г., 2020 г.(дважды)

7. Научный семинар «Спектральный анализ дифференциальных операторов и акту-

альные вопросы математической физики» кафедры функционального анализа и

его применений и кафедры общей математики факультета ВМК МГУ под руко-

водством академика Е.И. Моисеева и профессора И.С. Ломова, 2020 г.

Результаты диссертации докладывались на всероссийских и международных кон-

ференциях:

1. Международная Воронежская весенняя математическая школа «Понтрягинские

чтения»–XXXI, Воронеж, Россия, 4-7 мая 2020

2. Международная Воронежская весенняя математическая школа «Понтрягинские

чтения» – XXXII, Воронеж, Россия, 3-9 мая 2021

3. Международная Воронежская весенняя математическая школа «Понтрягинские

чтения» – XXXIII, Воронеж, 3-9 мая 2022

4. XXXII Крымская Осенняя Математическая Школа-симпозиум по спектральным

и эволюционным задачам, Симферополь, 2021
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5. Mathematical Physics, Dynamical Systems, Infinite-Dimensional Analysis — 2019

(June 17—21, 2019, Moscow Region, Dolgoprudny)

6. Mathematical Physics, Dynamical Systems and Infinite-Dimensional Analysis — 2021

(June 30–July 9, 2021, online, Moscow Region, Dolgoprudny)

Публикации. Результаты диссертации изложены в 5 статьях [23], [24], [51]—[53],

опубликованных в научных журналах, индексируемых в наукометрических базах Web

of Science, SCOPUS, RSCI. В работах [23] – [24], выполненных совместно с А.В. Давыдо-

вым, автору настоящей диссертации принадлежат результаты о локализации спектра

оператор-функции, являющейся символом интегро-дифференциального уравнения (1),

в левой полуплоскости (утверждения 1—3 и теоремы 2, 3). Список работ автора приве-

дён в конце автореферата и диссертации.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, четырёх глав,

заключения и списка литературы из 77 наименований. Общий объём работы составляет

114 страниц.

Обзор содержания диссертации.

В первой главе настоящей работы вводятся основные обозначения и формули-

руется основная задача диссертации.

Рассмотрим задачу Коши (1) – (2) для абстрактного интегро-дифференциального

уравнения второго порядка, в котором неизвестная вектор-функция 𝑢(𝑡) определена на

полуоси R+ := [0,+∞) и принимает значения в сепарабельном гильбертовом простран-

стве 𝐻. Уравнение (1) может быть реализовано в виде интегро-дифференциальных

уравнений с частными производными, возникающих в задачах теории вязкоупругости,

в которых изучаются движения сред с учётом внутреннего трения (трения Кельвина–

Фойгхта) [31]. В уравнении (1) этому явлению отвечает слагаемое 𝛼𝐴�̇�(𝑡), где 𝛼 — поло-

жительный параметр, который называется коэффициентом трения Кельвина–Фойгхта.

Ядро вольтерровой свёртки 𝐾(𝑡) — скалярная вещественнозначная функция, за-

даваемая равенством

𝐾(𝑡) =

∫︁ +∞

0

𝑒−𝑡𝜏𝑑𝜇(𝜏), (3)

10



где 𝜇(𝜏) — неубывающая, непрерывная справа функция, такая что носитель меры

supp 𝑑𝜇(𝜏) содержится внутри луча [𝑑0,+∞), 𝑑0 > 0. В приложениях часто изучается

частный вид ядра (3), который задаётся равенством

𝐾(𝑡) =
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑒
−𝛾𝑗𝑡, (4)

где 𝑐𝑗 > 0, 0 < 𝛾𝑗 < 𝛾𝑗+1 → +∞, 𝑗 = 1, 2, . . . Для ядра вольтерровой свёртки мы

потребуем выполнения следующего условия∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
< 1. (5)

Соответственно в случае (4) это условие обретает вид

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
< 1. (6)

Линейные операторы 𝐴 и 𝐶, действующие в пространстве 𝐻, удовлетворяют сле-

дующим условиям:

1. 𝐴 — самосопряжённый, положительно определённый оператор, имеющий ком-

пактный обратный;

2. 𝐶 — симметрический оператор, компактно подчинённый оператору 𝐴, т. е. опера-

тор 𝐶𝐴−1 компактен;

3. Справедливо следующее неравенство⃦⃦⃦
𝐴−1/2𝐶𝐴−1/2

⃦⃦⃦
< 1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
. (7)

В неравенстве (7) запись 𝑇 означает замыкание оператора 𝑇 .

Интегро-дифференциальное уравнение (1) может быть реализовано, например, как

уравнение, описывающее малые поперечные колебания вязкоупругого трубопровода

единичной длины 𝑢(𝑡, 𝑥) при 𝑡 ≥ 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 (см. [41]):

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
(𝑡, 𝑥)+𝛼

𝜕5𝑢

𝜕𝑡𝜕𝑥4
(𝑡, 𝑥)+

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
(𝑡, 𝑥)+

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑔(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑥)

)︂
−
∫︁ 𝑡

0

𝐾(𝑡−𝑠)𝜕
4𝑢

𝜕𝑥4
(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠 = 0, (8)

𝑡 > 0, 0 < 𝑥 < 1,
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где неизвестная функция 𝑢(𝑡, 𝑥) из класса 𝐿2(0, 1) по пространственной переменной, а

𝑔(𝑥) — гладкая ограниченная вещественная функция, пропорциональная неоднородной

силе натяжения.

В работах Д.А. Закоры [26]—[30] широко представлены различные реализации аб-

страктной модели вида (1). Так движения начально-изотропного вязкоупругого тела

Ильюшина, занимающего ограниченный объём Ω ⊂ R3 и закреплённого на границе

𝜕Ω, при изометрических процессах деформирования могут быть описаны следующим

интегро-дифференциальным уравнением

𝜌(𝑥)
𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
=

𝜕

𝜕𝑡

(︁ 𝑐
2
Δ𝑢(𝑡, 𝑥) +

𝑐

6
∇div 𝑢(𝑡, 𝑥)

)︁
+
(︁ 𝑐
2
Δ𝑢(𝑡, 𝑥) +

𝑐

6
∇div 𝑢(𝑡, 𝑥)

)︁
−

−
∫︁ 𝑡

0

𝐾(𝑡− 𝑠)

(︂
1

2
Δ𝑢(𝑠, 𝑥) +

1

6
∇div 𝑢(𝑠, 𝑥)

)︂
𝑑𝑠, 𝑥 ∈ Ω, (9)

где функция 𝜌(𝑥) — плотность тела, 𝑓(𝑡, 𝑥) — поле внешних сил, 𝑐 > 0 — некоторая

структурная постоянная. Ядро𝐾(𝑡) отвечает слагаемому сдвиговой релаксации и имеет

вид

𝐾(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗𝑒
−𝛾𝑗𝑡,

где 𝑐𝑗 ≥ 0, для 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛; 0 < 𝛾𝑗 < 𝛾𝑗+1, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.

Во второй главе проводится спектральный анализ оператор-функции, являю-

щейся символом интегро-дифференциального уравнения (1). Применение преобразова-

ния Лапласа к уравнению (1) приводит к следующей оператор-функции

𝐿(𝜆) = 𝜆2𝐼 + 𝛼𝜆𝐴+ 𝐴+ 𝐶 − �̂�(𝜆)𝐴, (10)

где �̂�(𝜆)— преобразование Лапласа ядра (3), аналитически продолженное в C∖(−∞,−𝑑0],

которое задаётся равенством

�̂�(𝜆) =

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝜆
.

Определение 1. Резольвентным множеством оператор-функции 𝐿(𝜆) называ-

ется множество точек 𝜌(𝐿) ⊂ C такое, что для всех точек 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿) оператор 𝐿−1(𝜆) опре-

делён и ограничен. Спектром оператор-функции 𝐿(𝜆) называется множество 𝜎(𝐿) :=

C∖𝜌(𝐿).
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Изучение спектра оператор-функции 𝐿(𝜆) опирается на результаты о поведении

спектра оператор-функции 𝐿0(𝜆), определяемой формулой

𝐿0(𝜆) = 𝜆2𝐼 + 𝛼𝜆𝐴+ 𝐴− �̂�(𝜆)𝐴. (11)

В силу свойств оператора 𝐴 найдётся ортонормированный базис {𝑒𝑛}+∞
𝑛=1 в пространстве

𝐻, такой что 𝐴𝑒𝑛 = 𝑎𝑛𝑒𝑛, 0 < 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑛+1 → +∞.

Рассмотрим проекции оператор-функции 𝐿0(𝜆) на собственные векторы 𝑒𝑛:

𝑙𝑛(𝜆) = 𝜆2 + 𝛼𝑎𝑛𝜆+ 𝑎𝑛 − 𝑎𝑛�̂�(𝜆). (12)

Спектр оператор-функции 𝐿0(𝜆) тогда можно задать следующим образом:

𝜎(𝐿0) = ∪+∞
𝑛=1 {𝜆 ∈ C : 𝑙𝑛(𝜆) = 0}.

Следовательно, исследуя распределение нулей функций 𝑙𝑛(𝜆) в области 𝒮 := C∖(−∞,−𝑑0],

можно установить результаты о локализации спектра оператор-функции 𝐿0(𝜆) в обла-

сти 𝒮.

Теорема 1. Пусть выполнено условие (5), тогда спектр оператор-функции 𝐿0(𝜆)

в области 𝒮 состоит из счетной последовательности пар комплексно-сопряженных

собственных точек конечной алгебраической кратности, расположенных в области

𝐷𝛾,𝑝,𝑞 :=
{︁
𝜆 ∈ 𝒮 : Re 𝜆 < −𝛾, |Im 𝜆| < 𝑝

√︀
|Re 𝜆|+ 𝑞

}︁
, (13)

где 𝛾, 𝑝 и 𝑞 — положительные константы.

При этом если выполнено условие

lim
𝑥→−𝑑0+0

(︂
𝛼𝑥+ 1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝑥

)︂
< 0, (14)

то 𝜎(𝐿0) содержит последовательность конечнократных вещественных собственных

значений, сходящихся к некоторому 𝑥0, лежащему в интервале (−𝑑0, 0). В противном

случае вещественных точек в 𝜎(𝐿0) ∩ 𝒮 нет.

Если выполнено условие

𝐾(0) =

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏) < +∞, (15)

то результат теоремы 1 можно существенно уточнить.
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Теорема 2. В условиях теоремы 1 пусть выполнено условие (15), тогда неве-

щественная часть спектра оператор-функции 𝐿0(𝜆) представляет собой последова-

тельность собственных чисел конечной алгебраической кратности, мнимые части

которых стремятся к нулю, причём найдётся такая постоянная 𝑀 > 0, что для

всех натуральных 𝑛 справедлива оценка

⃒⃒
Im 𝜆±𝑛

⃒⃒
< 𝑀

⎛⎝𝐾(0)

𝛼2𝑎𝑛
+

√︃∫︀ +∞
𝛼𝑎𝑛/4

𝑑𝜇(𝜏)

𝛼

⎞⎠ , (16)

где 𝜆±𝑛 — невещественные точки спектра 𝐿0(𝜆).

Укажем оценки нормы резольвенты оператор-функции 𝐿−1
0 (𝜆). Рассмотрим обла-

сти 𝒮𝑅, 𝒮𝑅,𝛿 и 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞, которые определяются следующим образом:

𝒮𝑅,𝛿 := {𝜆 ∈ 𝒮 : |𝜆| > 𝑅, | arg 𝜆| < 𝜋 − 𝛿} , (17)

𝒮𝑅 := {𝜆 ∈ 𝒮 : |𝜆| > 𝑅}

и

𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞 := 𝒮𝑅∖𝐷𝛾,𝑝,𝑞, (18)

где область 𝐷𝛾,𝑝,𝑞 определена равенством (13).

Теорема 3. В условиях теоремы 1 для любого значения 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2) существуют

постоянные 𝑅 > 0 и 𝐶 > 0, такие что в 𝒮𝑅,𝛿 справедлива оценка⃦⃦
𝐴𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
<

𝐶

|𝜆|
. (19)

Существуют положительные постоянные 𝑝, 𝑞, такие что для каждого 𝛿 ∈

(0, 𝜋/2) существуют такие 𝑅 > 0 и 𝐶 > 0, что в области 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞∖𝒮𝑅,𝛿 справедлива

оценка ⃦⃦
𝐴𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
<

𝐶√︀
|𝜆|
. (20)

Результаты о локализации спектра оператор-функции 𝐿(𝜆) вытекают из равенства

𝐿(𝜆) =
(︀
𝐼 + 𝐶𝐿−1

0 (𝜆)
)︀
𝐿0(𝜆)

и оценки ⃦⃦
𝐶𝐿−1

0 (𝜆)|
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝐶𝐴−1

⃦⃦ ⃦⃦
𝐴𝐿−1

0

⃦⃦
.

14



Сформулируем основной результат второй главы о локализации спектра оператор-функции

𝐿(𝜆).

Теорема 4. Спектр оператор-функции 𝐿(𝜆) в области 𝒮 состоит из собственных

чисел конечной алгебраической кратности, за исключением, быть может, единствен-

ной точки 𝑥0 ∈ (−𝑑0, 0). Более того, если выполнено условие (5), тогда существуют

положительные постоянные 𝛾, 𝑝′, 𝑞′ > 0, такие что спектр 𝜎(𝐿) содержится в об-

ласти 𝐷𝛾,𝑝′,𝑞′ (13).

Заключительным результатом второй главы диссертации является оценка резоль-

венты оператор-функции 𝐿(𝜆), которая существенно используется в последующих гла-

вах.

Теорема 5. В условиях теоремы 4 для любого 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2) найдутся числа 𝑅 > 0

и 𝑀 > 0 такие, что для 𝜆 ∈ 𝒮𝑅,𝛿 (17) справедлива следующая оценка:⃦⃦
𝐿−1(𝜆)

⃦⃦
≤ 𝑀

|𝜆|2
. (21)

Для 𝜆 ∈ 𝒮𝑅,𝛾,𝑝′,𝑞′ найдется такое число �̃� > 0, что

⃦⃦
𝐿−1(𝜆)

⃦⃦
≤ �̃�

|𝜆|3/2
, (22)

где постоянные 𝛾, 𝑝′ и 𝑞′ такие же, как в теореме 4.

Теоремы 1 и 2 сформулированы и доказаны в работах [23], [24], а результаты о по-

ведении спектра оператор-функции 𝐿(𝜆) и оценки её резольвенты, сформулированные

в виде теорем 3, 4 и 5, доказаны в работе [53].

В третьей главе исследуется задача (1) – (2), в случае, когда оператор 𝐶 нулевой,

а ядро вольтерровой свёртки представимо в виде (4). Изучаются вопросы о корректной

разрешимости указанной задачи Коши, а также проводятся оценки нормы решения.

Под разрешимостью задачи (1) – (2) понимается существование классического решения

этой задачи.

Определение 2. Функция 𝑢 ∈ 𝐶2 (R+, 𝐻) ∩ 𝐶1 (R+,Dom(𝐴)) называется класси-

ческим решением задачи (1) – (2), если для каждого 𝑡 ≥ 0 функция 𝑢(𝑡) удовлетворяет

уравнению (1) и начальным условиям (2).

Исследование вопроса о корректной разрешимости проводится с использованием

аппарата теории полугрупп операторов. Для этого исходная задача Коши сводится к
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эволюционной задаче вида

�̇�(𝑡) = 𝒜0𝑥(𝑡) + 𝐹 (𝑡), (23)

𝑥(0) = 𝑥0. (24)

Рассмотрим пространство 𝑙2(𝐻), задаваемое следующим образом:

𝑙2(𝐻) =
+∞∑︁
𝑗=1

𝐻,

элементами которого являются вектор-функции h := (ℎ1, ℎ2, . . . )
𝑇 . Норма в этом про-

странстве определяется равенством

‖h‖22 =
+∞∑︁
𝑗=1

‖ℎ𝑗‖2 .

Пусть

ℎ𝑗(𝑡) =

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗

∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴1/2𝑢(𝑠)𝑑𝑠.

Рассмотрим H := 𝐻 ⊕𝐻 ⊕ 𝑙2(𝐻) c нормой ‖·‖2H := ‖·‖2+‖·‖2+‖·‖22 . Пусть 𝑥(𝑡) — вектор-

функция, определённая на [0,+∞), принимающая значения в H, и задаваемая равен-

ством

𝑥(𝑡) =
(︀
�̇�(𝑡), 𝛽𝐴1/2𝑢(𝑡),h(𝑡)

)︀𝑇
,

где 𝛽 =

(︃
1−

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗

)︃1/2

, h(𝑡) := (ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡), . . . ))
𝑇 . Вектор 𝑥0 ∈ H зададим как

𝑥0 =
(︀
𝑢1, 𝛽𝐴

1/2𝑢0, 0
)︀𝑇
.

Тогда задачу (1)–(2) можно записать в виде (23)–(24), где вектор-функция 𝐹 (𝑡) в правой

части определяется как

𝐹 (𝑡) =

(︃
−

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗𝑡𝐴𝑢0, 0, 0

)︃𝑇

,

а оператор 𝒜0 задаётся матрицей, коэффициенты которой — линейные операторы в

пространствах 𝐻 и 𝑙2(𝐻).

𝒜0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 I

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼𝐼 −𝛽𝐼 −𝑆*

𝛽𝐼 0 0

𝑆 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 I

⎞⎟⎟⎟⎠ , (25)
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где 𝑆 : 𝐻 → 𝑙2(𝐻) — линейный оператор, действующий по правилу

𝑆ℎ =

(︂√︂
𝑐1
𝛾1
ℎ, . . . ,

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
ℎ, . . .

)︂𝑇

,

𝑆* — сопряжённый оператору 𝑆, Γ — оператор в 𝑙2(𝐻)

Γh = diag {𝛾1ℎ1, . . . , 𝛾𝑗ℎ𝑗, . . . } .

Зададим область определения оператору 𝒜0

Dom(𝒜0) =
{︀
(𝑣, 𝜌,h)𝑇 ∈ H : Γh ∈ 𝑙2(𝐻), (−𝛼𝐴1/2𝑣 − 𝛽𝜌− 𝑆*h) ∈ Dom(𝐴1/2)

}︀
.

Сформулируем главный результат третьей главы, который доказан в работе [51].

Теорема 6. Оператор 𝒜0 является генератором сжимающей 𝐶0-полугруппы,

аналитической в угле {|arg 𝜆| < 𝛿} для некоторого 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2).

Как следствие из доказанной теоремы выводится теорема о корректной разреши-

мости в классическом смысле задачи (23) – (24).

Определение 3. Функция 𝑥(𝑡) ∈ 𝐶1(R+,H)∩𝐶(R+,Dom(𝒜0)) называется класси-

ческим решением задачи (23) – (24), если 𝑥(𝑡) удовлетворяет уравнению (23) для любого

𝑡 ≥ 0 и начальному условию (24).

Разрешимость задачи (23) – (24) при 𝑥0 ∈ Dom(𝒜0) вытекает из теоремы 6, а также

из результатов монографии [21] (гл. 2, теорема 1.4). Возвращаясь к исходной задаче,

можно получить следующий результат о корректной разрешимости.

Теорема 7. Пусть 𝑢0, 𝑢1 ∈ Dom(𝐴), а также выполнено условие

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗 < +∞.

Тогда задача (1) – (2) имеет единственное решение в смысле определения 2. При этом

существует число 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2), такое что решение 𝑢(𝑡) допускает аналитическое про-

должение в угол 𝐷𝛿 = {|arg 𝜆| < 𝛿} и справедлива оценка

‖�̇�(𝑡)‖2 +
⃦⃦
𝐴1/2𝑢(𝑡)

⃦⃦2 ≤𝑀𝑒−2𝛾𝑡
(︁
‖𝑢1‖2 +

⃦⃦
𝐴1/2𝑢0

⃦⃦2
+ 𝑡2 ‖𝐴𝑢0‖2

)︁
, (26)

где 𝑀,𝛾 — положительные поcтоянные.

Завершает третью главу результат о представлении решения задачи Коши (1 – (2)

в виде ряда из экспонент.
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Теорема 8. Пусть выполнены условия теоремы 7, тогда для решения задачи (1)–

(2) 𝑢(𝑡) при 𝑡 > 0 справедливо следующее представление

𝑢(𝑡) =

𝜈(𝐿0)∑︁
𝑛=1

(𝜆+𝑛 + 𝛼𝑎𝑛)𝑢0,𝑛 + 𝑢1,𝑛
𝑙′𝑛(𝜆

+
𝑛 )

𝑒𝜆
+
𝑛 𝑡𝑒𝑛 +

𝜈(𝐿0)∑︁
𝑛=1

(𝜆−𝑛 + 𝛼𝑎𝑛)𝑢0,𝑛 + 𝑢1,𝑛
𝑙′𝑛(𝜆

−
𝑛 )

𝑒𝜆
−
𝑛 𝑡𝑒𝑛+

+
+∞∑︁
𝑛=1

(︃
+∞∑︁
𝑘=1

(𝜆𝑛,𝑘 + 𝛼𝑎𝑛)𝑢0,𝑛 + 𝑢1,𝑛
𝑙′𝑛(𝜆𝑛,𝑘)

𝑒𝜆𝑛,𝑘𝑡

)︃
𝑢1,𝑛𝑒𝑛, (27)

где 𝜈(𝐿0) — число невещественных точек в спектре оператор-функции 𝐿0(𝜆), 𝜆
±
𝑛 —

невещественные точки спектра оператор-функции 𝐿0(𝜆), 𝜆𝑛,𝑘 — вещественные точки

спектра 𝐿0(𝜆), такие что

−𝛾𝑘 < 𝜆𝑛,𝑘 < −𝛾𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝛾0 := 0

для всех натуральных 𝑛, 𝑒𝑛 — единичные собственные векторы оператора 𝐴, отвеча-

ющие собственным значениям 𝑎𝑛, 𝑢0,𝑛 и 𝑢1,𝑛 — коэффициенты Фурье при разложении

начальных условий 𝑢0 и 𝑢1 соответственно по ортонормированному базису {𝑒𝑛}+∞
𝑛=1.

Наконец, в четвёртой главе рассматривается задача Коши (1) – (2) в наиболее

общем случае, когда 𝐶 ̸= 0 и ядро вольтерровой свертки имеет вид (3).

Исследование вопроса о корректной разрешимости в классическом смысле прово-

дится по той же схеме, что и в третьей главе. Рассматривается гильбертово простран-

ство 𝐿2(𝐻,𝜇) ([20], стр. 148), которое состоит из вектор-функций ℎ(𝜏) со значениями в

𝐻, измеримых относительно меры 𝑑𝜇 на R+, квадраты норм которых суммируемы:

‖ℎ‖2𝐿2(𝐻,𝜇) =

∫︁ +∞

0

‖ℎ(𝜏)‖2𝐻 𝑑𝜇(𝜏) < +∞.

Далее задача (1) – (2) сводится к эволюционной задаче в прямой сумме гильбертовых

пространств H = 𝐻 ⊕𝐻 ⊕ 𝐿2(𝐻,𝜇):

�̇�(𝑡) = 𝒜𝑥(𝑡) + 𝐹 (𝑡), (28)

с начальным условием

𝑥(0) = 𝑥0. (29)

Обозначим за 𝑆, 𝑆* и Γ — линейные операторы, определяемые как

𝑆 : 𝐻 → 𝐿2(𝐻,𝜇), 𝑆ℎ(𝜏) :=
1√
𝜏
ℎ,
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𝑆* : 𝐿2(𝐻,𝜇) → 𝐻, 𝑆*𝑓 :=

∫︁ +∞

0

1√
𝜏
𝑓(𝜏)𝑑𝜇(𝜏),

Γ : 𝐿2(𝐻,𝜇) → 𝐿2(𝐻,𝜇), Γ𝑓(𝜏) := 𝜏𝑓(𝜏).

Пусть 𝐵 — линейный оператор 𝐵 =

(︂(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏

)︂
𝐼 + 𝐴−1/2𝐶𝐴−1/2

)︂1/2

Неизвест-

ная вектор-функция 𝑥(𝑡) связана с неизвестной функцией 𝑢(𝑡) следующим образом:

𝑥(𝑡) =
(︀
�̇�(𝑡), 𝐵𝐴1/2𝑢(𝑡), ℎ(𝑡)

)︀𝑇
,

где ℎ(𝑡) ∈ 𝐿2(𝐻,𝜇) при каждом фиксированном 𝑡 и задаётся равенством

ℎ(𝑡) := ℎ(𝑡, 𝜏) =
1√
𝜏

∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝜏(𝑡−𝑠)𝐴1/2𝑢(𝑠)𝑑𝑠.

Функция 𝐹 (𝑡) определена как

𝐹 (𝑡) =

(︂
−
∫︁ +∞

0

𝑒−𝜏𝑡

𝜏
𝐴𝑢0𝑑𝜇(𝜏), 0, 0

)︂
.

Наконец, оператор 𝒜 задаётся следующей матрицей

𝒜 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼𝐼 −𝐵 −𝑆*

𝐵 0 0

𝑆 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ (30)

на области определения:

Dom(𝒜) =
{︀
(𝑢, 𝜌, 𝑣)𝑇 ∈ H : 𝑣 ∈ Dom(Γ), (−𝛼𝐴1/2𝑢−𝐵𝜌− 𝑆*𝑣) ∈ Dom(𝐴1/2)

}︀
. (31)

Основной результат четвёртой главы, опубликованный в работе [52], состоит в сле-

дующем:

Теорема 9. Пусть выполнено условие (5), тогда оператор 𝒜 является генерато-

ром сжимающей сильно непрерывной полугруппы. Более того, эта полугруппа явля-

ется аналитической в некотором угле Λ𝛿 := {|arg 𝜆| < 𝛿} , 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2).

Ввиду результата из монографии [21] (гл. 2, теорема 1.4), делаем вывод о кор-

ректной разрешимости в классическом смысле задачи (28) – (29) при 𝑥0 ∈ Dom(𝒜), из

которой как следствие можно вывести результат о корректной разрешимости исходной

задачи Коши (1) – (2).
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Теорема 10.Пусть 𝑢0, 𝑢1 ∈ Dom(𝐴), а также выполнено условие (15). Тогда зада-

ча (1)–(2) имеет единственное решение в смысле определения 2. При этом существу-

ет число 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2), такое что решение 𝑢(𝑡) допускает аналитическое продолжение

в угол 𝐷𝛿 = {|arg 𝜆| < 𝛿} , и справедлива оценка

‖�̇�(𝑡)‖2 +
⃦⃦
𝐴1/2𝑢(𝑡)

⃦⃦2 ≤𝑀𝑒−2𝛾𝑡
(︁
‖𝑢1‖2 +

⃦⃦
𝐴1/2𝑢0

⃦⃦2
+ 𝑡2 ‖𝐴𝑢0‖2

)︁
, (32)

где 𝑀, 𝛾 — положительные поcтоянные.
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1 Обозначения и некоторые результаты из теории опе-

раторов и теории полугрупп

1.1 Обозначения

Обозначим луч [0,+∞) за R+.

Через 𝐻 будем обозначать сепарабельное гильбертово пространство, норма и ска-

лярное произведение в котором будут обозначаться соответственно через ‖·‖ и (·, ·).

Для некоторого линейного оператора 𝑇 , действующего в пространстве 𝐻, область

определения будет обозначаться через Dom(𝑇 ), множество значений — через Ran(𝑇 ).

𝑇 * — оператор, сопряжённый оператору 𝑇 в гильбертовом пространстве 𝐻, 𝑇 — за-

мыкание оператора 𝑇 . Резольвентное множество оператора 𝑇 обозначим через 𝜌(𝑇 ),

соответственно его спектр — 𝜎(𝑇 ) := C∖𝜌(𝑇 ). Для 𝜆 ∈ 𝜌(𝑇 ) определена резольвента

(𝑇 − 𝜆𝐼)−1, которую будем обозначать как 𝑅(𝜆, 𝑇 ).

Пространство вектор-функций, определённых на некотором множестве 𝑋 ⊆ R+,

принимающих значения в гильбертовом пространстве 𝐻, непрерывных на 𝑋 по норме

пространства 𝐻, обозначим через 𝐶(𝑋,𝐻). Соответственно, 𝐶𝑛(𝑋,𝐻) — пространство

𝑛 раз непрерывно дифференцируемых вектор-функций на множестве 𝑋 со значениями

в 𝐻.

Пусть 𝐴 — самосопряжённый, положительно определённый оператор в 𝐻. При

𝜃 > 0 определим пространство вектор-функций 𝐶𝑛(𝑋,Dom(𝐴𝜃)) как пространство 𝑛

раз непрерывно дифференцируемых на 𝑋 функций 𝑓(𝑡) таких, что для всякого 𝑡 ∈ 𝑋,

𝑓(𝑡) ∈ Dom(𝐴𝜃) и 𝐴𝜃𝑓(·) ∈ 𝐶𝑛(𝑋,𝐻).

1.2 Некоторые сведения из теории полугрупп операторов.

Теория полугрупп линейных операторов в банаховых (гильбертовых) простран-

ствах в настоящее время находит всё более широкое применение при изучении обыкно-

венных дифференцальных уравнений, уравнений с частными производными, интегро-

дифференциальных, функционально-дифференциальных уравнений и др. Интерес к

этой теории возник в связи с изучением эволюционных задач математической физики.

Приведём ряд фундаментальных результатов, изложенных в известных монографиях
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[37], [64].

Рассмотрим однопараметрическое семейство линейных ограниченных операторов

{𝑈(𝑡)}𝑡≥0 в гильбертовом пространстве 𝐻.

Определение 1.2.1. Семейство линейных ограниченных операторов {𝑈(𝑡)}𝑡≥0 та-

кое, что для любых 𝑡, 𝑠 ≥ 0 выполняется равенство 𝑈(𝑡 + 𝑠) = 𝑈(𝑡)𝑈(𝑠) называется

полугруппой операторов.

Особый интерес представляют сильно непрерывные полугруппы (𝐶0-полугруппы).

Определение 1.2.2. Сильно непрерывной полугруппой (𝐶0-полугруппой) опера-

торов {𝑈(𝑡)}𝑡≥0 называется полугруппа, удовлетворяющая следующим свойствам:

1. Для любого ℎ ∈ 𝐻 выполняется равенство 𝑈(0)ℎ = ℎ;

2. Для любого ℎ ∈ 𝐻 справедливо 𝑈(·)ℎ ∈ 𝐶(R+, 𝐻).

Введём ещё один класс полугрупп ограниченных операторов, который занимает

центральное место в последующих главах, — аналитические полугруппы.

Определение 1.2.3. Рассмотрим угол Δ𝜙1,𝜙2 = {𝜆 : 𝜙1 < arg 𝜆 < 𝜙2}, где −𝜋/2 <

𝜙1 < 0 < 𝜙2 < 𝜋/2. Аналитической полугруппой ограниченных операторов называется

семейство ограниченных линейных операторов {𝑈(𝑧)}𝑧∈Δ𝜙1,𝜙2
, удовлетворяющее следу-

ющим свойствам:

1. Для любого ℎ ∈ 𝐻 функция 𝑈(𝑧)ℎ является аналитической в Δ𝜙1,𝜙2 ;

2. Для любого ℎ ∈ 𝐻 справедливо 𝑈(0)ℎ = ℎ;

3. lim
𝑧→0, 𝑧∈Δ𝜙1,𝜙2

𝑈(𝑧)ℎ = ℎ для любого ℎ ∈ 𝐻;

4. 𝑈(𝑧1 + 𝑧2) = 𝑈(𝑧1)𝑈(𝑧2) для всех 𝑧1, 𝑧2 ∈ Δ𝜙1,𝜙2 таких, что 𝑧1 + 𝑧2 ∈ Δ𝜙1,𝜙2 .

Введём ещё одно важное понятие.

Определение 1.2.4. Генератором полугруппы {𝑈(𝑡)}𝑡≥0 называется линейный

оператор 𝒜, определённый следующим образом:

Dom(𝒜) =

{︂
ℎ ∈ 𝐻 : ∃ lim

𝑡↓0

1

𝑡
(𝑈(𝑡)ℎ− ℎ) ∈ 𝐻

}︂
,

𝒜ℎ = lim
𝑡↓0

1

𝑡
(𝑈(𝑡)ℎ− ℎ) , ℎ ∈ Dom(𝒜).
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Свойства сильной непрерывности и аналитичности полугруппы напрямую связаны

со спектральными свойствами её генератора. Этот факт нашёл отражение в генератор-

ных теоремах Хилле–Иосиды–Филлипса ([64], гл. 2, теоремы 3.5 и 3.8), заложивших

основу теории полугрупп операторов. Не будем здесь приводить формулировок всех

этих теорем, но сосредоточим внимание на одном частном случае сильно непрерывных

полугрупп — сжимающих сильно непрерывных полугруппах.

Определение 1.2.5. Сильно неперерывная полугруппа {𝑈(𝑡)}𝑡≥0 называется сжи-

мающей, если для любого 𝑡 ≥ 0 выполняется

‖𝑈(𝑡)‖ ≤ 1.

Генераторы сжимающих сильно непрерывных полугрупп обладают свойством дис-

сипативности.

Определение 1.2.6. Линейный оператор 𝒜 с плотной в 𝐻 областью определения

Dom(𝒜) называется диссипативным, если

Re (𝒜ℎ, ℎ) ≤ 0, ℎ ∈ Dom(𝒜).

При этом, если оператор 𝒜 не имеет нетривиальных диссипативных расширений, то он

называется максимально диссипативным.

Перейдём к основным теоремам, на которых по существу основаны главные резуль-

таты настоящей работы. Первая теорема — генераторная теорема Лумера–Филлипса о

сжимающей сильно непрерывной полугруппе ([64], гл. 2, теорема 3.15).

Теорема 1.2.1 [Лумер-Филлипс] Замкнутый, плотно определённый в гильберт-

вом пространстве 𝐻 оператор 𝒜 является генератором сжимающей сильно непре-

рывной полугруппы {𝑈(𝑡)}𝑡≥0 тогда и только тогда, когда 𝒜 является максимально

диссипативным.

Установить свойство максимальной диссипативности для диссипативного операто-

ра 𝒜 позволяет

Теорема 1.2.2. Диссипативный оператор 𝒜 является максимально диссипатив-

ным тогда и только тогда, когда для любого 𝜆 > 0 выполняется равенство Ran(𝒜 −

𝜆𝐼) = 𝐻.
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Таким образом, для разрешения вопроса, является ли 𝒜 генератором сжимающей

полугруппы, достаточно установить его замкнутость, плотность всюду в 𝐻 его области

определения, диссипативность и выполенние условия теоремы 1.2.2.

Перейдём теперь к обсуждению свойств для линейного оператора 𝒜, являющегося

генератором аналитической полугруппы.

Определение 1.2.7. Назовём замкнутый линейный оператор 𝒜 с плотной обла-

стью определения Dom(𝒜) секториальным, если найдётся число 𝛿 : 0 ≤ 𝛿 ≤ 𝜋/2 такое,

что область

Λ𝛿 = {𝜆 : |arg 𝜆| < 𝜋/2 + 𝛿} ∖ {0}

содержится в резольвентном множестве 𝜌(𝒜) и для любого 𝜀 ∈ (0, 𝛿) найдётся постоян-

ная 𝑀𝜀 ≥ 1 такая, что выполнена оценка

‖𝑅(𝜆,𝒜)‖ ≤ 𝑀𝜀

|𝜆|
, 0 ̸= 𝜆 ∈ Λ𝛿−𝜀.

Необходимое и достаточное условие аналитичности полугруппы с генератором 𝒜

сформулировано в виде следующей теоремы ([64], см. теорема 4.6).

Теорема 1.2.3. [критерий аналитичности полугруппы] Оператор 𝒜 является ге-

нератором аналитической в угле Δ𝛿 := {|arg 𝜆| < 𝛿} полугруппы ограниченных ли-

нейных операторов {𝑈(𝑧)}𝑧∈Δ𝛿
тогда и только тогда, когда этот оператор является

секториальным в области Λ𝛿 = {|arg 𝜆| < 𝜋/2 + 𝛿}.

Именно в проверке условий теоремы 1.2.3 и заключается доказательство одного из

основных результатов настоящей работы.

Отметим ещё некоторые факты об оценках нормы полугруппы 𝑈(𝑡).

Теорема 1.2.4. Пусть 𝒜 имеет резольвенту при {Re 𝜆 ≥ 𝛾} и при этом явля-

ется генератором сильно непрерывной полугруппы 𝑈(𝑡). Тогда найдётся постоянная

𝑀 > 0 такая, что при всех 𝑡 ≥ 0 справедлива оценка

‖𝑈(𝑡)‖ ≤𝑀𝑒𝛾𝑡.

На основании теоремы 1.2.4 в дальнейшем будут сделаны выводы об оценке нормы

решения.
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1.3 О связи свойств полугруппы с решениями порождающей её

задачи Коши

Пусть 𝒜 — линейный оператор, действующий в гильбертовом пространстве 𝐻. В

этом пространстве рассмотрим эволюционную задачу

�̇�(𝑡) = 𝒜𝑥(𝑡) + 𝐹 (𝑡), 𝑡 ≥ 0, (33)

𝑥(0) = 𝑥0, (34)

где 𝑥(𝑡) — вектор функция, определённая на R+, со значениями в 𝐻. В настоящем

разделе обсудим связь свойств оператора 𝒜 с вопросом о разрешимости задачи (33)–

(34).

Определение 1.3.1. Классическим решением задачи (33)–(34) называется функ-

ция 𝑥(𝑡) такая, что 𝑥 ∈ 𝐶1(R+, 𝐻)∩𝐶(R+,Dom(𝒜)) (см. §1.1). При этом удовлетворяется

уравнение (33) для всех 𝑡 ∈ R+ и начальное условие (34).

Помимо самого факта разрешимости, немаловажным является вопрос о единствен-

ности решения и его непрерывной зависимости от начальных условий — корректности

задачи (см. [37], определение 1.2).

Определение 1.3.2. Пусть в уравнении (33) в правой части 𝐹 (𝑡) ≡ 0. Задача

(33)–(34) поставлена корректно на отрезке [0, 𝑇 ], если:

1. При любом 𝑥0 ∈ Dom(𝒜) существует и единственное решение задачи (33)–(34) в

смысле определения 1.3.1;

2. Если {𝑥𝑛(𝑡)}𝑛=1 последовательность решений уравнений вида (33) с начальны-

ми условиями 𝑥𝑛(0) ∈ Dom(𝒜) такими, что 𝑥𝑛(0) → 0, то 𝑥𝑛(𝑡) → 0 для любого

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Если условие 2 выполняется равномерно по 𝑡 на отрезке [0, 𝑇 ], задача называется рав-

номерно корректной. Задачу, (равномерно) корректную на отрезке [0, 𝑇 ] для любого

𝑇 > 0, назовём (равномерно) корректной на R+.

Перейдём теперь к формулировке критериев, позволяющих установить коррект-

ную разрешимость в классическом смысле задачи (33)–(34). Сформулируем необходи-

мое и достаточное условие равномерной корректности однородной задачи (33)–(34).
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Теорема 1.3.1. ([21], гл. 2, теорема 1.2) Пусть в уравнении (33) 𝐹 (𝑡) ≡ 0 и

𝑥0 ∈ Dom(𝒜). Задача (33)–(34) равномерно корректна на R+ тогда и только тогда,

когда оператор 𝒜 является генератором сильно непрерывной на R+ полугруппы 𝑈(𝑡).

Решение при этом задаётся формулой

𝑥(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝑥0.

Для неоднородной задачи имеем

Теорема 1.3.2 ([21], гл. 2, теорема 1.3) Пусть оператор 𝒜 порождает сильно

непрерывную полугруппу 𝑈(𝑡), 𝑥0 ∈ Dom(𝒜), 𝐹 (·) ∈ 𝐶1(R+, 𝐻), тогда задача (33)–(34)

имеет единственное классическое решение, которое задаётся формулой

𝑥(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑈(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠)𝑑𝑠.

Задачу Коши вида (33)–(34) можно несколько ослабить, требуя выполнения урав-

нения (33) лишь при 𝑡 > 0, определяя решение этой задачи следующим образом ([37],

гл. 1, п. 3)

Определение 1.3.3 Ослабленным решением задачи (33)–(34) на R+ называется

вектор-функция 𝑥(·) ∈ 𝐶(R+, 𝐻) ∩ 𝐶1(R+∖ {0} , 𝐻), удовлетворяющая уравнению (33)

при всех 𝑡 > 0 и начальному условию (34).

Если оператор 𝒜 является генератором аналитической полугруппы, то имеем сле-

дующую теорему о разрешимости ([21], гл. 2, теорема 1.4.).

Теорема 1.3.3. Пусть оператор 𝒜 является генератором полугруппы 𝑈(𝑧), ана-

литической в угле Δ𝛿 = {𝜆 : |arg 𝜆| < 𝛿}. Пусть 𝐹 (𝑡) является локально гёльдеровой,

то есть для каждого 𝑇 > 0 найдутся числа 𝑘 = 𝑘(𝑇 ), 𝛼 = 𝛼(𝑇 ) ∈ (0, 1], что

‖𝐹 (𝑡)− 𝐹 (𝑠)‖ ≤ 𝑘|𝑡− 𝑠|𝛼, 0 ≤ 𝑠, 𝑡 ≤ 𝑇.

Тогда задача (33)–(34) имеет единственное ослабленное решение для каждого 𝑥0 ∈ 𝐻.

При этом, если 𝑥0 ∈ Dom(𝒜), то указанное решение будет классическим.

Заметим, что в условиях теоремы 1.3.3 задача (33)–(34) имеет ослабленное решение

при любом начальном условии. Такие задачи называются параболическими. К этому

классу относится интегро-дифференциальное уравнение, анализу которого посвящены

последующие главы настоящей работы.
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1.4 Некоторые утверждения теории операторов

Пусть 𝐴 — самосопряжённый положительно определённый оператор в сепарабель-

ном гильбертовом пространстве 𝐻, а 𝐶 — симметрический, компактный относительно

оператора 𝐴.

Определение 1.4.1 ([33], гл. 4, п. 3) Оператор 𝐶 называется компактным отно-

сительно оператора 𝐴, если

1. Dom(𝐶) ⊃ Dom(𝐴);

2. Для произвольной последовательности {ℎ𝑛}+∞
𝑛=1 , ℎ𝑛 ∈ Dom(𝐴) такой, что {𝐴ℎ𝑛}+∞

𝑛=1

ограничена, последовательность {𝐶ℎ𝑛}+∞
𝑛=1 содержит сходящуюся подпоследова-

тельность.

Если оператор 𝐴 имеет компактный обратный, то непосредственно из

определения 1.4.1 и определения компактного оператора вытекает

Предложение 1.4.1. Пусть 𝐴−1 — компактен, тогда оператор 𝐶 компактен

отностительно оператора 𝐴 в том и только том случае, когда 𝐶𝐴−1 — компактен.

Для самосопряжённого положительно определённого оператора 𝐴, используя спек-

тральное разложение, можно определить любую его степень 𝐴𝜃, 𝜃 ∈ R ([48], п. 120).

Превратим Dom(𝐴𝜃) в гильбертово пространство 𝐻𝜃 со скалярным произведением

(ℎ1, ℎ2)𝜃 :=
(︀
𝐴𝜃ℎ1, 𝐴

𝜃ℎ2
)︀
.

Полнота вытекает из замкнутости оператора 𝐴. Норму в пространстве 𝐻𝜃 будем за-

писывать как ‖·‖𝜃 :=
⃦⃦
𝐴𝜃·
⃦⃦
Рассмотрим шкалу гильбертовых пространств {𝐻𝜃}0≤𝜃≤1 .

Сформулируем теорему об интерполяции ([39], гл. 1, теорема 5.1).

Теорема 1.4.1. Пусть 𝑇 является линейным ограниченным оператором в про-

странствах 𝐻 и 𝐻1 одновременно, тогда для любого 𝜃 ∈ (0, 1) 𝑇 — ограниченный

оператор в пространстве 𝐻𝜃.

Как простое следствие из только что сформулированной теоремы докажем утвер-

ждение, важное для дальнейшего изложения.

Предложение 1.4.2. Пусть оператор 𝐴 самосопряжённый положительно опре-

делённый, оператор 𝐶 симметрический, Dom(𝐶) ⊃ Dom(𝐴), 𝐶𝐴−1 ограничен в 𝐻. То-

гда для любого 𝜃 ∈ (0, 1) оператор 𝐴−1+𝜃𝐶𝐴−𝜃 имеет ограниченное замыкание в 𝐻.

27



Доказательство. Оператор 𝐴−1𝐶 ограничен как оператор в пространстве 𝐻1,

поскольку для любого ℎ1 ∈ 𝐻1⃦⃦
𝐴−1𝐶ℎ1

⃦⃦
1
=
⃦⃦
𝐴𝐴−1𝐶ℎ1

⃦⃦
=
⃦⃦
𝐶𝐴−1𝐴ℎ1

⃦⃦
≤
⃦⃦
𝐶𝐴−1

⃦⃦
‖𝐴ℎ1‖ =

⃦⃦
𝐶𝐴−1

⃦⃦
‖ℎ1‖1 .

Далее заметим, что 𝐴−1𝐶 допускает ограниченное замыкание в 𝐻. Действительно, вви-

ду свойств операторов 𝐴 и 𝐶 для любых ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻1 = Dom(𝐴) справедливо

(︀
𝐶𝐴−1ℎ1, ℎ2

)︀
=
(︀
ℎ1, 𝐴

−1𝐶ℎ2
)︀
,

то есть 𝐴−1𝐶 = (𝐶𝐴−1)
* на всюду плотном множестве Dom(𝐴). Поскольку (𝐶𝐴−1)

*

ограничен, справедливо равенство 𝐴−1𝐶 = (𝐶𝐴−1)
*. Выберем в качестве оператора 𝑇

в теореме 1.4.1 оператор 𝐴−1𝐶, тогда оператор 𝐴−1𝐶 ограничен как оператор 𝐻𝜃 для

всех 𝜃 ∈ (0, 1). Отсюда вытекает, что для любого ℎ𝜃 ∈ 𝐻𝜃 = Dom(𝐴𝜃)⃦⃦⃦
𝐴−1𝐶

⃦⃦⃦
𝜃
‖ℎ𝜃‖𝜃 ≥

⃦⃦⃦
𝐴−1𝐶ℎ𝜃

⃦⃦⃦
𝜃
=
⃦⃦⃦
𝐴𝜃𝐴−1𝐶𝐴−𝜃𝐴𝜃ℎ𝜃

⃦⃦⃦
=
⃦⃦⃦
𝐴−1+𝜃𝐶𝐴−𝜃𝐴𝜃ℎ𝜃

⃦⃦⃦
. (35)

В силу непрерывной обратимости оператора 𝐴 для каждого ℎ ∈ 𝐻 найдётся ℎ𝜃 ∈ 𝐻𝜃,

что ℎ = 𝐴𝜃ℎ𝜃. Подставляя ℎ в (35), имеем⃦⃦⃦
𝐴−1+𝜃𝐶𝐴−𝜃ℎ

⃦⃦⃦
≤
⃦⃦⃦
𝐴−1𝐶

⃦⃦⃦
𝜃
‖ℎ‖

для любого ℎ ∈ 𝐻. Тем самым предложение доказано.

Предложение 1.4.2 сформулировано в виде замечания в работе ([76], замечание

7.3).

1.5 Постановка задачи Коши для интегро-дифференциального

уравнения, описывающего движения вязкоупругих среды с

учётом трения Кельвина–Фойгхта

В сепарабельном гильбертовом пространстве 𝐻 рассмотрим следующую задачу

Коши для абстрактного интегро-дифференциального уравнения второго порядка:

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
(𝑡) + 𝛼𝐴

𝑑𝑢

𝑑𝑡
(𝑡) + (𝐴+ 𝐶)𝑢(𝑡)−

∫︁ 𝑡

0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 0, (36)

𝑢(0) = 𝑢0,
𝑑𝑢

𝑑𝑡
(0) = 𝑢1. (37)
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Функция 𝐾(𝑡) задаётся интегралом Лебега-Стилтьеса:

𝐾(𝑡) =

∫︁ +∞

0

𝑒−𝑡𝜏𝑑𝜇(𝜏), (38)

с неубывающей, непрерывной справа функцией 𝜇 такой, что supp 𝑑𝜇 ⊂ [𝑑0,+∞), 𝑑0 > 0.

При этом справедливо условие ∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
< 1. (39)

Предположим, что операторы 𝐴 и 𝐶 удовлетворяют следующим свойствам:

1. (A) Оператор 𝐴 — самосопряжённый и положительно определённый: 𝐴 = 𝐴*,

𝐴 ≥ 𝑎𝐼, где 𝑎 > 0. Обратный к нему оператор 𝐴−1 — компактный.

2. (B) Оператор 𝐶 — симметрический, Dom(𝐶) ⊃ Dom(𝐴) и оператор 𝐶𝐴−1 — ком-

пактный.

3. (C)
⃦⃦⃦
𝐴−1/2𝐶𝐴−1/2

⃦⃦⃦
< 1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
.

Параметр 𝛼 — положительная постоянная, которая пропорциональна коэффицен-

ту трения Кельвина–Фойгхта. Отметим, что ситуация, когда 𝛼 = 0, соответствует

классу уравнений, которые называются уравнениями Гуртина–Пипкина ([12], гл. 3), и

имеет значительное число реализаций в теплофизике, акустике, теории усреднения.

В настоящей работе задача (36)–(37) будет изучена на предмет классической кор-

ректной разрешимости, получены оценки скорости убывания решения, а также в част-

ном случае представление самого решения. Изучение упомянутых вопросов составляет

содержание глав 3–4.

1.6 Реализации в виде интегро-дифференциальных уравнений

с частными производными в теории вязкоупругости

Абстрактное интегро-дифференциальное уравнение (36) может быть реализовано

как интегро-дифференциальное уравнение с частными производными, где операторы 𝐴

и 𝐶 соответствуют дифференциальным операторам по пространственным переменным.

Приведём примеры таких реализаций в различных задачах механики.

Сначала рассмотрим простую одномерную реализацию. Малые поперечные коле-

бания вязкоупругого трубопровода единичной длины 𝑢(𝑡, 𝑥) при
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𝑡 ≥ 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 в безразмерных переменных без учёта внешнего трения описываются

уравнением [41]:

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
(𝑡, 𝑥) + 𝛼

𝜕5𝑢

𝜕𝑡𝜕𝑥4
(𝑡, 𝑥) +

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
(𝑡, 𝑥) +

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑔(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑥)

)︂
−
∫︁ 𝑡

0

𝑑

𝑑𝑡
𝐾(𝑡− 𝑠)

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠 = 0,

(40)

𝑡 > 0, 0 < 𝑥 < 1.

Функция 𝑔(𝑥)— гладкая ограниченная вещественная функция, пропорциональная неод-

нородной силе натяжения. Краевые условия для уравнения (40) задаются в предполо-

жении шарнирного закрепления концов трубы:

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 1) =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(𝑡, 0) =

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(𝑡, 1) = 0, 𝑡 > 0. (41)

При 𝑡 = 0 заданы начальные условия:

𝑢(0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(0, 𝑥) = 𝜙1(𝑥), 0 < 𝑥 < 1. (42)

Уравнение (40) с краевыми и начальными условиями (41)–(42) запишем в опера-

торном виде, рассмотрев сепарабельное гильбертово пространство 𝐻 = 𝐿2[0, 1] и опе-

раторы 𝐴 и 𝐶, действующие следующим образом:

𝐴𝑦(𝑥) =
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
(𝑥), 𝐶𝑦(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑔(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
(𝑥)

)︂
, (43)

на функциях 𝑦(·) ∈ Dom(𝐴) = {𝑦| 𝑦 ∈ 𝑊 4
2 [0, 1], 𝑦(0) = 𝑦(1) = 𝑦′′(0) = 𝑦′′(1) = 0}. Неиз-

вестную фунцию 𝑢(𝑡, 𝑥) рассматриваем как вектор-функцию 𝑢(𝑡) со значениями в 𝐻, а

начальные условия 𝜙0 и 𝜙1 — как некоторые векторы в 𝐻. Во ведённых обозначениях

эта задача, очевидно, принимает вид (36). В работе [41] изучался вопрос об экспонен-

циальной устойчивости решения абстрактной формы указанной задачи.

В работах Д.А. Закоры [26]—[30] широко представлены различные реализации аб-

страктной модели вида (36). Так движения начально-изотропного вязкоупругого тела

Ильюшина, занимающего ограниченный объём Ω ⊂ R3 и закреплённого на границе

𝜕Ω, при изометрических процессах деформирования могут быть описаны следующим
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интегро-дифференциальным уравнением

𝜌(𝑥)
𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2
=

𝜕

𝜕𝑡

(︁ 𝑐
2
Δ𝑢(𝑡, 𝑥) +

𝑐

6
∇div 𝑢(𝑡, 𝑥)

)︁
+
(︁ 𝑐
2
Δ𝑢(𝑡, 𝑥) +

𝑐

6
∇div 𝑢(𝑡, 𝑥)

)︁
−

−
∫︁ 𝑡

0

𝐾1(𝑡− 𝑠)

(︂
1

2
Δ𝑢(𝑠, 𝑥) +

1

6
∇div 𝑢(𝑠, 𝑥)

)︂
𝑑𝑠−

∫︁ 𝑡

0

𝐾2(𝑡− 𝑠)∇div 𝑢(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠+𝜌(𝑥)𝑓(𝑡, 𝑥),

𝑥 ∈ Ω,

(44)

с кравевыми и начальными условиями

𝑢 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(0, 𝑥) = 𝑢1.

Функция 𝜌(𝑥) — плотность тела, 𝑓(𝑡, 𝑥) — поле внешних сил, 𝑐 > 0 — некоторая струк-

турная постоянная. Ядра 𝐾1(𝑡) и 𝐾2(𝑡) отвечают слагаемым сдвиговой и объёмной ре-

лаксации и имеют вид

𝐾1(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗𝑒
−𝛾𝑗𝑡,

𝐾2(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑒
−𝛾𝑗𝑡,

𝑐𝑗, 𝑐𝑗 ≥ 0, 0 < 𝛾𝑗 < 𝛾𝑗+1, 0 < 𝛾𝑗 < 𝛾𝑗+1. Рассматривая дифференциальный оператор

−1

2
Δ𝑢(𝑠, 𝑥) − 1

6
∇div 𝑦(𝑥) как линейный оператор 𝐴 в пространстве 𝐿2(Ω) с областью

определения Dom(𝐴) =
{︀
𝑦 ∈ 𝑊 2

2 (Ω) : 𝑦|𝜕Ω = 0
}︀
и полагая 𝐾2(𝑡) ≡ 0, получим уравнение

в форме (36), где 𝐶 ≡ 0.

1.7 О слагаемом типа вольтерровой свёртки

В задачах вида (36)–(37) слагаемое вольтерровой свёртки отвечает наследствен-

ным свойствам среды, то есть влиянию предыдущих состояний среды. Например, в

задачах теории вязкоупругости в качестве наследственого свойства выступает вязкость

среды, в задачах теплопровоности в средах с памятью [73], [40] — память. Ядро свёрт-

ки обуславливается некоторыми структурными параметрами среды и выбор его опре-

деляется экспериментальным путём (см. [44], гл. 2, и цитируемую литературу). Ввиду

физических соображений [44], в задачах теории вязкоупругости на ядра 𝐾(𝑡) свёртки

накладываются следующие ограничения:
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1. Ядро 𝐾(𝑡) неотрицательно;

2. Ядро 𝐾(𝑡) монотонно убывает и стремится к конечному пределу при 𝑡→ +∞;

3. Ядро 𝐾(𝑡) выпукло вниз.

Отметим, что указанные условия являются достаточными, и функции, которыми ап-

проксимируют ядра, обычно им удовлетворяют, однако при этом эти условия не явля-

ются необходимыми ([44], гл. 2, п. 18).

Во многих работах, посвящённых задачам вязоупругости и теплопроводности в

качестве ядра рассматривается ряд убывающих экспонент

𝐾(𝑡) =
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑒
−𝛾𝑗𝑡,

где 𝑐𝑗 > 0, 0 < 𝛾𝑗 < 𝛾𝑗+1 → +∞. Подобный тип ядер удобен для изучения, ибо это един-

ственный тип ядер, который позволяет свести изучение интегро-дифференциального

уравнения к исследованию системы дифференциальных уравнений ([44], гл. 1, п. 4).

Этот факт весьма важен для дальнейших рассмотрений, поскольку техника перехода

от интегро-дифференциальных уравнений к дифференциальным будет существенно ис-

пользована в дальнейшем (см. гл. 3–4). Заранее отметим, что этот подход будет обобщён

на экспоненциальные ядра несколько более общего типа.

В настоящей работе рассматривается обобщение экспоненциального ядра, предста-

вимое в виде интеграла Лебега–Стильтьеса (38). Ясно, что рассматривая в указанном

интеграле 𝑑𝜇(𝜏) вида

𝑑𝜇(𝜏) =
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝛿(𝜏 − 𝛾𝑗)𝑑𝜏,

где 𝛿(𝑡) — дельта-функция, мы получим ядро экспоненциального типа.

Для задач теории вязкоупругости с внутренним трением (трением Кельвина-Фойг-

хта) в твёрдых телах большой интерес представляют дробно-экспоненциальные ядра,

т.е. ядра вида
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑅𝑗(𝑡),

где функция 𝑅𝑗(𝑡) определена равенством

𝑅𝑗(𝑡) = 𝑡𝜃−1

+∞∑︁
𝑛=0

(−𝛾𝑗)𝑛𝑡𝑛𝜃

Γ ((𝑛+ 1)𝜃)
, 0 < 𝜃 ≤ 1,
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здесь Γ(·) — гамма-функция Эйлера. Для последовательностей {𝑐𝑗}+∞
𝑗=1 и {𝛾𝑗}+∞

𝑗=1 выпол-

нено, что 𝑐𝑗 > 0, 0 < 𝛾𝑗 < 𝛾𝑗+1 → +∞. Указанные ядра изучались в монографии [44].

При 𝜃 = 1, очевидно, мы вернёмся к случаю экспоненциального ядра. Преобразование

Лапласа функции 𝑅𝑗(𝑡) имеет вид (см [44], гл. 1)

�̂�𝑗(𝜆) =
1

𝜆𝜃 + 𝛾𝑗
.

Здесь 𝜆𝜃 = |𝜆|𝜃𝑒𝑖𝜃 arg 𝜆, |arg 𝜆| < 𝜋. Применяя к �̂�𝑗(𝜆) обратное преобразование Лапласа,

можно получить интегральное представление 𝑅𝑗(𝑡) ([44], гл. 1)

𝑅𝑗(𝑡) =
sin 𝜋𝜃

𝜋

∫︁ +∞

0

𝜏 𝜃𝑒−𝑡𝜏

𝜏 2𝜃 + 2𝛾𝑗𝜏 𝜃 cos 𝜋𝜃 + 𝛾𝑗
𝑑𝜏.

Это представление приводит к типу ядра 𝐾(𝑡) =

∫︁ +∞

0

𝑒−𝑡𝜏𝑑𝜇(𝜏), где

𝑑𝜇(𝜏) =
sin 𝜋𝜃

𝜋

+∞∑︁
𝑗=1

𝜏 𝜃

𝜏 2𝜃 + 2𝛾𝑗𝜏 𝜃 cos𝜋𝜃 + 𝛾𝑗
𝑑𝜏.

Изучению задачи (36)–(37) для случая 𝛼 = 0 с дробно-экспоненциальными ядрами

посвящены работы [13]—[19].

1.8 Заключение к первой главе

В настоящей главе разобраны вводные определения и обозначения (см. §1.1), а

также представлен основной для дальнейшего исследования математический аппарат.

В §1.2 приведены фундаментальные результаты теории полугрупп. Изложение этих ре-

зультатов основывалось на монографии [64]. В §1.3 указана связь полугрупп операторов

с эволюционными задачами, которая потом будет использована для получения важных

следствий из основных результатов настоящей работы. В качестве источников §1.3 ис-

пользованы монографии [37] и [21]. Наконец, в §1.4 рассмотрены некоторые вопросы

из теории линейных операторов, в частности, вопрос о компактной подчинённости од-

ного оператора другому, об ограниченных расширениях операторов вида 𝐴−1+𝜃𝐶𝐴−𝜃,

𝜃 ∈ [0, 1] (см. предложение 1.4.2.). Вопросы компактной и ограниченной подчинённости

подробно изложены в монографии [33], предложение 1.4.2 сформулировано в работе

[76].

33



Во второй части главы сформулирована задача Коши, исследованию которой по-

священы все последующие главы. Она записана в абстрактном операторном виде, ко-

торый может быть реализован как интегро-дифференциальное уравнение с частными

производными. Подобные уравнения возникают в различных областях наследственной

механики и некторые примеры приведены в §2.2. Особенностью данного семейства за-

дач является слагаемое типа вольтерровой свёртки, которое отвечает наследственным

свойствам среды. В §2.3 затронута мотивация выбора ядра вида (38).

В последующих главах перейдём непосредственно к решению задачи (36)–(37).
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2 Спектральный анализ символа интегродифферен-

циального уравнения и оценки его резольвенты

2.1 Введение

В настоящей главе будет проведён спектральный анализ оператор-функции 𝐿(𝜆),

заданной следующим равенством

𝐿(𝜆) = 𝜆2𝐼 + 𝛼𝜆𝐴+ 𝐴+ 𝐶 − �̂�(𝜆)𝐴. (45)

Эта оператор-функция возникает в результате применения преобразования Лапласа к

левой части равенства в уравнении (36) и называется символом этого уравнения. Функ-

ция �̂�(𝜆) является образом Лапласа ядра вольтерровой свёртки (38), аналитически

продолженным в область

𝒮 = C∖(−∞,−𝑑0), (46)

и задаётся равенством

�̂�(𝜆) =

∫︁ +∞

𝑑0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝜆
, (47)

где мера 𝑑𝜇(𝜏) удовлетворяет всем условиям, указанным в §1.5.

Линейные операторы 𝐴 и 𝐶 удовлетворяют условиям (A)—(C) (см. §1.5).

В настоящей главе будет изучаться спектр оператор-функции 𝐿(𝜆) в области 𝒮.

Для полноты изложения приведём здесь определение понятия спектра оператор-функции.

Определение 2.1.1 Резольвентным множеством оператор-функции 𝐿 называ-

ется множество точек 𝜌(𝐿) ⊂ C такое, что для всех точек 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿) оператор 𝐿−1(𝜆)

определён, ограничен и задан на всём пространстве. Спектром оператор-функции 𝐿

называется множество 𝜎(𝐿) := C∖𝜌(𝐿).

Основные результаты относятся к вопросу о локализации спектра 𝐿 в области 𝒮.

Отдельно будет рассмотрен вопрос о структуре невещественной части спектра, а также

его асимптотического поведения.

Кроме исследования спектра, будут получены оценки нормы резольвенты 𝐿−1(𝜆)

в точках резольвентного множества.

Результаты главы 2 изложены в §2.2, 2.3, 2.4. В §2.2 подробно изучен спектр симво-

ла уравнения (36) в случае, когда оператор 𝐶 — нулевой, а также получены оценки нор-
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мы резольвенты. Это наиболее простой случай, ибо в этой ситуации оператор-функция

является диагональным оператором в базисе из собственных векторов оператора 𝐴.

В §2.3 изложены результаты о локализации спектра и оценках резольвенты в слу-

чае ненулевого оператора 𝐶.

В §2.4 рассматривается вопрос о структуре невещественной части спектра оператор-

функции 𝐿, а также о связи невещественной части спектра с ядром вольтерровой свёрт-

ки. В частности, рассмотрены виды ядер, при которых невещественный спектр будет

счётным, а также получены некоторые условия, при которых невещественный спектр

будет конечным.

2.2 Случай 𝐶 ≡ 0

В этом разделе проведён анализ спектра оператор-функции

𝐿0(𝜆) := 𝜆2 + 𝛼𝜆𝐴+ 𝐴− �̂�(𝜆)𝐴. (48)

Рассмотрим систему {𝑒𝑛}+∞
𝑛=1 собственных векторов оператора 𝐴, образующих ор-

тонормированный базис в пространстве 𝐻: 𝐴𝑒𝑛 = 𝑎𝑛𝑒𝑛, причем 0 < 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑛+1 → +∞.

Рассмотрим проекции оператор-функции 𝐿0(𝜆) на одномерные собственные под-

пространства оператора 𝐴:

𝑙𝑛(𝜆) := (𝐿0(𝜆)𝑒𝑛, 𝑒𝑛)𝐻 = 𝜆2 + 𝛼𝑎𝑛𝜆+ 𝑎𝑛 − 𝑎𝑛�̂�(𝜆). (49)

Сперва покажем, что функции 𝑙𝑛(𝜆) не имеют нулей в замкнутой правой полуплос-

кости. Справедливо следующее утверждение.

Лемма 2.2.1. Пусть выполнено условие (39), тогда функции 𝑙𝑛(𝜆) не имеют кор-

ней в замкнутой правой полуплоскости C для любого натурального 𝑛.

Доказательство. Пусть 𝜆 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑥 ≥ 0. Заметим, что

Im 𝑙𝑛(𝑥+ 𝑖𝑦) = 2𝑥𝑦 + 𝛼𝑎𝑛𝑦 + 𝑎𝑛

∫︁ +∞

0

𝑦𝑑𝜇(𝜏)

|𝜏 + 𝑥+ 𝑖𝑦|2
,

причем Im 𝑙𝑛(𝑥+𝑖𝑦) = 0 верно только лишь в случае, когда 𝑦 = 0, тем самым в замкнутой

правой полуплоскости функция 𝑙𝑛(𝜆) может иметь лишь вещественные нули. Последнее

же, однако, невозможно, поскольку при всех 𝑥 ≥ 0

𝑙𝑛(𝑥) = 𝑥2 + 𝛼𝑎𝑛𝑥+ 𝑎𝑛

(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝑥

)︂
≥ 𝑥2 + 𝛼𝑎𝑛𝑥+ 𝑎𝑛

(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏

)︂
> 0,
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ввиду условия (39). Лемма доказана.

Изучим теперь нули функций 𝑙𝑛(𝜆) в 𝒮 ∩ {Re𝜆 < 0}. Прежде всего рассмотрим

функцию

𝑔(𝜆) = 𝛼𝜆+ 1−
∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝜆
. (50)

Нетрудно доказать следующее утверждение.

Лемма 2.2.2. Пусть выполнено условие (39), а также в дополнение к нему спра-

ведливо неравенство

lim
𝑥→−𝑑0+0

(︂
𝛼𝑥+ 1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝑥

)︂
< 0, (51)

где 𝑥 стремится к 𝑑0 по действительной оси, а предел в левой части неравенства

может быть бесконечным. Тогда функция 𝑔(𝜆) имеет в 𝒮 единственный корень 𝜆0,

причем 𝜆0 ∈ (−𝑑0, 0).

Если же условие (51) не выполняется, то 𝑔(𝜆) не имеет корней в 𝒮, причем

𝑔(𝜆) > 0 при 𝜆 ∈ (−𝑑0,+∞).

Доказательство. Функция 𝑔(𝜆) не имеет невещественных корней, ибо очевидно,

что

Im(𝛼𝜆+ 1) · Im
∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝜆
< 0

для невещественных 𝜆. Далее, ввиду (39), функция 𝑔(𝜆) может иметь лишь отрица-

тельные корни. Наконец, заметим, что на (−𝑑0, 0) функция 𝑔(𝑥) монотонно возрастает

и непрерывна, причем 𝑔(0) > 0, следовательно, если выполнено условие (51), то функ-

ция 𝑔(𝑥) меняет знак, а значит, имеет корень 𝜆0. В противном случае 𝑔(𝜆) не имеет

вещественных корней в 𝒮. Утверждение доказано.

Теперь установим поведение нулей функций 𝑙𝑛(𝜆) во всей области 𝒮. Для доказа-

тельства следующей леммы используется известная теорема[32] (гл. 4, п. 70, теорема

3). Пусть для 𝑧1, 𝑧2 ∈ {Im 𝑧 > 0} определено неевклидово расстояние:

𝐷(𝑧1, 𝑧2) =
1

2
ln

|𝑧1 − 𝑧2|+ |𝑧1 − 𝑧2|
|𝑧1 − 𝑧2| − |𝑧1 − 𝑧2|

.

Теорема Шварца–Пика. Пусть 𝑓(𝑧) — голоморфная функция, отличная от

константы, отображающая верхнюю полуплоскость в себя, тогда для любых двух

внутренних точек верхней полуплоскости 𝑧1 и 𝑧2 выполнено неравенство

𝐷(𝑓(𝑧1), 𝑓(𝑧2))) ≤ 𝐷(𝑧1, 𝑧2),
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причем равенство достигается только в случае, если 𝑓(𝑧) — дробно-линейное отобра-

жение, переводящее верхнюю полуплоскость на себя.

Следующая лемма доказана в работе [65], однако для полноты изложения приведём

здесь подробное доказательство.

Лемма 2.2.3. Функция 𝑙𝑛(𝜆), определенная равенством (49), для любого 𝑛 ∈ N

имеет не более двух невещественных корней, причем эти корни комплексно сопряже-

ны.

Доказательство. Тот факт, что все невещественные нули функции 𝑙𝑛(𝜆) комплексно-

сопряжены, очевидно, следует из того, что все коэффициенты 𝑙𝑛(𝜆) вещественны, т.е.

𝑙𝑛(𝜆) = 𝑙𝑛(𝜆).

Уравнение 𝑙𝑛(𝜆) = 0 запишем в виде равенства

𝜆2 = −𝛼𝑎𝑛𝜆− 𝑎𝑛

(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝜆

)︂
.

Заметим, что функция 𝜙𝑛(𝜆) := −𝛼𝑎𝑛𝜆 − 𝑎𝑛

(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝜆

)︂
отображает верх-

нюю полуплоскость C+ в C−. Действительно, для Im𝜆 > 0 справедливо

Im

(︂
−𝛼𝑎𝑛𝜆− 𝑎𝑛

(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝜆

)︂)︂
= −𝛼𝑎𝑛Im𝜆− 𝑎𝑛

∫︁ +∞

0

Im𝜆

|𝜏 + 𝜆|2
𝑑𝜇(𝜏) < 0.

Рассмотрим функцию 𝜓0(𝑧), где 𝜓0(𝑧) = |𝑧|1/2𝑒𝑖 arg 𝑧/2. Отметим, что 𝜓0(𝜑𝑛(𝜆)) —

аналитична в полуплоскости C+ и переводит C+ в себя. Невещественные корни урав-

нения 𝑙𝑛(𝜆) = 0, лежащие в верхней полуплоскости, являются корнями уравнения

𝜆 = 𝜓0 (𝜑𝑛(𝜆)) . (52)

Предположим 𝜆1 и 𝜆2 — различные точки из C+, удовлетворяющие равенству

(52). Функция 𝜓0 (𝜑𝑛(𝜆)) удовлетворяет условиям теоремы Шварца-Пика и не является

дробно-линейной. Отсюда приходим к противоречию

𝐷(𝜆1, 𝜆2) = 𝐷 (𝜓0 (𝜑𝑛(𝜆1)) , 𝜓0 (𝜑𝑛(𝜆2))) < 𝐷(𝜆1, 𝜆2).

Следовательно, уравнение (52) имеет не более одного решения в C+, а функция

𝑙𝑛(𝜆) имеет не более одной пары комплексно-сопряжённых корней. Лемма доказана.

В следующей лемме установим локализацию невещественных корней 𝑙𝑛(𝜆).
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Лемма 2.2.4. Если выполнено условие (39), то существуют положительные по-

стоянные 𝑝 и 𝑞, не зависящие от 𝑛, такие, что невещественные корни 𝑙𝑛(𝜆) содер-

жатся в области

𝐷𝑝,𝑞,𝑛 =
{︁
𝜆 ∈ C : Re 𝜆 < −𝛼𝑎𝑛

2
, |Im 𝜆| < 𝑝

√︀
|Re 𝜆|+ 𝑞

}︁
. (53)

Доказательство. Пусть 𝜆 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑦 > 0 и 𝑙𝑛(𝜆) = 0, тогда

Im 𝑙𝑛(𝜆) = 2𝑥𝑦 + 𝛼𝑎𝑛𝑦 + 𝑎𝑛

∫︁ +∞

0

𝑦𝑑𝜇(𝜏)

|𝜏 + 𝜆|2
= 0,

тем самым

𝑥 = −𝛼𝑎𝑛
2

− 𝑎𝑛

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

|𝜏 + 𝜆|2
,

откуда немедленно получаем оценку вещественных частей комплексно-сопряженных

корней функции 𝑙𝑛(𝜆):

𝑥 < −𝛼𝑎𝑛
2
. (54)

Оценим теперь мнимые части. Запишем

𝑙𝑛(𝜆) = 𝑓𝑛(𝜆)− 𝑎𝑛�̂�(𝜆), (55)

где 𝑓𝑛(𝜆) = 𝜆2 + 𝛼𝑎𝑛𝜆+ 𝑎𝑛.

Далее потребуется оценка 𝑓𝑛(𝜆) в верхней полуплоскости⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑛(𝑥+ 𝑖𝑦)

𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝛼𝑦 − 1, (56)

которая устанавливается следующим образом:⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑛(𝑥+ 𝑖𝑦)

𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
(𝑥+ 𝑖𝑦)2

𝑎𝑛
+ 𝛼(𝑥+ 𝑖𝑦) + 1

⃒⃒⃒⃒
≥ |𝑥+ 𝑖𝑦|2

⃒⃒⃒⃒
1

𝑎𝑛
+ 𝛼

1

𝑥+ 𝑖𝑦

⃒⃒⃒⃒
− 1 =

= (𝑥2 + 𝑦2)

⃒⃒⃒⃒
Im

(︂
1

𝑎𝑛
+ 𝛼

𝑥− 𝑖𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)︂⃒⃒⃒⃒
− 1 = 𝛼𝑦 − 1.

Для функции �̂�(𝑥+ 𝑖𝑦) при 𝑦 > 0 справедлива оценка

|�̂�(𝑥+ 𝑖𝑦)| < 2|𝑥|
𝑦

+ 2.

Действительно,

|�̂�(𝑥+𝑖𝑦)| =
⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝑥+ 𝑖𝑦

⃒⃒⃒⃒
≤
∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

|𝜏 + 𝑥+ 𝑖𝑦|
=

∫︁ 2|𝑥|

0

𝑑𝜇(𝜏)

|𝜏 + 𝑥+ 𝑖𝑦|
+

∫︁ +∞

2|𝑥|

𝑑𝜇(𝜏)

|𝜏 + 𝑥+ 𝑖𝑦|
.
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Оценим первый интеграл в правой части цепочки неравенств следующим образом:∫︁ 2|𝑥|

0

𝑑𝜇(𝜏)

|𝜏 + 𝑥+ 𝑖𝑦|
<

1

𝑦

∫︁ 2|𝑥|

0

𝑑𝜇(𝜏) ≤ 1

𝑦

∫︁ 2|𝑥|

0

2|𝑥|𝑑𝜇(𝜏)
𝜏

<
2|𝑥|
𝑦
.

Последнее неравенство вытекает из условия (39). Второй интеграл ввиду того, что |𝜏 +

𝑥+ 𝑖𝑦| > 𝜏 − |𝑥| > 𝜏/2 при 𝜏 > 2|𝑥|, допускает оценку∫︁ +∞

2|𝑥|

𝑑𝜇(𝜏)

|𝜏 + 𝑥+ 𝑖𝑦|
< 2

∫︁ +∞

2|𝑥|

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
< 2.

Последнее неравенство вытекает из (39).

Заметим, что если справедливо неравенство

𝛼𝑦 − 1 >
2|𝑥|
𝑦

+ 2, (57)

то |𝑓𝑛(𝑥+ 𝑖𝑦)/𝑎𝑛| > |�̂�(𝑥+ 𝑖𝑦)|, а значит, в области 𝐷 ⊂ C, на границе которой выполня-

ется (57), по теореме Руше функция 𝑙𝑛(𝜆) имеет столько же нулей, сколько и функция

𝑓𝑛(𝜆). Неравенство (57) выполняется при

𝑦 >
3 +

√︀
9 + 8𝛼|𝑥|
2𝛼

. (58)

Существует 𝑛0 ∈ N такое, что 𝑓𝑛(𝜆) имеет только вещественные корни для всех

𝑛 > 𝑛0, следовательно, в области

𝐷 =

{︃
|Im 𝜆| >

3 +
√︀

9 + 8𝛼|Re 𝜆|
2𝛼

}︃
функция 𝑓𝑛(𝜆) не имеет корней, а значит, и функция 𝑙𝑛(𝜆) не имеет корней в силу (58)

и теоремы Руше при 𝑛 > 𝑛0.

В силу того, что 𝑙𝑛(𝜆) имеет не более одной пары комплексно-сопряженных корней,

лишь конечное число корней 𝑙𝑛(𝜆) может оказаться в области 𝐷 при 𝑛 ≤ 𝑛0. Максимум

их мнимых частей обозначим через 𝐶. Таким образом, в области

𝐷𝐶 =

{︃
|Im 𝜆| >

√︀
9 + 8𝛼|Re 𝜆|

2𝛼
+max

(︂
𝐶,

3

2𝛼

)︂}︃
при любом натуральном 𝑛 функция 𝑙𝑛(𝜆) не имеет корней. Тем самым для мнимых

частей невещественных корней 𝑙𝑛(𝜆) справедлива оценка

|Im 𝜆| ≤
√︀

9 + 8𝛼|Re 𝜆|
2𝛼

+max

(︂
𝐶,

3

2𝛼

)︂
. (59)
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Теперь, объединяя оценки (54) и (59) и оценивая√︀
9 + 8𝛼|Re 𝜆| <

√︂
18

𝛼𝑎𝑛
+ 8𝛼 ·

√︀
|Re 𝜆| ≤

√︂
18

𝛼𝑎1
+ 8𝛼 ·

√︀
|Re 𝜆|,

получаем область (53), где 𝑝 :=

√︂
18

𝛼𝑎1
+ 8𝛼 и 𝑞 := max

(︀
𝐶, 3

2𝛼

)︀
. Лемма доказана.

Отдельно следует отметить поведение вещественных нулей функций 𝑙𝑛(𝜆).

Лемма 2.2.5. Пусть выполнено условие (51), тогда для любого 𝛿 > 0 найдется

число 𝑛0 такое, что для всех 𝑛 > 𝑛0 функция 𝑙𝑛(𝜆) имеет единственный веществен-

ный корень в 𝒮, лежащий на интервале (𝜆0 − 𝛿, 𝜆0 + 𝛿), где 𝜆0 — корень функции из

формулы (50).

Если же условие (51) не выполнено, то 𝑙𝑛(𝜆) не имеет вещественных корней.

Доказательство. Пусть условие (51) выполнено, тогда по доказанной лемме 2.2.2

у функции 𝑔(𝜆) есть вещественный корень 𝜆0 на интервале (−𝑑0, 0).

Имеем
𝑙𝑛(𝜆)

𝑎𝑛
=
𝜆2

𝑎𝑛
+ 𝑔(𝜆).

Поскольку 𝑎𝑛 → +∞, 𝑙𝑛(𝜆)/𝑎𝑛 равномерно на любом компакте 𝒮 сходится к 𝑔(𝜆),

следовательно, по теореме Руше для любой окрестности точки 𝜆0 найдется некоторый

номер 𝑛0, начиная с которого все функции 𝑙𝑛(𝜆) обращаются в 0 в этой окрестности

причём в единственной точке. Заметим, что в силу леммы 2.2.4 эта точка вещественная

при −𝛼𝑎𝑛0 < −2𝑑0.

Если условие (51) не выполнено, то 𝑔(𝜆) > 0 на (−𝑑0, 0) ввиду монотонности, по-

этому вторая часть леммы вытекает из очевидной оценки:

𝑙𝑛(𝜆) = 𝑎𝑛

(︂
𝜆2

𝑎𝑛
+ 𝑔(𝜆)

)︂
> 𝑎𝑛𝑔(𝜆) > 0

при 𝜆 ∈ (−𝑑0, 0). В силу того, что в замкнутой правой полуплоскости нет нулей у 𝑙𝑛(𝜆)

по лемме 2.2.1, 𝑙𝑛(𝜆) не имеет вещественных корней. Лемма доказана.

Замечание 2.2.1. Из доказательства леммы 2.2.5 вытекает, что если 𝜆0 ∈ (−𝑑0, 0)

— корень функции 𝑔(𝜆), то 𝜆0 ∈ ∪+∞
𝑛=1 {𝜆 ∈ C : 𝑙𝑛(𝜆) = 0}.

Теперь сформулируем и докажем теорему о локализации спектра оператор-функции

𝐿0(𝜆). Для её доказательства потребуется известная теорема Гохберга (см. [22], гл. 1,

теорема 5.1). Приведём её в следующей формулировке:
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Теорема (И.Ц. Гохберг). Пусть 𝑄(𝜆) — голоморфная на открытом связном мно-

жестве 𝐺 оператор-функция со значениями в идеале компактных операторов Σ∞.

Если хотя бы в одной точке 𝜆 ∈ 𝐺 уравнение 𝜙 + 𝑄(𝜆)𝜙 = 0 имеет лишь нулевое

решение, то для всех точек 𝜆 ∈ 𝐺, за исключением, быть может, некоторых изоли-

рованных, оператор 𝐼 +𝑄(𝜆) имеет ограниченный обратный.

Теорема 2.2.1. Пусть выполнено условие (39), тогда спектр оператор-функции

𝐿0(𝜆) состоит из счетной последовательности пар комплексно-сопряженных собствен-

ных точек конечной кратности, локализованных в области

𝐷𝛾,𝑝,𝑞 =
{︁
𝜆 ∈ 𝒮 : Re 𝜆 < −𝛾, |Im 𝜆| < 𝑝

√︀
|Re 𝜆|+ 𝑞

}︁
, (60)

где 𝛾 > 0, 𝑝 и 𝑞 — положительные константы, как в (53).

При этом если выполнено условие (51), то 𝜎(𝐿0) содержит последовательность

конечнократных вещественных собственных значений, сходящихся к единственному

корню функции 𝑔(𝜆) из формулы (50), лежащему в интервале (−𝑑0, 0). В противном

случае вещественных точек в 𝜎(𝐿0) ∩ 𝒮 нет.

Доказательство. Докажем сначала, что спектр оператор-функции 𝐿0(𝜆) в обла-

сти 𝒮 задаётся равенством

𝜎(𝐿0) ∩ 𝒮 = ∪+∞
𝑛=1 {𝜆 ∈ 𝒮 : 𝑙𝑛(𝜆) = 0}. (61)

Действительно, представим оператор-функцию 𝐿0(𝜆) в следующем виде:

𝐿0(𝜆) =
(︁(︁
𝛼𝜆+ 1− �̂�(𝜆)

)︁
𝐼 + 𝜆2𝐴−1

)︁
𝐴 =

(︀
𝑔(𝜆)𝐼 + 𝜆2𝐴−1

)︀
𝐴.

В точках 𝜆 таких, что 𝑔(𝜆) ̸= 0 к оператор-функции 𝑔(𝜆)𝐼 + 𝜆2𝐴−1 применим теорему

Гохберга. Из этой теоремы, а также леммы 2.2.2 вытекает, что все точки 𝜆 ∈ 𝒮, за

исключением, быть может, единственной 𝜆0 ∈ (−𝑑0, 0), являются либо точками резоль-

вентного множества, либо изолированными собственными числами конечной алгебра-

ической кратности. Если выполнено условие (50), то найдётся точка 𝜆0 ∈ (−𝑑0, 0), в

которой выполнено 𝑔(𝜆0) = 0. При этом оператор 𝐿0(𝜆0) = 𝜆20𝐼 как оператор из обла-

сти Dom(𝐴) в пространство 𝐻 не имеет обратного, образ которого совпадает с 𝐻, тем

самым 𝜆0 ∈ 𝜎(𝐿), а именно: 𝜆0 — точка непрерывного спектра, ибо Dom(𝐴) плотно в 𝐻.
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Пусть точка 𝜆 ∈ 𝜎(𝐿), 𝜆 ̸= 𝜆0, тогда существует ненулевой вектор ℎ ∈ Dom(𝐴)

такой, что 𝐿0(𝜆)ℎ = 0. Раскладывая ℎ по базису из собственных векторов оператора 𝐴:

ℎ =
+∞∑︁
𝑛=1

ℎ𝑛𝑒𝑛, получаем

𝐿0(𝜆)ℎ =
+∞∑︁
𝑛=1

ℎ𝑛𝑙𝑛(𝜆)𝑒𝑛 = 0.

В силу линейной независимости {𝑒𝑛}+∞
𝑛=1, устанавливаем 𝜆 ∈ ∪+∞

𝑛=1 {𝜆 ∈ 𝒮 : 𝑙𝑛(𝜆) = 0}.

Если же 𝜆 = 𝜆0 ∈ 𝜎(𝐿0), то, как указано в замечании 2.2.1, 𝜆0 ∈ ∪+∞
𝑛=1 {𝜆 ∈ 𝒮 : 𝑙𝑛(𝜆) = 0},

таким образом, равенство (61) полностью доказано.

В силу равенства (61) из леммы 2.2.2 вытекает, что оператор-функция 𝐿0(𝜆) не

имеет точек спектра в замкнутой правой полуплоскости. Далее из леммы 2.2.4 следует,

что оператор-функция 𝐿0(𝜆) имеет не более чем счётное число невещественных точек

в левой полуплоскости, которые при этом являются собственными числами конечной

алгебраической кратности, локализованными в области (60).

Наконец, докажем что спектр 𝜎(𝐿0) отделен от мнимой оси. Невещественная часть

спектра отделена от мнимой оси прямой {Re𝜆 = −𝛼𝑎1/2}. Если выполнено условие (50),

то все вещественные точки спектра лежат в интервале (−𝑑0, 𝜆0), где 𝜆0 — корень функ-

ции 𝑔(𝜆). В противном случае в области 𝒮 нет вещественных точек спектра оператор-

функции 𝐿0(𝜆). Постоянную 𝛾 из условия теоремы полагаем равной min(𝛼𝑎1/2,−𝜆0).

Теорема доказана.

Если выполнено условие

𝐾(0) =

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏) < +∞, (62)

то результат теоремы 2.2.1 можно существенно уточнить. Для этого сначала докажем

следующую лемму

Лемма 2.2.6. Пусть выполнены условия теоремы 2.2.1 и условие (62), тогда для

любого натурального 𝑛 функция 𝑙𝑛(𝜆), определённая равенством (49), не имеет нулей

в области⎧⎨⎩Re𝜆 < −𝛼𝑎1
2
, |Im𝜆| ≥

𝐾(0) +
√︁
(𝐾(0))2 + (𝛼|Re 𝜆|2 − 2|Re 𝜆|)

∫︀ +∞
|Re 𝜆|/2 𝑑𝜇(𝜏)

𝛼|Re 𝜆| − 2

⎫⎬⎭ . (63)

43



Доказательство. Заметим, что для 𝑓𝑛(𝜆) =
𝜆2

𝑎𝑛
+ 𝛼𝜆+ 1 справедлива оценка

|𝑓𝑛(𝑥+ 𝑖𝑦)| =
⃒⃒⃒⃒
(𝑥+ 𝑖𝑦)2

𝑎𝑛
+ 𝛼(𝑥+ 𝑖𝑦) + 1

⃒⃒⃒⃒
= |𝑥+ 𝑖𝑦|2

⃒⃒⃒⃒
1

𝑎𝑛
+ 𝛼

𝑥− 𝑖𝑦

𝑥2 + 𝑦2
+

(𝑥− 𝑖𝑦)2

(𝑥2 + 𝑦2)2

⃒⃒⃒⃒
≥

≥ (𝑥2 + 𝑦2)

⃒⃒⃒⃒
𝛼

𝑦

𝑥2 + 𝑦2
+

2𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝛼|𝑦| − 2|𝑦|

|𝑥|
. (64)

Далее, ввиду условия (62), оценку для �̂�(𝜆), полученную при доказательстве леммы

2.2.4, можно уточнить следующим образом:⃒⃒⃒
�̂�(𝑥+ 𝑖𝑦)

⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

𝑑0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝑥+ 𝑖𝑦

⃒⃒⃒⃒
< 2

∫︁ |𝑥|/2

𝑑0

𝑑𝜇(𝜏)

|𝑥|
+

∫︁ +∞

|𝑥|/2

𝑑𝜇(𝜏)

|𝑦|
≤ 2

|𝑥|
𝐾(0)+

1

|𝑦|

∫︁ +∞

|𝑥|/2
𝑑𝜇(𝜏).

(65)

Для каждого фиксированного 𝑥 < 0 найдём 𝑦(𝑥) такое, что для любого |𝑦| > |𝑦(𝑥)| в

точке 𝜆 = 𝑥+ 𝑖𝑦 выполнено неравенство

|𝑓𝑛(𝜆)| ≥ |�̂�(𝜆)|. (66)

В этом случае в области {𝜆 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ C : |𝑦| > |𝑦(𝑥)|, 𝑥 < 0} функции

𝑙𝑛(𝜆) = 𝑎𝑛

(︁
𝑓𝑛(𝜆)− �̂�(𝜆)

)︁
по теореме Руше не имеют корней для всех натуральных 𝑛.

В силу оценок (64), (65) для выполнения неравенства (66) достаточно найти 𝑦(𝑥), при

котором будет справедливо неравенство(︂
𝛼− 2

|𝑥|

)︂
|𝑦| > 2

|𝑥|
𝐾(0) +

1

|𝑦|

∫︁ +∞

|𝑥|/2
𝑑𝜇(𝜏).

Разрешая последнее неравенство относительно |𝑦|, установим

|𝑦(𝑥)| =
𝐾(0) +

√︁
(𝐾(0))2 + (𝛼|𝑥|2 − 2|𝑥|)

∫︀ +∞
|𝑥|/2 𝑑𝜇(𝜏)

𝛼|𝑥| − 2
.

Это завершает доказательство леммы.

Из только что доказанной леммы вытекает

Теорема 2.2.2. В условиях теоремы 2.2.1 пусть выполнено условие (62), тогда

невещественная часть спектра оператор-функции 𝐿0 представляет собой последова-

тельность собственных чисел конечной алгебраической кратности, мнимые части

которых стремятся к нулю, причём найдётся такая постоянная 𝑀 > 0, что для

всех натуральных 𝑛 справедлива оценка

⃒⃒
Im 𝜆±𝑛

⃒⃒
< 𝑀

⎛⎝𝐾(0)

𝛼2𝑎𝑛
+

√︃∫︀ +∞
𝛼𝑎𝑛/4

𝑑𝜇(𝜏)

𝛼

⎞⎠ , (67)
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где 𝜆±𝑛 — невещественные точки спектра 𝐿0(𝜆).

Доказательство. Утверждение теоремы следует из леммы 2.2.4, а именно:

Re 𝜆±𝑛 < −𝛼𝑎𝑛
2
,

а также оценки (63) для |Im 𝜆±𝑛 |. Теорема доказана.

Из теоремы 2.2.2, очевидно, следует, что в случае, когда 𝐾(0) < +∞, невеще-

ственный спектр оператор-функции 𝐿0(𝜆) стремится к отрицательной полуоси. Заме-

тим, что несмотря на эти результаты, для установления асимптотики невещественной

части спектра условий, налагаемых на функцию 𝐾(𝑡), недостаточно. Более того, их

недостаточно, чтобы утверждать, будет ли невещественная часть спектра конечным

или счётным множеством. В §2.4 настоящей главы изучим этот вопрос подробнее, а

также приведём соответствующие примеры.

Отметим, что изложенные результаты о локализации спектра являются обобщени-

ем аналогичных результатов, полученных в работе [24], на случай ядер 𝐾(𝑡), предста-

вимых в виде интеграла Лебега–Стилтьеса.

Приведем теперь оценки нормы резольвенты 𝐿−1
0 (𝜆), которые потребуются для

дальнейших рассмотрений. Введем обозначения:

𝒮𝑅,𝛿 := {𝜆 ∈ 𝒮 : |𝜆| > 𝑅, | arg 𝜆| < 𝜋 − 𝛿} , (68)

𝒮𝑅 := {𝜆 ∈ 𝒮 : |𝜆| > 𝑅}

и

𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞 := 𝒮𝑅∖𝐷𝛾,𝑝,𝑞, (69)

где область 𝐷𝛾,𝑝,𝑞 определена в (60).

Теорема 2.2.3. В условиях теоремы 2.2.1 для любого 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2) существуют

𝑅 > 0 и 𝐶 > 0, такие, что в 𝒮𝑅,𝛿 справедлива оценка⃦⃦
𝐴𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
<

𝐶

|𝜆|
. (70)

Существуют положительные постоянные 𝑝, 𝑞, такие, что для каждого 𝛿 ∈

(0, 𝜋/2) существуют такие 𝑅 > 0 и 𝐶 > 0, что в области 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞∖𝒮𝑅,𝛿 справедлива

оценка ⃦⃦
𝐴𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
<

𝐶√︀
|𝜆|
. (71)
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Доказательство. Cправедливо равенство

⃦⃦
𝐴𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
= sup

𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑛
𝑙𝑛(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
,

где функция 𝑙𝑛(𝜆) определена в (49).

Оценка (70) в правой полуплоскости может быть получена из следующих сообра-

жений:⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑛(𝜆)

𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝜆2

𝑎𝑛
+ 𝛼𝜆+ 1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
≥
⃒⃒⃒⃒
𝜆2

𝑎𝑛
+ 𝛼𝜆

⃒⃒⃒⃒
− 1 = |𝛼𝜆|

⃒⃒⃒⃒
𝜆

𝛼𝑎𝑛
+ 1

⃒⃒⃒⃒
− 1 ≥ |𝛼𝜆| − 1.

Рассмотрим случай 𝜆 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ 𝒮𝑅,𝛿, 𝑥 < 0. Для таких точек, ввиду неравенства

(57), выполненного в области (69) при некоторых 𝑝, 𝑞 > 0, выполнено⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑛(𝑥+ 𝑖𝑦)

𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
> 𝛼 |𝑦| −

⃒⃒⃒⃒
2𝑥

𝑦

⃒⃒⃒⃒
− 3. (72)

В силу того, что |𝑦| > |𝑥 tg 𝛿|, справедливо неравенство⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑛(𝜆)

𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
> 𝛼|𝑦| − 2|ctg 𝛿| − 3

для любого 𝑛 ∈ N, следовательно,

⃦⃦
𝐴𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
= sup

𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑛

𝑙𝑛(𝑥+ 𝑖𝑦)

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝛼|𝑦| − 2|ctg 𝛿| − 3
. (73)

Поскольку |𝜆| > 𝑅 и |𝑦| > |𝑥 tg 𝛿|, имеем |𝑦| > 𝑅/
√︀
1 + (ctg 𝛿)2, откуда следует, что

можно выбрать достаточно большое число 𝑅, такое, что

1

𝛼|𝑦| − 2|ctg 𝛿| − 3
<

𝐶

|𝑦|
, (74)

где 𝐶 > 0. Замечая, что

|𝜆| <
√︀

1 + (ctg 𝛿)2|𝑦|,

получаем из (73) и (74) неравенство (70).

Теперь рассмотрим случай, когда 𝜆 = 𝑥 + 𝑖𝑦, |𝜆| > 𝑅, 𝑥 < 0, но |𝑦| ≤ |𝑥 tg 𝛿|,

отметив, что |𝑥| > 𝑅/
√︀
1 + (tg 𝛿)2. Пусть |𝑦0| =

3 +
√︀

9 + 8𝛼|𝑥|
2𝛼

— корень правой части

(72). Выберем достаточно большое число 𝑅, чтобы выполнялись оценки

|𝑦0| <
3

2𝛼
+

√︀
9/|𝑥|+ 8𝛼

2𝛼

√︀
|𝑥| < 3

2𝛼
+

√
8𝛼 + 8𝛼

2𝛼

√︀
|𝑥| < 3

2𝛼
+

2√
𝛼

√︀
|𝑥|
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и

|𝑥 tg 𝛿| > 3

2𝛼
+

2√
𝛼

√︀
|𝑥|.

Пусть 𝑦 таково, что
3

2𝛼
+

2√
𝛼

√︀
|𝑥| < |𝑦| ≤ |𝑥 tg 𝛿|,

тогда справедливы оценки⃒⃒⃒⃒
𝑙𝑛(𝑥+ 𝑖𝑦)

𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
>

3

2
+ 2

√
𝛼
√︀
|𝑥| − 2|𝑥|

3/2𝛼 + 2
√︀

|𝑥|/
√
𝛼
− 3 >

> 2
√︀

|𝑥|
√
𝛼− 2|𝑥|

2
√︀

|𝑥|/
√
𝛼
− 3

2
=

√
𝛼
√︀
|𝑥| − 3

2
.

Из последней оценки вытекает, что при достаточно большом 𝑅 > 0⃒⃒⃒⃒
sup
𝑛

𝑎𝑛
𝑙𝑛(𝑥+ 𝑖𝑦)

⃒⃒⃒⃒
<

1√︀
𝛼|𝑥| − 3/2

<
𝐶√︀
|𝑥|
,

где 𝐶 — положительное число. Заметим, что |𝜆| ≤
√︀
1 + (tg 𝛿)2|𝑥|, откуда

⃦⃦
𝐴𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
= sup

𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑛

𝑙𝑛(𝑥+ 𝑖𝑦)

⃒⃒⃒⃒
<

𝐶√︀
|𝑥|

<
𝐶√︀
|𝜆|
,

где 𝐶 — положительная постоянная. Полагая 𝑝 := 2/
√
𝛼, 𝑞 := 3/2𝛼, ввиду последней

оценки получаем (71). Теорема доказана.

2.3 Случай 𝐶 ̸= 0

Сформулируем и докажем основные результаты настоящей работы о локализации

спектра оператор-функции 𝐿(𝜆), определённой равенством (45). Указанная оператор-

функция возникает в результате применения преобразования Лапласа к левой части

уравнения (36). В этом разделе докажем результаты о структуре и локализации спектра

этой оператор-функции. В силу свойств (B)–(С) оператора 𝐶 (см. §1.5) главную роль в

асимптотическом поведении спектра будет играть ранее изученная оператор-функция

𝐿0(𝜆), определённая равенством (48), поэтому доказательство результатов настоящего

раздела целиком основывается на свойствах спектра 𝐿0(𝜆) установленных ранее.

Сначала докажем утверждение об общей структуре спектра оператор-функции

𝐿(𝜆). Справедлива следующая
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Теорема 2.3.1. Пусть операторы 𝐴 и 𝐶 удовлетворяют свойствам (A)—(С) (см.

§1.5), тогда все точки спектра оператор-функции 𝐿(𝜆) в области 𝒮, определённой

формулой (46), являются собственными числам конечной алгебраической кратности,

за исключением, быть может, единственной точки 𝜆0 ∈ (−𝑑0, 0), являющейся корнем

функции 𝑔(𝜆), определённой равенством (50).

Доказательство. Прежде всего заметим, что оператор 𝐿(0) =
(︁
1− �̂�(0)

)︁
𝐴 + 𝐶

обратим. Это следует из теоремы о возмущении самосопряженного оператора симмет-

рическим [25, гл. 5, теорема 4.11] и условия (B).

Далее представим 𝐿(𝜆) в следующем виде:

𝐿(𝜆) = 𝜆2𝐼 + 𝛼𝜆𝐴+ 𝐴+ 𝐶 − �̂�(𝜆)𝐴 =
(︁
𝜆2𝐴−1 + 𝐶𝐴−1 +

(︁
1 + 𝛼𝜆− �̂�(𝜆)

)︁
𝐼
)︁
𝐴.

Положим

�̃�(𝜆) = 𝜆2𝐴−1 + 𝐶𝐴−1 +
(︁
1 + 𝛼𝜆− �̂�(𝜆)

)︁
𝐼 = 𝜆2𝐴−1 + 𝐶𝐴−1 + 𝑔(𝜆)𝐼.

Ввиду обратимости оператора 𝐴 оператор 𝐿(𝜆) обратим тогда и только тогда, когда

обратим �̃�(𝜆). Предположим, что 𝑔(𝜆) не имеет корней в 𝒮. Запишем �̃�(𝜆) в виде

�̃�(𝜆) = 𝑔(𝜆)
(︀
(𝑔(𝜆))−1 (︀𝜆2𝐴−1 + 𝐶𝐴−1

)︀
+ 𝐼
)︀
= 𝑔(𝜆)(𝑄(𝜆) + 𝐼),

где 𝑄(𝜆) := (𝑔(𝜆))−1 (𝜆2𝐴−1 + 𝐶𝐴−1) — голоморфная в 𝒮 оператор-функция, принима-

ющая значения в множестве компактных операторов. Оператор 𝐿(0) обратим, следова-

тельно, обратим оператор �̃�(0), откуда по теореме Гохберга �̃�(𝜆) имеет ограниченный

обратный во всех точках области 𝒮, за исключением изолированных точек 𝜆.

Докажем, что изолированные точки 𝜆 являются собственными точками конеч-

ной кратности оператор-функции 𝐿(𝜆). Зафиксируем 𝜆1, тогда если оператор �̃�(𝜆1) =

𝜆21𝐴
−1 + 𝐶𝐴−1 + 𝑔(𝜆1)𝐼 не является ограниченно обратимым, то 𝜇 := −𝑔(𝜆1) есть нену-

левая точка спектра компактного оператора 𝜆21𝐴
−1 + 𝐶𝐴−1, которая, как известно [26,

с. 471], является собственным числом конечной алгебраической кратности, а значит, 𝜆1

является конечнократной собственной точкой оператор-функций �̃�(𝜆) и 𝐿(𝜆).

Наконец, если найдется точка 𝜆0 ∈ (−𝑑0, 0), являющаяся корнем функции 𝑔(𝜆)

(см. лемму 2.2.2), то аналогичные рассуждения справедливы для области 𝒮∖ {𝜆0}. При

этом оператор �̃�(𝜆0) компактен, а следовательно, необратим, так что 𝜆0 ∈ 𝜎(𝐿). Теорема

доказана.
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По только что доказанной теореме если 𝜆1 — точка спектра оператор-функции

𝐿(𝜆), такая, что 𝑔(𝜆1) ̸= 0, то существует ненулевой вектор ℎ ∈ Dom(𝐿(𝜆1)) = Dom(𝐴),

такой, что 𝐿(𝜆1)ℎ = 0, тем самым 𝜆1 является корнем уравнения вида

𝑙ℎ(𝜆) := 𝜆2 + 𝛼𝑎𝜆+ 𝑎+ 𝑐− 𝑎

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏 + 𝜆
= 0,

где 𝑎 := (𝐴ℎ, ℎ) > 0, 𝑐 := (𝐶ℎ, ℎ).

Лемма 2.3.1. В условиях теоремы 2.3.1 пусть дополнительно выполнено условие

(39), тогда функция 𝑙ℎ(𝜆) не имеет корней в замкнутой правой полуплоскости для

любого ℎ ∈ Dom(𝐴).

Доказательство. Ввиду условия (B), согласно уже упомянутой теореме об устой-

чивости самосопряженности [25, гл. 5, теорема 4.11], оператор 𝐵 :=
(︁
1− �̂�(0)

)︁
𝐴 + 𝐶

самосопряженный и строго положительный, т.е. для любого ℎ ∈ Dom(𝐴) имеем 𝑏 :=

(𝐵ℎ, ℎ) > 0. Тогда

𝑙ℎ(𝜆) = 𝜆2 + 𝛼𝑎𝜆+ 𝑏+

∫︁ +∞

0

𝑎𝜆𝑑𝜇(𝜏)

𝜏(𝜏 + 𝜆)
.

Если 𝜆 ≥ 0, то 𝑙ℎ(𝜆) > 0.

Рассмотрим теперь невещественные точки в замкнутой правой полуплоскости. Ес-

ли Im𝜆 ̸= 0, то

Im 𝑙ℎ(𝜆) = 2Re𝜆 Im𝜆+ 𝛼𝑎 Im𝜆+ 𝑎

∫︁ +∞

0

Im𝜆𝑑𝜇(𝜏)
|𝜏 + 𝜆|2

= 0

только в случае, когда

Re𝜆 < −𝛼𝑎
2

−
∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

|𝜏 + 𝜆|2
< −𝛼𝑎1

2
< 0, (75)

где 𝑎1 — нижняя грань оператора 𝐴. Таким образом, точка 𝜆 лежит в левой полуплос-

кости, тем самым лемма доказана.

Отметим, что попутно доказан следующий факт.

Замечание. Все невещественные точки спектра 𝜎(𝐿) отделены от мнимой оси

прямой Re𝜆 = −𝛼𝑎1
2
, где 𝑎1 — нижняя грань оператора 𝐴.

Это замечание немедленно следует из (75).

Перейдем теперь к формулировке основного результата о спектре оператор-функции

𝐿(𝜆).
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Теорема 2.3.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.3.1 и условие (39), тогда

существуют положительные постоянные 𝛾, 𝑝, 𝑞 такие, что спектр 𝜎(𝐿) содержится

в области 𝐷𝛾,𝑝,𝑞, где

𝐷𝛾,𝑝,𝑞 =
{︁
Re 𝜆 < −𝛾, |Im 𝜆| < 𝑝

√︀
|Re 𝜆|+ 𝑞

}︁
.

Доказательство. Тот факт, что невещественная часть спектра 𝜎(𝐿) отделена от

мнимой оси, отмечен в ходе доказательства леммы 2.3.1. Докажем, что спектр в левой

полуплоскости ограничен ветвями парабол.

В силу того, что оператор 𝐶𝐴−1 ограничен, найдется такая постоянная𝑀 > 0, что

справедлива оценка ⃦⃦
𝐶𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
≤𝑀

⃦⃦
𝐴𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦

при всех 𝜆 ∈ 𝜌(𝐿0). Ввиду теоремы 2.2.3 существуют 𝑝, 𝑞, 𝑅 > 0, такие, что в области

𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞 (см. (69)) выполняется оценка (71). Поскольку 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞 ⊂ 𝜌(𝐿0), для всех 𝜆 ∈

𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞 имеет место равенство

𝐿(𝜆) =
(︀
𝐼 + 𝐶𝐿−1

0 (𝜆)
)︀
𝐿0(𝜆). (76)

В силу оценки (71) найдется достаточно большое число 𝑅 > 0 такое, что в области

𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞 ⃦⃦
𝐶𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
≤𝑀

⃦⃦
𝐴𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
< 1.

Из последнего неравенства и соотношения (76) следует обратимость 𝐿(𝜆) в области

𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞. Положим 𝑞 := max(𝑅, 𝑞), тогда для точек 𝜆 /∈ 𝐷𝛾,𝑝,𝑞 оператор 𝐿(𝜆) обратим.

Наконец, существование постоянной 𝛾 > 0, отделяющей вещественную часть спек-

тра, устанавливается следующим образом. Точка 𝜆 = 0 принадлежит 𝜌(𝐿). Действи-

тельно ввиду условий (А)—(C) (см. §2.1) оператор

𝐿(0) =

(︂
𝐼 −

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏

)︂
𝐴+ 𝐶 = 𝐴1/2

(︂(︂
𝐼 −

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏

)︂
𝐼 + 𝐴−1/2𝐶𝐴−1/2

)︂
𝐴1/2

является ограниченно обратимым. Ввиду того, что 𝜌(𝐿) — открытое множество, най-

дётся 𝛾 > 0, отделяющая вещественные точки спектра от 0. Полагая 𝛾 := min{𝛼𝑎1/2, 𝛾},

завершаем доказательство теоремы. Теорема доказана.

В завершение приведем оценки нормы резольвенты 𝐿−1(𝜆) в области 𝒮𝑅,𝛿 (см. 68)

и в области 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞 (см. 69) для некоторых 𝑅, 𝑝, 𝑞 > 0 и 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2).
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Теорема 2.3.3. В условиях теоремы 2.3.2 для любого 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2) найдутся числа

𝑅 > 0 и 𝑀 > 0 такие, что для 𝜆 ∈ 𝒮𝑅,𝛿 справедлива следующая оценка:⃦⃦
𝐿−1(𝜆)

⃦⃦
≤ 𝑀

|𝜆|2
. (77)

Для 𝜆 ∈ 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞 найдется такое число �̃� > 0, что

⃦⃦
𝐿−1(𝜆)

⃦⃦
≤ �̃�

|𝜆|3/2
. (78)

Доказательство. Воспользуемся равенством (76), верным в 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞, и тем, что

оператор (𝐼 + 𝐶𝐿−1
0 (𝜆)) при указанных 𝜆 обратим. Ввиду этих фактов достаточно по-

лучить оценку
⃦⃦
𝐿−1
0 (𝜆)

⃦⃦
в 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞. Покажем, что найдется такое число 𝑚 > 0, что для

любого ℎ ∈ Dom(𝐴)

‖𝐿0(𝜆)ℎ‖ > 𝑚|𝜆|2 ‖ℎ‖ , 𝜆 ∈ 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞.

Запишем оператор 𝐿0(𝜆) в следующем виде:

𝐿0(𝜆) = 𝜆

(︂
𝐼 +

1

𝜆

(︁
1− �̂�(0)

)︁
𝐴(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)−1 +

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏(𝜆+ 𝜏)
𝐴(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)−1

)︂
(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼).

Начнем с оценки нормы ‖𝐴(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)−1‖:

⃦⃦
𝐴(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)−1

⃦⃦
=

1

|𝜆|

⃦⃦⃦
(𝐴−1 +

𝛼

𝜆
)−1
⃦⃦⃦
≤ 1

|𝜆|
1

dist(𝜎(𝐴−1),−𝛼/𝜆)
≤ 1

|𝜆|
|𝜆|
𝛼

=
1

𝛼
.

Далее оценим интеграл
∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏(𝜆+ 𝜏)
в 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞. Пусть 𝜆 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞, тогда

⃒⃒⃒⃒∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏(𝜆+ 𝜏)

⃒⃒⃒⃒
≤ sup

𝜏>0

⃒⃒⃒⃒
1

𝜏 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒ ∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
<

1

|𝑦|
< max

(︃
𝑀√︀
|𝑥|
,

1

sin 𝛿|𝜆|

)︃
≤

≤ max

(︃
𝑀√︀

cos 𝛿|𝜆|
,

1

sin 𝛿|𝜆|

)︃
,

где 𝑀 > 0, 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2). Из вышесказанного следует, что существует такое число 𝑅 > 0,

что при 𝜆 ∈ 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞⃦⃦⃦⃦
1

𝜆

(︁
1− �̂�(0)

)︁
𝐴(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)−1 +

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏(𝜆+ 𝜏)
𝐴(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)−1

⃦⃦⃦⃦
≤

≤ 1

𝛼|𝜆|

(︁
1− �̂�(0)

)︁
+max

(︃
𝑀√︀

𝛼 cos 𝛿|𝜆|
,

1

𝛼 sin 𝛿|𝜆|

)︃
< 1,
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следовательно, оператор

𝐼 +
1

𝜆

(︁
1− �̂�(0)

)︁
𝐴(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)−1 +

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏(𝜆+ 𝜏)
𝐴(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)−1

ограниченно обратим.

Наконец, оценим снизу ‖(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)ℎ‖, ℎ ∈ Dom(𝐴):

‖(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)ℎ‖2 = ‖𝛼𝐴ℎ‖2 + 2Re𝜆(𝛼𝐴ℎ, ℎ) +
(︀
|Re𝜆|2 + |Im𝜆|2

)︀
‖ℎ‖2 ≥ |Im𝜆|2 ‖ℎ‖2 .

Из указанной оценки и обратимости оператора

𝐼 +
1

𝜆

(︁
1− �̂�(0)

)︁
𝐴(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)−1 +

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏(𝜆+ 𝜏)
𝐴(𝛼𝐴+ 𝜆𝐼)−1

следует, что найдется число 𝑀0 > 0 такое, что для любого 𝜆 ∈ 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞 справедлива

оценка ⃦⃦
𝐿−1
0 (𝜆)

⃦⃦
<

𝑀0

|𝜆||Im𝜆|
. (79)

Заметим теперь, что если 𝜆 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ 𝒮𝑅,𝛿, то |𝑦| > |𝑥 tg 𝛿|, 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2), т.е. |𝜆| <√︀
1 + (сtg 𝛿)2|𝑦|. Отсюда, учитывая неравенство (79), получаем

⃦⃦
𝐿−1
0 (𝜆)

⃦⃦
<
𝑀1

|𝜆|2
. (80)

Пусть 𝑝 и 𝑞 — те же, что в теореме 2.3.2. Если 𝜆 ∈ 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞∖𝒮𝑅,𝛿, то |𝑦| ≤ |𝑥 tg 𝛿|. При

достаточно большом 𝑅 имеем |𝑥 tg 𝛿| > 𝑝
√︀
|𝑥| + 𝑞, и для 𝑝

√︀
|𝑥| + 𝑞 ≤ |𝑦| ≤ |𝑥 tg 𝛿|,

|𝑥| ≥ |𝜆|/(1 + (tg 𝛿)2) справедливо неравенство

|𝑦| ≥
√︀

|𝜆|
(1 + (tg 𝛿)2)1/4

+ 𝑞 > 𝑚1

√︀
|𝜆|,

где 𝑚1 — положительная постоянная. Оценивая таким образом |Im𝜆| в (79), получаем,

что существует число 𝑀2 > 0, для которого

⃦⃦
𝐿−1
0 (𝜆)

⃦⃦
<

𝑀2

|𝜆|3/2
. (81)

С учетом равенства (76) и обратимости оператора 𝐼 +𝐶𝐿−1
0 (𝜆) при 𝜆 ∈ 𝒮𝑅,𝛾,𝑝,𝑞 из нера-

венств (80) и (81) получаем неравенства (78) и (77) соответственно. Теорема доказана.
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2.4 О структуре невещественной части спектра

В настоящем разделе будем полагать 𝐶 ≡ 0. Основная задача состоит в изучении

невещественной части спектра оператор-функции 𝐿0(𝜆), а именно: будет ли невеще-

ственная часть спектра конечным или счёным множеством. Для случая, когда носитель

меры 𝑑𝜇(𝜏) компактен, ответ получен в работе [65]: оператор-функция 𝐿0(𝜆) имеет лишь

конечное число невещественных собственных чисел в спектре. В этой же работе был

поставлен вопрос, какова будет ситуация в случае меры с некомпактным носителем.

Ниже будут приведены примеры, показывающие, что невещественная часть спектра

𝐿0(𝜆), вообще говоря, может быть как конечным, так и счётным множеством.

Рассмотрим ядро свёртки частного вида:

𝐾(𝑡) =
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑒
−𝛾𝑗𝑡, (82)

где 𝑐𝑗 > 0 для 𝑗 = 1, 2, . . ., 0 < 𝛾𝑗 < 𝛾𝑗+1 → +∞, 𝑗 → +∞. Условия (39) и (62) перепи-

шутся соответственно в виде
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
< 1 (83)

и
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗 < +∞. (84)

Приводимые ниже примеры будут опираться на пару простых лемм. Докажем сле-

дующее утверждение:

Лемма 2.4.1 Пусть 𝑙𝑎(𝜆) — семейство функций положительного параметра 𝑎,

задаваемых равенствами:

𝑙𝑎(𝜆) := 𝜆2 + 𝛼𝑎𝜆+ 𝑎− 𝑎
𝑐(𝑎)

𝛾(𝑎) + 𝜆
, (85)

где 𝛾(𝑎) :=
𝛼𝑎+

√
𝛼2𝑎2 − 4𝑎

2
, 𝑐(𝑎) = 𝑜(𝑎) при 𝑎→ +∞. Тогда найдётся 𝑎0 > 0 такое,

что для всех 𝑎 > 𝑎0 функции (85) имеют пару комплексно-сопряжённых корней.

Доказательство. Запишем функцию (85) в следующем виде:

𝑙𝑎(𝜆) = (𝜆+ 𝛾(𝑎))(𝜆+ 𝛾1(𝑎))− 𝑎
𝑐(𝑎)

𝛾(𝑎) + 𝜆
,
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где 𝛾1(𝑎) =
𝛼𝑎−

√
𝛼2𝑎2 − 4𝑎

2
. Рассмотрим точку 𝜆0(𝑎) = −𝛾(𝑎) + 𝑖

√︂
𝑐(𝑎)

𝛼
. Заметим, что

𝜆0(𝑎) — корень функции

𝑙0,𝑎(𝜆) := −𝛼𝑎(𝜆+ 𝛾(𝑎))− 𝑎
𝑐(𝑎)

𝛾(𝑎) + 𝜆
.

При 𝑎→ +∞ справедливо

𝑙𝑎(𝜆) = (𝜆+ 𝛾(𝑎))(𝜆+ 𝛾(𝑎) + 𝛾1(𝑎)− 𝛾(𝑎))− 𝑎
𝑐(𝑎)

𝛾(𝑎) + 𝜆
=

= (𝜆+𝛾(𝑎))(𝜆+𝛾(𝑎)−
√
𝛼2𝑎2 − 4𝑎)−𝑎 𝑐(𝑎)

𝛾(𝑎) + 𝜆
= (𝜆+ 𝛾(𝑎))

(︂
𝜆+ 𝛾(𝑎)− 𝛼𝑎+

2

𝛼
+𝑂

(︂
1

𝑎

)︂)︂
−

−𝑎 𝑐(𝑎)

𝛾(𝑎) + 𝜆
= 𝑙0,𝑎(𝜆) + (𝜆+ 𝛾(𝑎))2 +

(︂
2

𝛼
+𝑂

(︂
1

𝑎

)︂)︂
(𝜆+ 𝛾(𝑎)) = 𝑙0,𝑎(𝜆) + 𝑟(𝜆),

где 𝑟(𝜆) := (𝜆 + 𝛾(𝑎))2 +

(︂
2

𝛼
+𝑂

(︂
1

𝑎

)︂)︂
(𝜆 + 𝛾(𝑎)) Докажем, что 𝑙𝑎(𝜆) имеет корень в

круге 𝑈(𝜆0(𝑎)) :=

{︃
|𝜆− 𝜆0(𝑎)| <

1

2

√︂
𝑐(𝑎)

𝛼

}︃
при достаточно большом 𝑎. Оценим |𝑙𝑎(𝜆)|

снизу при 𝜆 = 𝜆0(𝑎) +
1

2

√︂
𝑐(𝑎)

𝛼
𝑒𝑖𝜃, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋):

|𝑙0,𝑎(𝜆)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒−𝛼𝑎

(︃
𝑖

√︂
𝑐(𝑎)

𝛼
+

1

2

√︂
𝑐(𝑎)

𝛼
𝑒𝑖𝜃

)︃
− 𝑎

√︀
𝛼𝑐(𝑎)

𝑖+ 𝑒𝑖𝜃/2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥ 1

2
𝑎
√︀
𝛼𝑐(𝑎). (86)

Для |𝑟(𝜆)| при тех же 𝜆 справедлива оценка сверху:

|𝑟(𝜆)| ≤ 9

4

𝑐(𝑎)

𝛼
+

3

𝛼

(︂
𝑐(𝑎)

𝛼

)︂1/2

+𝑂

(︂
1

𝑎

)︂√︂
𝑐(𝑎)

𝛼
. (87)

При достаточно больших 𝑎 на границе круга 𝑈(𝜆0(𝑎)) выполнено неравенство |𝑙0,𝑎(𝜆)| >

|𝑟(𝜆)|, следовательно, по теореме Руше 𝑙𝑎(𝜆) имеет внутри круга 𝑈(𝜆0(𝑎)) невеществен-

ный корень.Все коэффициенты 𝑙𝑎(𝜆) — вещественные, значит, невещественные корни

входят парами комплексно-сопряжённых корней. Лемма полностью доказана.

Опираясь на лемму 2.4.1, мы приведём пример оператор-функции вида 𝐿0(𝜆), ко-

торая имеет счётное число невещественных точек в спектре.

Пример 1. Рассмотрим оператор 𝐴 :=
𝑑4

𝑑𝑥4
с областью определения

Dom(𝐴) = {𝑦(𝑥) ∈ 𝑊 4
2 (0, 1) : 𝑦(0) = 𝑦(1) = 𝑦′′(0) = 𝑦′′(1) = 0}, тогда 𝑎𝑛 = 𝑛4. Положим

𝑐𝑛 ≡ 1,
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𝛾𝑛 =
𝛼𝑛4 +

√
𝛼2𝑛8 − 4𝑛4

2
, тогда оператор-функция 𝐿0(𝜆) имеет счётное число невеще-

ственных точек спектра.

Доказательство. Достаточно изучить невещественные нули функций 𝑙𝑚(𝜆) (см.

49). Покажем, что при 𝑚→ +∞:⃒⃒⃒⃒
𝜆2 + 𝛼𝑎𝑚𝜆+ 𝑎𝑚 − 𝑎𝑚

𝑐𝑚
𝛾𝑚 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
>

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎𝑚

+∞∑︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑚

𝑐𝑗
𝛾𝑗 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒

на границе области 𝑈𝑚 :=

{︂
|𝜆− 𝜆0(𝑚)| < 1

2

√︂
𝑐𝑚
𝛼

}︂
, где 𝜆0(𝑚) = −𝛾𝑚 + 𝑖

√︂
𝑐𝑚
𝛼
. В этом

случае 𝑙𝑚(𝜆) имеет в этой области столько же нулей, сколько

⃒⃒⃒⃒
𝜆2 + 𝛼𝑎𝑚𝜆+ 𝑎𝑚 − 𝑎𝑚

𝑐𝑚
𝛾𝑚 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
,

которое в силу леммы 2.4.1 имеет ровно один нуль.

Оценка снизу левой части равенства следует из оценок (86) и (87), полученных в

лемме 2.4.1:⃒⃒⃒⃒
𝜆2 + 𝛼𝑎𝑚𝜆+ 𝑎𝑚 − 𝑎𝑚

𝑐𝑚
𝛾𝑚 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
>

1

2
𝑎𝑚

√
𝛼𝑐𝑚

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑎𝑚

)︂)︂
=

1

2
𝑚4

√
𝛼

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑚4

)︂)︂
.

Оценим сверху 𝑟𝑚(𝜆) :=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎𝑚

+∞∑︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑚

𝑐𝑗
𝛾𝑗 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒ на границе 𝑈𝑚. Имеем

𝑟𝑚(𝜆) ≤ 𝑎𝑚

𝑚−1∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑚 − 𝛾𝑗

+ 𝑎𝑚

∞∑︁
𝑗=𝑚+1

𝑐𝑗
𝛾𝑗 − 𝛾𝑚

.

Оценим первое слагаемое:

𝑚−1∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑚 − 𝛾𝑗

<
𝑚−1∑︁
𝑗=1

1

𝛾𝑚 − 𝛾𝑚−1

=
𝑚− 1

4𝛼𝑚3 (1 +𝑂(1/𝑚))
.

Последнее равенство из определения 𝛾𝑚 и равенства

𝛾𝑚 − 𝛾𝑚−1 = 𝛼
(︀
𝑚4 − (𝑚− 1)4

)︀ (︀
1 +𝑂(1/𝑚4)

)︀
.

При достаточно больших 𝑚 справедлива оценка

+∞∑︁
𝑗=𝑚+1

𝑐𝑗
𝛾𝑗 − 𝛾𝑚

<

+∞∑︁
𝑗=𝑚+1

𝑐𝑗
𝛾𝑗 − 𝛾𝑗−1

=
+∞∑︁

𝑗=𝑚+1

1

4𝛼𝑗3 (1 +𝑂(1/𝑗))
,

т.е. получен остаток сходящегося ряда, который стремится к нулю при𝑚→ +∞. Таким

образом,

𝑟𝑚(𝜆) = 𝑜(1),
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следовательно, найдётся 𝑚0 > 0 такое, что для всех 𝑚 > 𝑚0⃒⃒⃒⃒
𝜆2 + 𝛼𝑎𝑚𝜆+ 𝑎𝑚 − 𝑎𝑚

𝑐𝑚
𝛾𝑚 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
> 𝑟𝑚(𝜆)

на гранцие 𝑈𝑚, следовательно, 𝑙𝑚(𝜆) имеет в 𝑈𝑚 ровно один корень в силу леммы 2.4.1.

Этим завершается обоснование примера.

Покажем, что существуют оператор-функции 𝐿0(𝜆) с конечным невещественным

спектром при отсутствии условия компактности носителя меры 𝑑𝜇(𝜏). Для этого по-

требуется ещё одно утверждение.

Лемма 2.4.2 Пусть выполнено условие (84) и существует 𝛿 > 0, такое что

𝛾𝑛+1 − 𝛾𝑛 ≥ 2𝛿, 𝑛 ∈ N; (88)

lim
𝑛→+∞

inf
𝑘
|𝛾𝑘 + 𝜃𝑛| ≥ 𝛿, (89)

где 𝜃𝑛 :=
−𝛼𝑎𝑛 −

√︀
𝛼2𝑎2𝑛 − 4𝑎𝑛
2

. Тогда найдётся номер 𝑛0, начиная с которого все функ-

ции 𝑙𝑛(𝜆), определённые равенством (49), имеют только вещественные нули.

Доказательство. Пусть номер 𝑛 такой, что inf𝑘 |𝛾𝑘 + 𝜃𝑛| ≥
1

2
𝛿. Рассмотрим круги

𝐵𝑘,𝛿 := {|𝜆+ 𝛾𝑘| < 𝛿/4}. Докажем, что найдутся числа 𝑘0, 𝑛0 ∈ N такие, что для всех

𝑘 > 𝑘0 и 𝑛 > 𝑛0 в каждом кружке 𝐵𝑘,𝛿 функция 𝑙𝑛(𝜆) имеет единственный (а потому ве-

щественный) корень. Как и ранее, доказательство проведём по теореме Руше: докажем,

что на границах кружков 𝐵𝑘,𝛿 выполнено неравенство⃒⃒⃒⃒
𝜆2 + 𝛼𝑎𝑛 + 𝑎𝑛

𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
>

⃒⃒⃒⃒
⃒
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (90)

Оценим снизу левую часть неравенства (90). Имеем

𝜆2 + 𝛼𝑎𝑛 + 𝑎𝑛 = (𝜆− 𝜃𝑛) (𝜆− 𝜏𝑛) ,

где величина 𝜃𝑛 определена в условии леммы, 𝜏𝑛 :=
−𝛼𝑎𝑛 +

√︀
𝛼2𝑎2𝑛 − 4𝑎𝑛
2

. Справедливо

max {|𝜃𝑛 + 𝛾𝑘|, |𝜏𝑛 + 𝛾𝑘|} ≥ |𝜃𝑛 − 𝜏𝑛|
2

. (91)

Далее, ввиду равенств

𝜃𝑛 = −𝛼𝑎𝑛 +
1

𝛼
+𝑂

(︂
1

𝑎𝑛

)︂
,
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𝜏𝑛 = − 1

𝛼
+𝑂

(︂
1

𝑎𝑛

)︂
,

можно рассмотреть такие 𝑛1 и 𝑘1, что для всех 𝑛 > 𝑛1 и 𝑘 > 𝑘1 выполняется неравенство

|𝜏𝑛 + 𝛾𝑘| ≥ 𝛿/2. Из этого замечания и условия (89) вытекает неравенство

min {|𝜃𝑛 + 𝛾𝑘|, |𝜏𝑛 + 𝛾𝑘|} ≥ 𝛿

2
(92)

при 𝑛 > 𝑛1, 𝑘 > 𝑘1. Пусть 𝜆 = −𝛾𝑘 +
𝛿

4
𝑒𝑖𝜙, 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]. С учётом оценок (91) и (92) имеем

⃒⃒⃒⃒
𝜆2 + 𝛼𝑎𝑛𝜆+ 𝑎𝑛

𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

1

𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒(︂
𝜃𝑛 + 𝛾𝑘 −

𝛿𝑒𝑖𝜙

4

)︂⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒(︂
𝜏𝑛 + 𝛾𝑘 −

𝛿𝑒𝑖𝜙

4

)︂⃒⃒⃒⃒
≥ 𝛿

4𝑎𝑛

(︂
|𝜃𝑛 − 𝜏𝑛|

2
− 𝛿

4

)︂
=

=
𝛿

8𝑎𝑛

(︂⃒⃒⃒⃒
−𝛼𝑎𝑛 +

2

𝛼
+𝑂

(︂
1

𝑎𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
− 𝛿

2

)︂
=
𝛼𝛿

8

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑎𝑛

)︂)︂
.

(93)

Перейдём к оценке сверху правой части неравенства (90) на границах кругов 𝐵𝑘,𝛿

при достаточно больших 𝑘. Ввиду условия (84), для всякого 𝜀 > 0 найдётся натуральное

𝑁 такое, что

+∞∑︁
𝑗=𝑁+1

𝑐𝑗 <
7𝛿𝜀

4
, (94)

𝑐𝑘 <
7𝛿𝜀

24
, ∀𝑘 > 𝑁. (95)

Зафиксируем это 𝑁 и выберем натуральное 𝑘2 такое, что для всех 𝑘 > 𝑘2 на границе

кругов 𝐵𝑘,𝛿 справедлива следующая оценка

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
|𝛾𝑗 + 𝜆|

≤
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
|𝛾𝑗 − 𝛾𝑘| − 𝛿/2

< 𝜀. (96)

Таким образом, с учётом (94) и (96), для всякого 𝜀 > 0 найдётся 𝑘2 такое, что для всех
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𝑘 > 𝑘2

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
|𝛾𝑗 + 𝜆|

=
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
|𝛾𝑗 + 𝜆|

+
+∞∑︁

𝑗=𝑁+1

𝑐𝑗
|𝛾𝑗 + 𝜆|

< 𝜀+
𝑘−2∑︁

𝑗=𝑁+1

𝑐𝑗
|𝛾𝑗 + 𝜆|

+
+∞∑︁

𝑗=𝑘+2

𝑐𝑗
|𝛾𝑗 + 𝜆|

+

+
𝑐𝑘−1

|𝛾𝑘−1 + 𝜆|
+

𝑐𝑘
|𝛾𝑘 + 𝜆|

+
𝑐𝑘+1

|𝛾𝑘+1 + 𝜆|
≤ 𝜀+

𝑘−2∑︁
𝑗=𝑁+1

𝑐𝑗
𝛾𝑘 − 𝛾𝑗 − 𝛿/4

+
+∞∑︁

𝑗=𝑘+2

𝑐𝑗
𝛾𝑗 − 𝛾𝑘 − 𝛿/4

+

+
𝑐𝑘−1

𝛾𝑘 − 𝛾𝑘−1 − 𝛿/4
+
4𝑐𝑘
𝛿

+
𝑐𝑘+1

𝛾𝑘+1 − 𝛾𝑘 − 𝛿/4
< 𝜀+

𝑘−2∑︁
𝑗=𝑁+1

𝑐𝑗
𝛾𝑘 − 𝛾𝑘−1 − 𝛿/4

+
+∞∑︁

𝑗=𝑘+2

𝑐𝑗
𝛾𝑘+1 − 𝛾𝑘 − 𝛿/4

+

+
𝑐𝑘−1

2𝛿 − 𝛿/4
+

4𝑐𝑘
𝛿

+
𝑐𝑘+1

2𝛿 − 𝛿/4
< 𝜀+

4

7𝛿

+∞∑︁
𝑗=𝑁+1

𝑐𝑗 +
24

7𝛿
𝑐𝑘 < 3𝜀. (97)

Выбирая 𝑛2 так, чтобы для всех 𝑛 > 𝑛2

𝛼𝛿

8

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑎𝑛

)︂)︂
>
𝛼𝛿

16
,

заключаем, что найдутся натуральные 𝑘1 и 𝑘2 такие, что выполнены оценки (93) и

(97), где 𝜀 :=
𝛼𝛿

48
. Полагая 𝑘0 := max(𝑘1, 𝑘2) завершаем доказательство неравенства

(90) на границах 𝐵𝑘,𝛿. Таким образом, установлено, что при 𝑛 > 𝑛2 функции 𝑙𝑛(𝜆)

имеют по одному корню внутри кругов 𝐵𝑘,𝛿, 𝑘 > 𝑘0. Отметим, что для 𝑛3 такого, при

котором для всех 𝑛 > 𝑛3 выполнено −𝛼𝑎𝑛
2

< −𝛾𝑘0+1, в кругах 𝐵𝑘,𝛿 при 𝑘 ≤ 𝑘0 функции

𝑙𝑛(𝜆) также не имееют невещественных нулей при 𝑛 > 𝑛3 в силу леммы 2.2.4. Так, при

𝑛0 := max {𝑛1, 𝑛2, 𝑛3} функции 𝑙𝑛(𝜆) не имеют невещественных нулей в кругах 𝐵𝑘,𝛿 при

𝑛 > 𝑛0.

В силу условия (84) и теоремы 2.2.2 при достаточно большом 𝑛 функции 𝑙𝑛(𝜆) не

имеют невещественных корней в области {𝜆 ∈ C : |Im 𝜆| > 𝛿/4}.

Для завершения доказательства того факта, что функции 𝑙𝑛(𝜆) при достаточно

больших 𝑛 имеют только вещественные нули осталось доказать отсутствие невеществен-

ных корней в областях 𝑈𝑘,𝛿, определяемых следующим образом:

𝑈𝑘,𝛿 = {𝜆 ∈ C : |Im 𝜆| ≤ 𝛿, −𝛾𝑘+1 < Re 𝜆 < −𝛾𝑘} ∖ (𝐵𝑘+1,𝛿 ∪𝐵𝑘,𝛿) . (98)

По доказанному ранее при 𝑛 > 𝑛0 и 𝑘 > 𝑘0 на боковых границах областей 𝑈𝑘,𝛿 выполнено

неравенство (90). На горизонтальной границе имеем⃒⃒⃒⃒
𝜆2

𝑎𝑛
+ 𝛼𝜆+ 1

⃒⃒⃒⃒
>
𝛼𝛿

4
− 𝛿

2 |Re 𝜆|
,
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согласно (64). Выбирая 𝑘0 достаточно большим, можно получить оценку вида⃒⃒⃒⃒
𝜆2

𝑎𝑛
+ 𝛼𝜆+ 1

⃒⃒⃒⃒
>
𝛼𝛿

8
(99)

на горизонтальных границах 𝑈𝑘,𝛿. Наконец, аналогично доказательству оценки (97),

выбираем достаточно большое 𝑘0, чтобы для 𝑘 > 𝑘0 были выполнены соотношения

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
|𝛾𝑗 + 𝜆|

=
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
|𝛾𝑗 + 𝜆|

+
+∞∑︁

𝑗=𝑁+1

𝑐𝑗
|𝛾𝑗 + 𝜆|

<

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑘 − 𝛾𝑗

+
2

𝛿

+∞∑︁
𝑗=𝑁+1

𝑐𝑗 <
𝛼𝛿

4
. (100)

Из оценок (99) и (100) заключаем, что при 𝑛 > 𝑛0 и 𝑘 > 𝑘0 функция 𝑙𝑛(𝜆) имеет в 𝑈𝑘,𝛿

столько же нулей, сколько и 𝑓𝑛(𝜆) := 𝜆2 + 𝛼𝑎𝑛𝜆+ 𝑎𝑛 = (𝜆+ 𝜃𝑛)(𝜆+ 𝜏𝑛).

Заметим, что, начиная с некоторого номера, функции 𝑓𝑛(𝜆) содержат в 𝑈𝑘,𝛿 не более

одного корня, поскольку 𝜏𝑛−𝜃𝑛 → +∞ при 𝑛→ +∞. Следовательно, 𝑙𝑛(𝜆) содержит не

более одного корня в этих областях при 𝑘 > 𝑘0, значит, этот корень — вещественный. В

области {Re 𝜆 ≥ −𝛾𝑘0} функция 𝑙𝑛(𝜆) не имеет невещественных корней, если −𝛼𝑎𝑛
2

<

−𝛾𝑘0 по лемме 2.2.4.

В силу очевидного равенства

C = ∪+∞
𝑘=1 (𝐵𝑘,𝛿 ∪ 𝑈𝑘,𝛿) ∪ {|Im 𝜆| > 𝛿/2}

заключаем, что существует 𝑛0 такое, что для всех 𝑛 > 𝑛0 функция 𝑙𝑛(𝜆) не имеет

невещественных нулей в C. Лемма полностью доказана.

Нетрудно привести пример оператор-функции 𝐿0(𝜆), для которой выполнены усло-

вия леммы 2.4.2.

Пример 2. Пусть оператор 𝐴 — такой же, как в примере 1. Параметры ядра

свёртки определим следующим образом: 𝑐𝑛 :=
1

𝑛2
, 𝛾𝑛 := 1 +

𝛼𝑛4 +
√
𝛼2𝑛8 − 4𝑛4

2
. Тогда

оператор-функция 𝐿0(𝜆) содержит лишь конечное число точек спектра.

2.5 Выводы к третьей главе

Установлена локализация спектра оператор-функции 𝐿(𝜆) в левой полуплоскости

с вырезанным лучом. Спектр отделён от мнимой оси и представляет собой набор ве-

щественных точек, имеющих, возможно, одну точку сгущения, а также не более чем

счётную, последовательность невещественных собственных чисел конечной алгебраи-

ческой кратности, которые содержатся в области, ограниченной ветвями парабол (см.
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теоремы 2.2.1 и 2.3.1). Для случая 𝐶 ≡ 0 , когда ядро вольтерровой свёртки опреде-

лено в точке 0, результат о локализации спектра может быть уточнён: мнимые части

невещественных точек спектра стремятся к нулю (см. теорему 2.2.2). Заметим, что при

таком распределении точек спектра, они заведомо попадают в некоторый угол в левой

полуплоскости. Этот факт будет использоваться в следующих главах. Вне области, со-

держащей спектр, получены оценки резольвенты оператор-функции 𝐿(𝜆) (см. теоремы

2.2.3 и 2.3.3). Результаты о локализации спектра и оценки резольвенты опубликованы

в статьях [23], [24], [53].

Отдельно изучен вопрос о поведении невещественной части спектра: конечно или

счётно множество невещественных точек. Примеры 1 и 2 из §2.4 показывают, что воз-

можны оба варианта. Следует отметить, что существенным в обоих примерах было

взаимное расположение спектра «полиномиальной» части оператор-функции 𝐿(𝜆) и

носителя меры ядра свёртки. Эти результаты дают ответ на вопрос, поставленный в

работе [65], будет ли невещественная часть спектра оператор-функции 𝐿(𝜆) конечна в

случае, когда носитель меры ядра свёртки некомпактен.

3 Исследование одного частного случая вольтеррова

интегродифференциального уравнения со слагаемым

трения Кельвина–Фойгхта

3.1 Введение

В настоящей главе изучается следующая задача Коши в сепарабельном гильбер-

товом пространстве 𝐻:

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
(𝑡) + 𝛼𝐴

𝑑𝑢

𝑑𝑡
(𝑡) + 𝐴𝑢(𝑡)−

∫︁ 𝑡

0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 0, (101)

𝑢(0) = 𝑢0,
𝑑𝑢

𝑑𝑡
(0) = 𝑢1, (102)

где 𝐴 — самосопряжённый, положительно определённый оператор, имеющий компакт-

ный обратный. Ядро вольтерровой свёртки определено равенством (82), причём
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𝛾1 < −𝑑0 и выполнено условие
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
< 1. (103)

Уравнение (101) является частным случаем уравнения (36), в котором 𝐶 ≡ 0, а

ядро свёртки представимо в виде интеграла Стилтьеса с дискретной мерой. В насто-

ящей главе будет построена полугруппа операторов, порождаемая уравнением (101)

(см. §3.2), на основе её свойств будут доказаны результаты о разрешимости задачи

(101)–(102) и аналитичности решений (см. §3.3), наконец, будет получено преставление

решения в виде ряда из экспонент (см. §3.4).

3.2 Сведение интегродифференциального уравнения второго по-

рядка к дифференциальному уравнению первого порядка в

гильбертовом пространстве

Запишем интегродифференциальное уравнение второго порядка (101) в виде си-

стемы интегродифференциальных уравнений первого порядка. Для этого рассмотрим

функции

𝑣(𝑡) =
𝑑𝑢

𝑑𝑡
(𝑡), (104)

𝜌(𝑡) = 𝛽𝐴1/2𝑢(𝑡), (105)

где 𝛽 :=

(︃
1−

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗

)︃1/2

.

С помощью формулы интегрирования по частям преобразуем выражение

𝐴𝑢(𝑡)−
∫︁ 𝑡

0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 =

(︃
1−

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗

)︃
𝐴𝑢(𝑡) +

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝐴𝑢(𝑡)−

−
∫︁ 𝑡

0

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑒
−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 =

(︃
1−

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗

)︃
𝐴𝑢(𝑡) +

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗𝑡𝐴𝑢(0)+

+
+∞∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

0

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴

𝑑𝑢

𝑑𝑠
(𝑠)𝑑𝑠 = 𝛽𝐴1/2𝜌(𝑡)− 𝑓(𝑡)+

+
+∞∑︁
𝑗=1

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝐴1/2

∫︁ 𝑡

0

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠,

(106)
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где 𝑓(𝑡) := −
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗𝑡𝐴𝑢(0). Отметим, что указанная цепочка равенств нуждается в

обосновании, однако на данном этапе изложения будем указанные равенства понимать

формально, считая, что функция 𝑢(𝑡) такая, что указанные преобразования верны. В

§3.4 будут проведены недостающие рассуждения.

Введём счётное число функций ℎ𝑗(𝑡):

ℎ𝑗(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠, 𝑗 = 1, 2, . . . (107)

С учётом (104)–(107) уравнение (101) можно записать в виде

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝐴1/2

(︃
−𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡)− 𝛽𝜌(𝑡)−

+∞∑︁
𝑗=1

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝐴1/2ℎ𝑗(𝑡)

)︃
+ 𝑓(𝑡). (108)

Добавляя к соотношению (108) дифференциальные уравнения

𝑑𝜌

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝛽𝐴1/2𝑣(𝑡), (109)

𝑑ℎ𝑗
𝑑𝑡

(𝑡) =

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝐴1/2𝑣(𝑡)− 𝛾𝑗ℎ𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, . . . (110)

получим систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑣

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝐴1/2

(︃
−𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡)− 𝛽𝜌(𝑡)−

+∞∑︁
𝑗=1

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝐴1/2ℎ𝑗(𝑡)

)︃
+ 𝑓(𝑡),

𝑑𝜌

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝛽𝐴1/2𝑣(𝑡),

𝑑ℎ𝑗
𝑑𝑡

(𝑡) =

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝐴1/2𝑣(𝑡)− 𝛾𝑗ℎ𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, . . .

(111)

Зададим начальные условия

𝑣(0) = 𝑢1, 𝜌(0) = 𝐴1/2𝑢0, ℎ𝑗(0) = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . (112)

Задачу (111)–(112) перепишем в виде эволюционной задачи в некотором гильбер-

товом пространстве.

Рассмотрим пространство 𝑙2(𝐻) — пространство бесконечномерных векторов h =

(ℎ1, ℎ2, . . . )
𝑇 , компоненты которых являются элементами сепарабельного гильбертова

пространства 𝐻, удовлетворяющих неравенству:(︃
+∞∑︁
𝑗=1

‖ℎ𝑗‖2𝐻

)︃1/2

< +∞. (113)
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Выражение в левой части (113) задаёт норму в пространстве 𝑙2(𝐻), относительно кото-

рой это пространство является полным. Определяя скалярное произведение в 𝑙2(𝐻) по

формуле:

(h,g)𝑙2(𝐻) =
+∞∑︁
𝑗=1

(ℎ𝑗, 𝑔𝑗)𝐻 ,

превратим пространство 𝑙2(𝐻) в сепарабельное гильбертово пространство. Полнота и

сепарабельность этого пространства вытекают из полноты и сепарабельности простран-

ства 𝐻 и доказываются аналогично доказательству полноты и сепарабельности про-

странства 𝑙2. Далее, вместо обозначения ‖ ·‖𝐻 , будем использовать ‖ ·‖, соответственно,

вместо ‖·‖𝑙2(𝐻), — ‖·‖2. Аналогично поступим с обозначениями скалярных произведений.

В пространстве 𝑙2(𝐻) определим линейные операторы 𝑆, 𝑆* и Γ, действующие по

следующим правилам:

𝑆 : 𝐻 → 𝑙2(𝐻), 𝑆𝑣 =

(︂√︂
𝑐1
𝛾1
𝑣,

√︂
𝑐2
𝛾2
𝑣, . . .

)︂𝑇

, (114)

𝑆* : 𝑙2(𝐻) → 𝐻, 𝑆*h =
+∞∑︁
𝑗=1

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
ℎ𝑗, (115)

Γ : 𝑙2(𝐻) → 𝑙2(𝐻), Γh = (𝛾1ℎ1, 𝛾2ℎ2, . . . )
𝑇 . (116)

Заметим, что, ввиду условия (103), операторы 𝑆 и 𝑆* ограничены

‖𝑆𝑣‖22 =
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗

‖𝑣‖2 < ‖𝑣‖2 ,

‖𝑆*h‖2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦
+∞∑︁
𝑗=1

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
ℎ𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗

+∞∑︁
𝑗=1

‖ℎ𝑗‖2 < ‖h‖22 ,

а также взаимносопряжены:

(𝑆𝑣,h)2 =
+∞∑︁
𝑗=1

(︂√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑣, ℎ𝑗

)︂
=

(︃
𝑣,

+∞∑︁
𝑗=1

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
ℎ𝑗

)︃
= (𝑣, 𝑆*h),

где 𝑣 ∈ 𝐻, h = (ℎ1, ℎ2, . . . )
𝑇 ∈ 𝑙2(𝐻).

Оператор Γ с областью определения

Dom(Γ) :=

{︃
h = (ℎ1, ℎ2, . . . )

𝑇 :
+∞∑︁
𝑗=1

𝛾2𝑗 ‖ℎ𝑗‖
2 < +∞

}︃

является самосопряжённым положительно определённым.
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Составим матрицу с операторными коэффициентами 𝒜0:

𝒜0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼𝐼 −𝛽𝐼 −𝑆*

𝛽𝐼 0 0

𝑆 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ . (117)

Эта матрица действует как линейный оператор в сепарабельном гильбертовом про-

странстве H

H = 𝐻 ⊕𝐻 ⊕ 𝑙2(𝐻)

с нормой

‖·‖H :=

√︁
‖·‖2 + ‖·‖2 + ‖·‖22.

Область определения этого оператора

Dom(𝒜0) =
{︀
(𝑣, 𝜌,h)𝑇 ∈ H : ℎ ∈ Dom(Γ), (−𝛼𝐴1/2𝑣 − 𝛽𝜌− 𝑆*h) ∈ Dom(𝐴1/2)

}︀
. (118)

Задача (111)–(112) теперь может быть записана в следующем виде

𝑑𝑥

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝒜0𝑥(𝑡) + 𝐹 (𝑡), (119)

𝑥(0) = 𝑥0, (120)

где 𝑥(𝑡) = (𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡),h(𝑡))𝑇 , 𝐹 (𝑡) = (𝑓(𝑡), 0,0)𝑇 , 𝑥0 =
(︀
𝑢1, 𝐴

1/2𝑢0,0
)︀𝑇
,

h(𝑡) = (ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡), . . . )
𝑇 , функции ℎ𝑗(𝑡) определены равенством (107). В следующем

разделе будет показано, что оператор 𝒜0 является генератором аналитической полу-

группы, на основе чего будут получены результаты о корректной разрешимости задачи

(119) – (120), из которых в свою очередь будут установлены результаты о корректной

разрешимости задачи (101)–(102).

3.3 Об аналитичности полугруппы операторов с генератором 𝒜0

Доказательство теоремы об аналитичности полугруппы будет заключаться в про-

верке выполнения условий теоремы Лумера-Филлипса и критерия аналитичности (см.

§1.2). Сначала мы установим плотность и замкнутость оператора 𝒜0.

Лемма 3.3.1. Область определения Dom(𝒜0) всюду плотна в H. При этом опе-

ратор 𝒜0 — замкнут.
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Доказательство. Рассмотрим множество 𝑉 векторов вида (𝑣, 𝜌, ℎ̃𝑘)
𝑇 , где 𝑣 ∈

Dom(𝐴), 𝜌 ∈ Dom(𝐴1/2), ℎ̃𝑘 := (ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑘, 0, 0, . . . )
𝑇 , где ℎ𝑖 ∈ Dom(𝐴1/2), 𝑖 = 1, 2, . . . 𝑘,

𝑘 ∈ N. Заметим, что 𝑉 ⊂ Dom(𝒜0). Действительно, очевидно, что

Γℎ̃𝑘 = (𝛾1ℎ1, 𝛾2ℎ2, . . . , 𝛾𝑘ℎ𝑘, 0, 0, . . . ) ∈ 𝑙2(𝐻), и при этом

𝐴1/2
(︁
−𝛼𝐴1/2𝑣 − 𝛽𝜌− 𝑆*ℎ̃𝑘

)︁
= −𝛼𝐴𝑣 − 𝛽𝐴1/2𝜌−

𝑘∑︁
𝑗=1

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝐴1/2ℎ𝑗 ∈ 𝐻,

если (𝑣, 𝜌, ℎ̃𝑘)𝑇 ∈ 𝑉 . Множество 𝑉 всюду плотно вH. Действительно, Dom(𝐴) и Dom(𝐴1/2)

плотны в𝐻, в силу самосопряжённости оператора 𝐴. Векторы с конечным числом нену-

левых компонент плотны в 𝑙2(𝐻). Ввиду плотности Dom(𝐴1/2) в 𝐻, эти векторы могут

быть приближены векторами вида ℎ̃𝑘 с компонентами из Dom(𝐴1/2). Следовательно,

Dom(𝒜0) плотно в H. Первое утверждение леммы доказано.

Второе утверждение леммы проверим по определению замкнутого оператора. Рас-

смотрим последовательность {𝑥𝑛}+∞
𝑛=1 ⊂ Dom(𝒜0) такую, что 𝑥𝑛 → 𝑥 ∈ H и 𝒜0𝑥𝑛 → 𝑦 ∈

H при 𝑛 → +∞. По определению замкнутого линейного оператора, нужно показать,

что 𝑥 ∈ Dom(𝒜0) и 𝑦 = 𝒜0𝑥.

Поскольку 𝑥𝑛 ∈ Dom(𝒜0), то 𝑥𝑛 = (𝑣𝑛, 𝜌𝑛, ℎ̃𝑛)
𝑇 , где ℎ̃𝑛 ∈ Dom(Γ) и (−𝛼𝐴1/2𝑣𝑛 −

𝛽𝜌𝑛 − 𝑆*ℎ̃𝑛) ∈ Dom(𝐴1/2), откуда, в частности, следует, что 𝑣𝑛 ∈ Dom(𝐴1/2). Пусть

𝑥 = (𝑣, 𝜌, ℎ)𝑇 , причём, очевидно, 𝑣𝑛 → 𝑣, 𝜌𝑛 → 𝜌 в 𝐻 и ℎ̃𝑛 → ℎ̃ в 𝑙2(𝐻) при 𝑛 → +∞.

Подействуем оператором 𝒜0 на вектор 𝑥𝑛:

𝒜𝑥𝑛 = 𝒜

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣𝑛

𝜌𝑛

ℎ̃𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2(−𝛼𝐴1/2𝑣𝑛 − 𝛽𝜌𝑛 − 𝑆*ℎ̃𝑛)

𝛽𝐴1/2𝑣𝑛

𝑆𝐴1/2𝑣𝑛 − Γℎ̃𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠→ 𝑦 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦𝑣

𝑦𝜌

𝑦ℎ

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Отсюда имеем 𝛽𝐴1/2𝑣𝑛 → 𝑦𝜌, следовательно, 𝐴1/2𝑣𝑛 → 𝛽−1𝑦𝜌 при 𝑛 → +∞. Ввиду

замкнутости 𝐴1/2, 𝑣 ∈ Dom(𝐴1/2) и 𝐴1/2𝑣 = 𝛽−1𝑦𝜌, следовательно, 𝑦𝜌 = 𝛽𝐴1/2𝑣.

Далее, ввиду ограниченности 𝑆, 𝑆𝐴1/2𝑣𝑛 → 𝑆𝐴1/2𝑣, следовательно, Γℎ̃𝑛 → (𝑦ℎ −

𝑆𝐴1/2𝑣) ∈ 𝑙2(𝐻), при 𝑛 → +∞. Оператор Γ — самосопряжён в 𝑙2(𝐻), следовательно,

замкнут, отсюда следует, что Γℎ̃ = 𝑆𝐴1/2𝑣 − 𝑦ℎ, то есть 𝑦ℎ = 𝑆𝐴1/2𝑣 − Γℎ̃.

Наконец, 𝐴1/2(−𝛼𝐴1/2𝑣𝑛 − 𝛽𝜌𝑛 − 𝑆*ℎ̃𝑛) → 𝑦𝑣, при этом (−𝛼𝐴1/2𝑣𝑛 − 𝛽𝜌𝑛 − 𝑆*ℎ̃𝑛) →

(−𝛼𝐴1/2𝑣 − 𝛽𝜌 − 𝑆*ℎ̃) при 𝑛 → +∞. Ввиду замкнутости 𝐴1/2, (−𝛼𝐴1/2𝑢− �̃�𝜌 − 𝑆*ℎ̃) ∈

Dom(𝐴1/2) и 𝑦𝑣 = 𝐴1/2(−𝛼𝐴1/2𝑢− �̃�𝜌− 𝑆*ℎ̃). Лемма доказана.
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Далее докажем, что 𝒜0 является генератором сжимающей 𝐶0-полугруппы. Для

этого надлежит проверить условия теоремы Лумьера–Филлипса (см. §1.2). Сначала

покажем, что справедлива

Лемма 2.3.2 Оператор 𝒜0 — диссипативен, т.е.

Re(𝒜0𝑥, 𝑥) < 0, 𝑥 ∈ Dom(𝒜0). (121)

Доказательство. Неравенство (121) проверяется непосредственно. Пусть 𝑥 =

(𝑣, 𝜌,h)𝑇 ∈ Dom(𝒜0). Запишем (𝒜0𝑥, 𝑥)H:

(𝒜0𝑥, 𝑥)H =
(︀
−𝛼𝐴1/2𝑣 − 𝛽𝜌− 𝑆*h, 𝛽𝐴1/2𝑣, 𝑆𝐴1/2𝑣 − Γh

)︀
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2𝑣

𝜌

h

⎞⎟⎟⎟⎠ =

−𝛼(𝐴1/2𝑣,𝐴1/2𝑣)− (𝛽𝜌,𝐴1/2𝑣)− (𝑆*h, 𝐴1/2𝑣) + (𝛽𝐴1/2𝑣, 𝜌) + (𝑆𝐴1/2𝑣,h)2 − (Γh,h)2 =

= −𝛼(𝐴1/2𝑣,𝐴1/2𝑣)) + 2 Im
[︀
(𝐴1/2𝑆*h, 𝑣) + (𝛽𝐴1/2𝑣, 𝜌)𝐻

]︀
− (Γh,h)2,

где 𝑥 = (𝑣, 𝜌,h) ∈ Dom(𝒜0). Из последнего равенства, в силу самосопряжённости и

положительности операторов 𝐴 и Γ, следует, что Re(𝒜0𝑥, 𝑥)H < 0 для любого 𝑥 ∈

Dom(𝒜0). Лемма доказана.

Далее потребуются результаты о спектре оператора 𝒜0. Покажем, что спектр

оператора 𝒜0, за исключением, точек −𝛾1,−𝛾2, . . . совпадает со спектром оператор-

функции 𝐿0(𝜆) (см. (48)), подробно изучавшимся в главе 2 настоящей работы. Для

этого потребуется факторизация матрицы 𝒜0 типа Шура–Фробениуса (см. [77], гл. 1,

утв. 1.6.2). Справедлива

Лемма 3.3.3Пусть 𝐻1, 𝐻2 — гильбертовы пространства, операторы 𝐴12 ∈ ℒ(𝐻2, 𝐻1),

𝐴21 ∈ ℒ(𝐻1, 𝐻2), операторы 𝐴11, 𝐴22, вообще говоря, неограничены и действуют в про-

странствах 𝐻1 и 𝐻2 соответственно. Если 𝐴22 ограниченно обратим в 𝐻2, тогда⎛⎝𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

⎞⎠ =

⎛⎝𝐼 𝐴12𝐴
−1
22

0 𝐼

⎞⎠⎛⎝𝐴11 − 𝐴12𝐴
−1
22 𝐴21 0

0 𝐴22

⎞⎠⎛⎝ 𝐼 0

𝐴−1
22 𝐴21 𝐼

⎞⎠ . (122)

Если же ограниченно обратим оператор 𝐴11, то⎛⎝𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝐼 0

𝐴21𝐴
−1
11 𝐼

⎞⎠⎛⎝𝐴11 0

0 𝐴22 − 𝐴21𝐴
−1
11 𝐴12

⎞⎠⎛⎝𝐼 𝐴−1
11 𝐴12

0 𝐼

⎞⎠ . (123)
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Доказательство. Проверим равенство (122), равенство (123) проверяется анало-

гично.

Обозначим гильбертово пространство 𝐻1 ⊕𝐻2 за H. Докажем, что области опре-

деления операторных матриц в обеих частях равентства совпадают. Очевидно, что об-

ласть определения операторной матрицы, стоящей в левой части равенства равна

A =
{︀
h = (ℎ1, ℎ2)

𝑇 ∈ H : ℎ1 ∈ Dom(𝐴11), ℎ2 ∈ Dom(𝐴22)
}︀
.

Операторная матрица ⎛⎝ 𝐼 0

𝐴−1
22 𝐴21 𝐼

⎞⎠
в правой части равенства (122) является ограниченным оператором в пространстве H,

значит, определена всюду. Рассмотрим вектор h = (ℎ1, ℎ2)
𝑇 ∈ H и подействуем на него

этой матрицей: ⎛⎝ 𝐼 0

𝐴−1
22 𝐴21 𝐼

⎞⎠⎛⎝ℎ1
ℎ2

⎞⎠ =

⎛⎝ ℎ1

𝐴−1
22 𝐴21ℎ1 + ℎ2

⎞⎠ .

Для того чтобы произведение операторных матриц в правой части равенства (122) было

определено необходимо и достаточно, чтобы вектор (ℎ1, 𝐴
−1
22 𝐴21ℎ1 + ℎ2)

𝑇 находился в

области определения операторной матрицы⎛⎝𝐴11 − 𝐴12𝐴
−1
22 𝐴21 0

0 𝐴22

⎞⎠ ,

то есть выполнялось ℎ1 ∈ Dom(𝐴11), 𝐴
−1
22 𝐴21ℎ1 + ℎ2 ∈ Dom(𝐴22). Последнее верно в

том и только том случае, когда ℎ2 ∈ Dom(𝐴22), ибо 𝐴
−1
22 𝐴21ℎ1 ∈ Dom(𝐴22). Отметим,

что третья операторная матрица в правой части (122) есть ограниченный оператор.

Тем самым доказано, что области определения операторов в левой и правой частях

равенства (122) совпадают.

Равенство самих операторов на векторах из области определения проверяются

непосредственно по правилу умноженния матриц. Лемма доказана.

Теперь, пользуясь равенствами (122) и (123), разложим оператор 𝒜0 − 𝜆𝐼 следую-

щим образом:
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Лемма 3.3.4 Пусть 𝜆 ̸= 0,−𝛾1,−𝛾2, . . . , тогда справедливо разложение:

𝒜0 − 𝜆𝐼 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 1

𝜆
𝛽𝐼 𝑆*(Γ + 𝜆𝐼)−1

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠×

×

⎛⎜⎜⎜⎝
− 1

𝜆
𝐴−1/2𝐿0(𝜆)𝐴−1/2 0 0

0 −𝜆𝐼 0

0 0 −(Γ + 𝜆𝐼)

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 0

− 1
𝜆
𝛽𝐼 𝐼 0

−(Γ + 𝜆𝐼)−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

(124)

где оператор-функция 𝐿0(𝜆) определена равенством (48).

Справедливо разложение:

𝒜0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 𝑆*Γ−1

−𝛽𝑇−1 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠×

×

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝑇 0 0

0 −𝛽2𝑇−1 0

0 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 𝛽𝑇−1 0

0 𝐼 0

−Γ−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ , (125)

где 𝑇 = (𝛼𝐼 + 𝑆*Γ−1𝑆).

Доказательство. Пусть 𝜆 ̸= 0, −𝛾1, −𝛾2 . . . Имеем

𝒜0 − 𝜆𝐼 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼𝐼 − 𝜆𝐴−1 −𝛽𝐼 −𝑆*

𝛽𝐼 −𝜆𝐼 0

𝑆 0 −Γ− 𝜆𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ . (126)

К операторной матрице⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼𝐼 − 𝜆𝐴−1 −𝛽𝐼 −𝑆*

𝛽𝐼 −𝜆𝐼 0

𝑆 0 −Γ− 𝜆𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ .

осталось применить разложение (122), где 𝐴11 = −𝛼𝐼 − 𝜆𝐴−1, 𝐴12 = (−𝛽𝐼,−𝑆*), 𝐴21 =

(𝛽𝐼, 𝑆)𝑇 ,

𝐴22 =

⎛⎝−𝜆𝐼 0

0 −(Γ + 𝜆𝐼)

⎞⎠ .
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Рассмотрим теперь случай, когда 𝜆 = 0. Имеем

𝒜 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼𝐼 −𝛽𝐼 −𝑆*

𝛽𝐼 0 0

𝑆 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ . (127)

В матрице ⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼𝐼 −𝛽𝐼 −𝑆*

𝛽𝐼 0 0

𝑆 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠
рассмотрим подматрицу ⎛⎜⎜⎜⎝

−𝛼𝐼 −𝑆*

𝑆 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

к которой применим (122):⎛⎝−𝛼𝐼 −𝑆*

𝑆 −Γ

⎞⎠ =

⎛⎝𝐼 𝑆*Γ−1

0 𝐼

⎞⎠⎛⎝−𝛼𝐼 − 𝑆*Γ−1𝑆 0

0 −Γ

⎞⎠⎛⎝ 𝐼 0

−Γ−1𝑆 𝐼

⎞⎠ .

Подставим полученный результат в матрицу:⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼𝐼 −𝛽𝐼 −𝑆*

𝛽𝐼 0 0

𝑆 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 0 𝑆*Γ−1

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼𝐼 − 𝑆*Γ−1𝑆 −𝛽𝐼 0

𝛽𝐼 0 0

0 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 0

0 𝐼 0

−Γ−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ .

(128)

Заметим, что оператор

𝑇 := 𝛼𝐼 + 𝑆*Γ−1𝑆

обратим. Действительно, 𝑆*Γ−1𝑆 — самосопряжённый положительный оператор, сле-

довательно −𝛼 /∈ 𝜎(𝑆*Γ−1𝑆).

К подматрице ⎛⎝−𝑇 −𝛽𝐼

𝛽𝐼 0

⎞⎠
применим разложение (123), что возможно сделать, ввиду обратимости оператора 𝑇 :⎛⎝−𝑇 −𝛽𝐼

𝛽𝐼 0

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝐼 0

−𝛽𝑇−1 𝐼

⎞⎠⎛⎝−𝑇 0

0 −𝛽2𝑇−1

⎞⎠⎛⎝𝐼 𝛽𝑇−1

0 𝐼

⎞⎠ , (129)
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Возвращаясь к (128), перемножая матрицы⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 0 𝑆*Γ−1

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 0

−𝛽𝑇−1 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 0 𝑆*Γ−1

−𝛽𝑇−1 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
и ⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 𝛽𝑇−1 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 0

0 𝐼 0

−Γ−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 𝛽𝑇−1 0

0 𝐼 0

−Γ−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

получаем⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼𝐼 −𝛽𝐼 −𝑆*

𝛽𝐼 0 0

𝑆 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 0 𝑆*Γ−1

−𝛽𝑇−1 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
−𝑇 0 0

0 −𝛽2𝑇−1 0

0 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 𝛽𝑇−1 0

0 𝐼 0

−Γ−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Отсюда и из (127), следует (125). Лемма доказана.

Из факторизации (124) легко вывести следующее утверждение:

Лемма 3.3.4 Пусть 𝜆 ̸= 0, −𝛾1, −𝛾2, . . . , тогда для данного 𝜆 выполнено следу-

ющее: 𝜆 ∈ 𝜎 (𝒜0) тогда и только тогда, когда 𝜆 ∈ 𝜎 (𝐿0).

Доказательство. Действительно, это следует из непрерывной обратимости мат-

рицы ⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

ввиду обратимости оператора 𝐴, а также непрерывной обратимости матриц⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 1

𝜆
𝛽𝐼 𝑆*(Γ + 𝜆𝐼)−1

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
и ⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 0

− 1
𝜆
𝛽𝐼 𝐼 0

−(Γ + 𝜆𝐼)−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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так как для них легко указать обратные:⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 − 1

𝜆
𝛽𝐼 −𝑆*(Γ + 𝜆𝐼)−1

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
и ⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 0

1
𝜆
𝛽𝐼 𝐼 0

(Γ + 𝜆𝐼)−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
соответственно. Таким образом, непрерывная обратимость 𝒜0−𝜆𝐼 вытекает непрерыв-

ной обратимости матрицы⎛⎜⎜⎜⎝
− 1

𝜆
𝐴−1/2𝐿0(𝜆)𝐴

−1/2 0 0

0 −𝜆𝐼 0

0 0 −(Γ + 𝜆𝐼)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

что в свою очередь следует из непрерывной обратимости 𝐿0(𝜆). Лемма доказана.

Из факторизации (125) вытекает ещё одно простое утверждение:

Лемма 3.3.5. Оператор 𝒜0 непрерывно обратим.

Доказательство. Для ограниченных операторов⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 0 𝑆*Γ−1

−𝛽𝑇−1 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
и ⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 𝛽𝑇−1 0

0 𝐼 0

−Γ−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
укажем обратные. Непосредственно по правилу умножения матриц можно проверить,

что таковыми являются ограниченные операторы, задаваемые матрицами

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 0 −𝑆*Γ−1

𝛽𝑇−1 𝐼 −𝛽𝑇−1𝑆*Γ−1

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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и ⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 −𝛽𝑇−1 0

0 𝐼 0

Γ−1𝑆 −𝛽Γ−1𝑆𝑇−1 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
соответственно. Ввиду нерерывной обратимости операторной матрицы⎛⎜⎜⎜⎝

−𝑇 0 0

0 −𝛽2𝑇−1 0

0 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

из разложения (125) следует утверждение леммы. Лемма доказана.

Сформулируем и докажем основной результат настоящего раздела.

Теорема 3.3.1. Оператор 𝒜0 является генератором сжимающей 𝐶0-полугруппы,

аналитической в угле {|arg 𝜆| < 𝛿}.

Доказательство. Из лемм 3.3.4 и 3.3.5 спектр 𝜎(𝒜0)∖ {−𝛾1,−𝛾2, . . . } и спектр

оператор-функции 𝐿0(𝜆) совпадают. В силу теоремы 2.2.1 и леммы 3.3.4 найдётся по-

стоянная 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2) и 𝛾 > 0 такие, что невещественная часть спектра оператора 𝒜0

содержится в области 𝐷𝛾,𝛿, где

𝐷𝛾,𝛿 =

{︂
Re 𝜆 < −𝛾, 𝜋

2
+ 𝛿 < |arg 𝜆| < 3𝜋

2
− 𝛿

}︂
.

Отсюда 𝜎(𝒜0) ⊂ 𝐷𝛾,𝛿, следовательно, оператор𝒜0−𝜆𝐼 — непрерывно обратим для любо-

го положительного 𝜆, следовательно, замкнутый диссипативный оператор 𝒜0 является

максимальным, и из теоремы о генераторе полугруппы вытекает, что 𝒜0 — генератор

сжимающей 𝐶0-полугруппы.

Докажем теперь аналитичность этой полугруппы. Ввиду критерия аналитичности,

следует проверить, что в Λ𝛿 := {|arg 𝜆| < 𝜋/2 + 𝛿}∖ {𝜆 = 0} для нормы резольвенты

оператора 𝒜0 справедлива оценка

‖𝑅(𝜆,𝒜0)‖ <
𝑀

|𝜆|
(130)

для некоторой постоянной 𝑀 > 0. Для этого с помощью разложения (124) запишем

𝑅(𝜆,𝒜0) в явном виде:

𝑅(𝜆,𝒜0) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴−1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 0
1

𝜆
𝛽𝐼 𝐼 0

(Γ + 𝜆𝐼)−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠×
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×

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝜆�̃�0(𝜆)

−1 0 0

0 −1

𝜆
𝐼 0

0 0 −(Γ + 𝜆𝐼)−1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 −1

𝜆
𝛽𝐼 −𝑆*(Γ + 𝜆𝐼)−1

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴−1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

(131)

где �̃�0(𝜆) = 𝐴−1/2𝐿0(𝜆)𝐴−1/2 и подействуем ей на произвольный вектор (𝑣, 𝜌,h)𝑇 ∈ H:

𝑅(𝜆,𝒜0)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣

𝜌

h

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣

𝜌

h̃

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

где

𝑣 = −
(︁
𝜆𝐴−1/2�̃�−1

0 (𝜆)𝐴−1/2𝑣 − 𝐴−1/2�̃�−1
0 (𝜆)𝛽𝜌− 𝜆𝐴−1/2�̃�−1

0 (𝜆)𝑆*(Γ + 𝜆𝐼)−1h
)︁
, (132)

𝜌 =
1

𝜆
(𝛽𝐴1/2𝑣 − 𝜌), (133)

𝑣 = (Γ + 𝜆𝐼)−1(𝑆𝐴1/2𝑣 − h). (134)

Для проверки (130) достаточно доказать:

‖𝐴−1/2�̃�−1
0 (𝜆)𝐴−1/2‖ ≤ 𝑀1

|𝜆|2
, (135)

‖𝐴−1/2�̃�−1
0 (𝜆)‖ ≤ 𝑀2

|𝜆|
, (136)

‖(Γ + 𝜆𝐼)−1‖ ≤ 𝑀3

|𝜆|
, (137)

𝑀1,𝑀2,𝑀3 > 0. Неравенство (135) немедленно следует из равенства
⃦⃦⃦
𝐴−1/2�̃�−1

0 (𝜆)𝐴−1/2
⃦⃦⃦
=⃦⃦

𝐿−1
0 (𝜆)

⃦⃦
и теоремы 2.3.3.

Неравенство (136) следует из

⃦⃦⃦
𝐴−1/2�̃�−1

0 (𝜆)
⃦⃦⃦
=
⃦⃦
𝐴1/2𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
< 𝑀

⃦⃦
𝐴𝐿−1

0 (𝜆)
⃦⃦
<
𝑀2

|𝜆|
.

Последнее неравенство доказано в теореме 2.3.3

Наконец,

‖Γ + 𝜆𝐼‖ ≤ 1

cos 𝛿|𝜆|
,

при 𝜆 ∈ Λ𝛿. Таким образом, неравенства (135), (136), (137) доказаны.
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Таким образом, по теореме об аналитичности полугруппы оператор 𝒜0 является

генератором полугруппы, аналитической в угле {|arg 𝜆| < 𝛿}. Теорема доказана.

Используя только что доказанный результат, в следующем разделе докажем тео-

рему о классической разрешимости задачи (101)–(102).

3.4 О классической разрешимости интегродифференциального

уравнения, возникающего в теории вязкоупругости

Под классической разрешимостью задачи (101)–(102) понимается следующее:

Определение 3.4.1. Функция 𝑢 ∈ 𝐶2 (R+, 𝐻)∩𝐶1 (R+,Dom(𝐴)) называется клас-

сическим решением задачи (101)–(102), если для каждого 𝑡 ≥ 0 функция 𝑢(𝑡) удовле-

творяет уравнению (101) и начальным условиям (102).

Решение задачи (101)–(102) будет получено из решения задачи (111)–(112), разре-

шимость которой будет пониматься в следующем смысле.

Определение 3.4.2.Функции (𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡), ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡), . . . ) называются классическим

решением задачи (111)–(112), если эти функции непрерывно дифференцируемы на R+

и, кроме этого, справедливо 𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡) + 𝛽𝜌(𝑡) +
+∞∑︁
𝑗=1

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
ℎ𝑗(𝑡) ∈ 𝐶

(︀
R+,Dom(𝐴1/2)

)︀
,

(ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡), . . . )
𝑇 ∈ 𝐶 (R+,Dom(Γ)). При этом указанные функции для всех 𝑡 ≥ 0 удо-

влетворяют уравнениям (111) и начальным условиям (112).

Из доказанного в §3.3 результата об аналитичности полугруппы вытекает следую-

щая теорема о разрешимости ([37], см. гл. 3, п. 5)

Теорема 3.4.1. Пусть 𝑥0 ∈ Dom(𝒜0), функция 𝐹 (𝑡) локально гёльдерова, тогда

задача (119)–(120) имеет единственное решение 𝑥 ∈ 𝐶1 (R+,H) ∩ 𝐶 (R+,Dom(𝒜0)),

удовлетворяющее уравнению (119) для любого 𝑡 ≥ 0 и начальному условию (120).

Далее потребуется следующая простая лемма, вытекающая из леммы Жордана.

Лемма 3.4.1. Пусть вектор-функция 𝑓(𝜆) такая, что cуществует 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2),

для которого в области 𝐷𝛿 := {|arg 𝜆| < 𝜋/2 + 𝛿} функция 𝑓(𝜆) аналитична и справед-

ливо

‖𝑓(𝜆)‖ → 0, |𝜆| → 0, 𝜆 ∈ Λ𝛿.
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Тогда при 𝑡 > 0 справедливо равенство∫︁ +𝑖∞

−𝑖∞
𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)𝑑𝜆 =

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)ℎ𝑑𝜆, (138)

где Λ𝛿 := {arg 𝜆 = −𝜋/2− 𝛿} ∪ {arg 𝜆 = 𝜋/2 + 𝛿} .

Доказательство. Рассмострим контуры вида

𝐷+
𝑅,𝛿 = Λ+

𝑅,𝛿 ∪ 𝐶
+
𝑅,𝛿 ∪ {Re 𝜆 = 0, 0 ≤ Im 𝜆 ≤ 𝑅} и

𝐷−
𝑅,𝛿 = Λ−

𝑅,𝛿 ∪ 𝐶
−
𝑅,𝛿 ∪ {Re 𝜆 = 0, −𝑅 ≤ Im 𝜆 ≤ 0}, где

𝐶+
𝑅,𝛿 =

{︁
|𝜆| = 𝑅,

𝜋

2
≤ arg 𝜆 ≤ 𝜋

2
+ 𝛿
}︁
,

𝐶−
𝑅,𝛿 =

{︁
|𝜆| = 𝑅, −𝜋

2
− 𝛿 ≤ arg 𝜆 ≤ −𝜋

2

}︁
,

Λ+
𝑅,𝛿 =

{︁
arg 𝜆 =

𝜋

2
+ 𝛿, |𝜆| ≤ 𝑅

}︁
,

Λ−
𝑅,𝛿 =

{︁
arg 𝜆 = −𝜋

2
− 𝛿, |𝜆| ≤ 𝑅

}︁
.

По теореме Коши о вычетах имеем∫︁ 𝑖𝑅

0

𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)𝑑𝜆+

∫︁
𝐶+

𝑅,𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)𝑑𝜆−
∫︁
Λ+
𝑅,𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)𝑑𝜆 =

∫︁
𝐷+

𝑅,𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)𝑑𝜆 = 0,

для любого 𝑅 > 0. Заметим, что

lim
𝑅→+∞

∫︁
𝐶+

𝑅,𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)𝑑𝜆 = 0.

при 𝑡 > 0. Этот факт следует из оценок, аналогичных тем, что используются при выводе

известной леммы Жордана. Пусть 𝑀+
𝑓 (𝑅, 𝛿) = max𝜆∈𝐶+

𝑅,𝛿
|𝑓(𝜆)|. Имеем⃦⃦⃦⃦

⃦
∫︁
𝐶+

𝑅,𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)𝑑𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤𝑀+

𝑓 (𝑅, 𝛿)

∫︁ 𝛿

0

𝑒−𝑡𝑅 sin𝜙𝑑𝜙 ≤𝑀+
𝑓 (𝑅, 𝛿)

∫︁ 𝛿

0

𝑒−𝑡𝑅𝜙/𝜋𝑑𝜙 =

=𝑀+
𝑓 (𝑅, 𝛿)

(︀
1− 𝑒−𝑡𝑅𝛿/𝜋

)︀
→ 0,

при 𝑅 → +∞, так как 𝑀+
𝑓 (𝑅, 𝛿) → 0. Таким образом, установлено равенство∫︁ +𝑖∞

0

𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)𝑑𝜆 = lim
𝑅→+∞

∫︁
Λ+
𝑅,𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)𝑑𝜆.

Аналогично доказывается равенство∫︁ 0

−𝑖∞
𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)𝑑𝜆 = lim

𝑅→+∞

∫︁
Λ−
𝑅,𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑓(𝜆)𝑑𝜆.
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Складывая оба доказанных равенства и переходя к пределу в правой части, завершаем

доказательство леммы. Лемма доказана.

Из теоремы 3.4.1 непосредственно следует разрешимость в смысле определения

3.4.2 задачи (111)–(112). Определим вектор-функции, которые потребуются для пред-

ставления решения задачи (111)–(112). Пусть

𝑣0(𝜆) := −𝜆𝐿−1
0 (𝜆)𝑢1 + 𝛽𝐴−1/2�̃�−1

0 (𝜆)𝐴1/2𝑢0, (139)

где оператор-функция �̃�0(𝜆), как и ранее, определена равенством �̃�0(𝜆) = 𝐴−1/2𝐿0(𝜆)𝐴−1/2.

Тогда

𝜌0(𝜆) = −1

𝜆
𝐴1/2𝑢0 +

𝛽

𝜆
𝐴1/2𝑣0(𝜆), (140)

ℎ̃0(𝜆) = 𝑆 (Γ + 𝜆𝐼)−1𝐴1/2𝑣0(𝜆), (141)

𝑓1(𝜆, 𝑠) = 𝜆𝐿−1
0 (𝜆)𝑓(𝑠), (142)

𝑓2(𝜆, 𝑠) = −𝛽𝐴1/2𝐿−1
0 (𝜆)𝑓(𝑠), (143)

𝑓3(𝜆, 𝑠) = −𝜆𝑆 (Γ + 𝜆𝐼)−1𝐴1/2𝐿−1
0 (𝜆)𝑓(𝑠). (144)

Теорема 3.4.2. Пусть начальные условия (112) такие, что 𝐴1/2𝑢1 + 𝛽𝐴1/2𝑢0 ∈

Dom(𝐴1/2), и при этом функция 𝑓(𝑡) — локально гёльдерова. Тогда задача (111)–(112)

имеет единственное решение в смысле определения 3.4.2, которое при этом допускает

аналитическое продолжение в угол 𝐷𝛿 := {|arg 𝜆| < 𝛿}. При 𝑡 > 0 для этого решения

справедливо следующее представление:

𝑣(𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑣0(𝜆)𝑑𝜆− 1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆(𝑡−𝑠)𝑓1(𝜆, 𝑠)𝑑𝜆 𝑑𝑠, (145)

𝜌(𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡𝜌0(𝜆)𝑑𝜆− 1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆(𝑡−𝑠)𝑓2(𝜆, 𝑠)𝑑𝜆 𝑑𝑠, (146)

ℎ(𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡ℎ̃0(𝜆)𝑑𝜆− 1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆(𝑡−𝑠)𝑓3(𝜆, 𝑠)𝑑𝜆 𝑑𝑠, (147)

где Λ𝛿 — граница угла из леммы 3.4.1, 𝛿 — число из интервала (0, 𝜋/2), при котором

выполнены условия теоремы 3.3.1.

Доказательство. В §3.2 показано, что задача (111)–(112) может быть записа-

на в виде задачи (119)–(120) с неизвестной функцией 𝑥(𝑡) = (𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡), ℎ(𝑡))𝑇 , ℎ(𝑡) =
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(ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡), . . . )
𝑇 , начальным условием 𝑥0 =

(︀
𝑢1, 𝛽𝐴

1/2𝑢0, 0
)︀
, оператором 𝒜0, опреде-

лённым равенством (117), с областью определения (118) и функцией 𝐹 (𝑡) = (𝑓(𝑡), 0, 0)𝑇 .

Проверим выполнение условий теоремы 3.4.1 для полученной задачи.

Из определения нормы в пространстве H

‖𝐹 (𝑡)‖H = ‖𝑓(𝑡)‖ ,

откуда, очевидно, следует локальная гёльдеровость 𝐹 (𝑡). Далее, из условия 𝐴1/2𝑢1 +

𝛽𝐴1/2𝑢0 ∈ Dom(𝐴1/2) вытекает, что 𝑥0 ∈ Dom(𝒜0). Таким образом, все условия теоре-

мы 3.4.1 выполнены, и задача (119)–(120) имеет единственное решение 𝑥(𝑡) в смысле

определения 3.4.1.

По теореме 3.3.1 оператор 𝒜0 является генератором аналитической в угле 𝐷𝛿 полу-

группы операторов 𝑈(𝑡). Для функции 𝑥(𝑡) справедливо равенство ([37], гл. 1 теорема

6.1):

𝑥(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑈(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠)𝑑𝑠, (148)

где для 𝑈(𝑡) справедливо ([37], гл. 1 теорема 1.3):

𝑈(𝑡)𝑓 = − 1

2𝜋𝑖

∫︁ +𝑖∞

−𝑖∞
𝑒𝜆𝑡𝑅(𝜆,𝒜0)𝑓𝑑𝜆, 𝑓 ∈ H. (149)

Из оценки (130) резольвенты оператора 𝒜0, леммы 3.4.1 и представления полугруппы

(149) 𝑈(𝑡) выражение (148) при 𝑡 > 0 принимает вид

𝑥(𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑅(𝜆,𝒜0)𝑥0𝑑𝜆− 1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆(𝑡−𝑠)𝑅(𝜆,𝒜0)𝐹 (𝑠)𝑑𝜆 𝑑𝑠. (150)

Используя разложение (131), а также равенства (132)–(134), запишем 𝑅(𝜆,𝒜0)𝑥0 в

переменных задачи (108) – (112):

𝑅(𝜆,𝒜0)𝑥0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣0(𝜆)

𝜌0(𝜆)

ℎ̃0(𝜆)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑣0(𝜆), 𝜌0(𝜆), ℎ̃0(𝜆) определены равенствами (139) — (141). Аналогично запишем

𝑅(𝜆,𝒜0)𝐹 (𝑠):

𝑅(𝜆,𝒜0)𝐹 (𝑠) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑓1(𝜆, 𝑠)

𝑓2(𝜆, 𝑠)

𝑓3(𝜆, 𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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где 𝑓1(𝜆, 𝑠), 𝑓2(𝜆, 𝑠), 𝑓3(𝜆, 𝑠) определены в (142)—(144). С учётом равенства (150) полу-

чаем представления (145)—(147).

Аналитичность в угле 𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡) и ℎ(𝑡) = (ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡), . . . ) непосредственно вытекает

из аналитичности 𝑥(𝑡). Теорема доказана.

Замечание 3.4.1 Заметим, что разрешимость (101) – (102) не является триви-

альным следствием из теоремы 3.4.2, поскольку, вместо условия 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶2 (R+, 𝐻) ∩

𝐶1(R+,Dom(𝐴)), при 𝑣(𝑡) = �̇�(𝑡), 𝜌(𝑡) = 𝛽𝐴1/2𝑢(𝑡), ℎ𝑗(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴1/2�̇�(𝑠)𝑑𝑠,

мы имеем лишь

𝛼𝐴1/2�̇�(𝑡) + 𝛽𝐴1/2𝑢(𝑡) +
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗

∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴1/2�̇�(𝑠)𝑑𝑠 ∈ 𝐶
(︀
R+, 𝐴

1/2
)︀
.

Из разрешимости (111) – (112) тривиальным образом вытекает разрешимость за-

дачи

�̈�(𝑡) + 𝐴1/2

(︃
𝛼𝐴1/2�̇�(𝑡) + 𝛽2𝐴1/2𝑢(𝑡)−

∫︁ 𝑡

0

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴1/2𝑢(𝑠)𝑑𝑠

)︃
= 0,

𝑢(0) = 𝑢0, �̇�(0) = 𝑢1,

где 𝛼𝐴1/2𝑢1+𝛽2𝐴1/2𝑢0 ∈ Dom(𝐴1/2), т.е. решение принадлежит более широкой области,

чем требуется, согласно определению 3.4.1.

Для того чтобы имела место классическая разрешимость достаточно положить

𝑢0, 𝑢1 ∈ Dom(𝐴). Докажем основной результат настоящего раздела.

Теорема 3.4.3. Пусть 𝑢0, 𝑢1 ∈ Dom(𝐴), а также выполнено условие (84). Тогда

задача (101)–(102) имеет единственное решение в смысле определения 3.4.1. При этом

существует число 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2) такое, что решение 𝑢(𝑡) допускает аналитическое про-

должение в угол 𝐷𝛿 = {|arg 𝜆| < 𝛿} и справедлива оценка

‖�̇�(𝑡)‖2 +
⃦⃦
𝐴1/2𝑢(𝑡)

⃦⃦2 ≤𝑀𝑒−2𝛾𝑡
(︁
‖𝑢1‖2 +

⃦⃦
𝐴1/2𝑢0

⃦⃦2
+ 𝑡2 ‖𝐴𝑢0‖2

)︁
, (151)

где 𝑀 > 0, 0 < 𝛾 ≤ 𝑑0.

Доказательство.

В задаче (111) положим 𝑓(𝑡) = −
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗𝑡𝐴𝑢0. В силу условия (84) функция

𝑓(·) ∈ 𝐶1(R+, 𝐻), следовательно, является локально гёльдеровой. Далее из условия

𝑢1 ∈ Dom(𝐴) и 𝑢0 ∈ Dom(𝐴) вытекает 𝛼𝐴1/2𝑢1 + 𝛽𝐴1/2𝑢0 ∈ Dom(𝐴).
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Пусть (𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡), ℎ(𝑡)) — решение задачи (111) – (112), где ℎ(𝑡) = (ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡), . . . )
𝑇 .

Отметим, что ввиду 𝜌 ∈ 𝐶1 (R+, 𝐻) имеем, что 𝑣 ∈ 𝐶
(︀
R+, 𝐴

1/2
)︀
. Из второго уравнения

(111) выразим 𝜌(𝑡):

𝜌(𝑡) = 𝛽𝐴1/2𝑢0 +

∫︁ 𝑡

0

𝛽𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠. (152)

Из третьего уравнения (111) для функции ℎ𝑗(𝑡) справедливо равенство

ℎ𝑗(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠. (153)

В силу теоремы 3.4.1 и равенства (118) функция 𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡) + 𝛽𝜌(𝑡) +
+∞∑︁
𝑗=1

√︂
𝑐𝑗
𝛾𝑗
ℎ𝑗(𝑡) =

𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡)+𝛽𝐴1/2𝑢0+

∫︁ 𝑡

0

(︃
𝛽2 +

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)

)︃
𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠 ∈ 𝐶(R+,Dom(𝐴1/2)). Посколь-

ку 𝑢0 ∈ Dom(𝐴), имеем

𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

(︃
𝛽2 +

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)

)︃
𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠 =: 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶(R+,Dom(𝐴1/2)). (154)

Нам требуется доказать, что 𝑣 ∈ 𝐶 (R+,Dom(𝐴)), т.е. 𝑣(𝑡) = 𝐴1/2𝑣(𝑡) ∈ 𝐶
(︀
R+,Dom(𝐴1/2)

)︀
.

Иными словами, интегральное уравнение

𝛼𝑣(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

(︃
𝛽2 +

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)

)︃
𝑣(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑔(𝑡) (155)

разрешимо в пространстве 𝐶
(︀
R+,Dom(𝐴1/2)

)︀
при 𝑔(·) ∈ 𝐶

(︀
R+,Dom(𝐴1/2)

)︀
. Интеграль-

ный оператор 𝒦, задаваемый равенством

𝒦𝑓(𝑡) :=
∫︁ 𝑡

0

(︃
𝛽2 +

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)

)︃
𝑓(𝑠)𝑑𝑠,

является вольтерровым в пространстве 𝐶
(︀
R+,Dom(𝐴1/2)

)︀
, поскольку ядро этого опе-

ратора в силу условия (103) есть ограниченный оператор в 𝐻. Из этого по теореме

Фредгольма заключаем, что интегральное уравнение (155) однозначно разрешимо в

пространстве 𝐶
(︀
R+,Dom(𝐴1/2)

)︀
, следовательно, 𝐴1/2𝑣(·) = 𝑣(·) ∈ 𝐶

(︀
R+,Dom(𝐴1/2)

)︀
.

Таким образом, установлено, что функция 𝑣(·) ∈ 𝐶(R+,Dom(𝐴)) при 𝑢0 ∈ Dom(𝐴),

𝑢1 ∈ Dom(𝐴).

Рассмотрим функцию 𝑢(𝑡) = 𝑢0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑣(𝑠)𝑑𝑠. Покажем, что эта функция является

решением задачи (101)–(102) в смысле определения 4.4.1. Выполенение начальных усло-

вий (102) очевидным образом следует из непрерывности функции 𝑣(𝑡). Для проверки
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же выполнения равенства (101) при 𝑡 ≥ 0 достаточно подставить выражения (152) и

(153) в первое уравнение системы (111) c 𝑓(𝑡) = −
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗𝑡𝐴𝑢0:

�̇�(𝑡) = 𝐴1/2

(︃
−𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡)− 𝛽2𝐴1/2𝑢0 −

∫︁ 𝑡

0

𝛽2𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠−
+∞∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

0

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠

)︃
−

−
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗𝑡𝐴𝑢0. (156)

По доказанному оператор 𝐴1/2 в правой части можно занести в скобки. Для интеграль-

ных слагаемых имеем: ∫︁ 𝑡

0

𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐴1/2𝑢(𝑡)− 𝐴1/2𝑢0,∫︁ 𝑡

0

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝐴1/2𝑢(𝑡)− 𝑐𝑗

𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗𝑡𝐴𝑢0 −

∫︁ 𝑡

0

𝑐𝑗𝑒
−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴1/2𝑢(𝑠)𝑑𝑠.

Подставляя полученные равенства в (156) и, пользуясь замкнутостью 𝐴1/2, внеся этот

оператор под знаки интегралов, получим

�̈�(𝑡) + 𝛼𝐴�̇�(𝑡) + 𝛽2𝐴𝑢(𝑡) +
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝐴𝑢(𝑡)−

+∞∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

0

𝑐𝑗𝑒
−𝛾𝑗(𝑡−𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 0.

С учётом 𝛽2 = 1−
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
, получаем уравнение (101).

Таким образом, из разрешимости (111) – (112) вытекает разрешимость (101) –

(102). Обратное доказано в §3.2.

Для завершения доказательства теоремы осталось лишь установить оценку (151).

Для её получения воспользуемся оценкой нормы классического решения задачи (111)

– (112)

‖𝑥(𝑡)‖H ≤ ‖𝑈(𝑡)𝑥0‖H +

∫︁ 𝑡

0

‖𝑈(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠)‖H 𝑑𝑠, (157)

где 𝑈(𝑡) — полугруппа, генератором которой является оператор 𝒜0. Поскольку вви-

ду лемм 3.3.4 и 3.3.5 𝜎(𝒜0) = 𝜎(𝐿0(𝜆)), то найдётся 0 < 𝛾 ≤ 𝑑0 такое, что 𝜎(𝒜0) ∈

{Re 𝜆 < −𝛾}, следовательно,

‖𝑈(𝑡)‖ ≤𝑀0𝑒
−𝛾𝑡

для некоторой постоянной 𝑀0 ≥ 1. Отсюда вытекают следующие оценки:

‖𝑈(𝑡)𝑥0‖2H ≤𝑀2
0 𝑒

−2𝛾𝑡
(︁
‖𝑢1‖2 + 𝛽2

⃦⃦
𝐴1/2𝑢0

⃦⃦2)︁
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и

‖𝑈(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠)‖H ≤𝑀0𝑒
−𝛾(𝑡−𝑠)

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗𝑠 ‖𝐴𝑢0‖ < 𝑀0𝑒

−𝛾𝑡 ‖𝐴𝑢0‖ .

Последнее вытекает из условий 𝛾1 > 𝑑0 ≥ 𝛾 и (103). Используя полученные оценки, а

также оценку (157), получаем:

‖�̇�(𝑡)‖2 +
⃦⃦
𝐴1/2𝑢(𝑡)

⃦⃦2 ≤ (1 + 𝛽2) ‖𝑥(𝑡)‖2H ≤𝑀𝑒−2𝛾𝑡
(︁
‖𝑢1‖2 +

⃦⃦
𝐴1/2𝑢0

⃦⃦2
+ 𝑡2 ‖𝐴𝑢0‖2

)︁
для некоторой постоянной 𝑀 > 0. Тем самым теорема о корректной разрешимости

полностью доказана.

3.5 О представлении решения интегродифференциального урав-

нения, возникающего в теории вязкоупругости

В заключительном разделе главы 3 получим представление решения задачи (101)–

(102) в виде ряда из экспонент. Напомним некоторые обозначения из гл. 3. Пусть

{𝑒𝑛}+∞
𝑛=1 — ортоноримрованный базис в пространстве 𝐻 из собственных векторов опе-

ратора 𝐴:

𝐴𝑒𝑛 = 𝑎𝑛𝑒𝑛,

0 < 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑛+1 → +∞.

Функции 𝑙𝑛(𝜆) = (𝐿0(𝜆)𝑒𝑛, 𝑒𝑛) задаются равенcтвами (49).

Перед тем, как мы сформулируем основной результат настоящего раздела, введём

некоторые обозначения. Число невещественных точек спектра оператор-функции 𝐿0(𝜆),

которых, согласно §3.4, может быть как конечное, так и счётное число, примем за 𝜈(𝐿0).

Далее начальные условия (102) разложим в ряды Фурье по системе {𝑒𝑛}+∞
𝑛=1:

𝑢0 =
+∞∑︁
𝑛=1

𝑢0,𝑛𝑒𝑛,

𝑢1 =
+∞∑︁
𝑛=1

𝑢1,𝑛𝑒𝑛,

где 𝑢0,𝑛 := (𝑢0, 𝑒𝑛), 𝑢1,𝑛 := (𝑢1, 𝑒𝑛). Заметим, что если условия теоремы 4.4.3 выполнены,

то сходятся ряды

𝐴𝑢0 =
+∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑢0,𝑛𝑒𝑛,
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𝐴𝑢1 =
+∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑢1,𝑛𝑒𝑛.

Сформулируем и докажем теорему о представлении решения задачи (101)–(102).

Теорема 3.5.1 Пусть выполнены условия теоремы 3.4.3, тогда для решения 𝑢(𝑡)

задачи (101)–(102) в смысле определения 3.4.1 при 𝑡 > 0 справедливо следующее пред-

ставление

𝑢(𝑡) =

𝜈(𝐿0)∑︁
𝑛=1

(𝜆+𝑛 + 𝛼𝑎𝑛)𝑢0,𝑛 + 𝑢1,𝑛
𝑙′𝑛(𝜆

+
𝑛 )

𝑒𝜆
+
𝑛 𝑡𝑒𝑛 +

𝜈(𝐿0)∑︁
𝑛=1

(𝜆−𝑛 + 𝛼𝑎𝑛)𝑢0,𝑛 + 𝑢1,𝑛
𝑙′𝑛(𝜆

−
𝑛 )

𝑒𝜆
−
𝑛 𝑡𝑒𝑛+

+
+∞∑︁
𝑛=1

(︃
+∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑛,𝑘
𝑙′𝑛(𝜆𝑛,𝑘)

𝑒𝜆𝑛,𝑘𝑡

)︃
𝑢0,𝑛𝑒𝑛 + 𝛼

+∞∑︁
𝑛=1

(︃
+∞∑︁
𝑘=1

1

𝑙′𝑛(𝜆𝑛,𝑘)
𝑒𝜆𝑛,𝑘𝑡

)︃
𝑎𝑛𝑢0,𝑛𝑒𝑛+

+
+∞∑︁
𝑛=1

(︃
+∞∑︁
𝑘=1

1

𝑙′𝑛(𝜆𝑛,𝑘)
𝑒𝜆𝑛,𝑘𝑡

)︃
𝑢1,𝑛𝑒𝑛,

(158)

где 𝜆±𝑛 — невещественные точки спектра оператор-функции 𝐿0(𝜆), 𝜆𝑛,𝑘 — веществен-

ные точки спектра 𝐿0(𝜆) такие, что

−𝛾𝑘 < 𝜆𝑛,𝑘 < −𝛾𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝛾0 := 0

для всех натуральных 𝑛.

Доказательство. В силу теоремы 3.4.3 существует и единственное решение за-

дачи (101)–(102) такое, что 𝑢(·) ∈ 𝐶2(R+, 𝐻) ∩ 𝐶1 (R+, 𝐴). Применяя преобразование

Лапласа к уравнению (101), заметим, что для преобразования Лапласа решения задачи

(101) – (102) �̂�(𝜆) справедливы равенства

𝐿0(𝜆)�̂�(𝜆) = (𝜆𝐼 + 𝛼𝐴)𝑢0 + 𝑢1, (159)

�̂�(𝜆) = 𝐿−1
0 (𝜆) ((𝜆𝐼 + 𝛼𝐴)𝑢0 + 𝑢1) .

Так как 𝑢 ∈ 𝐶1 (R+, 𝐻) и ввиду оценки нормы решения (151), при 𝑡 > 0 выполнена

формула обращения

𝑢(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ +𝑖∞

−𝑖∞
𝑒𝜆𝑡�̂�(𝜆)𝑑𝜆 =

1

2𝜋𝑖

∫︁ +𝑖∞

−𝑖∞
𝑒𝜆𝑡𝐿−1

0 (𝜆) ((𝜆𝐼 + 𝛼𝐴)𝑢0 + 𝑢1) 𝑑𝜆.

В силу оценок (70) и (78) резольвенты оператор-функции 𝐿0(𝜆) и леммы 3.4.1

найдётся 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2) такое, что

1

2𝜋𝑖

∫︁ +𝑖∞

−𝑖∞
𝑒𝜆𝑡𝐿−1

0 (𝜆) ((𝜆𝐼 + 𝛼𝐴)𝑢0 + 𝑢1) 𝑑𝜆 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡𝐿−1
0 (𝜆) ((𝜆𝐼 + 𝛼𝐴)𝑢0 + 𝑢1) 𝑑𝜆,
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где Λ𝛿 — граница угла {|arg𝜆| < 𝛿 + 𝜋/2}. Разложим 𝑢0 и 𝑢1 в ряды Фурье по системе

собственных векторов оператора 𝐴, тогда для решения 𝑢(𝑡) будет справедлива следую-

щая формула

𝑢(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

+∞∑︁
𝑛=1

𝑒𝜆𝑡
(︂
𝜆+ 𝛼𝑎𝑛
𝑙𝑛(𝜆)

𝑢0,𝑛 +
1

𝑙𝑛(𝜆)
𝑢1,𝑛

)︂
𝑒𝑛𝑑𝜆.

Докажем, что суммирование можно вынести за знак интеграла. Рассмотрим функ-

ции

𝑓𝑁(𝜆) :=
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑒𝜆𝑡
(︂
𝜆+ 𝛼𝑎𝑛
𝑙𝑛(𝜆)

𝑢0,𝑛 +
1

𝑙𝑛(𝜆)
𝑢1,𝑛

)︂
𝑒𝑛𝑑𝜆,

𝑓(𝜆) :=
+∞∑︁
𝑛=1

𝑒𝜆𝑡
(︂
𝜆+ 𝛼𝑎𝑛
𝑙𝑛(𝜆)

𝑢0,𝑛 +
1

𝑙𝑛(𝜆)
𝑢1,𝑛

)︂
𝑒𝑛𝑑𝜆 = 𝑒𝜆𝑡𝐿−1

0 (𝜆) ((𝜆𝐼 + 𝛼𝐴)𝑢0 + 𝑢1) .

Докажем равенство

lim
𝑁→+∞

∫︁
Λ𝛿

𝑓𝑁(𝜆)𝑑𝜆 =

∫︁
Λ𝛿

𝑓(𝜆)𝑑𝜆,

применив теорему Лебега о мажорируемой сходимиости. Отметим, что ввиду ортого-

нальности системы {𝑒𝑛}+∞
𝑛=1 имеем ‖𝑓𝑁(𝜆)‖ ≤ ‖𝑓(𝜆)‖ для 𝜆 ∈ {|arg𝜆| < 𝛿 + 𝜋/2}. Следу-

ющий интеграл сходится∫︁
Λ𝛿

‖𝑓(𝜆)‖ 𝑑|𝜆| = 2

∫︁ +∞

0

𝑒−𝑡|𝜆| sin 𝛿
⃦⃦
𝐿−1
0 (𝜆) (𝜆𝐼 + 𝛼𝐴)𝑢0 + 𝑢1

⃦⃦
𝑑|𝜆|.

Из оценок нормы резольвенты 𝐿−1
0 (𝜆) вытекает⃦⃦

𝐿−1
0 (𝜆) (𝜆𝐼 + 𝛼𝐴)𝑢0 + 𝑢1

⃦⃦
→ 0,

при 𝜆 ∈ Λ𝛿, |𝜆| → +∞, откуда вытекает сходимость интеграла
∫︁
Λ𝛿

‖𝑓(𝜆)‖ 𝑑|𝜆|. К после-

довательности функций {𝑓𝑁}+∞
𝑁=1 применим теорему о мажорируемой сходимости и тем

самым установим равенство

lim
𝑁→+∞

∫︁
Λ𝛿

𝑓𝑁(𝜆)𝑑𝜆 =

∫︁
Λ𝛿

𝑓(𝜆)𝑑𝜆,

т.е. справедливо

𝑢(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

+∞∑︁
𝑛=1

𝑒𝜆𝑡
(︂
𝜆+ 𝛼𝑎𝑛
𝑙𝑛(𝜆)

𝑢0,𝑛 +
1

𝑙𝑛(𝜆)
𝑢1,𝑛

)︂
𝑒𝑛𝑑𝜆 =

=
1

2𝜋𝑖

+∞∑︁
𝑛=1

(︂∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡
(︂
𝜆+ 𝛼𝑎𝑛
𝑙𝑛(𝜆)

𝑢0,𝑛 +
1

𝑙𝑛(𝜆)
𝑢1,𝑛

)︂
𝑑𝜆

)︂
𝑒𝑛. (160)
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Для завершения доказательства теоремы достаточно вычислить интегралы

𝐼1,𝑛(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡

𝑙𝑛(𝜆)
𝑑𝜆

и

𝐼2,𝑛(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

𝜆𝑒𝜆𝑡

𝑙𝑛(𝜆)
𝑑𝜆

для каждого натурального 𝑛 и положительного 𝑡. Пусть {𝑧𝑘}+∞
𝑘=1 — последовательность

нулей функции

𝑔(𝜆) = 𝛼𝜆+ 1−
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗 + 𝜆

.

По лемме 2.2.2 нули функции 𝑔(𝜆) вещественны, причём для них выполнены следующие

неравенства

−𝛾𝑘 < 𝑧𝑘 < −𝛾𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝛾0 := 0.

Последнее, очевидно, следует из монотонности функции 𝑔(𝑥) на каждом интервале

(−𝛾𝑘+1,−𝛾𝑘). Рассмотрим контуры Λ𝛿,𝑘 := {𝜆 ∈ C : |arg 𝜆| = 𝜋/2 + 𝛿, Re 𝜆 ≥ 𝑧𝑘} и

𝐶𝑘 := {𝜋/2 + 𝛿 < arg𝜆 < 3𝜋/2− 𝛿, Re 𝜆 = 𝑧𝑘} . Применим теорему Коши о вычетах к

интегралу по контуру Λ𝛿,𝑘 ∪ 𝐶𝑘:

1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿,𝑘∪𝐶𝑘

𝑒𝜆𝑡

𝑙𝑛(𝜆)
𝑑𝜆 =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑒𝜆𝑛,𝑗𝑡

𝑙′𝑛(𝜆𝑛,𝑗)
+

𝑒𝜆
+
𝑛 𝑡

𝑙′𝑛(𝜆
+
𝑛 )

+
𝑒𝜆

−
𝑛 𝑡

𝑙′𝑛(𝜆
−
𝑛 )
,

в случае, если 𝑙𝑛(𝜆) содержит внутри контура Λ𝛿,𝑘 ∪ 𝐶𝑘 невещественные корни и

1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿,𝑘∪𝐶𝑘

𝑒𝜆𝑡

𝑙𝑛(𝜆)
𝑑𝜆 =

𝑚(𝑘,𝑛)∑︁
𝑗=1

𝑒𝜆𝑛,𝑗𝑡

𝑙′𝑛(𝜆𝑛,𝑗)
,

если все корни вещественные. При этом 0 ≤ 𝑚(𝑘, 𝑛)− 𝑘 ≤ 2. Покажем, что

lim
𝑘→+∞

∫︁
Λ𝛿,𝑘∪𝐶𝑘

𝑒𝜆𝑡

𝑙𝑛(𝜆)
𝑑𝜆 =

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡

𝑙𝑛(𝜆)
𝑑𝜆.

Очевидно, для этого достаточно доказать, что

lim
𝑘→+∞

∫︁
𝐶𝑘

𝑒𝜆𝑡

𝑙𝑛(𝜆)
𝑑𝜆→ 0, 𝑘 → +∞.

Для доказательства последнего соотношения потребуются некоторые оценки функ-

ции 𝑙𝑛(𝜆) на вертикальном отрезке 𝐶𝑘. По определению величины 𝑧𝑘 для 𝑙𝑛(𝜆) в этой
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точке выполняется равенство 𝑙𝑛(𝑧𝑘) = 𝑧2𝑘. Функция 𝑙𝑛(𝜆) непрерывна на отрезке 𝐶𝑘, сле-

довательно, найдутся 𝑚 > 0 и 𝜌 > 0 такие, что на отрезке [𝑧𝑘 − 𝑖𝜌, 𝑧𝑘 + 𝑖𝜌] справедлива

оценка

|𝑙𝑛(𝜆)| ≥ 𝑚|𝑧𝑘|2. (161)

На промежутке

(︂
𝑧𝑘 + 𝑖𝜌, 𝑧𝑘 + 𝑖

𝑧𝑘
tg 𝛿

)︂
ввиду условия (62) имеем

⃒⃒⃒⃒
⃒
+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

+∞∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
𝑐𝑗

𝛾𝑗 + 𝑥+ 𝑖𝑦

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝜌

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗.

Таким образом, на указанном интервале |𝑙𝑛(𝜆)| можно оценить следующим образом

|𝑙𝑛(𝜆)| ≥ |𝜆|2 − 𝛼𝑎𝑛|𝜆| − 𝑎𝑛 −
𝑎𝑛
𝜌

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗 ≥ |𝑧𝑘|2 + 𝜌2−

− 𝛼𝑎𝑛|𝑧𝑘|
(︂
1 +

1

tg2 𝛿

)︂1/2

− 𝑎𝑛 −
𝑎𝑛
𝜌

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗 = |𝑧𝑘|2 (1 + 𝑜(1)) , 𝑘 → +∞.

Интеграл
∫︁
𝐶𝑘

𝑒𝜆𝑡

𝑙𝑛(𝜆)
𝑑𝜆 допускает тогда оценку

∫︁
𝐶𝑘

𝑒𝜆𝑡

𝑙𝑛(𝜆)
𝑑𝜆 ≤ max

𝜆∈𝐶𝑘

⃒⃒⃒⃒
1

𝑙𝑛(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
𝑒−|𝑧𝑘|𝑡2|𝑧𝑘|

tg 𝛿
≤ 2𝑀𝑒−|𝑧𝑘|𝑡

|𝑧𝑘|tg 𝛿
, (162)

где 𝑀 — некоторая положительная константа. Аналогично∫︁
𝐶𝑘

𝜆𝑒𝜆𝑡

𝑙𝑛(𝜆)
𝑑𝜆 ≤ 2𝑀1𝑒

−|𝑧𝑘|𝑡

tg 𝛿
, (163)

где 𝑀1 — положительная постоянная. Из оценок (162) – (163), переходя к пределу при

𝑘 → +∞, для интеграла 𝐼1,𝑛(𝑡) справедливы равенства

𝐼1,𝑛(𝑡) =
+∞∑︁
𝑗=1

𝑒𝜆𝑛,𝑗𝑡

𝑙′𝑛(𝜆𝑛,𝑗)
+

𝑒𝜆
+
𝑛 𝑡

𝑙′𝑛(𝜆
+
𝑛 )

+
𝑒𝜆

−
𝑛 𝑡

𝑙′𝑛(𝜆
−
𝑛 )

и

𝐼1,𝑛(𝑡) =
+∞∑︁
𝑗=1

𝑒𝜆𝑛,𝑗𝑡

𝑙′𝑛(𝜆𝑛,𝑗)

в случае, когда 𝑙𝑛(𝜆) не имеет невещественных корней. Аналогично для 𝐼2,𝑛(𝑡) имеют

место равенства

𝐼2,𝑛(𝑡) =
+∞∑︁
𝑗=1

𝜆𝑛,𝑗𝑒
𝜆𝑛,𝑗𝑡

𝑙′𝑛(𝜆𝑛,𝑗)
+
𝜆+𝑛 𝑒

𝜆+
𝑛 𝑡

𝑙′𝑛(𝜆
+
𝑛 )

+
𝜆−𝑛 𝑒

𝜆−
𝑛 𝑡

𝑙′𝑛(𝜆
−
𝑛 )
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и

𝐼2,𝑛(𝑡) =
+∞∑︁
𝑗=1

𝜆𝑛,𝑗𝑒
𝜆𝑛,𝑗𝑡

𝑙′𝑛(𝜆𝑛,𝑗)

в случае отсутствия невещественных корней. Подставляя полученные выражения для

𝐼1,𝑛(𝑡), 𝐼2,𝑛(𝑡) в представление (160), приходим к представлению (158), чем завершаем

доказательство теоремы.

3.6 Выводы к третьей главе

В настоящей главе изучен вопрос о корректной разрешимости интегро-дифференци-

ального уравнения типа Гуртина-Пипкина с дополнительным слагаемым трения Кельвина–

Фойгхта. Вопрос о корректной разрешимости изучался с позиций теории полугрупп.

Исходная задача представляется в виде эволюционной задачи (119)–(120) (см. §3.2),

причём оператор в правой части является генератором сжимающей 𝐶0-полугруппы,

голоморфной в некотором угле правой полуплоскости (см. §3.3 теорема 3.3.1). Эти ре-

зультаты опубликованы в работе [51]

Из этих результатов вытекает корректная разрешимость исходной задачи (см. §3.4

теорема 3.4.3). Наконец, в §3.5 получено представление решения в виде ряда из экспо-

нент (см. теорема 3.5.1), полностью завершив изучение задачи (101) – (102) для случая,

когда ядро вольтерровой свёртки представляется в виде ряда из эксопнент.

В качестве замечания укажем, что полугрупповой подход позволяет получить ре-

шение задачи (101)–(102) в ослабленном смысле при более слабых ограничениях на

начальные условия (см. §3.4 замечание 3.4.1).
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4 Исследование общего случая вольтеррова интегро-

дифференциального уравнения с интегральным яд-

ром свёртки и некоммутирующими операторными

слагаемыми

4.1 Введение

В настоящей главе проведём подробный анализ исходной задачи Коши вида (36)

– (37). Будут получены результаты о корректной разрешимости указанной задачи в

классическом смысле. Для изучения вопроса о разрешимости будем использовать по-

лугрупповой подход, аналогичный рассмотренному в предыдущей главе.

Задача (36) – (37) для интегро-дифференциального уравнения второго порядка бу-

дет приведена к эволюционной задаче вида (119)–(120) в некотором новом гильбертовом

пространстве (см. §4.2). Будет доказано, что оператор в правой части является генера-

тором сжимающей полугруппы, аналитической в некотором угле правой полуплоскости

(см. §4.3), на основе чего будет сделан вывод о классической корректной разрешимости

исходной задачи (см. §4.4).

4.2 Сведение интегро-дифференциального уравнения второго по-

рядка к эволюционной задаче

Переход от задачи (36)–(37) к эволюционной задаче производится аналогично(см.§3.2)

главе 3 настоящей работы. Прежде всего введём новое гильбертово пространство H.

На R+ можно ввести неотрицательную меру 𝜈:

𝜈(A) :=
∫︁
A
𝑑𝜇(𝜏), (164)

где A ⊂ R+ — борелевское множество. Интеграл (164) понимается в смысле Лебега-

Стилтьеса. Рассмотрим теперь семейство гильбертовых пространств𝐻(𝜏) := 𝐻, 𝜏 ∈ R+.

Семейство гильбертовых пространств 𝐻(𝜏) образует 𝜈-измеримое поле (см. [39], п. 2.3).

Пространство

𝐿2(𝐻,𝜇) :=

∫︁ +∞

0

𝐻(𝜏)𝑑𝜇(𝜏) (165)
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— пространство 𝜈-почти всюду определённых измеримых (в сильном смысле) функций

𝑓 : R+ → 𝐻 таких, что

‖𝑓‖2𝐿2(𝐻,𝜇) =

∫︁ +∞

0

‖𝑓(𝜏)‖2𝐻𝑑𝜇(𝜏) < +∞.

Пространство 𝐿2(𝐻,𝜇) является сепарабельным гильбертовым ([20], c. 148). Далее нор-

ма и скалярное произведение в пространстве 𝐻 будут обозначаться ‖ · ‖ и (·, ·) соответ-

ственно, а в пространстве 𝐿2(𝐻,𝜇) — ‖ · ‖2 и (·, ·)2.

Рассмотрим операторы 𝑆, 𝑆* и Γ, действующие в пространствах:

𝑆 : 𝐻 → 𝐿2(𝐻,𝜇),

𝑆* : 𝐿2(𝐻,𝜇) → 𝐻,

Γ : Dom(Γ) ⊂ 𝐿2(𝐻,𝜇) → 𝐿2(𝐻,𝜇),

по следующим правилам:

𝑆ℎ(𝜏) :=
1√
𝜏
ℎ, ℎ ∈ 𝐻,

𝑆*𝑓 :=

∫︁ +∞

0

1√
𝜏
𝑓(𝜏)𝑑𝜇(𝜏), 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐻,𝜇),

Γ𝑓(𝜏) := 𝜏𝑓(𝜏), 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐻,𝜇).

Отметим при этом, что операторы 𝑆 и 𝑆* — ограничены, что следует из неравенств:

‖𝑆ℎ‖22 =
∫︁ +∞

0

‖ℎ‖2

𝜏
𝑑𝜇(𝜏) < ‖ℎ‖2,

‖𝑆*𝑓‖2 =
⃦⃦⃦⃦∫︁ +∞

0

𝑓(𝜏)√
𝜏
𝑑𝜇(𝜏)

⃦⃦⃦⃦2
≤
∫︁ +∞

0

‖𝑓‖2 𝑑𝜇(𝜏)
∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
< ‖𝑓‖22,

и являются взаимно сопряжёнными:

(𝑆ℎ, 𝑓)2 =

∫︁ +∞

0

1√
𝜏
(ℎ, 𝑓(𝜏)) 𝑑𝜇(𝜏) =

(︂
ℎ,

∫︁ +∞

0

𝑓(𝜏)√
𝜏
𝑑𝜇(𝜏)

)︂
= (ℎ, 𝑆*𝑓).

Оператор Γ — самосопряжён как оператор умножения на независимую переменную в

гильбертовом пространстве ([5], п.54), при этом является положительно определенным

в пространстве 𝐿2(𝐻,𝜇), ввиду того, что носитель меры 𝜈 отделён от 0.

Определим пространство H := 𝐻 ⊕𝐻 ⊕ 𝐿2(𝐻,𝜇) со скалярным произведением:

(·, ·)H := (·, ·) + (·, ·) + (·, ·)2,
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индуцирующим евклидову норму, относительно которой H полно. Таким образом, H —

сепарабельное гильбертово пространство.

Как указано в главе 1, из свойств (A) — (C) операторов вытекает, что оператор(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
𝑑𝜏

)︂
· 𝐼 +𝐴−1/2𝐶𝐴−1/2 является ограниченным, самосопряжённым, по-

ложительно определённым оператором, следовательно, определён оператор

�̃� :=

(︂(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
𝑑𝜏

)︂
𝐼 + 𝐴−1/2𝐶𝐴−1/2

)︂1/2

. (166)

Введём теперь новые функции 𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡) : R+ → 𝐻 и 𝑤(𝑡, 𝜏) : R2
+ → 𝐻, определя-

емые равенствами

𝑣(𝑡) =
𝑑𝑢

𝑑𝑡
(𝑡), (167)

𝜌(𝑡) = �̃�𝐴1/2𝑣(𝑡), (168)

𝑤(𝑡, 𝜏) =

∫︁ 𝑡

0

1√
𝜏
𝑒−𝜏(𝑡−𝑠)𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠. (169)

С помощью формулы интегрирования по частям, как и в §3.2, преобразуем урав-

нение (36):

(𝐴+ 𝐶)𝑢(𝑡)−
∫︁ 𝑡

0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 =

(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏

)︂
𝐴𝑢(𝑡) + 𝐶𝑢(𝑡)+

+

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
𝐴𝑢(𝑡)−

∫︁ 𝑡

0

(︂∫︁ +∞

0

𝑒−𝜏(𝑡−𝑠)𝑑𝜇(𝜏)

)︂
𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 =

=

(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏

)︂
𝐴𝑢(𝑡) + 𝐶𝑢(𝑡) +

∫︁ +∞

0

𝑒−𝜏𝑡

𝜏
𝑑𝜇(𝜏)𝐴𝑢(0)+

+

∫︁ 𝑡

0

(︂∫︁ +∞

0

𝑒−𝜏(𝑡−𝑠)

𝜏
𝑑𝜇(𝜏)

)︂
𝐴
𝑑𝑢(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠 = 𝐴1/2�̃�𝜌(𝑡)− 𝑓(𝑡)+

+ 𝐴1/2

∫︁ +∞

0

1√
𝜏

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝜏(𝑡−𝑠)

√
𝜏

𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑑𝜇(𝜏) =

= 𝐴1/2�̃�𝜌(𝑡)− 𝑓(𝑡) +
(︀
𝐴1/2𝑆*𝑤

)︀
(𝑡), (170)

где 𝑓(𝑡) =
∫︁ +∞

0

𝑒−𝜏𝑡

𝜏
𝑑𝜇(𝜏)𝐴𝑢(0). Полученное выражение подставим в (36) и добавим к

нему следующие уравнения

�̇�(𝑡) = �̃�𝐴1/2𝑣(𝑡),

�̇�(𝑡, 𝜏) =
1

𝜏
𝐴1/2𝑣(𝑡)− 𝜏𝑤(𝑡, 𝜏),
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причём последнее перепишем в операторном виде, рассматривая функцию 𝑤(𝑡) :=

𝑤(𝑡, ·) как отображение 𝑤 : R+ → 𝐿2(𝐻,𝜇):

�̇�(𝑡) = 𝑆𝐴1/2𝑣(𝑡)− Γ𝑤(𝑡).

В итоге получаем следующую систему дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̇�(𝑡) = 𝐴1/2

(︁
−𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡)− �̃�𝜌(𝑡)− 𝑆*𝑤(𝑡)

)︁
+ 𝑓(𝑡),

�̇�(𝑡) = �̃�𝐴1/2𝑣(𝑡),

�̇�(𝑡) = 𝑆𝐴1/2𝑣(𝑡)− Γ𝑤(𝑡).

(171)

Наконец, запишем начальные условия

𝑣(0) = 𝑢1, 𝜌(0) = �̃�𝐴1/2𝑢0, 𝑤(0) = 0. (172)

Рассмотрим оператор 𝒜, действующий в пространстве H:

𝒜 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
−𝛼𝐼 −�̃� −𝑆*

�̃� 0 0

𝑆 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ (173)

на области определения:

Dom(𝒜) =
{︁
(𝑢, 𝜌, 𝑣)𝑇 ∈ H : 𝑣 ∈ Dom(Γ), (−𝛼𝐴1/2𝑢− �̃�𝜌− 𝑆*𝑣) ∈ Dom(𝐴1/2)

}︁
. (174)

Рассматривая вектор (𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡), 𝑤(𝑡))𝑇 как вектор-функцию 𝑥(𝑡) со значениями в

H, запишем задачу (171) – (172) в виде

�̇�(𝑡) = 𝒜𝑥(𝑡) + 𝐹 (𝑡), (175)

𝑥(0) = 𝑥0, (176)

где 𝑥(𝑡) = (𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡), 𝑤(𝑡))𝑇 , 𝐹 (𝑡) = (𝑓(𝑡), 0, 0)𝑇 , 𝑥0 =
(︁
𝑢1, �̃�𝐴

1/2𝑢0, 0
)︁
.

Докажем, что новая задача Коши (175) – (176) имеет единственное классическое

решение, аналитическое в некотором угле правой полуплоскости, которое при должных

ограничениях на векторы 𝑢0 и 𝑢1 является решением исходной задачи (36)–(37).
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4.3 Об аналитичности полугруппы операторов, порождаемой эво-

люционной задачей

В настоящем разделе будет доказано, что оператор 𝒜 является генератором сжи-

мающей аналитической полугруппы. Результат этот опубликован в работе [52]. В целом,

ход рассуждений в доказательстве во многом аналогичен проведённому в §3.3 с неко-

торыми уточнениями, касающимися некоммутирующих операторов. Сперва установим

основные свойства оператора 𝒜.

Лемма 4.3.1. Dom(𝒜) всюду плотно в H. При этом оператор 𝒜 замкнут и дис-

сипативен.

Доказательство. Рассмотрим множество 𝑉 векторов вида (𝑢, 𝜌, 𝑣)𝑇 , где 𝑢 ∈ Dom(𝐴),

𝜌 ∈ Dom(𝐴1/2), 𝑣(𝜏)— кусочно-постоянная функция, принимающая значения в Dom(𝐴1/2),

и 𝑣(𝜏) ≡ 0 вне некоторого компакта R+, где 0 — элемент 𝐻. Заметим, что 𝑉 ⊂ Dom(𝒜).

Действительно, �̃� = (1−𝐾(0)) 𝐼 + 𝐴−1/2𝐶𝐴−1/2 на Dom(𝐴1/2) и �̃�𝜌 ∈ Dom(𝐴1/2), при

𝜌 ∈ Dom(𝐴1/2). Далее,

∫︁ +∞

0

‖𝜏𝑣(𝜏)‖2 𝑑𝜇(𝜏) =
∫︁
𝐾

‖𝜏𝑣(𝜏)‖2 𝑑𝜇(𝜏) < +∞,

𝐾 — компакт в R+. Кроме этого,⃦⃦⃦⃦
𝐴1/2

∫︁ +∞

0

𝑣(𝜏)√
𝜏
𝑑𝜇(𝜏)

⃦⃦⃦⃦
≤
(︂∫︁ +∞

0

⃦⃦
𝐴1/2𝑣(𝜏)

⃦⃦2
𝑑𝜇(𝜏)

)︂1/2(︂∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏

)︂1/2

<

<

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

⃦⃦
𝐴1/2𝑣𝑖

⃦⃦2)︃1/2

< +∞,

где 𝑣𝑖 — различные ненулевые значения функции 𝑣(𝜏) в Dom(𝐴1/2). Множество 𝑉 всюду

плотно в H. Действительно, Dom(𝐴) и Dom(𝐴1/2) плотны в 𝐻, в силу самосопряжён-

ности оператора 𝐴. Кусочно-постоянные функции с компактным носителем плотны

в 𝐿2(𝐻,𝜇). Ввиду плотности Dom(𝐴1/2) в 𝐻, эти функции могут быть приближены

функциями вида 𝑣(𝜏) со значениями в Dom(𝐴1/2). Следовательно, Dom(𝒜) плотно в H.

Первое утверждение леммы доказано.

Рассмотрим последовательность {𝑥𝑛}+∞
𝑛=1 ⊂ Dom(𝒜) такую, что 𝑥𝑛 → 𝑥 ∈ H и

𝒜𝑥𝑛 → 𝑦 ∈ H при 𝑛→ +∞. По определению замкнутости линейного оператора, нужно

показать, что 𝑥 ∈ Dom(𝒜) и 𝑦 = 𝒜𝑥.
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Поскольку 𝑥𝑛 ∈ Dom(𝒜), то 𝑥𝑛 = (𝑢𝑛, 𝜌𝑛, 𝑣𝑛)
𝑇 , где 𝑣𝑛 ∈ Dom(Γ) и (−𝛼𝐴1/2𝑢𝑛 −

�̃�𝜌𝑛 − 𝑆*𝑣𝑛) ∈ Dom(𝐴1/2), откуда, в частности, следует, что 𝑢𝑛 ∈ Dom(𝐴1/2). Пусть

𝑥 = (𝑢, 𝜌, 𝑣)𝑇 , причём, очевидно, 𝑢𝑛 → 𝑢, 𝜌𝑛 → 𝜌 в 𝐻 и 𝑣𝑛 → 𝑣 в 𝐿2(𝐻,𝜇) при 𝑛→ +∞.

Подействуем оператором 𝒜 на вектор 𝑥𝑛:

𝒜𝑥𝑛 = 𝒜

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑢𝑛

𝜌𝑛

𝑣𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2(−𝛼𝐴1/2𝑢𝑛 − �̃�𝜌𝑛 − 𝑆*𝑣𝑛)

�̃�𝐴1/2𝑢𝑛

𝑆𝐴1/2𝑢𝑛 − Γ𝑣𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠→ 𝑦 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦𝑢

𝑦𝜌

𝑦𝑣

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Отсюда имеем �̃�𝐴1/2𝑢𝑛 → 𝑦𝜌, следовательно, 𝐴1/2𝑢𝑛 → �̃�−1𝑦𝜌 при 𝑛→ +∞. Ввиду

замкнутости 𝐴1/2, 𝑢 ∈ Dom(𝐴1/2) и 𝐴1/2𝑢 = �̃�−1𝑦𝜌, следовательно, 𝑦𝜌 = �̃�𝐴1/2𝑢.

Далее, ввиду ограниченности 𝑆, 𝑆𝐴1/2𝑢𝑛 → 𝑆𝐴1/2𝑢, следовательно, Γ𝑣𝑛 → (𝑦𝑣 −

𝑆𝐴1/2𝑢) ∈ 𝐿2(𝐻,𝜇), при 𝑛→ +∞. Оператор Γ — самосопряжён в 𝐿2(𝐻,𝜇), следователь-

но, замкнут, отсюда следует, что Γ𝑣 = 𝑆𝐴1/2𝑢− 𝑦𝑣, то есть 𝑦𝑣 = 𝑆𝐴1/2𝑢− Γ𝑣.

Наконец, 𝐴1/2(−𝛼𝐴1/2𝑢𝑛 − �̃�𝜌𝑛 −𝑆*𝑣𝑛) → 𝑦𝑢, при этом (−𝛼𝐴1/2𝑢𝑛 − �̃�𝜌𝑛 −𝑆*𝑣𝑛) →

(−𝛼𝐴1/2𝑢− �̃�𝜌− 𝑆*𝑣) при 𝑛 → +∞. Ввиду замкнутости 𝐴1/2, (−𝛼𝐴1/2𝑢− �̃�𝜌− 𝑆*𝑣) ∈

Dom(𝐴1/2) и 𝑦𝑢 = 𝐴1/2(−𝛼𝐴1/2𝑢− �̃�𝜌− 𝑆*𝑣). Замкнутость оператора 𝒜 доказана.

Как и в работе [51] (лемма 2) проверяется непосредственно, что 𝒜 является дисси-

пативным, т.е. Re(𝒜ℎ, ℎ)H ≤ 0 для любого ℎ ∈ Dom(𝒜). Тем самым, лемма полностью

доказана.

Для оператора 𝒜 далее потребуются факторизации, аналогичные (124) и (125),

доказанные в главе 4.

Лемма 4.3.2. Пусть 𝜆 /∈ (−∞,−𝑑0), 𝜆 ̸= 0. Тогда справедливо разложение:

𝒜− 𝜆𝐼 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 1

𝜆
�̃� 𝑆*(Γ + 𝜆𝐼)−1

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
− 1

𝜆
�̃�(𝜆) 0 0

0 −𝜆𝐼 0

0 0 −(Γ + 𝜆𝐼)

⎞⎟⎟⎟⎠×

×

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 0 0

− 1
𝜆
�̃� 𝐼 0

−(Γ + 𝜆𝐼)−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ , (177)

где �̃�(𝜆) = 𝐴−1/2𝐿(𝜆)𝐴−1/2, оператор-функция 𝐿(𝜆) определена равенством (45). Кроме
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того, справедливо разложение

𝒜 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 𝑆*Γ−1

−�̃�𝑇−1 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
−𝑇 0 0

0 −�̃�𝑇−1�̃� 0

0 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 𝑇−1�̃� 0

0 𝐼 0

−Γ−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠×

×

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ , (178)

где 𝑇 = 𝛼𝐼 + 𝑆*Γ−1𝑆.

Доказательство полностью повторяет рассуждения, проведённые при доказатель-

стве леммы 3.3.4.

Лемма 4.3.3 Пусть 𝜆 /∈ (−∞, 𝑑0) ∪ {0}, тогда оператор 𝒜 − 𝜆𝐼 и оператор-

функция �̃�(𝜆) непрерывно обратимы одновременно.

Доказательство. Заметим, что при 𝜆 из условия теоремы операторы⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 1

𝜆
�̃� 𝑆*(Γ + 𝜆𝐼)−1

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
и ⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 0

− 1
𝜆
�̃� 𝐼 0

−(Γ + 𝜆𝐼)−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
ограничены. При этом легко проверить, что ограниченные операторы

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 − 1

𝜆
�̃� −𝑆*(Γ + 𝜆𝐼)−1

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
и ⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 0

1
𝜆
�̃� 𝐼 0

(Γ + 𝜆𝐼)−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
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являются соответственно обратными к ним. Оператор⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
непрерывно обратим, ввиду непрерывной обратимости 𝐴1/2. Таким образом, 𝒜 − 𝜆𝐼

обратим тогда и только тогда, когда обратим⎛⎜⎜⎜⎝
− 1

𝜆
�̃�(𝜆) 0 0

0 −𝜆𝐼 0

0 0 −(Γ + 𝜆𝐼)

⎞⎟⎟⎟⎠
при 𝜆 из условия теоремы. Обратимость же последнего эквивалентна обратимости �̃�(𝜆).

Теорема доказана.

Отметим ещё одно важное свойство оператора 𝒜, следующее из разложения (178).

Лемма 4.3.4 Оператор 𝒜 непрерывно обратим.

Доказательство. Для этого достаточно заметить, что⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 0 𝑆*Γ−1

−�̃�𝑇−1 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
и ⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 𝑇−1�̃� 0

0 𝐼 0

−Γ−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
ограничены, а операторы ⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 −𝑆*Γ−1

�̃�𝑇−1 𝐼 −�̃�𝑇−1𝑆*Γ−1

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 −𝑇−1�̃� 0

0 𝐼 0

Γ−1𝑆 −Γ−1𝑆𝑇−1�̃� 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
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являются к ним обратными. Из (178) следует, что оператор 𝒜 обратим тогда и только

тогда, когда обратим оператор

𝒜 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝑇 0 0

0 −�̃�𝑇−1�̃� 0

0 0 −Γ

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

для обратимости которого в свою очередь требуется непрерывная обратимость 𝑇 =

𝛼𝐼 +𝑆*Γ−1𝑆 и �̃�𝑇−1�̃�. Оператор 𝑇 — ограниченный, самосопряжённый, положительно

определённый. Далее

‖�̃�ℎ‖ =

⃦⃦⃦⃦(︁
(1− �̂�(0)) + 𝐴−1/2𝐶𝐴−1/2

)︁1/2
ℎ

⃦⃦⃦⃦
≥
(︁
1− �̂�(0) −

⃦⃦⃦
𝐴−1/2𝐶𝐴−1/2

⃦⃦⃦)︁1/2
‖ℎ‖,

для любого ℎ ∈ 𝐻. Из этого вытекает, что оператор �̃�𝑇−1�̃� — ограниченный, самосо-

пряжённый, положительно определённый. Тем самым, 𝒜, а значит, и 𝒜 — непрерывно

обратим. Теорема доказана.

Лемма 4.3.4 позволяет свести изучение спектра оператора 𝒜 к изучению спектра

оператор-функции �̃�(𝜆). Опираясь теперь на результаты главы 2, докажем основную

теорему раздела.

Теорема 4.3.1. Пусть выполнено условие (39) и условия (A) – (C),тогда оператор

𝒜 является генератором сжимающей сильно непрерывной полугруппы. Более того,

эта полугруппа является аналитической.

Доказательство.

Обозначим за Λ𝛿 угол Λ𝛿 = {|arg 𝜆| < 𝜋/2 + 𝛿}. Заметим, что найдётся число 𝛿 ∈

(0, 𝜋/2) такое, что 𝜎(�̃�) ∩Λ𝛿 = ∅. Действительно, из теоремы 3.3.2 это справедливо для

𝜎(𝐿). На Dom(𝐴1/2) справедливо равенство

�̃�−1(𝜆) = 𝐴1/2𝐿−1(𝜆)𝐴1/2,

значит, Dom(𝐴1/2) ⊆ Dom(�̃�−1(𝜆)) при 𝜆 ∈ Λ𝛿. Ввиду этого и замкнутости оператора

�̃�(𝜆), получаем Dom(�̃�−1(𝜆)) = 𝐻, откуда, с учётом замкнутости, немедленно вытекает

непрерывная обратимость.

Проверим выполнение условий теоремы об аналитичности полугруппы для опера-

тора 𝒜 (см. (173)). Действительно, по лемме 4.3.1 оператор 𝒜 — диссипативен. Далее,
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из лемм 4.3.2, 4.3.3 и 4.3.4 и вытекает, что оператор 𝒜 не имеет точек спектра при 𝜆 > 0,

а следовательно, Ran(𝒜 − 𝜆𝐼) = Dom ((𝒜− 𝜆𝐼)−1) = 𝐻. Тем самым, условия теоремы

1.1 выполнены и 𝒜 является генератором сжимающей 𝐶0-полугруппы.

Теперь перейдём к проверке условий теоремы 1.2. Из леммы 4.3.3 и теоремы 2.3.2

следует, что спектр 𝒜 содержится в C∖Λ𝛿, 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2). Осталось проверить, что

‖𝑅(𝜆,𝒜)‖ < 𝑀

|𝜆|
. (179)

Рассмотрим разложение (177) оператора 𝒜 − 𝜆𝐼, выпишем с его помощью явный

вид резольвенты 𝑅(𝜆,𝒜):

𝑅(𝜆,𝒜) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴−1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

𝐼 0 0

1
𝜆
�̃� 𝐼 0

(Γ + 𝜆𝐼)−1𝑆 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠×

×

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝜆�̃�−1(𝜆) 0 0

0 − 1
𝜆
𝐼 0

0 0 −(Γ + 𝜆𝐼)−1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 − 1

𝜆
�̃� −𝑆*(Γ + 𝜆𝐼)−1

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴−1/2 0 0

0 𝐼 0

0 0 𝐼

⎞⎟⎟⎟⎠ (180)

и подействуем ей на произвольный элемент (𝑣, 𝜌, 𝑤)𝑇 ∈ H:

𝑅(𝜆,𝒜)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣

𝜌

𝑤

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣

𝜌

�̃�

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

где

𝑣 = −
(︁
𝜆𝐴−1/2�̃�−1(𝜆)𝐴−1/2𝑣 − 𝐴−1/2�̃�−1(𝜆)�̃�𝜌− 𝜆𝐴−1/2�̃�−1(𝜆)𝑆*(Γ + 𝜆𝐼)−1𝑤

)︁
, (181)

𝜌 =
1

𝜆
(�̃�𝐴1/2𝑣 − 𝜌), (182)

�̃� = (Γ + 𝜆𝐼)−1(𝑆𝐴1/2𝑣 − 𝑤). (183)

Для проверки (179) достаточно доказать:

‖𝐴−1/2�̃�−1(𝜆)𝐴−1/2‖ ≤ 𝑀1

|𝜆|2
, (184)

‖𝐴−1/2�̃�−1(𝜆)‖ ≤ 𝑀2

|𝜆|
, (185)
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‖(Γ + 𝜆𝐼)−1‖ ≤ 𝑀3

|𝜆|
, (186)

𝑀1,𝑀2,𝑀3 > 0. Неравенство (184) немедленно следует из равенства 𝐴−1/2�̃�−1(𝜆)𝐴−1/2 =

𝐿−1(𝜆) и теоремы 2.3.3.

Неравенство (185) следует из соотношений

⃦⃦⃦
𝐴−1/2�̃�−1(𝜆)

⃦⃦⃦
=
⃦⃦⃦
�̃�−1(𝜆)𝐴−1/2

⃦⃦⃦
=
⃦⃦
𝐴1/2𝐿−1(𝜆)

⃦⃦
< 𝑀

⃦⃦
𝐴𝐿−1(𝜆)

⃦⃦
<
𝑀2

|𝜆|
.

Последнее неравенство доказано в теореме 2.3.3.

Наконец,

‖Γ + 𝜆𝐼‖ ≤ 1

cos 𝛿|𝜆|
.

при 𝜆 ∈ Λ𝛿. Таким образом, неравенства (184), (185), (186) доказаны, условия теоремы

1.2 выполнены, следовательно, 𝒜 действительно является генератором аналитической

полугруппы в угле
{︁
|arg 𝜆| < 𝛿

}︁
. Теорема доказана.

Полученный результат позволит установить классическую корректую разреши-

мость задачи (36)–(37) в следующем разделе.

4.4 О корректной разрешимости интегро-дифференциального урав-

нения с интегральным ядром вольтерровой свёртки и неком-

мутирующими операторными слагаемыми

Результаты настоящего раздела являются обобщениями результатов §3.4. Опре-

деление понятия классической разрешимости задачи (36)–(37) полностью аналогично

определению классической разрешимости задачи (101)–(102).

Определение 4.4.1. Функция 𝑢 ∈ 𝐶2 (R+, 𝐻) ∩ 𝐶1 (R+, 𝐴) называется классиче-

ским решением задачи (101)–(102), если для каждого 𝑡 ≥ 0 функция 𝑢(𝑡) удовлетворяет

уравнению (36) и начальным условиям (37).

Используя результат §4.3, установим классическоую разрешимость задачи (171)–

(172), определяемую следующим образом.

Определение 4.4.2. Функции (𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡), 𝑤(𝑡)), 𝑣, 𝜌 : R+ → 𝐻, 𝑤 : R+ → 𝐿2(𝐻,𝜇)

называются классическим решением задачи (171) – (172), если эти функции непрерывно
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дифференцируемы на R+ и, кроме этого, справедливо 𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡) + 𝛽𝜌(𝑡) + 𝑆*𝑤(𝑡) ∈

𝐶
(︀
R+, 𝐴

1/2
)︀
, 𝑤 ∈ 𝐶 (R+,Γ). При этом указанные функции для всех 𝑡 ≥ 0 удовлетворяют

уравнениям (171) и начальным условиям (172).

Ввиду доказанной в §4.3 теоремы 4.3.1 справедлив следующий результат о кор-

ректной разрешимости задачи (175) – (176) ([37], см. гл. 3, п. 5).

Теорема 4.4.1. Пусть 𝑥0 ∈ Dom(𝒜), функция 𝐹 (𝑡) локально гёльдерова, тогда

задача (175)–(176) имеет единственное решение 𝑥 ∈ 𝐶1 (R+,H) ∩ 𝐶 (R+,𝒜0), удовле-

творяющее уравнению (175) для любого 𝑡 ≥ 0 и начальному условию (176).

Из указанной теоремы очевидным образом (см. §4.2) следует разрешимость в смыс-

ле определения 4.4.2 задачи (171)–(172) в случае, когда 𝑓(𝑡) — локально гёльдерова.

Далее сформулируем и докажем промежуточный результат о представлении ре-

шения задачи (171)–(172). Рассмотрим следующие вектор-функции

𝑣0(𝜆) := −𝜆𝐿−1(𝜆)𝑢1 + 𝐴−1/2�̃�−1(𝜆)�̃�𝐴1/2𝑢0, (187)

где оператор-функция �̃�(𝜆), как и ранее, определена равенством �̃�(𝜆) = 𝐴−1/2𝐿(𝜆)𝐴−1/2,

𝜌0(𝜆) = −1

𝜆
𝐴1/2𝑢0 +

1

𝜆
�̃�𝐴1/2𝑣0(𝜆), (188)

�̃�0(𝜆) = (Γ + 𝜆𝐼)−1 𝑆𝐴1/2𝑣0(𝜆), (189)

𝑓1(𝜆, 𝑠) = 𝜆𝐿−1(𝜆)𝑓(𝑠), (190)

𝑓2(𝜆, 𝑠) = −�̃�𝐴1/2𝐿−1(𝜆)𝑓(𝑠), (191)

𝑓3(𝜆, 𝑠) = −𝜆 (Γ + 𝜆𝐼)−1 𝑆𝐴1/2𝐿−1(𝜆)𝑓(𝑠). (192)

Теорема 4.4.2. Пусть начальные условия (172) такие, что 𝐴1/2𝑢1 + �̃�𝐴1/2𝑢0 ∈

Dom(𝐴1/2), а 𝑓(𝑡) — локально гёльдерова. Тогда задача (171) – (172) имеет единствен-

ное решение в смысле определения 4.4.2, которое при этом допускает аналитическое

продолжение в угол 𝐷𝛿 := {|arg 𝜆| < 𝛿}. При 𝑡 > 0 для этого решения справедливо

следующее представление:

𝑣(𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑣0(𝜆)𝑑𝜆− 1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆(𝑡−𝑠)𝑓1(𝜆, 𝑠)𝑑𝜆 𝑑𝑠, (193)

𝜌(𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡𝜌0(𝜆)𝑑𝜆− 1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆(𝑡−𝑠)𝑓2(𝜆, 𝑠)𝑑𝜆 𝑑𝑠, (194)

98



𝑤(𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡�̃�0(𝜆)𝑑𝜆− 1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆(𝑡−𝑠)𝑓3(𝜆, 𝑠)𝑑𝜆 𝑑𝑠, (195)

где Λ𝛿 — граница угла из леммы 4.4.1 (см. §4.4), 𝛿 — число из интервала (0, 𝜋/2), при

котором выполнены условия теоремы 4.3.1.

Доказательство. В §4.2 показано, что задача (171) – (172) может быть записана

в виде задачи (175)–(176) с неизвестной функцией 𝑥(𝑡) = (𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡), 𝑤(𝑡))𝑇 , начальным

условием 𝑥0 =
(︀
𝑢1, 𝐴

1/2𝑢0, 0,
)︀𝑇
, оператором 𝒜, определённым равенством (173), с обла-

стью определения (174) и функцией 𝐹 (𝑡) = (𝑓(𝑡), 0, 0)𝑇 . Проверим выполнение условий

теоремы 4.4.1 для полученной задачи.

Локальная гёльдеровость 𝐹 (𝑡) очевидным образом следует из локальной гёльде-

ровости функции 𝑓(𝑡). Из условия 𝐴1/2𝑢1 + �̃�𝐴1/2𝑢0 ∈ Dom(𝐴1/2) вытекает, что 𝑥0 ∈

Dom(𝒜). Таким образом, все условия теоремы 4.4.1 выполнены, и задача (175)–(176)

имеет единственное решение 𝑥(𝑡) в смысле определения 4.4.1.

По теореме 4.3.1 оператор 𝒜 является генератором аналитической в угле 𝐷𝛿 полу-

группы операторов 𝑈(𝑡). Для функции 𝑥(𝑡) справедливо равенство ([37], гл. 1 теорема

6.1):

𝑥(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑈(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠)𝑑𝑠, (196)

где для 𝑈(𝑡) справедливо ([37], гл. 1 теорема 1.3):

𝑈(𝑡)𝑓 = − 1

2𝜋𝑖

∫︁ +𝑖∞

−𝑖∞
𝑒𝜆𝑡𝑅(𝜆,𝒜)𝑓𝑑𝜆, 𝑓 ∈ H. (197)

Из оценки резольвенты 𝒜 (179) и леммы 3.4.1 и представления полугруппы 𝑈(𝑡) (197)

выражение (196) при 𝑡 > 0 принимает вид

𝑥(𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆𝑡𝑅(𝜆,𝒜)𝑥0𝑑𝜆− 1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑡

0

∫︁
Λ𝛿

𝑒𝜆(𝑡−𝑠)𝑅(𝜆,𝒜)𝐹 (𝑠)𝑑𝜆 𝑑𝑠. (198)

Используя разложение (180), а также равенства (181)–(183), запишем 𝑅(𝜆,𝒜)𝑥0 в

переменных задачи (171) – (172):

𝑅(𝜆,𝒜)𝑥0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑣0(𝜆)

𝜌0(𝜆)

�̃�0(𝜆)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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где 𝑣0(𝜆), 𝜌0(𝜆), �̃�0(𝜆) определены равенствами (187) — (189). Аналогично запишем

𝑅(𝜆,𝒜)𝐹 (𝑠):

𝑅(𝜆,𝒜)𝐹 (𝑠) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑓1(𝜆, 𝑠)

𝑓2(𝜆, 𝑠)

𝑓3(𝜆, 𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑓1(𝜆, 𝑠), 𝑓2(𝜆, 𝑠), 𝑓3(𝜆, 𝑠) определены в (190) — (192). С учётом равенства (198)

получаем представления (193) — (195).

Аналитичность в угле 𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡) и 𝑤(𝑡) непосредственно вытекает из аналитичности

𝑥(𝑡). Теорема доказана.

Перейдём, наконец, к заключительному результату настоящей работы — класси-

ческой корректной разрешимости задачи Коши (36) – (37). Будем отталкиваться от

результатов о разрешимости системы (171)–(172). Функция 𝑢(𝑡), удовлетворяющая ра-

венствам �̇�(𝑡) = 𝑣(𝑡) и 𝜌(𝑡) = 𝐴1/2𝑢(𝑡) на R+, где 𝑣(𝑡) и 𝜌(𝑡) входят в решение системы

(171)–(172), будет принимать значения в более широкой области пространства 𝐻, чем

это требуется по определению 4.4.1. В следующей теореме будет доказано, что для

разрешимости задачи (36)–(37) в смысле определения 4.4.1 достаточно, чтобы 𝑢0 и 𝑢1

принадлежали области определения оператора 𝐴. Отметим, что необходимость этого

условия для разрешимости в смысле определения 4.4.1 вытекает из требования, что

уравнение (36) выполнялось в точке 0 и непрерывности решения в нуле.

Теорема 4.4.3. Пусть 𝑢0, 𝑢1 ∈ Dom(𝐴), а также выполнено условие (62). Тогда

задача (36)–(37) имеет единственное решение в смысле определения 4.4.1. При этом

существует число 𝛿 ∈ (0, 𝜋/2) такое, что решение 𝑢(𝑡) допускает аналитическое про-

должение в угол 𝐷𝛿 = {|arg 𝜆| < 𝛿} , и справедлива оценка

‖�̇�(𝑡+ 𝑖𝑠)‖2 +
⃦⃦
𝐴1/2𝑢(𝑡)

⃦⃦2 ≤𝑀𝑒−2𝛾𝑡
(︁
‖𝑢1‖2 +

⃦⃦
𝐴1/2𝑢0

⃦⃦2
+ 𝑡2 ‖𝐴𝑢0‖2

)︁
, (199)

где 𝑀, 𝛾 — положительные поcтоянные.

Доказательство.

В задаче (171) – (172) положим 𝑓(𝑡) = −
∫︁ +∞

0

𝑒−𝜏𝑡

𝜏
𝑑𝜇(𝜏)𝐴𝑢0. В силу условия (62)

функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶1(R+, 𝐻), следовательно, является локально гёльдеровой. Далее из

условия 𝑢1 ∈ Dom(𝐴) и 𝑢0 ∈ Dom(𝐴) вытекает 𝛼𝐴1/2𝑢1 + �̃�𝐴1/2𝑢0 ∈ Dom(𝐴1/2).
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Пусть (𝑣(𝑡), 𝜌(𝑡), 𝑤(𝑡)) — решение задачи (171) – (172). Отметим, что ввиду 𝜌 ∈

𝐶1 (R+, 𝐻) имеем, что функция 𝑣 ∈ 𝐶
(︀
R+, 𝐴

1/2
)︀
. Из второго уравнения (111) выразим

𝜌(𝑡):

𝜌(𝑡) = �̃�𝐴1/2𝑢0 +

∫︁ 𝑡

0

�̃�𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠. (200)

Из третьего уравнения (171) для функции 𝑤(𝑡) справедливо равенство.

𝑤(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑈Γ(𝑡− 𝑠)𝑆𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠, (201)

где 𝑈Γ(𝑡) — полугруппа операторов в 𝐿2(𝐻,𝜇), генерируемая оператором −Γ, причём

‖𝑈Γ(𝑡)‖ ≤ 𝐾(0)𝑒−𝑑0𝑡.

В силу теоремы 4.4.1 и равенства (174) функция 𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡)+𝐵𝜌(𝑡)+𝑆*𝑤(𝑡) = 𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡)+

�̃�2𝐴1/2𝑢0 +

∫︁ 𝑡

0

(︁
�̃�2 + 𝑆*𝑈Γ(𝑡− 𝑠)𝑆𝐴1/2𝑣(𝑠)

)︁
𝑑𝑠 ∈ 𝐶(R+, 𝐴

1/2).

Поскольку 𝑢0 ∈ Dom(𝐴), имеем

�̃�2𝐴1/2𝑢0 =

(︂(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏

)︂
𝐼 + 𝐴−1/2𝐶𝐴−1/2

)︂
𝐴1/2𝑢0 =

=

(︂
1−

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏

)︂
𝐴1/2𝑢0 + 𝐴−1/2𝐶𝑢0 ∈ Dom(𝐴1/2),

следовательно,

𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

(︁
�̃�2 + 𝑆*𝑈Γ(𝑡− 𝑠)𝑆𝐴1/2𝑣(𝑠)

)︁
𝑑𝑠 =: 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶(R+, 𝐴

1/2). (202)

Требуется доказать, что �̇� = 𝑣 ∈ 𝐶 (R+, 𝐴), т.е. 𝑣(𝑡) = 𝐴1/2𝑣(𝑡) ∈ 𝐶
(︀
R+, 𝐴

1/2
)︀
. Иными

словами, интегральное уравнение

𝛼𝑣(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

(︁
�̃�2 + 𝑆*𝑈Γ(𝑡− 𝑠)𝑆𝑣(𝑡)

)︁
𝑑𝑠 = 𝑔(𝑡) (203)

разрешимо в пространстве 𝐶
(︀
R+, 𝐴

1/2
)︀
при 𝑔(·) ∈ 𝐶

(︀
R+, 𝐴

1/2
)︀
. Интегральный оператор

𝒦, задаваемый равенством

𝒦𝑓(𝑡) :=
∫︁ 𝑡

0

(︁
�̃�2 + 𝑆*𝑈Γ(𝑡− 𝑠)𝑆

)︁
𝑓(𝑠)𝑑𝑠,

является вольтерровым в пространстве 𝐶
(︀
R+, 𝐴

1/2
)︀
, поскольку ядро этого оператора

есть ограниченный оператор в 𝐻. Из этого по теореме Фредгольма заключаем, что
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интегральное уравнение (203) однозначно разрешимо в пространстве 𝐶
(︀
R+, 𝐴

1/2
)︀
, сле-

довательно, 𝐴1/2𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑡) ∈ 𝐶
(︀
R+, 𝐴

1/2
)︀
. Таким образом, установлено, что функция

𝑣(·) ∈ 𝐶(R+, 𝐴) при 𝑢0 ∈ Dom(𝐴), 𝑢1 ∈ Dom(𝐴).

Рассмотрим функцию 𝑢(𝑡) = 𝑢0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑣(𝑠)𝑑𝑠. Покажем, что эта функция является

решением задачи (36) – (37) в смысле определения 4.4.1. Выполенение начальных усло-

вий (37) очевидным образом следует из непрерывности функции 𝑣(𝑡). Для проверки же

выполнения равенства (36) при 𝑡 ≥ 0 достаточно подставить выражения (200) и (201) в

первое уравнение системы (171) c 𝑓(𝑡) = −
∫︁ +∞

0

𝑒−𝜏𝑡

𝜏
𝑑𝜇(𝜏)𝐴𝑢0:

�̇�(𝑡) = 𝐴1/2

(︂
−𝛼𝐴1/2𝑣(𝑡)− �̃�2𝐴1/2𝑢0 −

∫︁ 𝑡

0

(︁
�̃�2𝐴1/2𝑣(𝑠)− 𝑆*𝑈Γ(𝑡− 𝑠)𝑆𝐴1/2𝑣(𝑠)

)︁
𝑑𝑠

)︂
−

−
∫︁ +∞

0

𝑒−𝜏𝑡

𝜏
𝑑𝜇(𝜏)𝐴𝑢0. (204)

По доказанному оператор 𝐴1/2 в правой части можно занести в скобки. Для интеграль-

ных слагаемых имеем: ∫︁ 𝑡

0

𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐴1/2𝑢(𝑡)− 𝐴1/2𝑢0,

∫︁ 𝑡

0

𝑆*𝑈Γ(𝑡−𝑠)𝑆𝐴1/2𝑣(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑆*𝑆𝐴1/2𝑢(𝑡)−𝑆*𝑈Γ(𝑡−𝑠)𝑆𝐴𝑢0−
∫︁ 𝑡

0

𝑆*Γ𝑈Γ(𝑡−𝑠)𝑆𝐴1/2𝑢(𝑠)𝑑𝑠.

Подставляя полученные равенства в (156) и, пользуясь замкнутостью 𝐴1/2 и равенством

𝐴1/2𝑆*𝑆𝐴1/2ℎ = 𝐴1/2

∫︁ +∞

0

1√
𝜏
𝐴1/2 1√

𝜏
ℎ𝑑𝜇(𝜏) =

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
𝐴ℎ, ℎ ∈ Dom(𝐴),

получим

�̈�(𝑡) + 𝛼𝐴�̇�(𝑡) + �̃�2𝐴𝑢(𝑡) +

∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏
𝐴𝑢(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

(︂∫︁ +∞

0

𝑒−𝜏(𝑡−𝑠)

𝜏
𝑑𝜇(𝜏)

)︂
𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 0.

С учётом �̃�2 = 1−
(︂∫︁ +∞

0

𝑑𝜇(𝜏)

𝜏

)︂
𝐼 + 𝐴−1/2𝐶𝐴−1/2, получаем уравнение (36).

Таким образом, из разрешимости (171) – (172) вытекает разрешимость (36) – (37).

Обратное доказано в §4.2. Оценка (199) доказывается аналогичным образом, как при

доказательстве оценки (151). Теорема доказана.

Доказанный результат является заключительным результатом настоящей главы,

однако здесь следует упомянуть одно важное замечание, касательно свойств операторов

𝐴 и 𝐶, сформулированных в §2.1.
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Замечание о свойствах операторов 𝐴 и 𝐶.

Свойства (A) и (B) операторов 𝐴 и 𝐶, сформулированнные в §2.1 проистекают из

конкретных реализаций уравнения (36) как интегро-дифференциального уравнения с

частными производными в приложениях. Свойство (C) в этом смысле является некото-

рым дополнительным ограничением, гарантирующим экспоненциальную устойчивость

решений задачи (36) – (37). Вообще говоря, оператор
(︁
1−

∫︀ +∞
0

𝑑𝜇(𝜏)
𝜏

)︁
𝐴+𝐶 может иметь

конечное число отрицательных точек, что повлечёт за собой существование конечного

числа положительных точек спектра оператор-функции 𝐿(𝜆), как показано в работе

[41]. Отсюда ввиду леммы 4.3.3 будет вытекать конечное число положительных точек

спектра генератора полугруппы.

4.5 Выводы к четвёртой главе

В настоящей главе была исследована задача (36) –(37) с ненулевым оператором 𝐶 и

слагаемым свёртки с интегральным ядром на предмет классической разрешимости. Для

изучения этого вопроса был использован полугрупповой подход, а именно: задача Коши

для интегро-дифференциального уравнения второго порядка была представлена в виде

системы линейных дифференциальных уравнений (171) – (172) в новом гильбертовом

пространстве. Эта система имеет вид эволюционной задачи (175) – (176) с операторной

матрицей 𝒜 (173).

Основное содержание настоящей главы составляет спектральный анализ операто-

ра, задаваемого матрицей 𝒜, который в свою очередь сводится к исследованию спектра

оператор-функции 𝐿(𝜆) (см. гл. 2). Это было доказано применением к операторной

матрице 𝒜 − 𝜆𝐼 разложения Шура-Фробениуса (см. лемма 4.3.2). На основании полу-

ченных результатов было показано, что оператор 𝒜 является генератором сжимающей

𝐶0-полугурппы, аналитичной в угле (см. §4.3, т. 4.3.1).

Как следствие теоремы об аналитичности полугруппы 4.3.1 получен результат о

классической корректной разрешимости задачи (36) – (37) (теорема 4.4.3). При этом ре-

шение допускает аналитическое продолжение в некоторый угол левой полуплоскости,

в котором имеются оценки нормы этого решения. Отметим, что для результата об экс-

поненциальном убывании решения существенно условие (C) (см. §2.1). Его нарушение
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может привести к экспоненциальному росту решения уравнения (см. замечание к §4.4).
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Заключение

В диссертации изучен спектр оператор-функции, являющейся символом абстракт-

ного интегро-дифференциального уравнения (1), а также исследованы свойства ассо-

циированной с этим уравнением полугруппы операторов. Основные результаты работы

состоят в следующем:

1. Установлена локализация спектра символа интегро-дифференциального уравне-

ния (1), а также получена оценка её резольвенты.

2. Построена эквивалентная задаче (1) – (2) эволюционная задача (28) и доказано,

что полугруппа операторов сдвига вдоль траектории решения этой задачи явля-

ется сильно непрерывной, аналитической в некотором угле.

3. На основе полученных результатов установлена корректная разрешимость задачи

(1) – (2) в классическом смысле (см. определение 2) и в случае, когда оператор

𝐶 нулевой, а ядро свёртки представлено в виде ряда (4), получено представление

решения.

Изложенные результаты носят теоретический характер и могут быть использованы

в дальнейших исследованиях по спектральной теории оператор-функций. Кроме этого,

полученные выводы могут быть использованы в ряде прикладных задач наследственной

механики.

Из перспективных направлений для дальнейшего исследования можно выделить

следующее:

1. Уточнение асимптотики невещественных точек спектра символа интегро-диффе-

ренциального уравнения.

2. Исследование геометрических свойств систем собственных и присоединённых век-

торов генератора полугруппы, ассоциированной с задачей (28) – (29).

3. Оценка скорости сходимости ряда в представлении решения задачи (1) – (2).

4. Изучение задачи (1) – (2) в случае, когда ядра свёртки имеют более общий вид,

например, в случае ядер Работнова.
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