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Введение

Затягивание - это динамическое явление, представляющее собой стаби
лизацию частоты излучения генератора высокодобротным пассивным резона
тором, позволяющим осуществлять частотно-фильтрованную когерентную об
ратную связь с резонатором генератора. Например, затягивание частоты по
лупроводникового лазера на микрорезонатор с высокой добротностью может
привести к существенному подавлению фазовых шумов и соответствующему
уменьшению ширины линии генерации лазера на несколько порядков. Это яв
ление широко изучалось в экспериментах и были получены впечатляющие ре
зультаты, в том числе и уменьшение ширины линии менее 1 Гц, но детальной
теоретической модели, позволяющей как широко использоват это методику в
различных приложениях, так и оптимизировать ее для дальнейшего улучшения
характеристик источников лазерного излучения, не существует. В данной рабо
те разработана такая теория, а также детально проанализированы возможные
режимы, реализующиеся при затягивании одночастотных и многочастотных
лазеров высокодобротными микрорезонаторами.

В течение многих лет эффект затягивания используется в радиофизике,
радиоинженерии и микроволновой электронике с целью улучшения спектраль
ной чистоты устройств [1–11]. Возможность стабилизации лазерных источников
эффектом затягивания позволяет использовать данный эффект в различных
практических приложениях, включая спектроскопию высокого разрешения и
высокоточную метрологию.

Оптический эффект затягивания интенсивно изучался в течение послед
них тридцати лет. Первоначально было показано, что добавление дополнитель
ного частично прозрачного зеркала на выходе лазера Фабри-Перо может приве
сти к уменьшению шума лазера [12–17]. Однако эта схема стабилизации имеет
существенные ограничения из-за динамической неустойчивости, возникающей
при достаточно сильной оптической обратной связи. Обратная связь по относи
тельной мощности на уровне 10−4 способна дестабилизировать систему.

Нестабильность может быть уменьшена, если обратная связь является ча
стотно-селективной. Привязка линии генерации лазера к режиму с высокой доб
ротностью внешнего резонатора обеспечивает быструю частотно-селективную
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оптическую обратную связь, что приводит к улучшенной стабилизации частоты
лазера [18–22]. Эта конфигурация динамически стабильна и может производить
когерентный свет, даже когда относительная обратная связь по мощности пре
вышает десятки процентов. Первоначально она была продемонстрирована с ва
куумными кольцевыми резонаторами [18]. Совсем недавно она была изучена с
монолитными резонаторами, такими как резонаторы полного внутреннего отра
жения [22]. Было показано, что затягивание приводит к уменьшению фазового и
амплитудного шума [18;23], позволяет перестраивать частоту лазерного излуче
ния [22], а также способствует эффективному удвоению частоты [22]. Ширина
линии лазера может быть уменьшена на шесть порядков, если использовать
микрорезонатор с высокой добротностью [24].

Теория явления затягивания была разработана для большишх оптических
резонаторов почти тридцать лет назад [20; 23]. Анализ показал, что для дости
жения наилучших характеристик необходимо иметь высокую добротность опти
ческих мод и высокостабильный оптический путь. К сожалению, метод стабили
зации с использованием больших оптических резонаторов редко использовался
из-за чувствительности резонаторов к внешним воздействиямнтов.

Микрорезонаторы с модами шепчущей галереи (МШГ) [25–35], сочетаю
щие высокую добротность в широком спектральном диапазоне с малыми разме
рами и низкой чувствительностью к окружающей среде, оказались подходящи
ми элементами для реализации подхода затягивания. Недавние исследования
продемонстрировали возможность использования высокодобротных МШГ для
пассивной стабилизации одночастотных полупроводниковых лазеров [24;36–40]
или даже многочастотных [41–44] полупроводниковых лазеров и получения суб
килогерцовых ширин линий. Некоторые из лазеров стали коммерческими про
дуктами [45]. Последние исследования показали возможность сборки лазеров на
фотонных интегральных схемах, где микрорезонаторы с МШГ были заменены
высокодобротными интегральными кольцевыми резонатороми [46–51].

Помимо метода затягивания в настоящее время известны несколько спосо
бов достижения стабильной частоты генерации и узкой ширины линии генера
ции лазерных источников. Одной из возможностей одновременного достижения
высокой мощности и узкой ширины линии является передача узкого частотного
спектра хорошо стабилизированного, но маломощного основного лазера в мощ
ный ведомый диодный лазер широкого спектра с использованием оптической
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инжекции [52]. Однако такие системы довольно сложны и очень чувствитель
ны к условиям окружающей среды, что значительно сокращает возможность
их использования. Уменьшение ширины линии может быть также достигну
то путем стабилизации лазерного диода внешним резонатором с высокой доб
ротностью. Активная стабилизация, такая как метод Паунда-Древера-Холла
(ПДХ) [53–55], является наиболее часто используемым методом, требующим
оптической модуляции и электронной схемы обратной связи. Стабилизация бо
ковой линией [56] обеспечивает стабилизацию без оптической модуляции, но
требует стабильной интенсивности лазера и эталонного уровня. Пассивная ста
билизация полупроводниковых лазеров использует резонансную оптическую об
ратную связь от внешнего оптического элемента [14–16; 18; 22; 57; 58], то есть
дифракционные, брэгговские или голографические решетки в конфигурации
Литтрова или Литтмана [59–63], высокодобротные резонаторы, такие как резо
наторы Фабри-Перо [19; 20; 64; 65] и их комбинации [66; 67]. Высокодобротные
резонаторы ФП, успешно используемые для многих применений лазерной стаби
лизации, являются сравнительно громоздкими, в то время как высококачествен
ные зеркальные покрытия специфичны для выбранной длины волны. Эти про
блемы отсутствуют для микрорезонаторов МШГ [27;32;68;69], которые хорошо
совместимы с обычными лазерными диодами. Современные микрорезонаторы
МШГ изготавливаются из различных стеклянных и кристаллических материа
лов, таких как кварц, щелочноземельные фториды (CaF2, MgF2, BaF2, SrF2),
алмаз, BBO, LiNbO3 и т.д. Они обладают сверхвысокой добротностью в широ
ком спектральном диапазоне [70;71]. При применении микрорезонаторов МШГ
для стабилизации лазеров используется эффект резонансного рэлеевского рас
сеяния [72; 73] на внутренних и поверхностных неоднородностях, когда доля
входящего излучения в резонансе с частотой МШГ моды отражается обратно
на лазер, что приводит к известному в радиофизике эффекту затягивания. Из
вестно, что если к одноконтурному радиочастотному генератору подключается
резонансная нагрузка с добротностью выше, чем у генератора, то стабильность
результирующей частоты генерации будет выше. Коэффициент стабилизации
при этом может составлять много порядков и связан с отношением добротно
сти высокодобротного резонатора к добротности генератора. При связи лазера
с микрорезонатором этот эффект обеспечивает быструю оптическую обратную
связь и может привести к значительному уменьшению ширины линии лазера.
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Впервые продемонстрированный с резонаторами из плавленого кварца [74] этот
метод теперь активно применяется для управления спектральными характери
стиками, например, для сужения ширины линии и стабилизации частоты, раз
личных лазерных источников [37;75;76], в том числе волоконно-кольцевых [77]
и DFB-лазеров [38]. Отметим, что за последнее десятилетие был достигнут боль
шой прогресс в применении этой методики: в 2010 году докладывалось об умень
шении ширины линии полупроводникового лазера с внешним резонатором в 104

раз и была достигнута мгновенная ширина линии менее 200 Гц [38], а в 2015
году ширина линии уменьшилась в 107 раз и достигла суб-Гц уровня [76].

Работы в этом направлении продолжаются и в последние годы и можно
выделить ряд основных направлений. Во-первых, методика, ранее использовав
шаяся, в основном, для телекоммуникационных длин волн, распространяется
и на другие спектральные диапазоны, видимый, УФ и ИК. Например, была
достигнута суб-кГц ширина линии в полупроводниковом лазере с внешним ре
зонатором на длине волны 698 нм (добротность микрорезонатора превышала
1010) [78]. Также был продемонстрирован полупроводниковый лазерный диод
Фабри-Перо из GaN, работающий на длине волны 446.5 нм, с шириной линии
менее 1 МГц [42]. Уменьшение ширины линии достигалось путем затягивания
частоты лазера МШГ резонатором из фторида магния с добротностью 109. За
тягивание обеспечивало работу лазера в режиме с одной продольной модой.
Отметим, что нагруженная добротность резонаторных мод превысила 109 на
длине волны 446.5 нм, что на порядок больше, чем добротность, наблюдае
мая в резонаторах МШГ с ультрафиолетовым излучением. Также изучались
характеристики лазерного диода Фабри-Перо из нитрида галлия, работающе
го на длине волны 370 нм, затянутого высокодобротным резонатором МШГ из
фторида магния [44]. Было показано, что состояние связи сильно зависит от
частотной отстройки между модами лазерного резонатора и микрорезонатора
МШГ. Оптимизируя эту отстройку, можно наблюдать монохроматическое ла
зерное излучение с шириной линии менее 100 кГц. Измеренная в этом режиме
добротность резонатора МШГ превысила 109. Изучалась также возможность
стабилизации лазеров в ИК диапазоне. В частности, исследовалась стабили
зация микрорезонатором МШГ полупроводникового лазера с распределенной
обратной связью на длине волны 2.05 мкм [39]. Измеренный частотный шум
стабилизированного лазера не превышал величину 100 Гц/Гц1/2 в диапазоне от



8

10 Гц до 1 Гц. Мгновенная ширина линии уменьшилась на 4 порядка по срав
нению со свободным лазером и составила 15 Гц при времени измерения 0.1 мс.
Интегральная ширина линии составила 100 Гц. Интересные результаты были
получены для полупроводникового лазера с распределенной обратной связью,
работающего на длине волны 2 мкм, и затянутого высокодобротным кристал
лическим резонатором МШГ [40]: частотный шум лазера был ниже 50 Гц/Гц1/2

при 10 Гц, достигая 0.4 Гц/Гц1/2 при 400 кГц. Мгновенная ширина линии лазера
улучшилась почти на 4 порядка по сравнению со свободным лазером и соста
вила 50 Гц при времени измерения 0,1 мс. Девиация Аллана частоты лазера
составила порядка 10−9 от 1 до 1000 с. Измеренная чувствительность лазера к
ускорению составила менее 5 × 10−11 g−1 в полосе частот 1–200 Гц, а тепловая
чувствительность не превышает 12 МГц/°C. Кроме этого, изучалась возмож
ность стабилизации квантово-каскадного лазера на длине волны 4.3 мкм, и бы
ло показано уменьшение ширины линии до уровня порядка 10 кГц для времен
интегрирования от 1 мс до 1 с [79]. Добротность микрорезонатора из фторида
кальция на этой длине волны была порядка 2.2 × 107. Также была продемон
стрирована возможность перестройки частоты путем управления температурой
резонатора. Отметим, что добротность кристаллических микрорезонаторов из
многих стандартных материалов, в том числе и фторидов магния и кальция,
падает в среднем ИК из-за многофононного поглощения [80], что ограничивает
применимость этих материалов для стабилизации лазеров в данном диапазоне.
Этого недостатка лишены микрорезонаторы из кристаллического кремния, у
которого двухфотонное поглощение отсутствует для длин волн более 2.3 мкм, а
многофононное – для длин волн менее 7 мкм. Этот материал также обладает вы
сокой нелинейностью, что может быть использовано для генерации частотных
гребенок стабилизированным лазером. Ранее известная из литературы доброт
ность кремниевых микрорезонаторов не превышала 2.2 × 107, что было на два
порядка меньше, чем добротность микрорезонаторов из кристаллических флю
оридов. Однако разработанная недавно революционная методика, основанная
на алмазном точении и последующей асимптотической полировке с использо
ванием коллоидного раствора диоксида кремния с зерном 0-0.07 мкм вместо
алмазной суспензии, позволила достичь добротности 1.2 × 109 на длине волны
1550 нм, что делает кремниевые микрорезонаторы весьма перспективными для
стабилизации лазерных источников в среднем ИК [35].
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Актуальной темой исследований является улучшение стабильности микро
резонаторов к различным флуктуациям, в том числе температуры и давления,
и попытки достичь предельного уровня стабильности частоты, определяемого
фундаментальными термодинамическими шумами [28]. Как показали преды
дущие исследования тепловых флуктуаций в микрорезонаторах МШГ [81], до
стижимый уровень стабильности частоты для резонаторов мм размера может
быть лучше, чем 10−13 при времени интегрирования 1 с. Важным направлени
ем исследований стала разработка методов компенсации теплового расширения
микрорезонаторов из-за термо-механических флуктуаций. Например, резона
торы МШГ обычно характеризуются относительной частотной термочувстви
тельностью порядка 10−5/C. Температуру окружающей среды следует стаби
лизировать на уровне мкК, чтобы ширина линии лазера на основе резонатора
составляла менее 10 кГц в течении 1 с. Для такой термостабилизации неже
лательны высокое энергопотребление и большой размер упаковки. Проблема
может быть решена с помощью термокомпенсированного резонатора. Термо
компенсация достигается за счет использования специально разработанной кон
струкции композитного резонатора. Для микрорезонаторов из фторида магния
была разработана сэндвичевая структура со слоями из зеродура, что привело
к уменьшению чувствительности к флуктуациям в 7 раз [82]. Для фторида
кальция применение композитной структуры со слоями зеродура обеспечивало
уменьшение чувствительности к флуктуациям в 3 раза. Однако, для фторида
кальция более перспективным оказалось создание композитной структуры со
слоями из керамики слои с отрицательным коэффициентом теплового расши
рения [83]. Такой подход позволил уменьшить чувствительность к флуктуаци
ям более чем в 100 раз, что позволило при нормальном атмосферном давле
нии достичь уровня стабильности частоты 10−12 при времени интегрирования
1 с [84]. Для дальнейшего улучшения стабильности перспективными являют
ся интеграция лазеров в вакуумированных термостабилизированных корпусах,
внедрение активной стабилизации оптического пути и использование высоко
добротных термокомпенсированных резонаторов. Для термокомпенсированно
го микрорезонатора из фторида магния в жесткой вакуумированной оболоч
ке была получена ширина линии менее 25 Гц и относительная стабильность
частоты 1.67 × 1013 (5.0 × 1012) для времени интегрирования 0.1 (1.0) с. для
частоты 191 ТГц [82]. Разрабатываются также и активные методы термоста
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билизации. В частности, с помощью кросс-поляризованной двухмодовой тем
пературной стабилизации для двулучепреломляющего высокодобротного резо
натора МШГ улучшена долговременную стабильность в 51 раз при времени
интегрирования 1000 с [85]. Достигнут уровень неустойчивости температуры
резонатора в 10 мкК даже до времени интегрирования 1000 с, что позволяет
этому компактному оптическому резонаторному модулю служить в качестве
эталона частоты в потенциальных приложениях для метрологии, синхрониза
ции и передачи частоты. Тенденцией последнего времени стало использование
помимо стандартных кристаллических микрорезонаторов интегральных микро
резонаторов, например, из нитрида кремния. Это позволяет существенно повы
сить технологичность процесса изготовления лазера и кардинально уменьшить
размеры создаваемых устройств. Использование интегральных микрорезонато
ров из нитрида кремния позволяет перейти к полностью интегральным КМОП
совместимым элементам и использовать элементы кремниевой фотоники. Ранее
добротность интегральных микрорезонаторов не превышала 106, что было суще
ственно меньше, чем добротность кристаллических микрорезонаторов. Однако
за последние годы были разработаны новые технологии, позволившие поднять
добротность интегральных структур. Группой Спенсера были продемонстриро
ваны кольцевые резонаторы из сверхтонкой пленки (40 нм) из нитрида кремния
с добротностью, достигающей 8.0 × 107 [86]. Однако такие структуры отлича
лись сильной делокализацией поля и миллиметровыми радиусами изгиба, что
препятствовало их применению для создания компактных устройств фотоники.
В 2016 году группой Вайнера были продемонстрированы интегральные микро
резонаторы из нитрида кремния с добротностью 1.7 × 107 и межмодовым рас
стоянием 24.7 ГГц [87]. Толщина волновода от 300 до 750 нм, ширина от 2 до
5 мкм. В 2017 группой Гаэты-Липсон были продемонстрированы интегральные
микрокольца из нитрида кремния с добротностью 3.7×107 для кольца шириной
2.5 мкм и 6.7 × 107 для кольца шириной 10 мкм [88]. Радиус кольца для шири
ны 2.5 мкм – 115 мкм, а для ширины 10 мкм – 369 мкм. Толщина колец – 730
нм. Также были проведены оценки максимальной добротности, определяемой
только потерями в материале, которые дали величину 1.7 × 108. Работы по со
зданию высокодобротных микрорезонаторов из нитрида кремния также велись
и в группе Киппенберга, где также была достигнута добротность, превышаю
щая 107 [89; 90] . Также были созданы эффективные методы связи с такими
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структурами [91; 92] . Также разрабатывалась технология изготовления инте
гральных микрорезонаторов из оксида кремния. В частности, в группе Вахалы
были продемонстрированы интегральные микрорезонаторы на чипах из крем
ния с добротностью, превышающей 108 [93] и контролируемой дисперсией [94]. В
основном, такие интегральные структуры используются для создания компакт
ных генераторов оптических гребенок на чипе [92; 95–99]. Однако в ряде работ
было отмечено, что помимо генерации гребенки микрорезонатор использовался
и для управления шириной линии лазера. В частности, будучи использован
ным в качестве лазерного резонатора, высокодобротный интегральный микро
резонатор из нитрида кремния позволил достичь ширины линии интегрального
лазерного источника в 13 кГц на длине волны 1550 нм [100]. Комбинация из уси
ливающего чипа и нескольких интегральных кольцевых микрорезонаторов поз
волила создать интегральный лазер с мгновенной шириной линии 290 Гц [101].
Связь лазерного диода Фабри-Перо и интегрального микрокольцевого резонато
ра позволила уменьшить ширину линии в 111 раз и получить линию генерации
с шириной 8 кГц и перестройкой 17 нм [47]. Кроме этого, как было показано в
работе [95], использование интегрального микрорезонатора позволило преобра
зовать спектр излучения лазерного диода из многочастотного в одночастотный
и сузить ширину линии излучения более чем в 1000 раз до суб-кГц.

Несмотря на отличные экспериментальные результаты, систематический
анализ оптимальных параметров затягивания с использованием МШГ еще не
проводился. В предварительных исследованиях [102;103] рассматривались упро
щенные модели, не учитывающие всех параметров сложной системы. В данной
была разработана детальная модель затягивания частоты лазера на высокодоб
ротный резонатор, учитывающая все ключевые параметры экспериментальной
установки затягивания. Подробно изучен эффект затягивания для широкого
диапазона параметров затягивания и показали, что существует глобальный оп
тимум для эффективного затягивания.

Целью данной работы является разработка эффективных теоретических
моделей, точно описывающих явление стабилизации одночастотных и многоча
стотных лазерных источников при их затягивании высокодобротными микроре
зонаторами, поиск новых оптических схем и выявление оптимальных режимов,
обеспечивающих наилучшее подавление фазовых шумов в стабилизированных
лазерах.



12

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Разработать оригинальную теоретическую модель для описания эффек
та затягивания частоты многочастотного лазера на высокодобротный
микрорезонатор и сравнить полученные численные результаты с имею
щимися экспериментальными данными.

2. Выявить параметры системы, влияющие на эффективность стабили
зации лазерных источников, затянутых на высокодобротные микроре
зонаторы. Определить оптимальные параметры, обеспечивающие наи
большее подавление фазовых шумов затянутого лазера.

3. Проанализировать возможность использования дополнительных опти
ческих элементов для расширения пределов применимости метода ста
билизации лазера путем затягивания его на высокодобротный микро
резонатор. Определить особенности и оптимальные параметры такой
системы.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Предложенная модель взаимодействия многочастотного полупроводни

кового лазера и оптического микрорезонатора, содержащая пять пара
метров, позволяет оптимизировать режим затягивания с учётом нели
нейных эффектов в микрорезонаторе для достижения наилучшей ста
билизации полупроводникового лазера и минимальной ширины линии
генерации до 300 Гц.

2. Предложенная модель взаимодействия многочастотного полупроводни
кового лазера и оптического микрорезонатора позволяет настроиться
на режим затягивания нескольких мод лазера, каждая из которых име
ет узкую ширину линии, при этом не затятуные моды лазера подавлены
на 35 дБ.

3. Предложенный метод управления характеристиками обратной волны с
помощью дополнительной призмы и зеркала позволяет гибко контроли
ровать процесс затягивания, что обеспечивает возможность получения
минимальной ширины линии генерации при фиксированных парамет
рах микрорезонатора.

4. В оптимальном режиме затягивания частоты полупроводникового лазе
ра на микрорезонатор с модами «шепчущей галереи» продемонстриро
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вана генерация когерентных (солитонных) керровских частотных гре
бенок

5. Предложенная модель калибровки перестраиваемого лазера частотной
гребенкой позволяет найти оптимальное соотношение скорости пере
стройки частоты и ширины полосы узкополосного фильтра для раз
ных типов фазового шума и узкополосного фильтра, обеспечивающего
наивысшую точность измерения частоты лазера.

Научная новизна:
1. Впервые продемонстрирован метод создания мощного одночастотного

источника когерентного излучения на основе многочастного полупро
водникового лазера в режиме затягивания.

2. Разработана оригинальная модель для описания эффекта затягивания
частоты многочастотного лазера на высокодобротный микрорезонатор.

3. Продемонстрированы и проанализированы новые типы диодных лазе
ров в режиме затягивания, работающих одновременно на нескольких
длинах волн с узкой шириной линии.

4. Впервые выявлены параметры системы, влияющие на эффективность
стабилизации лазерных источников, затянутых на высокодобротные
микрорезонаторы.

5. Впервые определены оптимальные режимы и параметры системы, обес
печивающие наиболее эффективную стабилизацию лазера в зависимо
сти от величины обратной связи с учётом нелинейных эффектов в мик
рорезонаторе.

6. Разработан оригинальный метод увеличения эффективности затягива
ния и улучшения шумовых характеристик лазера. Предложена моди
фицированная схема затягивания частоты лазера на высокодобротный
оптический микрорезонатор с дополнительной призмой и зеркалом, в
которой уровень оптической обратной связи регулируется настройкой
связи между дополнительной призмой и резонатором.

7. Разработана оригинальная модель для описания эффекта затягивания
частоты лазера на высокодобротный микрорезонатор с дополнительной
призмой и зеркалом.

8. Впервые определены оптимальные режимы и параметры схемы затя
гивания с дополнительной призмой и зеркалом, обеспечивающие наи
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более эффективную стабилизацию лазера в зависимости от величины
обратной связи с учетом нелинейных эффектов в микрорезонаторе.

Научная и практическая значимость Для многих актуальных прак
тических приложений необходимы мощные компактные источники лазерного
излучения с малой шириной линии. Зачастую существующие на сегодняшний
день одночастотные лазеры из-за своих конструктивных особенностей, обес
печивающих одночастотный режим генерации, обладают недостаточной мощ
ностью (несколько десятков милливатт). При этом мощность представленных
на рынке многочастотных лазерных диодов составляет несколько сотен мил
ливатт, что делает их привлекательными объектами исследований. В данной
работе впервые предложен метод создания мощного одночастотного источника
когерентного излучения на основе многочастотного лазерного диода, работаю
щего в режиме затягивания модой высокодобротного микрорезонатора МШГ.
Также разработана модель затягивания частоты лазера на высокодобротный
микрорезонтор, которая, с одной стороны, позволяет глубже понять основные
физические особенности затягивания, а с другой стороны, позволяет повысить
его эффективность. Разработанная модель также проясняет фундаментальные
ограничения на ширину линии затянутых лазеров.

Объект и предмет исследования. Объектом исследования являются
высокодобротные кристаллические микрорезонаторы с модами типа ”шепчущей
галереи” и полупроводниковые лазеры. Предметом исследования является эф
фект затягивания частоты лазерного диода на собственную частоту высокодоб
ротного микрорезонатора с модами типа ”шепчущей галереи”, а также нели
нейные эффекты в высокодобротных микрорезонаторах при накачке лазерным
источником в режиме непрерывного излучения.

Методология и методы исследования. В работе использовались сле
дующие методы: метод Рунге — Кутта для решения систем дифференциальных
уравнений, метод гетеродинирования для определения мгновенной ширины ли
нии лазерных источников, метод квадратурного анализа спектральной плотно
сти для характеризации уровня фазовых шумов лазерного излучения, методы
Монте-Карло для исследования распределения статистик вероятностных рас
пределений, а также общепринятые методы теоретической и эксперименталь
ной физики.
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Личный вклад. Задачи исследования были сформулированы совместно
с научным руководителем работы. Все изложенные в работе результаты полу
чены либо лично автором, либо при его непосредственном участии. Лично авто
ром разработана модель взаимодействия многочастотного полупроводникового
лазера и оптического микрорезонатора и модель калибровки перестраиваемого
лазера частотной гребенкой, а также предложены алгоритмы расчета ширины
линии затянутого лазера. Автор непосредственно участвовал в анализе экспери
ментальных данных, подготовке основных публикаций по выполненной работе.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 17
печатном издании [A1-A17], из которых 4 - статьи [A1-A4], индексируемые в
базах SCOPUS, Web of Science.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четырёх
глав и заключения. Полный объём диссертации составляет 130 страниц с 28 ри
сунками и 2 таблицами. Список литературы содержит 164 наименования.
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Глава 1. Оптимизация стабилизации лазера затянутого на
высокодобротный микрорезонатор

Эффект затягивания широко изучался в экспериментах, но детальной тео
ретической модели, позволяющей улучшить характеристики стабилизации, не
существует. В данной главе разработана такая теория. Вводятся пять пара
метров, определяющих эффективность затягивания в эксперименте: эффектив
ность обратного рассеяния, фазовую задержку между лазером и высокодоброт
ными резонатором, частотную перестройку между лазером и высокодобротны
ми резонатором, эффективность связи накачки, длину оптического пути между
лазером и микрорезонатором. Наши расчеты показывают, что ширина линии
лазера может быть уменьшена на два порядка по сравнению со случаем неопти
мального затягивания. Из анализа разработанной модели получены рекоменда
ции по экспериментальной реализации оптимального режима затягивания.

1.1 Введение

В данной главе вводятся пять основных параметров описывающих эф
фект затягивания частоты лазера на высокодобротный резонатор: a) коэффи
циент связи прямой и обратной волн, определяемая обратным рассеянием в
резонаторе и соответствующей эффективностью обратной связи; b) фаза затя
гивания, определяемая оптическим путем между лазером и микрорезонатором
и частотой режима затягивания микрорезонатора; c) оптический путь между
лазером и микрорезонатором; d) перестройка частоты лазерного резонатора,
определяющая рабочую точку системы, и e) эффективность связи накачки с
режимом резонатора, определяемая геометрическим согласованием мод (отме
тим, что последние четыре параметра могут варьироваться и могут быть опре
делены в эксперименте). Подробно изучен эффект затягивания для широкого
диапазона этих параметров и показали, что существует глобальный оптимум
для четырех из них. Показано, например, что увеличение коэффициента об
ратного рассеяния выше некоторого оптимального значения не обеспечивает
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лучшей стабилизации. Также предложены рекомендации по достижению опти
мальной частотной перестройки и фазы затягивания. Наш анализ показывает,
что оптимизация позволяет частотный шум лазера на порядки по сравнению с
неоптимально подобранными параметрами.

Данная глава организована следующим образом. Вначале представлены
теоретическая модель и основные уравнения представлены. После представле
ны результаты аналитической и численной оптимизации системы. В конце гла
вы представлены методы экспериментальной реализации оптимального режима
затягивания и ограничения разработанной модели.

1.2 Эффект затягивания модель и основные параметры

Схематическое иллюстрация эффекта затягивания представлено на
рис. 1.1, где расфокусированный лазерный луч резонансно связан с высоко
добротным МШГ-резонатором. Из-за релеевского рассеяния внутри микрорезо
натора [73], часть лазерного излучения резонансно рассеивается обратно (см.
рис.1.1) в резонатор лазера, затягивая частоту лазерного излучения на частоту
моды микрорезонатора [102].

Было показано, что эта система может быть описана нелинейным уравне
нием скорости (см. [102]).

�̇�+
[︁𝜅LC

2
− 𝑔

2
(1 + 𝑖𝛼𝑔) − 𝑖(𝜔 − 𝜔LC)

]︁
𝐴 = 𝜅𝑑𝑜𝐵, (1.1)

где 𝜔LC и 𝜅LC - собственная частота и коэффициент потерь резонатора лазера,
𝜅𝑑𝑜 - коэффициент связи его выходного зеркала, 𝑔 = 𝑔(|𝐴|2) - коэффициент
усиления лазера, 𝛼𝑔 - коэффициент Генри лазерной среды, 𝜔 - частота генерации
лазера, 𝐴 - медленно меняющаяся комплексная амплитуда лазерного поля, 𝐵
- комплексная амплитуда поля, отраженного от микрорезонатора. Отраженная
волна может быть описана следующим уравнением [A2]

𝐵(𝑡) =
√

Θ
2𝑖𝜂𝛽

(1 − 𝑖𝜁)2 + 𝛽2
𝐴(𝑡− 𝜏𝑠)𝑒

𝑖𝜔𝜏𝑠. (1.2)
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Лазер

Рисунок 1.1 — Вверху: Схема затягивания частоты лазера на МШГ резонатор
с помощью призмы связи. Внизу: Резонансные кривые лазера (слева) и

МШГ(справа). 𝐴 – амплитуда поля генерации лазера, 𝜔LC и 𝜅LC – частота и
ширина линии моды резонатора лазера, 𝜅do – коэффициент связи выходного
зеркала лазера, 𝐵 – обратная отраженная волна, 𝑆LC и S – площадь сечения

лазерного пучка в апертуре лазера и на поверхности призмы, 𝜏𝑠 - время
прохождения обратной волны, 𝜓 - фаза затягивания, 𝐴+ и 𝐴− - амплитуды
прямой и обратной волн внутри микрорезонатора, 𝜂 - коэффициент связи

микрорезонатора, 𝜔𝑚 и 𝜅𝑚 - частота и ширина линии мод микрорезонатора, 𝜔
- частота генерации.

Здесь коэффициент Θ = 𝑆LC/𝑆, отношение площади апертуры лазера 𝑆LC к
конечной площади пучка 𝑆, вводится для учета перефокусировки пучка без
изменения его мощности, что потребуется в дальнейшем. Второй множитель -
амплитудный коэффициент отражения микрорезонатора [73], представленный
в безразмерных единицах. Он включает в себя отстройку частоты колебаний ла
зера 𝜔 от ближайшей собственной частоты микрорезонатора 𝜁 = 2(𝜔−𝜔𝑚)/𝜅𝑚

(эффективная отстройка), безразмерный коэффициент связи накачки 𝜂 и нор
мированный коэффициент расщепления мод 𝛽. Здесь 𝜔𝑚 и 𝜅𝑚 - частота моды
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микрорезонатора и ширина линии нагрузки (коэффициент потерь), а 𝜏𝑠 - коэф
фициент расщепления мод. 𝜏𝑠 - время прохождения кругового пути от лазера
до микрорезонатора.

Перестроечную кривую удобно использовать для анализа эффекта затяги
вания. Кривая показывает зависимость эффективной перестройки частоты 𝜁 от
отстройки частоты резонатора лазера 𝜔LC от собственной частоты микрорезо
натора 𝜉 = 2(𝜔LC−𝜔𝑚)/𝜅𝑚. Кривая настройки может быть описана следующим
выражением [102]:

𝜉 = 𝜁 + �̃�𝑑𝑜
4𝜂𝛽

𝜅𝑚

2𝜁 cos𝜓 + (1 + 𝛽2 − 𝜁2) sin𝜓

(1 + 𝛽2 − 𝜁2)2 + 4𝜁2
, (1.3)

𝜓 = 𝜓 +
𝜅𝑚𝜏𝑠

2
𝜁, (1.4)

где 𝜓 = 𝜔𝑚𝜏𝑠 − arctan𝛼𝑔 − 3/2𝜋 - фаза затягивания [102], определяемая вре
менем прохождения 𝜏𝑠 от лазера до микрорезонатора, резонансной частотой
микрорезонатора 𝜔𝑚 и фактором Генри 𝛼𝑔, �̃�𝑑𝑜 = 𝜅𝑑𝑜

√
Θ
√︁

1 + 𝛼2
𝑔 - это модифи

цированная скорость связи лазерного резонатора, а сдвиг частоты лазерного
резонатора, связанный с фактором Генри, включен в 𝜔LC. Коэффициенты свя
зи также могут быть выражены в терминах более общих коэффициентов связи
𝜂 = 𝜅𝑐/(𝜅0 +𝜅𝑐) и 𝛽 = 2𝛾/(𝜅0 +𝜅𝑐), где 𝜅𝑐 и 2𝛾 - связи накачки и прямой-обрат
ной волны, а 𝜅0 - внутренние потери микрорезонатора (𝜅𝑚 = 𝜅𝑐 + 𝜅0).

Перестроечные кривые для высоких и низких значений коэффициента рас
щепления мод 𝛽 представлены на рис. 1.2. Важно отметить, что перестроечная
кривая испытывает расщепление из-за расщепления резонанса. В данной гла
ве показано, что расщепление влияет на процесс затягивания, и стабилизация
может ухудшаться при больших значениях расщепления. Подводя итог, можно
сказать, что производительность лазера в режиме затягивания определяется
пятью основными параметрами: a) связью прямой и обратной волн в резона
торе 𝛽; b) фазой затягивания 𝜓, определяемой оптическим путем между ла
зером и микрорезонатором и частотой затягивания; c) временем оптического
обхода 𝜏𝑠 между лазером и микрорезонатором; d) отстройкой частоты резона
тора-микрорезонатора 𝜉, и e) эффективностью связи накачки 𝜂. В дальнейшем
рассматривается эффективная настройка 𝜁 вместо нормированной разности ча
стот между модой лазерного резонатора и МШГ, 𝜉, поскольку 𝜉 ≪ 1 в режиме
затягивания.
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Рисунок 1.2 — Синие линии показывают перестроечные кривые для 𝛽 = 0.1

(панель a) и 𝛽 = 10 (панель b) в режиме затягивания (𝜓 = 0, 𝜂�̃�𝑑𝑜/𝜅𝑚 = 50 и
𝜅𝑚𝜏𝑠 = 0.011). Желтые линии показывают перестроечные кривые (𝜁 = 𝜉) в
режиме свободного лазера, красные пунктирные линии показывают наклон

перестроечной кривой в оптимальной точке, а красные крестики показывают
оптимальные точки 𝜁 = 𝜁0 (1.8). Все величины представлены в безразмерных

единицах.

Для иллюстрации важности этих пяти параметров упрощается уравнение
(1.3) до классического уравнения затягивания частоты, которое справедливо в
случае оптимальной фазовой задержки между ними (cos𝜓 = 1 и 𝜔𝐿𝐶 ≃ 𝜔𝑚).
Используя эти приближения, получается

𝜔 − 𝜔𝐿𝐶
�̃�𝑑𝑜

= −2𝜅𝑐
𝜅𝑚

4𝛽

(1 + 𝛽2)2
𝜔 − 𝜔𝑚
𝜅𝑚

. (1.5)

Уравнение. 1.5 является аналогом формулы Адлера для затягивания [104;105].
Из уравнения (1.5) сразу видно, что малое значение параметра обратного рас
сеяния 𝛽 ≪ 1, которое рассматривалось в более ранних исследованиях, вклю
чающих стабилизацию лазеров Фабри-Перо с помощью внешнего зеркала не
является оптимальным. Также очевидно, что большое обратное рассеяние не
является оптимальным для затягивания частоты. Эффект максимален для кри
тической связи 2𝜅𝑐 = 𝜅𝑚. Стоит отметить, что полная выходная мощность света
ненулевая для критической связи, если лазерный пучок не согласован с МШГ
(𝑆0 < 𝑆).



23

Сим. Определение Значения
𝐾 коэффициент стабилизации: 𝜕𝜉/𝜕𝜁 0–1000
𝜉 нормализованная LC перестройка: 2(𝜔LC − 𝜔𝑚)/𝜅𝑚 -500 – 500
𝜁 нормированная отстройка генерации: 2(𝜔 − 𝜔m)/𝜅𝑚 -500–500
𝜇 коэффициент обратного рассеяния: 2𝛾/𝜅0 0.01–10
𝛽 нормализованное обратное рассеяние: 2𝛾/𝜅𝑚 0.01–4
𝜂 коэффициент связи: 𝜅𝑐/𝜅𝑚 01
𝜅0𝜏𝑠 нормализованный параметр обратного пути 0–0.01
𝜓 фаза блокировки: 𝜓 ≈ 𝜔𝑚𝜏𝑠 0–2𝜋
Θ апертура лазера – отношение площади пятна связи 0–1
𝜔 частота генерации системы ≈ 194 THz
𝜔LC частота лазерного резонатора (LC) ≈ 194 ТГц
𝜔𝑚 частота моды микрорезонатора ≈ 194 ТГц
𝜅0 ширина внутренней линии микрорезонатора 0.1–10 МГц
𝜅𝑚 ширина линии нагрузки микрорезонатора 0.1–100 МГц
𝜅𝑐 скорость связи (𝜅𝑐 = 𝜅𝑚 − 𝜅0) 0.1–100 МГц
𝛾 скорость обратного рассеяния 0.001–1 МГц
𝜏𝑠 время прохождения обратной связи 0.01–0.1 ns
𝜅𝑑𝑜 скорость связи выходного зеркала лазера 10–300 ГГц

Таблица 1 — Определение наиболее важных физических параметров,
описывающих эффект затягивания частоты лазера, и их типичные значения.
Верхняя часть таблицы включает безразмерные параметры модели. Нижняя
часть таблицы содержит размерные параметры для облегчения сравнения с
экспериментальными значениями .
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1.3 Подавление ширины линии частоты иллучения лазера

Ограниченная дробовым шумом ширина линии лазера уменьшается про
порционально квадрату коэффициента стабилизации [64; 106], определяемого
наклоном кривой настройки 𝐾(𝜂,𝛽,𝜁,𝜓) = 𝜕𝜉/𝜕𝜁. Ширины линий свободно ра
ботающего и затянутого лазера связаны как [A3]

𝛿𝜔locked =
𝛿𝜔free

𝐾2
. (1.6)

Простая формула для уменьшения ширины линии была получена в [102] в усло
виях малого обратного рассеяния 𝛽 ≪ 1, нулевой фазы затягивания 𝜓 = 0,
резонансной настройки 𝜁 = 0 и критической связи 𝜂 = 0.5. Далее проводится
пяти параметрическое (𝜓, 𝜁, 𝜂, 𝛽, 𝜅0𝜏𝑠) оптимизационное исследование коэф
фициента стабилизации. Взяв производную от уравнения (1.3) и подставив туда
𝜅𝑚 = 𝜅0/(1 − 𝜂), получим:

𝐾 =1 + 4
�̃�𝑑𝑜
𝜅0
𝜂(1 − 𝜂)𝛽

𝑎 cos𝜓 + 𝑏 sin𝜓

((1 + 𝛽2 − 𝜁2)2 + 4𝜁2)2
, (1.7)

𝑎 = − 2(3𝜁4 − 2(𝛽2 − 1)𝜁2 − (𝛽2 + 1)2)

− 𝜅𝑚𝜏𝑠
2

(𝜁6 − (3𝛽2 − 1)(𝜁2 − 𝛽2 − 1)𝜁2 − (𝛽2 + 1)3),

𝑏 =2𝜁(𝜁4 − (2𝜁2 − 𝛽2 + 3)(𝛽2 + 1))

− 𝜅𝑚𝜏𝑠𝜁(𝜁4 − 2(𝛽2 − 1)𝜁2 + (𝛽2 + 1)2).

В отличие от общеизвестного мнения, увеличение обратного рассеяния, описы
ваемого параметром 𝛽, не монотонно увеличивает коэффициент стабилизации
(1.7), а приводит к его конечному насыщению. Оптимальный выбор параметров
системы приводит к уменьшению ширины линии лазера на несколько порядков.
Это основной результат данной главы. Далее рассматривается несколько при
меров оптимизации системы.
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1.3.1 Режим с нулевой фазой
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Рисунок 1.3 — Коэффициент стабилизации 𝐾 (панель a) и оптимальная
отстройка 𝜁 (панель b) для 𝜓 = 0, 𝜅0𝜏𝑠 = 0, 𝜅do

𝜅0
= 1000. На панели c показан

коэффициент стабилизации для 𝜅0𝜏𝑠 = 0.4 и тех же других параметров.
Сплошная линия - численный максимум относительно 𝜂, пунктирная линия -

(1.12) (точки вблизи 𝜇 = 1 пропущены), пунктирная линия соответствует
𝛽 = 1. Все величины построены в безразмерных единицах.

В этом подразделе вычисляются значения параметров, определяющих оп
тимальную рабочую точку лазера (𝜁0,𝜂0,𝛽0) для случая нулевой разности фаз
𝜓 = 0. Также показывается, что 𝛽 не является подходящим параметром для
оптимизации в эксперименте и вводим параметр коэффициента обратного рас
сеяния 𝜇, который является внутренним параметром резонатора и не зависит
от параметров установки. Также обсуждается влияние времени прохождения
обратной связи 𝜅0𝜏𝑠 на оптимальную точку работы системы.

Параметры 𝜓 = 0 и 𝜅𝑚𝜏𝑠 ≪ 1 выбраны как наиболее распространенные
и наглядные. В этом случае резонансная кривая режима затягивания LI (для
свободного лазерного диода она совпадает с кривой зависимости мощности излу
чения от тока накачки лазера), которую можно наблюдать при широком скани
ровании частоты лазера в диапазоне затягивания и вне его, имеет почти прямо
угольную форму [102; 107]. Фаза, которую накапливает свет при прохождении
между лазером и резонатором 𝜓, может регулироваться либо путем настрой
ки расстояния лазер-микрорезонатор, либо путем выбора режима затягивания
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с соответствующей частотой, в соответствии с 𝜓 = 𝜔𝑚𝜏𝑠 − arctan𝛼𝑔 − 3/2𝜋.
Различные моды могут иметь различное обратное рассеяние 𝛽 [108;109]. Прак
тически, режим с желаемыми 𝜓 и 𝛽 может быть выбран путем анализа кривой
LI (см. раздел 1.3.4).

Для оптимизации работы лазера ищется эффективная отстройка
𝜁0, которая максимизирует коэффициент стабилизации 𝐾. Выражение
𝜕𝐾(𝜁,𝜓 = 0,𝜂,𝛽)/𝜕𝜁|𝜁0 = 0 приводит к 𝜁- бикубическому характеристическо
му уравнению, зависящему только от 𝛽. Решая его, получаем для различных
значений 𝛽

𝜁0 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝛽 ≤ 1√︁

3
5(𝛽2 − 1), 𝛽 ∈ (1; 1.48)

𝛽 − 1√
3

+ ... 𝛽 > 1.48

(1.8)

Это выражение имеет простой физический смысл. Линейное взаимодействие
встречно распространяющихся волн приводит к резонансному расщеплению
[73]. Величина расщепления приблизительно равна 𝛽𝜅𝑚 (см. рис. 1.1). Полоса
затягивания расщепляется на две для больших 𝛽 [см. рис. 1.2(b), крестиками
отмечены точки 𝜁 = ±(𝛽 − 1/

√
3) и вершины пиков близки к 𝜁 = ±𝛽].

Мы можем переписать выражение для коэффициента стабилизации как
произведение двух частей, где одна часть зависит только от 𝜂, а другая - только
от 𝛽. Подставляя Eq. (1.8) в Eq. (1.7), получаем:

𝐾(𝜂,𝛽,𝜁0,0) = 1 + 8
�̃�𝑑𝑜
𝜅0
𝜂(1 − 𝜂)𝛽×

×

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

(1+𝛽2)2 , 𝛽 ≤ 1

25
4

7𝛽4+11𝛽2+7
(𝛽4+23𝛽2+1)2 , 𝛽 ∈ (1; 1.48)

27
32𝛽

𝛽2
√
3−2𝛽+

√
3

(3𝛽2−𝛽
√
3+1)2

. 𝛽 > 1.48

(1.9)

Максимум коэффициента стабилизации составляет выражается формулой:

𝐾0
max ≈

3
√

3

8

�̃�𝑑𝑜
𝜅0

+ 1, (1.10)

𝜂0max = 1/2, 𝛽0
max = 3−1/2, 𝜓0

max = 0
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Для больших 𝛽 коэффициент стабилизации становится независимым от 𝛽 и
выражается через коэффициент связи

𝐾0
𝛽→∞ ≈ 3

√
3

4
𝜂(1 − 𝜂)

�̃�𝑑𝑜
𝜅0

+ 1. (1.11)

Данное выражение достигает максимума при 𝜂0𝛽→∞ = 1/2, достигая значения
𝐾0
𝛽→∞ → (3

√
3/16)(�̃�𝑑𝑜/𝜅0) + 1. Это вдвое меньше, чем максимальная стабили

зация (1.10).
Таким образом обнаружено, что оптимальная отстройка ненулевая для

сильного обратного рассеяния.

1.3.2 Случай с фиксированной фазой затягивания и случай
фиксированного обратного рассеяния

Связь прямой и обратной волны 2𝛾 обычно фиксирована в эксперимен
те. Можно оптимизировать стабилизацию лазера, изменяя только значения от
стройки 𝜁, фазы затягивания 𝜓 и коэффициента связи 𝜂. Поскольку 𝛽 зависит
от общих потерь 𝜅𝑚 и, следовательно, от 𝜂, он не может быть использован как
независимый параметр оптимизации.

Мы вводим другой параметр 𝜇 = 2𝛾/𝜅0 (𝛽 = 𝜇(1− 𝜂)), который является
константой для данного резонатора. Используя это обозначение, проведена пол
ная параметрическая оптимизация коэффициента стабилизации. На рисунке 1.3
(a) показаны результаты численной оптимизации для нулевой фазы 𝜓 = 0 и оп
тимальной перестройки частоты (1.8). Видно, что критическая связь оптималь
на для малого расстояния лазер-микрорезонатор (𝜅0𝜏𝑠 < 0.1) и для большого
обратного рассеяния 𝛽 ≥ 1.

Зависимость оптимального коэффициента связи накачки 𝜂 от нормирован
ной скорости связи 𝜇 показана сплошной линией. При увеличении 𝜇 необходимо
увеличивать нагрузку, чтобы сохранить 𝛽 < 1, предотвращая расщепление ре
зонанса (𝛽 = 1 показано на рис. 1.3 пунктирной линией). Это также хорошо
видно на карте оптимальной настройки (см. рис. 1.3(b)). В определенный мо
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мент (при 𝜇 ≈ 5 для рассматриваемых параметров) увеличение отстройки уже
не выгодно и критическая связь становится оптимальной.

Аппроксимация первой части кривой 𝜂(𝜇) может быть найдена с помощью
выражения (1.13) для 𝛽 < 1 и оптимизации 𝐾 относительно 𝜂. Подстановка
𝛽 = 𝜇(1− 𝜂) в (1.13) и дифференцирование 𝐾 относительно 𝜂 приводит к куби
ческому характеристическому уравнению (1.31) (см. раздел 1.4). Это уравнение
квадратично относительно 𝜇. Оно имеет точное решение (см. раздел 1.4, (1.32)),
но более наглядным является решение уравнения относительно 𝜂.

Для 𝜂 существует три корня, только один из которых принадлежит обла
сти [0; 1]. Найдем асимптотическое решение этого корня

𝜂0 ≈

⎧⎨⎩1
3 +

(︀
2
3

)︀4
𝜇2 −

(︀
2
3

)︀6
𝜇4, 𝜇≪ 1

1 − 1
𝜇 + 1

2𝜇2 . 𝜇≫ 1
(1.12)

Это решение все еще представляет собой локальный максимум для 𝜇 > 5, но его
значение уменьшается. Максимум остается постоянным (1.11) при критическом
режиме связи и становится основным (см. также кривые “𝜓 = 0” и “2-ветвь” на
рис. 1.6).

Мы проверили аналитические результаты и исследовали ненулевой случай
𝜅𝑚𝜏𝑠 численно, используя (1.7). Для относительно большого расстояния между
лазером и микрорезонатором (𝜅𝑚𝜏𝑠 > 0.1) перегруженный режим оптимален
при больших значениях коэффициента связи (см. рис. 1.3(c)). Абсолютное зна
чение 𝐾 растет с 𝜅0𝜏𝑠 (см. рис. 1.3(c) и кривую “𝜅0𝜏𝑠 = 0.4” на рис. 1.6).

1.3.3 Оптимальная фаза затягивания

В этом подразделе показано, что максимум предела маленького значения
𝛽, найденного в предыдущем подразделе, не меняется при оптимизации фазы
затягивания 𝜓 для широкого диапазона значений времени обхода обратной свя
зи, в то время как предел большого значения 𝛽 увеличивается. Также выведены
поправки, связанные с большим значениями параметра 𝜅𝑚𝜏𝑠.
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Уравнение (1.7) может быть оптимизировано относительно 𝜓 (см. раздел
1.5). Для оптимальной фазы получаем

𝜓opt = 𝛼− 𝜅𝑚𝜏𝑠
2

𝜁 + 𝜋𝑛, (1.13)

где sin𝛼 = 𝑏/(𝑎2 + 𝑏2)1/2. Уравнение (1.7) упрощается как

𝐾 ≃ 1 + 4
�̃�𝑑𝑜
𝜅0
𝜂(1 − 𝜂)𝛽

√
𝑎2 + 𝑏2

((1 + 𝛽2 − 𝜁2)2 + 4𝜁2)2
. (1.14)

Производная (1.14) относительно 𝜁 является бикубическим уравнением, умно
женным на 𝜁 (1.35). Уравнение превращается в биквадратичное, если прене
бречь 𝜅𝑚𝜏𝑠 , в результате чего получается

𝜁opt =

⎧⎨⎩0, 𝛽 ≤ 𝛽cr√︁
𝛽2

3 − 1 + 2
3

√︀
𝛽2(𝛽2 + 3), 𝛽 > 𝛽cr

(1.15)

где 𝛽cr =
√︀

2
√

3 − 3 ≈ 0.68 - это значение 𝛽, при котором ненулевой корень ста
новится действительным. Выбран положительный знак для 𝜁opt, но параметр
может быть и отрицательным. Этот знак меняет знак 𝜓opt (см. (1.13)). Для ма
лых 𝛽 (𝛽 ≤ 𝛽cr), и, следовательно, малых 𝜇, получается то же 𝜁opt = 0 (см.
также рис. 1.5(b)), что и для случая нулевой фазы. Это критическое значение
𝛽cr увеличивается со временем круговой задержки и коэффициентом связи на
качки (𝜅𝑚𝜏𝑠), но всегда остается меньше единицы (см. Приложение 1.5). Эта
зависимость может быть аппроксимирована следующим образом

𝛽cr = 1 − 2
1 −

√︀
2
√

3 − 3

𝜅𝑚𝜏𝑠(1 −
√︀

2
√

3 − 3) + 2
. (1.16)

Подставляя 𝜁 = 0 в выражение (1.7), получаем 𝑏 = 0. Подставляя этот ре
зультат в выражение для оптимальной фазы (1.13), находим, что 𝜓opt = 0 (см.
рис. 1.5(c)). Таким образом, оптимум является универсальным для произволь
ного значения 𝜅𝑚𝜏𝑠. Оптимум для случая малого 𝛽, найденный в предыдущем
разделе, является абсолютным.

На следующем шаге используется 𝜅𝑚𝜏𝑠 = 𝜅0𝜏𝑠/(1 − 𝜂) и оценим глобаль
ный максимум с учетом 𝜅0𝜏𝑠 ̸= 0. Подставим (1.15) в (1.14). Численно можно
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показать, что не существует локального максимума для 𝐾 в режиме большого
значения 𝛽. Для случая малой 𝛽 получено

𝐾|𝛽<𝛽cr =1 + 2
�̃�𝑑𝑜
𝜅0
𝜂𝛽

4(1 − 𝜂) + 𝜅0𝜏𝑠(1 + 𝛽2)

(1 + 𝛽2)2
. (1.17)

Проведя оптимизацию, получены окончательные выражения для глобального
максимума

𝛽max =

√︃
6 − 𝜅0𝜏𝑠 − 2

√
9 − 4𝜅0𝜏𝑠

𝜅0𝜏𝑠
,

𝜂max =
5

4
− 1

4

√
9 − 4𝜅0𝜏𝑠, (1.18)

𝐾max = 1 +
�̃�𝑑𝑜
𝜅0

(3 + 2𝜅0𝜏𝑠 +
√

9 − 4𝜅0𝜏𝑠)
2

32
𝛽max.

Это выражение, описывающее глобальный максимум коэффициента 𝐾, а
также соответствующие оптимальные параметры, позволяющие получить
максимум, является основным результатом главы. Реализация указанных
значений параметров в эксперименте обеспечивает оптимальную работу устрой
ства. Оптимальное значение 𝛽 в основном определяется материалом микро
резонатора и его механической обработкой и обычно не может быть настрое
но (настройка все же возможна, если микрообъект помещен в спадающее по
ле [108;110]).

Рассмотрим несколько специальных случаев, позволяющих упростить вы
ражения(1.18). Для случая микрорезонаторов с высокой добротностью и малых
расстояний 𝜅0𝜏𝑠 ≪ 1, эти выражения раскладываются в ряд относительно 𝜅0𝜏𝑠
и можно обнаружить, что они сводятся к простым поправкам к формуле (1.10)

𝛽max ≈ 𝛽0
max +

2
√

3

27
𝜅0𝜏𝑠,

𝜂max ≈ 𝜂0max +
1

6
𝜅0𝜏𝑠, (1.19)

𝐾max ≈ 𝐾0
max +

�̃�𝑑𝑜
𝜅0

√
3

4
𝜅0𝜏𝑠.

Все три величины растут с увеличением 𝜅0𝜏𝑠.
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Согласно (1.16), граница области низкой 𝛽 также смещается так, что гло
бальный максимум лежит почти на границе в области низкой 𝛽 (см. также рис.
1.10). Максимум по-прежнему описывается (1.18) до тех пор, пока 𝜅0𝜏𝑠 = 2,
где 𝜂max становится больше 1. Это означает, что коэффициент стабилизации
𝐾(𝜂,𝛽,𝜁opt,𝜓opt) монотонно возрастает с 𝜂. Коэффициент 𝐾 перестает иметь
экстремальные свойства по отношению к 𝜂. В перегруженном режиме (𝜂 ≈ 1)
𝐾 насыщается с 𝛽.

(a)

0 2 4
κ0τs

0

2000

4000

K

(b)

0 2 4
κ0τs

0.50

0.75

1.00

β

0.50
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1.00

η

Рисунок 1.4 — a) Предел коэффициента стабилизации при большом значении
𝛽 (1.20) с (1.22) (оранжевая пунктирная линия) и его глобально максимальное
значение (1.18) (темно-салатово-серая сплошная линия) для разного времени

круговой задержки. b) Оптимальные параметры 𝜂 (правая ось, сплошная
линия) и 𝛽 (левая ось, пунктирная линия) для различных режимов 𝜅0𝜏𝑠.

Параметры 𝜁 = 0 и 𝜓 = 0 являются оптимальными во всех режимах 𝜅𝜏𝑠. Все
величины построены в безразмерных единицах.

Для описания этого режима можно использовать асимптотические выра
жения (1.14) и (1.15) для больших 𝛽. Для коэффициента стабилизации получа
ется

𝐾𝛽→∞ ≈ �̃�𝑑𝑜
𝜅0
𝜂(𝜅0𝜏𝑠 + 2(1 − 𝜂)) + 1. (1.20)

Это аналогично выражению для случая нулевой фазы (1.11) (но в 1,5 раза боль
ше случая малого 𝜅0𝜏𝑠). Результат также указывает на переход оптимального
режима от критически сцепленного к сверхсцепленному для больших времен
круговой задержки.
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Наконец, для насыщенного коэффициента стабилизации при условии боль
ших 𝜅0𝜏𝑠 получаем

𝛽𝜅0𝜏𝑠>2 >1,

𝜂𝜅0𝜏𝑠>2 =1, (1.21)

𝐾𝜅0𝜏𝑠>2 =
�̃�𝑑𝑜
𝜅0
𝜅0𝜏𝑠 + 1.

Значения оптимального коэффициента стабилизации и соответствующих опти
мальных параметров показаны на рис. 1.4. Значение 𝜅0𝜏𝑠 = 2 соответствует
полному оптическому расстоянию 𝑙cr ≈ 2𝑄𝜆/(2𝜋) ≈ 5 m для 𝑄 = 107. Также
важно отметить, что абсолютное значение 𝐾 растет пропорционально 𝜅0𝜏𝑠.

Используя (1.14) с 𝛽 = 𝜇(1 − 𝜂) получено выражение для оптимальной
связи накачки как функции обратного рассеяния (см. раздел 1.5). Точное ре
шение может быть получено для 𝜇(𝜂) (1.41), но решение для 𝜂 является более
наглядным. Предполагая малое значение 𝜇 в (1.17) и раскладывая результат в
ряд по 𝜅0𝜏𝑠, найдены поправки для случая малого значения 𝛽. Поправки для
оптимального коэффициента связи 𝜂opt для области с большим значением 𝛽

также могут быть найдены с помощью (1.20). В результате получается

𝜂opt ≈

⎧⎨⎩1
3 +

(︀
2
3

)︀4
𝜇2 −

(︀
2
3

)︀6
𝜇4 + 𝜅0𝜏𝑠

24 , 𝛽 < 𝛽cr
1
2 + 𝜅0𝜏𝑠

4 . 𝛽 ≫ 𝛽cr
(1.22)

Приведенные выше расчеты показывают, что оптимальный коэффициент
стабилизации увеличивается с расстоянием лазер-микрорезонатор. Однако не
следует бесконтрольно увеличивать расстояние, так как увеличение приводит
к снижению качества лазерного сигнала, а также к появлению избыточных ме
тастабильных полос на кривой перестройки [102]. Критерий стабильной работы
был аппроксимирован как 𝜅𝑚𝜏𝑠 < 9.4(8𝜂(1 − 𝜂)𝛽�̃�𝑑𝑜/𝜅0)

−0.36. Для точки мак
симума (1.18) этот критерий упрощается до 𝜅0𝜏𝑠 > 2.74 (см. рис. 1.4). Более
того, 𝜅0𝜏𝑠 > 1 приведет к увеличению шума механической неустойчивости. Эти
соображения подлежат отдельному экспериментальному исследованию.

Карта коэффициента стабилизации (1.14) в условиях оптимальной от
стройки (1.15) и фазы затягивания (1.13) показана на рис. 1.5(a) для различных
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Рисунок 1.5 — Коэффициент стабилизации 𝐾 (панель a), оптимальная
отстройка 𝜁opt (панель b) и оптимальная 𝜓opt (панель c) для 𝜅0𝜏𝑠 = 0,
𝜅do
𝜅0

= 1000. Сплошная линия - численный максимум относительно 𝜂,
пунктирная линия - (1.12) (точки вблизи 𝜇 = 1 опущены), пунктирная линия

соответствует 𝛽 = 𝛽cr ≈ 0.68. Все величины построены в безразмерных
единицах.

комбинаций 𝜂 и 𝜇. Карты оптимального отстройки и оптимальной фазы пока
заны на рис. 1.5(b) и 1.5(c). Нулевая фаза (𝜓 = 0) является точным оптимумом
для 𝛽 < 0.68 (см. рис. 1.5(c)), что связано с оптимальным условием 𝜁 = 0 (см.
рис. 1.5(b)). Поскольку оптимальное значение 𝛽, найденное ранее для случая
нулевой фазы 𝛽max = 3−1/2 меньше 0.68, максимальное значение коэффициента
стабилизации для фазы нулевого затягивания является глобальным максиму
мом.

Критическая связь 𝜂 = 0.5, рассмотренная в [102], очень близка к опти
мальной линии 𝜂(𝜇) (см. рис. 1.5a). Интересно зафиксировать 𝜂 = 0.5 и про
вести оптимизацию относительно других параметров. Подставляя (1.22) для
малых 𝜇 в (1.17), находим:

𝐾𝜇→0 = 1 +
32

27
𝜇
�̃�𝑑𝑜
𝜅0

(︂
1 +

3

8
𝜅0𝜏𝑠

)︂
. (1.23)

Для случая критической связи (𝜂 = 0.5) менее резкая зависимость

𝐾𝜇→0 = 1 + 𝜇
�̃�𝑑𝑜
𝜅0

(︂
1 +

1

2
𝜅0𝜏𝑠

)︂
. (1.24)
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Разница довольно мала (1.18 раза).
Максимальный коэффициент стабилизации обычно достигается выбором

мод с оптимальным фазовым сдвигом 𝜓, оптимальной связью 𝜂, а также опти
мальной отстройкой частоты лазерного излучения от резонанса 𝜁 для данного
𝜇. На рис. 1.6 представлена зависимость 𝐾 от параметра резонатора 𝜇 для
наиболее интересных режимов. Также найдены соответствующие оптимальные
значения 𝜓, 𝜂 и 𝜁 на рис. 1.7. Во всех рассмотренных режимах максимальное
значение коэффициента стабилизации достигается при 𝜇 = 𝛽max/(1−𝜂max) < 2.
При больших значениях 𝜇 он либо насыщается, либо монотонно уменьшается
из-за расщепления мод. Настройка 𝜓 и 𝜁 необходима при 𝜇 > 2 для достиже
ния максимального значения коэффициента стабилизации [см. рис. 1.7 (a) и
(b)]. Это трудно сделать экспериментально. Поэтому желательно выбрать ре
жим с 𝜇 ≤ 2, что соответствует "полу расщепленному"режиму (см. рис. 2(d)
в [49]).

Согласно нашей модели, оптимизация затягивания может привести к зна
чительному уменьшению ширины линии лазера по сравнению с лучшими экс
периментальными результатами. Например, в [24] было продемонстрировано
уменьшение ширины полосы диодного лазера с 2 МГц в режиме свободного хо
да до суб-100 Гц в режиме затягивания. Уменьшение ширины линии в случае
оптимальных параметров 𝜂opt(𝜇), 𝜓opt(𝜇) и 𝜁opt(𝜇) для 𝜇 = 3 может быть улуч
шено в 15 раз, что как минимум на порядок лучше результата, полученного
для неоптимального режима. Более того, если мода резонатора выбрана опти
мально (𝜇 = 1.16), уменьшение ширины линии может быть улучшено в 94 раза
(подробности см. в разделе 1.3.4).

Подводя итог, в этом подразделе найден глобальный максимум для ко
эффициента стабилизации 𝐾. Глобальный оптимум находится в окрестности
значения 𝛽 = 3−1/2, 𝜂 = 1/2, 𝜁 = 0, 𝜓 = 0 и растет линейно с увеличением 𝜅0𝜏𝑠.

1.3.4 Реализация оптимального режима

В этом разделе описывается процесс реализации предложенной модели
оптимизации с использованием экспериментальных данных из [24]. Экспери
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ментальные параметры: ненагруженная добротность ∼ 6 × 109, нагруженная
добротность ∼ 6 × 108, величина расщепления мод порядка 100 кГц, что соот
ветствует 𝜇 ∼ 3 и 𝜂 ≈ 0.91. Нормализованное обратное рассеяние оценивается
в 𝛽 = 0.27, что указывает на режим малого рассеяния. Согласно карте оптими
зации на рис. 1.5(b,c) оптимальные значения фазы и отстройки равны нулю.

Мы предполагаем, что отстройка и фаза в эксперименте были близки к
оптимальным значениям 𝜁 = 0 и 𝜓 = 0, что обеспечивает типичную близкую
к прямоугольной кривую LI (см. синюю кривую на рис. 1.8). Оптимальное от
клонение отмечено точкой. Теоретическая LI-кривая получена из резонансной
кривой пропускания, заданной [73]:

𝐵𝑡 ≈ 𝐵in

(︂
1 − 2𝜂

(1 − 𝑖𝜁)

(1 − 𝑖𝜁)2 + 𝛽2

)︂
(1.25)

Только часть кривой (1.25) доступна при монотонной развертке частоты ла
зера [102] и составляет кривую LI. На рисунке 1.8 резонансные кривые (1.25)
показаны пунктирными линиями, а кривые LI при увеличении частоты (умень
шении тока) - сплошными линиями. Отметим, что при достаточно высокой доб
ротности микрорезонатора точка входа в область затягивания близка к нулевой
отстройке, что также помогает настроиться на оптимум. Другим важным мо
ментом является то, что в реальном эксперименте изменение тока также изме
няет выходную мощность лазера, и поэтому кривая LI может быть наклонена
𝐵′
𝑡 = 𝐵𝑡 + (𝜕𝐵in/𝜕𝐼)(𝜕𝐼/𝜕𝜉)𝜉, где 𝐼 обозначает ток.

Согласно рис. 1.5(a) лазерная система может быть дополнительно оп
тимизирована в отношении 𝜂. Выбирая лучшие параметры в соответствии с
желтой линией на рис. 1.5(b,c), получено 𝜂 = 0.54, 𝜁 = −1.3 (соответствует
𝜉 = 8.97), 𝜓 = 0.43𝜋. Соответствующая ширина линии может быть уменьшена
в 𝐾2

𝜂=0.54,𝜇=3/𝐾
2
𝜂=0.91,𝜇=3 ≈ 15 раз, что на порядок лучше, чем в эксперименте.

Нужно поменять знаки 𝜁 и 𝜓, чтобы оптимум наступил в прямом сканирова
нии. Уменьшая связь накачки до оптимального значения, связь устанавливает
ся близко к критической связи, поэтому пропускание будет уменьшаться [73].
В то же время 𝛽 возрастает до 1.38 и ширина затягивания увеличивается. И
то и другое видно на соответствующей кривой LI (см. зеленую кривую на рис.
1.8). Поскольку 𝛽 теперь больше критического значения (1.16), оптимальная
фаза становится ненулевой. Правильную фазу также можно контролировать
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с помощью резонансной формы пропускания (см. разницу между зеленой и
оранжевой кривыми на рис. 1.8). Если расстояние между лазером и микрорезо
натором неизменно в конкретной установке, фаза может быть настроена путем
переключения между модами резонатора. Такой подход, однако, может изме
нить и коэффициент рассеяния 𝜇.

Если режим резонатора оптимально выбран так, что 𝜇 = 1.15, уменьше
ние ширины линии улучшается 𝐾2

𝜂=0.5,𝜇=1.15/𝐾
2
𝜂=0.91,𝜇=3 ≈ 94. Также определить

оптимальный режим позволяет анализ кривой LI, которая должна иметь опре
деленную форму в оптимальном режиме(см. рис. 1.8, красная кривая).

В целом можно выработать следующие рекомендации по оптимизации на
основе нашей теоретической модели.

1. Если можно оценить 𝜇, выбираем режим с оптимальным 𝜇.
2. Устанавливаем критический режим связи, на который указывает мак

симальная глубина провала, при которой ширина LI-кривой также мак
симальна.

3. Настраиваем фазу так, чтобы LI-кривая приобрела правильную форму
– первый угол (отсчет в направлении сканирования частоты) должен
быть острым, а второй – с закруглением в направлении сканирования.

4. Если не известно значение 𝜇 и еще не выбрали режим и/или не можем
изменить положение лазера, то можно просто искать резонанс правиль
ной формы (см. выше).

Любая конкретная экспериментальная реализация затягивания частоты
лазера требует корректировки алгоритма оптимизации в соответствии с теоре
тической моделью, описанной выше.

1.3.5 Ограничения модели и нелинейные эффекты

Существуют некоторые ограничения на уменьшение ширины линии с по
мощью эффекта затягивания которые не включены в нашу модель. Например,
механический шум может ограничить стабильность затягивания. Влияние ме
ханического шума на частотный шум затянутого лазера частично обсужда
лось в [102]. Было показано, что его влияние растет с увеличением 𝜏𝑠. Соб
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ственный шум микрорезонатора [111] (преимущественно терморефрактивный
шум [112;113]) и вариации фазы затягивания (обусловленные как механической,
так и тепловой неустойчивостью устройства [107] или терморефрактивными шу
мами линз и волноводов) будут влиять на работу реального устройства. Термо
динамические шумы не подлежат оптимизации и являются фундаментальным
ограничением. Высокая внутрирезонаторная интенсивность может привести к
нежелательным эффектам нелинейной генерации (например, четырехволновое
смешение или комбинационное рассеяние) и к переходу шума интенсивности ла
зера (RIN) в частотный шум. Интересно, что гиперпараметрические колебания
(или даже генерация солитонов) [43; 49] [114] наблюдались в режиме затягива
ния. Однако их влияние на характеристики лазера не было тщательно изучено.
Предполагается, что эти эффекты нежелательны для стабилизации частоты
лазера в режиме затягивания. Очевидно, их влияние может быть уменьшено
путем снижения мощности внутри режима микрорезонатора.

Порог процессов, связанных с параметрической неустойчивостью, может
быть оценен из выражения нормализованной накачки [115;116]

𝑓 =

√︃
6𝜒3𝑄0𝜂(1 − 𝜂)2𝑃input

𝜅0𝑛4𝜖0𝑉0

√︂
𝑛𝑆0

𝑛𝑐𝑆
> 1, (1.26)

где 𝑃input - мощность накачки, 𝜒3 - нелинейность третьего порядка микроре
зонатора, 𝑄0 = 𝜔/𝜅0 - его внутренняя добротность, 𝑉0 - объем моды, 𝑛 и 𝑛𝑐

- показатели преломления микрорезонатора и призмы. Гиперпараметрическая
осцилляция и рамановское излучение имеют почти одинаковые пороги в WGM
резонаторах [114; 117; 118]. Далее рассмотрены несколько подходов, позволяю
щих снизить мощность внутри микрорезонатора ниже порога гиперпараметри
ческих колебаний (2.43).

Самый простой подход к уменьшению мощности, циркулирующей в моде
микрорезонатора, заключается в том, чтобы перегрузить или недогрузить связь
микрорезонатора с призмой, изменяя 𝜂. Другим решением является перефоку
сировка лазерного пучка в области связи (см. рис. 1.1), изменяя Θ = 𝑆LC/𝑆,
отношение площади апертуры лазера 𝑆LC к конечной площади пучка 𝑆. Пе
рефокусировка изменяет мощность обратно отраженного пучка в

√
Θ раз (см.

рис. 1.1), что для простоты обозначения было скрыто в �̃�𝑑𝑜. В обоих подходах
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коэффициент стабилизации (𝐾) уменьшается, поэтому существует компромисс
между условиями сохранения высокого 𝐾 и уменьшения мощности накачки.

Для рассмотрения этой проблемы вводится безразмерное отношение:

Σ =

𝑑𝐾
𝑑𝑓

⃒⃒⃒
𝜂

𝑑𝐾
𝑑𝑓

⃒⃒⃒
Θ

=

𝜕𝐾
𝜕𝜂 /

𝜕𝑓
𝜕𝜂

𝜕𝐾
𝜕Θ/

𝜕𝑓
𝜕Θ

, (1.27)

где Θ - эффективная площадь области связи [см. рис. 1.1]. Числитель отноше
ния описывает относительное изменение (скорость) 𝐾 по отношению к 𝑓 за
счет 𝜂 перестройки (производная параметрической функции 𝑑𝐾/𝑑𝑓). Знамена
тель отношения описывает относительное изменение 𝐾 относительно 𝑓 , но с Θ

настройкой. Таким образом, само отношение (1.27) имеет смысл эффективно
сти настройки 𝜂 над Θ с точки зрения сохранения высокого 𝐾 и уменьшения
𝑓 .

Данное отношение инвариантно относительно переопределения парамет
ра стабилизации 𝐾 → 𝐹 (𝐾), где 𝐹 - произвольная функция. Таким образом,
рассмотрение коэффициента стабилизации 𝐾 или коэффициента уменьшения
ширины линии 𝐾−2 дает один и тот же результат оптимизации. Аналогичный
вывод справедлив и для 𝑓 .

На рисунке 1.9 показана зависимость (1.27) параметра Σ от значений связи
накачки и обратной волны для нулевой и оптимальной фазы затягивания вместе
с оптимальной 𝜂(𝜇). Видно, что настройка связи накачки предпочтительнее, так
как оптимальные кривые находятся внутри области |Σ| < 1 для обоих случаев.

1.4 Оптимизация в режиме нулевой фазы

Мы ищем эффективную настройку 𝜁0, которая максимизирует коэффици
ент стабилизации 𝐾. Для простоты обозначений введем 𝑏𝛽 = 𝛽2 + 1. Уравнение

𝜕𝐾(𝜁,0,𝜂,𝛽)

𝜕𝜁
= 0 (1.28)
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можно представить в виде умноженного на 𝜁 бикубического уравнения в отно
шении 𝜁

𝜁(3𝜁6 − 3(𝑏𝛽 − 2)𝜁4 − (3𝑏2𝛽 + 8𝑏𝛽 − 8)𝜁2+ (1.29)

+3𝑏2𝛽(𝑏𝛽 − 2)) = 0.

Единственным свободным параметром является 𝛽. Определитель кубического
выражения

𝑆 = (𝑏𝛽 − 1)(9𝑏4𝛽 − 6𝑏3𝛽 + 11𝑏2𝛽 − 10𝑏𝛽 + 5) (1.30)

больше нуля, так как 𝛽 > 0 (𝑏𝛽 > 1), поэтому бикубическая часть (1.29) име
ет три пары корней. Первая пара корней мнимая для 𝛽 > 0 и, следовательно,
может быть опущена. Вторая пара корней соответствует минимуму коэффи
циента стабилизации. Наконец, третья пара корней соответствует максимуму
коэффициента стабилизации и становится мнимой при 𝑏𝛽 < 1. Нас интересу
ет этот корень. Разложим его в ряд в окрестности нуля и на бесконечности.
Эти два приближения пересекаются при 𝛽 = 1.48. Объединив решения, можно
получить выражение (1.8).

Аппроксимация для первой части кривой 𝜂(𝜇) может быть найдена путем
оптимизации 𝛽 < 1 части выражения (1.13) для 𝜂. Подставляя 𝛽 = 𝜇(1 −
𝜂) в выражение (1.13) и дифференцируя его относительно 𝜂, можно получить
следующее характеристическое уравнение

𝜇(1 − 𝜂)(𝜇2𝜂3 − 𝜇2𝜂2 − (𝜇2 + 3)𝜂 + 𝜇2 + 1) = 0. (1.31)

Это уравнение может быть решено для 𝜇:

𝜇 =

√︃
3𝜂 − 1

(𝜂 + 1)(1 − 𝜂)2
. (1.32)

Полезно решить уравнение (1.31) для 𝜂. Определитель кубического уравнения
(1.31) положителен, поэтому получаем три корня, но только один находится
внутри 𝜂 ∈ [0; 1]. Этот корень можно разложить в ряд в окрестности 𝜇 = 0 и
𝜇 = ∞, чтобы получить асимптотическое выражение (1.12).
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1.5 Оптимальная фаза затягивания

Уравнение (1.7) может быть оптимизировано для 𝜓 следующим образом.
Взяв производную по 𝜓, получаем

0 =
𝜕𝐾

𝜕𝜓
= −𝑎 sin𝜓 + 𝑏 cos𝜓, (1.33)

где коэффициенты 𝑎 и 𝑏 были введены в (1.7). Обозначая sin𝛼 = 𝑏/(𝑎2 + 𝑏2)1/2

и используя (1.4), получаем

0 = sin(𝜓 +
𝜅𝑚𝜏𝑠

2
𝜁 − 𝛼), (1.34)

решение которого дается (1.13). Это выражение может быть подставлено в урав
нение (1.7) для получения фазового коэффициента стабилизации (1.14).

Введя 𝑊 = 𝜅𝑚𝜏𝑠/2 = 𝜅0𝜏𝑠/[2(1 − 𝜂)] и взяв производную по 𝜁, получаем

0 = 𝜁(𝑊 2𝜁6 − (3(𝑊 (𝑊𝑏𝛽 − 2𝑊 − 2) − 2))𝜁4+

+ (𝑊 (𝑊 (3𝑏2𝛽 − 8𝑏𝛽 + 8) + 4𝑏𝛽 + 8) − 4𝑏𝛽 + 16)𝜁2

−𝑊 (𝑊𝑏2𝛽(𝑏𝛽 − 2) + 2𝑏𝛽(5𝑏𝛽 − 8)) − 2𝑏2𝛽 − 8𝑏𝛽 + 16). (1.35)

Заметим, что 𝜁 = 0 является экстремумом для всех значений 𝑊 . Используя
𝑊 = 0, получаем биквадратичное уравнение для 𝜁, которое легко решается.
Уравнение (1.35) также может быть решено аналитически для произвольного
𝑊 , так как оно является бикубическим уравнением. Его дискриминант меняет
знак с положительного на отрицательный при 𝑏𝛽, который уменьшается с увели
чением 𝑊 . Только один из корней положителен при достижении определенного
значения 𝛽cr. Разложив этот корень в ряд по 𝑊 , получаем (1.15) со следующей
поправкой на время обхода:

𝛿𝜏𝑠𝜁opt = 𝛽2

√︀
𝛽2 + 3(𝛽2 − 1) − 𝛽(𝛽2 + 1)√︀

𝛽2 + 3(𝛽4 + 6𝛽2 − 3)

𝜅0𝜏𝑠
2(1 − 𝜂)

. (1.36)

Наилучшее соответствие обеспечивается только при использовании ряда 4-го
порядка относительно 𝛽.
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Точное решение уравнения (1.35) показывает, что пороговое значение свя
зи обратной волны 𝛽cr (см. (1.15)), при котором оптимальная 𝜁 становится нену
левой, меняется с 𝑊 . Точные аналитические решения в частных случаях пока
зывают, что 𝛽cr =

√︀
2
√

3 − 3 для 𝑊 = 0 и 𝛽cr → 1 для 𝑊 → ∞. Приближение
𝛽cr(𝑊 ) может быть построено как рациональная функция (1.16), имеющая ука
занные выше пределы. Это приближение было проверено численно и показало
очень хорошее соответствие с точным решением (1.35). На рисунке 1.10 показа
но приближение (1.16) (красная пунктирная линия) вместе с численной оценкой
(сплошная синяя линия). Зависимость оптимального обратного рассеяния 𝛽max

(1.18) также представлена, чтобы показать, что глобальный максимум всегда
находится ниже 𝛽cr, т.е. в области нулевой отстройки.

Мы также вывели асимптотическое решение для большой 𝛽.

𝜁opt = 𝛽 − 𝑊 (𝑊 + 2)

2(𝑊 2 + 4𝑊 + 2)𝛽
+𝑂(𝛽−2). (1.37)

Чтобы получить глобальный максимум, подставим 𝜁 = 0 (1.15) в (1.14) и
получим (1.17). Взяв производные по 𝛽 и 𝜂 и решив соответствующие уравне
ния, получим

𝛽o1 =

√︃
6(𝜂 − 1) +

√︀
32(1 − 𝜂)2 + (2(1 − 𝜂) + 𝜅0𝜏𝑠)2

𝜅0𝜏𝑠
, (1.38)

𝜂o1 =
𝜅0𝜏𝑠

8
(𝛽2 + 1) +

1

2
. (1.39)

Подставляя (1.39) в производную (1.17) относительно 𝛽, получаем биквадра
тичное уравнение для 𝛽max. Подставляя результат в (1.39) и в (1.17), получаем
(1.18).

Чтобы получить 𝜂opt, подставим 𝛽 = 𝜇(1− 𝜂) в (1.14) и возьмем производ
ную по 𝜂.

0 = 𝜇(1 − 𝜂)(2(1 − 𝜂)2(𝜅0𝜏𝑠 + 2𝜂 + 2)𝜇2 − 4(3𝜂 − 1)+

+ 𝜅0𝜏𝑠(1 − 𝜂)3𝜇4 − 𝜅0𝜏𝑠
2𝜂 − 1

1 − 𝜂
). (1.40)

Хотя это полное уравнение 4𝑡ℎ порядка относительно 𝜂, оно является биквад
ратичным уравнением относительно 𝜇 и, следовательно, может быть решено
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аналитически. Единственным действительным корнем является

𝜇opt =
1√︀

(1 − 𝜂)3𝑊

(︁
𝑊 (2𝜂 − 1) − 𝜂 − 1+

+
√︀
𝑊 2𝜂2 − 2𝜂(5𝜂 − 3)𝑊 + (𝜂 + 1)2

)︁1/2

. (1.41)

Грубая оценка поправки для 𝜂0 может быть получена для малых 𝜇. Пренебрегая
𝜇2 в (1.40), получаем

12𝜂2 − (2𝜅0𝜏𝑠 + 16)𝜂 + 𝜅0𝜏𝑠 + 4 = 0. (1.42)

Больший корень превышает единицу и поэтому находится вне области действия
𝜂. Разложив меньший корень в ряд, получаем.

𝜂𝛽=0 ≈
1

3
+
𝜅0𝜏𝑠
24

− 𝜅20𝜏
2
𝑠

128
. (1.43)

Комбинируя это выражение с (1.12) и предполагая малые 𝛽 (или 𝜇), получаем
предел малого рассеяния (1.22).

1.6 Вывод

В данной главе проведено пятипараметрическую оптимизацию лазера за
тянутого на резонатор с высокой добротностью. Было обнаружено, что опти
мальные параметры схемы затягивания (𝜓, 𝜁, 𝜂) зависят только от одного
параметра резонатора, 𝛽 (коэффициент обратного рассеяния, нормированный
на ширину линии нагрузки микрорезонатора), и от расстояния между лазером
и микрорезонатором (параметр 𝜅0𝜏𝑠). Было обнаружено, что две оптимальные
области параметров разделены 𝛽cr ∈ [0.68; 1] в зависимости от параметра рас
стояния (1.16).

Были получены оптимальные комбинации параметров затягивания для
различных экспериментально реализуемых режимов: все оптимальные парамет
ры (𝜓opt, 𝜁opt, 𝜂opt); режим длинного плеча 𝜅0𝜏𝑠 > 0.1; режим критической
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связи 𝜂 = 0.5; фиксированная фаза 𝜓 = 0, которая расходится на две ветви,
соответствующие режимам пересоединения и критической связи.

Как нулевая отстройка, так и нулевая фаза являются оптимальными
значениями для режима малого обратного рассеяния. Также обнаружен гло
бальный максимум коэффициента стабилизации (1.18) для других параметров
(𝜂 = 1/2, 𝛽 ≈ 0.58). Оптимальные значения параметров и коэффициент стаби
лизации увеличиваются с ростом параметра расстояния 𝜅0𝜏𝑠. Глобальный мак
симум всегда остается в области с низким 𝛽 (при 𝜓 = 0 и 𝜁 = 0), так как
𝛽cr также растет с 𝜅0𝜏𝑠. Обсуждался также случай режима высокого обратного
рассеяния.

Мы обнаружили, что для экспериментальных параметров [24] возможно
улучшение ширины линии на порядок, если параметры установки настроены на
оптимальную точку 𝜂opt, 𝜓opt и 𝜁opt. Ширина линии может быть уменьшена еще
больше, почти на два порядка, если оптимально выбрать режим резонатора. Бы
ли перечислены рекомендации по экспериментальной реализации оптимального
режима затягивания. Также предложены методы подавления влияния нежела
тельных нелинейных эффектов.
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Рисунок 1.6 — Максимальный коэффициент стабилизации частоты в
зависимости от параметра резонатора 𝜇 для различных режимов параметров

затягивания. Линии соответствуют: Синяя: оптимальному состоянию
(𝜓opt, 𝜁opt, 𝜂opt); Зеленый: вторая ветвь фиксированной фазы 𝜓 = 0 и
оптимального (𝜁0, 𝜂0), (1.12); Желтый: фиксированная фаза 𝜓 = 0 и

оптимальная (𝜁0, 𝜂opt); Красно-пунктирный: критическая связь 𝜂 = 0.5 и
оптимальная (𝜓, 𝜁); Фиолетовый: 𝜅0𝜏𝑠 = 0.4 для оптимальных параметров
(𝜓opt, 𝜁opt, 𝜂opt); Коричневая: 𝜅0𝜏𝑠 = 0.4 для фиксированной фазы 𝜓 = 0 и

(𝜁0, 𝜂0). Все величины построены в безразмерных единицах.
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Рисунок 1.7 — a) Оптимальный фазовый сдвиг между лазером и резонатором;

b) оптимальная настройка частоты излучения лазера; c) оптимальная
эффективность связи. Линии соответствуют: Синея линия: оптимальному
состоянию (𝜓opt, 𝜁opt, 𝜂opt); Зеленая линия: (вторая ветвь) построена при

фиксированной фазы 𝜓 = 0 и оптимальном значение
параметров(𝜁0, 𝜂0),(1.12); Желтая линия: построена при фиксированной

фазы 𝜓 = 0 и оптимальном значение параметров (𝜁0, 𝜂0);
Красно-пунктирная линия: построена при критической связи 𝜂 = 0.5 и
оптимальном значение параметров (𝜓, 𝜁); Фиолетовая линия: построена

при 𝜅0𝜏𝑠 = 0.4 для оптимальных параметров (𝜓opt, 𝜁opt, 𝜂opt); Коричневая
линия: построена при 𝜅0𝜏𝑠 = 0.4 для фиксированной фазы 𝜓 = 0 и (𝜁0, 𝜂0).

Все величины представлены в безразмерных единицах.
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Рисунок 1.8 — Численно получены резонансные кривые пропускания (1.25)
для параметров, взятых из [24]. Параметр 𝜁(𝜉) был оценен с помощью (1.3)

(пунктирные линии), и соответствующие кривые LI были оценены для
возрастающей частоты (сплошные линии). Точки на кривых пропускания
отмечают оптимальные значения отстройки. Все величины построены в

безразмерных единицах.
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Рисунок 1.9 — a)Параметр Σ для оптимальных 𝜁0, 𝜂0 и фиксированной фазы
𝜓 = 0; b) Параметр Σ для оптимальных 𝜓opt, 𝜁opt, 𝜂opt. Сплошная зеленая
линия обозначает оптимальную зависимость 𝜂(𝜇), а пунктирная зеленая
линия - (1.12). Все величины представлены в безразмерных единицах.
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Рисунок 1.10 — Сравнение точной численной и приближенной границы
оптимального выбора параметров нулевой отстройки. Сплошная синяя линия

- численное решение, красная пунктирная линия - аппроксимация (1.16), а
сплошная зеленая линия обозначает глобальный максимум 𝛽𝑚𝑎𝑥 (1.18).

Пороговое значение (1.15)
√︀

2
√

3 − 3 показано черной пунктирной линией.
Все величины представлены в безразмерных единицах
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Глава 2. Затягивание частоты лазера на микрорезонатор с
дополнительной призмой и зеркалом

В этой главе предлагается схема затягивания частоты полупроводниково
го лазера на микрорезонатор с дополнительной призмой и зеркалом, в которой
уровень оптической обратной связи регулируется настройкой связи между до
полнительной призмой и микрорезонатором. Для этой схемы была разработана
модель, анализ которой показал, что максимальный коэффициент стабилиза
ции предложенной схемы аналогичен максимальному коэффициенту стабили
зации классической схемы, где оптическая обратная связь с МШГ возникает за
счет рэлеевского рассеяния на внутренних и поверхностных неоднородностях.
Однако, для классической схемы максимальный уровень стабилизации лазера
требует точной настройки коэффициента релеевского рассеяния, что не явля
ется тривиальной задачей, в то время как это может быть легко реализовано
с помощью настройки связи между дополнительной призмой и микрорезона
тором. Более того, было обнаружено, что оптимальный режим предложенной
схемы находится далеко от критической связи (в отличие от классической схемы
затягивания), что приводит к меньшим потерям излучения. Было показано, что
для обеих схем мощность, циркулирующая в микрорезонаторе в оптимальном
режиме, примерно одинакова, что важно, поскольку режим высокой мощности
в микрорезонаторе может привести к нежелательным нелинейным эффектам,
ограничивающим ширину линии затянутого лазера.

2.1 Введение

Данная глава организована следующим образом. В разделе 2.2 представле
на теоретическая модель схемы связи МШГ с зеркалом. В разделе 2.3 представ
лена теоретическая модель стабилизации частоты полупроводникового лазера с
помощью резонансной оптической обратной связи от МШГ с зеркалом. Раздел
2.4 содержит подробный вывод модели для предложенной схемы. В разделах
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2.5 и 2.6 рассматривается стабилизация частоты лазера при ограничениях на
уровень оптической обратной связи и нелинейные эффекты, соответственно.

2.2 Схема затягивания с дополнительной призмой и зеркалом

A+A-

Bin

r

tB
B

T

Cm

ψс

T

p

Cout

Рисунок 2.1 — Схема затягивания с дополнительным призмой и зеркалом.
Амплитуды в точке связи входной призмы: 𝐵in - амплитуда накачки; 𝐵𝑡

и 𝐵𝑟 - амплитуды, прохождения и отражения; 𝐴+ и 𝐴− - амплитуды прямой и
обратной волны в микрорезонаторе. Амплитуды в точке связи выходной

призмы: 𝐶𝑚 - амплитуда, отраженная от зеркала обратно в выходную
призму; 𝐶out - выходная амплитуда. 𝑇 и 𝑇 ′ - амплитудный коэффициент

прохождения входной и выходной призмы, соответственно.

Схема установки затягивания на основе МШГ-резонатора модифициро
ванная дополнительным призмой представлена на рисунке 2.1. Для анализа
влияния дополнительного элемента обратной связи с зеркалом на характеристи
ки оптической обратной связи резонатора, используется квазигеометрический
подход, который был представлен в [119]. Набор уравнений для амплитуд пря
мой и обратной волны МШГ 𝐴+ и 𝐴− в предположении идеально согласованных
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по моде (или одномодовых) устройств связи (для связи лазер-микрорезонатор
и для связи зеркало-микрорезонатор) имеет вид

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)𝐴+ = 𝑖𝛾𝐴− + 𝑖
2𝛿𝑐
𝑇
𝐵in, (2.1)

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)𝐴− = 𝑖(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)𝐴+, (2.2)

где 𝐵in - амплитуда накачки, 𝛿Σ = 𝛿0+𝛿𝑐+𝛿𝑚; 𝛿0 - декремент внутренних потерь
микрорезонатора; 𝛿𝑐 и 𝛿𝑚 - связь входной и выходной призмы, соответственно;
𝛾 - коэффициент обратного рассеяния Рэлея; ∆𝜔 = 𝜔0−𝜔 - отстройка резонанс
ной частоты МШГ 𝜔0 от частоты накачки 𝜔. �̃� - комплексный коэффициент
отражения от зеркала, которая включает набег фаз от зеркала до точки кон
такта выходной призмы с микрорезантором (см. раздел 2.4). Далее предполага
ется , что комплексный коэффициент отражения настроен оптимально (�̃� = 1).
Обозначив отражение и прохождение резонатора Γ = 𝐵r/𝐵in и 𝑇out = 𝐵t/𝐵in,
соответственно (см. рис. 2.1), получим:

Γ = − 2𝑖𝛿𝑐(𝛾 + 2𝛿𝑚)

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)2 + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚)
, (2.3)

𝑇out =
(𝛿Σ − 2𝛿𝑐 + 𝑖∆𝜔)(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔) + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚)

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)2 + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚)
, (2.4)

|𝐶out| = |𝐵in|
⃒⃒⃒⃒
⃒
√︂
𝛿𝑚
𝛿𝑐

2𝛿𝑐(𝛿Σ − 2𝛿𝑚 + 𝑖∆𝜔 − 𝛾)

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)2 + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚)

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (2.5)

Подробный вывод приведенных выше уравнений представлен в разделе 2.4.
Прямая и обратная волны в микрорезонаторе связаны через релеевское

рассеяние, описываемое через 𝛾 и связь с зеркалом, описываемую через 𝛿𝑚 (см.
уравнения 2.1, 2.2). Связь прямой и обратной волн вызывает резонансное рас
щепление обратной связи Γ(𝜔) (см. рис. 2.2a). Величина расщепления резонанса
отражения задается следующим образом

∆𝜔Γ = ±
√︁
𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚) − 𝛿2Σ. (2.6)
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Рисунок 2.2 — Резонансное расщепление отражения Γ, прохождения 𝑇out и
𝐶out представлены в a, b и c, соответственно. Синие линии соответствуют
классической схеме 𝛿𝑚 = 0 и 𝛾

𝛿0+𝛿𝑐
= 2. Оранжевые линии соответствуют

малому обратному рассеянию 𝛿𝑚
𝛿0+𝛿𝑐

= 2 и 𝛾
𝛿0+𝛿𝑐

= 0. Зеленые линии
соответствуют общему случаю 𝛿𝑚

𝛿0+𝛿𝑐
= 2 и 𝛾

𝛿0+𝛿𝑐
= 2.

Условием расщепления обратной связи является 𝛾(𝛾+2𝛿𝑚) > 𝛿2Σ, что можно пе
реписать как 𝛾 > 𝛿𝑚+

√︀
𝛿2𝑚 + 𝛿Σ. Заметим, что таким образом можно устранить

резонансное расщепление Γ, нагружая 𝛿𝑚. В классической схеме затягивания
∆𝜔Γ используется для оценки релеевского рассеяния 𝛾 [49]. Аналогично, можно
оценить 𝛿𝑚 через резонансное расщепление 𝐶out, которое выражается как

∆𝜔Cout

⃒⃒⃒
𝛾=0

= ±
√︀

(𝛿0 + 𝛿𝑐)(6𝛿𝑚 − 𝛿0 − 𝛿𝑐). (2.7)

Важно отметить, что расщепление 𝐶out имеет место даже для случая 𝛾 ≪ 𝛿0

(см. оранжевые линии на рис. 2.2). Таким образом, в эксперименте расщепление
𝐶out может быть использовано для расчета 𝛿𝑐 и 𝛿𝑚 даже для случая 𝛾 ≪ 𝛿0.

2.3 Лазер, стабилизированный затягиванием на резонатор с
дополнительным зеркалом

Резонансная оптическая обратная связь (см. уравнение 2.3), попадая в ла
зер, приводит к затягиванию частоты излучения лазера 𝜔 к частоте резонатора
𝜔0. Модель полупроводникового лазера со слабой оптической обратной связью
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от зеркала впервые была разработана Ланг-Кобаяши [120]. Модель полупровод
никового лазера для слабой оптической обратной связи от высокодобротного
МШГ резонатора была разработана в [102]. Модели описывают зависимость 𝜔
(частоты излучения лазера) от 𝜔𝑑 (частоты резонатора лазера), эта зависимость
называется перестроечной кривой.

𝜔 − 𝜔𝑑 = 𝜅𝑑𝑜ℑ[Γ𝑒𝑖𝜔𝜏𝑠−𝑖 arctan(𝛼)], (2.8)

где 𝜏𝑠 - время прохождения по кругу между резонатором и затянутым лазером;
𝜅𝑑𝑜 =

√
1+𝛼2

𝜏𝑑

1−𝑅2
𝑜

𝑅𝑜
, которая объединяет параметры полупроводникового лазера:

𝛼 - фактор Генри, 𝜏𝑑 - время обхода лазерного резонатора и 𝑅𝑜 - отражатель
ная способность передней грани лазерного резонатора. Затягивание происходит,
когда частота лазерного резонатора 𝜔𝑑 близка к собственной частоте микроре
зонатора 𝜔0. В этот момент Γ обеспечивает резонансную оптическую обратную
связь, которая затягивает частоту излучения лазера 𝜔 на частоту микрорезо
натора 𝜔0.

Резонансная оптическая обратная связь приводит к стабилизации частоты
излучения лазера. Коэффициент стабилизации определяется как

𝐾 =
𝑑𝜔𝑑
𝑑𝜔

, (2.9)

что можно понять следующим образом: если частота свободного лазера 𝜔𝑑 ко
леблется на величину 𝛿𝜔𝑑, то частота затянутого лазера 𝜔 будет отклоняться
только на 𝛿𝜔 = 𝛿𝜔𝑑

𝐾 .
Для случая слабого релеевского обратного рассеяния 𝛾 ≪ 𝛿0 резонансное

расщепление отсутствует и максимальное значение коэффициента стабилиза
ции достигается при ∆𝜔 = 0 и 𝜔𝜏𝑠 = arctan(𝛼) + 3𝜋

2 . Тогда для фазово-опти
мизированного коэффициента стабилизации предложенной схемы (подробности
см. в разделе 2.5) получаем

𝐾 = 1 + 𝜅𝑑𝑜
4𝛿𝑐(𝛾 + 2𝛿𝑚)

𝛿3Σ
. (2.10)

Эта формула является хорошим приближением для 𝛾 < 0.3𝛿0. Максимальное
значение коэффициента стабилизации достигается при 𝛿𝑚 = 𝛿𝑐 = 𝛿0, при этом
𝐾 ≈ 8

27
𝜅𝑑𝑜
𝛿0

, что в 𝛿0/(2𝛾) раз больше оптимума классической схемы затягивания
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(𝛿𝑚 = 0). Например, в [43] авторы измерили |Γ| ≈ 3 × 10−2 при критическом
соединении (𝛿𝑐 ≈ 𝛿0) для классической схемы затягивания, что соответствует
𝛾
𝛿0
≈ 6×10−2 (см. уравнение 2.26). Таким образом, схема затягивания с зеркалом

может увеличить коэффициент стабилизации примерно в 𝛿0/(2𝛾) ≈ 8 раз (или
уменьшить ширину линии частоты излучения лазера в 64 раза).

Указанный оптимум соответствует уровню обратной связи |Γ| = 4
9 . В ран

них исследованиях эффекта затягивания было показано, что сильная внешняя
оптическая обратная связь |Γ| может привести к мультистабильности затяну
того лазера [75; 120; 121], что ставит компромиссную задачу - установить мак
симально возможное значение коэффициента стабилизации и сохранить опти
ческую обратную связь ниже порогового уровня. Решение этой задачи вместе
с более подробной информацией об оптимальных параметрах представлено в
разделе 2.5.

Максимальные значения коэффициента стабилизации для схемы затяги
вания с зеркалом и для классической схемы затягивания с оптимальным рэ
леевским рассеянием, о которых сообщалось в [A2], примерно одинаковы (см.
рис. 2.3). Однако для классической схемы максимальный уровень стабилиза
ции лазера требует точной настройки рэлеевского рассеяния, что не является
тривиальной задачей по сравнению с настройкой связи с зеркалом.

При высоком уровне рэлеевского рассеяния все три резонансные кривые
WGMR расщепляются из-за связи прямой и обратной волн (см. Eq. 2.6, синие и
зеленые линии на рис. 2.2). В схеме затягивания с зеркалом при малом значение
𝛾 обратная волна накачивается в основном прямой волной за счет отражения
от зеркала, поэтому расщепление в прохождении и отражении отсутствует (см.
оранжевые линии на рис. 2.2a,b). Отсутствие расщепления упрощает процесс
настройки на оптимальную точку, так как в этом случае при изменении связи с
призмами нет необходимости подстраивать отстройку частоты и фазовый сдвиг.

Анализ модели показал, что оптимальный режим схемы с зеркалом далек
от критической связи (см. сплошные линии на рис. 2.4) в отличие от оптималь
ного режима классической схемы затягивания. Обозначив потери на излучение
в виде

Loss = 1 − |Γ|2 − |𝑇out|2 − |𝐶Out/𝐵in|2 (2.11)
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Рисунок 2.3 — Сравнение коэффициента стабилизации (Сплошные линии –
левая ось y) и коэффициент отражения |Γ| (Пунктирные линии –

правая ось y) для случая пренебрежимо малого рэлеевского рассеяния
(красная линия) и для классической схемы затягивания (синяя линия).

Остальные параметры выбраны оптимальными (см. рис.2.6).

мы показываем, что потери уменьшаются, по сравнению с классической схемой
(см. пунктирные линии на рис. 2.4). Показано, что для обеих схем мощность,
циркулирующая в микрорезонаторе при оптимальном режиме, примерно оди
накова (см. рис. 2.5). Отметим, что интенсивность прямой волны не зависит от
связи с выходной призмой, что объясняется тем, что оптимум 𝛿𝑐 = (𝛿0 + 𝛿𝑚)/2

для фиксированного 𝛿𝑚. Высокая интенсивность поля внутри микрорезонатора
может привести к нежелательным эффектам нелинейной генерации (например,
четырехволновое смешение или стимулированное комбинационное рассеяние),
что приводит к переходу шума относительной интенсивности лазера (RIN) в ча
стотный шум. В предыдущих работах было показано, что нежелательные нели
нейные эффекты ограничивают ширину линии затянутого лазера [76]. Нелиней
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Рисунок 2.4 — Сравнение 𝑇out (Сплошные линии – левая ось y) и потерь в
микрорезонаторе (Пунктирные линии – правая ось y) для схемы с

зеркалом при пренебрежимо малом значение рэлеевского рассеяния (красная
линия) и для классической схемы затягивания (синяя линия). Параметры

схем выбраны оптимальными (см. рис.2.6).

ные эффекты внутри микрорезонатора возникают, если интенсивность прямой
или обратной волны превышает пороговое значение. В предложенной схеме в
оптимальном режиме интенсивность прямой и обратной волны близка к ин
тенсивности прямой или обратной волны классической схемы затягивания в
оптимальном режиме рэлеевского обратного рассеяния (см. рис.2.5). В целом,
минимизация интенсивности прямой и обратной волны находится вне оптималь
ных параметров для получения наибольшего коэффициента стабилизации. Этот
факт декларирует компромиссную задачу установки максимально возможного
значения коэффициента стабилизации и удержания нелинейных эффектов ни
же порогового уровня, решение которой для режима слабой оптической обрат
ной связи представлено в разделе 2.6.
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2.4 Модель затягивания с зеркалом

Уравнения для амплитуд связи лазер-микрорезонатор в предположении
идеально согласованных по моде (или одномодовых) устройств связи дается в
виде (см. рис. 2.1):

𝑑𝐴+

𝑑𝑡
+ (𝛿𝑚 + 𝛿0 + 𝛿𝑐 + 𝑖∆𝜔)𝐴+ = 𝑖𝛾𝐴− + 𝑖

𝑇

𝜏0
𝐵in, (2.12)

𝑑𝐴−
𝑑𝑡

+ (𝛿𝑚 + 𝛿0 + 𝛿𝑐 + 𝑖∆𝜔)𝐴− = 𝑖𝛾𝐴+ + 𝑖
𝑇

′

𝜏0
𝐶𝑚𝑒

𝑖𝜓𝑝, (2.13)

(2.14)

𝐵𝑡 =
√︀

1 − 𝑇 2𝐵in + 𝑖𝑇𝐴+, (2.15)

(2.16)

𝐵𝑟 = 𝑖𝑇𝐴−, (2.17)

𝐶𝑚 = 𝑖𝑅𝑚𝑇
′
𝐴+𝑒

𝑖(𝜓𝑝+𝜓𝑐), (2.18)

(2.19)

𝐶out =
√︀

1 − 𝑇 ′2𝐶𝑚 + 𝑖𝑇
′
𝐴−𝑒

−𝑖𝜓𝑝, (2.20)

где уравнения 2.12-2.17 записаны для точки связи с входной призмой, а урав
нения. 2.18-2.20 записаны для точки связи с выходной призмой (см. рис. 2.1).
Волна накачки с амплитудой 𝐵in возбуждает прямую волну МШГ с амплитудой
𝐴+ через спадающее поле в точке связи между входной призмой и микрорезо
натором. Далее 𝑇 - амплитудный коэффициент пропускания верхнего элемен
та связи, а 𝜏0 - время обхода резонатора. Обратная волна с амплитудой 𝐴−
возбуждается прямой волной 𝐴+ из-за релеевского рассеяния на внутренних и
поверхностных неоднородностях резонатора [73; 122–126], где 𝛾 - скорость об
ратного рассеяния. 𝛿0 - декремент внутренних потерь; 2𝛿𝑐 = 𝑇 2/𝜏0 - декремент
связи с входной призмой [119]. 𝑇 ′ - амплитудный коэффициент прохождения;
2𝛿𝑚 = 𝑇 ′2/𝜏0 - декремент связи с выходной призмой. 𝐶𝑚 - амплитуда волны,
отраженной от зеркала обратно в выходную призму. 𝜓𝑐 - набег фаза, включая
фазовый сдвиг из-за зеркала (см. рис. 2.1). 𝜓𝑝 - набег фаз между двумя кон
тактами призм в направлении прямой волны (см. рис. 2.1). Далее, обозначая
𝜓 = 𝜓𝑐+2𝜓𝑝+𝜋/2, �̃� = 𝑅𝑚exp(𝑖𝜓) и 𝛿Σ = 𝛿𝑚+ 𝛿0 + 𝛿𝑐 стационарные уравнения
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для 𝐴+ и 𝐴− записываются так

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)𝐴+ = 𝑖𝛾𝐴− + 𝑖
2𝛿𝑐
𝑇
𝐵in, (2.21)

(2.22)

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)𝐴− = 𝑖(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)𝐴+, (2.23)

где учитывается 𝛿𝑚 ≈ 𝑇
′2

2𝜏0
и 𝛿𝑐 ≈ 𝑇 2

2𝜏0
[119], что является правильным приближе

нием для случая 𝛿𝑐𝜏0 ≪ 1 и 𝛿𝑚𝜏0 ≪ 1. Таким образом, получаем

𝐴+ =
𝛿Σ + 𝑖∆𝜔

𝑖(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)
𝐴−, (2.24)

и

𝐴− = −𝐵in

𝑇

2𝛿𝑐(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)2 + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)
. (2.25)

Обозначив далее коэффициенты отражения и прохождения резонатора
как Γ = 𝐵r/𝐵in и 𝑇out = 𝐵t/𝐵in, соответственно (см. уравнение 2.15-2.17), полу
чаем:

Γ = − 2𝑖𝛿𝑐(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)2 + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)
(2.26)

и

𝑇out =
√︀

1 − 2𝛿𝑐𝜏0−

...
2𝛿𝑐(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)2 + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)
=

=
√︀

1 − 2𝛿𝑐𝜏0×
(𝛿Σ − 2𝛿′𝑐 + 𝑖∆𝜔)(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔) + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)2 + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)
, (2.27)

где 𝛿′𝑐 = 𝛿𝑐√
1−2𝛿𝑐𝜏0

≈ 𝛿𝑐. Коэффициент отражения Γ обеспечивает резонансную
обратную связь с лазером накачки. Таким образом, можно привязать часто
ту лазера накачки к резонансу МШГ резонатора. Подробный анализ процесса
затягивания представлен в разделе 2.3.

Критическая связь (𝑇out = 0 в резонансе) для реальной �̃� = 𝑅𝑚 достига
ется, если 𝛿2𝑐 = (𝛿𝑚 + 𝛿0)

2 + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚𝑅𝑚), где учтено 𝛿𝑐𝜏0 ≪ 1. Резонансное
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отражение Γ для случая критической связи дается следующим образом

Γ = −𝑖𝛾 + 2𝛿𝑚𝑅𝑚

𝛿Σ

⃒⃒⃒
𝛾≪𝛿0+𝛿𝑚

≈ −𝑖 𝛿𝑚𝑅𝑚

𝛿0 + 𝛿𝑚
. (2.28)

Для режима низкой связи ( 𝛿𝑐
𝛿0+𝛿𝑐

≪ 1) удобнее использовать 𝐶out. Поскольку

𝐶out в
√︁

𝛿𝑚
𝛿𝑐

раз более чувствителен к изменению 𝛿𝑚 и ∆𝜔, чем 𝐵𝑡:

𝐶out = 𝑖𝐵in

√︂
𝛿𝑚
𝛿𝑐
𝑒−𝑖𝜓𝑝

√︀
1 − 2𝛿𝑚𝜏0×

(2.29)

× 2𝛿𝑐((𝛿Σ − 2𝛿′𝑚 + 𝑖∆𝜔)�̃�− 𝛾′)

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)2 + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)
(2.30)

где 𝛿′𝑚 = 𝛿𝑚√
1−2𝛿𝑚𝜏0

≈ 𝛿𝑚 и 𝛾′ = 𝛾√
1−2𝛿𝑚𝜏0

≈ 𝛾. Критическая связь для выходной
призмы (𝐶out = 0) для реальной �̃� = 𝑅𝑚 выражается как 𝛿𝑚 = 𝛿0 + 𝛿𝑐 − 𝛾/𝑅𝑚.
Заметим, что это не согласуется с критической связью входной призмы, так что
критическое сцепление как для входной призмы, так и для выходной призмы
невозможно.

𝐶out – содержит только затянутую моду. Для использования 𝐶out в каче
стве фильтрованного выхода может потребоваться установить амплитуду 𝐶out

на максимальное значение. Максимальная амплитуда 𝐶out достигается при

𝛿𝑚 = (3 − 2
√

2) × (𝛿0 + 𝛿𝑐), (2.31)

при данной связи амплитуда 𝐶out выражается как

max
𝛿𝑚

𝐶out =
𝑖𝑒−𝑖𝜓𝑝

2

√︂
𝛿𝑐

𝛿0 + 𝛿𝑐
𝐵in. (2.32)
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2.5 Оптимальные режимы при ограничении уровня обратной
волны

В соответствии с (2.8) и (2.9) коэффициент стабилизации выражается сле
дующим образом

𝐾 = 1 − 𝜅𝑑𝑜ℑ[𝑒𝑖𝜔𝜏𝑠−𝑖 arctan(𝛼)
𝜕Γ

𝜕𝜔
] =

= 1 −ℑ[
4𝜅𝑑𝑜𝑒

−𝑖 arctan(𝛼)𝛿𝑐(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)

𝑒−𝑖𝜔𝜏𝑠
(︁

(𝛿Σ + 𝑖∆𝜔)2 + 𝛾(𝛾 + 2𝛿𝑚�̃�)
)︁2 ], (2.33)

где 𝛾 взята из уравнения 2.26.
Для случая слабого релеевского обратного рассеяния 𝛾 ≪ 𝛿0 резонансное

расщепление отсутствует и максимальное значение коэффициента стабилиза
ции достигается при �̃� = 𝑅𝑚, ∆𝜔 = 0 и 𝜔𝜏𝑠 = 𝜔0𝜏𝑠 = arctan(𝛼) + 3𝜋

2 .

𝐾 = 1 + 𝜅𝑑𝑜
4𝛿𝑐(𝛾 + 2𝛿𝑚𝑅𝑚)

𝛿3Σ
. (2.34)

Приведенная выше формула может быть хорошим приближением для 𝛾 ≪
0.3𝛿0. Используя ее, можно вывести оптимальные параметры. Для фиксиро
ванных 𝛾 и 𝛿𝑚 получаем 𝛿𝑐 = (𝛿0 + 𝛿𝑚)/2 (см. рис. 2.6, красная линия) и для
глобального максимума

𝛿𝑚 = 𝛿0 − 𝛾/𝑅𝑚; 𝛿𝑐 = 𝛿0 − 𝛾/𝑅𝑚/2;

𝐾 = 1 +
16

27

𝜅𝑑𝑜
𝛿0

𝑅2
𝑚

2𝑅𝑚 − 𝛾/𝛿0
. (2.35)

Максимальное значение коэффициента стабилизации достигается при
𝛿0 = 𝛿𝑚 = 𝛿𝑐, при этом 𝐾 = 8

27
𝜅𝑑𝑜
𝛿0

, что в 1/(2𝛾) раз больше оптимума для
классической схемы затягивания (𝛿𝑚 = 0).

В ранних исследованиях эффекта затягивания было показано, что доста
точно сильный уровень внешней оптической обратной связи может привести
к мультистабильности затянутого лазера [75; 120; 121]. Выше указанный опти
мум соответствует |Γ| = 4

9 . Дальнейший анализ будет рассмотрен при ограни
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чении |Γ| < 𝜌≪ 1, где 𝜌 - уровень оптической обратной связи, гарантирующий
стабильность затянутого лазера. Таким образом, максимальное значение коэф
фициента стабилизации в режиме стабильного излучения задается следующим
условием ⎧⎨⎩max𝐾,

|Γ| = 𝜌≪ 1,
(2.36)

решение которой может быть выражено как:

arg max
𝛿𝑐,𝛿𝑚

(𝐾)
⃒⃒⃒
|Γ|=𝜌≪1

=

⎧⎨⎩𝛿𝑐 =
√
𝜌

2(1−√
𝜌)𝛿0,

𝛿𝑚 = 𝛿𝑐,

max
𝛿0,𝛿𝑐

𝐾
⃒⃒⃒
|Γ|=𝜌≪1

= 2
𝜅𝑑𝑜
𝛿0

(𝜌− 𝜌3/2). (2.37)

Таким образом, увеличивая уровень оптической обратной связи до 𝜌 = 4
9

при оптимально настроенных 𝛿𝑐 и 𝛿𝑚 можно увеличить коэффициент стабилиза
ции. Максимальный уровень оптической обратной связи 𝜌, при котором затяги
вание устойчиво, зависит от параметров лазера. Например, в [75] при 𝜌 > 10−2

проявлялось нестабильность лазера, а результирующая ширина линии состав
ляла 20 кГц. В [43] лазер был стабилен при 𝜌 = 3 × 10−2 и была достигнута
суб-кГц ширина линии. Стабильное затягивание частоты лазера при 𝜌 ≈ 0.5 и
значительное уменьшение ширины линии до суб-100 Гц было продемонстриро
вано в [127]. В то же время глобальный максимум, согласно (2.35), может быть
достигнут, если 𝜌 > 0.44.

Для достижения максимально возможного коэффициента стабилизации
в эксперименте необходимо увеличивать 𝛿𝑚 и 𝛿𝑐, уменьшая расстояние между
призмами и микрорезонатором до тех пор, пока не наступит нестабильность
лазера. Таким образом, схема затягивания с зеркалом позволяет не только уве
личивать коэффициент стабилизации, но также позволяет исследовать зависи
мость стабильности лазера от уровня оптической обратной связи. Стабильность
режима затягивания частоты лазера одномодовым высокодобротным резонато
ром была теоретически проанализирована в [121], где стационарное состояние
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излучения выражается через лазерную частоту релаксационных пульсаций Ω𝑟.

𝐾𝛿0 < Ω𝑟. (2.38)

Принимая во внимание наибольшее значение 𝐾 для данного 𝜌 (см. урав
нение 2.37), получаем 𝜌 − 𝜌3/2 < Ω𝑟

2𝜅𝑑𝑜
. Следовательно, 𝜌 выражается только

параметрами лазера.
Далее оценивается увеличение коэффициента стабилизации за счет связи

с зеркалом в случае ограничения на уровень обратной волны:

𝐾|𝛿𝑚 ̸=0

𝐾|𝛿𝑚=0
=

27

8

𝛿0
𝛾

(𝜌− 𝜌3/2), (2.39)

где учтено, что max𝐾
⃒⃒⃒
𝛿𝑚=0

= 𝜅𝑑𝑜
16𝛾
27𝛿20

достигается при 𝛿𝑐 = 𝛿0
2 и обратная вол

на мала (4𝛾/9 < 𝜌𝛿0), чтобы удовлетворить критерию устойчивости. Таким
образом, для случая 𝛿0

𝛾 𝜌 ≫ 1 значительное увеличение коэффициента стаби
лизации может быть достигнуто с помощью связи с зеркалом. Например, в
работе [43] авторы измерили |Γ| ≈ 3 × 10−2 при критической связи (𝛿𝑐 ≈ 𝛿0),
что соответствует 𝛾

𝛿0
≈ 6 × 10−2 (см. уравнение 2.26). Таким образом, схема за

тягивания с зеркалом может увеличить коэффициент стабилизации примерно
в 8 раз (или дополнительно уменьшить ширину линии в 64 раза), где учиты
вается оптимальный уровень оптической обратной связи 𝜌 = 4

9 . В обычных
интегральных микрорезонаторах обратное рэлеевское рассеяние относительно
велико (𝛾 ≈ 𝛿0) [50], поэтому нет необходимости реализовывать для них схему
затягивания с зеркалом.

В эксперименте может быть проще установить один из параметров 𝛿𝑐 или
𝛿𝑚, а затем подстроить другой. Для этого подхода оптимальные параметры
даются следующим образом:

max𝛿𝑐 or 𝛿𝑚(𝐾)
⃒⃒⃒
|Γ|=𝜌≪1

= 2
3
𝜅𝑑𝑜
𝛿0
𝜌

arg max
𝛿𝑐 or 𝛿𝑚

(𝐾)
⃒⃒⃒
|Γ|=𝜌≪1

≈ 𝛿𝑐 =
3

8
𝜌𝛿0, 𝛿𝑚 =

𝛿0 + 𝛿𝑐
2

𝛿𝑚 =
3

8
𝜌𝛿0, 𝛿𝑐 =

𝛿0 + 𝛿𝑚
2

max
𝛿𝑐 or 𝛿𝑚

(𝐾)
⃒⃒⃒
|Γ|=𝜌≪1

=
2

3

𝜅𝑑𝑜
𝛿0
𝜌
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Настраивая связь с выходной призмой 𝛿𝑚 и связь с выходной призмой
𝛿𝑐 можно настроить установку на max𝛿𝑚 𝐶out (см. уравнение 2.31). Для этого
режима получаем:

arg max
𝛿𝑐

(𝐾)
⃒⃒⃒max𝛿𝑚 𝐶out

|Γ|=𝜌≪1
=

⎧⎨⎩𝛿𝑚 = (3 − 2
√

2)(𝛿0 + 𝛿𝑐),

𝛿𝑐 = (2−
√
2)2

3−2
√
2
𝛿0𝜌.

max
𝛿𝑐

(𝐾)
⃒⃒⃒max𝛿𝑚 𝐶out

|Γ|=𝜌≪1
=

2 +
√

2

4

𝜅𝑑𝑜
𝛿0
𝜌 (2.42)

Коэффициент стабилизации рассматриваемых режимов близок к опти
мальному (см. уравнение 2.37). Карта коэффициентов стабилизации представ
лена на рис. 2.8, где темно-серая линия соответствует ограничению |Γ| = 0.1

(см. рис. 2.7).

2.6 Оптимальный режим при ограничении нелинейных эффектов

Высокая интенсивность поля внутри микрорезонатора может привести к
нежелательным эффектам нелинейной генерации. Из уравнения 2.24 получа
ем

⃒⃒⃒
𝐴−
𝐴+

⃒⃒⃒
= 𝛾+2𝛿𝑚

𝛿Σ
. Для случая 𝛾 ≪ 𝛿0 (что имеет место для кристаллических

микрорезонаторов) и 𝛿𝑚 = 0, внутрирезонаторная интенсивность в основном
определяется 𝐴+ как |𝐴−| ≪ |𝐴+|. Таким образом, для достижения достаточно
го уровня обратной связи |Γ| для затягивания частоты лазера необходимо иметь
высокую амплитуду прямой волны 𝐴+ и, следовательно, сильную связь 𝛿𝑐. Од
нако увеличение прямой волны может привести к нежелательным нелинейным
эффектам в микрорезонаторах с высокой добротностью. Можно показать, что в
схеме с дополнительным зеркалом, изменяя связь с зеркалом, можно настроить
эффективный уровень обратного рассеяния через 𝛿𝑚 (𝐴− ≈ 2𝛿𝑚

𝛿Σ
𝐴+) и достичь

достаточного уровня обратной волны |Γ| без значительного увеличения прямой
волны, что может предотвратить возникновение нелинейных эффектов. Далее в
этом разделе представлен детальный анализ подавления нелинейных эффектов
в схеме зеркалом на основе порога параметрической неустойчивости, который
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задается выражением [115;116]:

𝑓 =

√︃
𝛿𝑐
𝛿3Σ

√︂
6𝜔𝜒3𝑃in

𝑛4𝜖0𝑉0

√︂
𝑛𝑆

𝑛𝑐𝑆𝑐
> 1, (2.43)

где 𝑃in - мощность накачки, 𝜒3 - нелинейность третьего порядка микрорезона
тора, 𝑉0 - объем моды, 𝑛 и 𝑛𝑐 - показатели преломления микрорезонатора и
призмы, 𝑆 и 𝑆𝑐 - площади пучка лазера и контакта с МШГ. Гиперпараметри
ческая осцилляция и рамановское излучение имеют почти одинаковые пороги
в WGM резонаторах [114;117;118].

Параметр 𝑓 может быть уменьшен ниже порогового уровня путем умень
шения 𝛿𝑐. В этом случае коэффициент стабилизации также уменьшается. С
точки зрения сохранения высокого коэффициента стабилизации и низкого зна
чения 𝑓 схема с зеркалом более эффективна, чем традиционная схема затяги
вания (без зеркала). В новой схеме необходимо учитывать связь с зеркалом и,
используя (2.34) и (2.26) для 𝛾 ≪ 𝛿0, выражение для нормированной амплитуды
накачки можно переписать как

𝑓 =

√︃
𝛿𝑐𝜃2

𝛿3Σ
≈

√︃
𝜃2𝐾

𝜅𝑑𝑜(𝛾 + 2𝛿𝑚𝑅𝑚)
, (2.44)

где 𝜃 =
√︁

6𝜔𝜒3𝑃in

𝑛4𝜖0𝑉0

√︁
𝑛𝑆
𝑛𝑐𝑆𝑐

. Анализируя это выражение, можно увидеть, что при
одинаковом коэффициенте стабилизации схема затягивания с зеркалом имеет
меньшее значение порога параметрической неустойчивости:

𝑓 |𝛿𝑚 ̸=0

𝑓 |𝛿𝑚=0
=

√︂
𝛾

𝛾 + 2𝛿𝑚𝑅𝑚
. (2.45)

Приведенное выше соотношение верно, если нет ограничений на уровень опти
ческой обратной связи. Далее рассмотрим систему для максимизации коэффи
циента стабилизации при ограничении на уровень оптической обратной связи
и нелинейных эффектов:
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⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
max𝐾,

𝑓 2 = 𝛿𝑐𝜃
2

𝛿3Σ
≤ 1,

|Γ| = 4𝛿𝑐𝛿𝑚
𝛿2Σ

≤ 𝜌

(2.46)

Подставляя (2.37) в (2.44) получаем 𝑓 2 =
2𝜃2

√
𝜌(1−√

𝜌)2

𝛿20
. Поэтому, если

2𝜃2
√
𝜌(1−√

𝜌)2

𝛿20
< 1 оптимальные значения 𝛿𝑚 и 𝛿𝑐 могут быть заданы из (2.37),

поэтому для этого случая решение (2.46) дается выражением (2.37).
Далее, рассмотрим случай 2𝜃2

√
𝜌(1−√

𝜌)2

𝛿20
> 1. В этом случае необходимо

отстроить 𝛿𝑚 и 𝛿𝑐 от оптимального положения (2.37), чтобы удовлетворить 𝑓 ≤
1. Объединяя 𝑓 2 = 𝛿𝑐𝜃

2

𝛿3Σ
и |Γ| = 4𝛿𝑐𝛿𝑚

𝛿2Σ
и 𝛿Σ = 𝛿0 + 𝛿𝑐 + 𝛿𝑚 получаем:

𝛿2𝑚 − |Γ|
4𝑓 2

𝜃2 +
|Γ|3
64𝑓 4

𝜃4

𝛿2𝑚
+ 𝛿0𝛿𝑚 = 0. (2.47)

Обозначая 𝛿𝑚 = 2𝛿𝑚𝑓

𝜃
√

|Γ|
получаем

𝛿2𝑚 − 1 +
|Γ|
4

1

𝛿2𝑚
+

2𝛿0𝑓

𝜃
√︀

|Γ|
𝛿𝑚 = 0. (2.48)

Далее рассмотрим случай сильной нелинейности 2𝛿0𝑓

𝜃
√

|Γ|
≪ 1 и |Γ|

4 ≪ 𝜌
4 ≪ 1. Для

этого случая приближенное решение дается 𝛿𝑚 ≈ 1 и

𝛿2𝑚 ≈ |Γ|
4𝑓 2

𝜃2. (2.49)

Далее можем написать:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛿𝑚 =

𝜃
√

|Γ|
2𝑓 ,

𝛿𝑐 = |Γ|𝜃
8

√
|Γ|
𝑓 ,

𝐾 =
𝜅𝑑𝑜
√

|Γ|𝑓2
2𝜃 .

⇒max𝐾

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛿𝑚 =

𝜃
√
𝜌

2 ,

𝛿𝑐 = 𝜌𝜃
8

√
𝜌,

𝐾 =
𝜅𝑑𝑜

√
𝜌

2𝜃 ,

(2.50)
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где для максимизации 𝐾 положим |Γ| = 𝜌 и 𝑓 2 = 1. Согласно приведенной си
стеме, оптимальное состояние при сильной нелинейности достигается при асим
метричной нагрузки призм ( 𝛿𝑐𝛿𝑚 = 𝜌

4).

2.7 Заключение

Мы предложили модифицированную схему затягивания, в которой опти
ческая обратная связь регулируется зеркалом, связанным с микроререзонато
ром через дополнительную призму. Усиление обратной волны за счет связи
зеркала с прямой и обратной волной в МШГ позволяет усилить коэффициент
стабилизации частоты лазера, максимальный уровень которого близок к мак
симальному уровню классической схемы. Таким образом, схема затягивания с
зеркалом решает проблему слабого релеевского обратного рассеяния некоторых
кристаллических высокодобротных резонаторов.

Для предложенной схемы максимальный уровень стабилизации лазера мо
жет быть достигнут перестройкой уровня связи зеркала с микрорезантором
через выходную призму, что упрощает настройку на оптимальный режим по
сравнению с классической схемой затягивания.

Анализ разработанной модели показал, что оптимальный режим предло
женной схемы находится вдали от критической связи (в отличие от классиче
ской схемы затягивания), что приводит к меньшим потерям излучения. Пока
зано, что для обеих схем мощность, циркулирующая в микрорезонаторе в опти
мальном режиме, примерно одинакова, что важно, поскольку режим высокой
мощности в микрорезонаторе может привести к нежелательным нелинейным
эффектам, ограничивающим ширину линии затянутого лазера.

Поскольку высокий уровень оптической обратной связи может дестабили
зировать лазер, оптимальные параметры настройки приведены для различных
режимов с ограничением на поддержание заданного уровня обратной волны.
Таким образом, схема затягивания с зеркалом позволяет исследовать чувстви
тельность лазера к резонансной оптической обратной связи и, следовательно,
установить максимально возможный уровень обратной связи.
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Рисунок 2.5 — Сравнение нормированных амплитуд прямой волны 𝐴+

𝐴0+

(сплошные линии – левая ось y) и обратной волны 𝐴−
𝐴0−

(пунктирные
линии – правая ось y) для случая пренебрежимо малого рэлеевского

рассеяния (красная линия) и для классической схемы затягивания (синяя
линия). Остальные параметры выбраны оптимальными (см. рис.2.6), 𝐴0± -

амплитуды 𝐴± при 𝛾
𝛿0

= 1.16 и 𝛿𝑚 = 0, что соответствует оптимуму
классической схемы

.



68

10−3 10−2 10−1 100

δm
δ0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

δ
c

δ
0

γ = 0

10−3 10−2 10−1 100

γ
δ0

δm = 0

Рисунок 2.6 — Оптимальные значения 𝛿𝑐 для случая малого рассеяния 𝛾 = 0

(синяя линия) и для классической схемы затягивания 𝛿𝑚 = 0 (красная линия).
Оптимальными параметрами для случая малого рассеяния являются ∆𝜔 = 0

и 𝜔𝜏𝑠 = arctan(𝛼) + 3𝜋
2 и �̃� = 1. Для классической схемы затягивания при

𝛾 > 𝛿0 + 𝛿𝑐 отстройка и фаза имеют нетривиальные зависимости [A2]



69

10−2 10−1 100 101 102 103

δm/δ0

10−2

10−1

100

101

102

δ c
/δ

0

−4.8 −4.2 −3.6 −3.0 −2.4 −1.8 −1.2 −0.6 0.0
log|Γ|

Рисунок 2.7 — Карта обратного отражения |Γ| (см. уравнение 2.26).
Темно-серая линия соответствует |Γ| = 0.1.
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Рисунок 2.8 — Карта коэффициента стабилизации K (см. уравнение 2.10).
Темно-серая линия соответствует |Γ| = 0.1. Фиолетовая и зеленая линии

соответствуют arg max(𝐾)
⃒⃒⃒
|Γ|≪1

(см. уравнение 2.5). Желтая линия

соответствует arg max |𝐶out| (см. уравнение 2.42).
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Глава 3. Коллапс спектра, узкая ширина линии и эффект Богатова
в диодных лазерах, затянутых на микрорезонаторы

В данной главе представлен новый метод, позволяющий получать мощ
ное одночастотное излучение с шириной полосы пропускания менее кГц от ком
пактного многочастотного лазерного диода, затянутого на высокодобротный
оптический микрорезонатор. Используя микрорезонатор MgF2 с высокой доб
ротностью и многочастотный лазерный диод, работающий на длине волны 1535
нм с выходной мощностью 100 мВт и спектром излучения, состоящим пример
но из 50 линий с шириной полосы МГц, наблюдалось трансформация спектра
излучения до одной линии или нескольких линий с шириной линии суб-кГц и
выходной мощностью 50 мВт. В спектре затянутого лазера наблюдался и иссле
довался эффект Богатова, предсказанный более 30 лет назад. Для анализа рас
сматриваемого эффекта была разработана оригинальная теоретическая модель,
учитывающая эффект затягивания, конкуренцию мод и богатовское асиммет
ричное взаимодействие мод, и проведено численное моделирование. Все числен
ные результаты находятся в хорошем согласии с нашими экспериментальными
данными. Были получены точные аналитические оценки для параметров, кри
тических для рассматриваемого эффекта. Предложенный метод может быть
применен для различных типов диодных лазеров, работающих в разных спек
тральных диапазонах.

3.1 Введение

Недорогие лазеры с узкой шириной линии необходимы во многих областях
индустрии, таких как спектроскопия [128], зондирование [129], дальнометрия
оптического диапазона [130], квантовая оптика [131], и атомные стандарты ча
стоты [132]. Разработка перспективных интегрированных решений на базе мик
росхем требует компактных лазерных систем. Более того, для многих важных
практических приложений, включая генерацию керровских гребенок и диссипа
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тивных солитонов Керра [133], лазер должен обладать достаточной мощностью,
чтобы избежать дополнительных усилителей.

Диодные лазеры с внешним резонаторм обеспечивают одночастотную ра
боту с узкой шириной линии. Однако такие лазеры недостаточно компактны и
обычно имеют невысокую выходную мощность. Для преодоления этих препят
ствий было предложено несколько подходов [134], но они не были коммерциа
лизированы.

Диодные лазеры компактны и покрывают практически весь оптический
спектральный диапазон. Однако типичная ширина линии лазера с распреде
ленной обратной связью (DFB) или распределенным брэгговским отражателем
(DBR) составляет около 1 МГц, тогда как для многих приложений требуется
субкилогерцовый уровень. Можно применить несколько методов дальнейшего
уменьшения ширины линии, например, используя оптическую обратную связь
с различными внешними резонаторами, [57;61;64;66;100;135–137]. Однако одно
частотные диодные лазеры из-за конструктивных особенностей имеют низкую
выходную оптическую мощность.

В этой главе используется эффект затягивания для стабилизации ком
пактных и коммерчески доступных многочастотных диодных лазеров, которые
могут иметь значительно более высокую выходную мощность нежели одночаст
ные диодные лазеры.

Различные методы, обеспечивающие одномодовое излучение из многоча
стотного лазера, широко исследованы, однако большинство из этих методов ха
рактеризуются недостаточной выходной мощностью [138]. Представлен новый
метод, позволяющий получить мощное одночастотное излучение с шириной ли
нии менее кГц от компактного многочастотного диодного лазера, затянутого на
оптический микрорезонатор.

Благодаря эффекту конкуренции мод спектр затянутого многочастотно
го лазера трансформируется в одночастотнй, что позволяет получить гораздо
более высокую выходную мощность. В этой главе описывается модель, которая
позволилиа получить точные аналитические оценки для параметров лазеров.

В этой главе показано, что в режиме затягивания диодного лазера на высо
кодобротный микрорезонатор многочастотный спектр излучения может транс
формироваться до одной линии с шириной линии на уровне кГц или ниже.
Вследствие явления конкуренции мод общая начальная мощность перераспре
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деляется в пользу затянутой моды (или, в некоторых случаях, в пользу несколь
ких затянутых мод), обеспечивая одночастотный ("несколькочастотный") ре
жим с концентрацией энергии, достигающей 96%. Демонстрируется преобразо
вание многочастотного режима мощностью 100 мВт в одночастотный режим
мощностью 50 мВт. Некоторая потеря эффективности, вероятно, связана с по
терями используемой оптической схемы и может быть улучшена в дальнейшем.
Важно отметить, что эффект Богатова, предсказанный в [139], наблюдался и
изучался с беспрецедентной точностью в спектре затянутого лазера. Предло
женный подход может быть применен для различных типов диодных лазеров,
работающих на разных длинах волн, поскольку микрорезонаторы могут обла
дать сверхвысокими добротностями от ультрафиолетовой [70] до средне-инфра
красной области [80].

Если несколько лазерных мод затянуты на разные моды, то может по
явиться одновременное излучение на разных частотах. Этот эффект открывает
путь, например, к компактным двухчастотным лазерам, которые необходимы
для спектроскопии [140; 141], ЛИДАРам [142–144], голографической интерфе
рометрии [145], оптических терагерцовых источников [146–148] и других прило
жений.

Мы разработали теорию многочастотного затягиванияна на основе моде
ли многомодового лазера Ямады [149] с асимметричным взаимодействием мод
Богатова [139] и модели Ланга-Кобаяши [120], вводящей оптическую обратную
связь в модель излучения. Было показано, что эта комбинированная модель
обеспечивает хорошее описание динамики и спектров излучения многочастот
ных затянутых лазеров. Все численные результаты, полученные с помощью
разработанной модели, находятся в хорошем согласии с нашими эксперимен
тальными данными.
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3.2 Эксперимент

3.2.1 Экспериментальная установка

Схема экспериментальной установки показана на рис. 4.1. В наших экспе
риментах использовался многочастотный (но пространственно одномодовый)
диодный лазер, работающий на длине волны 1535 нм с шириной спектра
∼ 10 нм и максимальной мощностью 200 мВт (при токе 350 мА, подаваемом на
диод). Расстояние между линиями Фабри-Перо в спектре излучения диода со
ставляло ∆𝑓d = 𝑐/2𝐿𝑛 ∼ 17.6 ГГц (𝑐 - скорость света, длина чипа 𝐿 = 2.5 мм,
𝑛 = 3.154 - показатель преломления чипа). Спектр диода имел ∼ 50 некоге
рентных линий. Оптический спектр свободно работающего диодного лазера с
теоретически рассчитанной кривой (красная линия) показан на рис. 3.2(a).

.
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Рисунок 3.1 — Экспериментальная установка. Диодный лазер на 1535 нм
(многочастотный); ФД – фотодетектор; ЭАС – электрический анализатор
спектра; ОАС – оптический анализатор спектра; ОСЦ – осциллограф; b:

фотография микрорезонатора с призмой.

Для затягивания изготовлен кристаллический MgF2 дисковый микроре
зонатор диаметром 5 мм (FSR ∆𝑓WGR ≈14 GHz) с радиусом кривизны обода
500 𝜇m. Добротность изготовленного микрорезонатора составила ∼ 109.

Излучение диодного лазера фокусировалось на внутренней поверхности
призмы полного внутреннего отражения для связи с микрорезонатором. Мик
рорезонатор размещался вблизи точки фокусировки, где можно было эффек
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тивно возбуждать моды микрорезонатора. После призмы выходное излучение
направлялось в одномодовое волокно через коллимирующие линзы и поступало
на осциллограф, оптический анализатор спектра и электрический анализатор
спектра .

Между лазером и микрорезонатором не использовался оптический изоля
тор, поэтому была реализована эффективная обратная связь за счет резонанс
ного рэлеевского обратного рассеяния на внутренних и поверхностных неодно
родностях микрорезонатора [73]. Благодаря этому эффекту часть входящего
излучения, находящегося в резонансе с частотой МШГ, отражалась обратно в
активную область лазера (черная стрелка на рисунке 4.1). Резонансная обрат
ная связь приводит к затягивания частоты лазера, что приводит к радикально
му сужению ширины линии лазера [150]. Максимальное значение уменьшения
ширины полосы зависит от добротности микрорезонатора, используемого для
затягивания и коэффициента отражения от резонатора [102].

В наших экспериментах режим затягивания с многочастотным диодом
был также получен путем перестройки частоты лазера (регулировкой тока ди
ода) вблизи одной из частот мод микрорезонатора. Варьируя расстояние меж
ду призмой связи и микрорезонатором и, соответственно, регулируя величину
обратной волны, наблюдались различные режимы лазерной генерации. Было
обнаружено, что в определенном диапазоне расстояний происходит значитель
ное изменение спектра, включая переход от многочастотного к одночастотному
режиму генерации. В этом случае мода диода, ближайшая к моде микрорезона
тора, затягивалась, и спектр выходного излучения сводился к одной линии. За
пределами этого диапазона спектр лазерного излучения оставался практически
неизменным.

Рисунок 3.2(b) демонстрирует эффект затягивания частоты многочастот
ного диодного лазера на его выходной спектр. Видно, что первоначально мно
гочастотный спектр излучения, состоящий примерно из 50 линий, был преоб
разован в одночастотный спектр с характерной асимметричной формой. Такой
асимметричный спектр был впервые замечен и объяснен Богатовым [139]. Ре
жим затягивания стабилен в стандартных лабораторных условиях в течение
нескольких часов без какой-либо дополнительной техники стабилизации.

Изменение спектра является результатом эффекта затягивания, возника
ющего, когда частота одной из мод многочастотного лазера достаточно близка
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Рисунок 3.2 — a: Экспериментальный (синяя линия) и численно рассчитанный
(красная линия) спектр излучения свободного многочастотного диодного
лазера [уравнение (3.6)–уравнение (3.8)]; b: Экспериментальный (синяя

линия) и численно рассчитанный (красная линия) спектр излучения
затянутого многочастотного диодного лазера [уравнение (3.6), уравнение (3.8),

уравнение (3.15)]. Параметры модели приведены в таблице 2.c: Спектр
частотной гребенки в режиме затягивания [A5].

к резонансу МШГ [102]. В этом случае наблюдалось, что другие моды подавля
ются на 35 дБ из-за сложной динамики усиления лазера. Наиболее интенсивная
мода "выжигает"инверсную населенность, тем самым лишая остальные моды
источника энергии, что приводит к энергетической конкуренции мод [A1]. Та
ким образом, в затянутом режиме лазера закачивается дополнительная энер
гия, и интенсивность значительно возрастает [см. рис. 3.2]. Энергетическая эф
фективность такого преобразования спектра сильно зависит от коэффициента
отражения внешнего резонатора и позволяет концентрировать энергию одной
моды до 100%. В наших экспериментах наблюдалось, что значительная часть
(∼ 95%) лазерной мощности излучается доминирующей модой. Однако, из-за
потерь в оптической схеме (отражения на поверхностях линз и призм) эта мощ
ность уменьшается, что приводит к ∼ 50% эффективности одночастотного из
лучения (по сравнению с полной мощностью свободно работающего лазера).
Обратите внимание, что ограничение на максимальную рабочую мощность зави
сит от стабильности диодного лазера при большом токе. Хотя использованный
диод имел максимальную указанную мощность 200 мВт, но стабильный режим
был возможен только до 100 мВт (типичное значение тока 200 мА). Выше этого
уровня наблюдался тепловой дрейф частоты лазера, поэтому режим затягива
ния не был стабильным. Очевидно, что потери могут быть уменьшены с по
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мощью оптимизированных элементов связи, а термостабилизация диода может
быть улучшена. Тем не менее, максимальная мощность продемонстрированного
одночастотного лазера (до 50 мВт) уже превышает мощность одночастотного
диодного лазера с распределённой обратной связью (РОС).

3.2.2 Ширина линии затянутого лазера
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Рисунок 3.3 — a: Сигнал биения (около 7,5 ГГц) затянутого лазера с
эталонным лазером NKT Koheras Adjustik (красная линия) и аппроксимация
Voigt этого сигнала (черная линия). Полоса разрешения ESA 20 кГц, время

развертки 2.4 мс, без усреднения. Время развертки было оптимально выбрано
для минимизации дрейфа частоты и потерь низкочастотного шума [151]. b:

Отклонения Хадамарда и Аллана разности частот двух лазеров, затянутых на
разные моды (частота биений 2.8 ГГц) в одном микрорезонаторе и

аппроксимация частотного фликер шума ∝ 𝜏 0 (синяя линия) и ∝ 𝜏 1

аппроксимация (красная линия), что соответствует ∝ 𝑓−3 частотному шуму.

Ширина линии затянутого диодного лазера была измерена путем биения
затянутого лазера с эталонным лазером (NKT Koheras Adjustik, с шириной ли
нии 0.1 кГц). Биения двух лазеров регистрировались высокоскоростным детек
тором, а ширина линии измерялась с помощью анализатора электрического
спектра. На рисунке 3.3(a) показан результат измерения ширины полосы (крас
ная кривая). Чтобы учесть вклад белого шума и фликер шума частоты в шири
ну полосы, для аппроксимации (черная линия) профиля биений была исполь
зована функция Войгта [152]. Таким образом, общую ширина линии разложена
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на две составляющие: Лоренциана ∆𝜈Lorentz = 0.3 кГц для воздействия белого
шума и Гаусса ∆𝜈Gauss = 1.7 кГц для воздействия фликер шума частоты. Бы
ло обнаружено, что измеренный фликер шум частоты определяется эталонным
лазером.

Для дальнейшего анализа внутренней частотной стабильности затянутого
лазера аллановские и хадамардовские вариации относительной частоты 𝜎2𝐴(𝜏) и
𝜎2𝐻(𝜏) были измерены путем биений двух подобных диодных лазеров, затянутых
на различные моды в одном и том же микрорезонаторе [см. рис. 3.3(b)]. Лазеры
имели L= 2,5 мм (FSR=17,68 ГГц) и L=1,5 мм (FSR=31,7 ГГц). Максимальная
выходная мощность для обоих диодов составляла 200 мВт. Затягивание двух
лазеров на один и тот же резонатор позволяет значительно подавить шум, вы
званный тепловыми флуктуациями этого резонатора, тем самым подчеркивая
остаточный шум затянутого лазера. Мы обнаружили, что линейный тепловой
дрейф частоты в отсутствие тепловой стабилизации резонатора доминирует в
дисперсии Аллана для времен усреднения между 0.1 с и 1 с (пунктирная ли
ния на рис. 3.3(b)). Это не меняет общих характеристик стабильности частоты
затянутого лазера, но затрудняет анализ частотного шума. Поэтому для анали
за стабильности частоты во временной области была использована дисперсия
Хадамарда, поскольку ее важнейшим преимуществом является нечувствитель
ность к линейному дрейфу частоты [153]. Отклонение Аллана посчитано для
сравнения с предыдущими работами [24;76;127]. Было обнаружено, что при вре
менах меньше 10−1 с дисперсия Хадамарда составляет ∝ 𝜏 0 [рис. 3.3(b), синяя
линия], что соответствует фликкер шуму частоты, тогда как при временах боль
ше 10−1 с доминирует шум более высокого порядка ∝ 𝜏 2 [рис. 3.3(b), красная
линия]. Таким образом, дисперсия Хадамарда имеет следующий вид:

𝜎2𝐻(𝜏) = 𝑎2𝜏
2 + 𝑎0𝜏

0. (3.1)

Результаты аппроксимации дисперсии Хадамарда частотным шумом представ
лены следующим образом красной и синей линиями на рис. 3.3(b), соответ
ствующие 𝑎2 = 6 × 10−23 −2, 𝑎0 = 1.15 × 10−24. Учитывая белый частотный
шум из приближения Фойгта (∆𝜈Lorentz = 0.3 кГц), спектральная плотность
частотного шума для такого вида дисперсии Хадамарда может быть восстанов
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лена [154;155]:

𝑆𝜈(𝑓) =
0.8

𝜋2
𝜈20𝑎2𝑓

−3 + 0.89𝜈20𝑎0𝑓
−1 +

∆𝜈Lorentz
𝜋

, (3.2)

Чтобы найти вклад низкочастотного шума в ширину линии, была введена эф
фективная интегральная ширина линии [155;156]:∫︁ ∞

Δ𝜈eff

𝑆𝜈
𝑓 2
𝑑𝑓 =

1

𝜋
, (3.3)

что дало ∆𝜈eff = 0,4 кГц. Было установлено, что вклад ∝ 1
𝑓3 частотного шума

в интегральную ширину линии пренебрежимо мал.
Выражение для уменьшения белого шума за счет затягивания может быть

получено из модели Ланга и Кобаяши с частотно-зависимой оптической обрат
ной связью и имеет вид [102;121]:

∆𝜈locked
∆𝜈free

∼ 𝑄2
𝑑

𝑄2

1

16𝜂2𝑑Γ(1 + 𝛼2)
, (3.4)

где 𝑄𝑑 и 𝑄 - добротности лазерного резонатора и внешнего резонатора, соот
ветственно; Γ ≈ 10−2 - коэффициент отражения внешнего резонатора; 𝛼 - ко
эффициент ширины линии; 𝜂𝑑 - отношение потерь выходного зеркала к общим
потерям.

𝑄𝑑 =
2𝜋𝜈0𝜏𝑑𝑅𝑜

1 −𝑅2
𝑜

, (3.5)

где 𝑅𝑜 - коэффициент отражения выходного зеркала лазера, 𝜏𝑑 - время про
хождения лазерного резонатора, 𝜈0 - частота лазера. Коэффициент отражения,
заданный производителем лазерного диода 𝑅𝑜 = 0,54, а также 𝛼 = 4. Подставив
экспериментальные данные в уравнение. (3.4) было получено, что ширина ли
нии затянутых мод составляет порядка 0.1 кГц, что соответствует измеренной
∆𝜈Lorentz.
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3.2.3 Многомодовый режим затягивания

Помимо схлопывания многочастотного спектра диодного лазера в одну уз
кую линию, наблюдалась одновременное заягивание нескольких лазерных мод к
различным модам микрорезонатора. Этот эффект приводит к преобразованию
исходного спектра с ∼ 50 линиями в спектр с несколькими затянутыми узки
ми линиями. Затягивание происходит на модах, разнесенных на целое число
интервалов межмодового расстояния микрорезонатора ∆𝑓WGR и межмодового
расстояния лазера ∆𝑓d: ∆𝑓mult = 𝑀∆𝑓WGR = 𝑁∆𝑓d. В этом случае конкурен
ция мод вблизи каждой затянутой моды диода действует так же, как и в случае
одночастотного затягивания: спектр вблизи резонансной частоты подавляется,
а энергия перераспределяется в пользу затянутой моды. Ширина линии затя
нутой моды также значительно уменьшается. Эта ситуация изображена на рис.
3.4, где показаны (a) двухчастотный режим [панель (a)], четырехчастотный ре
жим [панель (b)] и шестичастотный режим [панель (c)]. Обратите внимание, что
различные семейства мод в микрорезонаторе имеют немного разные межмодо
вое расстояние [157;158], обеспечивая различные расстояния между затянутыми
модами [рис. 3.4(b)–3.4(c)].

3.3 Модель

Для анализа экспериментальных результатов была разработана ориги
нальная модель, описывающая затягивание частоты многочастотного лазера
модой высокодобротного микрорезонатора WGM.

Стандартная модель многомодового лазера может быть представлена в
виде системы дифференциальных уравнений [120;159]:

�̇� =
𝐼

𝑒
− 𝑁

𝜏𝑠
−

∑︁
𝑙

𝐺
(1)
𝑙 𝑆𝑙, (3.6)

(3.7)

�̇�𝑙 = (𝐺𝑙 −𝐺th)𝑆𝑙 +𝑁𝐹𝑙, 𝑛 (3.8)
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где 𝐼 - ток диода, 𝑒 - заряд электрона, 𝑁 - число возбужденных электронов, 𝜏𝑠
- время жизни возбужденного электрона, 𝑆𝑙, 𝐺𝑙 и 𝐺(1)

𝑙 - соответственно, число
фотонов, коэффициент линейного усиления (стимулированное излучение фото
нов) и коэффициент стимулированного излучения 𝑙, 𝐺th - пороговое усиление,
𝐹𝑙 - коэффициент спонтанного излучения:

𝐹𝑙 =
̃︀𝛽

[2(𝜆𝑙 − 𝜆peak)/∆𝜆]2 + 1
, (3.9)

̃︀𝛽 - коэффициент спонтанной эмиссии (нормированный на время рекомбинации
возбужденных электронов 𝜏𝑟), ∆𝜆 - ширина спонтанной эмиссии, 𝜆𝑙 - длина
волны моды 𝑙, 𝜆peak, - центральная длина волны лазера. Величина порогового
усиления определяется конструктивными особенностями конкретного лазера, и
в простейшем случае для лазерного резонатора, состоящего из двух зеркал с
коэффициентами отражения 𝑅0 и 𝑅𝑒, можно получить следующее выражение:

𝐺th =
𝑐

𝑛𝐷
𝛼loss +

1

𝜏𝑑
ln

1

𝑅𝑜𝑅𝑒
, (3.10)

где 𝑛𝐷 показатель преломления диода, 𝑐 скорость света и 𝛼loss коэффициент по
терь материала.Усиление в каждой моде зависит от комбинации таких эффек
тов, как стимулированное излучение фотонов, выжигание спектральных дырок,
выжигание спектральных дырок за счет соседних мод и асимметричное взаи
модействие мод. Для коэффициента усиления 𝐺𝑙 можно записать следующее
выражение [149;159]:

𝐺𝑙 = 𝐺
(1)
𝑙 −𝐺

(3)
𝑙 𝑆𝑙 −

∑︁
𝑘 ̸=𝑙

(𝐺
(3)
𝑙(𝑘) +𝐺𝑙(𝑘))𝑆𝑘, (3.11)

где 𝐺(3)
𝑙 - коэффициент самонасыщения (спектральное выжигание дыр), 𝐺(3)

𝑙(𝑘) -
коэффициент симметричного кросс-насыщения (выжигание спектральных дыр
за счет соседних мод), 𝐺𝑙(𝑘) - коэффициент асимметричного взаимодействия
мод (эффект Богатова) [A1].

Коэффициент 𝐺
(1)
𝑙 определяется как числом возбужденных электронов,

так и дисперсией линейного усиления:

𝐺
(1)
𝑙 = 𝜃(𝑁 −𝑁𝑔 −𝐷(𝜆𝑙 − 𝜆peak)

2), (3.12)
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где 𝜃 - дифференциальное усиление, 𝑁𝑔 - число возбужденных электронов, при
котором лазерный диод становится оптически прозрачным, 𝐷 - коэффициент
дисперсии линейного усиления.

Эффект асимметричного взаимодействия мод был впервые описан Бога
товым в [139], где в качестве теоретического объяснения этого эффекта бы
ла представлена модель стимулированного рассеяния лазерного излучения на
динамических неоднородностях электронной плотности. Предложенная Богато
вым модель описывает изменение диэлектрической проницаемости 𝛿𝜖, вызван
ное динамической неоднородностью электронной плотности из-за стимулиро
ванной эмиссии возбужденных электронов под влиянием интерференции мод.
Полученное Богатовым выражение для изменения диэлектрической проницае
мости может быть переписано в терминах коэффициента усиления активной
области лазера. Таким образом, получено, что коэффициент асимметричного
усиления (коэффициент Богатова) описывается следующим выражением:

𝐺𝑙(𝑘) =
3

4
𝜃2(𝑁 −𝑁𝑔)

1
𝜏𝑠

+ 3
2𝜃𝑆 + 𝛼Ω𝑙(𝑘)

( 1
𝜏𝑠

+ 3
2𝜃𝑆)2 + Ω2

𝑙(𝑘)

, (3.13)

где Ω𝑙(𝑘) = 𝜔𝑙−𝜔𝑘 - смещение мод лазера, 𝑆 =
∑︀
𝑆𝑙 - общее количество фотонов,

𝛼 - коэффициент увеличения ширины линии (коэффициент Генри).

3.4 Модель лазера с оптической обратной связью

Упрощенная модель лазера с обратной связью обычно включает три зер
кала (зеркала передней и задней граней лазерного диода и внешнее зеркало).
В этом подходе часть лазерного излучения, отраженная от внешнего зеркала,
возвращается обратно в лазер, обеспечивая обратную связь. Динамика этой си
стемы может быть описана уравнениями Ланга и Кобаяши [120], где вводится
член обратной связи для амплитуды электрического поля 𝐸𝑙. Учитывая, что
число фотонов �̇�𝑙 ∝ 2�̇�𝑙𝐸𝑙, выражение для 𝛿𝑆feedback вклад в динамику интен
сивности моды в уравнении (3.8) может быть получен следующим образом:

𝛿𝑆feedback =2̃︀𝜅𝑜𝑙√︀𝑆𝑙(𝑡− 𝜏)𝑆𝑙 cos(𝜓𝑙 + 𝜑𝑙(𝑡) − 𝜑𝑙(𝑡− 𝜏)), (3.14)
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где ̃︀𝜅𝑜𝑙 ≈ 1−𝑅2
𝑜

𝑅𝑜𝜏𝑑
Γ(𝜔𝑙) - коэффициент обратной связи, 𝜑𝑙(𝑡) - фаза моды, 𝜓𝑙 =

𝜔𝑙𝜏 + arg(Γ(𝜔)), 𝜏 - время пути от лазера до отражателя и обратно.
Чтобы модифицировать систему уравнений Ланга-Кобаяши для случая,

когда оптический микрорезонатор с высокой добротностью действует как внеш
нее зеркало, достаточно заменить коэффициент отражения зеркала Γ(𝜔𝑙) в вы
ражении для коэффициента обратной связи в уравнении (3.14) выражением для
коэффициента частотно-селективного отражения микрорезонатора [73]. Для
упрощения анализа предполагается, что каждая лазерная мода эффективно
взаимодействует только с одной модой микрорезонатора. Это предположение,
очевидно, оправдано для случая, когда межмодовое расстояние лазера больше,
чем расстояние между модами резонатора.

Перестраивая частоту лазера, можно достичь режима, когда определен
ная мода лазера 𝜔𝑙=𝑝 становится достаточно близкой к некоторой моде оптиче
ского микрорезонатора 𝜔𝑚. В этом случае обратная связь с этой модой лазера
от микрорезонатора резко возрастает, и происходит затягивание частоты лазе
ра на высокодобротную моду оптического микрорезонатора. В стационарном
режиме можно считать, что Γ(̃︀𝜔𝑙 ̸=𝑝) ≪ 1, поэтому выражение обратной связи
упрощается:

𝛿𝑆feedback =𝛿𝑙𝑝2̃︀𝜅𝑜𝑙𝑆𝑙 cos(𝜓𝑙), (3.15)

где 𝛿𝑙𝑝 - символ Кронекера, означающий, что обратная связь добавляется только
к моде, ближайшей к частоте МШГ. Также предполагается, что фаза обратной
связи настроена на целое число, кратное 2𝜋, чтобы максимизировать обрат
ную связь. Параметры модели были оценены путем аппроксимации наблюдае
мых спектров излучения затянутого лазера к численно рассчитанным кривым
[см. рис. 3.2(b)]. Затем было проверено, что, убрав обратную связь, получается
спектр свободно работающего лазера, который совпадает с теоретически спек
тром [см. рис. 3.2(a)].
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3.5 Спектр излучения затянутого лазера

Огибающая спектра излучения в модели свободно работающего многоча
стотного лазера [уравнение (3.6)-(3.8)] в основном определяется дисперсией ли
нейного усиления [см. уравнение (3.12)] и спонтанной эмиссией [см. уравнение
(3.9)]. В модели лазера с оптической обратной связью важную роль играет ко
эффициент частотно-селективной обратной связи, введенный в уравнение (3.15)
в дополнение к дисперсии линейного усиления. Обнаружено, что если одна ла
зерная мода 𝑝 затянута на моду резонатора, то коэффициент обратной связи
этой моды может компенсировать дисперсионный член линейного усиления. То
гда полное усиление этой моды превышает усиление центральной моды (моды
с нулевой дисперсией) с длиной волны 𝜆peak. Это увеличивает мощность моды
𝑝 до мощности, сравнимой с мощностью центральной моды. Дальнейшее уси
ление обратной связи может привести к сильной обратной связи - “полному”
подавлению других мод (незатянутых мод)

𝑆𝑙 ≪ 𝑆𝑝. (3.16)

В этом случае мода 𝑝 использует все возбужденные электроны, произведенные
током накачки, что упрощает уравнение динамики электронов/фотонов (3.6),
позволяя опустить суммирование. Следовательно, этот процесс эффективно пе
редает энергию лазерных мод в затянутую моду.

Чтобы получить условие сильной обратной связи, выводится 𝑁 из 𝐺(1)
𝑝 из

стационарной формы уравнения (3.8) для затянутого режима и подставляем в
𝐺

(1)
𝑙 в стационарной форме уравнения (3.8) для других мод. Таким образом,

находится связь между 𝑆𝑝 и 𝑆𝑙. Для согласованности наших начальных пред
положений и решения необходимо, чтобы из этого решения следовало условие,
описываемое уравнением (3.16). Таким образом, получаем следующий критерий
для сильной обратной связи:

2̃︀𝜅𝑜𝑝𝑆𝑝 ≫ 𝑁𝐹𝑝. (3.17)
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Физический смысл этого утверждения заключается в том, что для эффективно
го преобразования спектра сильная обратная связь должна быть больше, чем
коэффициент спонтанного излучения.

Была проведена серия измерений спектра излучения многочастотного за
тянутого лазера при различных уровнях обратной связи. На рисунке 3.5 (a) по
казано несколько экспериментально полученных спектров излучения многоча
стотного затянутого лазера при различных уровнях обратной связи, где уровень
оптической обратной связи контролировался через зазор между микрорезона
тором и призмой. Проведя численное моделирование с различными уровнями
обратной связи, получены теоретические кривые, показанные на рис. 3.5(a).
По рисунку 3.5, можно сказать, что наблюдается хорошее соответствие между
теорией и экспериментом.

В режиме сильной связи [фиолетовая кривая на рис. 3.5(a)] наблюдается
единственная узкая линия и максимальное подавление других линий спектра.
При увеличении зазора подавление уменьшается. Зеленая, красная и синяя ли
нии на рис. 3.5(a) показывают, что при меньшей эффективности связи интенсив
ность подавленных мод начинает расти. При определенном пороговом уровне
обратной связи в оптическом спектре начинают появляться другие линии [зе
леная кривая на рис. 3.5(a)], выше которого затягивание разрушается. Вблизи
порогового уровня обратная связь слабая, другими словами, мощности обрат
ной волны недостаточно для стабильного затягивания.

Для оценки эффективности коллапса спектра был введен и рассчитан с по
мощью разработанной модели параметр 𝜂 =

𝑆𝑝∑︀
𝑆𝑙

, описывающий концентрацию
энергии в затянутой моде. Кривая на рис. 3.5(b) показывает численную оцен
ку 𝜂 для различных уровней обратной связи Γ вместе с экспериментальными
точками. Отметим, что после входа в режим сильной обратной связи [соглас
но уравнению (3.17)] концентрация быстро растет и достигает значения около
96%, что соответствует переходу к одночастотной генерации. Концентрацию
энергии вблизи порогового уровня можно рассматривать только как оценочное
значение. Все численные результаты, полученные с помощью разработанной
модели, находятся в хорошем согласии с экспериментальными данными. Пара
метры модели приведены в таблице 2.

Измеренный уровень обратной связи по мощности |Γ(𝜔𝑝)|2 (около ∼ 10−4)
оказался достаточно высоким для одночастотной генерации. Аналогичные изме
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Сим. Определение Исп. [160] [161] Ед. изм. Ист.
𝜃 коэффициент 20 10.5 5 кГц апп.

вынужденного излучения
𝐷 коэффициент дисперсии усиления 10 1.36 - фм−2 апп.̃︀𝛽 коэффициент спонтанной эмиссии 1 10.5 - МГц апп.

∆𝜆 полуширина спонтанного излучения 30 23 - апп.
𝐺𝑡ℎ пороговое усиление 0.05 0.2 1 THz апп.
𝜆peak центральная длина волны лазера 1534 1550 - нм апп.
𝑁𝑔 число электронов прозрачности 3 1.33 1 ×108 апп.
𝜏𝑑 время прохождения лазера 0.05 7.2 - нс док.
𝑅𝑜 коэффициент отражения 0.54 0.3 - - док.

передней грани
𝑅𝑒 коэффициент отражения 0.9 0.8 - - док.

задней грани
𝛼 𝛼-фактор 4 4 3 - стат.
𝜏𝑠 время жизни электрона 1 3.4 1 нс стат.

Таблица 2 — Параметры, используемые в модели. Несколько параметров
были получены путем аппроксимации экспериментального спектра [см.
рис.3.4(b)] к расчетному [Ур.3.6, 3.8 и 3.15](помечены как "апп."). Параметры,
помеченные как "док. были взяты из документации лазера. Параметры,
известные в литературе, приведены для сравнения с экспериментально
посчитанными параметрами вместе с соответствующими ссылками.
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рения, когда лазерный диод был стабилизирован другими модами резонатора,
дали оценку уровня оптической обратной связи около 10−3−10−4. Такой же уро
вень обратной связи был продемонстрирован с помощью РОС-лазера, затяну
того на микрорезонатор с высокой добротностью [162]. Полученные результаты
показывают, что более высокий уровень концентрации энергии одиночной моды
и сужения линии может быть достигнут путем разработки методики увеличе
ния обратной связи. Следует отметить, что произвольное увеличение обратной
связи приведет к уменьшению выходной мощности стабилизированного лазера.
Однако, согласно рис. 3.5сильная обратная связь может быть достаточно мала,
чтобы не ухудшить выходную мощность.

3.6 Вывод

Мы впервые предложили и экспериментально продемонстрировали мето
дику, позволяющую создать мощный одночастотный узкополосный компакт
ный когерентный лазерный источник. Методика основана на эффекте затягива
ния частоты многочастотного диодного лазера со сравнительно широким спек
тром, состоящим из большого числа линий, на моду высокодобротного микро
резонатора, что приводит к схлопыванию спектра до одной линии с шириной
линии до кГц. Кроме того, полная начальная мощность перераспределяется в
пользу затянутой моды, обеспечивая мощную одночастотную генерацию. Была
разработана аналитическая модель, описывающая динамику и характеристики
рассматриваемого лазера. Получено аналитическое выражение для порогово
го уровня обратной связи для эффективного преобразования спектра. Числен
ные результаты находятся в хорошем согласии с экспериментальными данными.
Также продемонстрированы многочастотный лазер в режиме затягивания, ра
ботающих одновременно на нескольких длинах волн с узкой шириной спектра.
Предложенный метод может быть применен для различных типов диодных ла
зеров, работающих в разных спектральных диапазонах.
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Рисунок 3.4 — Спектр излучения многомодового режима затягивания частоты
лазера (синий - эксперимент, оранжевый - модель): a: двухчастотный режим;
a: четырехчастотный режим; a: шестичастотный режим. Параметры модели

представлены в таблице 2.
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Рисунок 3.5 — a: Экспериментально полученные спектры излучения
затянутого лазера при различных уровнях обратной связи (цветные сплошные

линии) с численно рассчитанными огибающими (черные линии) для
Γ1 = 1 × 10−2, Γ2 = 1.2 × 10−2, Γ3 = 1.5 × 10−2, соответственно. b: Численно
рассчитанная зависимость концентрации энергии одной моды (𝜂) от уровня

обратной связи (синяя линия) и экспериментально полученные точки
концентрации энергии (квадраты). Круг соответствует зеленому спектру на
верхнем рисунке (a), а треугольник - свободно работающему лазеру [рис.

3.2(a)]. Параметры модели приведены в таблице 2.
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Глава 4. Оптимизация калибровки перестраиваемого лазера
частотной гребенкой

Широкополосная спектроскопия, сочетающая точность частотных гребе
нок на основе волоконного лазера, широко используется для различных преци
зионных приложений [130;163;164]. Схема лазера с непрерывной частотной мо
дуляцией откалиброванного опорной гребенкой обеспечивает широкополосную
и быструю спектроскопию с полосой пропускания более 4 ТГц при скорости
сканирования до 1 ТГц/с при разрешении более 1 МГц [163]. Схема широко
применялась в экспериментах, но детальной теоретической модели, позволя
ющей повысить ее точность, не существует. Кроме того, в рассматриваемой
схеме частотная гребенка на основе волоконного лазера может быть заменена
частотными гребенками Керра, генерируемыми в компактном резонаторе на
моде шепчущей галереи (МШГ) [43].

4.1 Введение

В данной главе подробно анализируется схема калибровки перестраива
емого лазера частотной гребенкой и исследуется точность измерения частоты
лазера. В этой схеме момент времени, когда частота перестраиваемого лазера
совпадает с линией опорной частотной гребенки, детектируются путем фильтра
ции сигнала гетеродина между частотой гребенки и перестраиваемого лазера
узкополосным фильтром. Проанализирована зависимость точности измерения
мгновенной частоты от скорости развертки частоты, параметров полосы про
пускания фильтра, фазового шума лазера и опорной частотной гребенки. Пред
ставлено оптимальное соотношение скорости перестройки частоты и ширины
полосы фильтра для разных типов фазового шума и узкополосного фильтра,
обеспечивающего наивысшую точность калибровки частоты.
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4.2 Модель

Рисунок 4.1 — Схема калибровки перестраиваемого лазера частотной
гребенкой. Перестраиваемый лазер: тестируемый лазер с перестраиваемой

частотой 𝜈𝑇 . Частотная гребенка - 𝜈𝑁 . ФД - фотодетектор; УПФ -
узкополосный фильтр; ОСЦ - осциллограф

На схеме калибровки лазера сигнал биения опорной частотной гребенки и
перестраиваемого лазера детектируются на фотодетекторе. Сигнал фотодетек
тора пропускается через узкополосный фильтр. Узкополосный фильтр отфиль
тровывает высокочастотный сигнал фототока. Поскольку полоса пропускания
фильтра меньше межмодового расстояния частотной гребенки, входной сигнал
фильтра можно рассматривать как сигнал биения частоты перестраиваемого
лазера и ближайшей линии гребенки. Описанный подход упрощает численный
анализ. Отфильтрованный узкополосным фильтром сигнал биения перестраи
ваемого лазера и линии гребенки можно представить в виде свертки сигнала
биения и импульсной характеристики фильтра:

𝑃 (𝑡) = 𝑃0

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑇

0

𝑔(𝑡) exp[𝑖𝜋𝑣(𝑡− 𝑡)2] exp[𝑖2𝜋𝜑(𝑡+ 𝑡)]𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
, (4.1)

где 𝑔(𝑡) - импульсная характеристика фильтра, exp[𝑖𝜋𝑣(𝑡− 𝑡)2] - сигнал биения
перестраиваемого лазера и линии гребенки, 𝑣 - скорость развертки частоты ла
зера, 𝜑(𝑡+𝑡) - фазовый шум линии гребенки и частоты лазера. В модели учиты
вался фликкер и белый шум со следующей спектральной плотностью фазового
𝑆𝜑(𝑓) и частотного шума 𝑆𝜈(𝑓), соответственно:

𝑆𝜑(𝑓) =
ℎ0
𝑓 2

+
ℎ1
𝑓 3
, 𝑆𝜈(𝑓) = ℎ0 +

ℎ1
𝑓
, (4.2)
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Результаты численного моделирования отфильтрованного сигнала биения
представлены на Рис. 4.2, где время для репрезентативности нормировано на
скорость развертки лазера и ширину фильтра 𝜉 = 𝑡𝐵. Для калибровки лазера
опорной частотной гребенкой необходимо точно детектировать момент времени,
когда частота перестраиваемого лазера совпадает с линией опорной частотной
гребенки, что соответствует 𝜉 = 0 (см. Рис. 4.2). К сожалению, в эксперимен
те данный момент нельзя точно детектировать, так как из-за фазового шума
линии гребенки и частоты лазера сигнал биения искажается (см. Рис. 4.2). В
данной работе рассмотрены два метода оценки нулевого значения 𝜉. Метод мак
симального значения Pmax и метод центра массc:

𝜉𝑃max
= argmax[𝑃 (𝜉)], (4.3)

𝜉𝑐 =

∫︀ 𝜉𝑃max+Δ𝜉𝑅
𝜉𝑃max−Δ𝜉𝑅

𝜉𝑃 (𝜉)𝑑𝜉∫︀ 𝜉𝑃max+Δ𝜉𝑅
𝜉𝑃max−Δ𝜉𝑅

𝑃 (𝜉)𝑑𝜉
. (4.4)

где ∆𝜉𝑅 = 20 - пределы интегрирования (см Рис. 4.2). Пределы интегрирования
подбираются так, чтобы захватить всю область отфильтрованного сигнала.

Рисунок 4.2 — Огибающая гетеродинного сигнала лазера и частотной
гребенки с различным уровнем фазового шума.

Для сравнения двух методов оценки было численно сгенерировано N=1000
сигналов биения. Для каждого сигнала были посчитаны обе оценки 𝜉𝑃max

и 𝜉𝑐.
Результаты оценок представлены в виде гистограммы на Рис. 4.3, где левая
панель оценка методом максимального значения и правая панель оценка ме
тодом центра масс. Оказалось, что девиация ошибки оценки методом центра
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Рисунок 4.3 — Распределение центра масс калибровочного сигнала с
различной полосой пропускания фильтра (слева); распределение

максимального значения калибровочного сигнала с различной полосой
пропускания фильтра (справа).

масс меньше по сравнению с девиацией ошибки оценки методом максимально
го значения [см Рис.4.3]. Для подбора оптимальных параметров схемы калиб
ровки лазера была построена зависимость девиации ошибки оценки 𝜉𝑃max

и 𝜉𝑐

от ширины узкополосного фильтра для разных уровней частотных шумов (см.
Рис. 4.4). На Рис. 4 построена зависимость девиации ошибки рассчитанной для
фиксированного значения скорости развертки частоты лазера и различных зна
чений полосового фильтра. Для расчета девиации ошибки было проведено чис
ленное моделирование 1000 реализаций сигнала для каждого значения ширины
полосы фильтра. Доверительные интервалы отклонения ошибок калибровки
рассчитывались методом “складного ножа”. Оказалось, что подход центра масс
демонстрирует меньшее значение отклонения ошибки на всем диапазоне (см.
Рис. 3). Численный анализ показал, что девиация ошибки пропорционально
квадратному корню ширины фильтра. Минимально допустимый уровень шири
ны пропускания полосового фильтра можно оценить с помощью ограничения,
согласно которому время, необходимое ноте биений для прохождения полосово
го фильтра, должно быть меньше, чем время отклика фильтра. Из-за данного
ограничения девиация ошибки выходит на плато при малых значениях ширины
полосы пропускания фильтра (см Рис.3, 4).
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Рисунок 4.4 — Девиация ошибки калибровки при фиксированном значении
скорости перестройки частоты лазера 𝜐 = 3 × 1011 Гц/c и частотного шума
ℎ0 = 104 Гц, ℎ1 = 3 × 109 Гц2. Оранжевая линия соответствует методу центра

масс, а пурпурная линия - методу максимального значения

Рисунок 4.5 — Синяя линия - девиация ошибки калибровки для
фиксированного значения скорости развертки частоты 𝜐 = 3 × 1011 Гц/с и

белого частотного шума ℎ0 = 104 Гц. Оранжевая линия аппроксимация
√
ℎ0𝐵
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4.3 Вывод

В данной главе подробно проанализированы два подхода измерения ча
стоты перестраиваемого лазера схемой фильтрации сигнала биения лазера с
опорной частотной гребенкой. Для определения девиации ошибки калибровки
рассматриваемых подходов были построены графики распределения точности
измерения частоты для каждого подхода. Оказалось, что подход центра масс
более точен, чем подход максимального значения. Для поиска оптимальных па
раметров схемы была посчитана зависимость девиации ошибки калибровки от
ширины полосы фильтра. Обнаружено, что отклонение погрешности калибро
вочной частоты пропорционально ℎ0𝐵 в случае белого частотного шума. На
пример, для значений ℎ0 = 104 Гц, ℎ1 = 3 × 109 Гц2 и 𝑣 = 3 × 1011Гц/с,
оптимальная ширина полосы фильтра составляет около 1 МГц. Минимальный
уровень полосы пропускания полосового фильтра можно оценить с помощью
ограничения, согласно которому время, необходимое сигналу биения для про
хождения полосового фильтра, должно быть больше времени отклика фильтра.
Для данной скорости развертки и частотного шума было обнаружено, что вли
яние фликкер-шума незначительно по сравнению с белым шумом из-за малого
времени интегрирования.
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Заключение

Была исследована зависимость эффективности затягивания от парамет
ров системы. Проведена оптимизация параметров схемы затягивания частоты
полупроводникового лазера на высокодобротный резонатор. Для описания схе
мы затягивания введено пять параметров, определяющих эффективность за
тягивания: эффективность обратного рассеяния в микрорезонаторе, параметр
связи микрорезонатора с накачкой, отстройка частоты излучения лазера от ре
зонансной частоты микрорезонатора, фазовая задержка между лазером и мик
рорезонатором и расстояние между лазером и микрорезонатором. Было уста
новлено, что оптимальные параметры затягивания зависят только от одного па
раметра резонатора – обратного рассеяния, нормированного на ширину линии
нагруженного микрорезонатора, и одного параметра установки – расстояния
между лазером и микрорезонатором.

Оптимальные комбинации параметров затягивания были получены для
различных экспериментально достижимых режимов: оптимальный режим; ре
жим длинного плеча; фиксированная фаза, которая расходится на две ветви,
соответствующие режимам перегруженной связи и критической связи. Было
обнаружено, что нулевая отстройка и нулевая фаза являются оптимальными
значениями для режима слабого обратного рассеяния. Также найден глобаль
ный максимум коэффициента стабилизации для других режимов. Оптимальные
значения параметров и сам коэффициент стабилизации увеличиваются с рассто
янием между лазером и резонатором. Глобальный максимум всегда остается в
области слабого обратного рассеяния. Был также рассмотрен случай режима
высокого обратного рассеяния. Результаты численного и аналитического моде
лирования были проверены по известным из литературы экспериментальным
данным. Для параметров использовавшейся экспериментальной установки, бы
ло обнаружено возможность улучшения ширины линии по крайней мере на
порядок, если параметры настройки настроены оптимально. Ширина линии
может быть дальше улучшена на два порядка, если оптимально выбрана мо
да резонатора. Разработаны рекомендации по экспериментальной реализации
оптимального режима затягивания.
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Эффективность стабилизации лазера в классической схеме затягивания
зависит от резонансного рэлеевского рассеяния на внутренних и поверхностных
неоднородностях микрорезонтора. Максимальная эффективность стабилизации
лазера достигается, когда уровень рэлеевского рассеяния сравним с уровнем по
терь в резонаторе. Доститжение такого режима является сложной технической
задачей, так как в высокодобротных резонаторах внутренние и поверхностные
неоднородности подавлены на стадии изготовления путем полировки.

Нами разработан метод увеличения эффективности затягивания и улуч
шения шумовых характеристик лазера. Нами предложена модифицированная
схема затягивания частоты лазера высокодобротным оптическим микрорезона
тором с дополнительной призмой и зеркалом, в которой уровень оптической об
ратной связи регулируется настройкой связи между дополнительной призмой и
микрорезонатором. Для этой схемы была разработана модель, анализ которой
показал, что максимальный коэффициент стабилизации предложенной схемы
аналогичен максимальному коэффициенту стабилизации классической схемы,
где оптическая обратная связь с МШГ возникает за счет рэлеевского рассеяния
на внутренних и поверхностных неоднородностях. Однако, для классической
схемы максимальный уровень стабилизации лазера требует точной настройки
коэффициента рэлеевского рассеяния относительно внутренних потерь резона
тора. В предложенной схеме с зеркалом максимальный уровень стабилизации
лазера может быть легко достигнут с помощью настройки связи между допол
нительной призмой и зеркалом. Важно отметить, что в классической схеме за
тягивания при высоком уровне рэлеевского рассеяния резонанс расщепляется
из-за связи прямой и обратной волн микрорезонатора. В предложенной схе
ме затягивания отсутствует взаимная связь между прямой и обратной волной,
так как обратная волна создается прямой волной за счет отражения от зерка
ла, поэтому расщепление резонанса в обратной волне отсутствует. Отсутствие
расщепления упрощает процесс настройки параметров системы в оптимальный
режим.

Нами определены оптимальные режимы и параметры системы, обеспечи
вающие наиболее эффективную стабилизацию лазера в зависимости от величи
ны обратной связи. В ранних исследованиях эффекта затягивания было показа
но, что достаточно сильный уровень внешней оптической обратной связи может
привести к мультистабильности затянутого лазера. Также стабильность лазе
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ра в режиме затягивания ограничивают нежелательные нелинейные эффекты.
Высокая интенсивность поля внутри микрорезонатора может привести к неже
лательным эффектам нелинейной генерации (например, четырехволновое сме
шение или комбинационное рассеяние), что приводит к переходу амплитудного
шума лазера в частотный шум. Так как коэффициент стабилизации затянутого
лазера зависит от уровня обратной волны, то вышеописанная проблема ставит
компромиссную задачу: максимизации коэффициента стабилизации в условиях
ограничения на интенсивность поля внутри микрорезонатора и на уровень об
ратной волны. Данная задача была нами успешно решена для режимов слабой
и высокой нелинейности. Анализ разработанной модели показал, что для дости
жения максимально возможного коэффициента стабилизации в случае слабой
нелинейности в эксперименте необходимо симметрично нагружать обе призмы,
уменьшая расстояние между призмами и микрорезонатором. Таким образом,
мы показали, что схема затягивания с зеркалом позволяет не только увели
чивать коэффициент стабилизации, но также позволяет исследовать режимы
стабильности затянутого лазера, в частности, зависимость стабильности лазе
ра от уровня оптической обратной связи. Нами также было также обнаружено,
что оптимальный режим предложенной схемы находится далеко от критической
связи (в отличие от классической схемы затягивания), что приводит к меньшим
потерям в системе. В случае сильной нелинейности выше поставленная компро
миссная задача решается асимметричной связью призм с микрорезонатором.
Данный режим затягивания позволяет подавить нежелательные нелинейные
эффекты и при этом сохранить высокую стабильность затянутого лазера. Нами
также было показано, что для классической и модифицированной схем затяги
вания мощность, циркулирующая в микрорезонаторе в оптимальном режиме,
примерно одинакова. Таким образом оптимальные режимы классической и мо
дифицированной схем затягивания одинаково чувствительны к нежелательным
нелинейным эффектам, но в случае модифицированной схемы нелинейные эф
фекты эффективно подавляются асимметричной нагрузкой призм.

В данной работе была разработана оригинальная теоретическая модель,
позволяющая описать явление затягивания частоты многочастотного лазера
высокодобротным оптическим микрорезонатором. Теория базируется на моде
ли многочастотного лазера Ямады с учетом асимметричного взаимодействия
мод, описанного Богатовым, и обратной связи, описываемой с помощью модели



99

Лэнга-Кобаяши. Была численно показана возможность преобразования с помо
щью оптического микрорезонатора спектра излучения многочастотного лазера
в эффективно одночастотный с сохранением полной мощности, а также в мно
гочастотный с малым числом линий. Найдено пороговое значение уровня обрат
ной связи, при котором происходит эффективная трансформация многочастот
ного спектра. Показано, что в случае затягивания частоты многочастотного
лазера ярко проявляется ассиметричное перераспределение мощности в спек
тре излучения, связанное с возникновением периодической структуры из но
сителей электрических зарядов, которая связывает различные моды лазерного
резонатора (эффект Богатова). Это приводит к характерному профилю спек
тра затянутого лазера. Полученные с помощью созданной модели численные
результаты показали хорошее соответствие с экспериментальными данными.

Разработана и представлена оригинальная схема эксперимента, позволя
ющая детально изучить процесс затягивания частоты многочастотного лазера
и различные режимы его работы. Методика основана на использовании высо
кодобротного микрорезонатора из фторида магния (MgF2), который стабили
зирует многочастотный диодный лазер, работающий при длине волны 1535 нм
с выходной мощностью 100 мВт. В результате спектр излучения, состоящий из
50 линий (ширина в оптическом диапазоне 10 нм) с шириной линий порядка
нескольких МГц, сужался в одну узкую линию мощностью 50 мВт. Помимо
сужения спектра генерации впервые в явном виде наблюдался эффект Богато
ва, предсказанный более 30 лет назад. Также кроме сужения многочастотного
спектра диода в одну узкую линию, наблюдается эффект затягивания, резуль
татом которого являются многочастотные режимы. В частности, наблюдались
режимы с генерацией на 2, 4, 6 и 8 частотах. В этих случаях затягивание про
исходит не на одной моде микрорезонатора и диода, а на нескольких. Данный
эффект возникает когда одновременно несколько разных мод диода стабили
зируются несколькими модами микрорезонатора. Затягивание происходит на
нескольких модах, отстоящих друг от друга на частотный интервал кратный
межмодовому интервалу резонатора (обычно 100 ОСД). При этом конкурен
ция мод вблизи каждой затянутой частоты действует, как и в одночастотном
затягивании: весь спектр в окрестности резонансной частоты подавляется, и
энергия перераспределяется в пользу одной или несколько узких спектральных
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линий. Все полученные экспериментальные данные полностью согласуются с
разработанной теорией.

Мы разработали модель схемы лазера с непрерывной частотной модуля
цией, откалиброванного опорной частотной гребенкой, генерируемой в высоко
добротном оптическом микрорезонаторе. Данная схема обеспечивает широко
полосную и быструю спектроскопию, что находит применение для различных
прецизионных приложений. Мы подробно проанализировали схему калибровки
перестраиваемого лазера частотной гребенкой и исследовали точность измере
ния мгновенной частоты лазера. В данной схеме момент времени, когда частота
перестраиваемого лазера совпадает с линией опорной частотной гребенки, де
тектируют путем фильтрации сигнала биения частотной гребенки и перестраи
ваемого лазера узкополосным фильтром. Однако, из-за фазового шума лазера
и опорной гребенки измерение момента времени совпадения частот осуществ
ляется с определенной ошибкой, которую можно минимизировать подбирая оп
тимальные параметры системы и метод аппроксимации мгновенной частоты из
измеренного сигнала. В нашей модели мы сравнили точность аппроксимации
мгновенной частоты лазера методом центра масс и методом пикового значения.
Численный анализ показал, что метод центра масс более точно аппроксими
рует мгновенную частоту. Для метода центра масс мы посчитали зависимость
точности измерения мгновенной частоты от скорости развертки частоты, пара
метров полосы пропускания фильтра, уровня фазового шума лазера и опорной
частотной гребенки. На основе посчитанной зависимости было получено опти
мальное соотношение скорости перестройки частоты и ширины полосы фильтра
для разных типов фазового шума и узкополосного фильтра, обеспечивающего
наивысшую точность калибровки частоты лазера.
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помощью призмы связи. Внизу: Резонансные кривые лазера
(слева) и МШГ(справа). 𝐴 – амплитуда поля генерации лазера,
𝜔LC и 𝜅LC – частота и ширина линии моды резонатора лазера,
𝜅do – коэффициент связи выходного зеркала лазера, 𝐵 –
обратная отраженная волна, 𝑆LC и S – площадь сечения
лазерного пучка в апертуре лазера и на поверхности призмы, 𝜏𝑠
- время прохождения обратной волны, 𝜓 - фаза затягивания, 𝐴+

и 𝐴− - амплитуды прямой и обратной волн внутри
микрорезонатора, 𝜂 - коэффициент связи микрорезонатора, 𝜔𝑚 и
𝜅𝑚 - частота и ширина линии мод микрорезонатора, 𝜔 - частота
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𝜅0
= 1000. На

панели c показан коэффициент стабилизации для 𝜅0𝜏𝑠 = 0.4 и
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1.5 Коэффициент стабилизации 𝐾 (панель a), оптимальная
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𝜅0𝜏𝑠 = 0, 𝜅do

𝜅0
= 1000. Сплошная линия - численный максимум

относительно 𝜂, пунктирная линия - (1.12) (точки вблизи 𝜇 = 1
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1.7 a) Оптимальный фазовый сдвиг между лазером и резонатором;
b) оптимальная настройка частоты излучения лазера; c)
оптимальная эффективность связи. Линии соответствуют:
Синея линия: оптимальному состоянию (𝜓opt, 𝜁opt, 𝜂opt);
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фазы 𝜓 = 0 и оптимальном значение параметров(𝜁0, 𝜂0),(1.12);
Желтая линия: построена при фиксированной фазы 𝜓 = 0 и
оптимальном значение параметров (𝜁0, 𝜂0);
Красно-пунктирная линия: построена при критической связи
𝜂 = 0.5 и оптимальном значение параметров (𝜓, 𝜁);
Фиолетовая линия: построена при 𝜅0𝜏𝑠 = 0.4 для
оптимальных параметров (𝜓opt, 𝜁opt, 𝜂opt); Коричневая
линия: построена при 𝜅0𝜏𝑠 = 0.4 для фиксированной фазы
𝜓 = 0 и (𝜁0, 𝜂0). Все величины представлены в безразмерных
единицах. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.8 Численно получены резонансные кривые пропускания (1.25) для
параметров, взятых из [24]. Параметр 𝜁(𝜉) был оценен с
помощью (1.3) (пунктирные линии), и соответствующие кривые
LI были оценены для возрастающей частоты (сплошные линии).
Точки на кривых пропускания отмечают оптимальные значения
отстройки. Все величины построены в безразмерных единицах. . 46

1.9 a)Параметр Σ для оптимальных 𝜁0, 𝜂0 и фиксированной фазы
𝜓 = 0; b) Параметр Σ для оптимальных 𝜓opt, 𝜁opt, 𝜂opt.
Сплошная зеленая линия обозначает оптимальную зависимость
𝜂(𝜇), а пунктирная зеленая линия - (1.12). Все величины
представлены в безразмерных единицах. . . . . . . . . . . . . . . 47

1.10 Сравнение точной численной и приближенной границы
оптимального выбора параметров нулевой отстройки. Сплошная
синяя линия - численное решение, красная пунктирная линия -
аппроксимация (1.16), а сплошная зеленая линия обозначает
глобальный максимум 𝛽𝑚𝑎𝑥 (1.18). Пороговое значение (1.15)√︀

2
√

3 − 3 показано черной пунктирной линией. Все величины
представлены в безразмерных единицах . . . . . . . . . . . . . . . 48
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2.1 Схема затягивания с дополнительным призмой и зеркалом.
Амплитуды в точке связи входной призмы: 𝐵in -
амплитуда накачки; 𝐵𝑡 и 𝐵𝑟 - амплитуды, прохождения и
отражения; 𝐴+ и 𝐴− - амплитуды прямой и обратной волны в
микрорезонаторе. Амплитуды в точке связи выходной
призмы: 𝐶𝑚 - амплитуда, отраженная от зеркала обратно в
выходную призму; 𝐶out - выходная амплитуда. 𝑇 и 𝑇 ′ -
амплитудный коэффициент прохождения входной и выходной
призмы, соответственно. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.2 Резонансное расщепление отражения Γ, прохождения 𝑇out и 𝐶out

представлены в a, b и c, соответственно. Синие линии
соответствуют классической схеме 𝛿𝑚 = 0 и 𝛾

𝛿0+𝛿𝑐
= 2.

Оранжевые линии соответствуют малому обратному рассеянию
𝛿𝑚

𝛿0+𝛿𝑐
= 2 и 𝛾

𝛿0+𝛿𝑐
= 0. Зеленые линии соответствуют общему

случаю 𝛿𝑚
𝛿0+𝛿𝑐

= 2 и 𝛾
𝛿0+𝛿𝑐

= 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.3 Сравнение коэффициента стабилизации (Сплошные линии –

левая ось y) и коэффициент отражения |Γ| (Пунктирные
линии – правая ось y) для случая пренебрежимо малого
рэлеевского рассеяния (красная линия) и для классической
схемы затягивания (синяя линия). Остальные параметры
выбраны оптимальными (см. рис.2.6). . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.4 Сравнение 𝑇out (Сплошные линии – левая ось y) и потерь в
микрорезонаторе (Пунктирные линии – правая ось y) для
схемы с зеркалом при пренебрежимо малом значение
рэлеевского рассеяния (красная линия) и для классической
схемы затягивания (синяя линия). Параметры схем выбраны
оптимальными (см. рис.2.6). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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2.5 Сравнение нормированных амплитуд прямой волны 𝐴+

𝐴0+

(сплошные линии – левая ось y) и обратной волны 𝐴−
𝐴0−

(пунктирные линии – правая ось y) для случая
пренебрежимо малого рэлеевского рассеяния (красная линия) и
для классической схемы затягивания (синяя линия). Остальные
параметры выбраны оптимальными (см. рис.2.6), 𝐴0± -
амплитуды 𝐴± при 𝛾

𝛿0
= 1.16 и 𝛿𝑚 = 0, что соответствует

оптимуму классической схемы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
2.6 Оптимальные значения 𝛿𝑐 для случая малого рассеяния 𝛾 = 0

(синяя линия) и для классической схемы затягивания 𝛿𝑚 = 0

(красная линия). Оптимальными параметрами для случая
малого рассеяния являются ∆𝜔 = 0 и 𝜔𝜏𝑠 = arctan(𝛼) + 3𝜋

2 и
�̃� = 1. Для классической схемы затягивания при 𝛾 > 𝛿0 + 𝛿𝑐

отстройка и фаза имеют нетривиальные зависимости [A2] . . . . . 68
2.7 Карта обратного отражения |Γ| (см. уравнение 2.26).

Темно-серая линия соответствует |Γ| = 0.1. . . . . . . . . . . . . . 69
2.8 Карта коэффициента стабилизации K (см. уравнение 2.10).

Темно-серая линия соответствует |Γ| = 0.1. Фиолетовая и
зеленая линии соответствуют arg max(𝐾)

⃒⃒⃒
|Γ|≪1

(см. уравнение

2.5). Желтая линия соответствует arg max |𝐶out| (см. уравнение
2.42). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.1 Экспериментальная установка. Диодный лазер на 1535 нм
(многочастотный); ФД – фотодетектор; ЭАС – электрический
анализатор спектра; ОАС – оптический анализатор спектра;
ОСЦ – осциллограф; b: фотография микрорезонатора с призмой. 74

3.2 a: Экспериментальный (синяя линия) и численно рассчитанный
(красная линия) спектр излучения свободного многочастотного
диодного лазера [уравнение (3.6)–уравнение (3.8)]; b:
Экспериментальный (синяя линия) и численно рассчитанный
(красная линия) спектр излучения затянутого многочастотного
диодного лазера [уравнение (3.6), уравнение (3.8), уравнение
(3.15)]. Параметры модели приведены в таблице 2.c: Спектр
частотной гребенки в режиме затягивания [A5]. . . . . . . . . . . 76
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3.3 a: Сигнал биения (около 7,5 ГГц) затянутого лазера с
эталонным лазером NKT Koheras Adjustik (красная линия) и
аппроксимация Voigt этого сигнала (черная линия). Полоса
разрешения ESA 20 кГц, время развертки 2.4 мс, без
усреднения. Время развертки было оптимально выбрано для
минимизации дрейфа частоты и потерь низкочастотного
шума [151]. b: Отклонения Хадамарда и Аллана разности частот
двух лазеров, затянутых на разные моды (частота биений
2.8 ГГц) в одном микрорезонаторе и аппроксимация частотного
фликер шума ∝ 𝜏 0 (синяя линия) и ∝ 𝜏 1 аппроксимация
(красная линия), что соответствует ∝ 𝑓−3 частотному шуму. . . . 77

3.4 Спектр излучения многомодового режима затягивания частоты
лазера (синий - эксперимент, оранжевый - модель): a:
двухчастотный режим; a: четырехчастотный режим; a:
шестичастотный режим. Параметры модели представлены в
таблице 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.5 a: Экспериментально полученные спектры излучения затянутого
лазера при различных уровнях обратной связи (цветные
сплошные линии) с численно рассчитанными огибающими
(черные линии) для Γ1 = 1 × 10−2, Γ2 = 1.2 × 10−2,
Γ3 = 1.5 × 10−2, соответственно. b: Численно рассчитанная
зависимость концентрации энергии одной моды (𝜂) от уровня
обратной связи (синяя линия) и экспериментально полученные
точки концентрации энергии (квадраты). Круг соответствует
зеленому спектру на верхнем рисунке (a), а треугольник -
свободно работающему лазеру [рис. 3.2(a)]. Параметры модели
приведены в таблице 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.1 Схема калибровки перестраиваемого лазера частотной
гребенкой. Перестраиваемый лазер: тестируемый лазер с
перестраиваемой частотой 𝜈𝑇 . Частотная гребенка - 𝜈𝑁 . ФД -
фотодетектор; УПФ - узкополосный фильтр; ОСЦ - осциллограф 91

4.2 Огибающая гетеродинного сигнала лазера и частотной гребенки
с различным уровнем фазового шума. . . . . . . . . . . . . . . . . 92
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4.3 Распределение центра масс калибровочного сигнала с различной
полосой пропускания фильтра (слева); распределение
максимального значения калибровочного сигнала с различной
полосой пропускания фильтра (справа). . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.4 Девиация ошибки калибровки при фиксированном значении
скорости перестройки частоты лазера 𝜐 = 3 × 1011 Гц/c и
частотного шума ℎ0 = 104 Гц, ℎ1 = 3 × 109 Гц2. Оранжевая
линия соответствует методу центра масс, а пурпурная линия -
методу максимального значения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.5 Синяя линия - девиация ошибки калибровки для
фиксированного значения скорости развертки частоты
𝜐 = 3 × 1011 Гц/с и белого частотного шума ℎ0 = 104 Гц.
Оранжевая линия аппроксимация

√
ℎ0𝐵 . . . . . . . . . . . . . . . 94
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Список таблиц

1 Определение наиболее важных физических параметров,
описывающих эффект затягивания частоты лазера, и их
типичные значения. Верхняя часть таблицы включает
безразмерные параметры модели. Нижняя часть таблицы
содержит размерные параметры для облегчения сравнения с
экспериментальными значениями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2 Параметры, используемые в модели. Несколько параметров
были получены путем аппроксимации экспериментального
спектра [см. рис.3.4(b)] к расчетному [Ур.3.6, 3.8 и
3.15](помечены как "апп."). Параметры, помеченные как
"док. были взяты из документации лазера. Параметры,
известные в литературе, приведены для сравнения с
экспериментально посчитанными параметрами вместе с
соответствующими ссылками. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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