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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû
Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îäíîìó èç ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-

çèêè � ìåòîäó ïîòåíöèàëîâ. Â ïåðâîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá îáòåêàíèè òâ¼ð-
äîãî òåëà ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â òð¼õ-
ìåðíîì ñëó÷àå. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ
ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ â äèññåðòàöèîííîé ðàáî-
òå àâòîðîì ïîëó÷åíû íîâûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî
è äâîéíîãî ñëîÿ â òð¼õìåðíûõ îáëàñòÿõ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà.

Èñïîëüçîâàíèå ïîòåíöèàëîâ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþò òàêæå
ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ó ýòîãî ìåòîäà ìîæíî âûäåëèòü
äâå îñíîâíûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ: äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷
è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñâîäèòñÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà
è Ãåëüìãîëüöà: îáòåêàíèå ïðåïÿòñòâèé ïîòåíöèàëüíûì òå÷åíèåì, ðàñïðåäåëåíèå
ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ, ðàñ÷¼ò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî è ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ ïîâåðõíîñòåé ñëîæíîé ôîðìû, ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ è ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ âîëí1.

Ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíî-
ãî ñëîÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íå äàþò
ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîòåíöèàëîâ âáëèçè ïî-
âåðõíîñòè Γ, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü. Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü ñòàíäàðòíûõ
ôîðìóë ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà òî÷êà, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà, ïðèáëèæàåòñÿ ê îïðåäåëåííûì òî÷êàì íà ïîâåðõíîñòè Γ 2.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íå ñîõðàíÿþò âàæíåéøåå
ñâîéñòâî ïîòåíöèàëîâ, à èìåííî èõ îãðàíè÷åííîñòü è íåïðåðûâíîñòü âáëèçè ïî-
âåðõíîñòè. Â ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì àâòîðîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëè
ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû â âèäå íîâûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, ñîõðàíÿþùèõ óêà-
çàííîå ñâîéñòâî ýòèõ ïîòåíöèàëîâ.

Îñíîâû êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîòåíöèàëà ïðèâåäåíû â êíèãå Ãþíòåðà3, ãäå
äà¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå èçëîæåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ ïîâåðõ-
íîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïëîòíîñòÿìè, çàäàííûìè íà ïîâåðõíî-
ñòÿõ Ëÿïóíîâà. Ïîòåíöèàëû ïîçâîëÿþò ïåðåéòè îò èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ê
èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ïî ãðàíèöå îáëàñòè. Òåì ñàìûì ðàçìåðíîñòü èñõîä-

1Òèõîíîâ À.Í., Ñàìàðñêèé À.À., Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 2004. 798 ñ.
2Áðåááèÿ Ê., Òåëëåñ Æ., Âðîóáåë Ë., Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ì.: Ìèð, 1987. 524 ñ.
3Ãþíòåð Í.Ì., Òåîðèÿ ïîòåíöèàëà è å¼ ïðèìåíåíèå ê îñíîâíûì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ì.: Ãî-

ñóäàðñòâåííîå èçäàòåëüñòâî òåõíèêî-òåîðåòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1953. 415 ñ.
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íîé çàäà÷è óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó. Îñîáåííî äàííîå ïðåèìóùåñòâî çàìåòíî
ïðè ðåøåíèè âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî óðàâíåíèé
Ãåëüìãîëüöà, ê êîòîðûì âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñâîäèòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñ-
âåëëà äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé4. Â ìîíîãðàôèè5 èçó-
÷àþòñÿ äèôðàêöèîííûå ÿâëåíèÿ, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíûì
äâóìåðíûì çàäà÷àì. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøàåòñÿ çàäà÷à äèôðàêöèè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ íà ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå èç öèëèíäðîâ ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ.
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèè, íå òðåáóåòñÿ ñèììåò-
ðèÿ ïîâåðõíîñòè. Â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå ïðÿìîé çàäà÷è òåîðèè äèôðàêöèè
òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ ðàçðàáîòàíû6, ñóùåñòâåííûå òðóäíî-
ñòè îñòàþòñÿ ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ. Òàêèì îáðàçîì,
ðàçðàáîòêà óëó÷øåííûõ àëãîðèòìîâ ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ
ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ãàðìîíè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðå-
øåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íàïðè-
ìåð, â òåîðèè îáòåêàíèÿ ïðåïÿòñòâèé ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè. Â ðàáîòå7

ðàññìîòðåíà âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îá-
òåêàíèÿ òð¼õìåðíûõ òåë. Íà îñíîâå èäåé Ê.È. Áàáåíêî î íåíàñûùàåìûõ àëãîðèò-
ìàõ áûëî ïîñòðîåíî ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ â çàäà÷å îáòåêàíèÿ ýëëèïñîèäîâ âðàùåíèÿ áîëüøîãî óäëèíåíèÿ. Îäíàêî, íå
âî âñåõ çàäà÷àõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèåé. Ê óðàâ-
íåíèÿì Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà ñâîäÿòñÿ çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè, ñòàöèîíàðíîé
òåïëîïðîâîäíîñòè8, òåîðèè ôèëüòðàöèè, òåîðèè ãðàâèòàöèè è ò.ä.

×èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ ñî-
ñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ9. Íà ïåðâîì ýòàïå, ÷èñëåííî ðåøàÿ ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå, íàõîäÿò ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Íà âòîðîì ýòàïå, ïîäñòàâëÿÿ ÷èñ-
ëåííîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó, íàõîäÿò ðåøåíèå êðàå-
âîé çàäà÷è â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè. Ââèäó òîãî, ÷òî ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ íå äàþò ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé àï-

4Ñìèðíîâ Þ.Ã. � Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè. Ïåíçà: Èíôîðìàöèîííî-
èçäàòåëüñêèé öåíòð ÏåíçÃÓ, 2009. 268 ñ.

5Ãàëèøíèêîâà Ò.Í., Èëüèíñêèé À.Ñ. � ×èñëåííûå ìåòîäû â çàäà÷àõ äèôðàêöèè. Ì.:Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ,
1987. 207 ñ.

6Êîëòîí Ä., Êðåññ Ð., Ìåòîäû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â òåîðèè ðàññåÿíèÿ. � Ì.: Ìèð, 1987. 311 ñ.
7Áåëûõ Â.Í., Ê ïðîáëåìå ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ îñåñèììåòðè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷

(àëãîðèòìû áåç íàñûùåíèÿ) // Óôèìñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. 2012. Ò. 4, N 4. Ñ. 22 � 37.
8Êàðòàøîâ Ý.Ì. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè òâåðäûõ òåë. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 2001.

553 ñ.
9Ñåòóõà À.Â., ×èñëåííûå ìåòîäû â èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Àðãàìàê-ìåäèà, 2016.

256 ñ.
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ïðîêñèìàöèè, ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïðèõîäèòñÿ ëèáî
óìåíüøàòü øàã ñåòêè, ëèáî ïðîâîäèòü äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ âáëèçè ãðà-
íèöû, ÷òî óâåëè÷èâàåò ñòîèìîñòü âû÷èñëåíèé. Íåäîñòàòî÷íàÿ òî÷íîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ âáëèçè ïîâåðõíîñòè Γ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ10. Èçâåñòíû òàêæå îãðàíè÷å-
íèÿ èñïîëüçîâàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîäõîäà ê ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíè-
ÿì ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ11. Îáúåäèíåíèåì èäåé ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíî-
ñòåé è ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ12. Ýòîò ìå-
òîä ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî ðåøàòü êðàåâûå çàäà÷è, èñïîëüçóÿ âìåñòî ãðàíè÷íûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ò.í. ãðàíè÷íûå ïñåâäî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
Òåì íå ìåíåå, âáëèçè ïîâåðõíîñòè èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ìåòîäà òàêæå èìååò
îãðàíè÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïî ïîëó÷åíèþ óëó÷øåííûõ êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü âáëèçè ãðàíèöû, ÿâëÿåòñÿ àê-
òóàëüíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Íåîáõîäèìîñòü òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè
âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â òîíêîñòåííûõ è ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèÿõ,
òîíêèõ ïîêðûòèÿõ, ïëåíêàõ è íà êîíöàõ òðåùèí13. Ïóñòü âû÷èñëåíèå íåêîòî-
ðîãî ïîòåíöèàëà èëè åãî ïðîèçâîäíîé îñóùåñòâëÿåòñÿ â òî÷êå x. Â ìåòîäå ãðà-
íè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ãðàíèöà èíòåðåñóþùåé îáëàñòè Γ ðàçáèâàåò-
ñÿ íà ðÿä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÃÝ) Γi, â êàæäîì èç êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïðîèç-
âîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå. ßäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ èìåþò îñîáåííîñòè â
òî÷êàõ y ∈ Γ, ïîýòîìó âûäåëÿþò íåñêîëüêî âèäîâ ÃÝ Γi, ãäå Γ = ∪iΓi. Ñèí-
ãóëÿðíûå ÃÝ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà x ∈ Γi, íåñèíãóëÿðíûå ÃÝ � êîãäà
òî÷êà x /∈ Γi è íàõîäèòñÿ äàëåêî îò Γi. Èñïîëüçóþò ïîíÿòèå ïî÷òè ñèíãóëÿð-
íûõ ÃÝ. Â ýòîì ñëó÷àå x /∈ Γi, íî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ìàëî ïî ñðàâíåíèþ
ñ Γi. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ íà ñèíãóëÿðíûõ è ïî÷òè ñèíãóëÿðíûõ ãðà-
íè÷íûõ ýëåìåíòàõ òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû. Â ñëó÷àå âû÷èñëåíèé î÷åíü
áëèçêî ê ïîâåðõíîñòè íåîáõîäèìî ñ îñòîðîæíîñòüþ èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå
êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû14. Äëÿ î÷åíü òîíêèõ ïîãðàíè÷íûõ ñëî¼â ïîêàçàòåëüíû-
ìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûå ïðèìåðû ñ ðàçíûì âûáîðîì ìíîãîòî÷å÷íîãî (îò 4 äî

10Shilpa Khatri, Arnold Kim, Ricardo Cortez, Camille Carvalho. Close evaluation of layer potentials in three
dimensions. Journal of Computational Physics, 2020, Vol. 423, � 109798

11J. Helsing, R. Ojala, On the evaluation of layer potentials close to their sources, J. Comput. Phys., 2008, Vol.
227, �5, P. 2899 - 2921.

12Ðÿáåíüêèé Â.Ñ., Ìåòîä ðàçíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ è åãî ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001. 432 ñ.
13Zhang YM., Gu Y., Chen JT. Stress analysis for multilayered coating systems using semi-analytical BEM with

geometric non-linearities // Comput Mech, 2011, Vol. 47, P. 493 - 504.
14Araujo F.C., Gray L.J. Analysis of thin-walled structural elements via 3D standard BEM with generic

substructuring // Comput. Mech., 2008, Vol. 41, P. 633-645.
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16 òî÷åê) øàáëîíà äëÿ ôîðìóëû Ãàóññà â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè
ñèíãóëÿðíîñòè (ìåòîä àäàïòèâíîãî äåëåíèÿ ãðàíè÷íîé îáëàñòè)15. Ñóùåñòâóþò
ìåòîäû ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ïî÷òè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, îñíîâàííûå
íà íåëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ � ýêñïîíåíöèàëü-
íûå è sinh-ïðåîáðàçîâàíèÿ16

Äðóãîé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ âáëèçè òî÷åê ñèíãó-
ëÿðíîñòè íàçûâàåòñÿ êâàäðàòóðíûì ðàçëîæåíèåì (quadrature by expansion -
QBX)17. Â ýòîì ïîäõîäå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ â òî÷êå ïîâåðõíîñòè ëè-
áî âáëèçè ïîâåðõíîñòè âûáèðàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ òî÷êà âáëèçè ïîâåðõíîñòè,
â êîòîðîé ÿäðî ïîòåíöèàëà ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà (ñôå-
ðè÷åñêèì ôóíêöèÿì). Êîíå÷íàÿ ñóììà ðÿäà ïðè ýòîì áóäåò ãëàäêîé. Îäíàêî,
äëÿ êàæäîé òî÷êè, ãäå âû÷èñëÿåòñÿ ïîòåíöèàë, íàäî âûáèðàòü ñâîþ âñïîìîãà-
òåëüíóþ òî÷êó è âû÷èñëÿòü ðàçëîæåíèå ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà çàíîâî. Åñëè
âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè â áîëüøîì ÷èñëå òî÷åê, ìåòîä âûãëÿäèò î÷åíü
çàòðàòíûì. Ïðîùå èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ñ ìàëûì
øàãîì, òàê êàê îíà íå èñïîëüçóåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîãðåøíîñòü äàííî-
ãî ìåòîäà ñèëüíî çàâèñèò îò ãëàäêîñòè ðàçëîæåíèÿ è ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåìîãî
âûðàæåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè ðàçëîæåíèÿ ê èñõîäíîé. Ñòðîãîå îáîñíîâà-
íèå ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà î÷åíü áëèçêî ê ïîâåðõíîñòè ïîêà ðàññìîòðåíî
òîëüêî äëÿ äâóìåðíûõ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ.

Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ïîâåðõíîñòåé âîçìîæíî îöåíèòü ðàññòîÿíèÿ äî ïî-
âåðõíîñòåé, ïðè êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò ñòàíäàðòíûõ ôîðìóë ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ê áîëåå ñîâåðøåííûì ïðè âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñòíûõ ïî-
òåíöèàëîâ âáëèçè ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäà¼òñÿ ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Èç-
âåñòíû êîìïëåêñíûå îöåíêè äëÿ äâóõ ìåòîäîâ � êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà-
Ëåæàíäðà è ôîðìóëû òðàïåöèè äëÿ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé â òð¼õìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå18.

Ñóùåñòâóåò ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ, îñíî-
âàííûé íà õàðàêòåðíîé çàìåíå ïåðåìåííîé â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñ ïî-
ñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî çåíèòíîìó è àçèìóòàëüíîìó óãëó. Ïîòåí-
öèàëû âû÷èñëÿþòñÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ â òî÷êå x, ëåæàùåé âáëèçè ïî-

15Xiao-Wei Gao, Jin-Bo Zhang, Bao-Jing Zheng, Ch. Zhang, Element-subdivision method for evaluation of singular
integrals over narrow strip boundary elements of super thin and slender structures // Engineering Analysis with
Boundary Elements, 2016, Volume 66, P. 145-154

16Guizhong Xie, Ke Li, et al A systematic derived sinh based method for singular and nearly singular boundary
integrals // Engineering Analysis with Boundary Elements, Volume 123, 2021, P. 147-153

17Klockner A., Barnett A., Greengard L., O'Neil M., Quadrature by expansion: a new method for the evaluation
of layer potentials, // J. Comput. Phys., 2013, Vol. 252, P. 332 � 349.

18Ludvig af Klinteberg, Chiara Sorgentone, Anna-Karin Tornberg, Quadrature error estimates for layer potentials
evaluated near curved surfaces in three dimensions // Comp. and Math. with Appl., 2022, V. 111, P. 1-19
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âåðõíîñòè íà ðàññòîÿíèè ε îò îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà y∗, îïóùåííîãî èç x
íà ïîâåðõíîñòü. Ðàññìàòðèâàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà äëÿ ìà-
ëûõ ε, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ âñïîìîãàòåëüíûõ èíòåãðàëîâ â òî÷êå y∗.
Âû÷èñëåíèå âîçíèêàþùèõ èíòåãðàëîâ ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëå òðàïåöèé è ïî
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ãàóññà-Ëåæàíäðà19. Òåì íå ìåíåå, ìåòîäû, èñïîëüçóþ-
ùèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû, íàöåëåíû íà âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëà â îäíîé òî÷êå,
ïîýòîìó îíè íå äàþò ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè.

Âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû çàìåíû ÿäðà ïî÷òè ñèíãóëÿð-
íûõ îïåðàòîðîâ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ (ëèíåéíûå ôóíêöèè, ïðè-
áëèæåíèå íà îñíîâå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, ôóíêöèé Ãðèíà)20. Çíà÷åíèå
ïîòåíöèàëà â òî÷êå, ëåæàùåé âáëèçè ïîâåðõíîñòè, ìîæíî òàêæå âûðàçèòü ÷åðåç
ðàçëîæåíèå Òåéëîðà ïî íîðìàëüíûì ïðîèçâîäíûì ñ öåíòðîì â îñíîâàíèè ïåð-
ïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè íà ïîâåðõíîñòü. Ñàì ïîòåíöèàë è åãî íîð-
ìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â îñíîâàíèè ïåðïåíäèêóëÿðà ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè21.
Öåëü ðàáîòû
Â ðàáîòå22 áûëà ïîñòðîåíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî

ñëîÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ,
à òàêæå ñîõðàíÿþùàÿ ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ýòîãî ïîòåíöèàëà ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé çàäàíà åãî ïëîòíîñòü. Öåëü äèññåðòàöèè ñîñòîèò
â ðàñøèðåíèè ýòîãî ìåòîäà è ñîçäàíèè íîâûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïî-
âåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü, â òîì ÷èñëå
âáëèçè ïîâåðõíîñòè, ãäå çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, áåç óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè
âû÷èñëåíèé. Êà÷åñòâåííûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íóæíû äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüì-
ãîëüöà ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ê öåëÿì ðàáîòû îòíîñèòñÿ óñèëåíèå ðåçóëüòàòîâ èç [22], à èìåííî ïîâûøåíèå
ïîðÿäêà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, ïîëó÷åíèå íîâîé ôîðìóëû ñ ïîâûøåí-
íîé òî÷íîñòüþ. À òàêæå ïîëó÷åíèå äðóãèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïîâûøåííîé
òî÷íîñòè äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ, ñîçäàþùèõ çàìêíóòóþ èíôðàñòðóê-
òóðó äëÿ áîëåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüì-
ãîëüöà ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ.

19Shilpa Khatri, Arnold Kim, Ricardo Cortez, Camille Carvalho. Close evaluation of layer potentials in three
dimensions // Journal of Computational Physics, 2020, Vol. 423, � 109798

20Carvalho, C. Modi�ed Representations for the Close Evaluation Problem. Math. Comput. Appl. 2021, V. 26(4),
� 69.

21Schwab C., Wendland W. On the extraction technique in boundary integral equations. Math. Comput. 1999,
Vol. 68, P. 91-122.

22Êðóòèöêèé Ï.À., Ôåäîòîâà À.Ä., Êîëûáàñîâà Â.Â., Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.,
// Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2019. Ò. 55, N 9. Ñ. 1269 � 1284.
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Äëÿ äîñòèæåíèÿ óêàçàííûõ âûøå öåëåé ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� Ïîëó÷åíèå íîâîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðî-
ñòîãî ñëîÿ â ëþáîé òî÷êå âíå ïîâåðõíîñòè, ãäå çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà,
à òàêæå íà ñàìîé ïîâåðõíîñòè.

� Ïîñòðîåíèå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ. Ïîñòðîåíèå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ è åãî ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ.

� Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ àâòîðîì â äèññåðòàöèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ îáòåêàíèÿ è
îïðåäåëåíèè ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ, â òîì ÷èñëå âáëèçè ïîâåðõíî-
ñòè, ãäå çàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1) Àâòîðîì ðåøåíà ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ âáëèçè
ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Äëÿ ýòîãî â ðàáîòå
àâòîðîì ïîñòðîåíà íîâàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ è äîêàçàíî, ÷òî îíà îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü è ðàâíî-
ìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïîòåíöèàëà âíå óêàçàííîé ïîâåðõíîñòè, ÷òî òàêæå
ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè. Ïîëó÷åííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç óêàçàí-
íóþ ïîâåðõíîñòü. Ðàçðàáîòàíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òàêæå äëÿ ïðÿìîãî
çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, îáëàäàþùàÿ
ïîâûøåííîé òî÷íîñòüþ.

2) Àâòîðîì ðåøåíà ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ âáëèçè
ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Äëÿ ýòîãî â ðàáîòå
ïîñòðîåíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, ïîêàçûâà-
þùàÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé âáëèçè ïîâåðõíîñòè,
íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, ÷åì ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè. Ïîëó÷åíà êâàäðàòóð-
íàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

3) Ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
(âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà è âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå) ïðè ïîìîùè ïîëó-
÷åííûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïîêàçûâàþò ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîãî
ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è îáòåêàíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ïîòåí-
öèàëüíûì ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè, à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî
îïðåäåëåíèþ ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ.

8



Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Â äèññåðòàöèè àâòîðîì ðàçðàáîòàíû íîâûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ïî-

âåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà. Â ïåðâîé ãëàâå
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îáòåêàíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì èäåàëü-
íîé æèäêîñòè ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ïîòåíöèàë ñêîðîñòè
ñ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ è ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèåé. Èñïîëüçóÿ ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå âî âòîðîé ãëàâå, ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî
òåïëîâîãî ïîëÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ðàçìåðà àïïðîêñèìàöèè è ìåíåå. Â ðàáî-
òå ðàçâèò íîâûé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ, ïîçâîëÿþùèé
â ñëó÷àå ìàëûõ ðàññòîÿíèé äî ïîâåðõíîñòè (ãäå çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà)
ñîõðàíÿòü âàæíåéøèå ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ è ïîâûñèòü òî÷íîñòü
âû÷èñëåíèé ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ïîäõîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìà-

òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è àíàëèòè÷åñêîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ. Àâòîðîì áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ
âîçíèêàþùèõ â ðàáîòå èíòåãðàëîâ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ òåñòîâ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñîñòàâëåííûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë áûëè íàïèñàíû âû÷èñëèòåëüíûå
ïðîãðàììû äëÿ êîìïüþòåðà.
Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ
Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãèìè ìàòåìàòè-

÷åñêèìè âûêëàäêàìè è äîêàçàòåëüñòâàìè óòâåðæäåíèé, àïðîáàöèåé íà êîíôå-
ðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ, à òàêæå ïóáëèêàöèÿìè â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ. Ðå-
çóëüòàòû äðóãèõ àâòîðîâ, óïîìÿíóòûå â òåêñòå äèññåðòàöèè, îòìå÷åíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ññûëêàìè.

Â ÷èñëåííûõ òåñòàõ èçâåñòíûå òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ ñðàâíèâàëèñü
ñ ïðèáëèæ¼ííûìè çíà÷åíèÿìè, âû÷èñëåííûìè ïî íîâûì êâàäðàòóðíûì ôîðìó-
ëàì. Äëÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëîâ áûëè èñïîëüçîâàíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ, ïîëó÷àåìûå àíàëèòè÷åñêè. Êàê ïîêà-
çàíî â ÷èñëåííûõ òåñòàõ, çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ íîâûõ
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, õîðîøî àïïðîêñèìèðóþò òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ
ïîòåíöèàëîâ. Ïðè ðàçðàáîòêå âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñ-
ëåííûõ òåñòîâ èñïîëüçîâàëîñü ñîâðåìåííîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå.
Ñîîòâåòñòâèå äèññåðòàöèè ïàñïîðòó íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè
Òåìà, îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóþò ïàñïîðòó

ñïåöèàëüíîñòè 1.1.2 � äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà
(ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè) ïî ñëåäóþùèì ïóíêòàì:
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1. Îáùàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

2. Íà÷àëüíûå, êðàåâûå è ñìåøàííûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

17. Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.
18. Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû îïòèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè.
20. Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû òåðìîäèíàìèêè, êèíåòèêè è ñòàòèñòè÷åñêîé

ôèçèêè.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Ïîëó÷åííûå àâòîðîì ðåçóëüòàòû ïðîøëè àïðîáàöèþ è îáñóæäåíèå íà ìåæ-

äóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ è íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:
Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ�, ïî-

ñâÿùåííàÿ ïàìÿòè ïðîôåññîðà Àëåêñàíäðà Àëåêñàíäðîâè÷à Àáðàìîâà, ÌÔÒÈ,
Äîëãîïðóäíûé, 9 íîÿáðÿ 2019.

Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼-
íûõ �Ëîìîíîñîâ-2020�, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 10-27 íîÿáðÿ 2020;

VI Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷à-
ñòèåì �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê�, ÔÃÁÎÓ ÂÎ �Îð-
ëîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè È.Ñ. Òóðãåíåâà�, Îð¼ë, 4-5 äåêàáðÿ
2020;

Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼-
íûõ �Ëîìîíîñîâ-2021�, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 12-23 àïðåëÿ 2021;

4th international Moscow conference �Computer Algebra� CCAS 2021, Ìîñêâà,
28-29 èþíÿ 2021;

13th International ISAAC Congress, Ghent, Belgium, Áåëüãèÿ, 3-6 àâãóñòà 2021;
VII Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷à-

ñòèåì �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê�, ÔÃÁÎÓ ÂÎ �Îð-
ëîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè È.Ñ. Òóðãåíåâà�, Îð¼ë, 18-21 íî-
ÿáðÿ 2021;

Íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2022.

Íàó÷íûé ñåìèíàð èì. Ê.È. Áàáåíêî, ÈÏÌ èì Ì.Â. Êåëäûøà, Ìîñêâà, 2022;
Íàó÷íûé ñåìèíàð �Îáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè� ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì À.Á. Áàêóøèíñêîãî, À.Â. Òèõîíðàâîâà, À.Ã. ßãîëû, ÌÃÓ èì Ì.Â. Ëîìî-
íîñîâà, Ìîñêâà, 2022.
Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû èçëîæåíû â 10 ïóáëèêàöèÿõ â èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ

Web of Science, Scopus, RSCI è èç ñïèñêà ÂÀÊ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè: èç íèõ - 6
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- â èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â Web of Science, Scopus, RSCI.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû
Ïîëó÷åíèå íîâûõ, áîëåå òî÷íûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî

âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ, à òàêæå èõ ïðÿìûõ çíà÷å-
íèé, èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Îäíî èç ãëàâíûõ ïðåèìóùåñòâ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïîíèæåíèè ðàçìåðíîñòè
ðåøàåìîé çàäà÷è íà åäèíèöó. Â îïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àÿõ ýòî îêàçûâàåò ðåøàþùåå
âëèÿíèå íà ñòîèìîñòü âû÷èñëåíèé è, êàê ñëåäñòâèå, íà îïðàâäàííîñòü ïðèìå-
íÿåìîãî ìåòîäà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíèå óëó÷øåííûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë,
îáåñïå÷èâàþùèõ ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü âáëèçè ãðàíèöû, îòêðûâàåò íîâûå âîç-
ìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ, ñîäåðæèò 4 ðèñóí-

êà è 25 òàáëèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 100 íàèìåíîâàíèé. Ïîëíûé îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 171 ñòðàíèö.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîðìóëèðî-
âàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé, ïîêàçàíà ïðàêòè÷å-
ñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåíû âûíîñèìûå íà çàùèòó
íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ.

Îáùåé äëÿ âñåõ ðàçäåëîâ ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàíà
ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, à òàêæå îñíîâíûå íåîáõîäèìûå ôîðìóëû è òðåáîâàíèÿ
äëÿ ïîñëåäóþùåãî âûâîäà êàíîíè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äå-
êàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = (x1, x2, x3) ∈ R3. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ
çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóò-
ðåííþþ îáëàñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Γ ïàðàìåòðèçîâàíà òàê, ÷òî íà
íåå îòîáðàæàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê:

y = (y1, y2, y3) ∈ Γ, y1 = y1(u, v), y2 = y2(u, v), y3 = y3(u, v);

u ∈ [0, A], v ∈ [0, B];

yj(u, v) ∈ C2([0, A]× [0, B]), j = 1, 2, 3. (1)

Ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû ðàçëè÷íûì âíóòðåííèì òî÷êàì ïðÿìîóãîëüíèêà ïðè
óêàçàííîì îòîáðàæåíèè ñîîòâåòñòâîâàëè ðàçëè÷íûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ââåä¼ì
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N òî÷åê un ñ øàãîì h íà îòðåçêå [0, A] è M òî÷åê vm íà îòðåçêå [0, B] è ðàñ-
ñìîòðèì ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà [0, A]× [0, B], êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ íà ïî-
âåðõíîñòü Γ

A = Nh, B = MH, un = (n+ 1/2)h, n = 0, ..., N − 1;

vm = (m+ 1/2)H, m = 0, ...,M − 1.

Òåì ñàìûì ïðÿìîóãîëüíèê [0, A]× [0, B] ðàçáèâàåòñÿ íà N ×M ìàëåíüêèõ ïðÿ-
ìîóãîëüíè÷êîâ è ÷åðåç (un, vm) îáîçíà÷åíû ñåðåäèíêè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíè÷êîâ.

Èçâåñòíî, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëè (íå åäèíè÷íîãî) |η(y(u, v))| â òî÷-
êå ïîâåðõíîñòè y = (y1, y2, y3) ∈ Γ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëè âòîðîãî
ïîðÿäêà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè |η(y(u, v))| = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå, òî ôóíêöèÿ
|η(y(u, v))| ìîæåò áûòü íåäèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó äîïîëíè-
òåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû

|η(y(u, v))| ∈ C1([0, A]× [0, B]). (2)

Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû

|η(y(u, v))| > 0, ∀ (u, v) ∈ ((0, A)× (0, B)). (3)

Èç óñëîâèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî |η(y(u, v))| ∈ C1((0, A) × (0, B)), íî óñëîâèå (2) íå
ñëåäóåò.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ.
Â ïåðâîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïðîñòðàíñòâåííîãî ñòàöèîíàðíîãî îáòåêà-

íèÿ òåëà â èäåàëüíîé íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäå ñî ñêîðîñòü v = (v1, v2, v3).
Ïëîòíîñòü ñðåäû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè îáòåêàíèè.

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò x = (x1, x2, x3) ∈ R3.
Ñ÷èòàÿ äâèæåíèå áåçâèõðåâûì, ââîäèì ïîòåíöèàë ñêîðîñòè u(x1, x2, x3) òàê ÷òî
v = gradu. Ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè div v = 0, ôóíêöèÿ u äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè òâåðäîãî òåëà â èäåàëüíîé æèäêîñòè - ýòî
óñëîâèå î íåïðîòåêàíèè ïîòîêà ñêâîçü ïîâåðõíîñòü òåëà23 (vn)|Γ = f(x), ãäå
f(x) � íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè Γ. Ïîñêîëü-
êó vn = ∂u/∂n, òî ýòî óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè òâ¼ðäîãî òåëà ïðèíèìàåò âèä
∂u/∂n|Γ = f(x).

Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè
æèäêîñòè âíå òåëà ñâîäèòñÿ ê âíåøíåé êðàåâîé çàäà÷å Íåéìàíà äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè u ñ íåïðåðûâíûì ãðàíè÷íûì

23Ëèôàíîâ È.Ê., Ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Ì.: ÒÎÎ ßíóñ,
1995. 521 c.
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óñëîâèåì, çàäàííûì íà Γ
∆u = 0, u ∈ C0(R3 \D) ∩ C2(R3 \D),
∂u(x)

∂n

∣∣∣∣
Γ

= f(x), x ∈ Γ, f(x) ∈ C0(Γ),

u = O

(
1

|x|

)
, |x| → +∞,

(4)

ãäå ∂/∂n îçíà÷àåò ïðàâèëüíóþ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ê ïîâåðõíîñòè Γ èçâíå
â òî÷êå x (òî åñòü ∀x ∈ Γ ñóùåñòâóåò ïðåäåë íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïðè ñòðåì-
ëåíèè ê òî÷êå x âäîëü íîðìàëè). Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) èìååò ïðà-
âèëüíóþ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ íà Γ.

Íàéä¼ì ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ V0[µ](x)

V0[µ](x) =
1

4π

∫
y∈Γ

µ(y)
1

|x− y|
dSy, (5)

ãäå µ = µ(y) ∈ C0(Γ) � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ V0[µ](x)
� ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè R3 \D.

Ïðè ïîìîùè òåîðåìû î ðàçðûâå ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

1

2
µ(x) +

∂V0[µ](x)

∂nx

∣∣∣∣
Γ

= f(x), x ∈ Γ. (6)

Ðàâåíñòâî (6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî. Íàéäåííûå çíà÷å-
íèÿ ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà èñïîëüçóþòñÿ â âûðàæåíèè äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ âíå ïîâåðõíîñòè (5), íàõîäÿ òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå çàäà÷è (4) â ëþáîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.

Â ðàçäåëå 1.1 ðàññìîòðåí ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëü-
öà ñ çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè Γ ïëîòíîñòüþ µ(y) ∈ Γ

Vk[µ](x) =
1

4π

∫
Γ

µ(y)eik|x−y|

|x− y|
dsy =

=
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2

∫ vm+H/2

vm−H/2

µ(y(u, v)) exp(ik|x− y(u, v)|)
|x− y(u, v)|

|η(y(u, v))|dudv,

(7)
ãäå äëÿ ïðîñòîòû k ≥ 0. Åñëè k = 0, òî ïîòåíöèàë Vk[µ](x) ïåðåõîäèò â ïîòåíöèàë
ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
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Ïóñòü µnm = µ(y(un, vm)), à ηnm = η(y(un, vm)). Ðàçëîæèì yj(u, v) ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (un, vm), òîãäà äëÿ j = 1, 2, 3 ïîëó÷èì

yj(u, v) = yj(un, vm) +Dj +O(H2 + h2),

Dj = (yj)
′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm). (8)

Òîãäà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ
èíòåãðàëà, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Sk(x) =
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)×

×
∫ un+h/2

un−h/2

du

∫ vm+H/2

vm−H/2

dv
|η(y(u, v))|
|x− y(u, v)|

≈
∫ h/2

−h/2

dU

∫ H/2

−H/2

dV×

× |η(y(un, vm))|+ |η|′uU + |η|′vV
β
√

(V + δU/β2 +Q/β2)2 + (−(δU +Q)2/β2 + α2U 2 + 2PU + r2)/β2
= Θnm(x).

(9)
ãäå α, β, δ, r, P,Q � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, à ôóíêöèÿ Θnm(x) íàéäåíà â ÿâíîì
âèäå.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü µ(y) ∈ C1(Γ),

yj(u, v) ∈ C3([0, A]× [0, B]), j = 1, 2, 3; (10)

|η(y(u, v))| ∈ C2([0, A]× [0, B]), (11)

òî äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà èìååò ìåñòî ñîîò-
íîøåíèå

Vk[µ](x) = Sk(x) + σk(x), (12)

ãäå Sk(x) äà¼òñÿ âûðàæåíèåì

Sk(x) =
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)
∫ un+h/2

un−h/2

du

∫ vm+H/2

vm−H/2

dv×

×|ηnm| + (|η|)′u(u, v)(u− un) + (|η|)′v(u, v)(v − vm)

|x− y(u, v)|
, (13)

à äëÿ σk(x) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|σk(x)| ≤ c2

4π
‖µ(y(u, v))‖C1([0,A]×[0,B])‖η(y(u, v))‖C2([0,A]×[0,B])(h

2 +H2), (14)

ãäå c2 - íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, è îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
ïî x /∈ Γ.
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Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà

C3, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü. Ïóñòü Γ äî-
ïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ (10) ñî ñâîéñòâàìè (11), (3), è µ(y) ∈ C1(Γ). Òîãäà
äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (7) ïðè x /∈ Γ ñïðà-
âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (12), ãäå äëÿ σ̃k(x) ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè x âûïîëíÿ-
åòñÿ îöåíêà (14). Êðîìå òîãî, äëÿ S̃k(x) èìååò ìåñòî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
(9), ãäå èíòåãðàëû Θnm, θnm, J1(H) è J2(H) âû÷èñëåíû â ÿâíîì âèäå.

Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ ÷èñëåííûõ òåñòîâ, îñòàòî÷íûé ÷ëåí êâàäðàòóð-
íîé ôîðìóëû ìîæíî îöåíèòü êàê O(hH) ðàâíîìåðíî ïî x /∈ Γ, ò.å. ôîðìóëà äà¼ò
ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ è îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ê ïîòåí-
öèàëó ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âíå Γ. Äëÿ åäèíè÷íîé ñôåðû
ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ òî÷åê x ðàñïîëîæåííûõ
ïî âñåé ñôåðå íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè ∆R íå ïîâûøàåòñÿ äàæå ïðè ðàññòîÿ-
íèÿõ ïîðÿäêà ∆R = (hH)4.

Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.

Â ðàçäåëå 1.2 ðàññìîòðåíî ïðÿìîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåí-
öèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè Γ
ïëîòíîñòüþ µ(y) ∈ C0(Γ)

∂Vk[µ](x)

∂nx
=

1

4π

∫
Γ

µ(y)
∂

∂nx

eik|x−y|

|x− y|
dsy (15)

Ïðåäñòàâèì (15), â âèäå

∂Vk[µ](x)

∂nx
= S̃k(x) + σ̃k(x), (16)

ãäå

S̃k(x) =
1

4π|η(x)|

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)×

×
∫ un+h/2

un−h/2

du

∫ vm+H/2

vm−H/2

dv|η(y(u, v))|
3∑

j=1

ηj(x)(xj − yj(u, v))

|x− y(u, v)|3
, (17)

à äëÿ σ̃k(x) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|σ̃k(x)| ≤ c2‖µ(y(u, v))‖C0([0,A]×[0,B])f̃(h,H). (18)
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Ìíîæèòåëü f̃(h,H) = o(1), ò.å. f̃(h,H) → 0, ïðè h,H → 0. Êîíñòàíòà c2 > 0 è
îöåíêà (18) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè x â óçëàõ Γ. Ñëåäîâàòåëüíî,
σ̃k(x) = o(1), åñëè h,H → 0, ïðè ëþáîì âîçìîæíîì ïîëîæåíèè x.

Ñîãëàñíî (16), íàõîæäåíèå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîä-
íîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
äëÿ S̃k(x), à ÷òîáû ïîñòðîèòü ýòó êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó íàäî âû÷èñëèòü èí-
òåãðàë â (17). Ïðè åãî âû÷èñëåíèè áóäåì ðàçëè÷àòü 2 ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå
(n̂, m̂) = (n,m), ò.å. x = y(un̂, vm̂) = y(un, vm), êàíîíè÷åñêèé èíòåãðàë îáîçíà÷èì
Jn̂m̂. Âî âòîðîì ñëó÷àå (n̂, m̂) 6= (n,m), ò.å. x = y(un̂, vm̂) 6= y(un, vm), êàíîíè÷å-
ñêèé èíòåãðàë îáîçíà÷èì Tnm(x).

Èç óñëîâèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n, m, ïðè u ∈ [un−h/2, un+h/2]
è v ∈ [vm −H/2, vm + H/2] ôóíêöèè |η(y(u, v))| è µ(y(un, vm)) ìîãóò áûòü ðàç-
ëîæåíû ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì 1-ãî ïîðÿäêà

|η(y(u, v))| = |η(y(un, vm))|+O(h+H). (19)

µ(y(u, v)) = µ(y(un, vm)) + o(1). (20)

Òàêæå

yj(u, v)− xj = rj + (yj)
′
u(u− un) + (yj)

′
v(v − vm) +

1

2
(yj)

′′
uu(u− un)2+

+
1

2
(yj)

′′
vv(v − vm)2 + (yj)

′′
uv(u− un)(v − vm) + o

(
(u− un)2 + (v − vm)2

)
. (21)

Âñå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm). Ñ ó÷åòîì (8), (20), (19) è (21) èíòå-
ãðàëû Jn̂m̂ è Tnm(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Jn̂m̂ ≈
∫ h/2

−h/2

dU

∫ H/2

−H/2

dV
ξ1U

2 + ξ2V
2 + ξ3UV

(α2U 2 + β2V 2 + 2δUV )3/2
, (22)

Tnm(x) =

∫ un+h/2

un−h/2

du

∫ vm+H/2

vm−H/2

dv

∑3
j=1 ηj(x)(yj − xj)
|x− y|3

≈
h/2∫

−h/2

dU

H/2∫
−H/2

dV×

× R + ξ4U + ξ5V + ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV

β3((V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β4 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2)3/2
, (23)

ãäå α, β, δ, r, R, P,Q è ξ1, . . . , ξ5 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êàíîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà, ôîðìóëó (17) äëÿ S̃k(x)

ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó

S̃k(x)
∣∣∣
x=y(un̂,vm̂)∈Γ

≈ 1

4π
µn̂m̂Jn̂m̂ +

1

4π|η(x)|
×
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×
n=N−1,m=M−1∑

n=0,m=0
(n,m) 6=(n̂,m̂)

µnm|η(y(un, vm))| exp(ik|x−y(un, vm)|)(1−ik|x−y(un, vm)|)Tnm(x).

(24)
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà

C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü. Ïóñòü Γ äî-
ïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ (1) ñî ñâîéñòâàìè (2), (3). Ïóñòü µ(y) ∈ C0(Γ), à
òî÷êà x ðàñïîëîæåíà â îäíîì èç óçëîâ íà Γ. Òîãäà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîð-
ìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
(15) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (16), ãäå äëÿ σ̃k(x) ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè x
â óçëàõ Γ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (18). Êðîìå òîãî, äëÿ S̃k(x) èìååò ìåñòî êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà (24), ãäå èíòåãðàëû Jn̂m̂ è Tnm(x) ïðèáëèæåííî âû÷èñëåíû
â ÿâíîì âèäå.

Ðåçóëüòàòû äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ãàðìîíè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ â ÷àñòíîì
ñëó÷àå k = 0.

Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìîòðåí âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë θnm(x), êîòîðûé èñïîëü-
çóåòñÿ ïðè âûâîäå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.

Â ðàçäåëå 1.4 ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííûõ ôîðìóë ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå
çàäà÷è (4). Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ìåòî-
äîì êâàäðàòóð ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (24) èç ðàçäåëà 1.2 äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ
íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (6) îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé µ(x). Âòîðîé ýòàï ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè
çíà÷åíèé µ(x) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïðè ïîìîùè êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû èç ðàçäåëà 1.1.

Ïðèâåä¼ííûå ÷èñëåííûå òåñòû ïîêàçûâàþò ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîãî â
äèññåðòàöèè ìåòîäà ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ.
Âî âòîðîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïî îïðåäåëåíèþ

ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïîëÿ â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå.
Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, îãðàíè÷èâàþ-

ùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü D. Óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëå-
íèå òåìïåðàòóðû u(x1, x2, x3) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà âíóòðè îáëàñòè
D ñ çàäàííûì íà ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû f(x). Ðàññìîòðèì
âíóòðåííþþ êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ íåïðåðûâíûì
ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, çàäàííûì íà Γ:{

∆u = 0, u ∈ C0(D) ∩ C2(D),
u(x)|Γ = f(x), x ∈ Γ, f(x) ∈ C0(Γ)

, (25)
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ãäå f(x) � çàäàííàÿ òåìïåðàòóðà íà ïîâåðõíîñòè Γ.
Íàéä¼ì ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ W0[µ](x):

W0[µ](x) =
1

4π

∫
y∈Γ

µ(y)
∂

∂ny

1

|x− y|
dSy, (26)

ãäå µ = µ(y) ∈ C0(Γ) � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, à ny � âíóòðåííÿÿ åäèíè÷íàÿ
íîðìàëü. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ W0[µ](x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëà-
ñòè D. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà
ïîâåðõíîñòè Γ èç îáëàñòè D è ïðèðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ê ôóíêöèè, çàäàííîé
íà Γ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1

2
µ(x) +W0[µ](x)|Γ = f(x), x ∈ Γ. (27)

Ðàâåíñòâî (27) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëü-
ìà âòîðîãî ðîäà, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî.

Ïîäõîä, èñïîëüçîâàííûé â Ãëàâå 1 ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìó-
ëû äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, ïðèìåíÿåòñÿ â Ãëàâå 2 ê ïîñòðîåíèþ êâàäðà-
òóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Â ðàçäåëå 2.1 ðàññìîòðåí ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëü-
öà ñ çàäàííîé íà ïîâåðõíîñòè Γ ïëîòíîñòüþ µ(y) ∈ C0(Γ)

Wk[µ](x) =
1

4π

∫
Γ

µ(y)
∂

∂ny

eik|x−y|

|x− y|
dsy =

=
1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

∫ un+h/2

un−h/2

du

∫ vm+H/2

vm−H/2

dv µ(y(u, v))×

× exp(ik|x− y(u, v)|)(ik|x− y(u, v)| − 1)
3∑

j=1

ηj(y(u, v))(yj(u, v)− xj)
|x− y(u, v)|3

, (28)

ãäå k ≥ 0. Ïóñòü µnm = µ(y(un, vm)), òîãäà

µ(y(u, v)) = µnm + o(1), (29)

äëÿ u ∈ [un − h/2, un + h/2] è v ∈ [vm −H/2, vm +H/2].
Â ñèëó (2), äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ n, m, ïðè u ∈ [un − h/2, un + h/2] è

v ∈ [vm − H/2, vm + H/2] ôóíêöèÿ |η(y(u, v))| òàêæå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà
â òî÷êå (un, vm) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî

ηj(u, v) = ηj(un, vm) + (ηj)
′
u(u−un) + (ηj)

′
v(v−vm) +o

(√
(u− un)2 + (v − vm)2

)
.

(30)
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Âñå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êå (un, vm).
Â èòîãå, ñ ó÷åòîì (8), (20), (30), (21) è (29) âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî

ñëîÿ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Knm(x) =

∫ h/2

−h/2

dU

∫ H/2

−H/2

dV×

× R + ξ4U + ξ5V + ξ1U
2 + ξ2V

2 + ξ3UV

β3((V + δU/β2 +Q/β2)2 − (δU +Q)2/β4 + (α2U 2 + 2PU + r2)/β2)3/2
, (31)

ãäå α, β, δ, r, R, P,Q è ξ1, . . . , ξ5 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ
ýòîãî âûðàæåíèÿ â ÿâíîì âèäå, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

J12 =

∫ h/2

−h/2

dU
S1U + S0

(C2U 2 + C1U + C0)
√
B2U 2 +B1U +B0

,

ãäå B2, B1, B0 è S1, S2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà çà-
âèñèò îò çíàêà äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà C2U

2+C1U+C0, ñòîÿùåãî
â çíàìåíàòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé,
êîãäà ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèìûé è B1 6= B2C1/C2. Äëÿ ýòîãî â äèññåðòàöèîí-
íîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ñïåöèàëüíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïîäîáíûõ èíòåãðàëîâ ñ
èððàöèîíàëüíîñòüþ â çíàìåíàòåëå, îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè ïîäûíòåãðàëü-
íîãî âûðàæåíèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ñì. Ñëó÷àé 3, Âàðèàíò 2). Äàííûé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ôîðìóëó, ó÷èòûâàþùóþ âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà

C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü, ëèáî ïðîñòàÿ
ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ðàçîìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2,
ñîäåðæàùàÿ ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. Ïóñòü Γ äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ (1)
ñî ñâîéñòâîì (3), è µ(y) ∈ C0(Γ). Òîãäà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ (28) ïðè
x /∈ Γ è k ≥ 0 èìååò ìåñòî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

Wk[µ](x) ≈ 1

4π

N−1∑
n=0

M−1∑
m=0

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)Knm(x),

(32)
ãäå èíòåãðàë Knm(x) âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå.

Ýòà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äàåò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, ÷åì
ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè.
Ïðåèìóùåñòâî íîâîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû îñîáåííî çàìåòíî âáëèçè ïîâåðõíî-
ñòè, ãäå ñòàíäàðòíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà áûñòðî ðàñõîäèòñÿ, òîãäà êàê íîâàÿ
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ôîðìóëà îáåñïå÷èâàåò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé äëÿ òî÷åê, îòñòîÿùèõ
îò ïîâåðõíîñòè íà ðàññòîÿíèÿõ, ñîïîñòàâèìûõ ñ øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ è áîëåå.

Â ðàçäåëå 2.2 âûâîäèòñÿ óëó÷øåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî
çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.
Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü Γ � ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà

C2, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáú¼ìíî-îäíîñâÿçíóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü, ëèáî ïðîñòàÿ
ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ðàçîìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2,
ñîäåðæàùàÿ ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. Ïóñòü Γ äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ (1)
ñî ñâîéñòâîì (3), è µ(y) ∈ C0(Γ). Òîãäà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ íà Γ ïðè x = y(un̂, vm̂) ∈ Γ è k ≥ 0 èìååò ìåñòî êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà

Wk[µ](x)|x=y(un̂,vm̂)∈Γ ≈ −
1

4π
µn̂m̂Jn̂m̂+

+
1

4π

n=N−1,m=M−1∑
n=0,m=0

(n,m)6=(n̂,m̂)

µnm exp(ik|x− y(un, vm)|)(ik|x− y(un, vm)| − 1)Knm(x), (33)

ãäå èíòåãðàëû Jn̂m̂ è Knm(x) âû÷èñëåíû â ÿâíîì âèäå.
Åñëè k = 0, òî ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïåðåõî-

äèò â ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ñîîòâåòñòâåííî, êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà (33) ïðè k = 0 ïðèíèìàåò âèä êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ
ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ.

Óëó÷øåííàÿ ôîðìóëà äà¼ò çíà÷èòåëüíî áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü ÷åì ñòàí-
äàðòíàÿ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè. Ôîðìóëà, ïîñòðîåííàÿ â ðàç-
äåëå 2.2, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ èíôðàñòðóêòóðó äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â ðàçäåëå 2.3 ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ôîðìóëû èç ðàçäåëà 2.1 íà ñëó÷àé äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòè â ïîòåíöèàëå, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü âû-
÷èñëåíèé ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ, åñëè ïëîòíîñòü â ïîòåíöèàëå äèôôåðåíöè-
ðóåìà.

Â ðàçäåëå 2.4 ïîñòðîåííûå â ãëàâå 2 êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðèìåíÿþòñÿ ê
÷èñëåííîìó ðåøåíèþ âíóòðåííåé êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå ñ íåïðåðûâíûì ãðà-
íè÷íûì óñëîâèåì, çàäàííûì íà Γ. Ïðîöåññ àíàëîãè÷åí ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è
èç ðàçäåëà 1.4. Ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2 ðîäà ðåøàåòñÿ
ïðè ïîìîùè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî
ñëîÿ èç ðàçäåëà 2.2. Íåïîñðåäñòâåííî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ íåïðåðûâ-
íîé ïëîòíîñòüþ ïîòåíöèàëà èç ðàçäåëà 2.1.
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Â ÷èñëåííûõ òåñòàõ ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäà¼òñÿ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Ðåøå-
íèå ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ñðàâíèâàåòñÿ ñ ðåøåíèÿìè òîé æå çàäà÷è
ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, à òàêæå ïðè ïîìîùè êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû äëÿ òåëåñíîãî óãëà, ïîäðîáíî îïèñàííîé â ðàçäåëå 2.3.
Çàêëþ÷åíèå
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ óñîâåðøåíñòâîâàííûé àâòîðîì

ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ òâ¼ðäîãî
òåëà ïîòåíöèàëüíûì ïîòîêîì æèäêîñòè è çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ ñòàöèîíàðíîãî
òåïëîâîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî àâòîðîì áûëè ïîëó÷åíû íîâûå êâàäðàòóðíûå ôîðìó-
ëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ.

Â äèññåðòàöèè ïîñòðîåíà íîâàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ïðî-
ñòîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà, îáåñïå÷èâàþùàÿ ðàâíîìåðíóþ
ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ âáëèçè ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çà-
äàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà. Ïîëó÷åííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ñîõðàíÿåò ñâîé-
ñòâà íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç óêàçàííóþ ïîâåðõíîñòü. Â
ðàáîòå òàêæå ïîñòðîåíà íîâàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ
íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ. Âìåñòå ýòè ôîðìóëû áû-
ëè ïðèìåíåíû ê ðåøåíèþ òð¼õìåðíîé âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ê òàêîé êðàåâîé çàäà-
÷å ñâîäèòñÿ èçó÷åíèå ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ïîòåíöèàëüíûì
ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ðàñ÷¼òû ðåøåíèÿ íà ìàëîì ðàññòîÿíèè îò ïî-
âåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå êðàåâîé çàäà÷è, ïîêàçàëè, ÷òî
ïîëó÷åííûå ôîðìóëû îáåñïå÷èâàþò ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ èç-
âåñòíûìè êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå àâòîðîì ïîñòðîåíû êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ãåëüìãîëüöà. Îòäåëüíî
èçó÷åíû ñëó÷àè íåïðåðûâíîé è äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëà. Îáå
ôîðìóëû ïîêàçûâàþò çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé âáëèçè
ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàäàíà ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëà, ÷åì ñòàíäàðòíûå êâàä-
ðàòóðíûå ôîðìóëû, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè òåñòàìè. Â ðàáîòå òàêæå
ïîëó÷åíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî
ñëîÿ. Ýòè ôîðìóëû áûëè ïðèìåíåíû ê ðåøåíèþ òð¼õìåðíîé âíóòðåííåé êðàå-
âîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ê òàêîé ïîñòàíîâêå ñâîäèòñÿ çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ ñòàöèîíàðíîãî
òåïëîâîãî ïîëÿ. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííûõ àâòî-
ðîì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ïðè ïîìîùè
èçâåñòíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, ïîêàçàëî ýôôåêòèâíîñòü ñîçäàííîãî â äèñ-
ñåðòàöèè ïîäõîäà.
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Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü ïðèìåíå-
íû ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îáëàñòüþ
ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñëóæèò ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ôè-
çè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé â òîíêîñòåííûõ è ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèÿõ,
òîíêèõ ïîêðûòèÿõ, ïë¼íêàõ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èíòåðåñíû ñïåöè-
àëèñòàì, ðàáîòàþùèõ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Áëàãîäàðíîñòè
Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ êàíäèäàòó

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Âàëåíòèíå Âèêòîðîâíå Êîëûáàñîâîé çà ïîñòàíîâ-
êó çàäà÷, âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîääåðæêó. Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü
êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Êðóòèöêîìó Ïàâëó Àëåêñàíäðîâè÷ó çà
ïëîäîòâîðíóþ ñîâìåñòíóþ ðàáîòó è ïîääåðæêó. Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàð-
íîñòü ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëüñêîìó ñîñòàâó ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ
çà ïîëó÷åííîå îáðàçîâàíèå. Áëàãîäàðþ âñåõ ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû ìàòåìàòè-
êè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà âíèìàíèå è äîáðîæåëàòåëüíîå îòíîøåíèå.
Áëàãîäàðþ ñâîèõ ðîäèòåëåé.
ÑÏÈÑÎÊ ÏÓÁËÈÊÀÖÈÉ ÀÂÒÎÐÀ ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 10 ðàáîòàõ àâòîðà, 6

èç êîòîðûõ èíäåêñèðóþòñÿ â Web of Science è Scopus.
Íàó÷íûå ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäà-

íèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ äëÿ çàùèòû â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå ÌÃÓ
ïî íàïðàâëåíèþ 1.1.2 � ¾äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ôèçèêà¿

1) Ðåçíè÷åíêî È.Î. Î êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëü-
íîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå / Ðåçíè-
÷åíêî È.Î., Êðóòèöêèé Ï.À. // Ïðåïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà. 2020.
� 98. Ñ. 1 - 31 (ÐÈÍÖ 0.512) 1.9 ï.ë. / Ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷è è ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ. Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè ïîëó÷åíû
Ðåçíè÷åíêî È.Î.

2) Ðåçíè÷åíêî È.Î. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðÿìîãî çíà÷åíèÿ íîðìàëü-
íîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ / Êðóòèöêèé Ï.À., Ðåçíè÷åíêî
È.Î., Êîëûáàñîâà Â Â. // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2020. Ò. 56, �
9. Ñ. 1270 - 1288 (WoS 0.784, Scopus 0.509, ÐÈÍÖ 8.043) 1.1 ï.ë. / Ñîàâ-
òîðàì ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ. Îñòàëüíûå
ðåçóëüòàòû ñòàòüè ïîëó÷åíû Ðåçíè÷åíêî È.Î.
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3) Ðåçíè÷åíêî È. Î. Î âû÷èñëåíèè îäíîãî èíòåãðàëà ñ êâàäðàòè÷íîé èððàöè-
îíàëüíîñòüþ / Ðåçíè÷åíêî È. Î., Êðóòèöêèé Ï. À. // Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-
ìû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Ìàòåðèàëû IV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-
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óðàâíåíèÿ. 2021. Ò.57, � 7. Ñ. 932 - 950 (WoS 0.784, Scopus 0.509, ÐÈÍÖ
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