
МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
имени М.В. ЛОМОНОСОВА

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

На правах рукописи

Думанский Станислав Александрович

Решение задач устойчивости элементов из сплавов с памятью формы

Специальность 1.1.8 – Механика деформируемого твердого тела

ДИССЕРТАЦИЯ
на соискание учёной степени

кандидата физико-математических наук

Научный руководитель:
доктор физико-математических наук, профессор

Мовчан Андрей Александрович

Москва –– 2023



2

Оглавление
Стр.

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Глава 1. Сплавы с памятью формы (СПФ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.1 Структура . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.1 Фазовые переходы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.1.2 Структурные превращения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Уникальные свойства СПФ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.1 Накопление деформаций прямого перехода . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.2 Мартенситная неупругость . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.3 Эффект перекрестного упрочнения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2.4 Эффект памяти формы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2.5 Сверхупругость . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3 Приложения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Глава 2. Модели нелинейного термомеханического деформирования СПФ . . . . . . . 20
2.1 Гипотезы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2 Определяющие соотношения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.1 Полные деформации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2.2 Упругие деформации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2.3 Термические деформации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.2.4 Приращение деформаций за счет фазовых механизмов . . . . . . . . . . . . 22
2.2.5 Приращение деформаций за счет структурных механизмов . . . . . . . . . . 23
2.2.6 Параметр фазового состава . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.2.7 Уравнение энергетического баланса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2.8 Параметр вида напряженно-деформированного состояния тензора . . . . . 25
2.2.9 Допустимые напряжения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3 Никелид титана . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.3.1 Материальные константы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.3.2 Материальные функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.4 Модельные задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.4.1 Прямой переход под действием постоянных напряжений . . . . . . . . . . . 32
2.4.2 Монотонное нагружение из состояния хаотического мартенсита . . . . . . . 34
2.4.3 Обратный переход под действием постоянных напряжений . . . . . . . . . . 38

Глава 3. Постановка задачи устойчивости для элементов из СПФ . . . . . . . . . . . . . 41
3.1 Формулировки задачи устойчивости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2 Применение метода Эйлера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.1 Статический метод Эйлера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2.2 Тривиальный и возмущенный процессы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42



3

Стр.

3.2.3 Концепции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2.4 Термомеханические постановки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Глава 4. Решение краевых задач устойчивости элементов из СПФ . . . . . . . . . . . . 45
4.1 Процессы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.1.1 Подготовительный процесс . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.1.2 Тривиальный процесс . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.1.3 Возмущенный процесс . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.2 Стойка Шенли . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.2.1 Геометрия и граничные условия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.2.2 Тривиальный процесс . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.2.3 Возмущенный процесс . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.2.4 Результаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.3 Стержень . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3.1 Геометрия и граничные условия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.3.2 Гипотеза плоских сечений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.3.3 Уравнения равновесия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3.4 Эйлерова критическая длина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3.5 Случаи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.3.6 Анализ устойчивости в термомеханически связанных постановках . . . . . 61
4.3.7 Результаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.4 Пластина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.4.1 Соглашение об индексах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.4.2 Геометрия и граничные условия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.4.3 Гипотеза прямых нормалей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.4.4 Уравнения равновесия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.4.5 Решение задач устойчивости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.4.6 Результаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Список сокращений и условных обозначений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Словарь терминов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

Приложение А. Пропорциональное нагружение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

Приложение Б. Технические средства . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

Приложение В. Оптимизация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95



4

Стр.

В.1 Методы оптимизации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
В.1.1 Оптимизация непрерывных функций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
В.1.2 Дискретная многомерная оптимизация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96



5

Введение

Сплавы с памятью формы (СПФ) относятся к классу функциональных материалов, демон-
стрирующих сильную связь между термомеханическим поведением и внешними как механи-
ческими, так и немеханическими воздействиями. Тела, изготовленные из данных материлов, в
определенных температурных диапазонах проявляют термомеханическую реакцию на сообщение
им и отведение от них тепла. Также некоторые СПФ при температурах, не превосходящих опреде-
ляемых составом сплава критических значений, проявляют ферромагнитные свойства. В данной
работе рассматриваются элементы, изготовленные из термомеханически активируемых СПФ.
Уникальное макромеханическое поведение данных материалов, включающее эффект памяти фор-
мы [135], сверхупругость [149], мартенситную неупругость [53], накопление деформаций прямого
перехода [54] и перекрестное упрочнение [56], является следствием твердотельных бездиффузи-
онных кристаллографически обратимых термоупругих мартенситных переходов, открытых Г.В.
Курдюмовым и Л.Г. Хандросом в 1948 году [39].

Широкое распространение СПФ начали получать после того, как в 1961 году наличие эф-
фекта памяти формы было установлено у интерметаллидов, близких по составу к равноатомному
никелиду титана [99], который, на настоящий момент, является одним из наиболее широко приме-
няемых термически активируемых СПФ [114]. В простейшем случае никелид титана или нитинол
может находиться в двух фазовых состояниях: аустенитном (высокотемпературном) и мартенсит-
ном (низкотемпературном), которым соответствуют типы строения кристаллической решетки B2
и B19′, соответственно. Фазовые переходы из аустенитного состояния в мартенситное называют-
ся прямыми, а из мартенситного в аустенитное обратными. С термодинамической точки зрения
прямые и обратные фазовые переходы относятся к фазовым переходам первого рода, поскольку
они сопровождаются выделением и поглощением латентного тепла, соответственно. Практически
все термомеханические свойства СПФ различны для мартенситного и аустенитного состояний.
В частности, значения модуля Юнга никелида титана в мартенситном EM и аустенитном EA

фазовых состояниях равны 28 и 84 [ГПа], соответственно. Благодаря уникальному набору термо-
механических характеристик, высокому сопротивлению износу, хорошей коррозийной стойкости
и биосовместимости, никелид титана [134; 135] и сплавы на его основе [147] находят свое приме-
нение в аэрокосмических [114], медицинских [121; 130], железнодорожных [162], автомобильных
[160] и строительных [101; 105] приложениях.

Вопросаммоделирования термомеханического поведенияСПФпосвящены работыМовчана
А.А. [43––45; 52], Мишустина И.В. [42], Рогового А.А. [74––76; 142; 143], Волкова А.Е. [5––8; 157],
Гаврюшина С. С. [3; 10––13], Show J. A. и Kyriakydes S. [148], Lagoudas D.C. [122; 147], Lexcellent
C. [124], Auricchio F. [95; 145], Ziolkowski A. [163].

Устойчивость элементов из СПФ при различных режимах термомеханического нагружения
изучалась в работах Малыгина Г.А. [41], Шкутина Л.И. [89], Жаворонока С.И. и Нуштаева Д.В.
[29], Urushiyama Y. [155], Rahman M.A. [137––140], Amini M.R. [93], Nemat-Nasser S. [132; 133],
Michailidis P.A. [129], Richter F. [141], Tang Z. [151; 152], Janez K. [120], Jiang D. [116], Watkins R.T.
[159]. Подавляющее большинство исследований в данной области посвящено анализу устойчиво-
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сти для активных процессов нагружения в режимах сверхупругости и мартенситной неупругости,
при помощи методов аналогичных тем, которые применяются для анализа устойчивости упруго-
пластических тел. Результаты экспериментальных исследований, проведенных Мовчаном А.А.,
Казариной С.А., Сильченко Л.Г. и Сильченко А.Л. [50; 51; 55; 57; 58] показывают, что элементы
из СПФ склонны к потере устойчивости во время прямых и обратных фазовых переходов, проис-
ходящих под действием постоянных нагрузок. Авторами было установлено, что упругий анализ
устойчивости элементов из СПФ, проводимый с использованием наименьших, соответствующих
полностью мартенситному фазовому состоянию значений упругих констант, для рассматривае-
мых процессов термомеханического нагружения дает кратно завышенные значения критических
нагрузок. Первые попытки дать теоретическое объяснение наблюдаемого несоответствия были
предприняты в работах Мовчана А.А. и Сильченко Л.Г. [59; 61––68], в которых применялись
однократно связанная постановка задачи устойчивости и актуальные на тот момент модели де-
формирования СПФ.

Разработка методов моделирования потери устойчивости элементов из СПФ, вызванной фа-
зовыми переходами, происходящими под действием постоянных напряжений, которые учитывают
дважды термомеханически связанное поведение СПФ и взаимное влияние между различны-
ми механизмами нелинейного деформирования, характерное для данных материалов, а также
количественно правильно описывают чрезвычайно низкое сопротивление такому типу потери
устойчивости, является актуальной проблемой.

Цель данной работы заключается в получении аналитических и численно-аналитических
решений задач устойчивости стойкиШенли на стержнях из никелида титана, стержня и пластины
из никелида титана при фазовых переходах, происходящих под действием постоянных нагрузок,
учитывающих особенности нелинейного деформирования и дважды термомеханически связан-
ного поведения СПФ.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие задачи:
1. Определить особенности термомеханического поведения СПФ, оказывающие наи-

большее влияние на процесс потери устойчивости элементов из данных материалов
в рассматриваемых процессах, и выбрать модели термомеханического деформирования,
способные корректно описывать данные явления.

2. Сформулировать постановки задачи устойчивости элементов из СПФ во время фазовых
переходов, происходящих под действием постоянных нагрузок, учитывающих наличие
внутренних, описываемых в рамках определяющих соотношений, и внешних, определя-
емых граничными условиями, связей, в рамках которых можно получить аналитические
и численно-аналитические решения данной задачи.

3. Провести исследование потери устойчивости стойки Шенли на стержнях из СПФ, вы-
званной прямым и обратным фазовыми переходами, происходящими под действием
постоянных напряжений, в однократно и дважды связанной постановках для концепций
фиксированной (ФН) и варьированной (ВН) внешней нагрузки.

4. Выполнить анализ устойчивости стержня из СПФ при прямом и обратном фазовых пе-
реходах, происходящих под действием постоянных напряжений, в однократно и дважды
связанной постановках для концепций ФН и ВН.
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5. Провести исследование устойчивости прямоугольной пластины из СПФ при прямом фа-
зовом переходе, происходящем под действием постоянных напряжений, в однократно и
дважды связанной постановках для концепции ВН.

Научная новизна

В существующих работах [59; 61––68], посвященных исследованию потери устойчивости
элементов из СПФ, вызванной фазовыми переходами, происходящими под действием постоян-
ных нагрузок, используются модели нелинейного однократно связанного деформирования СПФ,
которые не учитывают взаимного влияния между процессами накопления неупругих деформаций,
связанными с фазовыми и структурными механизмами. К настоящему моменту Мовчаном А.А.
предложен ряд моделей объединенного деформирования СПФ, которые позволяют описывать как
эффекты двойной термомеханической связанности [52], обусловленные выделением или погло-
щением латентного тепла и диссипацией энергии в результате упругого, фазового и структурного
деформирования, так и взаимное влияние процессов деформирования по фазовым и структурным
механизмам [43––45].

В рамках данной работы:

– Впервые выполнен анализ устойчивости элементов из СПФ с использованием объеди-
ненных моделей фазового и структурного деформирования в дважды термомеханически
связанной постановке для концепций фиксированной нагрузки (ФН) и варьированной на-
грузки (ВН).

– Предложена модификация объединенной модели фазового и структурного деформирова-
ния СПФ, в рамках которой, в отличие от прототипа, приращение деформаций СПФ за
счет фазовых механизмов зависит от девиатора тензора напряжений, а не от девиатора
тензора активных напряжений.

– Впервые установлено, что для рассматриваемых моделей деформирования СПФ, во время
фазовых переходов, вызванных монотонным охлаждением или нагревом и происходящих
при постоянных напряжениях, структурное деформирование не имеет места.

– Дано теоретическое объяснение эффекта зависимости величин критических нагрузок от
способа предварительной подготовки элемента в случае потери устойчивости при обрат-
ном фазовом переходе, происходящем под действием фиксированных напряжений.

Практическая значимость

Полученные результаты могут применяться для анализа устойчивости элементов из СПФ,
претерпевающих прямые и обратные фазовые переходы, происходящие при мягком нагружении.
Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проекты 17-01-00216 А и 20-
01-00240 А).

Методология и методы исследования

Определяющие соотношения формулируются в рамках феноменологического подхода, ос-
нованного на применении математического аппарата механики деформируемого твердого тела.
При постановке задач устойчивости в малом применяется статический метод Эйлера. Для по-
лучения решений поставленных задач используются аналитические и численно-аналитические
методы, которые задействуют аппарат математического анализа [30; 33; 87], теории обыкновенных
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дифференциальных уравнений [34; 90; 92] и дифференциальных уравнений в частных производ-
ных [83]. Вычислительные алгоритмы реализованы в виде программ, написанных на языке C++
[79; 80; 85; 112]. Для построения графиков используется библиотека Matplotlib языка програм-
мирования Python.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Установлено, что термомеханически связанным постановкам соответствуют существен-
но меньшие значения критических параметров по сравнению с несвязаной постановкой,
причем решения, полученные в рамках дважды связанной постановки и концепции ФН
превосходят аналогичные значения, найденные для однократно связанной постановки и
концепции ВН, соответственно.

2. Доказано, что при потере устойчивости, вызванной прямым фазовым переходом, допол-
нительное структурное деформирование не имеет места.

3. Установлено, что при потере устойчивости, вызванной обратным фазовым переходом,
критическая нагрузка уменьшается с ростом абсолютных величин фазово-структурных
деформаций, накопленных перед началом данного перехода.

4. Установлено, что с увеличением гибкости элемента, которая может выражаться в ро-
сте длины стержня или уменьшении толщины пластины, при фиксированных значениях
остальных геометрических размеров влияние дополнительного фазового перехода на
процесс потери устойчивости существенно снижается.

Достоверность теоретически полученных результатов подтверждается использованием
классического математического аппарата механики деформируемых твердых тел, теорий упруго-
сти и пластичности, согласованностью с выводами, полученными другими авторами, [59; 61––68]
и качественным соответствием явлениям, наблюдаемым в экспериментах [51; 55; 57; 58].

Апробация работы

Основные результаты, полученные в диссертации, докладывались и обсуждались на следу-
ющих научных конференциях и семинарах:

– Международной научной конференции студентов, аспирантов и молодых учёных ”Ломо-
носов” , МГУ, г. Москва, 2016, 2017, 2018, 2019, 2020 [22] и 2021 гг. [26].

– Всероссийской научной конференции ”Механика композиционных материалов и кон-
струкций, сложных и гетерогенных сред” им. И.Ф. Образцова и Ю.Г. Яновского, ИПРИМ
РАН, г. Москва, 2017 [16], 2018 [17], 2019 [20] и 2021 [25] гг.

– Международной конференции ”Деформирование и разрушение композиционных матери-
алов и конструкций” , ИМАШ РАН, г. Москва, 2018 г. [18].

– Всероссийском съезде по фундаментальным проблемам теоретической и прикладной ме-
ханики, г. Уфа, 2019 г. [49].

– Международном форуме ”Ключевые тренды в композитах: наука и технологии” , МГТУ,
г. Москва, 2019 г. [21].

– Международной инновационной конференции молодых учёных и студентов по современ-
ным проблемам машиноведения МИКМУС, ИМАШ РАН, г. Москва, 2019 г. [19].
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– Международной научно-технической конференции ”Современные направления и пер-
спективы развития технологий обработки и оборудования в машиностроении” , г. Сева-
стополь, 2021 г. [24].

– Научно-исследовательском семинаре кафедры теории пластичности механико-
математического факультета МГУ имени М. В. Ломоносова, 29 мая 2023 г.

– Научно-исследовательском семинаре кафедры газовой и волновой динамики механико-
математического факультета МГУ имени М. В. Ломоносова, 5 июня 2023 г.

– Научно-исследовательском семинаре кафедры механики композитов механико-
математического факультета МГУ имени М. В. Ломоносова, 5 июня 2023 г.

– Научно-исследовательском семинаре кафедры теории упругостимеханико-математического
факультета МГУ имени М. В. Ломоносова, 7 июня 2023 г.

– Всероссийском съезде по теоретической и прикладной механике, г. Санкт-Петербург, 22
августа 2023 г.

Личный вклад
В совместных работах А. А. Мовчану принадлежат постановки задач и общее научное

руководство. Результаты, составляющие основное содержание диссертации, получены непосред-
ственно автором.

Публикации
Основные результаты по теме диссертации изложены в 11 печатных изданиях, 7 из ко-

торых опубликованы в рецензируемых журналах, индексируемых в международных базах Web
of Science, Scopus и RSCI, 3 опубликованы в сборниках трудов международных конференций,
включенных в международные базы Scopus, 1 в прочих изданиях.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 4 глав, заключения и 3 при-
ложений. Полный объём диссертации составляет 96 страниц, включая 21 рисунок и 4 таблицы.
Список литературы содержит 163 наименования.
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Глава 1. Сплавы с памятью формы (СПФ)

Свойства тел из СПФ сильно зависят от химического состава сплава [135; 147] и способа их
термомеханической обработки [54; 144]. Данная работа посвящена исследованию устойчивости
элементов, изготовленных из равноатомного никелида титана [134]. Далее приводится краткое
описание структуры этого интерметаллида 1.1 и феноменологии уникальных процессов термо-
механического деформирования изготовленных из него тел 1.2. Информация, представленная в
данных разделах, является основой для формулировки моделей нелинейного деформирования
СПФ, подробнее обсуждаемых в главе 2, а также определения материальных функций и кон-
стант, требуемых при их идентификации. Заключительный раздел 1.3 посвящен краткому обзору
характеристик СПФ, играющих определяющую роль при разработке приложений, в которых ис-
пользуются функциональные элементы, изготовленные из материалов данного класса.

1.1 Структура

1.1.1 Фазовые переходы

На наноуровне бездиффузионные твердотельные мартенситные и ромбоэдрические фазо-
вые переходы, происходящие в никелиде титана, достаточно хорошо изучены [117; 134; 144; 149].
В зависимости от истории термообработки СПФ [135] прямой переход из аустенитной фазы B2
в мартенситную фазу B19′ может являться одноэтапным или двухэтапным. Во втором случае
аустенитная фаза сначала превращается в мартенситную R-фазу, которая затем переходит в мар-
тенситную фазу B19′. Фазовые переходы в поликристаллических СПФ могут происходить только
если размер зерен в аустенитном состоянии превышает некоторые пороговые значения [158], ко-
торые для никелида титана составляют порядка 15 [нм] и 60 [нм] в случае ромбоэдричечских и
мартенситных превращений, соответственно. Прямой фазовый переход можно рассматривать, как
два одновременно происходящих процесса: зарождения и развития мезоскопических элементов
мартенситной фазы [60]. Обратный фазовый переход, с достаточной точностью удается описать
в рамках предположения о том, что он обусловлен исключительно деградацией мартенситных
мезоэлементов [52].

Прямые/обратные фазовые переходы, происходящие в представительном объеме СПФ, мо-
гут быть инициированы как отведением/подведением к рассматриваемому объему тепла, так и
квазиизотермическим1 увеличением/уменьшением уровня механических напряжений рис. 1.1.

1Если процесс нагружения происходит достаточно быстро, то поглощение или выделение латентного тепла фа-
зового перехода несколько меняет первоначальное распределение поля температур.
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2.2 Shape memory effect 

(a) 293K I 

Fig. 2.10. Demonstration of shape memory effect (a-c) and two-way shape memory 
effect (d-g) in Ti-50.0at% Ni alloy. (After Otsuka and Shimizu16) 

Fig. 2.1 1. Mechanism of shape memory effect; (a) original parent single crystal, (b) 
self-accommodated martensite, (c-d) deformation in martensite proceeds by the 

growth of one variant at the expense of the other (i.e. twinning or detwinning), (e) 
upon heating to a temperature above A,, each variant reverts to the parent phase in 

the original orientation by the reverse transformation. (After Otsukal') 

3 8 2 Mechanism of shape memory eflect and superelasticity 

Fig. 2.12. Demonstrates the deformation by twin boundary movement [(l ll), type I1 
twinning] in Cu-A1-Ni single variant martensite. (After Ichinose et ( 1 1 . ' ~ )  

formed in a self-accommodating manner (b) as described in Section 1.2.5. In 
the present case, we show only two C.V. for simplicity. In this process, the shape 
of the specimen does not change, since the transformation occurs in a self- 
accommodating manner. These c.v. are twin-related and quite 
Thus, if an external stress is applied, the twin boundaries move so as to 
accommodate the applied stress, as shown in (c) or (d), and if the stress is high 
enough, it will become a single variant of martensite under stress. Such a high 
mobility of the twin boundary is typically shown for a y', Cu-Al-Ni martensite 
in Fig. 2.12,19 in which a single variant of the martensite changes into the twin 
orientation by shear, creating a large twinning shear strain. Now, when the 
specimen in Fig. 2.1 1(d) is heated to a temperature above A,, RT occurs, and if 
the RT is crystallographically reversible, the original shape is regained as in (e). 
This is the mechanism of SME. 

In the above explanation, we assumed that the deformation proceeds solely 
by the movement of twin boundaries, and the transformation is crystallo- 
graphically reversible. If either of the conditions is broken, complete SME is 
not obtained. This point will be discussed in the next section. It is also obvious 
that the memorized shape is that of the parent phase only. This point will be 
discussed in Section 2.2.4 also. In the above explanation, we simplified the 
situation greatly. In reality, we have learned in Section 1.2.5 that the formed 
martensites are self-accommodated by two or four h.p.v., and each h.p.v. а) (a) исходный монокристалл, (b) хаотически

ориентированный мартенсит, (c-d)
деформация полученная в результате

раздвойникования, (e) возвращение материала
к исходной фазе в результате полного

обратного превращения. б)
Рисунок 1.1 –– Схематическое представление эволюции кристаллической решетки а) [135] и зави-

симости температур фазовых переходов от уровня напряжений б) [147].

Вне областей фазовых переходов свойства СПФ слабо зависят от температуры, а харак-
тер их изменения находится в хорошем качественном соответсвии с тем поведением, которое
наблюдается у традиционных металлов и сплавов [106]. Увеличение или уменьшение объем-
ной доли мартенситной фазы приводит к существенному уменьшению или увеличению значений
многих термомеханических характеристик2, таких как жесткость, коэффициент теплового расши-
рения, теплопроводность и электрическое сопротивление. Эффективным способом определения
зависимостей термодинамических свойств СПФ от объемной доли мартенситной фазы, яв-
ляется применение дифференциальной сканирующей калориметрии [149]. Результаты данных

Мартенсит
B19 ′

EM = 28 [ГПа]
αM = 6 · 10−6 [1/◦K]

kM = 8.6 · 10−2
[

Вт
см ·◦ K

]

ρM = 76 · 10−6 [Ом · см]

Thermomechanical aspects of NiTi 1245 

(martensitic) transformations. Such transformations can be induced by heating (or 
cooling) and in some temperature regimes by stressing (or unloading). Although, as we 
will see later, some of the more interesting material characteristics involve interaction 
between stressing and heating, for clarity we will first introduce these two trans- 
formation modes in uncoupled settings. 

2. I. Temperature-induced transformations 

The transformation of the material from one phase to another can be monitored 
through differential scanning calorimetry (DSC) (e.g., see Daniels (1973) and Pope 
and Judd (1977)). The evolution of transformations can also be followed by moni- 
toring other physical changes (e.g., see Dautovich and Purdy (1965), Dautovich et al. 
(1966) Wang et al. (1968), Wasilewski et al. (1967) and Hasiguti and Iwasaki (1968)). 
Figure 1 displays a DSC thermogram (i.e. supplied power vs the specimen tem- 
perature) in which the material was heated from approximately -70 to 100°C. At 
low temperatures the material is in a martensite phase (M) which has a monoclinic 
lattice (Otsuka et al., 1971). The power peak at a temperature of approximately 50°C 
corresponds to an endothermic transition to an austenitic phase (A) which has a body 
centered cubic (BCC) lattice (Philip and Beck, 1957; Dautovich and Purdy, 1965; 
Marcinkowski et al., 1968). The area under this peak represents the latent heat of 
transformation and the construction lines indicate idealized values for the start (A,) 
and finish (A;) temperatures of the transition. For temperatures within these values 
the two phases coexist. 

In the lower thermogram the material was cooled from approximately 100 to 

0 
(McaU 
set) 

t 

Specimen wt = 150 mg 
Scan Rate = 10 Wmin 

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 
-T(‘C) 

Fig. 1, Differential scanning calorimetry thermogram for NiTi used in the experiments (courtesy of M.-H. 
Wu, Memry Corp.). 

Аустенит
B2

EA = 84 [ГПа]
αA = 1.1 · 10−5 [1/◦К]

kA = 1.8 · 10−1
[

Вт
см ·◦ K

]

ρM = 82 · 10−6 [Ом · см]

8 / 57

Рисунок 1.2 –– Термограмма дифференциальной сканирующей калориметрии никелида титана
[149].

2Значения некоторых свойств никелида титана для мартенситного (M ) и аустенитного (A) фазовых состояний
приведены на рис. 1.2 и в пункте (2.3).
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исследований, представленные на рис. 1.2, демонстрируют высокую степень влияния процессов
выделения и поглощения латентного тепла, вызванных прямыми и обратными фазовыми перехо-
дами, на энергетический баланс рассматриваемой термодинамической системы. Также диапазоны
температур фазовых переходов могут быть найдены при помощи методов, основанных на непре-
рывном измерении объема [154] и электрического сопротивления [124; 134; 144] образцов из
исследуемого материала.

1.1.2 Структурные превращения

Поскольку мартенситной фазе соответствует низкосимметричная моноклинная с искажени-
ями кристаллическая решетка, в общем случае представительный объем СПФ может содержать
множество ориентированных в различных направлениях элементарных структур, называемых
вариантами. После завершения прямого фазового перехода, который происходил при нулевых
макроскопических напряжениях, в результате действия локальных микронапряжений образуется
хаотически ориентированный или полностью сдвойникованный мартенсит, осредненная по объ-
ему деформация формоизменения которого равна нулю.

Можно выделить три основных механизма эволюции кристаллической решетки мартенсит-
ных структур [126; 149; 153]: раздвойникование, переориентация и скольжение. Все они являются
бездиффузионными и обусловлены совместными перемещениями атомов, расположенных в узлах
кристаллической решетки, происходящими под действием локальных сдвиговых напряжений.

and Miyazaki et al. (1989a,b). Xie et al. (1998) and Liu et al. (1998) conducted very
careful tensile and compression experiments along the rod-axis to investigate the
behavior of martensitic reorientation and detwinning in polycrystalline Ti–Ni. As
shown by their experimental results (Xie et al., 1998, Fig. 1a) polycrystalline Ti–Ni
exhibited a tension/compression asymmetry in the stress–strain response. Tensile
experiments conducted by Liu et al. (1999a) on polycrystalline sheet Ti–Ni tested
along the rolling and transverse direction also show an asymmetry in the
stress–strain response as it undergoes martensitic reorientation. The observed
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Fig. 2. Schematic diagram for the single-crystal austenite to martensite transformation, (a)!(b);
reorientation/detwinning of martensite ((b)!(c) or (b)!(d)); martensite to single-crystal austenite
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а) Раздвойникование и переориентация
[153]
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reverse transformation results in another stress plateau (b/-a’) in which austenite and 
martensite coexist and the specimen experiences macroscopic shortening. At point a’ 
the material has returned to the parent phase and further unloading follows the 
initial loading path. Although the material was strained to 6%, and despite the 
fact that some of the mechanical work has not been recovered, the deformation has 
been recovered. This important characteristic of the material is known as pseudo- 
elasticity. 

As previously mentioned, by the end of the stress plateau (a-b) most of the material 
has transformed into martensite, but in a polycrystal like the one tested here, some 
residual pockets of austenite still remain which transform at a higher stress level (see 
Miyazaki et al. (198 1)). Beyond point b increase in deformation requires an increase 
in stress (bed). Initially, the main deformation mechanism is elastic distortion of the 
monoclinic martensite lattices accompanied by gradual transformation of residual 
pockets of austenite. At a strain of approximately 7.5% (approximately point c) the 
stress has reached a high enough level that the martensite lattices start to slip, truly 
permanent deformation starts and the tangent modulus of the response starts to 
decay. At a stress level of approximately 1.4 GPa a second region of relatively low 
modulus starts which, under persistent deformation, would be terminated by failure 
of the specimen. In the case shown in Fig. 2 the specimen was unloaded at a strain of 
approximately 10.5% (d-e). In the process, some pockets in the material transform 
back to austenite ; however, a residual deformation of more than 6% is left behind. 

2.2.2. Deformation twinning and the shape memory effect. We now consider a similar 
isothermal uniaxial test carried out at 10°C shown in Fig. 3. In this case, the specimen 
was cooled to - 196°C (in liquid nitrogen) and allowed to warm up to room tem- 
perature before being tested at 10°C. The microstructure of martensite produced in 
this fashion differs from SIM. Lattices with a low degree of symmetry, such as 
monoclinic, have energetically equivalent configurations, called variants, which are 

Twinned-M Part Twinned-M Detwinned-M 

(a-b) (b-d1 

Slipped-M 

Fig. 3. NiTi stress-strain response at 10°C and schematics of associated microstructural changes. Initial 
unstressed material in M phase. б) Структурное деформирование мартенсита [149]

Рисунок 1.3 –– Структурные превращения происходящие в мартенсите.

При монотонном нагружении представительного объема СПФ из состояния хаотическо-
го мартенсита, рис. 1.3, сначала в данном объеме происходит деформирование по механизмам
раздвойникования и переориентации, при которых каждый атом решетки перемещается менее,
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чем на одно межатомное расстояние, которые, после достижения мартенситом предельной кри-
сталлографической деформации, сменяются пластическим деформированием. Если до момента
начала пластического деформирования провести разгрузку и полный обратный фазовый переход,
то накопленные в материале неупругие деформации будут полностью сняты. Это обусловлено
высокой степенью симметрии кристаллической решетки типа B2, в которую переходят все раз-
нонаправлено ориентированные мартенситные ячейки. После того, как в материале начинают
накапливаться деформации, ассоциированные с механизмом скольжения, из-за которого неко-
торые атомы материала смещаются друг относительно друга более чем на одно межатомное
расстояние, осуществление полного обратного фазового перехода не приводит к полному снятию
накопленных в материале деформаций.

1.2 Уникальные свойства СПФ

1.2.1 Накопление деформаций прямого перехода

Пусть в элементе из СПФ, при температуре T > Aσ
f , реализуется однородное напряженно-

деформированное состояние. Монотонное охлаждение, при достижении температуры Mσ
s , ини-

циирует прямой фазовый переход. Будем предполагать, что скорость отвода тепла подбирается
таким образом, чтобы распределение температуры по объему элемента было однородным.

Прямой переход происходящий под действием постоянных напряжений

Если в элементе реализуется тривиальное напряженное состояние σij ≡ 0, то прямой
фазовый переход, вызванный монотонным уменьшением температуры, приведет к образова-
нию хаотически ориентированного мартенсита. Величина объемной деформации полностью
сдвойникованного мартенсита является свойством материала и для никелида титана составля-
ет порядка 0.1 %. Когда действующие напряжения отличны от нуля, охлаждение в диапазоне
температур прямого фазового перехода приводит к монотонному росту упругих деформаций, вы-
званному уменьшением модуля упругости, и накоплению неупругих деформации, определяемых
направлением и величиной приложенных напряжений. График, изображающий кривую, аппрок-
симирующую зависимость деформаций, накопленных в результате полного прямого перехода, от
величин действующих напряжений, называется диаграммой прямого перехода. В работе [54] бы-
ло проведено экспериментальное исследование мартенситных фазовых переходов, происходящих
под действием постоянных растягивающих и сжимающих нагрузок.
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а) б)
Рисунок 1.4 –– Диаграммы прямого перехода для случаев растягивающих (a) и сжимающих (б)
нагрузок. Точки – данные полученные в экспериментах; Линии 1, 2 и 3 – аппроксимации, получен-
ные при помощи использования гамма-распределения, отраженного нормального распределения

и распределения Вейбулла соответственно.

Результаты приведенной работы, представленные на рис. 1.4, позволяют заключить, что
для рассматриваемых режимов термомеханического деформирования предельные кристалло-
графические деформации элементов из никелида титана и формы диаграмм прямого перехода
существенным образом зависят от вида напряженно деформированного состояния, реализуемо-
го во время данного фазового перехода.

Ориентированное превращение

Если в некоторый момент прямого фазового перехода, происходящего под действием посто-
янных напряжений, осуществляется полная механическая разгрузка, приводящая к практически
мгновенному снятию упругих деформаций (рис. 1.5), то дальнейшее охлаждение сопровождается
накоплением фазово-структурных деформаций, ориентация которых согласуется с направлением
ранее приложенных напряжений [40].

Наличие данного эффекта позволяет заключить [60], что направление роста зародышей мар-
тенситных элементов определяется их первоначальной ориентацией, которая, в свою очередь,
зависит от напряжений, действующих на момент зарождения данных элементов. Новые мартен-
ситные зародыши, которые образуются из объемов, занимаемых аустенитной фазой после того,
как произошла разгрузка, в основном ориентированы хаотическим образом.
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ТН-1, ɩɪɹɦɨɟ ɩɪɟɜɪɚɳɟɧɢɟ ɩɪɢ МПа110V , ɫɧɹɬɢɟ ɧɚɩɪɹɠɟɧɢɹ ɢ ɩɪɨɞɨɥɠɟɧɢɟ ɨɯɥɚɠɞɟɧɢɹ ɜ ɪɚɡɝɪɭɠɟɧɧɨɦ ɫɨɫɬɨɹɧɢɢ. 

 Рисунок 1.5 –– Диаграмма ориентированного превращения.

1.2.2 Мартенситная неупругость

При изотермическом нагружении представительного объема СПФ, полностью занимаемо-
го хаотически ориентированным мартенситом, в данном объеме будут накапливаться упругие и
фазово-структурные деформации. Если нагружение является одноосным и монотонным, а поле
напряжений однородно, то график, изображающий зависимость величины неупругих деформа-
ций от уровня приложенных напряжений, называется диаграммой мартенситной неупругости.

а) б)
Рисунок 1.6 –– Диаграммы зависимости фазово-структурных деформаций в зависимости от дей-

ствующих напряжений для случаев растяжения (a) и сжатия (б).

Согласно результатам экспериментов, проведенных в работах [53; 54], эволюция фазово-
структурных деформаций, накапливаемых в режиме мартенситной неупругости и зависящих от
вида напряженно-деформированного состояния рис. 1.6.
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1.2.3 Эффект перекрестного упрочнения

В работе [56] оценивалось взаимное влияние процессов накопления деформаций за счет
фазовых и структурных механизмов при одноосном сжатии. Диаграммы нагружения, получен-
ные во время данного исследования, представлены на рис. 1.7. Диаграммы доориентации (линии

Рисунок 1.7 –– Линия 1 – диаграмма мартенситной неупругости; Линии 2, 3 – диаграммы доори-
ентации; 4 – диаграмма прямого перехода.

2. и 3.) получены при помощи изотермического монотонного нагружения образцов, которые до
этого подвергались полным прямымфазовым переходам, происходившим под действием постоян-
ных нагрузок с последующей разгрузкой. Данные диаграммы являются практически линейными
вплоть до момента их пересечения с диаграммой мартенситной неупругости, после чего точка,
описывающая напряженно-деформированное состояние, движется вдоль диаграммы мартенсит-
ной неупругости. Таким образом можно заключить, что для никелида титана характерен эффект
перекрестного упрочнения, заключающийся в увеличении предела неупругого деформирова-
ния, ассоциированного с структурными механизмами, после осуществления прямого перехода
под действием постоянного напряжения, обусловленного исключительно фазовыми механизма-
ми деформирования. Полученные результаты также подтверждают тот факт, что состояние СПФ
зависит от предшествующей истории термомеханического нагружения и для его корректного
описания необходимо использовать модели, включающие параметры упрочнения, связанные с
структурными механизмами деформирования.
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1.2.4 Эффект памяти формы

Фазово-структурные деформации, накопленные в элементе из СПФ, частично или полно-
стью находящемся в мартенситном фазовом состоянии, могут быть сняты при помощи проведения
обратного фазового перехода, инициированного нагревом. Процесс термомеханического нагру-
жения, иллюстрирующий данный эффект для случая, когда фазово-структурные деформации
созданы при помощи деформирования в режиме мартенситной неупругости, схематически пред-
ставлен на рис. 1.8. Пока напряжения в элементе из СПФне превосходят дислокационного предела

Рисунок 1.8 –– Схематическое представление эффекта памяти фомы. A/F – аустенит, B – хаотиче-
ски ориентированный мартенсит, C/D – ориентированный мартенсит, E – точка начала обратного

фазового превращения. [147].

текучести, накопленные в нем неупругие деформации могут быть практически полностью сняты3

[149]. При этом максимальный уровень фазово-структурных деформаций зависит от процесса тер-
момеханического нагружения и ограничен предельными кристаллографическими деформациями
мартенситной фазы, которые в случае никелида титана могут достигать 8 %. Следует отметить, что
циклическое нагружение, при котором имеет место фазово-структурное деформирование, приво-
дит к постепенным необратимым изменениям в структуре и свойствах элементов из СПФ [119],
степень которых коррелирует с предельными достигаемыми в рассматриваемом процессе дефор-
мациями.

3В некоторых случаях для достижения такого эффекта требуется подвергать сплав специальной термомеханиче-
ской обработке.
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1.2.5 Сверхупругость

Диаграмма изотермического монотонного одноосного растяжения с последующей раз-
грузкой элемента из СПФ, полученная при температуре T > A0

f , представлена на рис. 1.9.
На начальном этапе нагружения (o-a) деформирование является чисто упругим. После того,
как действующие напряжения превышают некоторое пороговое значение, совместно с упругим
деформированием происходит вызванный ростом действующих напряжений прямой фазовый
переход, который сопровождается накоплением фазово-структурных деформаций (a-b). После
окончания прямого перехода мартенсит является частично ориентированным и при дальнейшем
увеличении напряжений будет происходить его доориентация (b-c), связанная с структурными
механизмами деформирования. Если нагружение продолжается после того, как были достиг-
нуты предельные кристаллографические деформации мартенсита (точка c на диаграмме), то в
элементе накапливаются необратимые деформации, ассоциированные с механизмом скольжения
(c-d). Разгрузка, начатая в любой точке участка (a-c), например точке b, инициирует обратный

1246 J. A. SHAW and S. KYRIAKIDES 

- 70°C. It starts as austenite and finishes as martensite via an intermediate phase with 
a rhombohedral lattice known as the R phase (Hwang et al., 1983a,b,c). Both of these 
transitions are exothermic as shown by the power valleys in the thermogram. The 
martensite and austenite phases are the primary phases responsible for the material’s 
exotic behavior; however, the as-received material at room temperature is in the R 
phase. 

2.2. Stress-induced transformations 

2.2.1. Pseudoelasticity. Figure 2 shows a stress-strain response of NiTi recorded in 
an isothermal extension test at 70°C. At this temperature (>A3 the material is 
initially in the austenite phase (BCC lattice). Initially (o-a), stress causes only elastic 
distortions of the austenite lattice. At some critical level of stress, austenite becomes 
unstable and stress-induced martensite (SIM) starts to form (nucleation). The switch 
from the BCC lattice to the monoclinic one results in macroscopic elongation (the 
illustrations inserted in the figure give a schematic representation of the major micro- 
structural changes). If the test is performed under displacement control, martensite 
spreads in the specimen under constant stress (plateau a-b). During this part of the 
response the two phases coexist and the deformation is inhomogeneous. Thus, the 
strain indicated in the figure represents the average strain in the monitored gage 
length. In this case the macroscopic result of the phase transformation is a net change 
in strain of approximately 5%. 

Unloading from within the plateau is initially elastic and leaves behind intermixed 
martensite and austenite. Unloading from the end of the plateau (point b) results, at 
least initially, in elastic unloading of the predominantly martensite phase. Similar to 
the austenite instability during loading, martensite becomes unstable when the stress 
drops below a certain critical level (point b’, nucleation ofaustenite) and the material 
starts to transform back to austenite. Under displacement controlled unloading this 

Detwinned-M Slipped-M 

(0-a) (a-b) (b) (b-c) (c-d) 

Fig. 2. NiTi stress-strain response at 70°C and schematics of associated microstructural changes. Initial 
unstressed material in A phase. 

Рисунок 1.9 –– Диаграммы растяжения-разгрузки элемента из поликристаллического никелида ти-
тана, изначально находящегося в полностью аустенитном фазовом состоянии [149].

фазовый переход, в результате которого неупругие деформации, накопленные на этапе монотон-
ного нагружения, практически полностью снимаются. Замкнутая кривая, изображающая такой
процесс, в частности (o-b-b’-a’-o), называется диаграммой сверхупругости. Пластическое дефор-
мирование, происходящее на участке (c-d), приводит к существенному уменьшению величин
фазово-структурных деформаций, снимаемых в результате полного обратного фазового перехо-
да, вызванного разгрузкой.
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1.3 Приложения

В 70-е годы XX века СПФ начали активно применяться в инженерных приложениях [156].
Их уникальное термомеханическое поведение одновременно благоприятствовало и препятство-
вало разработке конструкций, содержащих элементы из данных материалов. Попытки решения
практических задач привели к значительному увеличению количества экспериментальных и тео-
ретических исследований в данной области, результатом которых стало появление совершенно
новых подходов к проектированию [106].

СПФ применяются в качестве материалов для изготовления исполнительных механизмов
[104; 156], демпферов [101], элементов конструкций, к монтажу или свойствам которых предъ-
являются особые требования [114; 121; 130], датчиков и пассивных систем контроля [94; 100;
162]. Часто один такой элемент совмещает в себе несколько функций, например, несущий эле-
мент конструкции также является демпфером, или датчик работает как активный или пассивный
исполнительный механизм.

К общим параметрам, характеризующим элементы из СПФ с прикладной точки зрения,
относят: диапазоны температур фазовых переходов и предельные значения обратимых дефор-
маций. В случае исполнительных механизмов к данному набору добавляются уровень удельных
реактивных усилий и допустимое количество циклов нагружения, при котором материал де-
монстрирует стабильность свойств. Если материал используется в медицинских приложениях,
предполагающих инвазивные процедуры, то важную роль начинает играть его биосовместимость.
Когда эксплуатационные температуры существенно превосходят комнатную используют специ-
альные высокотемпературные СПФ, в состав которых входят тугоплавкие металлы. Приложения,
в которых элемент может подвергаться воздействию агрессивных сред, требуют повышенной
коррозийной стойкости. Оптимизация перечисленных параметров для применения в конкретных
приложениях выражается в подборе компонентов, их объемных долей и режима термомеханиче-
ской обработки или тренировки сплава.
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Глава 2. Модели нелинейного термомеханического деформирования СПФ

Уникальные свойства СПФ, описанные в первой главе, не могут быть корректно описа-
ны при помощи классических моделей определяющих соотношений, используемых в механике
деформируемых твердых тел [73; 123; 136]. Для математического моделирования процессов
термомеханического деформирования СПФ применяют различные феноменологические [43––45;
122] и микро-/нано- механические подходы [102; 117]. В данной работе, для описания неупругого
деформирования элементов из СПФ используются термодинамически замкнутые феноменологи-
ческие модели, основанные на соотношениях, предложенных в работах [43––45; 52]. Поскольку
деформирование СПФ, обусловленное дислокационными механизмами скольжения, подавляет
их уникальные свойства [149], связанные в первую очередь с обратимостью процессов раздвой-
никования и переориентации мартенситных структур [153], область допустимых напряжений
выбирается таким образом, чтобы пластическое деформирование не имело места.

В этой главе используются результаты, полученные автором и опубликованные в статье [23].

2.1 Гипотезы

Основой для формулировки определяющих соотношений служат следующие предположе-
ния:

1. Элементы из поликристаллических СПФ на макроуровне являются однородными дефор-
мируемыми твердыми телами, для которых справедлива гипотеза сплошности [73; 78].

2. Состояние представительного объемаСПФможно описать при помощи конечного набора
внутренних параметров состояния [103], которые в каждый момент времени удовлетво-
ряют термомеханически связанной системе определяющих уравнений и термодинамиче-
ским ограничениям [52].

3. Процессы, включающие фазовые переходы [135] и структурные превращения [126],
предполагаются равновесными и термодинамически необратимыми [127].

4. Зависимость свойств СПФ от времени в рассматриваемом диапазоне скоростей дефор-
мирования не проявляется.

5. Существует односвязная область в пространстве напряжений с границей, зависящей от
актуального состояния материала, внутри которой эволюцией свойств СПФ из-за измене-
ний структуры, вызванных накоплением необратимых деформаций и/или повреждений,
можно пренебречь.
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2.2 Определяющие соотношения

В данной работе используется Лагранжев подход к описанию сплошной среды. Начальные и
конечные конфигурации моделируемых тел предполагаются мало отличающимися друг от друга,
а компоненты тензоров деформаций и градиента перемещений считаются малыми величинами по
сравнению с единицей.

Величины фазово-структурных деформаций при заданных граничных условиях зависят
от истории термомеханического нагружения. Поэтому компоненты тензора полных деформаций
должны удовлетворять дифференциальным, в общем случае неинтегрируемым, или интегральным
зависимостям. Рассматриваемые далее определяющие соотношения для приращений фазово-
структурных деформаций, происходящих по структурному и фазовому механизмам, являются
аналогами инкрементальных уравнений теории пластического течения и дифференциальных со-
отношений теории вязкоупругости, соответственно.

Для записи определяющих соотношений используется стандартная тензорная форма [78;
110], подразумевающая немое суммирование по повторяющимся индексам, каждый из которых
может принимать значения от 1 до 3. Компоненты всех тензоров записываются в прямоугольной
декартовой системе координат.

2.2.1 Полные деформации

dεij = dεe
ij + dεT

ij + dεphst
ij , dεphst

ij = dεph
ij + dεst

ij (2.1)

εe
ij и εT

ij – тензоры упругих и температурных деформаций; dεph
ij и dεst

ij – дифференциалы тензора
фазово-структурных деформаций, связанные с фазовыми и структурными механизмами;

2.2.2 Упругие деформации

εe
ij = 1 + ν(q)

E(q)
σij − ν(q)

E(q)
σkkδij (2.2)

ν = E(q)
2G(q)

− 1 ,
1
E

= q

EM

+ 1 − q

EA

,
1
G

= q

GM

+ 1 − q

GA

, 0 ⩽ q ⩽ 1.

E, G и ν – модули Юнга, сдвига и коэффициент Пуассона; q – параметр фазового состава
или объемная доля мартенситной фазы, которая равна 0 в аустенитном фазовом состоянии (индекс
A), 1 в мартенситном фазовом состоянии (индекс M ) и монотонно меняется во время фазовых
переходов (2.16) между двумя этими крайними значениями.
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2.2.3 Термические деформации

Температурные деформации определяются при помощи соотношений Дюамеля-Неймана
[73]:

εT
ij = α

q
ij(q)(T − T0) (2.3)

α
q
ij – тензор коэффициентов термического расширения; T и T0 – текущая и отсчетная температуры;

Для изотропных материалов, в частности рассматриваемых СПФ, тензор коэффициентов
теплопроводности является шаровым:

α
q
ij = αqδij, αq = qαM + (1 − q)αA

Tемпературные составляющие тензора деформаций являются малыми величинами по срав-
нению с другими его компонентам.

2.2.4 Приращение деформаций за счет фазовых механизмов

Приращения тензора полных деформаций обусловленные фазовыми механизмами могут
быть представлены в виде суммы шаровых и девиаторных компонент:

dεph
ij = ε0dqδij + dεph′

ij , dεph′

ij = ωij(q,σij, ε
phst′

ij )dq (2.4)

Поскольку процесс прямого превращения связан с зарождением и развитием мартенситных
структур, а обратного превращения только с деградации мартенситных образований, материаль-
ная функцияωij должна определяться по разному, в зависимости от рассматриваемого процесса1:

ω
f
ij = 3

2
ρ

f
D(µσ)

σ′
ij

σi

[1 − qf(q)]φf (σi,µσ) + f(q)εphst′

ij , dq > 0 (2.5)

ωr
ij =

ε
phst′

ij

q
, dq < 0 (2.6)

ε0 – деформация, определяющая объемный эффект (прямого) фазового перехода. µσ – пара-
метр вида напряженного состояния (пункт 2.2.8);φf – материальная функция, аппроксимирующая
диаграмму прямого перехода (пункт 2.3.2); f– материальная функция, определяющая отношение
между процессами зарождения и развития мартенситных элементов (пункт 2.3.2).

1Индексы f и r обозначают прямой и обратный переходы, соотвественно.
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2.2.5 Приращение деформаций за счет структурных механизмов

Для описания неупругого деформирования СПФ, обусловленного структурными механиз-
мами (пункт 1.1.2), используются соотношения, аналогичные классическим уравнениям теории
пластического течения [36; 113; 127]. Далее понятия ”накопление деформаций ассоциированное с
структурными механизмами деформирования” и ”структурное деформирование” считаются тож-
дественным.

Приращения неупругих деформаций определяются дифференциальными, в общем случае
неинтегрируемыми, соотношениями:

dεst
ij = dλhij (2.7)

dλ ⩾ 0 – бесконечно малый скалярный множитель, который, в зависимости от постановки, может
являться функцией напряжений, температуры и внутренних параметров состояния; hij – тензорная
функция, определяющая направление приращения неупругих деформаций.

Поверхность нагружения с комбинированным упрочнением:

fs = si − s∗ = 0, si =
√

3
2

sijsij, sij = σ′
ij − aij (2.8)

sij – тензор активных напряжений; s∗ – радиус поверхности упрочнения; aij – тензор остаточных
напряжений или трансляции.

Закон течения (2.7) предполагается ассоцированым с поверхностью комбинированного
упрочнения (2.8):

hij = 2
3

si
∂fs

∂sij

= sij (2.9)

Изменение степени ориентированности мартенситных элементов, происходит только в том
случае, когда выполняются условия активного нагружения:

fs = dfs = 0, dλ > 0 (2.10)

Для завершения формулировки определяющих соотношений, описывающих структурное
деформирование, необходимо определить уравнения описывающие эволюцию радиуса поверх-
ности нагружения и тензора трансляции. В данной работе рассматриваются три набора таких
уравнений:

1. Изотропное упрочнение [43]:

ρm
D(µσ)qφm(σ∗,µσ) =

∫
dχ, dχ =

σ′
ij

σi

dεphst′

ij (2.11)

2. Комбинированное упрочнение [44]2:

qφ(s∗,µs) = max
{

ε
phst
i

ρm
D(µε)

}
(2.12)

qdaij = g(µs)dεst
ij (2.13)

2Рассматриваемая в данной работе модель учитывает разносопротивляемость СПФ через параметр вида дефор-
мированного, а не напряженного состояния.
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3. Комбинированное упрочнение [45]:

ρm
D(µs)φ(s∗,µs) = max

{
εM

i

}
(2.14)

daij = g(µs)dεM
ij (2.15)

φm – материальная функция, аппроксимирующая диаграмму мартенситной неупругости
(пункт 2.3.2); φ – материальная функция, определяющая радиус поверхности нагружения в мо-
делях с комбинированным упрочнением (пункт 2.3.2); εM

ij = ε
phst′

ij /q – девиатор собственной
фазово-структурной деформации мартенсита; g – функция кинематического упрочнения (пункт
2.3.2).

Далее Модели деформирования СПФ будут, при необходимости, дополняться номером, ко-
торый соответствует выбранному подходу к описанию структурного деформирования.

Объединенные модели деформирования с комбинированным упрочнением, предложенные
в работах [44; 45], учитывают взаимное влияние фазового и структурного деформирования. Поми-
мо учета влияния структурного деформирования на фазовое, за счет наличия в соотношениях (2.5)
и (2.6) тензора фазово-структурных деформаций, для данных моделей девиатор тензора напряже-
ний в (2.5) заменяется тензором активных напряжений. Последнее, в случае прямого фазового
перехода, позволяет упростить вычисления и, в случае отсутствия трансляционного упрочне-
ния, полностью совпадает с выражениям (2.5). Однако влияние замены аргумента материальной
функцииφf интенсивностью активных напряжений недостаточно исследовано и в данной работе
Модели 2 и 3 используются совместно с уравнением (2.5), т.е. девиаторы тензоров напряжений
и активных напряжений используются в выражениях для описания фазового и структурного де-
формирования, соответственно. Результаты использования аналогичных моделей представлены в
следующих работах [23; 107; 108].

2.2.6 Параметр фазового состава

Объемная доля мартенситной фазы определяется непрерывно дифференцируемыми соот-
ношениями [52]:

q = 1
2

[1 − cos(πt)] (2.16)

t = Mσ
s − T

M0
s − M0

f

, Mσ
s = M0

s +
ω

f
ijσ

′
ij + Z(σij) + ε0σkk

∆S
, dq > 0 (2.17)

t = 1 − T − Aσ
s

A0
f − A0

s

, Aσ
s = A0

s +
ωr

ijσ
′
ij + Z(σij) + ε0σkk

∆S
, dq < 0 (2.18)

Z(σij) = C

2
σ2

kk + D

2
σ2

i , C = 1
3

KA − KM

KAKM

, D = 1
3

GA − GM

GAGM
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Mσ
s и Aσ

s – температуры точных верхней и нижней граней начала прямого и обратного фа-
зовых переходов, соответственно, происходящих под действием напряжений σij; ∆S – изменение
объемной плотности энтропии при осуществлении полного прямого или обратного фазового пере-
ходов. KA и KM – значения объемного модуля упругости в аустенитном и мартенситном фазовых
состояниях.

2.2.7 Уравнение энергетического баланса

Замыкание модели нелинейного деформирования СПФ может быть осуществлено путем
включения в ее состав связанного уравнения энергетического баланса, которое объединяет в се-
бе первое и второе начала термодинамики. В данной работе для этого используется выражение
аналогичное3 предложенному в работе [52]:

kq∆T = CσṪ + αqT σ̇kk −
[
∆U + ωijσ

′
ij + Z(σij) + ε0σkk

]
q̇ − sij ε̇

st
ij (2.19)

kq – коэффициент теплопроводности; Cσ – теплоемкость единицы объема при постоянном напря-
жении; ∆U – изменение объемной плотности внутренней энергии при осуществлении полного
прямого или обратного фазового переходов.

2.2.8 Параметр вида напряженно-деформированного состояния тензора

Экспериментально установлено, что поведение СПФ существенным образом зависит от ви-
да напряженно-деформированного состояния [54; 125]. Примером такой зависимости является
разносопротивляемость при растяжении и сжатии во время фазового и структурного деформиро-
вания. Чтобы модель могла описывать явления такого рода, определяющие соотношения должны
содержать параметры вида напряженно-деформированного состояния, которые в общем случае
являются функциями от тензоров напряжений и деформаций.

Для изотропных металлов в качестве параметров вида напряженного состояния часто ис-
пользуют функции инвариантов тензора напряжений [123; 127; 136]: трехосность и параметр
Лоде. Неупругое деформирование СПФ описывается девиаторными соотношениями, поэтому
функции, содержащие в качестве переменной гидростатическое давление, такие как трехосность,
не подходят в качестве параметров вида напряженного состояния для данных материалов. Поэто-
му в данной работе используется параметр вида состояния аналогичный параметру Лоде, который

3Особенностью уравнения (2.19) является то, что сверка тензора структурных деформаций осуществляется с
тензором активных напряжений, в то время как в остальных слагаемых данного уравнения используется тензор на-
пряжений.
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для произвольного тензора второго ранга cij имеет следующий вид:

µc = m
Det(c′

ij)
c3

i

(2.20)

mc – безразмерный коэффициент, значения которого подбираются таким образом, чтобы для од-
ноосного растяжения и сжатия параметр вида состояния тензора принимал значения равные 1
и -1, соответственно4; Det(c′

ij) – определитель матрицы с компонентами ∥ cij − ckk/3δij ∥; ci –
интенсивность тензора cij .

В качестве тензора cij можно рассматривать напряжения, активные напряжения, фазово-
структурные или полные деформации.

2.2.9 Допустимые напряжения

Макропластическое деформирование, даже в случае однократного нагружения, оказывает
существенное негативное влияние на свойства СПФ [149]. В данной работе напряжения подби-
раются таким образом, чтобы пластическое деформирование не имело места. Граница области
допустимых напряжений определяется критерием текучести Мизеса:

σi = σY (2.21)

σY – дислокационный предел текучести.
Следует отметить, что стандартное определение предела текучести или, в общем случае,

поверхности упрочнения является двойственным для СПФ, поскольку начало неупругого дефор-
мирования в данныхматериалах определяется фазово-структурнымимеханизмами, а необратимое
деформирование, обусловленное пластическими механизмами, происходит тогда, когда в матери-
але уже накоплены значительные неупругие деформации.

2.3 Никелид титана

Материальные функции и значения констант, представленные в данном разделе, соответ-
ствуют поликристаллическому никелиду титана в равноатомной конфигурации.

2.3.1 Материальные константы

Плотность в аустенитном фазовом состоянии ρ и объемная деформация прямого фазового
перехода нитинола считаются равными 6440 [кг/м3] и 0.1 % соответственно. Пластический предел

4Для тензоров напряжений и фазово-структурных деформаций параметр mc равен 27/2 и 4.
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текучести предполагается независящим отфазового состояния сплава и составляющим 400 [МПа].
Термоупругие и термодинамические характеристики никелида титана представлены в таблицах
1 и 2 соответственно.

Таблица 1 –– Термоупругие характеристики в аустенитном (A) и мартенситном (M) фазовых
состояниях.

Величина Размерность C = A C = M

EC ГПа 84 28
νC - 0.3 0.48
KC ГПа 700 23.3
GC ГПа 28.4 10.8
αC 1/◦C 1.1 · 10−5 6.6 · 10−6

Таблица 2 –– Значения термодинамических констант.
Величина Размерность Значение

M0
s

◦C 60
M0

f
◦C 40

A0
s

◦C 70
A0

f
◦C 90

∆U Дж / (кг ·◦C) 30000
∆S Дж / (кг ·◦C) 100
Cσ Дж / (кг ·◦C) 500

2.3.2 Материальные функции

В работах [53; 54] экспериментально установлено, что фазово-структурные деформации,
накопленные в элементе из никелида титана во время прямого фазового перехода, происходящего
под действием постоянной нагрузки, и при изотермическом нагружении в режиме мартенситной
неупругости до того же значения нагрузки:

– существенно различаются количественно
– зависят от величины действующих напряжений и вида напряженно-деформированного
состояния

– могут быть аппроксимированы с использованием интегральных функций гамма-
распределения [86]:

γ = 1
Γ(α)

x
d∫

0

tα−1e−tdt (2.22)

d – параметр масштаба; α – параметр формы; Γ =
∞∫
0
τα−1e−τdτ – гамма-функция Эйлера [30].
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Диаграмма прямого перехода

Фазово-структурные деформации, накопленные в результате прямого фазового перехода под
действием постоянных одноосных напряжений, аппроксимируется следующей зависимостью:

εphst = sign(σ)ρf
D(µσ)φf (|σ|,µσ), φf = γ[|σ|,αf (µσ), df (µσ)] (2.23)

Значения материальных констант для случаев растяжения и сжатия, полученные в работе
[54], представлены в таблице 3.

Таблица 3 –– Материальные константы диаграмм прямого перехода при растяжении и сжатии.
µσ = 1 µσ = −1

ρ
f
D 0.1085 0.07623

αf 2.083 0.9552
df , [МПа] 64.15 204.3

Функция f

Функция f(q) в случае прямого и обратного фазовых переходов определяет удельную ско-
рость роста и деградации мартенситныхмезоэлементов [60]. Данная материальная функция может
быть аппроксимирована следующими аналитическими выражениями:

f(q) =


1

q + C0
, dq > 0

1
q

, dq < 0
(2.24)

Значение материальной константы C0 = 2 может быть найдено из данных опытов на ори-
ентированный переход [52].

Диаграмма мартенситной неупругости

Материальная функция, описывающая накопление фазово-структурных деформаций при
одноосном изотермическом нагружении из состояния хаотического мартенсита, имеет следую-
щий вид:

εphst = sign(σ)ρm
D(µσ)φm(|σ|,µσ), φm = γ[|σ|,αm(µσ), dm(µσ)] (2.25)
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Таблица 4 –– Материальные константы диаграмм мартенситной неупругости.
µσ = 1 µσ = −1

ρm
D 0.0608 0.02

αm 6.45 16.08
dm, [МПа] 27.4 18

Функция кинематического упрочнения

Для описания трансляционного упрочнения в теории пластичности предложены различные
конечные и дифференциальные, линейные и нелинейные модели [36; 136]. Возможность исполь-
зования аналогичных моделей применительно к СПФ обсуждаются в работе [42].

Далее функция кинематического упрочнения g для Моделей с комбинированным упрочне-
нием предполагается линейно зависящей от параметра вида тензора активных напряжений µs.
Значение g для случая сжимающих активных напряжений µs = −1, полученное в работе [108],
равно 3066.4 [МПа]. Предполагается, что в случае действия растягивающих активных напряже-
ний g(1) = 1500 [МПа].

Функция φ

В рамкахМоделей с комбинированным упрочнением радиус поверхности нагружения s∗ для
произвольного состояния определяется уравнениями (2.12) и (2.14). Для процессов монотонного
изотермического пропорционального нагружения (приложение А) хаотически ориентированного
мартенсита в каждый момент должны выполняться следующие равенства5:

ε
phst
i

ρm
D

= φ(si) = φm(σi) (2.26)

Откуда следует, что функция φ должна удовлетворять тем же ограничениям, что и функ-
ция φm.

Поскольку в рассматриваемом процессе механическое нагружение происходит при посто-
янной температуре T < A0

s ⩽ Aσ
s :

– Фазовое деформирование не имеет места dq ≡ q − 1 ≡ 0.
– Конечные выражения для тензоров трансляций поверхностей нагружения для Моделей 2
и 3 существуют и равны между собой.
Действительно, используя тождество q ≡ 1 и учитывая начальное условие εphst′

ij (1,σ′
ij =

0) = 0, уравнения (2.13) и (2.15), можно легко проинтегрировать:
5Поскольку нагружение и деформирование являются пропорциональными и монотонными, зависимость макси-

мальной кристаллографической деформации мартенсита от вида напряженного или деформированного состояния
опускается
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2.

aij = g

q

σ′
ij∫

0

dεst
ij = g

σ′
ij∫

0

dεphst′

ij = gεphst′

ij

3.

aij = g

σ′
ij∫

0

d

ε
phst′

ij

q

 = gεphst′

ij

Непосредственным следствием данного результата является конечное выражения для де-
виатора тензора активных напряжений:

sij = σ′
ij − gεphst′

ij

Учитывая пропорциональность нагружения и деформирования систему (2.26) можно пере-
писать следующим образом:

sij = Sσ0
ij, S = σ − 3

2
gεphst, si =

∣∣∣∣σ − 3
2

gεphst

∣∣∣∣ = |S|, ε
phst′

ij sij = εphstS

|εphst|
ρm

D

= φ

(∣∣∣∣σ − 3
2

gεphst

∣∣∣∣) = φm(|σ|) (2.27)

На рис. 2.1 штрих-пунктирные линии изображают активные напряжения, которые получе-
ны из соотношения S = σ − sign(σ)3

2
gρm

Dφm(|σ|), для различных значений напряжений σ =
σk, k = 1,..., N . Ввиду схожей формы диаграмм мартенситной неупругости и функции, описываю-
щей зависимость фазово-структурных деформаций от величины активных напряжений, в качестве
функции φ для случаев растяжения и сжатия принято решение использовать гамма распределе-
ние.

Для определения оптимальных значений материальных констант используется целевая
функция:

Σ2
φ =

N∑
k=1

{
φm(|σk|) − γ

[∣∣∣σk − sign(σk)3
2

gρm
Dφm(|σk|)

∣∣∣,αφ, dφ

]}2

Минимизация функции Σ2
φ(αφ, dφ) осуществляется при помощи алгоритма линейного по-

иска (пункт В.1.1). Найденные в результате оптимизации материальные константы для случаев
растяжения и сжатия равны: αφ(1) = 27.6, dφ(1) = 3.73 [МПа] и αφ(−1) = 35.42, dφ(−1) = 6.81
[МПа].

2.4 Модельные задачи

Для верификации представленных в разделе 2.2 определяющих соотношений рассмотрим
три процесса термомеханического нагружения:

– Прямой фазовый переход, происходящий под действием постоянных напряжений.
– Изотермическое нагружение из состояния хаотического мартенсита.
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Рисунок 2.1 –– Изотермическое деформирование представительного объема СПФ, находящегося в
польностью мартенситном фазовом состоянии. Непрерывные красные и синие линии – диаграм-
мы мартенситной неупругости для случаев растяжения и сжатия; Штрих-пунктирные красные и
синие линии – зависимость активных напряжений от фазово-структурных деформаций для случа-
ев растяжения и сжатия; Вертикальные пунктирные линии – предельные кристаллографические

деформации мартенсита в заданном режиме деформирования.

– Обратный фазовый переход, происходящий под действием постоянных напряжений.
Согласно уравнению (2.1), приращения фазово-структурных деформаций СПФ могут быть

представлены в виде суммы приращений связанных с фазовым (2.4), (2.5) и структурным (2.7)
механизмами деформирования. Для произвольного процесса термомеханического нагружения
фазово-структурные деформации зависят от пути и не могут быть представлены в виде конеч-
ных соотношений. При этом существует класс процессов в которых соотношение (2.1) является
полным дифференциалом [90; 92]. Далее будет доказано, что все три рассматриваемых в данном
разделе процесса деформирования, допускают представление фазово-структурных деформаций в
аналитической или полу-аналитической форме.

Значения внутренних параметров состояния СПФ, таких как радиус и тензор трансля-
ции поверхности нагружения, описывающей деформирование ассоциированное со структурными
механизмами, и фазово-структурных деформаций определяются историей термомеханического
нагружения, отсчитываемой от момента зарождения первых мартенситных образований. Для опи-
сания внутреннего состояния представительного объема СПФ будем использовать следующую
форму записи:

ξ = {q, εphst′

ij , s∗, aij}
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Необходимые условия структурного деформирования удобно представлять в сокращенной
форме используя скобкиАйверсона [15], которые для некоторого логического утвержденияS опре-
деляются следующим образом:

[S] =

1, если утверждение S истинно

0, если утверждение S ложно

Если в квадратных скобках стоит выражение, не являющееся логическим (результатом вычис-
ления которых является ”истина” или ”ложь”), то данные скобки следует интерпретировать, как
обычные скобки, используемые в алгебраических выражениях.

Многиешироко применяемые в механике и физике обозначения могут быть легко выражены
при помощи скобок Айверсона: символ Кронекера δij = [i = j], функция Хевисайда H(x) = [x >

0], скобки Маколея ⟨x⟩ = [x > 0]x.

2.4.1 Прямой переход под действием постоянных напряжений

Пусть в представительном объеме СПФ, находящемся в полностью аустенитном фазовом
состоянии при температуре T > Mσ

s , реализуется однородное напряженное состояние σij . Если
равномерно охлаждать данный объем, сохраняя при этом его напряженное состояние неизмен-
ным, то при достижении температуры начала прямого фазового перехода в нем одновременно с
монотонным увеличением упругих деформаций будут накапливаться фазово-структурные дефор-
мации прямого превращения.

Процесс деформирования, сопровождающийся или не сопровождающийся эволюцией внут-
реннего состояния материала, может быть описан при помощи системы дифференциальных
уравнений (2.1), (2.4), (2.5), (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), в которой радиус поверхности нагружения
и тензор остаточных напряжений удовлетворяют одной трех Моделей структурного деформиро-
вания (пункт 2.2.5): 1. (2.11) или 2. (2.12), (2.13) или 3. (2.14), (2.15).

Данная система, из которой исключены условия эволюции радиуса и тензора трансляции
поверхности нагружения, зависящие от используемойМодели структурного деформирования мо-
жет быть представлена следующим образом:

dεphst′

ij = ω
f
ij(q,σij, ε

phst′

ij )dq + [si = s∗]⟨dλ⟩sij, dq > 0

ω
f
ij = 3

2
ρ

f
D

σ′
ij

σi

(1 − qf(q))φf (σi) + f(q)εphst′

ij

sij = σ′
ij − aij

ξ = {0, 0, 0, 0}

(2.28)

Поскольку вид напряженно-деформированного состояния во всех модельных задачах дан-
ной главы предполагается фиксированным, параметры µσ, µs и µε не указываются явно.

Фазово-структурные деформации при прямом превращении, в отсутствии структурного де-
формирования, могут быть найдены при помощи интегрирования [92] уравнения (2.4), с учетом
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(2.5) и (2.24), с начальным условием ε
phst′

ij (0,σij) = 0:

ε
phst′

ij = e

q∫
0

f(q)dq
q∫

0

3
2
ρ

f
D

σ′
ij

σi

φf (σi)(1 − qf(q))e
−

y∫
0

f(x)dx

 dy = 3
2
ρ

f
Dq

σ′
ij

σi

φf (σi) (2.29)

На начальном этапе прямого превращения, когда по всему объему материала практически
мгновенно возникают мартенситные зародыши (пункт 1.1.1) и объемная доля мартенситной фазы
резко возрастает от 0 до q = q0 ≪ 1. Так как изменение степени ориентированности мартенсит-
ных структур и, соответственно, деформирование, связанное с структурным механизмами, может
происходить только после появления первых мартенситных образований, фазово-структурные де-
формации представительного объема СПФ при q = q0 определяется выражением (2.29).

Деформирование по структурным механизмам происходит только в том случае, когда
выполняются условия активного нагружения 2.10. Для всех рассматриваемых Моделей фазово-
структурного деформирования при q = q0 компоненты тензора остаточных напряжений ини-
циализируются нулевыми значениями6, а радиус поверхности нагружения, с учетом (2.29),
определяется соотношением:

s∗ = φ−1
m

[
ρ

f
D

ρm
D

φf (σi)
]

(2.30)

Существование обратной функцииφ−1
m , с тем же характером монотонности, что и у функции

φm, гарантируется строгой монотонностью функции φm [30].
После появления в представительном объеме СПФ первых мартенситных образований, при

q ∈ [q0, 1], наличие или отсутсвие структурного деформирования определяется выполнением или
невыполнением условий активного нагружения (2.10).

Поскольку для никелида титана при любых ненулевых значениях интенсивности напряже-
ний справедливо неравенство [54; 56]:

ρ
f
Dφf (σi) ⩾ ρm

Dφm(σi) (2.31)

для q = q0, в соответсвии с (2.30), σi < s∗ и не выполняется первое условие (2.10) и фазово-
структурные деформации определяются соотношением (2.29).

Точка, изображающая фиксированное напряженное состояние и находящаяся внутри по-
верхности нагружения, в отсутствии трансляционного упрочнения не может оказаться на данной
поверхности. Таким образом, отсутствие трансляционного упрочнения в рассматриваемом случае
гарантирует невозможность структурного деформирования. Следовательно, вМодели 1 неупругое
деформирование может происходит исключительно за счет фазовых механизмов.

В Модели 2 структурное деформирование невозможно при q = q0, следовательно, при
q = q0 + ∆q положение поверхности нагружения не меняется по сравнению с q = q0, посколь-
ку, согласно (2.13) и (2.30) ∆aij ∼ ∆εst

ij = 0 и s∗ = s∗(σi), соответственно. Таким образом, при
q0 + ∆q структурное деформирование так же не имеет места, что влечет за собой невозможность
структурного деформирования ∀q ∈ [0, 1].

6В случаеМодели 3 принимается гипотеза, о возможности такой инициализации.
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ВМодели 3 приращение тензора трансляции при q = q0 удовлетворяет соотношению (2.15):

∆aij = g

[
ε

phst
i (q0 + ∆q,σi)

q0 + ∆q
− ε

phst
i (q0,σi)

q0

]
= g

[
ρ

f
Dφf (σi) − ρ

f
Dφf (σi)

]
= 0

Поэтому, как и в случаеМодели 2, можно заключить, что и дляМодели 3 структурное дефор-
мирование не может происходить ни при каком допустимом значении параметра фазового состава.

Установлено, что точка, описывающая фиксированное напряженное состояние представи-
тельного объема СПФ в каждый момент прямого превращения, в частности при q = 1, находится
внутри поверхности нагружения, и неупругие деформации, накапливающиеся в результате прямо-
го превращения под действием постоянных напряжений, определяются исключительно фазовыми
механизмами деформирования. Поверхность нагружения является фиксированной с момента
зарождения первых мартенситных элементов, а состояние представительного объема СПФ опре-
деляется соотношением:

ξ =
{

q,
3
2
ρ

f
Dq

σ′
ij

σi

φf (σi), φ−1
m

[
ρ

f
D

ρm
D

φf (σi)
]

, 0
}

(2.32)

Если прямой переход происходит при нулевых напряжениях, то поверхность нагруже-
ния вырождается в точку. Из экспериментов следует, что в таком случае образуется хаотически
ориентированный мартенсит, фазово-структурная деформация которого равна ε0, а деформация
формоизменения отсутствует.

Деформации, накапливаемые в материале в результате прямого фазового перехода, проис-
ходящего под действием постоянных напряжений, для случаев растяжения и сжатия изображены
на рис. 2.2.

2.4.2 Монотонное нагружение из состояния хаотического мартенсита

В представительном объеме СПФ, находящемся в полностью мартенситном фазовом состо-
янии, монотонное увеличение напряжений приводит к упругому деформированию, одновременно
с которым может происходить структурное деформирование. Чтобы последнее имело место,
необходимо и достаточно, выполнения условий активного нагружения (2.10). Второе из условий
активного нагружения позволяет определить множитель dλ для Моделей:

1.

ρm
Dφm(σi)dq + ρm

Dqφ′(σi)dσi =
σ′

ij

σi

(ωijdq + dλσ′
ij) =

σ′
ij

σi

ωijdq + 2
3
σidλ

2
3
σidλ =

[
ρm

Dφm(σi) −
σ′

ij

σi

ωij

]
dq + ρm

Dqφ′
m(σi)dσi (2.33)

2.
ρm

D [φ(si)dq + qφ′(si)dsi] = dεphst
i
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Рисунок 2.2 –– Непрерывные линии соответствуют диаграммам прямого перехода, а вер-
тикальные пунктирные – предельным кристаллографическим деформациям мартенсита при

растяжении/сжатии.
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Для Модели 1 подстановка (2.33) в (2.7), (2.9), с учетом q − 1 = dq ≡ 0, дает:
dεphst′
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]
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ij

σi

Данное уравнение справедливо только в том случае, если одновременно выполняются усло-

вия активного нагружения (2.10) и, в частности, dλ = 3
2
ρm

D

φ′
m(|σi|)
σi

dσi > 0. Таким образом,
неупругое деформирование в рамках Модели 1 описывается интегро-дифференциальной систе-
мой: 
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ij
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ij

ε
phst′

ij (1, 0) = 0

(2.36)

Подстановка первого уравнения данной системы во второе дает верное тождество всегда,
когда dλ > 0, откуда следует, что конечное условие активного нагружения для рассматриваемого
процесса, справедливо вне зависимости от пути механического нагружения. Последнее условие
активного нагружения, dλ > 0, справедливо для любых ненулевых значений интенсивности на-
пряжений. В начале рассматриваемого процесса когда σi = 0, ∆σi > 0:

dλ ∼ lim
x→+0

φ′
m(x)
x

= lim
x→+0

xα−2

В работе [54] экспериментально установлено, что при одноосном нагружении параметр формы
α > 6, откуда следует, что dλ = O

σi→0
(σ4

i ). Чтобы Модель 1 корректно описывала явление мартен-
ситной неупругости, определим пороговое значение интенсивности напряжений σm

i > 0, которое
определяет инициализацию7 поверхности структурного деформирования.

7При меньших уровнях напряжений поверхность нагружения является вырожденной
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В случае пропорционального механического нагружения (приложение А) из состояния
хаотического мартенсита параметр фазово-структурного деформирования определяется соотно-
шением8:

εphst = sign(σ)ρm
Dφm(|σ|) (2.37)

При этом состояние рассматриваемого представительного представительного объемаСПФна про-
тяжении всего процесса нагружения:

ξ =
{

1,
3
2
ρm

D

σ′
ij

σi

φm(|σ|), σi, 0
}

(2.38)

Тензоры остаточных напряжений дляМоделей с комбинированным упрочнением совпадают
для рассматриваемых условий нагружения (пункт 2.3.2). Откуда, с учетом тождеств 1−q = dq ≡ 0,
для данных моделей также следуют равенство тензоров активных напряжений, уравнений опре-
деляющих радиусы поверхностей нагружения (2.12) и (2.14), а также выражений для dλ (2.34) и
(2.35). Таким образом дляМоделей 2 и 3 системы уравнений для определения фазово-структурных
деформаций совпадают и имеют следующий вид:
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В случае пропорционального нагружения данная система сводится к:
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(2.39)

8При интегрировании первого уравнения системы (2.36) учтено, что в случае пропорционального нагружения в

каждый момент процесса справедливо тождество
σ′

ij

σi
≡ sign(σ)σ0

ij = const.



38

Численное решение полученной системы может быть найдено при помощи сеточных мето-
дов [34; 92; 112]. Выражение для параметра dλ на начальном этапе нагружения не имеет конченого
предела. Медленное накопление фазово-структурных деформаций при небольших уровнях на-
пряжений приводит к проблемам, связанным с ошибками округления. Отмеченные проблемы не
позволяют использовать явные схемы интегрирования в начале нагружения. Чтобы упростить
получение численного решения примем гипотезу о существовании в пространстве напряжений
начальной поверхности структурного деформирования, аналогичной поверхности текучести в
теории пластичности. В процессах пропорционального нагружения данная поверхность может
быть представлена пороговыми напряжениями σs(µσ), равными минимальным абсолютным зна-
чениям параметров нагружения, при которых структурное деформирование имеет место. Для
случаев растяжения и сжатия предельные значения параметра σs составляют 30 [МПа] и 60 [МПа],
соответственно. Если нагружение является сложным, то пороговые значения аппроксимируются
линейной зависимостью. Также потребуем, чтобы параметр фазово-структурного деформирова-
ния, при достижении порогового значения параметра нагружения, удовлетворял условию:

εphst = sign(µσ)ρm
Dφ[σs(µσ)]

Непосредственная проверка показывает, что результаты численного интегрирования систе-
мы (2.39), с учетом сделанных допущений и погрешности аппроксимации функции φ, находятся
в хорошем согласовании с деформациями, полученными при помощи аналитической зависимо-
сти (2.37). Поэтому состояние представительного объема СПФ, выраженное через параметры
пропорционального нагружения, на протяжении всего процесса нагружения можно представить
следующим образом9:

ξ =
{

1, sign(σ)ρm
Dφm(|σ|)ε0

ij,
∣∣∣∣σ − 3

2
gεphst(σ)

∣∣∣∣ , gεphst(σ)ε0
ij

}
(2.40)

Таким образом установлено, что все Модели структурного деформирования, используемые
в данной работе, корректно описывают явление мартенситной неупругости.

Диаграммы структурного деформирования представлены на рис. 2.1.

2.4.3 Обратный переход под действием постоянных напряжений

Пусть в представительном объеме СПФ, находящемся в полностью мартенситном фазовом
состоянии при температуре T < Aσ

s , реализуется однородное напряженно-деформированное со-
стояние (σij, ε

eT
ij +ε0qδij +ε∗

ij). Фазово-структурные деформации формоизменения ε∗
ij , могут быть

получены при помощи различных путей термомеханического нагружения. РассмотримСлучаи, ко-
гда обратному фазовому переходу предшествует один из следующих процессов деформирования:

9В результате численного решения системы (2.39) установлено, что в данном процессе знаки S и σ совпадают
для всех допустимых значений напряжений.
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I. Прямой переход в свободном от напряжений состоянии, за которым следует изотер-
мическое деформирование, вызванное действием монотонно возрастающих нагрузок
(пункт 2.4.2).

II. Прямой переход под действием постоянных напряжений (пункт 2.4.2).
Далее рассматриваются процессы пропорционального нагружения (приложение А). Для

обоих Случаев, в соответствии с (2.32) и (2.38), (2.40), состояние на момент начала обратного
фазового превращения полностью определяется величиной действующего напряжения. Таким об-
разом, величины фазово-структурных деформаций определяются соотношениями10:

ε∗ =

ε
phst
I = sign(σ)ρm

Dφm(|σ|)

ε
phst
II = sign(σ)ρf

Dφf (|σ|)
(2.41)

Деформирование во время обратного фазового перехода описывается дифференциальным
уравнением:

dεphst = εphst

q
dq + dεst

εphst
∣∣∣
q=1

= ε∗(σ)
(2.42)

Структурное деформирование может происходить только в том случае если выполняются
условия активного нагружения (2.10). Проверим выполнение данных условий для различных Слу-
чаев и Моделей. Уравнения (2.33), (2.34) и (2.35), с учетом постоянства напряженного состояния
dσij = dσi ≡ 0 и соотношения (2.6), принимают следующий вид11:

1.
2
3
σidλ1 =

ρm
Dφm(σi) −

σ′
ij

σi

ε
phst′

ij

q

 dq (2.43)

Множитель, стоящий перед dq в правой части равенства (2.43), с учетом постоянства дей-
ствующих напряжений можно переписать следующим образом:

ρm
Dφm(σi) −

σ′
ij

σi

ε
phst′

ij

q
= ρm

Dφm(|σ|) − sign(σ)ε
phst

q

Данное выражение тождественно равно нулю, если выполняется конечное условие струк-
турного деформирования (2.11):

ρm
Dqφm(|σ|) =

∫ σ′
ij

σi

dεphst′

ij = sign(σ)
∫

dεphst

2.

dλ2 =

[
ρm

Dφ(si) − ε
phst
i

q

]
dq

2
3
ε

phst′

ij

ε
phst
i

sij + gρm
Dsiφ′(si)

(2.44)

Множитель в числителе правой части (2.34), стоящий перед dq, обращается в ноль, если
выполняется конечное условие активного нагружения (2.12).

10Индексы в виде римских цифр обозначают рассматириваемый случай.
11Нижний арабский индекс у dλ соответствует номеруМодели.
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3.

dλ3 =
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3
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sij + gρm
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≡ 0

(2.45)
Таким образом можно заключить, что, независимо от рассматриваемогоСлучая и используе-

мойМодели, структурное деформирование во время обратного фазового перехода, происходящего
при фиксированном напряженном состоянии, не имеет места. Фазово-структурные деформации с
учетом (2.42) определяются соотношением:

εphst = ε∗(σ)q (2.46)

Поскольку фазово-структурные деформации монотонно убывают с уменьшением объемной
доли мартенситной фазы, радиусы поверхностей нагружения в Моделях 1, 2 и 3 для процессов
пропорционального нагружения определяются соотношениями:

1.
σ∗ = φ−1

m

[
sign(σ)ε∗(σ)

ρm
D

]
2.

s∗ = φ−1
[

|ε∗(σ)|
ρm

Dq

]
3.

s∗ = φ−1
[

|ε∗(σ)|
ρm

D

]
радиус поверхности нагружения монотонно увеличивается с ростом q для Модели 2 и сохраняет
постоянные значения при использовании Моделей 1 и 3.

Из соотношений (2.13) и (2.15), непосредственно следует, что в каждый момент обратного
фазового перехода для всех рассматриваемых Моделей и Случаев тензор трансляции не получает
приращений.

Обобщая результаты, полученные в данном разделе, получим:

ξ =
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D

]
, 0

}
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{
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I (σ)qε0

ij, φ−1
[
φm(|σ|)

q

]
, gεphst

I (σ)ε0
ij

}

ξ2II =
{

q, ε
phst
II (σ)qε0

ij, φ−1
[
ρ

f
D

ρm
D

φf (|σ|)
q

]
, 0

}
ξ3I =
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q, ε

phst
I (σ)qε0

ij, φ−1 [φm(|σ|)] , gεphst
I (σ)ε0

ij

}
ξ3II =

{
q, ε

phst
II (σ)qε0

ij, φ−1
[
ρ

f
D

ρm
D

φf (|σ|)
]

, 0
}

(2.47)

Нижние индексы у ξ, обозначенные арабскими цифрами соответствуют номеру Модели, а
римскими Случаю.
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Глава 3. Постановка задачи устойчивости для элементов из СПФ

Основными причинами выхода из строя элементов конструкций являются разрушение, по-
теря устойчивости или комбинации данных двух явлений [97]. Устойчивость элемента явным
образом зависит от свойств материала, из которого он изготовлен, его геометрической формы и
граничных условий. Далее приводится краткий обзор основных подходов к анализу устойчиво-
сти различных механических систем (раздел 3.1), и обсуждаются формулировки статического
метода Эйлера (раздел 3.2), позволяющие проводить исследование устойчивости элементов из
СПФ во время фазовых переходов, происходящих под действием постоянных нагрузок, с учетом
их дважды термомеханически связанного поведения.

В данной главе используются результаты, полученные при непосредственном участии авто-
ра и опубликованные в статьях [47; 48; 50].

3.1 Формулировки задачи устойчивости

Аналитическому исследованию устойчивости различных механических систем посвящены
работы [1; 2; 9; 31; 32; 71; 81; 96; 97]. Методы, позволяющие корректно описать явление поте-
ри устойчивости, основываются на подходах, в которых уравнения равновесия записываются для
возмущенного состояния покоя или движения. Анализ устойчивости элемента может быть све-
ден к исследованию свойств системы дифференциальных уравнений, полученной при помощи
одного из следующих методов:

– Статического (Эйлер) – позволяет определить величину консервативной квазистатиче-
ской нагрузки, при которой существует, по крайней мере, одна форма, бесконечно близкая
к исходной, и не позволяет сделать выводов об устойчивости или неустойчивости смеж-
ных форм равновесия.

– Энергетического (Лагранж-Дирихле) – применяется при анализе устойчивости равнове-
сия конструкций, подверженных действию консервативных сил.

– Динамического (Ляпунов, Болотин) – универсальный метод, который может применять-
ся для анализа устойчивости упругих и неупругих систем, подверженных воздействию
консервативных и некосервативных нагрузок.

Наиболее распространенными типами статического анализа являются бифуркационный
(пункт 3.2.1) и энергетический. Бифуркационный критерий используется для определения ми-
нимальной нагрузки, при которой появляются смежные формы равновесия. Данный метод не
позволяет проводить анализ послекритического поведения механических систем. Энергетический
метод основан на применении теоремы Лагранжа-Дирихле, которая утверждает, что в состоянии
устойчивого равновесия потенциальная энергия системы, содержащей только консервативные
и диссипативные силы, имеет минимальное значение. Классическая вариационная задача [91]
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возникает при использовании энергетического подхода для исследования устойчивости равнове-
сия упругих систем. В этом случае бифуркационный критерий анализа устойчивости в малом
приводит к линеаризованным уравнениям равновесия возмущенной конфигурации механиче-
ской системы, которые совпадают с уравнением Эйлера соответствующей вариационной задачи.
Функционал потенциальной энергии обычно не существует для систем, в которых происходит
пластическое, вязко-упругое/пластическое или фазово-структурное деформирование.

Динамический подход обладает наибольшей общностью [71], но при этом является наибо-
лее трудоемким из всех перечисленных [97]. Когда на механическую систему действуют только
консервативные нагрузки, результаты применения статического и динамического анализа устой-
чивости эквивалентны.

Таким образом, при исследовании устойчивости неупругих механических систем в зависи-
мости от целей анализа, свойств рассматриваемой системы, типа граничных условий и требуемой
точности разыскиваемого решения рационально применять различные варианты статического
или динамического методов. В данной работе для определения критических значений нагрузок
используется бифуркационный критерий устойчивости, формулировке и обобщению которого по-
священ следующий раздел.

3.2 Применение метода Эйлера

3.2.1 Статический метод Эйлера

Статический метод Эйлера1 [71], заключается в изучении возможности существования
форм квазистатического равновесия, смежных с исходной, при заданном значении нагрузки.
Существуют различные обобщения данного метода, в которых учитываются неидеальности гео-
метрии элемента и граничных условий, а также геометрическая нелинейность.

3.2.2 Тривиальный и возмущенный процессы

Историю термомеханических воздействий, которым подвергаются элементы из СПФ перед
и непосредственно во время потери устойчивости, можно представить в виде последовательности,
состоящей из следующих процессов:

1Леонард Эйлер (1707-1783) – выдающийся математик и механик швейцарского происхождения, являющийся
основоположником теории устойчивости форм равновесия упругих систем.
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0. Подготовительного – фазово-структурное деформирование, предшествующее началу
обратного фазового перехода. При рассмотрении прямого фазового перехода данный этап
опускается.

1. Тривиального – деформирование, вызванное монотонным изменением температуры, при
котором элемент сохраняет первоначальную форму равновесия. Предполагается, что до
достижения критического состояния изменением геометрии элемента в результате эво-
люции термоупругих и фазово-структурных деформаций можно пренебречь и считать
напряженно-деформированное состояние однородным по объему. При этом, ввиду посто-
янства действующих нагрузок, напряженное состояние, реализуемое в элементе, можно
в первом приближении считать фиксированным. Отвод и подведение тепла при прямом и
обратном фазовых переходах, соответственно, происходят достаточно медленно, чтобы
распределение мартенситной и аустенитной фаз было равномерным по объему элемента
в каждый момент рассматриваемого процесса.

2. Возмущенного – переход к смежной форме равновесия предполагается достаточно мед-
ленным, чтобы влиянием сил инерции можно было пренебречь. В зависимости от
учета внутренних, описываемых в рамках определяющих соотношений, и внешних,
определяемых граничными условиями, связей рассматриваются различные постанов-
ки задачи устойчивости. Для классификации внешних связей используются концепции
(пункт 3.2.3), а внутренних – термомеханические постановки (пункт 3.2.4).

3.2.3 Концепции

Состояние элемента из СПФ, в котором происходят фазовые переходы и структурные пре-
вращения, зависит от истории изменения термомеханических нагрузок. Поэтому определение
возмущенного процесса, используемое в классическом варианте статического метода Эйлера,
следует обобщить так, чтобы критические нагрузки однозначным образом зависели от гранич-
ных условий. При анализе устойчивости пластически деформирующихся элементов, в частности
стержней, применяются две концепции, определяющие допустимую степень изменения механи-
ческой составляющей нагрузки, действующей на элемент во время перехода к смежной форме
равновесия [71]. Первая, принадлежащая Карману, предполагает, что нагрузка во время потери
устойчивости сохраняет фиксированное значение, а вторая, предложенная Шенли, что она может
получать некоторые малые приращения. При исследовании устойчивости пластин за пределами
упругости также применяются схожие допущения [32]. В данной работе используются аналоги
данных подходов, учитывающие особенности термомеханического деформирования СПФ, кото-
рые носят названия концепций фиксированных (ФН) и варьированных (ВН) внешних нагрузок,
соотвественно. Поскольку одним из типов воздействий, вызывающих потерю устойчивости в рас-
сматриваемых процессах, является отведение от или сообщение элементу тепла, приводящее к
монотонному изменению температуры в тривиальном процессе, наряду с концепциями ВН и ФН
можно также рассматривать концепции фиксированной (ФТ) и варьированной (ВТ) температуры.
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Чтобы решение задачи устойчивости было корректным в концепциях ВН/ВТ будем предпо-
лагать, что приращения компонент тензора напряжений/температуры:

– Являются величинами того же порядка малости, что и вариации напряжений/темпе-
ратуры, возникающие при переходе элемента к смежной форме равновесия в случае
фиксированных граничных условий.

– Должны входить в состав аргументов соответствующей целевой функции, по которым
проводится оптимизация.

Согласно данному выше определению значения критических параметров, найденных для концеп-
ций ФН и ФТ, всегда превосходят аналогичные значения, полученные при помощи концепций
ВН и ВТ, соответственно.

3.2.4 Термомеханические постановки

Во время перехода элемента к смежной форме равновесия компоненты тензоров полных
деформаций и напряжений получают некоторые приращения, которые зависят от принятых ки-
нематических гипотез и концепций, соответственно. Значения других параметров состояния
рассматриваемой механической системы в возмущенном процессе могут как оставаться неизмен-
ными, так и получать вариации. Поскольку используемая в данной работе система определяющих
соотношений является замкнутой, величины вариаций объемной доли мартенситной фазы и тем-
пературы, а также компонент фазово-структурных деформаций не являются независимыми и
должны определяться в соответствии с уравнениями, представленными в пункте 2.2. Далее бу-
дем использовать три термомеханические постановки:

– Несвязанная – параметр фазового состава, фазово-структурные деформации и температу-
ра при переходе к смежной форме равновесия считаются неизменным.

– Однократно связанная – учитывает влияние действующих напряжений и накопленных
фазово-структурных деформаций на параметр фазового состава, а также дополнительное
фазово-структурное деформирование. Температура предполагается фиксированной и рав-
ной своему значению в момент времени, предшествующий потере устойчивости.

– Дважды связанная – обобщает однократно связанную за счет учета выделения/поглоще-
ния латентного тепла и диссипации энергии.

С точки зрения термодинамики однократно и дважды связанная постановки соответствуют
изотермическому и адиабатическому процессам перехода к смежной форме равновесия. Дважды
связанная постановка отличается от более общей концепции ВТ тем, что в последней приращения
температуры вызваны внешними по отношению к рассматриваемой термодинамической систе-
ме воздействиями и могут принимать произвольные значения, в то время как при использовании
дважды связанной постановки теплообменом с внешней средой пренебрегают, а вариации темпе-
ратуры однозначным образом определяются из уравнения энергетического баланса (2.19).
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Глава 4. Решение краевых задач устойчивости элементов из СПФ

Данная глава посвящена исследованию устойчивости стойки Шенли на стержнях из СПФ
(раздел 4.2), стержня (раздел 4.3) и пластины (раздел 4.4) из СПФ во время прямых и обратных
фазовых переходов, происходящих под действием постоянных напряжений. Используемые моде-
ли нелинейного термомеханического деформирования СПФ и постановки задачи устойчивости
описаны в главах 2 и 3, соответственно.

В этой главе используются результаты, полученные при непосредственном участии автора
и опубликованные в статьях [23; 27; 28; 46––50; 107––109; 131].

4.1 Процессы

4.1.1 Подготовительный процесс

Анализ процесса тривиального деформирования (пункт 3.2.2) элемента из СПФ во время об-
ратного фазового превращения требует определения начального, соответствующего мартенситной
фазе, состояния (пункт 2.4) ξ∗ = (1, ε∗

ij, s∗, aij). За отсчетное состояние элемента принимается
полностью аустенитное состояние ξ0 = (0, 0, 0, 0). Для прямого фазового перехода начальное, до-
стигнутое на момент окончания подготовительного процесса, состояние совпадает с отсчетным.
В случае обратного фазового перехода начальное состояние определяется историей термомеха-
нического деформирования:

ξ0
A−M−−−→ ξ∗

Наиболее простыми способами подготовки элементов являются Случаи, рассмотренные в
пункте 2.4.3. Причем в Случае II, при осуществлении прямого фазового перехода, необходимо
принимать меры для предотвращения потери устойчивости. Таким образом, состояние материала
на момент начала прямого фазового перехода является тривиальным, а для обратного фазового пе-
рехода определяется, в зависимости от рассматриваемыхМодели и Случая, соотношениями (2.32),
(2.38) или (2.40).

Более сложные процессы создания предварительных фазово-структурных деформаций, со-
держащие этапы реверсивного механического нагружения, рассматриваются в пункте 4.3.5.
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4.1.2 Тривиальный процесс

Во время прямого и обратного фазовых переходов, происходящих под действием постоян-
ных нагрузок, состояния материала1 в каждый момент, согласно результатам пунктов 2.4.1 и 2.4.3,
описываются соотношениями (2.32) и (2.47), соответственно. При прямом переходе и обратном
переходе в Случае II точка, изображающая напряженное состояние, находится внутри, соответ-
ствующей используемой Модели структурного деформирования поверхности нагружения. Для
обратного фазового перехода в Случае I аналогичная точка принадлежит границе соответству-
ющей поверхности нагружения.

4.1.3 Возмущенный процесс

Потеря устойчивости элемента имеет место, если данному элементу можно поставить
в соответствие нетривиальное поле перемещений, являющееся решением замкнутой системы
уравнений, включающей кинематические ограничения, уравнения равновесия и определяю-
щие соотношения. Приращения перемещений, обусловленные переходом к смежной форме
равновесия, ввиду кинематической и термодинамической связанности приводят к изменению
термомеханических параметров, набор которых зависит от рассматриваемого процесса и исполь-
зуемых постановки, Модели и, для обратного фазового перехода, Случая. Для согласованности
вариации всех параметров, соответствующие возмущенному процессу, обозначаются символом δ.

Приращения деформаций

Вариации полных деформаций определяются следующим выражением:

δεij = δεeT
ij + δε

ph
ij + δεst

ij (4.1)

Приращения упругих деформаций могут быть найдены при помощи варьирования урав-
нений (2.2). Поскольку вид получаемых выражений существенно упрощается для одномерной
задачи, в данном разделе приводятся соотношения только для вариаций осевых компонент упру-
гих деформаций2:

δεe = δσ

E
+ BEσδq, BE = EA − EM

EAEM

(4.2)

1Состояние предполагается однородным по объему элемента.
2Двумерный случай, возникающий при анализе устойчивости пластины, рассматривается отдельно в пункте 4.4.
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Приращения термических деформаций являются малыми по сравнению с вариациями
остальных составляющих тензора деформаций, поэтому они предполагаются равными нули при
анализе возмущенного процесса.

Приращения фазово-структурных деформаций, обусловленные фазовыми механизмами,
определяются при помощи уравнения (2.4):

δε
ph
ij = (ε0δij + ωij)δq (4.3)

Согласно результатам, полученным в пунктах 2.4.1 и 2.4.3, во время тривиального процесса
справедливы следующие выражения:

ωij =


3
2
ρ

f
D

σ′
ij

σi

φf (σi), dq > 0

ε∗
ij = ε∗(ξ,σ)ε0

ij, dq < 0
(4.4)

Изменение фазово-структурных деформаций за счет структурных механизмов могут проис-
ходить только при обратном фазовом переходе для Случая I, поскольку только тогда выполняется
конечное условие активного нагружения (2.10). При этом вариации структурных деформаций, в
зависимости от используемойМодели, с учетом соотношений (2.33), (2.34) и (2.35), определяются
следующими выражениями:

δεst
ij = ⟨δλl⟩sij, δλl = qΛl

mn(sij)δσ′
mn

Λ1
mn = 9

4
ρm

D

φ′
m(σi)
σi

σ′
mn

σi

, Λ3
mn = Λ2

mn =

3
2
ρm

Dφ
′(si)

smn

si

2
3
ε

phst′

ij

ε
phst
i

sij + gρm
Dsiφ′(si)

(4.5)

Отсутствие слагаемых связанных с изменением объемной доли мартенситной фазы объяс-
няется тем, что для всех Моделей, как было показано в пункте 2.4.3, множители стоящие перед
вариациями параметра фазового состава тождественно равны нулю для всех состояний, реализу-
емых в тривиальном процессе.

Поскольку объемная доля мартенситной фазы всюду неотрицательна и равна нулю только в
полностью аустенитном фазовом состоянии условие положительности множителя δλl для процес-
сов, в которых компоненты тензора приращений напряжений меняются пропорционально одному
параметру δσ, принимает следующий вид:

δλ1 = ρm
Dφ

′
m(σi)

3
2
σ′

mn

σi

3
2
δσ′

mn

σi

> 0 ⇔ sign
(
δσ

σ

)
= sign(σδσ) > 0 (4.6)

δλ3 = δλ2 =

3
2
ρm

Dφ
′(si)

smn

si

2
3
ε

phst′

ij

ε
phst
i

sij + gρm
Dsiφ′(si)

δσ′
mn > 0 ⇔ sign(Sδσ)

sign(εphstS) + 3
2

gρm
Dφ

′(|S|)
> 0 (4.7)

Второе слагаемое в знаменателе уравнения (4.7) является неотрицательным, откуда следует,
что если sign(Sεphst) ≡ 1, активный процесс нагружения определяется условием Sδσ > 0.
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Приращение параметра фазового состава

Чтобы выразить приращения компонент тензора деформаций через приращения напряже-
ний, необходимо найти вариацию параметра фазового состава, которая определяется в соответ-
ствии с используемой постановкой (пункт 3.2.4). Для несвязанной постановки вариация объемной
доли мартенситной фазы предполагается тождественно равной нулю. В связанных постановках
приращение параметра фазового состава может быть найдено при помощи варьирования соот-
ношения (2.16):

δq

λ(q)
+ δT =

δMσ
s , δq > 0

δAσ
s , δq < 0

, λ =



π
√

q(1 − q)
M0

s − M0
f

, δq > 0

π
√

q(1 − q)
A0

f − A0
s

, δq < 0

(4.8)

Вариация температуры δT в несвязанной и однократно связанной постановках по опреде-
лению предполагается равной нулю. В дважды связанной постановке приращение температуры
может быть найдено из уравнения энергетического баланса (2.19). После замены операций диффе-
ренцирования по времени на варьирование и принятия гипотезы об однородности распределения
поля температур по объему элемента3 получим:

CσδT = −αqTδσkk + [∆U + ωijσ
′
ij + Z(σij) + ε0σkk]δq + sijδε

st
ij (4.9)

Температура в тривиальном процессе однозначным образом определяется из соотношений
(2.16), (2.17) и (2.18):

T =


M0

s +
ω

f
ijσ

′
ij + Z(σij) + ε0σkk

∆S
−

M0
s − M0

f

π
arccos(1 − 2q), dq > 0

A0
s +

ωr
ijσ

′
ij + Z(σij) + ε0σkk

∆S
+ (A0

f − A0
s)
[
1 − 1

π
arccos(1 − 2q)

]
, dq < 0

(4.10)

Приращение температуры начала прямого фазового перехода определяется из соотноше-
ния (2.17):

∆SδMσ
s = δ

[
ω

f
ijσ

′
ij + Z(σij) + ε0σkk

]
= δω

f
ijσ

′
ij + ω

f
ijδσ

′
ij + Dσiδσi + (ε0 + σmm)δσkk

Поскольку для тривиального процесса деформирования справедливы равенства (2.29) и
(4.4):

δω
f
ij = 3

2
ρ

f
D(1 − qf(q))φf (σi)

σi

δσ′
ij + 3

2
ρ

f
D

σ′
ij

σi

(1 − qf(q))
[
φ′

f (σi) − φf (σi)
σi

]
δσi

Учитывая, что всегда справедливо тождество δσi = 3
2
σ′

ij

σi

δσ′
ij , получим:

δω
f
ijσ

′
ij = ρ

f
D[1 − qf(q)]σiφf (σi)δσi, ω

f
ijδσ

′
ij = ρ

f
Dφf (σi)δσi

3∆T = 0.
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Тогда вариация температуры начала прямого фазового перехода определяется выражением:

∆SδMσ
s = A(q,σi)δσi +(ε0 +Cσmm)δσkk, A = ρ

f
D

{
φf (σi) + [1 − qf(q)]σiφ

′
f (σi)

}
+Dσi (4.11)

Аналогичным образом приращение температуры начала обратного фазового перехода для
процесса одноосного нагружения можно найти, проварьировав (2.18):

∆SδAσ
s = 1

q
σ′

ijδε
st
ij + ε∗

ijδσ
′
ij + [ε0 + Cσmm]δσkk, (4.12)

или, в случае пропорционального нагружения,

∆SδAσ
s = σ

q
δεst + [ε0 + ε∗(ξ,σ) + 2B1σ]δσ, 2B1 = C + D (4.13)

Подставляя (4.5), (4.11) и (4.12) в (4.8) получим:

Θδq = Υpδσkk + Υijδσ
′
ij

Θ = 1 + λ(q)
Cσ

[∆U + ωijσ
′
ij + D

2
σ2

i + C

2
σ2

kk + ε0σkk]

∆S

λ(q)
Υp = ∆S

Cσ

αqT (q,σij) + ε0 + Cσmm

∆S

λ(q)
Υij =


3
2

A(q,σi)
σ′

ij

σi

, dq > 0

ε∗
ij(ξ,σij) + [si = s∗][δλl > 0]

(
σ′

mn − ∆S

Cσ

qsmn

)
smnΛl

ij(sij), dq < 0

(4.14)

Для одноосного нагружения справедливы тождества δσi ≡ δ|σ| ≡ sign(σ)δσ и (4.14) можно
переписать следующим образом:

Θδq = Υδσ

Θ = 1 + λ(q)
Cσ

{
∆U + [ω(ξ,σ) + ε0]σ + B1σ

2
}

, ω =

sign(σ)ρf
Dφf (|σ|), dq > 0

ε∗(ξ,σ), dq < 0

∆S

λ(q)
Υ = ∆S

Cσ

αqT (q,σ) + ε0 + Cσ+

+


sign(σ)A(q, |σ|), dq > 0

ε∗(ξ,σ) + [|S(σ)| = s∗][δλl > 0]
[
σ − ∆S

Cσ

qS(σ)
]

Λl(σ), dq < 0

Λ1 = ρm
Dφ

′
m(|σ|), Λ3 = Λ2 = Λ[S(σ)]

(4.15)

Равноатомный никелид титана является СПФ с широким гистерезисом, для которого все-
гда справедливо неравенство (Ms < As), поэтому изменение объемной доли мартенситной фазы,
вызванное переходом к смежной форме равновесия, либо имеет тот же знак, что и приращение
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параметра фазового состава в тривиальном процессе, либо равно нулю. Тогда, сохраняя прежние
обозначения, доопределим вариацию параметра фазового состава следующим образом:

δq = [dqδq > 0]δq

, где δq в правой части равенства, определяется согласно (4.14).
Случай прямого фазового перехода, во время которого вариации компонент тензора напря-

жений могут меняться непропорциональным образом, рассматривается в пункте 4.4.4.

Приращения напряжений

При одноосном нагружении, подстановка (4.2), (4.3) и (4.5) в (4.1), позволяет получить сле-
дующее выражение для приращений полных деформаций:

δε = δε + δεph + δεst = δσ

E
+ BEσδq + [ε0 + ω(ξ,σ)]δq + [|S(σ)| = s∗][δλl > 0]qΛl(σ)δσ

Данное уравнение с учетом (4.15) может быть разрешено относительно вариаций напря-
жений:

δσ = δε

Ψ

Ψ = 1
E(q)

+ [dqδq > 0]
[
ω(ξ,σ) + BEσ + ε0

] Υ(ξ,σ, sign(δσ))
Θ(ξ,σ)

+

+[|S(σ)| = s∗][Sδσ > 0]qΛl(σ)

(4.16)

Случай двухосного нагружения рассматривается отдельно в пункте 4.4.4.

4.2 Стойка Шенли

Данный раздел посвящен исследованию устойчивости стойки Шенли на стержнях из СПФ,
при прямых и обратных фазовых переходах, происходящих под действием постоянных напря-
жений.

4.2.1 Геометрия и граничные условия

Стойка Шенли является идеализированной моделью деформируемого стержня, подвержен-
ного действию продольной нагрузки, [71; 97; 146]. Данная конструкция представляет из себя
недеформируемую рамку прямоугольной формы (bc × Lc), шарнирно опирающуюся на два оди-
наковых линейно деформируемых стержня из СПФ (рис. 4.1).
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Рисунок 4.1 –– Стойка Шенли

В недеформированном состоянии каждый из стержней стойки имеет длину ac и площадь
поперечного сечения Ac.

К середине верхней стороны рамки стойки приложена вертикальная сжимающая нагруз-
ка P < 0. Для описания искривленной конфигурации стойки наряду с осевыми деформациями
стержней ε1 и ε2 будем рассматривать угол отклонения оси симметрии рамки от вертикали α.

4.2.2 Тривиальный процесс

Вплоть до момента потери устойчивости направление нагрузки P совпадает с осью симмет-
рии рамки, а ее величина меняется таким образом, чтобы осевые напряжения в опорных стержнях

равнялись σ = P

2Ac

.

Согласно результатам, полученным в пункте 2.4.1, состояние стержней во время прямого
фазового перехода определяется соотношением (2.32), которое для одноосного нагружения при-
нимает следующий вид:

ξ =
{

q, sign(σ)ρf
Dqφf (|σ|), φ−1

m

[
ρ

f
D

ρm
D

φf (|σ|)
]

, 0
}

(4.17)

Эволюция состояния стержней во время обратного фазового перехода описывается выра-
жением (2.47).
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4.2.3 Возмущенный процесс

После перехода к смежной форме равновесия значения параметров состояния в каждом из
опорных стержней отличаются от тех, которые они принимали в тривиальном процессе. Далее
для обозначения принадлежности соответствующих величин к одному из стержней используются
индексы, соответствующие номеру стержня стойки. После перехода к смежной форме равновесия
угол отклонения стойки δα ≈ sin(δα) ≈ tg(δα) > 0 будет связан с линейными деформациями
стержней следующим соотношением:

cδα = δε1 − δε2, c = bc

ac

(4.18)

Уравнения равновесия сил и моментов для смежной формы равновесия стойки имеют сле-
дующий вид [71]:


δσ1 + δσ2 = 2δσ

4Lbσδα + δσ1 − δσ2 = 0, Lb = Lc

bc

или δσ1 = −2Lbσδα + δσ

δσ2 = 2Lbσδα + δσ
(4.19)

Подстановка (4.19), с учетом (4.16), в (4.18) дает:

Lb = (Ψ1 − Ψ2)τc − c

2σ(Ψ1 + Ψ2)
, τc = δσ

δα
, Ψβ = Ψβ[ξ,σ, sign(dqδqβ), sign(δσβ)] (4.20)

Если рассматривается несвязанная постановка задачи устойчивости Ψ1 = Ψ2 = 1/E(q),
то безразмерная критическая длина стойки Lb зависит от объемной доли мартенситной фазы и
действующих напряжений следующим образом:

LE
b = LE

c

b
= cE(q)

4σ
(4.21)

Поскольку жесткость опорных стрежней стойки является монотонно убывающей функцией
объемной доли мартенситной фазы, в формуле (4.21) следует положить E ≡ EM .

В концепции ВН Lb линейным образом зависит от конечного параметра τc. Рассмотрим все
значения, которые может принимать τ̄c = τc/(2Lbσ):

• τ̄c < −1 : δσ1 > 0, δσ2 > 0

Ψ2 = Ψ1 = 1
E(q)

+ [Υdq > 0]
[
ω(ξ,σ) + BEσ + ε0

] Υ(ξ,σ, 1)
Θ(ξ,σ)

(4.22)

• τ̄c = −1 : δσ1 > 0, δσ2 = 0

Ψ1 = 1
E(q)

+ [Υdq > 0]
[
ω(ξ,σ) + BEσ + ε0

] Υ(ξ,σ, 1)
Θ(ξ,σ)

Ψ2 = 1
E(q)
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• −1 < τ̄c < 1 : δσ1 > 0, δσ2 < 0

Ψ1 = 1
E(q)

+ [Υdq > 0]
[
ω(ξ,σ) + BEσ + ε0

] Υ(ξ,σ, 1)
Θ(ξ,σ)

Ψ2 = 1
E(q)

+ [Υdq < 0]
[
ω(ξ,σ) + BEσ + ε0

] Υ(ξ,σ, −1)
Θ(ξ,σ)

+ [|S(σ)| = s∗]qΛl(σ)
(4.23)

Ввиду линейности связи между критической длиной и параметром τc можно заключить,
что, с учетом независимости функцийΨβ в данном интервале от τc, наименьшее значение
критической длины будет достигаться в точках, максимально приближенных к границам
рассматриваемого интервала, т.е. lim

τ̄c→−1+0
τ̄c и lim

τ̄c→1−0
τ̄c.

• τ̄c = 1 : δσ1 = 0, δσ2 < 0

Ψ1 = 1
E(q)

Ψ2 = 1
E(q)

+ [Υdq < 0]
[
ω(ξ,σ) + BEσ + ε0

] Υ(ξ,σ, −1)
Θ(ξ,σ)

+ [|S(σ)| = s∗]qΛl(σ)

• τ̄c > 1 : δσ1 < 0, δσ2 < 0

Ψ2 = Ψ1 = 1
E(q)

+ [Υdq < 0]
[
ω(ξ,σ) + BEσ + ε0

] Υ(ξ,σ, −1)
Θ(ξ,σ)

+ [|S(σ)| = s∗]qΛl(σ)

(4.24)
В концепции ВН из всех значений длин Lb, полученных для различных значений параметра

τc, следует выбирать минимальное.
В концепции ФН τc = τ̄c = δσ ≡ 0 и, поскольку сжимающие напряжения считаются отри-

цательными, в первом и втором опорных стержнях при переходе к смежной форме равновесия,
имеют место дополнительная разгрузка и догрузка, соответственно. Функции Ψβ в таком случае
определяются соотношением (4.23).

4.2.4 Результаты

Для удобства дальнейшего анализа введем в рассмотрение безразмерные напряжения: σ̄ =
−σ/σY , поскольку предполагается, что пластическое деформирование не имеет места |σ̄| < 1. При
минимизации Lb относительно параметра фазового состава применяются методы непрерывной
оптимизации, обсуждаемые в приложении В.1.1.

Прямой переход

На рис. 4.2 представлены зависимости критического напряжения и параметра фазового со-
става от безразмерной фиктивной длины стойки L̄ = Lc/LE

c . Даже при умеренных значениях
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а) Зависимость критических напряжений от
безразмерной длины.
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б) Зависимость критических значений
параметра фазового состава от безразмерной

длины.
Рисунок 4.2 –– Красные и Синие линии – дважды и однократно связанные постановки, непрерыв-

ные и пунктирные линии – концепции ФН и ВН.

напряжений, составляющих порядка одной пятой от величины дислокационного предела текуче-
сти никелида титана, фиктивная критическая длина, полученная при помощи нелинейного анализа
устойчивости, может быть ниже критической длины, определяемой упругим решением, на 40% и
80% в рамках дважды и однократно связанной постановок, соответственно. В связанных поста-
новках независимо от рассматриваемой концепции увеличение гибкости стойки, характеризуемой
величиной Lb

4, приводит к снижению уровня напряжений, при котором возможно существова-
ние смежной с исходной формы равновесия. Несвязанной постановке соответствуют наибольшие
значения критических нагрузок. Критические напряжения, получаемые в дважды связанной по-
становке или концепции ФН превосходят аналогичные значения, найденные при использовании
однократно связанной постановки или концепции ВН, соответственно. Так как для стойки фик-
сированной длины существуют напряжения, при которых согласно дважды связанной постановке
она не теряет устойчивость, а согласно однократно связанной теряет, можно сделать вывод о том,
что процессы выделения латентного тепла и диссипации энергии препятствуют появлению смеж-
ной формы равновесия.

Из рис. 4.2 б) следует, что в однократно связанной постановке появление смежной формы
равновесия происходит при более низких значениях параметра фазового состава или, согласно
(2.32), фазово-структурных деформаций, чем в дважды связанной постановке. При этом критиче-
ская величина параметра фазового состава увеличивается с ростом фиктивной длины стойки.

Результаты, представленные в данном разделе, опубликованы в статье [48].

4Поскольку функции LE
c и L̄ монотонно убывают с ростом действующих напряжений, а последняя из них не

зависит от b, гибкость стойки также может быть описана при помощи величины L̄
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Обратный переход

Рассмотрим случай, когда для описания нелинейного деформирования, ассоциированного с
структурными механизмами, используется Модель 3. На рис. 4.3 представлены зависимости кри-
тических напряжений от фиктивной длины стойки l = acLc/b2

c для Случаев I и II.

а) Случай I – начальные деформации получены
при помощи нагружения в режиме

мартенситной неупругости.

б) Случай II – начальные деформации
накоплены в результате прямого превращения

под действием постоянных напряжений.
Рисунок 4.3 –– Зависимость безразмерных критических напряжений от фиктивной длины стойки.
Черные линии – несвязанная постановка; Красные и Синие линии – дважды и однократно связан-

ные постановки, непрерывные и пунктирные линии – концепции ФН и ВН.

Фиктивная критическая длина стойки зависит от способа подготовки ее опорных стерж-
ней. Различия между величинами фазово-структурных деформаций, полученных в результате
деформирования в режиме мартенситной неупругости и прямого перехода, хорошо видны при
сопоставлении рис. 2.1 и рис. 2.2. При одинаковых величинах конечных напряжений фазово-
структурные деформации имеют существенно меньшие значения, если они были получены при
помощи мартенситной неупругости, а не в результате прямого фазового перехода. Дополнитель-
ные фазовое деформирование, которое, согласно (4.3) и (4.4), явным образом зависит от величин
фазово-структурных деформаций, достигнутых в тривиальном процессе, оказывает существенно
большее влияние на процесс потери устойчивости в Случае II, чем в Случае I.

Согласно рис. 4.4 а) и б), дополнительное фазовое деформирование в Случае I не име-
ет места, пока деформации, накопленные в результате мартенситной неупругости, практически
неотличимы от нулевых5, тогда как в Случае II оно имеет место при существенно меньших
значениях напряжений. Такими образом, потеря устойчивости вСлучае I, происходящая при отно-
сительно небольших значениях напряжений, аналогична появлению смежной формы равновесия,
вызванному деформированием в режиме мартенситной неупругости. Разрыв касательной к кри-
вой, изображающей критические состояния в Случае I, для однократно связанной постановки и

5Что соответствует σ̄ < 0.4 ∼ σ < 160 [МПа].
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а) Случай I – начальные деформации получены
при помощи нагружения в режиме

мартенситной неупругости.
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б) Случай II – начальные деформации
накоплены в результате прямого превращения

под действием постоянных напряжений.
Рисунок 4.4 –– Зависимость безразмерных критических напряжений от фиктивной длины стойки.
Красные и Синие линии – дважды и однократно связанные постановки, непрерывные и пунктир-

ные линии – концепции ФН и ВН.

концепции ВН (линия 3 на рис. 4.3 а)), наблюдаемый при монотонном увеличении действующих в
стержнях стойки напряжений, обусловлен изменением основного механизма дополнительного де-
формирования. Действительно, согласно рис. 4.4 а), при умеренных напряжениях σ̄ < 0.84, потеря
устойчивости происходит, когда стержни стойки находятся в полностью мартенситном фазовом
состоянии, за счет дополнительного упругого и структурного деформирования, а при высоких на-
пряжениях σ̄ > 0.84 при q < 0.6, т.е. из-за дополнительного упругого и фазового деформирования,
которое согласно (4.22) не сопровождается дополнительным структурным деформированием.

Максимальные значения критических параметров соответствуют решению задач устойчи-
вости в несвязанной постановке. Решение, полученное для однократно связанной постановки в
рамках концепции ВН, соответствует наименьшим значениям критических длин среди всех рас-
сматриваемых постановок и концепций. Дважды связной постановке, независимо от используемой
концепции, отвечают более высокие значения критических нагрузок, чем однократно связной. Раз-
личия между постановками и Случаями тем выше, чем меньше гибкость стойки.

Основные результаты, представленные в этом разделе, опубликованы в работах [23; 27; 46;
47].

4.3 Стержень

Данный раздел посвящен исследованию устойчивости стержня из СПФ во время прямых
и обратных фазовых переходов, происходящих под действием постоянных напряжений. В слу-
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чае обратного фазового перехода проводится анализ зависимости величины критической длины
стержня от способа его подготовки.

4.3.1 Геометрия и граничные условия

Пусть имеется прямолинейный стержень длины l постоянного поперечного сечения, кото-
рое обладает характерным линейным размером h ≪ l и двумя ортогональными осями симметрии.
Введем ортонормированную положительно ориентированную систему координат Ox1x2x3, на-
чало которой, точка O, расположено в центре6 нижнего торцевого сечения стержня. Ось Ox3 –
направлена вертикально вверх, вдоль линии пересечения плоскостей симметрии стержня, совпа-
дающей с осью прямолинейного стержня; оси Ox1 и Ox2 – принадлежат плоскостям симметрии.

Форма поперечного сечения задается четной непрерывной функцией, равной его ширине:

b = b(x2) (4.25)

Далее будем считать, что проведено обезразмеривание геометрических параметров стержня
по отношению к высоте поперечного сечения: x2 ∈ [−1, 1], b0 = b(0) ⩾ 1. В случае стержней
прямоугольного и эллиптического поперечных сечений функция b определяется соотношениями
b ≡ b0 и b = b0

√
1 − x2

2. Площадь поперечного сечения стержня Ar и осевой момент инерции Jx1 ,
вычисляемый относительно оси x1, определяются соотношениями (4.26) и (4.27), соответственно.

Ar = 2
1∫

0

b(y)dy (4.26)

Jx1 = 2
1∫

0

y2b(y)dy (4.27)

Стержень шарнирно закреплен на нижнем конце и может свободно двигаться вдоль вер-
тикальной оси Ox3 на верхнем конце рис. 4.5. Прогиб υ = υ2(x3) и изгибающий момент
одновременно равны нулю в местах закрепления:

υ(x3) = υ′′(x3) = 0, x3 = 0, l. (4.28)

(·)′ = d(·)/dx3.
Перед началом прямого или обратного фазового перехода в верхнем торцевом сечении

стержня действует осевая сила P > 0. В тривиальном процессе сила P сохраняет свое первона-
чальное направление, а ее величина меняется таким образом, чтобы значение осевого напряжения,
действующего в поперечном сечении стержня, сохраняло фиксированное значение σ = P/Ar.

6Отождествляемом с точкой пересечения осей симметрии сечения.
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P

Рисунок 4.5 –– Смежная форма равновесия шарнирно опертого стержня

4.3.2 Гипотеза плоских сечений

Для анализа деформаций, возникающих в стержнях при изгибе, применяют различные на-
боры кинематических гипотез [82; 97; 115].

Из анализа теории размерностей [73] следует, что при изгибе изотропной призматической
балки замкнутого профиля, поперечное сечение которой является односвязной областью, а длина
много больше характерного размера поперечного сечения (L ≫ b), нормальные напряжения σ33

существенно превосходят значения всех остальных компонент. Для таких балок перемещения,
вычисленные в соответствии с гипотезой Бернулли-Эйлера, хорошо соотносятся с результата-
ми, полученным при использовании более точных теорий. Гипотеза плоских сечений может
быть сформулирована следующим образом: поперечные сечения, ортогональные опорной линии
стержня, плоские до деформирования, остаются плоскими и ортогональными этой линии после
деформирования, а поперечными нормальными напряжениями можно пренебречь. Тогда прира-
щения осевых деформаций имеют следующее представление:

δε = δε0 − x2δκ (4.29)

δε0 = δε0(x3) и δκ = δκx2(x3) – вариации осевой деформации и кривизны опорной линии стержня.

Поскольку задача решается в линеаризованной постановке квадратом тангенса угла наклона
касательной к опорной линии можно пренебречь. Тогда при вычислении приращения кривизны
допустимо использовать следующее выражение:

δκ = δυ′′ (4.30)
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4.3.3 Уравнения равновесия

После выпучивания стержня уравнение равновесия сил в проекции на вертикальную ось
Ox3, принимает следующий вид:

1∫
−1

δσb(y)dy = δP (4.31)

В концепции ФН и ВН δP ≡ 0 и δP ̸= 0, соответственно.
Уравнение равновесия изгибающегомомента, вычисляемого относительно осиOx1, которой

соответствует наименьшее значение момента инерции7 сводится к:

1∫
−1

δσyb(y)dy = Pδυ (4.32)

4.3.4 Эйлерова критическая длина

Впервые анализ устойчивости упругого стержня, находящегося под действием продольной
силы, был проведен Эйлером в 1744. В его основу легло точное решение дифференциального
уравнения изгиба балки, связывающее величину действующей силы с кривой прогиба стержня,
названную в последствии эластикой Эйлера. Наименьшая не равная нулю нагрузка P = P1, при
которой стержень теряет устойчивость, называется Эйлеровой критической силой. При анализе
устойчивости бывает удобнее искать не критическое значение нагрузки, при которой стержень,
обладающий фиксированной длиной, переходит к смежной форме равновесия, а критическую
длину, при которой стержень, подверженный действию постоянной нагрузки, может находится
более чем в одном состоянии равновесия. Схожий результат может быть получен с помощью лине-
аризованной, относительно малых возмущений прогиба, постановки. Отличие заключается в том,
что искривленные формы равновесия и соответствующие им критические нагрузки, найденные
в данной постановке, образуют дискретное подмножество точных решений. Для произвольных
условий закрепления линеаризованное уравнение равновесия изгибающего момента для смежных
форм равновесия может быть записано следующим образом [97]:

(EJx1δυ
′′)′′ + (Pδυ′)′ = 0

или, с учетом однородности механических в объеме призматического стержня,

δυ(4) + k2δυ′′ = 0, k =
√

P

EJx1

(4.33)

7Как будет продемонстрировано в пункте 4.3.4, критическая сила, полученная в несвязанной постановке, пропор-
циональна моменту инерции поперечного сечения и, следовательно, выпучивание будет происходить в направлении
перпендикулярном оси, относительно которой момент инерции будет принимать минимальное значение.
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Общее решение данного уравнения имеет следующий вид:

δυ = δC1 sin(kx3) + δC2 cos(kx3) + δC3x3 + δC4

δCj – бесконечно малые постоянные.
Чтобы найденное решение удовлетворяло граничным условиям (4.28) постоянные δC2, δC3

и δC4 должны равняться нулю и, при отличном от нуля δC1:

kl = πn, n ∈ N

Эйлеровой критической длине соответствует случай n = 1:

lE
r = π

k
= πr

√
E

σ
(4.34)

r =
√

Jx1/Ar – радиус инерции поперечного сечения стержня.
Для стержней из СПФ значения модуля упругости и, соответственно, Эйлеровой критиче-

ской длины, монотонно убывают с ростом объемной доли мартенситной фазы. Таким образом
в несвязанной постановке критическая длина определяется формулой (4.34), в которой следует
положить E = EM .

4.3.5 Случаи

В случае обратного фазового перехода при использовании связанных постановок задачи
устойчивости согласно результатам, полученным в пунктах 4.1.3 и 4.2.4, величины приращений
параметров состояния и, соответственно, критических параметров зависят от истории термо-
механического деформирования элемента. К способам подготовки элементов, соответствующим
Случаям I и II, добавим еще два (рис. 4.6):

III. Растяжение в режиме мартенситной неупругости, за которым следует разгрузка и по-
следующее нагружение сжимающими напряжениями.

IV. Нагружение, повторяющее Случай III, за которым следует увеличение действующих
напряжений.

Из результатов экспериментов на реверсивное [125] и циклическое [128] нагружение об-
разцов из никелид титана, находящихся в полностью мартенситном фазовом состоянии, следует,
что во время структурного деформирования данный СПФ демонстрирует поведение, аналогичное
эффекту Баушингера, наблюдаемому при пластическом деформировании металлов. Поэтому, при
рассмотрении Случаев III и IV, следует использовать Модели с комбинированным упрочнением.
Реверсивное монотонное нагружение (рис. 4.6) можно представить в виде последовательности
состоящей из трех этапов:

– Упругого сжатия (Случай IV) – синяя вертикальная линия.
– Структурного деформирования, во время которого происходит упрочнение по трансляци-
онному механизму (Случай III) – зеленая линия.
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Рисунок 4.6 –– Способы подготовки стержня.

– Структурного деформирования, во время которого имеет место комбинированное упроч-
нение (Случай I) – красная линия.

Важно отметить, что в Случаях I и III точки, изображающие состояние в пространстве на-
пряжений, принадлежат поверхности активного нагружения, соответствующей рассматриваемому
подготовительному процессу, а в Случаях II и IV не принадлежат.

4.3.6 Анализ устойчивости в термомеханически связанных постановках

При переходе стержня к смежной форме равновесия в его поперечном сечении возника-
ют зоны дополнительной догрузки и разгрузки. Положение границы, разделяющей данные зоны,
зависит от рассматриваемой постановки задачи устойчивости и, в концепции ВН, величины вари-
ации внешней нагрузки. Рассмотрим сначала концепцию ВН, в которой области дополнительной
разгрузки δσ1 > 0 и догрузки δσ2 < 0, разделены некоторой линией x2 = y0 ∈ [−1, 1].

Из гипотезы плоских сечений (4.29) и выражений для приращений полных напряжений
(4.16), с учетом соотношений (4.23), следует8:

δσ =


x2 − y0

Ψ1
|δκ|, x2 ⩾ y0

x2 − y0

Ψ2
|δκ|, x2 < y0

(4.35)

8Предполагается, что стержень выпучивается в направлении оси Ox2: δκ = δυ′′ < 0.
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y0 = δε0

δκ
– координата поперечного сечения стержня, разделяющая зоны дополнительной до-

грузки и разгрузки.
В концепции ВН уравнение равновесия сил (4.31), с учетом (4.35):

fP (τr, y0) =
y0∫

−1

y − y0

Ψ2
b(y)dy +

1∫
y0

y − y0

Ψ1
b(y)dy − τr = 0, τr = δP

|δκ|
(4.36)

Предположим, что отношение приращения нагрузки и вариации кривизны опорной линии
стержня τr принимает конечные значения.

Соотношение (4.36) можно рассматривать, как определение функции y0 = y0(τr). По тео-
реме о неявной функции [30]:

dy0

dτr

= −
fP

,τr
[τr, y0(τr)]

fP
,y0 [τr, y0(τr)]

= −Ψ1

Ar

1 −
(

1 − Ψ1

Ψ2

)
1

Ar

1∫
y0

b(y)dy

−1

(4.37)

Если Ψβ > 0 или Ψβ < 0, то в формуле (4.37) множитель в квадратных скобках положи-
телен и y0 является монотонно убывающей или возрастающей функцией τr. Если Ψ1 и Ψ2 имеют
противоположные знаки, тогда, согласно определению (4.35), во всем объеме стержня происхо-
дит дополнительная догрузка или разгрузка и должно выполняться равенство Ψ1 = Ψ2. Таким
образом установлено, что знаки функций Ψ1 и Ψ2 должны совпадать.

Случаям, когда все поперечное сечение претерпевает дополнительную догрузку (y0 = 1) и
разгрузку (y0 = −1), соответствуют значения τr равные9 −Ar/Ψ2 и Ar/Ψ1. В стержне одновре-
менно присутствуют зоны дополнительной догрузки и разгрузки, когда −Ar/Ψ2 < τr < Ar/Ψ1.

Уравнение равновесия изгибающего момента (4.32) можно переписать следующим образом:

δυ′′ + η2δυ = 0, η2 = Arσ

 y0∫
−1

y − y0

Ψ2
yb(y)dy +

1∫
y0

y − y0

Ψ1
yb(y)dy

−1

(4.38)

Решение данного уравнения, удовлетворяющее граничным условиям (4.28), имеет следу-
ющий вид:

l = π

η(ξ,σ, y0)
(4.39)

В концепции ФН положение границы разделяющей области дополнительной разгрузки и
догрузки определяется из уравнения (4.36). В концепции ВН требуется минимизировать (4.39)
относительно y0 ∈ [−1, 1]. Чтобы определить характер зависимости критической длины стержня
от положения нейтральной линии, продифференцируем η2 по y0:

d(η2)
dy0

= Ψ2 − Ψ1

Ψ1Ψ2

1∫
y0

yb(y)dy

Поскольку интеграл в правой части данного равенства, с учетом ограничения y0 ⩾ −1,
может принимать только неотрицательные значения, критическая длина являются монотонной
функцией y0 и достигает экстремумов при y0 = ±1.

9Учтено, что интеграл от нечетной функции yb(y) на отрезке от −1 до 1 равен нулю.
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Во время прямого фазового перехода, происходящего под действием постоянных напря-
жений, состояние стержня в тривиальном процессе и, соответственно, значения функции η

полностью определяются величинами действующего напряжения и объемной доли мартенсит-
ной фазы. При обратном фазовом переходе внутреннее состояние стержня зависит от способа его
подготовки и определяется полным набором внутренних переменных ξ. В итоге для прямого и
обратного фазового переходов определение критической длины сводится к задаче одномерной
оптимизации:

lr = π

max
0⩽q⩽1

{η(ξ,σ)}
(4.40)

4.3.7 Результаты

Прямой переход

В данном пункте для аппроксимации диаграммы прямого перехода используется функция
Лапласа:

εphst = sign(σ)ρf
Dφf (|σ|), φf =

√
2
π

x
σ0∫

0

e−t2
dt (4.41)

σ0 – параметр масштаба.
На рис. 4.7 изображены зависимости критических длин, нормированных относительно Эй-

леровой критической длины, от безразмерных напряжений σ̄ = −σ/σ0 для стержня круглого
поперечного сечения при различных значения параметра σ0. Из данного рисунка следует, что с
увеличением параметра σ0 критическая длина стержня уменьшается. Критические нагрузки, по-
лученные при решении задачи устойчивости в дважды связанной постановке, больше, чем при
решении задачи в однократно связанной постановке, и меньше, чем при решении задачи с ис-
пользованием несвязанной постановки. Качественно полученные выводы полностью согласуются
с результатами анализа устойчивости стойки Шенли на стержнях из СПФ (пункт 4.2.4).

Результаты испытаний, проведенных в работе [55], подтверждают тот факт, что решения,
полученные с помощью связанных постановок существенно лучше описывают эмпирические дан-
ные, чем решения, полученные в несвязанной постановке. При этом авторы отмечают, что для
исследуемых образцов, в роли которых выступали относительно тонкие цилиндрические стержни
круглого поперечного сечения, экспериментальным данным лучше всего соответствуют решения,
полученные в предположении об изотермическом характере процесса перехода в смежную форму
равновесия. Следует отметить, что согласно дальнейшим экспериментальным исследованиям тех
же авторов, элементы из СПФ, обладающие другой геометрической формой, такие как пластины,
могут терять устойчивость при нагрузках, которые более точно описываются в рамках предполо-
жения об адиабатическом характере возмущенного процесса [58].

Представленные в данном разделе результаты опубликованы в работе [50; 131].
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Рисунок 4.7 –– l̄r – критическая длина, отнесенная к Эйлеровой длине, σ̄ – безразмерные напряже-
ния. Пунктирные/сплошные/штриховые линии – σ0 = 340/170/85 [МПа]; 1, 2 – дважды связанная
постановка, 3, 4 — однократно связанная постановка; 1, 3 – ФН, 2, 4 – ВН, 5 – несвязанная поста-

новка.

Обратный переход

Рассмотрим цилиндрический стержень круглого поперечного сечения, начальные деформа-
ции которого определяются в соответствии с Случаями, описанными в пунктах 2.4.3 и 4.3.5. Для
аппроксимации диаграмм прямого перехода и мартенситной неупругости используется функция
гамма-распределения (2.22), с различными значениями параметров масштаба и формы. Допол-
нительное структурное деформирование, вызванное переходом к смежной форме равновесия,
описывается в рамках Модели 2.

На рис. 4.8 а) представлены зависимости безразмерных критических длин стержня l̄ = lr/h10

от безразмерного напряжения σ̄ = σ/d, d = 34.66 [МПа]. Разрывы первого рода у критических
кривых, полученных в рамках связанных постановок задачи устойчивости, связаны с резким изме-
нением режима деформирования. При переходе отСлучая IV кСлучаю III в возмущенном процессе
наряду с дополнительным упругим деформированием, в той части поперечного сечения стержня,
где выполняются условия активного нагружения, имеет место дополнительное структурное де-
формирование, во время которого происходит упрочнение по трансляционному механизму. При
переходе от Случая III к Случаю I дополнительное трансляционное упрочнение сменяется на ком-
бинированное.

Качественно решения, найденные при рассмотрении Случаев I и IV, находятся в хорошем
согласовании с результатами, полученными в пункте 4.2.4 для стойкиШенли. При этом Случай IV
эквивалентен Случаю II. Поскольку решения, полученные для Случая III в связанных постановках

10h = 2 согласно принятым в начале данного раздела допущениям относительно формы поперечного сечения
стержня 4.3.1.
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при использовании концепций ФН и ВН практически неразличимы, можно сделать вывод о том,
что потеря устойчивости для рассматриваемого способа задания начальных фазово-структурных
деформаций в стержне происходит в результате дополнительного структурного деформирования,
которое не сопровождается дополнительным фазовым переходом и, согласно [108], соответствует
полностью мартенситному фазовому состоянию. Также следует отметить, что наименьшие кри-
тические длины достигаются именно в Случае III.

а) Случаи I-III-IV.
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б) Случай IV.
Рисунок 4.8 –– 0 – несвязанная постановка, 1 (непрерывная) и 3 (пунктирная) – однократно свя-
занная постановка в концепциях ФН и ВН, 2 (непрерывная) и 4 (пунктирная) – дважды связанная

постановка в концепциях ФН и ВН.

На рис. 4.8 б) изображены зависимости критических длин, полученных в связанных поста-
новках задачи устойчивости, от начальных фазово-структурных деформаций для Случая IV при
σ = 173 [МПа]. Из данного графика видно, что с ростом абсолютных величин предварительных
фазово-структурных деформаций, накопленных в стержне перед началом обратного фазового пе-
рехода, критическая длина уменьшается, причем, данная зависимость является строго монотонной
и существенно нелинейной.

Взаимное расположение кривых для различных постановок и концепций практически не
зависит от рассматриваемого Случая. Однократно связанная постановка и концепция ВН дают
меньшие значения критических длин, чем дважды связанная постановка и концепция ФН, соот-
ветственно.

Представленные результаты опубликованы в работах [28; 49; 107; 108].

4.4 Пластина

Данный раздел посвящен анализу устойчивости пластин из СПФ, претерпевающих прямые
фазовые переходы, происходящие под действием постоянных напряжений.
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4.4.1 Соглашение об индексах

В данном разделе при работе с компонентами тензоров используются специальные правила
именования индексов.

Одиночный нижний индекс i, в случае тензоров напряжений и деформаций, зарезервирован
для обозначения интенсивностей данных тензоров. Греческие и латинские буквы используются
для обозначения индексов, когда соотношения справедливы в двухмерных и трехмерных слу-
чаях, соответственно. При использовании в одном выражении индексов обозначенных разными
буквами, подразумевается, что они принимают различные значения и удовлетворяют условиям
круговой перестановки.

Немое суммирование по повторяющимся индексам подразумевается, если:
– В записи одной из компонент тензора используются повторяющиеся индексы α, k или m:

cαα = c11 + c22, ckk = c11 + c22 + c33 ̸= cjj, j = 1, 2, 3.

– При свертке тензоров:

bβαcαγ =
2∑

α=1
bβαcαγ, cijcij =

3∑
m=1

3∑
n=1

c2
mn

Наборы повторяющихся индексов, по которым не происходит внутреннее суммирование,
при осуществлении суммирования отождествляются с одним индексом, соответствую-
щим данному набору:

aββbββ = a11b11 + a22b22, aβγbγγ = aβ1b11 + aβ2b22

cij и bij – произвольные тензоры.
Если любое из указанных выше правил работы с индексами не выполняется, то это явно

оговаривается в тексте.

4.4.2 Геометрия и граничные условия

Рассмотрим прямоугольную пластину из СПФ, которая имеет длину ap, ширину bp и тол-
щину hp. Далее для описания геометрии пластины будем использовать безразмерные параметры
h̄ = hp/bp, ā = ap/bp. Тонкостенными будем называть пластинки, для которых h̄ < 0.05.

Введем правую прямоугольную декартову систему координат Ox1x2x3 таким образом,
чтобы плоскость Ox1x2 совпадала с срединной плоскостью пластины в недеформированном со-
стоянии, а точка O находилась в одном из ее углов. Оси Oxβ принадлежат боковым граням
пластины и направлены таким образом, чтобы длина отсчитывалась вдоль оси Ox1, а ширина
вдоль оси Ox2.
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Пластина шарнирно оперта по периметру:

w
∣∣∣
x1=0

= w
∣∣∣
x1=ā

= w,11

∣∣∣
x1=0

= w,11

∣∣∣
x1=ā

= 0

w
∣∣∣
x2=0

= w
∣∣∣
x2=1

= w,22

∣∣∣
x2=0

= w,22

∣∣∣
x2=1

= 0
(4.42)

На параллельных боковых гранях пластины действуют одинаковые по величине и равномер-
но распределенные по длине соответствующих граней нормальные удельные усилия Nββ.

4.4.3 Гипотеза прямых нормалей

В качестве основы для кинематического описания формоизменения пластины используется
классическая теория пластин Кирхгоффа [14; 70], в рамках которой предполагается, что:

– Прямолинейные материальные отрезки, перпендикулярные срединной плоскости пла-
стины до изгиба, остаются после деформации прямыми, нормальными к изогнутой
срединной поверхности после изгиба и сохраняют свою первоначальную длину.

– Нормальные напряжения на площадках, параллельных изогнутой срединной поверхности
пластины малы по сравнению с другими компонентами тензора напряжений и поэтому
ими можно пренебречь.

– Прогиб пластинымал по сравнению с ее толщиной и справедливы линейные соотношения
между деформациями и перемещениями.

Приводимые далее кинематические соотношения получены в рамках линейной теории, ко-
торая основана на пренебрежении слагаемыми имеющими порядок величины h̄ ≪ 1.

Перемещения произвольной точки пластины определяются соотношениями:

uβ = u0
β − x3w,β (4.43)

u0
β = u0

β(x1, x2) – перемещения точек пластины принадлежащих срединной плоскости, w =
w(x1, x2) – перемещения точек пластины вдоль оси x3. Из определения тензора малых дефор-
маций, с учетом (4.43), получим:

εαβ = eαβ − x3w,αβ, eαβ = 1
2
(
u0
α,β + u0

β,α

)
(4.44)

Условие совместности полных деформаций, с учетом выражения (4.44), принимает следу-
ющий вид [32]:

e11,22 + e22,11 = 2e12,12 (4.45)
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4.4.4 Уравнения равновесия

Уравнения равновесия сил и моментов для пластины, перешедшей к смежной форме равно-
весия, имеют следующий вид [88]:

δNβα,α = δNΓ
ββ (4.46)

δNαβ и δNΓ
ββ – приращения удельных усилий и поверхностных сил, действующих в плоскости

пластины и на ее боковых гранях, соответственно.

δQα,α = −(Nαβδw,αβ + w,αβδNαβ) (4.47)

Qβ – поперечные усилия, действующие на площадках с нормалями, коллинеарными осям Oxβ.

δMβα,α = δQβ (4.48)

Mββ и Mαβ – изгибающие и крутящие моменты.
Вариации удельных усилий и моментов определяются уравнениями:

δNαβ =

h̄
2∫

− h̄
2

δσαβdx3 (4.49)

и

δMαβ =

h̄
2∫

− h̄
2

δσαβx3dx3 (4.50)

Поскольку в тривиальном процессе прогиб пластины и касательные усилия отсутствуют,
а нормальные усилия Nββ однородным образом распределены по объему пластины, уравнение
(4.47) можно переписать следующим образом:

δQα,α = −Nββδw,ββ (4.51)

Исключив из данного выражения вариации перерезывающих сил, при помощи уравнений
равновесия для приращений моментов (4.48), получим:

δM11,11 + 2δM12,12 + δM22,22 = −Nββδw,ββ (4.52)

Приращения деформаций

Вариации упругих деформаций определяются из соотношения (2.2):

δεe
ββ = (BEσαα − BGσγγ)δq + δσαα

E(q)
− δσγγ

2G(q)

δεe
12 = BGσ12δq + δσ12

2G(q)
, BG = GA − GM

2GAGM

(4.53)
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Приращения фазовых деформаций задаются выражениями (4.3) и (4.4). Согласно результа-
там, полученным в пункте 4.1.3, при потере устойчивости, вызванной прямым фазовым перехо-
дом, происходящим под действием постоянных напряжений, вариации структурных деформаций
для всех рассматриваемых концепций тождественно равны нулю.

Приращение параметра фазового состава

В тривиальном процессе деформирования касательные напряжения отсутствуют и вариация
интенсивности напряжений определяется выражением:

δσi = 3
2
σ′

ij

σi

δσ′
ij = 1

σi

[(
σ11 − σ22

2

)
δσ11 +

(
σ22 − σ11

2

)
δσ22

]
, σi =

√
σ2

11 + σ2
22 − σ11σ22 (4.54)

Продолжая преобразования для случае прямого фазового перехода, начатые в пункте (4.1.3),
с учетом (4.54), перепишем уравнение (4.14) следующим образом11:

Θδq = Υβδσββ

Θ = 1 + λ(q)
Cσ

[
∆U + ρ

f
Dσiφf (σi) + D

2
σ2

i + C

2
σ2

kk + ε0σkk

]
∆S

λ(q)
Υγ =

[
C − A(q,σi)

2σi

]
σαα + 3A(q,σi)

2σi

σγγ + αq
∆S

Cσ

T (q,σ11,σ22) + ε0

(4.55)

Полученное выражение справедливо для дважды связанной постановки задачи устойчиво-
сти. При рассмотрении однократно связанной постановки в уравнении (4.55) следует положить:

Θ ≡ 1
∆S

λ(q)
Υγ =

[
C − A(q,σi)

2σi

]
σαα + 3A(q,σi)

2σi

σγγ + ε0

Поскольку рассматривается случай прямого перехода, дополнительный фазовый переход
имеет место только в той части пластины, где приращение параметра фазового состава строго
положительно. Таким образом, в выражениях для вариаций фазовых (4.3) и упругих (4.53) дефор-
маций, можно переопределить вариацию объемной доли мартенситной фазы следующим образом:

δq = ⟨δq⟩ = H(δq)δq (4.56)

11При выводе учтено, что в тривиальном процессе σ12 ≡ 0.
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Приращения напряжений

Приращения полных деформаций с учетом (4.53), (4.3), (4.55) и (4.56) принимают следу-
ющий вид: 

Sβδσ11 + Dβδσ22 = δεββ

δσ12

2G
= δε12

S1 = Υ1η1H(δq) + 1
E

, S2 = Υ1η2H(δq) + 1
E

− 1
2G

,

D1 = Υ2η1H(δq) + 1
E

− 1
2G

, D2 = Υ2η2H(δq) + 1
E

,

ηβ = 1
Θ

[
BEσαα − BGσγγ + ε0 + ρ

f
D

φf (σi)
σi

(
σββ − σγγ

2

)]
(4.57)

При помощи стандартных алгебраических преобразований [84], пренебрегая зависимостью
функций Sβ и Dβ от приращений напряжений, разрешим систему (4.57) относительно компонент
вариаций напряжений:

δσββ = Kβδε11 + Pβδε22

δσ12 = 2Gδε12

K1 = D2

F
, P1 = −D1

F
, K2 = −S2

F
, P2 = S1

F
, F = S1D2 − S2D1.

(4.58)

4.4.5 Решение задач устойчивости

Уравнение (4.52), используя определения вариаций моментов (4.50), с учетом выражений
для приращений напряжений (4.58), можно записать следующим образом12:

Dβγδw,βγβγ = Nββδw,ββ (4.59)

Выражения, определяющие значения функциональных коэффициентов Dαβ, меняются в за-
висимости от рассматриваемой постановки и концепции.

Решение уравнения (4.59), удовлетворяющее всем граничным условиям (4.42), может быть
представлено в виде двойного тригонометрического ряда [81]:

δw =
∑

m,n>0
δamn sin

(
mπx1

ap

)
sin

(
nπx2

bp

)
(4.60)

бесконечно малые коэффициенты δamn предполагаются независящими от x1 и x2.

12При выводе учтено, что в тривиальном процессе N12 ≡ 0.
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Несвязанная постановка

При решении задачи устойчивости в несвязанной постановке все функциональные коэффи-
циенты Dαβ в уравнении (4.59) одинаковы и равны цилиндрической жесткости пластины:

D =
E(q)h3

p

12[1 − ν2(q)]
(4.61)

После подстановки (4.61) и (4.60) в (4.59) условие существования нетривиальной формы
равновесия пластины может быть записано следующим образом:

n2σ̄22 = D̄(q)
[(

m

ā

)2
+ n2

]2

−
(

m

ā

)2
σ̄11, D̄ = π2

12
h̄2 Ē(q)

1 − ν2(q)
(4.62)

σ̄αβ = −σαβ/σY – безразмерные напряжения.
Поскольку цилиндрическая жесткость пластины и, соответственно, функция D̄ монотонно

убывает с ростом объемной доли мартенситной фазы, поиск области устойчивости в пространстве
безразмерных главных напряжений сводится к решению задач безусловной дискретной оптими-
зации функции σ̄22(σ̄11 = const, q ≡ 1, m, n), явно заданной уравнением (4.62) для различных
фиксированных значений σ̄11.

Связанные постановки

В общем случае выражения для вариаций напряжений (4.58) являются неявными, посколь-
ку коэффициенты Kβ и Pβ зависят от знака вариации параметра фазового состава, определяемого
уравнением (4.55). Чтобы определить истинные значения приращений напряжений и вариации
параметра фазового состава в произвольной точке пластины, можно использовать следующий ал-
горитм:

1. Вычислять значения вариаций напряжений в предположении, что объемная доля мартен-
ситной фазы получает некоторое положительное приращение.

2. Проверить выполнение необходимого условия дополнительного фазового перехода
Υβδσββ > 0 ⇔ δq > 0.

3. Если проверка, выполненная на предыдущем шаге, показывает, что вариация объемной
доли мартенситной фазы отрицательна, провести повторное вычисление вариаций напря-
жений, предполагая, что дополнительное фазовое превращение в рассматриваемой точке
отсутствует.

Недостатком описанного способа является то, что определение значений вариаций напря-
жений, которое должно осуществляться на первом и, в некоторых случаях, третьем шаге, требует
введения ряда дополнительных гипотез относительно величин приращений перемещений точек,
принадлежащих срединной поверхности пластины. Вместо того чтобы дальше развивать данный
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подход, рассмотрим два альтернативных способа отыскания решения задачи устойчивости, осно-
ванных на применении концепций ВН и ФН.

Концепция ВН

Предположим, что за счет специального выбора значений приращений нормальных усилий,
действующих на боковых гранях пластины, можно добиться выполнения условия δq > 0 во всех
точках пластины одновременно. Тогда уравнения для приращений моментов (4.50) могут быть
проинтегрированы с учетом выражений для вариаций напряжений (4.58):

δMββ = −
h3

p

12
(K+

β δw,11 + P +
β δw,22), δMαβ = −

h3
p

6
Gδw,αβ (4.63)

Верхний индекс ”+” у функциональных коэффициентовKβ и Pβ означает, что при их вычислении
следует положить H(δq) ≡ 1.

Подстановка (4.63) в (4.52) позволяет определить коэффициенты в уравнении (4.59), соот-
ветствующие рассматриваемой концепции:

D11 =
h3

p

12
K+

1 , D12 = D21 =
h3

p

24
(P +

1 + K+
2 + 4G), D22 =

h3
p

12
P +

2 (4.64)

После подстановки (4.64) и (4.60) в (4.59) условие появления смежной формы равновесия
пластины может быть представлено в следующем виде:

(
m

ā

)4
D̄11 +

(
m

ā

)2
(2n2D̄12 − σ̄11) + n4D̄22 − n2σ̄22 = 0, D̄αβ = π2

b2
php

Dαβ

σY

(4.65)

Поиск области устойчивости в пространстве безразмерных главных напряжений сводится
к решению задач смешанной оптимизации функции σ̄22(σ̄11 = const, q, m, n), неявно заданной
уравнением (4.65), для различных фиксированных значений σ̄11.

Концепция ФН

Пластина после перехода к смежной форме равновесия может быть разделена на зоны, в ко-
торых происходит и не происходит дополнительный фазовый переход [64]. Как было отмечено
в пункте 4.4.5, уравнение равновесия моментов (4.59) и граничные условия (4.42) удовлетво-
ряются тождественно, если прогиб пластины определяется выражением (4.60). В таком случае
нетривиальная равновесная форма пластины может быть разбита на криволинейные ячейки, в
которые перешли параллелепипеды со сторонами ap/m, bp/n и hp. У смежных ячеек, имеющих
общие грани, прогибы антисимметричны относительно срединной плоскости недеформирован-
ной пластины и соответствующей грани, а ячейки, имеющие одно общее ребро, симметричны,
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относительно линии проходящей, через данное ребро. Таким образом, чтобы определить поло-
жение всех зон, в которых происходит дополнительный фазовый переход, достаточно определить
границы этих зон в одной из ячеек периодичности пластины.

Поскольку знак вариации параметра фазового состава меняется на противоположный если
одновременно меняются знаки обоих нормальных напряжений σββ, зоны, прилегающие к верх-
ней и нижней граням ячейки должны различаться. Предположим, что каждая ячейка содержит
ровно две зоны в одной из которых имеет место дополнительный фазовый переход и упругое де-
формирование, а во второй только упругое деформирование. Данные зоны разделяет некоторая
поверхность z = z(x1, x2), от положения которой зависят локальные значения вариаций напря-
жений.

4.4.6 Результаты

В данном разделе приводятся решения задач устойчивости квадратных пластин из СПФ при
прямом фазовом переходе, происходящем под действием постоянных напряжений, для несвязан-
ной, однократно и дважды связанных постановок в концепции ВН. Представленные результаты
опубликованы в работе [109].

Пропорциональное нагружение

Рассмотрим два частных случая:
– На всех гранях пластины действуют одинаковые сжимающие напряжения:

σ̄11 = σ̄22 = p

– На двух параллельных гранях пластины действуют одинаковые сжимающие напряжения,
а две другие грани свободны от напряжений:

σ̄11 = p1, σ̄22 = 0

Для двух данных типов граничных условий в напряжениях обозначим критические значения
нагрузок, полученных в рамках несвязанной постановки, pE = pE(h̄) и p1 = pE

1 (h̄).
На рис. 4.9 следует отметить важную качественную особенность – различия между реше-

нием, полученным в предположении об упругом характере потере устойчивости, и решениями,
полученными в связанных постановках, монотонно увеличивается с ростом толщины пластины.
Данная закономерность также наблюдалась в экспериментах, проведенных в работе [58]. Вза-
имное расположение кривых, полученных для различных постановок, остается таким же, как в
случаях стойки Шенли и стержня: связанные постановки дают меньшие значения критических
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Рисунок 4.9 –– Зависимость критических нагрузок p̄ (пунктирные линии) и p̄1 (непрерывные ли-
нии), нормированных относительно pE и pE

1 , соответственно, от безразмерной толщины пластины.
Красные и синие линии соответствуют дважды и однократно связанным постановкам.

нагрузок, чем несвязанная постановка, а однократно связанная постановка ограничивает дважды
связанную снизу.

Согласно экспериментальным данным, полученным в работе [58], при решении практиче-
ских задач следует использовать постановку, которая занимает промежуточное положение между
однократно и дважды связанной. Для этого можно совместно с дважды связанной постановкой
использовать параметр потерь, который численно равен теплу, рассеивающемуся в местах крепле-
ния элемента за счет теплопроводности и окружающую среду в результате процессов конвекции и
излучения, во время перехода к смежной форме равновесия. Значения данного параметра должны
зависеть от геометрических размеров пластины и могут быть найдены при помощи эмпириче-
ских, аналитических или численных методов.

Двухосное нагружение

Пусть на двух параллельных боковых гранях пластины действуют одинаковые равномер-
но распределенные нормальные напряжения σ11, а на других двух гранях σ22 подбираются таким
образом, чтобы данные напряжения имели минимальные по модулю значения, для которых воз-
можно существование смежной формы равновесия.

Согласно рис. (4.10) область устойчивости пластины, полученная в рамках несвязанной
постановки, является выпуклой и содержит аналогичные области для связанных постановок,
границы которых не являются выпуклыми. Критическая поверхность, найденная при помощи
однократно связанной постановки, соответствует наименьшей области устойчивости среди всех
рассматриваемых постановок. Увеличение толщины пластины приводит к росту различий между
решениями, полученными в различных постановках, причем, данные различия существенно боль-
ше при сравнении несвязанной и однократно или дважды связанной постановками, чем между
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Рисунок 4.10 –– Критические поверхности для пластин, обладающих толщинами h̄ =
0.04, 0.06, 0.1.

Черные линии – несвязанная (0) постановка (упругое решение),
Красные/Синие линии – дважды (2)/однократно (1) связанная постановка в концепции ВН,

Зеленая линия – поверхность текучести Мизеса.

связанными постановками. Наибольшие отличия между решениями, полученными в различных
постановках задачи устойчивости, достигаются в случае двухосного нагружения одинаковыми
сжимающими напряжениями.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем:
1. Термомеханически связанным постановкам соответствуют существенно меньшие значе-

ния критических параметров по сравнению с несвязанной постановкой.
2. Критические значения параметров, найденные при помощи дважды связанной поста-

новки, превосходят аналогичные значения, полученные при использовании однократно
связанной постановки.

3. Критические значения параметров, найденные для концепции ФН, превосходят анало-
гичные значения, полученные для концепции ВН.

4. При потере устойчивости, вызванной обратным фазовым переходом, дополнительное
структурное деформирование не имеет места.

5. При потере устойчивости, вызванной обратным фазовым переходом, критическая на-
грузка уменьшается с ростом абсолютных величин фазово-структурных деформаций,
накопленных перед началом данного перехода.

6. С увеличением гибкости элемента, которая может выражаться в росте длины стержня
или уменьшении толщины пластины, при сохранении остальных геометрических пара-
метров неизменными, влияние дополнительного фазового перехода на процесс потери
устойчивости существенно снижается.

Перспективными направлениями будущих исследований является решение задачи устой-
чивости пластины из СПФ при прямом и обратном фазовых переходах, происходящих при
постоянных действующих напряжениях, в дважды термомеханически связанной постановке для
концепции ФН.

В заключение автор выражает благодарность научному руководителю Мовчану А.А. за
научное руководство, обсуждение промежуточных и итоговых результатов, а также ценные реко-
мендации по усовершенствованию диссертационной работы. Также автор благодарит создателей
шаблона *Russian-Phd-LaTeX-Dissertation-Template* за помощь в оформлении диссертации.
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Список сокращений и условных обозначений

δij символ Кронекера, стр. 21
[S] Скобки Айверсона, возвращают значение 1, если логическое утверждение S

истинно и 0 в противном случае, стр. 32
α Угол отклонения вертикальной оси симметрии рамки стойки Шенли, стр. 52
αφ Параметр формы функции гамма распределения, аппроксимирующей φ,

стр. 30
αA Коэффициент термического расширения в аустенитном фазовом состоянии,

стр. 22
αM Коэффициент термического расширения в мартенситном фазовом состоянии,

стр. 22
αq Коэффициент термического расширения, стр. 22
ξ Набор параметров, значения которых однозначно определяют внутреннее со-

стояние материала, стр. 31
∆S Изменение объемной плотности энтропии при осуществлении полного пря-

мого или обратного фазового переходов, стр. 25
∆U Изменение объемной плотности внутренней энергии при осуществлении

полного прямого или обратного фазового переходов, стр. 25
δ(·) Приращение соответствующего параметра при переходе к смежной форме

равновесия, стр. 46
⟨·⟩ Скобки Маколея, возвращают значение неотрицательного аргумента и ноль в

противном случае, стр. 32
µc Параметр вида тензора cij , стр. 22
ν Коэффициент Пуассона, стр. 21
σ Напряжения нормированные относительно пластического предела текучести,

стр. 53
ρ Объемная плотность, стр. 26
σ0

ij направляющий тензор девиатора напряжений с единичной интенсивностью,
все компоненты которого являются безразмерными константами, стр. 93

σi =
√

3
2
σ′

ijσ
′
ij Интенсивность тензора напряжений, стр. 22

σY Дислокационный предел текучести, стр. 26
υ прогиб стержня, стр. 57
ε∗

ij Фазово-структурные деформации на момент начала обратного фазового пре-
вращения, стр. 45

ε0 Деформация, определяющая объемный эффект (прямого) фазового перехода,
стр. 22

ε0
ij направляющий тензор девиатора фазово-структурных деформаций с единич-

ной интенсивностью, стр. 93
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εe
ij Компоненты тензора упругих деформаций, стр. 21
εM

ij Девиатор собственной фазово-структурной деформации мартенсита, стр. 24
εT

ij Компоненты тензора температурных деформаций, стр. 21
εeT

ij Компоненты тензора термоупругих деформаций, стр. 22
ε

phst
ij Компоненты тензора фазово-структурных деформаций, стр. 21

εi =
√

2
3
ε′

ijε
′
ij Интенсивность тензора деформаций, стр. 22

φ Материальная функция, определяющая радиус поверхности нагружения в
моделях с комбинированным упрочнением, стр. 24

φf Материальная функция, аппроксимирующая диаграмму прямого превраще-
ния, стр. 22

φm Материальная функция, аппроксимирующая диаграмму мартенситной
неупругости, стр. 24

Ac Площадь опорного стержня стойкиШенли в недеформированном состоянии,
стр. 51

ac Длина опорного стержня стойки Шенли в недеформированном состоянии,
стр. 51

ap Длина пластины, стр. 66
Ar площадь поперечного сечения стержня, стр. 57
aij тензор остаточных напряжений или трансляции, стр. 23
bc Ширина рамки стойки Шенли, стр. 51
bp Ширина пластины, стр. 66

c′
ij = cij − 1

3
ckkδij Девиатор тензора cij

Cσ Теплоемкость единицы объема при постоянном напряжении, стр. 25
D Цилиндрическая жесткость пластины, стр. 71
dλ Бесконечно малый скалярный множитель, который, в зависимости от поста-

новки, может являться функцией напряжений, температуры и внутренних
параметров состояния, стр. 23

dεph
ij Дифференциалы компонент тензора деформаций, связанные с структурными

механизмами деформирования, стр. 21
dεph

ij Дифференциалы компонент тензора деформаций, связанные с фазовыми ме-
ханизмами деформирования, стр. 21

dφ Параметр масштаба функции гамма распределения, аппроксимирующей φ,
стр. 30

E Модуль Юнга, стр. 21
EA Значение модуля Юнга в аустенитном фазовом состоянии, стр. 21
EM Значение модуля Юнга в мартенситном фазовом состоянии, стр. 21
eαβ Деформации срединной поверхности пластины, стр. 67
f Материальная функция, определяющая отношение между процессами зарож-

дения и развития мартенситных элементов, стр. 22
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fs поверхность нагружения с комбинированным упрочнением, стр. 23
G Модуль сдвига, стр. 21
g Функция кинематического упрочнения, стр. 24
GA Значение модуля сдвига в аустенитном фазовом состоянии, стр. 21
GM Значение модуля сдвига в мартенситном фазовом состоянии, стр. 21
H Функция Хевисайда, возвращающая 1, если аргумент является неотрицатель-

ным числом и 0 в противном случае, стр. 32
hp Толщина пластины, стр. 66
Jxj

осевой момент инерции относительно оси xj , стр. 57
K Объемный модуль упругости, стр. 25
KA Значение объемного модуля упругости в аустенитном фазовом состоянии,

стр. 25
KM Значение объемного модуля упругости в мартенситном фазовом состоянии,

стр. 25
kq Коэффициент теплопроводности, стр. 25
Lc Высота рамки стойки Шенли, стр. 51
Mαβ Крутящие моменты (α ̸= β), стр. 68
Mββ Изгибающие моменты, стр. 68
NΓ

αβ Удельные усилия, действующие на боковых гранях пластины, стр. 68
Nαβ Удельные усилия, действующие в плоскости пластины, стр. 68
q параметр фазового состава или объемная доля мартенситной фазы, стр. 21
Qβ Поперечные усилия, действующие на площадках с нормалями коллинеарны-

ми осям Oxβ, стр. 68
r Радиус инерции поперечного сечения стержня, стр. 60
s∗ радиус поверхности упрочнения, стр. 23
sij тензор активных напряжений, стр. 23
T Температура, стр. 22
w Прогиб пластины, стр. 67
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Словарь терминов

СПФ : Сплавы с памятью формы
NiTi : Никелид титана или нитинол
Концепции : Определяют допустимую степень изменения граничных условий в момент по-

тери элементом устойчивости
ФН : Концепция фиксированной внешней нагрузки
ВН : Концепция варьированной внешней нагрузки
ФТ : Концепция фиксированной температуры
ВТ : Концепция варьированной температуры
Термомеханические постановки : Определяют набор переменных состояния, которые мо-

гут получать нетривиальные приращения в момент потери элементом устойчивости
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Приложение А

Пропорциональное нагружение

Будем называть механическое нагружение пропорциональным, если в каждый момент деви-
атор тензора напряжений может быть представлен в виде линейной функции одной переменной
[35]:

σ′
ij = σσ0

ij (А.1)

σ0
ij – направляющий тензор девиатора напряжений, все компоненты которого являются безразмер-

ными константами, σ – параметр нагружения, имеющий размерность напряжений.
Без ограничения общности можно считать, что для направляющего тензора σ0

ij выполняется
условие нормировки относительно интенсивности напряжений:

σ0
i =

√
3
2
σ0

ijσ
0
ij = 1, σi = |σ|

Из-за структуры определяющих соотношений, описанных в разделе 2.2, деформации, на-
капливаемые при пропорциональном нагружении, также меняются пропорциональным образом:

ε
phst′

ij = εphstε0
ij (А.2)

ε0
ij – направляющий тензор девиатора фазово-структурных деформаций, εphst – параметр дефор-
мирования.

Условие нормировки для направляющего тензора ε0
ij имеет следующий вид:√

2
3
ε0

ijε
0
ij = 1, ε

phst
i = |εphst|, ε0

ij = 3
2
σ0

ij
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Приложение Б

Технические средства

Для проведения научных вычислений, таких как обработка экспериментальных данных и
моделирование физических явлений, исследователи прибегают к помощи различных технических
средств [112]. Вшироком смысле технические средства могут быть разделенына платформыи тра-
диционные языки программирования. Обе категории подразумевают возможность использования
специализированных библиотек, расширяющих встроенный функционал. Под платформами под-
разумеваются среды, написанные на традиционных языках программирования, предназначенные
для интерактивного написания научных программ с помощью специально разработанных язы-
ков программирования.

Наиболее распространенными платформами для научных расчетов являются проприетар-
ные MATLAB и Mathematica, а также свободно распространяемый Octave. Преимуществом
при использовании платформ является возможность быстрого написания небольших программ,
использующих встроенные библиотеки и графические интерфейсы. К недостаткам применения
платформ можно отнести необходимость изучения узкоспециализированных языков программи-
рования, функционал которых часто не обеспечивает достаточной гибкости для проектирования
пользовательских программ со сложной структурой, и вынужденное повсеместное использование
высокоуровневых абстракций, часто приводящее к проблемам с производительностью и отладкой.

В современном научном программировании используются широкий набор языков програм-
мирования, от высокоуровневых, не требующих непосредственного управления ресурсами ком-
пьютера, динамически типизируемых языков, примерами которых являются Julia и Python,
до низкоуровневых статически типизируемых, таких как (C). Особое место среди них занимает
C++ [79; 80; 112], который с одной стороны является явно типизируемым и допускает управление
ресурсами на машинном уровне, а с другой стороны позволяет реализовывать высокоуровневые
абстракции. Помимо высокой производительности, наличия большого числа научных библиотек,
написанных на этом языке, возможности использовать различные парадигмы программирования
и абстракции при написании программ, данный язык в полной мере поддерживает многопоточные
вычисления [85].

Из-за ограниченности имеющихся вычислительных ресурсов и относительно большого
количества нетривиальных вычислений было принято решение использовать для реализации ал-
горитмов язык программирования C++ , а для построения графиков библиотеку Matplotlib языка
программирования Python.
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Приложение В

Оптимизация

Задача безусловной оптимизации [38] может быть поставлена при помощи определения па-
ры (X, f):

– Множество X – пространство поиска, формируемое допустимыми решениями
– Отображение f : X → Y – целевая функция1

Целью оптимизации является поиск глобально оптимального решения:

x∗ = arg min
x∈X

f(x) (В.1)

В данной работе множество X может быть как одномерным X = Xq, так и многомерным
X = Xq × Xm × Xn. Критериальное пространство Y , напротив, всегда одномерно.

Помимо явно заданных областей изменения переменных в задаче оптимизации также мо-
гут присутствовать дополнительные условия или ограничения, которые представляются в виде
системы равенств и/или неравенств: h(x) = 0

g(x) < 0
(В.2)

В.1 Методы оптимизации

Оптимальное решение в случае дискретного ограниченного пространства поиска может
быть найдено при помощи полного перебора. Данный подход применяется, когда оценка и срав-
нение всех допустимых решений может быть выполнено за приемлемое время.

Результат применения детерминированных методов, основанных на концепции локально-
го поиска, сильно зависит от выбора начальных приближений и рельефа целевой функции [33].
Когда пространство поиска очень велико и информация о его структуре отсутствует, а стоимость
вычисления целевой функции и/или ограничений являются высокими, для решения задачи опти-
мизации используют стохастические модификации локальных методов [33; 38] и эвристические
стратегии поиска [77; 111]. Данные методы позволяют вместо глобально оптимального решения
найти ”достаточно качественное” решение, которое является наименьшим из найденных локаль-
ных оптимумов или лучшим из проверенных решений.

Математически доказано, что все алгоритмы оптимизации работают одинаково хорошо при
усреднении по всем возможным задачам [161]. Поэтому при выборе метода минимизации для
решения конкретной задачи следует использовать максимальное количество информации об упо-
рядоченности пространства поиска, а также структуре целевой функции и ограничений.

1В задачах минимизации также называемая функцией стоимости или ошибок.
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В.1.1 Оптимизация непрерывных функций

В данной работе задачи минимизации гладких функций одной и двух переменных возника-
ют при решении задач устойчивости (глава 4) и определении значений материальных констант,
обеспечивающих наилучшую интерполяцию экспериментальных данных (пункт 2.3.2), соответ-
ственно.

Непрерывные задачи оптимизации можно решать при помощи дискретизации и примене-
ния исчерпывающего или эвристического поиска [37; 77], детерминированных локальныхметодов
различных порядков [33], а также стохастических модификаций данных подходов [38].

Если целевая функция является дифференцируемой, то при ее минимизации рационально
применять градиентные методы первого и второго порядков, которые позволяют быстро найти
локальный, а при выполнении определенных условий [4; 69; 72] и глобальный, экстремум. Когда
вычисление производных является дорогостоящей операцией и информация о рельефе целевой
функции отсутствует вместо или совместно с дифференциальными методами высших порядков
можно применять прямые методы нулевого порядка [98], не требующие вычисления производных.

Для поиска оптимальных значений одномерных и двухмерных функций использовались ал-
горитм Брента-Деккера [98] и линейный поиск, основанный на методе градиентного спуска [38],
соответственно.

В.1.2 Дискретная многомерная оптимизация

Анализ устойчивости пластин, как было показано в разделе 4.4, сводится к минимизации
функции двух дискретных переменных. Поиск решения существенно осложняется тем фактом,
что каждая из данных переменных может принимать сколь угодно большие значения. Задачи та-
кого типа могут, за счет искусственного ограничения пространства поиска, решаться при помощи
методов комбинаторной оптимизации [37] или эвристических подходов [77; 118; 150].
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