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Введение

Актуальность темы. Диссертация посвящена большим уклонениям
ветвящихся процессов в случайной среде (ВПСС). В работе рассматривают-
ся ВПСС с геометрическим распределением числа потомков одной частицы
(ВПССГ). Для данных процессов рассматривается асимптотика локальных ве-
роятностей больших уклонений.

Изучение ветвящихся процессов в случайной среде началось с работ В.
Смита и В. Вилкинсона [1] и К. Атрейи и С. Карлина [2]. Исторически наиболее
удобным для изучения является случай ВПССГ — из ранних работ, рассмат-
ривающих данный случай, можно отметить, например, работы М.В. Козлова
[3, 4]. Однако, в начале 21 века был сделан ряд значительных продвижений в
общей теории больших уклонений для ВПСС без предположения геометрично-
сти распределения (см., например, [5], [6], [7]).

В данной работе будет рассматриваться только случай ВПССГ. Это су-
щественное ограничение общности позволяет получить локальные предельные
теоремы на основе результатов А. Агрести ([8, 9]). Полученная асимптотика
вероятностей больших нижних уклонений для частного случая ВПССГ может
быть использована для получения более общих результатов. Так, например,
уже после написания данной работы вышла статья А.В. Шкляева [10], в кото-
рой один из наших результатов был обобщен на произвольное распределение
числа потомков одной частицы. Кроме того, случай ВПССГ является важным
случаем для приложения к теории случайных блужданий в случайной среде.

Для более полного ознакомления с теорией ветвящихся процессов в слу-
чайной среде читателю рекомендуется обратиться к книге В.А. Ватутина и Г.
Кёрстинга [11].

Настоящая работа посвящена теории больших уклонений для ВПССГ.
Теория предельных теорем стала основой классической теории вероятно-

стей. Методы, предложенные Г. Крамером [13], а именно, крамеровское преоб-
разование мер, позволили расширить классические результаты в случае н.о.р.
случайных величин на более широкую зону, включающую нормальные, умерен-
ные и большие уклонения. С использованием крамеровского преобразования
мер Р. Бахадур и Р. Рао [15] получили точную асимптотику больших уклоне-
ний для среднего сумм н.о.р. случайных величин. В той же задаче равномерная
в крамеровской зоне асимптотика для сумм н.о.р. случайных величин была по-
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лучена В.В. Петровым [16]. Отдельно отметим важные результаты Л. Шеппа
[17] и Ч. Стоуна [18], которые получили интегро-локальную теорему о больших
уклонениях, на которую в значительной мере опирается данная работа. В мно-
гомерном случае данная задача рассматривалась, например, А.А. Боровковым
и А.А. Могульским [14].

Для более полного ознакомления с теорией больших уклонений читателю
рекомендуется обратиться к книге А.А. Боровкова [19].

Для ветвящихся процессов в случайной среде хорошо изучена задача о
больших верхних уклонениях размера популяции, то есть исследована асимп-
тотика вероятностей P(𝑍𝑛 > exp(𝜃𝑛)), где 𝜃 > 𝜇, где 𝜇 — среднее шага со-
провождающего блуждания, которое будет введено позднее. В частности, для
ветвящихся процессов в случайной среде с геометрическим числом потомков
асимптотика такого рода вероятностей была получена М.В. Козловым [20, 21],
А.В. Шкляевым [22] и Д.В. Дмитрущенковым [23]. В общем случае (без пред-
положения геометрического распределения числа потомков одной частицы) В.
Бансайе и Ж. Берестицкий [24] получили логарифмическую асимптотику таких
вероятностей. Затем рядом исследователей, таких как Д. Бурашевски и П. Ди-
шевски [25], М.А. Струлёва и Е.И. Прокопенко [26] и А.В. Шкляев [27, 28, 29, 30],
была получена и точная асимптотика вероятностей больших уклонений, а также
описана траектория процесса при условии совершения им большого уклонения.
Аналогичные результаты были получены А.В. Шкляевым [31] не только для
ВПСС, но и для более общей модели ВПСС с частицами двух полов.

Задача о больших нижних уклонениях, то есть о нахождении асимп-
тотики вероятностей P(1 ≤ 𝑍𝑛 < exp(𝜃𝑛)), где 𝜃 < 𝜇, исследована значи-
тельно хуже. Для этого случая В. Бансайе, К. Боингхофф и Ж. Берестицкий
[32, 33, 34] получили только логарифмическую асимптотику. Отдельно отме-
тим, что традиционно задача о больших нижних уклонениях формулируется
только для надкритических ВПСС (𝜇 > 0), поэтому в данной работе большие
нижние уклонения для 𝜇 ≤ 0 не рассматриваются.

Задача о больших уклонениях ВПСС в локальной форме, то есть об
асимптотике вероятностей P(𝑍𝑛 = ⌊exp (𝜃𝑛)⌋), также редко рассматривалась
ранее, причём как для больших нижних уклонений, так и для больших верхних.
В обоих случаях была получена только логарифмическая асимптотика и только
для частных случаев. В. Бансайе и К. Боингхоффом [35], а также И. Грама с
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соавторами [36] была изучена асимптотика вероятностей P(𝑍𝑛 = 𝑘), где 𝑘 —
константа, то есть для так называемых низких уровней. К. Боингхоффом [34]
была изучена асимптотика для вероятностей P(𝑍𝑛 = 1).

Цель работы. Целью работы является получение точной асимптоти-
ки локальных вероятностей P(𝑍𝑛 = ⌊exp (𝜃𝑛)⌋) больших нижних уклонений
(для 𝜃 < 𝜇) для надкритического случая (𝜇 > 0), а также больших верхних
уклонений (для 𝜃 > 𝜇) для надкритического (𝜇 > 0), критического (𝜇 = 0),
слабо и умеренно докритического (𝜇 < 0,𝑚(1) ≥ 0) и частично для строго до-
критического случаев (𝜇 < 0,𝑚(1) < 0), где 𝑚(1) — константа, которая будет
определена далее.

Научная новизна. Впервые получена точная, а не логарифмическая
асимптотика вероятностей больших нижних уклонений для надкритическо-
го ВПССГ. Также новым является рассмотрение в данной работе локальных
вероятностей P(𝑍𝑛 = ⌊exp (𝜃𝑛)⌋), а не классических интегральных P(1 ≤
𝑍𝑛 ≤ exp (𝜃𝑛)) или исследуемых в некоторых современных работах интегро-
локальных вероятностей P(𝑍𝑛 ∈ [exp (𝜃𝑛) ; exp ((𝜃 +△)𝑛)]). Таким образом, по-
лучен более сильный результат. В частности, для больших верхних уклонений
ВПССГ точная асимптотика интегральных вероятностей была получена ранее,
однако локальные вероятности ранее не рассматривались. В процессе работы
получена вспомогательная лемма об экспоненциальном функционале, являю-
щаяся полезным обобщением ранее известных вспомогательных утверждений
такого рода.

Методы исследования. В работе использованы методы математиче-
ской статистики и теории вероятностей, теории больших уклонений, случайных
блужданий, а также ветвящихся процессов, метод крамеровского преобразова-
ния мер, а также интегро-локальный подход к предельным теоремам.

Теоретическая и практическая значимость. Диссертация носит
теоретический характер. Ее результаты могут быть использованы для даль-
нейшего развития теории больших уклонений ветвящихся процессов, а также
для практического моделирования биологических и физических процессов.

Положения, выносимые на защиту.

1. Получена лемма об экспоненциальном функционале.

2. Для надкритического ветвящегося процесса в случайной среде с геомет-
рическим распределением числа потомков одной частицы (ВПССГ) для
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первой зоны больших нижних уклонений найдена точная асимптотика ве-
роятностей больших нижних уклонений.

3. Для надкритического ВПССГ для второй зоны больших нижних уклоне-
ний найдена точная асимптотика вероятностей больших нижних уклоне-
ний.

4. Для надкритического ВПССГ на границе первой и второй зон больших
нижних уклонений найдена точная асимптотика вероятностей больших
нижних уклонений.

5. Для ВПССГ для первой зоны больших верхних уклонений найдена точная
асимптотика вероятностей больших верхних уклонений.

Апробация. Результаты диссертации докладывались на следующих на-
учных семинарах и конференциях:

• Большой семинар кафедры теории вероятностей механико-
математического факультета МГУ имени М.В. Ломоносова, Москва,
2024;

• Семинар ”Случайные блуждания, ветвящиеся процессы” кафед-
ры математической статистики и случайных процессов механико-
математического факультета МГУ имени М.В. Ломоносова, Москва,
Россия, 2018-2022;

• Семинар отдела дискретной математики МИАН, Москва, Россия, 2019;

• Workshop ”St. Petersburg Youth Conference in Probability and Mathematical
Physics”, Санкт-Петербург, Россия, 21-24 декабря 2021;

• Международная конференция ”Branching Processes, Random Walks and
Probability on Discrete Structures”, Москва, Россия, 21–24 июня 2022;

• Workshop ”6-th St. Petersburg Youth Conference in Probability and
Mathematical Physics”, Санкт-Петербург, Россия, 20-22 декабря 2022;

• Branching Processes and Their Applications, Ташкент-Самарканд, Узбеки-
стан, 18-22 сентября 2023.
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Публикации. Результаты диссертации опубликованы в научных жур-
налах ”Дискретная математика” и ”Сибирские электронные математические из-
вестия”, индексируемых Web of Science, SCOPUS и RSCI. В научных журналах
представлено 4 публикации — все без соавторов. В материалах международ-
ных конференций представлено 3 публикации. Список работ автора приведен
в конце автореферата и диссертации.

Личный вклад. Автором лично доказаны все теоремы, выносимые на
защиту.

Соответствие паспорту научной специальности. Тема диссертации
соответствует паспорту специальности 1.1.4 - Теория вероятностей и математи-
ческая статистика (физико-математические науки). Области исследований: 6.
Предельные теоремы, 10. Марковские процессы и поля, а также связанные с
ними модели.

Объём и структура работы. Диссертация объемом 73 страницы со-
стоит из введения, трех глав, заключения и списка литературы, насчитываю-
щего 50 наименований. В диссертацию вошли результаты, выполненные при
поддержке РНФ (грант №19-11-00111-П, руководитель гранта – профессор В.А.
Ватутин).

Первая глава посвящена вспомогательным утверждениям о случайных
блужданиях и об экспоненциальных функционалах от них, а также большим
уклонениям случайных блужданий.

В ней приводятся необходимые в дальнейшей работе факты о краме-
ровском преобразовании мер (сопряжении) из [13], а также использующиеся в
работе теоремы о случайных блужданиях: два обобщения интегро-локальной
теоремы Стоуна-Шеппа из [19] для случая сопряженных величин и общего па-
раметрического случая, а также теорема В.В. Петрова [16].

В главе доказывается несколько важных вспомогательных лемм о слу-
чайных блужданиях. Центральным утверждением главы является лемма об
экспоненциальном функционале для общего параметрического случая. Данный
результат является обобщением утверждений, полученных М.В. Козловым в
[20].

Вторая глава посвящена большим нижним уклонениям надкритиче-
ского ВПССГ.

На уровне грубой асимптотики известно (см. [32]), что есть два разных
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поведения функции уклонений Λ(𝜃) в случае больших нижних уклонений —
будем называть их первой и второй зоной больших нижних уклонений. Так-
же же существует пограничная зона между первой и второй зоной, в которой
наблюдаются переходные явления.

Асимптотика локальных вероятностей для первой зоны больших нижних
уклонений получена в работе автора [44]. Асимптотика локальных вероятностей
для второй зоны больших нижних уклонений получена в работе автора [46].
Данные результаты уточняют и дополняют результат, полученный, в частности,
К. Боингхоффом [34] — получена точная, а не логарифмическая, асимптотика
для локальных, а не интегральных вероятностей.

По-видимому, впервые рассматривается переходная зона между первой
и второй зонами уклонений для больших нижних уклонений ВПССГ, а имен-
но исследуется асимптотическое поведение вероятностей P(𝑍𝑛 = ⌊exp (𝜃𝑛)⌋)
при соответствующих 𝜃. В работах автора [47] и [46] получены обобщения ре-
зультатов для первой и второй зоны больших нижних уклонений, частично
захватывающие переходную зону. Также в [47] получен отдельный результат,
полностью описывающий асимптотику вероятностей P(𝑍𝑛 = ⌊exp (𝜃𝑛)⌋) для
переходной зоны. Объединением результатов для трех рассматриваемых зон в
разделе получен общий результат для асимптотики вероятностей больших ниж-
них уклонений ВПССГ.

Третья глава посвящена большим верхним уклонениям ВПССГ.
Задача о больших верхних уклонениях, в отличие от больших нижних,

может быть сформулирована не только для надкритических ВПСС (𝜇 > 0),
но и для критических (𝜇 = 0) и докритических (𝜇 < 0). Кроме того, в строго
докритическом случае (𝜇 < 0,𝑚(1) < 0), также как и в строго надкритическом
для больших нижних уклонений, можно выделить две зоны, определяющиеся
разным поведением функции уклонений Λ(𝜃) — назовём их первой и второй
зоной больших верхних уклонений ВПСС.

Результат работы автора [45] охватывает сразу случай надкритическо-
го, критического и слабо и умеренно докритического ВПССГ, а также первую
зону строго докритического ВПССГ. Для этих случаев получена асимптоти-
ка локальных вероятностей P(𝑍𝑛 = ⌊exp (𝜃𝑛)⌋) больших верхних уклонений
ВПССГ, что уточняет и дополняет результаты, полученные М.В. Козловым в
работе [20].
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вичу за ценные замечания.
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Глава 1

Большие уклонения для
случайных блужданий и
экспоненциального
функционала от них

1.1 Условие Крамера и сопряженные распреде-
ления

Рассмотрим случайное блуждание 𝑆𝑛 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜉𝑖, где 𝜉𝑖 — независимые
одинаково распределенные нерешетчатые случайные величины с функцией рас-
пределения 𝐹 (𝑥), удовлетворяющие условию 0 < 𝜇 := E𝜉 < ∞. Здесь и далее
мы будем использовать символ 𝜉 для обозначения случайной величины, имею-
щей такое же распределение, что и 𝜉𝑖.

Будем предполагать, что выполнено условие Крамера: то есть, что най-
дутся такие ℎ− ≤ 0 и ℎ+ ≥ 0, что 𝑅 (ℎ) = E𝑒ℎ𝜉 < ∞ при ℎ− ≤ ℎ ≤ ℎ+.
Предполагая, что E𝜉2 exp (ℎ−𝜉) <∞ и E𝜉2 exp (ℎ+𝜉) <∞, для указанных зна-
чений параметра ℎ положим

𝑚 (ℎ) = (ln𝑅 (ℎ))′ = E𝜉𝑒ℎ𝜉/𝑅 (ℎ) , 𝜎2 (ℎ) = 𝑚′ (ℎ) ,

𝐹 (ℎ) (𝑥) = 𝑅−1 (ℎ)
𝑥∫︀

−∞
𝑒ℎ𝑢P (𝜉 ∈ d𝑢) . (1.1)

Распределение, порожденное функцией 𝐹 (ℎ), назовем сопряженным с па-
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раметром ℎ. Независимые одинаково распределённые величины, имеющие со-
пряженное распределение с параметром ℎ, будем обозначать 𝜉

(ℎ)
𝑖 . Нам также

понадобится обозначение 𝑆(ℎ)
𝑛 = 𝜉

(ℎ)
1 + · · ·+ 𝜉

(ℎ)
𝑛 .

Из определения сопряженного распределения следует, что

E𝜉
(ℎ)
𝑖 = 𝑚 (ℎ) , D𝜉

(ℎ)
𝑖 = 𝜎2 (ℎ) > 0. (1.2)

Cледовательно, функция 𝑚 (ℎ) монотонно возрастает при ℎ ∈ (ℎ−;ℎ+). Обо-
значим 𝑚− := limℎ↓ℎ− 𝑚 (ℎ), 𝑚+ := limℎ↑ℎ+ 𝑚 (ℎ). Таким образом, при всех
𝜃 ∈ (𝑚−;𝑚+) найдётся единственное число ℎ𝜃, принадлежащее (ℎ−, ℎ+), такое
что 𝑚 (ℎ𝜃) = 𝜃. Положим Λ (𝜃) = ℎ𝜃𝜃− ln𝑅 (ℎ𝜃). Функцию Λ назовем функцией
уклонений.

Величины с сопряженным распределением также удовлетворяют усло-
вию Крамера. А именно, если ̃︀ℎ ∈ (ℎ−, ℎ+), то

𝑅(
̃︀ℎ)(ℎ) := E exp

(︁
ℎ𝜉(

̃︀ℎ))︁ =

+∞∫︁
−∞

𝑒ℎ𝑥P
(︁
𝜉(
̃︀ℎ) ∈ d𝑥

)︁
=

=
1

𝑅
(︁̃︀ℎ)︁

+∞∫︁
−∞

𝑒(ℎ+
̃︀ℎ)𝑥P (𝜉 ∈ d𝑥) =

𝑅
(︁̃︀ℎ+ ℎ

)︁
𝑅
(︁̃︀ℎ)︁ (1.3)

при ℎ ∈
(︁
ℎ− − ̃︀ℎ;ℎ+ − ̃︀ℎ)︁. Положим

𝑚(̃︀ℎ)(ℎ) = (︁ln𝑅(̃︀ℎ)(ℎ))︁′
ℎ
=
(︁
ln𝑅(ℎ+ ̃︀ℎ)− ln𝑅(̃︀ℎ))︁′

ℎ
= 𝑚

(︁
ℎ+ ̃︀ℎ)︁ .

По определению при каждом ̃︀ℎ ∈ (ℎ− − ℎ𝜃;ℎ
+ − ℎ𝜃) величина ℎ(

̃︀ℎ)
𝜃 должна удо-

влетворять уравнению

𝑚(̃︀ℎ) (︁ℎ(̃︀ℎ)𝜃

)︁
= 𝜃 = 𝑚

(︁
ℎ
(̃︀ℎ)
𝜃 + ̃︀ℎ)︁ .

Таким образом,

ℎ
(̃︀ℎ)
𝜃 = ℎ𝜃 − ̃︀ℎ, 𝑚(̃︀ℎ) (︁ℎ(̃︀ℎ)𝜃

)︁
= 𝑚 (ℎ𝜃) , 𝜎(

̃︀ℎ) (︁ℎ(̃︀ℎ)𝜃

)︁
= 𝜎 (ℎ𝜃) . (1.4)

Нам понадобится следующее утверждение.

Теорема 1 ([19]). Пусть задано семейство случайных величин 𝜉𝛼, 𝛼 ∈ [𝛼1, 𝛼2].
При фиксированном 𝛼 величины 𝜉𝛼1 , . . . , 𝜉

𝛼
𝑛 , . . . — н.о.р. с.в. и имеют такое
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же распределение, как 𝜉𝛼. При фиксированном 𝛼 введем 𝑆𝛼
𝑛 = 𝜉𝛼1 + · · · + 𝜉𝛼𝑛 —

семейство случайных блужданий с параметром 𝛼.
1) Пусть E𝜉𝛼 = 𝑚𝛼 и D𝜉𝛼 = 𝜎2𝛼 ∈ [𝜎21, 𝜎

2
2] ⊂ (0;∞) при 𝛼 ∈ [𝛼1, 𝛼2].

2) Пусть

𝜓𝛼(𝑡) := E exp (𝑖𝑡𝜉𝛼) = 1 + 𝑖𝑚𝛼𝑡−
𝑡2
(︀
𝜎2𝛼 +𝑚2

𝛼

)︀
2

+ 𝑜(𝑡2),

где 𝑜(𝑡2) равномерно мало по 𝛼 ∈ [𝛼1, 𝛼2] при 𝑡→ 0.
3) Пусть при любых фиксированных 0 < 𝑐1 < 𝑐2 <∞,

𝑞𝛼 := sup
𝑐1≤|𝑡|≤𝑐2

|𝜓𝛼(𝑡)| ≤ 𝑞 < 1,

где 𝑞 не зависит от 𝛼.
Тогда при любом фиксированном △ > 0 и 𝑛→ ∞

P (𝑆𝛼
𝑛 −𝑚𝛼𝑛 ∈ [𝑥;𝑥+△)) =

△√
2𝜋𝑛𝜎𝛼

𝜑

(︂
𝑥

𝜎𝛼
√
𝑛

)︂
+
𝑜(1)√
𝑛
,

где 𝑜(1) равномерно мало по всем действительным 𝑥 и 𝛼 ∈ [𝛼1;𝛼2].

Теорема 1 доказана в [19] (параграф 1.5, теорема 1.5.3). Там же рас-
смотрено необходимое нам следствие для случая сопряженных величин ([19],
параграф 2.2, теорема 2.2.1).

Теорема 2 ([19]). Пусть 𝜉 — нерешетчатая с.в. с математическим ожи-
данием E𝜉 = 𝜇 < ∞. Пусть для 𝜉 верно, что E𝜉2 exp (ℎ−𝜉) < ∞ и
E𝜉2 exp (ℎ+𝜉) < ∞, и ℎ ∈ [ℎ−;ℎ+]. Пусть 𝜉

(ℎ)
𝑖 — н.о.р. с.в., сопряженные к

𝜉 с параметром ℎ, E𝜉(ℎ) = 𝑚(ℎ) и D𝜉(ℎ) = 𝜎2(ℎ) <∞.
Тогда при любом фиксированном △ > 0 и 𝑛→ ∞

P
(︁
𝑆(ℎ)
𝑛 ∈ [𝑥;𝑥+△)

)︁
=

△√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ)

exp

(︂
−(𝑥−𝑚(ℎ)𝑛)2

2𝑛𝜎2(ℎ)

)︂
+
𝑜(1)√
𝑛
,

где 𝑜(1) равномерно мало по всем действительным 𝑥 и ℎ ∈ [ℎ1;ℎ2] ⊂ [ℎ−;ℎ+].

Замечание 1. Заметим, что, если E𝜉2 exp (ℎ−𝜉) < ∞ и E𝜉2 exp (ℎ+𝜉) < ∞,
то для 𝜉 выполнено и условие Крамера: 𝑅(ℎ) <∞ при ℎ− ≤ ℎ ≤ ℎ+.

Также, если условия Крамера выполнено для ℎ ∈ (̃︀ℎ−;̃︀ℎ+), то для лю-
бого отрезка [ℎ−;ℎ+] ⊂ (̃︀ℎ−;̃︀ℎ+) будет верно, что E𝜉2 exp (ℎ𝜉) < ∞ при
ℎ ∈ [ℎ−;ℎ+].
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Замечание 2. Согласно [37] (замечание 7.1 к теореме 7.1, глава 8, параграф 7)
вместо фиксированного △ в теореме 2 может быть взята положительная
последовательность △𝑛, стремящаяся к 0 при 𝑛 → ∞, пусть и достаточно
медленно.

Из теоремы 2 вытекает следующее необходимое нам обобщение централь-
ной предельной теоремы.

Лемма 1. Пусть 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 — произвольные последовательности, такие, что
|𝑏𝑛| < 𝐵

√
𝑛, 𝐴 < 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 < 𝐵

√
𝑛 для всех 𝑛 и некоторых положительных

констант 𝐴 и 𝐵. Пусть 𝜉𝑖 — нерешетчатые н.о.р. с.в. с математическим
ожиданием E𝜉 = 0, дисперсией D𝜉 = 1 и суммой 𝑆𝑛 = 𝜉1 + · · ·+ 𝜉𝑛. Тогда

P (𝑆𝑛 ∈ [𝑎𝑛; 𝑏𝑛]) = (1 + 𝑜(1))

(︂
Φ

(︂
𝑏𝑛√
𝑛

)︂
− Φ

(︂
𝑎𝑛√
𝑛

)︂)︂
при 𝑛→ ∞.

Доказательство леммы 1. Пусть △𝑛 — некоторая фиксированная последова-
тельность достаточно медленно стремящаяся к 0. Используя классическую
интегро-локальную теорему Стоуна-Шеппа из [19] (параграф 1.5, теорема 1.5.1),
получим, что

P (𝑆𝑛 ∈ [𝑎𝑛; 𝑏𝑛]) =

⌈(𝑏𝑛−𝑎𝑛)/△𝑛⌉−1∑︁
𝑖=0

P (𝑆𝑛 ∈ [𝑎𝑛 + 𝑖△𝑛; 𝑎𝑛 + (𝑖+ 1)△𝑛)) =

=

⌈(𝑏𝑛−𝑎𝑛)/△𝑛⌉−1∑︁
𝑖=0

(1 + 𝑜(1))
△𝑛√
2𝜋𝑛

exp

(︃
−(𝑎𝑛 + 𝑖△𝑛)

2

2𝑛

)︃
,

где в последнем переходе мы также использовали тот факт, что |𝑎𝑛 + 𝑖△𝑛 | <
2𝐵

√
𝑛. Далее, так как |𝑏𝑛 − 𝑎𝑛| > 𝐴, получим, что

P (𝑆𝑛 ∈ [𝑎𝑛; 𝑏𝑛]) =
1 + 𝑜(1)√

2𝜋𝑛

⌈(𝑏𝑛−𝑎𝑛)/△𝑛⌉−1∑︁
𝑖=0

△𝑛 exp

(︃
−(𝑎𝑛 + 𝑖△𝑛)

2

2𝑛

)︃
=

=
1 + 𝑜(1)√

2𝜋𝑛

𝑏𝑛∫︁
𝑎𝑛

exp

(︂
−𝑥2

2𝑛

)︂
d𝑥 = (1 + 𝑜(1))

(︂
Φ

(︂
𝑏𝑛√
𝑛

)︂
− Φ

(︂
𝑎𝑛√
𝑛

)︂)︂
при 𝑛→ ∞. Что и требовалось доказать.

Кроме того, мы будем использовать теорему Петрова, доказанную В.В.
Петровым в [16].
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Теорема 3 ([16]). Пусть 𝜉𝑖 — н.о.р. нерешетчатые с.в. с математическим
ожиданием E𝜉 = 𝜇, дисперсией D𝜉 = 𝜎2 < ∞ и суммой 𝑆𝑛 = 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛.
Пусть 𝑅 (ℎ) = E𝑒ℎ𝜉 < ∞ при 0 < ℎ < ℎ+, 𝑚+ = limℎ↑ℎ+ 𝑚(ℎ). Тогда при всех
𝜃 ∈ (𝜇;𝑚+) выполнено соотношение

P(𝑆𝑛 ≥ 𝜃𝑛) =
1 + 𝑜(1)√
2𝜋𝑛ℎ𝜃𝜎(ℎ𝜃)

𝑒−Λ(𝜃)𝑛

при 𝑛→ ∞, где 𝑜(1) равномерно мало по 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂ (𝜇;𝑚+).

Переходя к величинам −𝜉𝑖, из теоремы 3 нетрудно получить аналогичное
утверждение о вероятностях нижних уклонений.

Следствие 1. Пусть 𝜉𝑖 — н.о.р. нерешетчатые с.в. с математическим ожи-
данием E𝜉 = 𝜇, дисперсией D𝜉 = 𝜎2 < ∞ и суммой 𝑆𝑛 = 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛. Пусть
𝑅 (ℎ) = E𝑒ℎ𝜉 < ∞ при ℎ− < ℎ < 0. Тогда при всех 𝜃 ∈ (𝑚−, 𝜇) выполнено
соотношение

P(𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛) =
1 + 𝑜(1)√

2𝜋𝑛(−ℎ𝜃)𝜎(ℎ𝜃)
𝑒−Λ(𝜃)𝑛

при 𝑛→ ∞, где 𝑜(1) равномерно мало по 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂ (𝑚−;𝜇).

1.2 Лемма об экспоненциальном функционале

В дальнейшем нам будет удобно обозначать через 𝜌𝑛 = 𝜌𝑛(𝜃, 𝜃1, 𝜃2) вели-
чины, стремящиеся к нулю при 𝑛 → ∞ равномерно по 𝜃 ∈ [𝜃1, 𝜃2]. При этом в
разных местах 𝜌𝑛 будет, вообще говоря, обозначать различные функции. Кроме
того, в некоторых случаях мы будем использовать это обозначение для величин,
стремящихся к нулю при 𝑛→ ∞ и не зависящих от 𝜃.

Для доказательства основных результатов этой работы нам понадобится
следующая лемма.

Лемма 2 (лемма об экспоненциальном функционале для общего параметри-
ческого случая). Пусть задано семейство случайных величин 𝜉𝛼, 𝛼 ∈ [𝛼1, 𝛼2].
При фиксированном 𝛼 величины 𝜉𝛼1 , . . . , 𝜉

𝛼
𝑛 , . . . — н.о.р. с.в. и имеют такое

же распределение, как 𝜉𝛼.
1) Пусть E𝜉𝛼 = 𝑚𝛼 > 0, при 𝛼 ∈ [𝛼1, 𝛼2], при этом образом 𝑚𝛼 явля-

ется весь отрезок [𝑚𝛼1
,𝑚𝛼2

]. Также пусть D𝜉𝛼 = 𝜎2𝛼 ∈ [𝜎21, 𝜎
2
2] ⊂ (0;∞) при

𝛼 ∈ [𝛼1, 𝛼2].
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2) Пусть

𝜓𝛼(𝑡) := E exp (𝑖𝑡𝜉𝛼) = 1 + 𝑖𝑚𝛼𝑡−
𝑡2
(︀
𝜎2𝛼 +𝑚2

𝛼

)︀
2

+ 𝑜(𝑡2),

где 𝑜(𝑡2) равномерно мало по 𝛼 ∈ [𝛼1, 𝛼2] при 𝑡→ 0.
3) Пусть при любых фиксированных 0 < 𝑐1 < 𝑐2 <∞,

𝑞𝛼 := sup
𝑐1≤|𝑡|≤𝑐2

|𝜓𝛼(𝑡)| ≤ 𝑞 < 1,

где 𝑞 не зависит от 𝛼.
4) Пусть 𝜉𝛼 обладает свойством стохастического доминирования по

параметру 𝛼, то есть P (𝜉𝛼 < 𝑐) монотонно убывает по 𝛼 при 𝛼 ∈ [𝛼1, 𝛼2]

для любой константы 𝑐.
При фиксированном 𝛼 введём 𝑆𝛼

𝑛 = 𝜉𝛼1 + · · ·+𝜉𝛼𝑛 — семейство случайных
блужданий с параметром 𝛼. Обозначим

𝑈𝛼
𝑛 = 𝑒−𝑆𝛼

𝑛 , 𝑉 𝛼
𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑒−𝑆𝛼
𝑖 , 𝑉 𝛼

𝑟,𝑛 =
𝑛−1∑︁
𝑖=𝑟

𝑒−𝑆𝛼
𝑖 , 𝑉 𝛼

∞ =
∞∑︁
𝑖=0

𝑒−𝑆𝛼
𝑖 , ̃︀𝑆𝛼

𝑛 = 𝑆𝛼
𝑛 − 𝑛𝑚𝛼.

Тогда для произвольной константы 𝑎, а также произвольных последо-
вательностей 𝑔𝑛 и 𝑑𝑛 таких, что |𝑔𝑛| < 𝐷

√
𝑛 и 𝐺 < 𝑑𝑛 − 𝑔𝑛 < 𝐷

√
𝑛 для всех

𝑛 и некоторых положительных констант 𝐷 и 𝐺, верно, что

P
(︁
𝑉 𝛼
𝑛 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
→ P (𝑉 𝛼

∞ < 𝑎)

при 𝑛→ ∞, причём сходимость равномерна по 𝛼 ∈ [𝛼1;𝛼2].

Введём следующие обозначения:

̃︀𝑆𝑛 := 𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 − 𝜃𝑛, ̃︀𝑉𝑛 :=

𝑛−1∑︁
𝑖=0

exp
(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑖

)︁
, ̃︀𝑉∞ =

∞∑︁
𝑖=0

exp
(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑖

)︁
.

Лемма 3 (лемма об экспоненциальном функционале для сопряженных вели-
чин). Пусть 𝑆𝑛 = 𝜉1+ · · ·+ 𝜉𝑛, 𝑛 > 0 — случайное блуждание, где 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, ...
— н.о.р. с.в., имеющие такое же распределение, как с.в. 𝜉. Пусть 𝜉 является
нерешетчатой, E𝜉 = 𝜇 < ∞. Пусть для 𝜉 верно, что E𝜉2 exp (ℎ−𝜉) < ∞ и
E𝜉2 exp (ℎ+𝜉) <∞.

Пусть 𝑘(𝑛) = 𝑘 ∈ N таково, что 𝜃(𝑛) = 𝜃 := ln 𝑘/𝑛. Пусть 𝜃 ∈
[𝜃1; 𝜃2] ⊂ [𝑚−;𝑚+].
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Тогда для произвольной константы 𝑎, а также произвольных последо-
вательностей 𝑔𝑛 и 𝑑𝑛 таких, что |𝑔𝑛| < 𝐷

√
𝑛 и 𝐺 < 𝑑𝑛 − 𝑔𝑛 < 𝐷

√
𝑛 для всех

𝑛 и некоторых положительных констант 𝐷 и 𝐺, верно, что

P
(︁ ̃︀𝑉𝑛 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁
→ P

(︁̃︀𝑉∞ < 𝑎
)︁

при 𝑛→ ∞, причём сходимость равномерна по 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2].

Доказательство леммы 2. Рассмотрим вероятность

P
(︁
𝑉 𝛼
𝑟,𝑛 > 𝜀

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
, 𝑟 ∈ [1, 𝑛− 2].

При 𝜂, принадлежащих множеству
{︁
𝜂 :
⋂︀𝑛−1

𝑖=𝑟 {𝑆𝛼
𝑖 > 𝑚𝛼𝑖/2}

}︁
, величину 𝑉 𝛼

𝑟,𝑛

можно оценить сверху:

𝑉 𝛼
𝑟,𝑛 ≤

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑟

𝑒−𝑚𝛼𝑖/2 = 𝑒−𝑚𝛼𝑟/2
1− 𝑒−𝑚𝛼(𝑛−𝑟)/2

1− 𝑒−𝑚𝛼/2
.

Таким образом, для таких 𝜂 для любого положительного 𝜀 найдётся 𝑟0 такое,
что для любых 𝑟 ≥ 𝑟0 и 𝑛 ≥ 𝑟 + 2 выполнено неравенство 𝑉 𝛼

𝑟,𝑛 < 𝜀. Следо-
вательно, для любого положительного 𝜀 при всех 𝑟 ≥ 𝑟0 и 𝑛 ≥ 𝑟 + 2 верно,
что {︀

𝑉 𝛼
𝑟,𝑛 > 𝜀

}︀
⊆

𝑛−1⋃︁
𝑖=𝑟

{𝑆𝛼
𝑖 ≤ 𝑚𝛼𝑖/2} .

Отсюда при всех положительных 𝜀 и всех достаточно больших 𝑛 и 𝑟 выполнено
следующее соотношение:

P
(︁
𝑉 𝛼
𝑟,𝑛 > 𝜀

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ P

(︃
𝑛−1⋃︁
𝑖=𝑟

{︂
𝑆𝛼
𝑖 ≤ 𝑚𝛼𝑖

2

}︂⃒⃒⃒⃒
⃒ ̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︃
=

= P

(︃
𝑛−1⨆︁
𝑖=𝑟

{︂
𝑆𝛼
𝑖 ≤ 𝑚𝛼𝑖

2
, 𝑆𝛼

1 > 𝑚𝛼/2, . . . , 𝑆
𝛼
𝑖−1 >

𝑚𝛼(𝑖− 1)

2

}︂⃒⃒⃒⃒
⃒ ̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︃
.

Введём обозначение

𝐴𝑖 := {𝑆𝛼
𝑖 ≤ 𝑚𝛼𝑖/2, 𝑆

𝛼
1 > 𝑚𝛼/2, . . . , 𝑆

𝛼
𝑖−1 > 𝑚𝛼(𝑖− 1)/2} .

Тогда

P
(︁
𝑉 𝛼
𝑟,𝑛 > 𝜀

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑟

P
(︁
𝐴𝑖

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
, (1.5)
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при всех всех положительных 𝜀 и достаточно больших 𝑛 и 𝑟.
Разобьём слагаемые в (1.5) на две группы: с индексами меньшими 𝑛7/8

и с индексами больше или равными 𝑛7/8. Для суммы слагаемых с индексами,
принадлежащими [⌊𝑛7/8⌋, 𝑛− 1], выполнено неравенство

𝑛−1∑︁
𝑖=⌊𝑛7/8⌋

P
(︁
𝐴𝑖

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤

≤ P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁−1

𝑛−1∑︁
𝑖=⌊𝑛7/8⌋

P (𝐴𝑖) ≤ 𝐶1

√
𝑛

𝑛−1∑︁
𝑖=⌊𝑛7/8⌋

P (𝐴𝑖) , (1.6)

где в последнем переходе мы воспользовались теоремой 1. Заметим, что

𝑛−1∑︁
𝑖=⌊𝑛7/8⌋

P (𝐴𝑖) ≤ P

(︂
∃𝑖 ∈ [⌊𝑛7/8⌋, 𝑛− 1] : 𝑆𝛼

𝑖 ≤ 𝑚𝛼𝑖

2

)︂
≤

≤ P

(︂
∃𝑖 ∈ [⌊𝑛7/8⌋, 𝑛− 1] : ̃︀𝑆𝛼

𝑖 ≤ −𝑚𝛼𝑖

2

)︂
≤

≤ P

(︂
min

𝑖∈[⌊𝑛7/8⌋,𝑛−1]

̃︀𝑆𝛼
𝑛 ≤ −𝑚𝛼𝑛

7/8

2

)︂
≤ 𝐶2𝑛

𝑚2
𝛼𝑛

7/4
=

𝐶2

𝑚2
𝛼𝑛

3/4
, (1.7)

где в последнем неравенстве мы воспользовались неравенством Колмогорова
([39], глава 4, параграф 2). Таким образом, из (1.6) и (1.7) получаем, что

𝑛−1∑︁
𝑖=⌊𝑛7/8⌋

P
(︁
𝐴𝑖

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ 𝐶1𝐶2

𝑚2
𝛼𝑛

1/4
= 𝑜(1) (1.8)

при 𝑛→ ∞.
Оценим слагаемые из правой части (1.5) с индексами, меньшими 𝑛7/8.
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Представим одно такое слагаемое в виде интеграла:

P
(︁
𝐴𝑖

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
=

P
(︁
𝐴𝑖, ̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁ =

1

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁ ×

×
𝑚𝛼𝑖/2∫︁
−∞

P (𝑆𝛼
𝑖 ∈ d𝑥, 𝑆𝛼

1 > 𝑚𝛼/2, . . .

. . . , 𝑆𝛼
𝑖−1 > 𝑚𝛼(𝑖− 1)/2, ̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁
=

=

−𝑚𝛼𝑖/2∫︁
−∞

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑖 ∈ d𝑥, 𝑆𝛼
1 > 𝑚𝛼/2, . . . , 𝑆

𝛼
𝑖−1 > 𝑚𝛼(𝑖− 1)/2

)︁
×

×
P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 − ̃︀𝑆𝛼
𝑖 ∈ [𝑔𝑛 − 𝑥, 𝑑𝑛 − 𝑥]

)︁
P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁ . (1.9)

Докажем, что для некоторой константы 𝐶3 выполнено неравенство

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 − ̃︀𝑆𝛼
𝑖 ∈ [𝑔𝑛 − 𝑥, 𝑑𝑛 − 𝑥]

)︁
P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁ ≤ 𝐶3 (1.10)

при 𝑖 ≤ 𝑛7/8, 𝑥 ∈ (−∞;−𝑚𝛼𝑖/2] и всех 𝑛. Представим вероятности из (1.10) в
виде сумм:

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 − ̃︀𝑆𝛼
𝑖 ∈ [𝑔𝑛 − 𝑥, 𝑑𝑛 − 𝑥]

)︁
=

⌊𝑑𝑛−𝑔𝑛⌋∑︁
𝑗=0

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 − ̃︀𝑆𝛼
𝑖 ∈ [̃︀𝑔𝑗 − 𝑥, ̃︀𝑑𝑗 − 𝑥]

)︁
,

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁
=

⌊𝑑𝑛−𝑔𝑛⌋∑︁
𝑗=0

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [̃︀𝑔𝑗, ̃︀𝑑𝑗])︁ ,(1.11)

где

̃︀𝑔𝑗 = 𝑔𝑛 +
𝑗(𝑑𝑛 − 𝑔𝑛)

⌊𝑑𝑛 − 𝑔𝑛⌋+ 1
, ̃︀𝑑𝑗 = 𝑔𝑛 +

(𝑗 + 1)(𝑑𝑛 − 𝑔𝑛)

⌊𝑑𝑛 − 𝑔𝑛⌋+ 1

для всех 𝑗. Согласно теореме 1

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 − ̃︀𝑆𝛼
𝑖 ∈ [̃︀𝑔𝑗 − 𝑥, ̃︀𝑑𝑗 − 𝑥]

)︁
=

=
̃︀𝑑𝑗 − ̃︀𝑔𝑗√︀

2𝜋(𝑛− 𝑖)𝜎(𝛼)
exp

(︂
− (̃︀𝑔𝑗 − 𝑥)2

2(𝑛− 𝑖)𝜎2(𝛼)

)︂
+

𝜌𝑛√
𝑛− 𝑖

,

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [̃︀𝑔𝑗, ̃︀𝑑𝑗])︁ =
̃︀𝑑𝑗 − ̃︀𝑔𝑗√
2𝜋𝑛𝜎(𝛼)

exp

(︂
− ̃︀𝑔𝑗2
2𝑛𝜎2(𝛼)

)︂
+

𝜌𝑛√
𝑛
. (1.12)
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Обозначим

𝑎𝑗(𝑥) := exp

(︂
− (̃︀𝑔𝑗 − 𝑥)2

2(𝑛− 𝑖)𝜎2(𝛼)

)︂
, 𝑏𝑗 := exp

(︂
− ̃︀𝑔𝑗2
2𝑛𝜎2(𝛼)

)︂
.

Тогда из (1.12) получаем, что

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 − ̃︀𝑆𝛼
𝑖 ∈ [̃︀𝑔𝑗 − 𝑥, ̃︀𝑑𝑗 − 𝑥]

)︁
=
𝑎𝑗(𝑥)(𝑑𝑛 − 𝑔𝑛)/(⌊𝑑𝑛 − 𝑔𝑛⌋+ 1) + 𝜌𝑛√

2𝜋𝑛𝜎(𝛼)
,

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [̃︀𝑔𝑗, ̃︀𝑑𝑗])︁ =
𝑏𝑗(𝑑𝑛 − 𝑔𝑛)/(⌊𝑑𝑛 − 𝑔𝑛⌋+ 1) + 𝜌𝑛√

2𝜋𝑛𝜎(𝛼)
. (1.13)

Используя (1.13) и (1.11), получаем, что

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 − ̃︀𝑆𝛼
𝑖 ∈ [𝑔𝑛 − 𝑥, 𝑑𝑛 − 𝑥]

)︁
P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁ =

=

⌊𝑑𝑛−𝑔𝑛⌋∑︀
𝑗=0

(𝑎𝑗(𝑥) + 𝜌𝑛)

⌊𝑑𝑛−𝑔𝑛⌋∑︀
𝑗=0

(𝑏𝑗 + 𝜌𝑛)

=

⌊𝑑𝑛−𝑔𝑛⌋∑︀
𝑗=0

(𝑎𝑗(𝑥) + 𝜌𝑛)

⌊𝑑𝑛−𝑔𝑛⌋∑︀
𝑗=0

(𝑏𝑗 + 𝜌𝑛)

. (1.14)

Так как 𝑎𝑗(𝑥) и 𝑏𝑗 лежат в полуинтервале (0; 1] и

𝑏𝑗 ≥ exp

(︂
−𝐷2

2𝜎21

)︂
для любых 𝑗, то отношение в левой части (1.14) ограничено некоторой величи-
ной 𝐶3 при всех n и 𝑥, откуда следует (1.10). Подставляя (1.10) в (1.9), получаем,
что

P
(︁
𝐴𝑖

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ 𝐶3P (𝐴𝑖) . (1.15)

Используя (1.15), получаем, что

⌊𝑛7/8⌋−1∑︁
𝑖=𝑟

P
(︁
𝐴𝑖

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ 𝐶3

(︀
P (𝐴𝑟) + · · ·+P

(︀
𝐴⌊𝑛7/8⌋−1

)︀)︀
, (1.16)

при всех положительных 𝜀 и достаточно больших 𝑛 и 𝑟. Из соотношения (1.16)
и определения событий 𝐴𝑖 получаем, что

⌊𝑛7/8⌋−1∑︁
𝑖=𝑟

P
(︁
𝐴𝑖

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ 𝐶3P (∃𝑖 > 𝑟 : 𝑆𝛼

𝑖 ≤ 𝑚𝛼𝑖/2) (1.17)
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при всех всех положительных 𝜀 и достаточно больших 𝑛 и 𝑟.
В силу условия леммы 2 получаем, что 𝑚𝛼1

> 0. Таким образом, су-
ществует 𝑙 ∈ N такое, что 𝑚𝛼1

< 𝑚𝛼2
(2/3)𝑙 и 𝑚𝛼1

≥ 𝑚𝛼2
(2/3)𝑙+1. Сле-

довательно, можно разбить отрезок [𝑚𝛼1
;𝑚𝛼2

] на отрезки [𝑚𝛼1
;𝑚𝛼2

(2/3)𝑙],
[𝑚𝛼2

(2/3)𝑙;𝑚𝛼2
(2/3)𝑙−1], ..., [𝑚𝛼2

2/3;𝑚𝛼2
]. По условию леммы 2 образом 𝑚𝛼 яв-

ляется весь отрезок [𝑚𝛼1
,𝑚𝛼2

]. Кроме того, так как 𝜉𝛼 обладают свойством сто-
хастического доминирования, 𝑚𝛼 монотонно возрастает по 𝛼. Следовательно,
на отрезке [𝑚𝛼1

,𝑚𝛼2
] можно ввести функцию ̃︀𝑎(𝑚), обратную к 𝑚𝛼. Обозначим̃︀𝛼𝑗 := ̃︀𝑎(𝑚𝛼2

(2/3)𝑗), 𝑗 ∈ [0; 𝑙], а также ̃︀𝛼0 := 𝛼2, ̃︀𝛼𝑙+1 := 𝛼1.
Тогда, если мы докажем, что некоторое соотношение выполнено равно-

мерно по 𝛼 ∈ [̃︀𝛼𝑗+1; ̃︀𝛼𝑗] для всех 𝑗 ∈ [0, 𝑙], то это соотношение будет выполнено
равномерно по 𝛼 ∈ [𝛼1;𝛼2]. Пусть 𝛼 ∈ [̃︀𝛼1; ̃︀𝛼0], то есть 𝑚𝛼 ∈ [2𝑚𝛼2

/3;𝑚𝛼2
]. Для

указанных 𝛼 справедливы неравенства

P (∃𝑖 > 𝑟 : 𝑆𝛼
𝑖 ≤ 𝑚𝛼𝑖/2) ≤ P (∃𝑖 > 𝑟 : 𝑆𝛼

𝑖 ≤ 𝑚𝛼2
𝑖/2) ≤

≤ P
(︁
∃𝑖 > 𝑟 : 𝑆̃︀𝛼1

𝑖 ≤ 𝑚𝛼2
𝑖/2
)︁
, (1.18)

где последнее неравенство верно, так как по условию леммы 2 𝜉𝛼 обладают
свойством стохастического доминирования, а, следовательно, и 𝑆𝛼

𝑛 тоже ([40],
раздел 4, следствие 4.2.7). Заметим, что E𝑆̃︀𝛼1

𝑖 = 2𝑖𝑚𝛼2
/3, откуда получаем, что

P
(︁
∃𝑖 > 𝑟 : 𝑆̃︀𝛼1

𝑖 ≤ 𝑚𝛼2
𝑖/2
)︁
=

= P
(︁
∃𝑖 > 𝑟 : 𝑆̃︀𝛼1

𝑖 −𝑚𝛼2
𝑖/2 ≤ 0

)︁
=: 𝑓(𝑟) → 0 (1.19)

при 𝑟 → ∞, так как известно, что момент последнего прихода в 0 у случайного
блуждания с положительным средним конечен с вероятностью 1 ([41], глава 12,
параграф 2, утверждение 2.7). Следовательно, из (1.18) и (1.19) получаем, что

P (∃𝑖 > 𝑟 : 𝑆𝛼
𝑖 ≤ 𝑚𝛼𝑖/2) ≤ 𝑓(𝑟) → 0 (1.20)

при 𝑟 → ∞. Для отрезков [̃︀𝛼𝑙+1; ̃︀𝛼𝑙], ..., [̃︀𝛼2; ̃︀𝛼1] утверждение (1.20) доказыва-
ется полностью аналогично (1.18)-(1.19). Таким образом, получаем, что (1.20)
выполнено равномерно по 𝛼 ∈ [𝛼1;𝛼2]. Откуда, используя (1.17) и (1.20), полу-
чаем, что

⌊𝑛7/8⌋−1∑︁
𝑖=𝑟

P
(︁
𝐴𝑖

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ 𝐶3𝑓(𝑟) → 0 (1.21)
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при 𝑟 → ∞.
Из (1.5), (1.8) и (1.21) получаем, что

P
(︁
𝑉 𝛼
𝑟,𝑛 > 𝜀

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤

⌊𝑛7/8⌋−1∑︁
𝑖=𝑟

P
(︁
𝐴𝑖

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
+

+
𝑛−1∑︁

𝑖=⌊𝑛7/8⌋

P
(︁
𝐴𝑖

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ 𝐶3𝑓(𝑟) +

𝐶2

𝑛3/4
(1.22)

при всех положительных 𝜀 и достаточно больших 𝑛 и 𝑟.
Заметим, что

P
(︁
𝑉 𝛼
𝑟 < 𝑎− 𝜀, 𝑉 𝛼

𝑟,𝑛 ≤ 𝜀
⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁
≤

≤ P
(︁
𝑉 𝛼
𝑛 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ P

(︁
𝑉 𝛼
𝑟 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
при 𝑛 ≥ 𝑟. При этом

P
(︁
𝑉 𝛼
𝑟 < 𝑎− 𝜀, 𝑉 𝛼

𝑟,𝑛 ≤ 𝜀
⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁
≥

≥ P
(︁
𝑉 𝛼
𝑟 < 𝑎− 𝜀

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
−P

(︁
𝑉 𝛼
𝑟,𝑛 > 𝜀

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
.

Таким образом, с помощью (1.22) получаем, что

P
(︁
𝑉 𝛼
𝑟 < 𝑎− 𝜀

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
− 𝐶3𝑓(𝑟)−

𝐶2

𝑛3/4
≤

≤ P
(︁
𝑉 𝛼
𝑛 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ P

(︁
𝑉 𝛼
𝑟 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
(1.23)

при всех положительных 𝜀 и всех достаточно больших 𝑛 и 𝑟.
Для окончания доказательства леммы 2 нам потребуется лемма 4:

Лемма 4. В условиях леммы 2 при любом натуральном 𝑟 и любых действи-
тельных 𝑎1, ..., 𝑎𝑟, 𝑏1, ..., 𝑏𝑟 верно, что

P
(︁
𝜉𝛼1 ∈ [𝑎1, 𝑏1], . . . , 𝜉

𝛼
𝑟 ∈ [𝑎𝑟, 𝑏𝑟]

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
→

→ P (𝜉𝛼1 ∈ [𝑎1, 𝑏1], . . . , 𝜉
𝛼
𝑟 ∈ [𝑎𝑟, 𝑏𝑟]) ,

причем сходимость равномерна по 𝛼 ∈ [𝛼1;𝛼2].

Отметим, что данная лемма обобщает теорему Бартфаи из [38].
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Доказательство. Введём обозначения 𝜉𝛼 = (𝜉𝛼1 , . . . , 𝜉
𝛼
𝑟 ), �⃗� = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑟). По-

ложим для краткости 𝐵 = [𝑎1, 𝑏1] × · · · × [𝑎𝑟, 𝑏𝑟]. Аналогично (1.9) получим,
что

P
(︁
𝜉𝛼 ∈ 𝐵

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
=

1

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁ 𝑏1∫︁

𝑎1

· · ·
𝑏𝑟∫︁

𝑎𝑟

P
(︁
𝜉𝛼 ∈ d�⃗�,

̃︀𝑆𝛼
𝑛 − (𝑆𝛼

𝑟 −𝑚𝛼𝑟) ∈

[︃
𝑔𝑛 −

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 +𝑚𝛼𝑟, 𝑑𝑛 −
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 +𝑚𝛼𝑟

]︃)︃
=

=

𝑏1∫︁
𝑎1

· · ·
𝑏𝑟∫︁

𝑎𝑟

P
(︁
𝜉𝛼 ∈ d�⃗�

)︁
×

×
P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 − ̃︀𝑆𝛼
𝑟 ∈ [𝑔𝑛 −

∑︀𝑟
𝑖=1 𝑥𝑖 +𝑚𝛼𝑟, 𝑑𝑛 −

∑︀𝑟
𝑖=1 𝑥𝑖 +𝑚𝛼𝑟]

)︁
P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁ . (1.24)

Докажем, что

P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 − ̃︀𝑆𝛼
𝑖 ∈ [𝑔𝑛 − 𝑥, 𝑑𝑛 − 𝑥]

)︁
P
(︁̃︀𝑆𝛼

𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]
)︁ = 1 + 𝜌𝑛 (1.25)

при 𝑖 < 𝑛 и |𝑥| ≤ 𝑐0, где 𝑐0 — некоторая фиксированная константа. Соотноше-
ния (1.10)-(1.14) также верны для указанных 𝑖 и 𝑥, следовательно, нам нужно
показать, что

1√
𝑛

⌊𝑑𝑛−𝑔𝑛⌋∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑥) =
1√
𝑛

⌊𝑑𝑛−𝑔𝑛⌋∑︁
𝑗=0

𝑏𝑗 + 𝜌𝑛

при |𝑥| ≤ 𝑐0. Это следует из определений 𝑎𝑗(𝑥) и 𝑏𝑗, а также из того, что
|̃︀𝑔𝑗| ≤ 2𝐷

√
𝑛, а |𝑏𝑗| ≤ 1:

𝑎𝑗(𝑥) = exp

(︂
− (̃︀𝑔𝑗 − 𝑥)2

2(𝑛− 𝑖)𝜎2(−1)

)︂
= exp

(︃
−

𝑔2𝑗
2𝑛𝜎2(−1)

+ 𝜌𝑛

)︃
= 𝑏𝑗 + 𝜌𝑛.

Таким образом, получаем, что утверждение (1.25) верно, а значит, из (1.25) и
(1.24) следует, что

P
(︁
𝜉𝛼 ∈ 𝐵

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
= (1 + 𝜌𝑛)P

(︁
𝜉𝛼 ∈ 𝐵

)︁
.

Лемма 4 доказана.
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Используя лемму 4 и утверждение (1.23), получаем, что для любого по-
ложительного 𝜀

P (𝑉 𝛼
𝑟 < 𝑎− 𝜀)− 𝐶3𝑓(𝑟)−

𝐶2

𝑛3/4
≤

≤ P
(︁
𝑉 𝛼
𝑛 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ P (𝑉 𝛼

𝑟 < 𝑎) + 𝜌𝑛

при всех достаточно больших 𝑛 и 𝑟. Переходя к пределу по 𝑛→ ∞, заключаем,
что

P (𝑉 𝛼
𝑟 < 𝑎− 𝜀)− 𝐶3𝑓(𝑟) ≤ lim

𝑛→∞
P
(︁
𝑉 𝛼
𝑛 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤

≤ lim
𝑛→∞

P
(︁
𝑉 𝛼
𝑛 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ P (𝑉 𝛼

𝑟 < 𝑎) .

В силу произвольности 𝜀 мы видим, что

P (𝑉 𝛼
𝑟 < 𝑎)− 𝐶3𝑓(𝑟) ≤ lim

𝑛→∞
P
(︁
𝑉 𝛼
𝑛 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤

≤ lim
𝑛→∞

P
(︁
𝑉 𝛼
𝑛 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝛼
𝑛 ∈ [𝑔𝑛, 𝑑𝑛]

)︁
≤ P (𝑉 𝛼

𝑟 < 𝑎) . (1.26)

Оценим

P (𝑉 𝛼
∞ − 𝑉 𝛼

𝑟 > 𝜀) =

= P (𝑉 𝛼
∞ − 𝑉 𝛼

𝑟 > 𝜀| ∀𝑖 > 𝑟 : 𝑆𝛼
𝑖 > 𝑚𝛼𝑖/2)P (∀𝑖 > 𝑟 : 𝑆𝛼

𝑖 > 𝑚𝛼𝑖/2) +

+P (𝑉 𝛼
∞ − 𝑉 𝛼

𝑟 > 𝜀| ∃𝑖 > 𝑟 : 𝑆𝛼
𝑖 ≤ 𝑚𝛼𝑖/2)P (∃𝑖 > 𝑟 : 𝑆𝛼

𝑖 ≤ 𝑚𝛼𝑖/2) . (1.27)

Согласно (1.20) из (1.27) получаем, что

P (𝑉 𝛼
∞ − 𝑉 𝛼

𝑟 > 𝜀) ≤

≤ P

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑟+1

exp (−𝑚𝛼𝑖/2) > 𝜀

)︃
P (∀𝑖 > 𝑟 : 𝑆𝛼

𝑖 > 𝑚𝛼𝑖/2) +

+P (𝑉 𝛼
∞ − 𝑉 𝛼

𝑟 > 𝜀| ∃𝑖 > 𝑟 : 𝑆𝛼
𝑖 ≤ 𝑚𝛼𝑖/2) 𝑓(𝑟) ≤

≤ P

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑟+1

exp (−𝑚𝛼𝑖/2) > 𝜀

)︃
+ 𝑓(𝑟) → 0 (1.28)

при 𝑟 → ∞ и всех положительных 𝜀, так как 𝑓(𝑟) → 0 при 𝑟 → ∞, а ряд

∞∑︁
𝑖=1

exp (−𝑚𝛼𝑖/2)
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является суммой бесконечной геометрической прогрессии. Из (1.28) получаем,
что ряд

𝑉 𝛼
∞ =

∞∑︁
𝑖=1

𝑒−𝑆𝛼
𝑖

сходится по вероятности при всех 𝛼 ∈ [𝛼1;𝛼2]. Осталось показать, что эта схо-
димость равномерна.

Предположим, что это не так. Тогда существует последовательность
{𝛼𝑟}, такая что

P (𝑉 𝛼𝑟
∞ − 𝑉 𝛼𝑟

𝑟 > 𝜀) ≥ 𝐶4

для некоторой константы 𝐶4 > 0. Однако из (1.28) получаем, что для достаточ-
но большого 𝑟

P (𝑉 𝛼
∞ − 𝑉 𝛼

𝑟 > 𝜀) < 𝐶4

для всех 𝛼, что приводит нас к противоречию. Следовательно, получаем, что
ряд 𝑉 𝛼

∞ сходится по вероятности равномерно по 𝛼 ∈ [𝛼1;𝛼2]. Откуда, переходя
к пределу при 𝑟 → ∞ в (1.26), получаем требуемое утверждение.

Лемма 2 доказана.

Доказательство леммы 3. Выполнение условий 2-3 из леммы 2 для сопряжен-
ных величин проверяется в [19] при получении теоремы 2 из теоремы 1. Осталь-
ные упрощения следуют из определения сопряженного распределения.
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Глава 2

Большие нижние уклонения
ВПССГ

2.1 Описание модели и постановка задачи

Пусть 𝜂 = (𝜂1, . . .) — последовательность независимых одинаково рас-
пределённых (н.о.р.) случайных величин (с.в.), а {𝜑𝑦}𝑦∈R — семейство произво-
дящих функций (п.ф.). При фиксированной среде 𝜂 рассмотрим набор незави-
симых случайных величин (𝑋𝑖,𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ N), где 𝑋𝑖,𝑗 имеют п.ф. 𝜑𝜂𝑖.

Ветвящимся процессом (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) в случайной среде 𝜂 (ВПСС) назовём
последовательность случайных величин, заданную соотношениями:

𝑍0 = 1, 𝑍𝑛+1 = 𝑋𝑛+1,1 + · · ·+𝑋𝑛+1,𝑍𝑛
, 𝑛 ≥ 0.

Положим 𝜉𝑖 = ln𝜑′𝜂𝑖 (1) ,E𝜉𝑖 = 𝜇. Сопровождающим случайным блужданием
ВПСС назовём последовательность случайных величин 𝑆𝑛 = 𝜉1+ · · ·+𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1.
Здесь и далее мы будем использовать символ 𝜉 для обозначения случайной
величины, имеющей такое же распределение, что и 𝜉𝑖.

В работе рассматривается случай геометрического семейства п.ф.:

𝜑𝑦 (𝑠) = 1−
(︂
1 +

1

𝜑′𝑦(1) (1− 𝑠)

)︂−1

. (2.1)

ВПСС в котором п.ф. числа потомков одной частицы задаются соотношением
(2.1), будем называть ветвящимся процессом в случайной среде с геометриче-
ским числом потомков (ВПССГ).
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Назовём с.в. 𝜁 решётчатой, если существуют такие вещественные числа
𝑎 и 𝑏, 𝑏 > 0, что

P (𝜁 ∈ {𝑎+ 𝑏𝑛, 𝑛 ∈ Z}) = 1,

и нерешетчатой в ином случае. В работе рассматриваются ВПССГ, шаги 𝜉 со-
провождающих блужданий 𝑆𝑛 которых имеют нерешетчатые распределения.

Также нам будут нужны следующие соотношения для ВПССГ, получен-
ные в работе А. Агрести ([9]):

P (𝑍𝑛 > 𝑘|𝜂) = 1

𝑈𝑛 + 𝑉𝑛

(︂
1 +

𝑈𝑛

𝑉𝑛

)︂−𝑘

,

P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝜂) = 1

𝑈𝑛 + 𝑉𝑛

(︂
1 +

𝑈𝑛

𝑉𝑛

)︂−𝑘
𝑈𝑛

𝑉𝑛
, (2.2)

при всех натуральных 𝑘 и 𝑛, где 𝑈𝑛 = 𝑒−𝑆𝑛, 𝑉𝑛 =
∑︀𝑛−1

𝑖=0 𝑒
−𝑆𝑖.

Существует общепринятая классификация ВПСС (см., например, [42],
[43]). ВПСС (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) называется докритическим, если E𝜉 = 𝜇 < 0, критиче-
ским, если 𝜇 = 0, и надкритическим, если 𝜇 > 0.

Кроме этого существует дополнительная классификация докритических
и надкритических ВПСС, основанная в том числе на различии в поведении
функции уклонений для больших верхних и больших нижних уклонений соот-
ветственно.

Пусть для 𝜉 выполнено условие Крамера: 𝑅 (ℎ) = E𝑒ℎ𝜉 <∞ при 0 < ℎ <

ℎ+, где ℎ+ > 1. Тогда, согласно (1.1), для 𝜉 определены сопряженные величины
𝜉(ℎ) и, соответственно, их математические ожидания E𝜉(ℎ) = 𝑚(ℎ). Назовём
ВПСС

• строго докритическим, если 𝜇 < 0 и 𝑚(1) < 0;

• умеренно докритическим, если 𝜇 < 0, 𝑚(1) = 0;

• слабо докритическим, если 𝜇 < 0, 𝑚(1) > 0.

Пусть для 𝜉 выполнено условие Крамера: 𝑅 (ℎ) = E𝑒ℎ𝜉 < ∞ при ℎ− <

ℎ < 0, где ℎ− < −1. Тогда назовём ВПСС

• слабо надкритическим, если 𝜇 > 0 и 𝑚(−1) < 0;

• умеренно надкритическим, если 𝜇 > 0, 𝑚(−1) = 0;
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• строго надкритическим, если 𝜇 > 0, 𝑚(−1) > 0.

Основная часть результатов данной работы исследует асимптотику ло-
кальных вероятностей больших нижних уклонений ВПССГ. Традиционно боль-
шие нижние уклонения определяются только для случая надкритических
ВПССГ. На уровне грубой асимптотики известно ([32], [34]), что есть два разных
поведения функции уклонений в случае больших нижних уклонений. В соот-
ветствии с этим поведением принято делить нижние уклонения на две зоны —
первую и вторую зону больших нижних уклонений. Однако, сразу отметим, что
вторая зона появляется только в случае строго надкритических ВПССГ.

Данная работа уточняет и дополняет результат, полученный К. Боин-
гхоффом в [34], на примере которого можно рассмотреть различие двух зон
больших нижних уклонений ВПССГ.

Теорема 4 (теорема 4.4.1 из [34]). Пусть (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — ВПССГ со средой 𝜂,
порожденной последовательностью н.о.р. величин, 𝑆𝑛 = 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛, 𝑛 > 0,

— его сопровождающее случайное блуждание, E𝜉 = 𝜇 > 0. Предположим
также, что для 𝜉 выполнено условие Крамера: 𝑅(ℎ) <∞ при ℎ− < ℎ < 0.

Пусть 𝜃 ∈ (0;𝜇). Тогда

lim
𝑛→∞

1

𝑛
logP (1 ≤ 𝑍𝑛 ≤ exp(𝜃𝑛)) = −𝜒(𝜃),

где, если ℎ− < −1, то

𝜒(𝜃) =

⎧⎨⎩Λ(𝜃) , 𝜃 > 𝑚(−1)

−𝜃 − log𝑅(−1) , 𝜃 ≤ 𝑚(−1)
,

иначе 𝜒(𝜃) = Λ(𝜃).

Можно видеть, что, если ℎ− < −1, то вероятности больших нижних
уклонений существенно отличаются при 𝜃 > 𝑚(−1) и 𝜃 < 𝑚(−1) даже на
уровне логарифмической асимптотики. При этом в точке 𝜃 = 𝑚(−1) происходит
переходное явление.

Определим первую и вторую зону больших нижних уклонений. Первая
зона больших нижних уклонений определяется следующими условиями.

1) Если (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — строго надкритический процесс, то первой зоной
уклонений называется случай, когда 𝜃 ∈ (𝑚(−1);𝜇).
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2) Если (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — слабо или умеренно надкритический процесс, либо
условие Крамера выполнено при ℎ− < ℎ < 0, где ℎ− ≥ −1, то первой зоной
уклонений называется случай, когда 𝜃 ∈ (max(0,𝑚−);𝜇).

Вторая зона больших нижних уклонений определяется следующим об-
разом: если (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — строго надкритический процесс, то второй зоной
уклонений называется случай, когда 𝜃 ∈ (0;𝑚(−1)).

Граничной зоной между первой и второй зоной назовём случай, когда
(𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — строго надкритический процесс, 𝜃 = 𝜃(𝑛) и 𝜃 → 𝑚(−1) при
𝑛→ ∞.

2.2 Первая зона больших нижних уклонений

Положим множество 𝐾1 равным (𝑚(−1);𝜇), если (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — строго
надкритический процесс, и равным (max(0,𝑚−);𝜇), если (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — слабо
или умеренно надкритический процесс.

Для первой зоны больших нижних уклонений надкритического ВПССГ
получен следующий результат.

Теорема 5 (локальная теорема о больших нижних уклонениях надкритическо-
го ВПССГ в первой зоне уклонений, [44]). Пусть (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — ВПССГ со сре-
дой 𝜂, порожденной последовательностью н.о.р. величин, 𝑆𝑛 = 𝜉1+· · ·+𝜉𝑛, 𝑛 >
0, — его сопровождающее случайное блуждание, где величина 𝜉 предполагает-
ся нерешетчатой, E𝜉 = 𝜇 > 0. Предположим также, что для 𝜉 выполнено
условие Крамера: 𝑅(ℎ) <∞ при ℎ− < ℎ < 0.

Пусть 𝑘(𝑛) = 𝑘 ∈ N, а 𝜃(𝑛) = 𝜃 := ln 𝑘/𝑛 ∈ [𝜃1; 𝜃2], где 𝜃1 и 𝜃2 фиксиро-
ваны и принадлежат 𝐾1. Тогда

P (𝑍𝑛 = 𝑘) =
(1 + 𝜌𝑛)Γ(1 + ℎ𝜃)√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1

∞ ,

где

̃︀𝑉∞ :=
∞∑︁
𝑖=0

exp
(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑖

)︁
.

Доказательство теоремы 5. Оценим P (𝑍𝑛 = 𝑘) при 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2], где 𝜃1 и 𝜃2

фиксированы и принадлежат 𝐾1. Для этого зафиксируем положительное 𝑀 и

28



разобьём вероятность P (𝑍𝑛 = 𝑘) на три части:

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀) +

+P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝜃𝑛−𝑀 < 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛+𝑀) +P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≥ 𝜃𝑛+𝑀) . (2.3)

Оценим отдельно каждое слагаемое в правой части (2.3).
В силу (2.2) и неравенства 𝑉𝑛 ≥ 1 при всех достаточно больших 𝑛 вы-

полнены неравенства

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≥ 𝜃𝑛+𝑀) < E (𝑈𝑛;𝑆𝑛 ≥ 𝜃𝑛+𝑀) =

=

+∞∫︁
𝜃𝑛+𝑀

𝑒
̃︀ℎ𝑢𝑒(−1−̃︀ℎ)𝑢P (𝑆𝑛 ∈ d𝑢) ≤ 𝑒(−1−̃︀ℎ)(𝜃𝑛+𝑀)

+∞∫︁
𝜃𝑛+𝑀

𝑒
̃︀ℎ𝑢P (𝑆𝑛 ∈ d𝑢) =

= 𝑒(−1−̃︀ℎ)(𝜃𝑛+𝑀)𝑅𝑛(̃︀ℎ)P(︁𝑆(̃︀ℎ)
𝑛 ≥ 𝜃𝑛+𝑀

)︁
, (2.4)

где ̃︀ℎ таково, что ℎ𝜃1 > ̃︀ℎ > max(ℎ−,−1). Поскольку при таком ̃︀ℎ верно, что
𝜃 > 𝑚(̃︀ℎ), мы можем применить теорему 3:

P
(︁
𝑆(̃︀ℎ)
𝑛 ≥ 𝜃𝑛+𝑀

)︁
=

1 + 𝜌𝑛(𝜃)
√
2𝜋𝑛𝜎(̃︀ℎ) (︁ℎ(̃︀ℎ)𝜃+𝑀/𝑛

)︁
ℎ
(̃︀ℎ)
𝜃+𝑀/𝑛

𝑒−Λ(̃︀ℎ)(𝜃+𝑀/𝑛)𝑛, (2.5)

где
Λ(̃︀ℎ)(𝜃) := ℎ

(̃︀ℎ)
𝜃 𝜃 − ln𝑅(̃︀ℎ)(ℎ(̃︀ℎ)𝜃 )

обозначает функцию уклонений для сопряженного распределения 𝐹 (̃︀ℎ). Исполь-
зуя (1.4), получаем, что

Λ(̃︀ℎ)(︂𝜃 + 𝑀

𝑛

)︂
=

(︂
𝜃 +

𝑀

𝑛

)︂
ℎ
(̃︀ℎ)
𝜃+𝑀/𝑛 − ln𝑅(̃︀ℎ) (︁ℎ(̃︀ℎ)𝜃+𝑀/𝑛

)︁
=

=

(︂
𝜃 +

𝑀

𝑛

)︂
ℎ𝜃+𝑀/𝑛 − ln𝑅

(︀
ℎ𝜃+𝑀/𝑛

)︀
−
(︂
𝜃 +

𝑀

𝑛

)︂̃︀ℎ+ ln𝑅(̃︀ℎ) =
= Λ

(︂
𝜃 +

𝑀

𝑛

)︂
−
(︂
𝜃 +

𝑀

𝑛

)︂̃︀ℎ+ ln𝑅(̃︀ℎ). (2.6)

Разложим Λ(𝜃 +𝑀/𝑛) по формуле Тейлора в точке 𝜃:

Λ

(︂
𝜃 +

𝑀

𝑛

)︂
= Λ(𝜃) + Λ′(𝜃)

𝑀

𝑛
+ 𝑜

(︂
𝑀

𝑛

)︂
, 𝑛→ ∞. (2.7)

Подставляя (2.7) в (2.6) и используя то, что Λ′(𝜃) = ℎ𝜃, получаем, что

Λ(̃︀ℎ)(︂𝜃 + 𝑀

𝑛

)︂
𝑛 = Λ(𝜃)𝑛+ (ℎ𝜃 − ̃︀ℎ)𝑀 − 𝜃̃︀ℎ𝑛+ 𝑛 ln𝑅(̃︀ℎ) + 𝑜(1) (2.8)
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при 𝑛→ ∞. В силу (1.4) и (2.8), получаем, что

P
(︁
𝑆(̃︀ℎ)
𝑛 ≥ 𝜃𝑛+𝑀

)︁
=

1 + 𝜌𝑛(𝜃)√
2𝜋𝑛𝜎 (ℎ𝜃) (ℎ𝜃 − ̃︀ℎ)𝑅−𝑛(̃︀ℎ)𝑒−Λ(𝜃)𝑛𝑒𝜃

̃︀ℎ𝑛+𝑀(̃︀ℎ−ℎ𝜃)+𝑜(1) (2.9)

при 𝑛→ ∞. Отсюда в силу (2.4) соотношение

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≥ 𝜃𝑛+𝑀) <
2

√
2𝜋𝑛𝜎 (ℎ𝜃) (ℎ𝜃 − ̃︀ℎ)𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛𝑒−𝑀(1+ℎ𝜃)+1 (2.10)

выполнено при всех достаточно больших 𝑛 и 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2].
Оценим P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀). Исходя из формулы (2.2), имеем

P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀) = E

(︃
1

𝑈𝑛 + 𝑉𝑛

𝑈𝑛

𝑉𝑛

(︂
1 +

𝑈𝑛

𝑉𝑛

)︂−𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀

)︃
≤

≤ E

(︂
𝑔

(︂
𝑈𝑛

𝑉𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀

)︂
,

где 𝑔 = 𝑥(1 + 𝑥)−𝑘. Поскольку

𝑔′(𝑥) = (1 + 𝑥)−𝑘−1(1− (𝑘 − 1)𝑥), 𝑥 > 0, lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 0,

то единственный ноль производной функции 𝑔(𝑥) будет её точкой максимума
на [0;∞). Следовательно,

P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀) ≤ sup
[0;+∞]

𝑔(𝑥) = 𝑔

(︂
1

𝑘 − 1

)︂
.

Таким образом,

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀) =

= P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀)P (𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀) ≤

≤ 𝑔

(︂
1

𝑘 − 1

)︂
P (𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀) =

1

𝑒𝑘

1 + 𝜌𝑛(𝜃)√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)(−ℎ𝜃)

𝑒−Λ(𝜃−𝑀/𝑛)𝑛. (2.11)

Последний переход в (2.11) использует следствие 1. Раскладывая Λ(𝜃 −𝑀/𝑛)

по формуле Тейлора в точке 𝜃 и подставляя результат в (2.11), получаем, что
соотношение

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀) <
2√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)(−ℎ𝜃)
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛𝑒ℎ𝜃𝑀+1 (2.12)

выполнено при всех достаточно больших 𝑛 и 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2].
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Оценим вероятность P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝜃𝑛−𝑀 < 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛+𝑀). Напомним,
что

̃︀𝑆𝑛 = 𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 − 𝜃𝑛, ̃︀𝑉𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

exp
(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑖

)︁
, ̃︀𝑉∞ =

∞∑︁
𝑖=0

exp
(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑖

)︁
.

Докажем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝜃𝑛−𝑀 < 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛+𝑀) =

=
1 + 𝜌𝑛(𝜃)√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

𝑒−Λ(𝜃)𝑛−ln 𝑘

+∞∫︁
1

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
d𝑦P

(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥
)︁
. (2.13)

Для этого заметим, что при 𝑆𝑛 ≥ 𝜃𝑛−𝑀 и 𝑘 = [𝑒𝜃𝑛] справедливы неравенства

𝑘
𝑈 2
𝑛

𝑉 2
𝑛

< 𝑘𝑈 2
𝑛 ≤ 𝑒𝜃𝑛−2𝑆𝑛 ≤ 𝑒𝜃𝑛−2𝜃𝑛+2𝑀 . (2.14)

Таким образом, если 𝑆𝑛 ≥ 𝜃𝑛−𝑀 , то, с помощью (2.2), получаем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝜂) = 1

𝑈𝑛 + 𝑉𝑛

(︂
1 +

𝑈𝑛

𝑉𝑛

)︂−𝑘
𝑈𝑛

𝑉𝑛
=

=
1

𝑈𝑛 + 𝑉𝑛
𝑒−𝑘ln(1+𝑈𝑛

𝑉𝑛 )
𝑈𝑛

𝑉𝑛
=
𝑈𝑛

𝑉 2
𝑛

𝑒−𝑘𝑈𝑛
𝑉𝑛 (1 + 𝑜 (1)) (2.15)

при 𝑛→ ∞, где 𝑜(1) равномерно мало по рассматриваемым 𝜂.
Используя определение сопряженного распределения (1.1), а также пред-

ставление (2.15), запишем искомую вероятность (2.13) в виде интеграла:

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝜃𝑛−𝑀 < 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛+𝑀) =

=
𝑅𝑛(ℎ𝜃)

𝑅𝑛(ℎ𝜃)

+∞∫︁
1

𝜃𝑛+𝑀∫︁
𝜃𝑛−𝑀

𝑒ℎ𝜃𝑦
𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑘𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
P

(︃
𝑆𝑛 ∈ d𝑦,

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑒−𝑆𝑖 ∈ d𝑥

)︃
=

= 𝑅𝑛(ℎ𝜃)

+∞∫︁
1

𝜃𝑛+𝑀∫︁
𝜃𝑛−𝑀

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑘𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
P

(︃
𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 ∈ d𝑦,

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑒−𝑆
(ℎ𝜃)
𝑖 ∈ d𝑥

)︃
.

Производя замену 𝑦 на 𝑦 − 𝜃𝑛, получаем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝜃𝑛−𝑀 < 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛+𝑀) = exp (−Λ(𝜃)𝑛− 𝜃𝑛)×

×
+∞∫︁
1

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
P

(︃
𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 − 𝜃𝑛 ∈ d𝑦,

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑒−𝑆
(ℎ𝜃)
𝑖 ∈ d𝑥

)︃
. (2.16)
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Cоотношение (2.16) перепишем в виде

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝜃𝑛−𝑀 < 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛+𝑀) = exp (−Λ(𝜃)𝑛− 𝜃𝑛)×

×
+∞∫︁
1

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒(−1−ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
P
(︁ ̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ;𝑀 ]
)︁
× (2.17)

×P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ;𝑀 ]

)︁
.

Заметим, что, согласно замечанию 1, для любого отрезка [ℎ1;ℎ2] ⊂ (ℎ−; 0) бу-
дет верно условие теоремы 2 и, следовательно, леммы 3. Пользуясь тем, что
последовательность {̃︀𝑆𝑛, 𝑛 ≥ 1} является случайным блужданием с нулевым
средним, применим к вероятности P

(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ;𝑀 ]
)︁

теорему 2:

P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ;𝑀 ]

)︁
=

2𝑀 + 𝜌𝑛(𝜃)√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

.

Подставляя полученное соотношение в (2.17), получаем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝜃𝑛−𝑀 < 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛+𝑀) =

=
1√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛 (2𝑀 + 𝜌𝑛(𝜃))×

×
+∞∫︁
1

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒(−1−ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
P
(︁ ̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ;𝑀 ]
)︁
. (2.18)

Представим меру под знаком интеграла в (2.18) в виде

P
(︁ ̃︀𝑉𝑛 < 𝑎, ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ; 𝑑]

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ;𝑀 ]
)︁
=

= P
(︁ ̃︀𝑉𝑛 < 𝑎

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ; 𝑑]
)︁
P
(︁ ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ; 𝑑]

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ;𝑀 ]
)︁
. (2.19)

В силу теоремы 2 последовательность мер
{︁
P
(︁ ̃︀𝑆𝑛 ∈ ·

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ;𝑀 ]
)︁
, 𝑛 ≥ 1

}︁
слабо сходится к мере, соответствующей равномерному распределению на от-
резке [−𝑀,𝑀 ]. Пользуясь леммой 3 в соотношении (2.19), приходим к соотно-
шению

P
(︁ ̃︀𝑉𝑛 < 𝑎, ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ; 𝑑]

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ;𝑀 ]
)︁
→ P

(︁̃︀𝑉∞ < 𝑎
)︁𝑀 + 𝑑

2𝑀
,

сходимость в котором равномерна по 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] при 𝑛 → ∞. Поскольку меры
в левой и правой частях являются вероятностными, отсюда вытекает слабая
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сходимость мер, то есть сходимость интегралов от непрерывных ограниченных
функций. Таким образом,

(2𝑀 + 𝜌𝑛(𝜃))×

×
+∞∫︁
1

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒(−1−ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
P
(︁ ̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

⃒⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−𝑀 ;𝑀 ]
)︁
→

→
+∞∫︁
1

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒(−1−ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
d𝑦P

(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥
)︁

равномерно по 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] при 𝑛→ ∞. Подставляя это утверждение в выраже-
ние (2.19), получаем требуемое утверждение (2.13).

Положим
𝑃2,𝑛(𝑘) =

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛.

В силу (2.3) имеем

lim
𝑛→∞

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘, |𝑆𝑛 − 𝜃𝑛| < 𝑀) ≤ lim

𝑛→∞
𝑃2,𝑛(𝑘)

−1P (𝑍𝑛 = 𝑘) ≤

≤ lim
𝑛→∞

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘) ≤ lim

𝑛→∞
𝑃2,𝑛(𝑘)

−1P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀) +

+ lim
𝑛→∞

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘, |𝑆𝑛 − 𝜃𝑛| < 𝑀) +

+ lim
𝑛→∞

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≥ 𝜃𝑛+𝑀) .

В силу леммы 3 и соотношений (2.10), (2.12) и (2.13) имеем

+∞∫︁
1

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
d𝑦P

(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥
)︁
≤ lim

𝑛→∞
𝑃2,𝑛(𝑘)

−1P (𝑍𝑛 = 𝑘) ≤

≤ lim
𝑛→∞

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘) ≤ 2

(︂
1

−ℎ𝜃
𝑒ℎ𝜃𝑀+1 +

2

ℎ𝜃 − ̃︀ℎ𝑒−𝑀(1+ℎ𝜃)+1

)︂
+

+

+∞∫︁
1

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
d𝑦P

(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥
)︁
.

Переходя в полученных соотношениях к пределу по 𝑀 → ∞, приходим к соот-
ношению

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P(𝑍𝑛 = 𝑘) →

∫︁ ∞

1

∫︁ ∞

−∞

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
d𝑦P

(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥
)︁
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равномерно по 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] при 𝑛 → ∞. Производя замену 𝑢 = exp(−𝑦)/𝑥,
получаем для двойного интеграла в правой части, что

+∞∫︁
1

∞∫︁
0

𝑢ℎ𝜃

𝑥1−ℎ𝜃
𝑒−𝑢d𝑢P

(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥
)︁
= Γ(1 + ℎ𝜃)

+∞∫︁
1

1

𝑥1−ℎ𝜃
P
(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥

)︁
.

Теорема 5 доказана.

2.3 Вторая зона больших нижних уклонений

Вторая зона больших нижних уклонений существует только в случае
строго надкритических ВПССГ (ℎ− < −1, 𝑚(−1) > 0) и определяется следу-
ющим условием: если (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — строго надкритический процесс, то второй
зоной уклонений называется случай, когда 𝜃 ∈ (0;𝑚(−1)).

Для второй зоны больших нижних уклонений строго надкритического
ВПССГ получен следующий результат.

Теорема 6 (локальная теорема о больших нижних уклонениях строго надкри-
тического ВПССГ во второй зоне уклонений). Пусть (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — ВПССГ со
средой 𝜂, порожденной последовательностью н.о.р. величин, 𝑆𝑛 = 𝜉1 + · · · +
𝜉𝑛, 𝑛 > 0, — его сопровождающее случайное блуждание, где величина 𝜉 пред-
полагается нерешетчатой, E𝜉 = 𝜇 > 0, 𝑚(−1) > 0. Предположим также,
что для 𝜉 верно, что E𝜉2 exp (−𝜉) <∞.

Пусть 𝑘(𝑛) = 𝑘 ∈ N, а 𝜃(𝑛) = 𝜃 := ln 𝑘/𝑛 ∈ [0; 𝜃2] ⊂ [0;𝑚(−1)), где 𝜃2
фиксировано. Тогда

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = (1 + 𝜌𝑛)𝑅
𝑛(−1)Ê︀𝑉 −2

∞ ,

где

̂︀𝑉∞ :=
∞∑︁
𝑖=0

exp
(︁
−𝑆(−1)

𝑖

)︁
.

Отметим, что рассматриваемая асимптотика вероятностей во второй
зоне уклонений не зависит от 𝜃 и, соответственно, от 𝑘 — данное свойство про-
является только в случае рассмотрения локальных вероятностей (см. теорему
4).
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Также в теорему 6 включён результат для случая так называемых низ-
ких уровней — то есть ситуации, когда 𝑘 является константой, иначе говоря,
когда 𝜃 стремится к 0 или равно 0. Данный результат дополняет и уточняет
результат, полученный В. Бансайе и К. Боингхоффом в [35] (Corollary 2.3) для
низких уровней.

В случае строго надкритического ВПССГ появляется переходная зона
в окрестности точки 𝑚(−1), разделяющая первую и вторую зону уклонений.
Таким образом, можно сформулировать обобщение теоремы 6, частично рас-
сматривающее переходную зону.

Теорема 7 (локальная теорема о больших нижних уклонениях строго надкри-
тического ВПССГ во второй зоне уклонений и на границе зон). Пусть процесс
(𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) удовлетворяет условиям теоремы 6.

Пусть 𝑘(𝑛) = 𝑘 ∈ N, а 𝜃(𝑛) = 𝜃 := ln 𝑘/𝑛 ∈ [0; 𝜃2], где 𝜃2 = 𝜃2(𝑛) =

𝑚(−1) + 𝑐/
√
𝑛 для некоторой произвольной константы 𝑐 > 0. Тогда

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = (1 + 𝜌𝑛)𝑅
𝑛(−1)Ê︀𝑉 −2

∞

(︂
1− Φ

(︂√
𝑛(𝜃 −𝑚(−1))

𝜎(−1)

)︂)︂
.

Отметим одно полезное следствие из теоремы 7.

Следствие 2. Пусть процесс (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) удовлетворяет условиям теоремы
6.

Пусть 𝑘(𝑛) = 𝑘 ∈ N, а 𝜃(𝑛) = 𝜃 := ln 𝑘/𝑛 ∈ [𝜃1; 𝜃2], где 𝜃1 = 𝜃1(𝑛) =

𝑚(−1) + 𝑐𝑛−1/2 + 𝑟1(𝑛), 𝜃2 = 𝜃2(𝑛) = 𝑚(−1) + 𝑐𝑛−1/2 + 𝑟2(𝑛) для некоторо-
го фиксированного 𝑐 и некоторых фиксированных последовательностей 𝑟1 и
𝑟2 таких, что 𝑟1(𝑛) < 𝑟2(𝑛), 𝑟1(𝑛) = 𝑜(𝑛−1/2), 𝑟2(𝑛) = 𝑜(𝑛−1/2) и отрезок
[exp(𝜃1(𝑛)𝑛); exp(𝜃2(𝑛)𝑛)] содержит хотя бы одно целое число при всех 𝑛. То-
гда

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = (1 + 𝜌𝑛)𝑅
𝑛(−1)Ê︀𝑉 −2

∞

(︂
1− Φ

(︂
𝑐

𝜎(−1)

)︂)︂
.

Доказательство теоремы 6 и следствия 2. Заметим, что теорема 6 и след-
ствие 2 напрямую следуют из теоремы 7, поэтому мы будем доказывать только
теорему 7.
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Доказательство теоремы 7. Оценим P (𝑍𝑛 = 𝑘) при 𝜃 ∈ [0; 𝜃2], где 𝜃2 =

𝜃2(𝑛) = 𝑚(−1)+ 𝑐/
√
𝑛 для некоторой произвольной константы 𝑐 > 0. Согласно

(2.2) имеем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = E

(︃
1

𝑈𝑛 + 𝑉𝑛

𝑈𝑛

𝑉𝑛

(︂
1 +

𝑈𝑛

𝑉𝑛

)︂−𝑘
)︃

=

=
𝑅𝑛(−1)

𝑅𝑛(−1)
E

(︃
𝑒−𝑆𝑛

1

(𝑈𝑛 + 𝑉𝑛)𝑉𝑛

(︂
1 +

𝑈𝑛

𝑉𝑛

)︂−𝑘
)︃

=

= 𝑅𝑛(−1)E

⎛⎝ 1

(̂︀𝑈𝑛 + ̂︀𝑉𝑛)̂︀𝑉𝑛
(︃
1 +

̂︀𝑈𝑛̂︀𝑉𝑛
)︃−𝑘

⎞⎠ , (2.20)

где ̂︀𝑈𝑛 = exp(−𝑆(−1)
𝑛 ), ̂︀𝑉𝑛 =

∑︀𝑛−1
𝑖=0 exp(−𝑆(−1)

𝑖 ). Также обозначим ̂︀𝑆𝑛 := 𝑆
(−1)
𝑛 −

𝑚(−1)𝑛. Зафиксируем положительное 𝑀 > 𝑐 и представим математическое
ожидание в правой части (2.20) как сумму математических ожиданий:

E

⎛⎝ 1

(̂︀𝑈𝑛 + ̂︀𝑉𝑛)̂︀𝑉𝑛
(︃
1 +

̂︀𝑈𝑛̂︀𝑉𝑛
)︃−𝑘

; ̂︀𝑆𝑛 ≤ −𝑀
√
𝑛

⎞⎠+

+E

⎛⎝ 1

(̂︀𝑈𝑛 + ̂︀𝑉𝑛)̂︀𝑉𝑛
(︃
1 +

̂︀𝑈𝑛̂︀𝑉𝑛
)︃−𝑘

; ̂︀𝑆𝑛 ∈
(︀
−𝑀

√
𝑛;𝑀

√
𝑛
)︀⎞⎠+

+E

⎛⎝ 1

(̂︀𝑈𝑛 + ̂︀𝑉𝑛)̂︀𝑉𝑛
(︃
1 +

̂︀𝑈𝑛̂︀𝑉𝑛
)︃−𝑘

; ̂︀𝑆𝑛 ≥𝑀
√
𝑛

⎞⎠ . (2.21)

Обозначим математические ожидания из (2.21) через 𝐼1, 𝐼2 и 𝐼3 соответственно.
Заметим, что величина под знаком математического ожидания в 𝐼1 не превосхо-
дит единицы. Следовательно, согласно центральной предельной теореме, верна
следующая оценка:

𝐼1 ≤ P

(︃ ̂︀𝑆𝑛√
𝑛𝜎(−1)

+
𝑀

𝜎(−1)
≤ 0

)︃
= (1 + 𝜌𝑛)Φ

(︂
− 𝑀

𝜎(−1)

)︂
. (2.22)

Математическое ожидание 𝐼3 оценивается аналогичным образом:

𝐼3 ≤ P

(︃ ̂︀𝑆𝑛√
𝑛𝜎(−1)

− 𝑀

𝜎(−1)
≥ 0

)︃
=

= (1 + 𝜌𝑛)

(︂
1− Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂)︂
= (1 + 𝜌𝑛)Φ

(︂
− 𝑀

𝜎(−1)

)︂
. (2.23)
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В дальнейшем 𝑀 будет выбрано достаточно большим, чтобы 𝐼1 и 𝐼3 оказались
малы.

Далее преобразуем математическое ожидание 𝐼2:

𝐼2 = (1 + 𝜌𝑛)

+∞∫︁
1

𝑀
√
𝑛∫︁

−𝑀
√
𝑛

1

𝑥
(︀
𝑥+ 𝑒−𝑦−𝑚(−1)𝑛

)︀ ×
×
(︂
1 +

exp(−𝑦 −𝑚(−1)𝑛)

𝑥

)︂−𝑘

P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̂︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
=

= (1 + 𝜌𝑛)

+∞∫︁
1

𝑀
√
𝑛∫︁

−𝑀
√
𝑛

1

𝑥
(︀
𝑥+ 𝑒−𝑦−𝑚(−1)𝑛

)︀ ×
× exp

(︂
−exp(−𝑦 − (𝑚(−1)− 𝜃)𝑛)

𝑥

)︂
P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̂︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
. (2.24)

Обозначим 𝑟𝑛 := 𝑚(−1)− 𝜃,𝑀1 =𝑀1(𝑛, 𝜃) := max(−𝑀
√
𝑛,−𝑛𝑟𝑛− 𝑛1/3), 𝑀2 =

𝑀2(𝑛, 𝜃) := max(−𝑀
√
𝑛,−𝑛𝑟𝑛 + 𝑛1/3). Отметим, что 𝑟𝑛 зависит от 𝑛 так как 𝜃,

вообще говоря, зависит от 𝑛.
Разобьем внутренний интеграл в (2.24) на три интеграла 𝐽1, 𝐽2 и 𝐽3 по

промежуткам [−𝑀
√
𝑛;𝑀1), [𝑀1;𝑀2) и [𝑀2;𝑀

√
𝑛] соответственно. Один или

несколько из описанных выше промежутков интегрирования могут быть пусты-
ми множествами, однако доказательству это не мешает. Рассмотрим интеграл
𝐽1:

𝐽1 = (1 + 𝜌𝑛)

+∞∫︁
1

𝑀1∫︁
−𝑀

√
𝑛

1

𝑥
(︀
𝑥+ 𝑒−𝑦−𝑚(−1)𝑛

)︀ ×
× exp

(︂
−exp(−𝑦 − (𝑚(−1)− 𝜃)𝑛)

𝑥

)︂
P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̂︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
. (2.25)

Если 𝑛 таково, что −𝑛𝑟𝑛 − 𝑛1/3 ≤ −𝑀
√
𝑛, то 𝑀1 = −𝑀

√
𝑛. В этом случае

𝐽1 = 0 = 𝜌𝑛, так как является интегралом по пустому множеству. Пусть 𝑛

таково, что −𝑛𝑟𝑛 − 𝑛1/3 > −𝑀
√
𝑛. Тогда

𝑀1 = −𝑛𝑟𝑛 − 𝑛1/3, −𝑦 − (𝑚(−1)− 𝜃)𝑛 = −𝑦 − 𝑛𝑟𝑛 ≥ 𝑛1/3,
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следовательно,

𝐽1 ≤ 2

+∞∫︁
1

1

𝑥2
exp

(︃
−𝑒

𝑛1/3

𝑥

)︃
P
(︁̂︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤

≤ 2max

(︃
1

𝑥2
exp

(︃
−𝑒

𝑛1/3

𝑥

)︃
;𝑥 ≥ 1

)︃
=: 2max( ̃︀𝑓(𝑥);𝑥 ≥ 1). (2.26)

Оценим максимум в правой части (2.26). Для этого заметим, что

̃︀𝑓 ′(𝑥) = exp

(︃
−𝑒

𝑛1/3

𝑥

)︃(︃
𝑒𝑛

1/3 − 2𝑥

𝑥4

)︃
,

̃︀𝑓 (︁𝑒𝑛1/3

/2
)︁
=

1

exp
(︀
2𝑛1/3 + 2

)︀ , ̃︀𝑓(1) = exp
(︁
−𝑒𝑛1/3

)︁
.

Откуда, учитывая, что ̃︀𝑓(𝑥) → 0 при 𝑥 → ∞ при достаточно больших 𝑛 полу-
чаем, что

𝐽1 ≤
2

exp
(︀
2𝑛1/3 + 2

)︀ = 𝜌𝑛.

Откуда получаем, что

𝐽1 = 𝜌𝑛 (2.27)

при всех 𝑛. Для оценки интеграла 𝐽3 заметим, что, если 𝑦 ∈ [𝑀2;𝑀
√
𝑛], то

|𝑦| ≤𝑀
√
𝑛 = 𝑜 (𝑚(−1)𝑛) ,

−𝑦 − 𝑛𝑟𝑛 ≤ −max(−𝑀
√
𝑛,−𝑛𝑟𝑛 + 𝑛1/3)− 𝑛𝑟𝑛. (2.28)

Соответственно, при 𝑦 ∈ [𝑀2;𝑀
√
𝑛], если 𝑛𝑟𝑛 − 𝑛1/3 < 𝑀

√
𝑛, то −𝑦 − 𝑛𝑟𝑛 ≤

−𝑛1/3. Если же 𝑛𝑟𝑛−𝑛1/3 ≥𝑀
√
𝑛, то −𝑦−𝑛𝑟𝑛 ≤𝑀

√
𝑛−𝑛𝑟𝑛 ≤ −𝑛1/3. Откуда,

используя (2.28), получаем, что

𝐽3 = (1 + 𝜌𝑛)

+∞∫︁
1

𝑀
√
𝑛∫︁

𝑀2

1

𝑥
(︀
𝑥+ 𝑒−𝑦−𝑚(−1)𝑛

)︀ exp(︂−exp (−𝑦 − 𝑛𝑟𝑛)

𝑥

)︂
×

×P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̂︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
=

= (1 + 𝜌𝑛)

+∞∫︁
1

1

𝑥2
P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ [𝑀2;𝑀

√
𝑛], ̂︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
. (2.29)
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Представим меру в правой части (2.29) в виде

P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ [𝑀2;𝑀

√
𝑛], ̂︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
=

= P
(︁ ̂︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

⃒⃒⃒ ̂︀𝑆𝑛 ∈ [𝑀2;𝑀
√
𝑛]
)︁
P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ [𝑀2;𝑀

√
𝑛]
)︁
. (2.30)

Применим лемму 1 к последней вероятности из (2.30):

P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ [𝑀2;𝑀

√
𝑛]
)︁
= P

(︃ ̂︀𝑆𝑛√
𝑛𝜎(−1)

∈
[︂

𝑀2√
𝑛𝜎(−1)

;
𝑀

𝜎(−1)

]︂)︃
=

= (1 + 𝜌𝑛)

(︂
Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
− Φ

(︂
max(−𝑀,−

√
𝑛𝑟𝑛)

𝜎(−1)

)︂)︂
. (2.31)

Заметим, что, согласно замечанию 1, для любого отрезка [ℎ1;ℎ2] ⊂ [−1; 0) будет
верно условие теоремы 2 и, следовательно, леммы 3. Используя лемму 3 при
𝜃 = −1, 𝑔𝑛 =𝑀2 и 𝑑𝑛 =𝑀

√
𝑛, получим, что

P
(︁̂︀𝑉𝑛 < 𝑎| ̂︀𝑆𝑛 ∈ [𝑀2;𝑀

√
𝑛]
)︁
→ P

(︁̂︀𝑉∞ < 𝑎
)︁
. (2.32)

Подставляя (2.31) и (2.32) в (2.29), получаем, что

𝐽3 = (1 + 𝜌𝑛)

(︂
Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
− Φ

(︂
max(−𝑀,−

√
𝑛𝑟𝑛)

𝜎(−1)

)︂)︂
Ê︀𝑉 −2

∞ . (2.33)

Интеграл 𝐽2 можно оценить суммой интегралов:

𝐽2 = (1 + 𝜌𝑛)

+∞∫︁
1

𝑀2∫︁
𝑀1

1

𝑥
(︀
𝑥+ 𝑒−𝑦−𝑚(−1)𝑛

)︀ ×
× exp

(︂
−exp(−𝑦 − (𝑚(−1)− 𝜃)𝑛)

𝑥

)︂
P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̂︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤

≤ 2

⌈𝑀2⌉∑︁
𝑖∈⌊𝑀1⌋

+∞∫︁
1

1

𝑥2
P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ [𝑖; 𝑖+ 1), ̂︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
(2.34)

при достаточно больших 𝑛. Используя лемму 3, из (2.34) получим, что

𝐽2 ≤ 2

⌈𝑀2⌉∑︁
𝑖∈⌊𝑀1⌋

+∞∫︁
1

1

𝑥2
P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ [𝑖; 𝑖+ 1)

)︁
P
(︁̂︀𝑉∞ ∈ d𝑥

)︁
=

= 2Ê︀𝑉 −2
∞

⌈𝑀2⌉∑︁
𝑖∈⌊𝑀1⌋

P
(︁̂︀𝑆𝑛 ∈ [𝑖; 𝑖+ 1)

)︁
(2.35)
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при достаточно больших 𝑛. Применяя теорему 2 к вероятности в правой части
(2.35), получаем, что

𝐽2 ≤ 2Ê︀𝑉 −2
∞ (1 + 𝜌𝑛)

⌈𝑀2⌉ − ⌊𝑀1⌋√
2𝜋𝑛𝜎(−1)

≤ 4Ê︀𝑉 −2
∞

2𝑛1/3 + 2√
2𝜋𝑛𝜎(−1)

= 𝜌𝑛 (2.36)

при достаточно больших 𝑛, так как |𝑀2 −𝑀1| ≤ |max(−𝑀
√
𝑛,−𝑛𝑟𝑛 + 𝑛1/3)−

max(−𝑀
√
𝑛,−𝑛𝑟𝑛 − 𝑛1/3)| ≤ 2𝑛1/3.

Подставляя (2.33), (2.36) и (2.27) в (2.24), получаем, что

𝐼2 = (1 + 𝜌𝑛)

(︂
Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
− Φ

(︂
max(−𝑀,−

√
𝑛𝑟𝑛)

𝜎(−1)

)︂)︂
Ê︀𝑉 −2

∞ + 𝜌𝑛 (2.37)

при достаточно больших 𝑛. Подставляя (2.37), (2.23) и (2.22) в (2.21), получаем,
что

(1 + 𝜌𝑛)

(︂
Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
− Φ

(︂
max(−𝑀,−

√
𝑛𝑟𝑛)

𝜎(−1)

)︂)︂
Ê︀𝑉 −2

∞ ≤

≤ E

⎛⎝ 1

(̂︀𝑈𝑛 + ̂︀𝑉𝑛)̂︀𝑉𝑛
(︃
1 +

̂︀𝑈𝑛̂︀𝑉𝑛
)︃−𝑘

⎞⎠ ≤ 2(1 + 𝜌𝑛)Φ

(︂
− 𝑀

𝜎(−1)

)︂
+

+(1 + 𝜌𝑛)

(︂
Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
− Φ

(︂
max(−𝑀,−

√
𝑛𝑟𝑛)

𝜎(−1)

)︂)︂
Ê︀𝑉 −2

∞ . (2.38)

Используя (2.38) и (2.20), получим, что

(1 + 𝜌𝑛)𝑅
𝑛(−1)

(︂
Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
− Φ

(︂
max(−𝑀,−

√
𝑛𝑟𝑛)

𝜎(−1)

)︂)︂
Ê︀𝑉 −2

∞ ≤

≤ P (𝑍𝑛 = 𝑘) ≤ (1 + 𝜌𝑛)𝑅
𝑛(−1)

(︂
2Φ

(︂
− 𝑀

𝜎(−1)

)︂
+

+

(︂
Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
− Φ

(︂
max(−𝑀,−

√
𝑛𝑟𝑛)

𝜎(−1)

)︂)︂
Ê︀𝑉 −2

∞

)︂
. (2.39)

Положим

𝑃1,𝑛(𝑘) = 𝑅𝑛(−1)

(︂
1− Φ

(︂
−

√
𝑛𝑟𝑛

𝜎(−1)

)︂)︂
, (2.40)

где 𝑟𝑛 = 𝑚(−1) − ln 𝑘/𝑛. Возьмём некоторое положительное фиксированное
𝛾 ∈ (0; 1). Заметим, что последовательность 1 − Φ(−

√
𝑛𝑟𝑛/𝜎(−1)) по условию

теоремы 7 ограничена и отделена от 0. Следовательно, (𝑃1,𝑛(𝑘))
−1𝑅𝑛(−1) имеет
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конечный верхний предел. Отсюда следует, что с помощью выбора 𝑀 можно
сделать так, чтобы

lim sup
𝑛→∞

(𝑃1,𝑛(𝑘))
−1𝑅𝑛(−1)Φ

(︂
− 𝑀

𝜎(−1)

)︂
≤ 𝛾 (2.41)

для любого наперёд заданного 𝛾 > 0. Далее, заметим, что(︂
Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
− Φ

(︂
max(−𝑀,−

√
𝑛𝑟𝑛)

𝜎(−1)

)︂)︂
:

(︂
1− Φ

(︂
−

√
𝑛𝑟𝑛

𝜎(−1)

)︂)︂
≤ 1, (2.42)

так как

Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
≤ 1, Φ

(︂
max(−𝑀,−

√
𝑛𝑟𝑛)

𝜎(−1)

)︂
≥ Φ

(︂
−

√
𝑛𝑟𝑛

𝜎(−1)

)︂
при всех 𝑛. Используя (2.39), (2.41) и (2.42), получаем, что

lim sup
𝑛→∞

(𝑃1,𝑛(𝑘))
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘) ≤ 2𝛾 + Ê︀𝑉 −2

∞ (2.43)

при достаточно больших 𝑀 .
Пусть 𝑛 таково, что −

√
𝑛𝑟𝑛 < −𝑀 . Тогда

Φ

(︂
−

√
𝑛𝑟𝑛

𝜎(−1)

)︂
≤ Φ

(︂
−𝑀
𝜎(−1)

)︂
,

следовательно, с помощью выбора 𝑀 можно сделать так, чтобы(︂
Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
− Φ

(︂
−𝑀
𝜎(−1)

)︂)︂
:

(︂
1− Φ

(︂
−

√
𝑛𝑟𝑛

𝜎(−1)

)︂)︂
≥ 1− 𝛾. (2.44)

Пусть 𝑛 таково, что −
√
𝑛𝑟𝑛 ≥ −𝑀 . Тогда, аналогично (2.44), с помощью выбора

𝑀 можно сделать так, чтобы(︂
Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
− Φ

(︂
−

√
𝑛𝑟𝑛

𝜎(−1)

)︂)︂
:

(︂
1− Φ

(︂
−

√
𝑛𝑟𝑛

𝜎(−1)

)︂)︂
≥ 1− 𝛾. (2.45)

Следовательно, из (2.44) и (2.45) получаем, что(︂
Φ

(︂
𝑀

𝜎(−1)

)︂
− Φ

(︂
max(−𝑀,−

√
𝑛𝑟𝑛)

𝜎(−1)

)︂)︂
:

:

(︂
1− Φ

(︂
−

√
𝑛𝑟𝑛

𝜎(−1)

)︂)︂
≥ 1− 𝛾 (2.46)

для любого 𝑛. Используя (2.39) и (2.46), получаем, что

lim inf
𝑛→∞

(𝑃1,𝑛(𝑘))
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘) ≥ (1− 𝛾)Ê︀𝑉 −2

∞ (2.47)
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при достаточно больших 𝑀 . Устремляя 𝛾 к 0, а 𝑀 , соответственно, к ∞, из
(2.43) и (2.47) получаем, что при 𝜃 ∈ [0; 𝜃2] верно, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = (1 + 𝜌𝑛)𝑅
𝑛(−1)Ê︀𝑉 −2

∞

(︂
1− Φ

(︂
−

√
𝑛𝑟𝑛

𝜎(−1)

)︂)︂
. (2.48)

Теорема 7 доказана.

2.4 Переходные явления между первой и второй
зонами больших нижних уклонений

В данном разделе также рассматривается асимптотика локальных ве-
роятностей больших нижних уклонений для строго надкритического ВПССГ
(ℎ− < −1, 𝑚(−1) > 0). Как было описано ранее, в этом случае существует не
только первая зона (𝜃 ∈ (𝑚(−1);𝜇)), но и вторая зона больших нижних уклоне-
ний (𝜃 ∈ (0;𝑚(−1))). Соответственно, в окрестности точки 𝑚(−1) появляется
переходная зона между первой и второй зонами. Изучению переходных явле-
ний в окрестности точки𝑚(−1) и посвящён данный раздел. Кроме того, в конце
раздела приведена общая теорема для больших нижних уклонений ВПССГ.

Следующая теорема описывает поведение вероятности больших нижних
уклонений в окрестности 𝑚(−1).

Теорема 8 (локальная теорема о больших нижних уклонениях строго над-
критического ВПССГ на границе первой и второй зон уклонений). Пусть
(𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — ВПССГ со средой 𝜂, порожденной последовательностью н.о.р.
величин, 𝑆𝑛 = 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛, 𝑛 > 0, — его сопровождающее случайное блужда-
ние, где величина 𝜉 предполагается нерешетчатой, E𝜉 = 𝜇 > 0, 𝑚(−1) > 0.
Предположим также, что для 𝜉 верно, что E𝜉2 exp (−𝜉) <∞.

Пусть 𝑘(𝑛) = 𝑘 ∈ N, а 𝜃(𝑛) = 𝜃 := ln 𝑘/𝑛 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂ (0;𝜇), где 𝜃1 =

𝜃1(𝑛) → 𝑚(−1) и 𝜃2 = 𝜃2(𝑛) → 𝑚(−1) при 𝑛→ ∞. Тогда

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = (1 + 𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1
∞ 𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛 × (2.49)

× exp
(︀
𝜎2(ℎ𝜃)𝑛(1 + ℎ𝜃)

2/2
)︀ (︀

1− Φ
(︀
𝜎(ℎ𝜃)

√
𝑛(1 + ℎ𝜃)

)︀)︀
, (2.50)

где

̃︀𝑉∞ :=
∞∑︁
𝑖=0

exp
(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑖

)︁
.
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Также нам понадобится обобщение теоремы 5, распространяющееся на
часть переходной зоны.

Теорема 9 (локальная теорема о больших нижних уклонениях строго надкри-
тического ВПССГ в первой зоне уклонений и на границе зон). Пусть процесс
(𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) удовлетворяет условиям теоремы 8.

Пусть 𝑘(𝑛) = 𝑘 ∈ N, а 𝜃(𝑛) = 𝜃 := ln 𝑘/𝑛 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂ (0;𝜇), где
𝜃2 ∈ (𝑚(−1);𝜇) фиксировано, а 𝜃1 = 𝜃1(𝑛) = 𝑚(−1) + 𝑛−1/2𝜀𝑛 для некото-
рой фиксированной положительной последовательности 𝜀𝑛 = 𝑜(

√
𝑛), такой,

что 𝜀𝑛 → ∞ при 𝑛→ ∞. Тогда

P (𝑍𝑛 = 𝑘) =
(1 + 𝜌𝑛)Γ(1 + ℎ𝜃)√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1

∞ .

Теоремы 7, 8 и 9 полностью описывают асимптотику вероятностей боль-
ших нижних уклонений надкритических ВПССГ для 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂ [0;𝜇). Собе-
рём данные результаты воедино.

Теорема 10 (локальная теорема о больших нижних уклонениях надкритиче-
ского ВПССГ). Пусть процесс (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) удовлетворяет условиям теоремы
8. Пусть 𝑘(𝑛) = 𝑘 ∈ N, а 𝜃(𝑛) = 𝜃 := ln 𝑘/𝑛 ∈ [0; 𝜃2] ⊂ [0;𝜇). Тогда

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = (1 + 𝜌𝑛)E(𝑉
(ℎ𝛼)
∞ )ℎ𝛼−1𝐺(ℎ𝛼)×

× exp

(︂
𝜎2(ℎ𝛼𝑛(1 + ℎ𝛼)

2

2

)︂(︂
1− Φ

(︂√
𝑛(𝜃 −𝑚(−1))

𝜎(𝛼)

)︂)︂
𝑒−Λ(𝛼)𝑛−𝛼𝑛,

где 𝛼 := max(𝑚(−1), 𝜃), а

𝐺(ℎ𝛼) =

⎧⎨⎩
Γ(1+ℎ𝛼)
1+ℎ𝛼

, ℎ𝛼 > −1

1, ℎ𝛼 = −1
.

Доказательство теоремы 8. Оценим P (𝑍𝑛 = 𝑘) при 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂ (0;𝜇), где
𝜃1 = 𝜃1(𝑛) → 𝑚(−1) и 𝜃2 = 𝜃2(𝑛) → 𝑚(−1) при 𝑛→ ∞.

Для этого воспользуемся теоремой 7:

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = (1 + 𝜌𝑛)𝑅
𝑛(−1)Ê︀𝑉 −2

∞

(︂
1− Φ

(︂√
𝑛(𝜃 −𝑚(−1))

𝜎(−1)

)︂)︂
(2.51)

равномерно по 𝜃 ∈ [0; 𝜃4], где 𝜃4 = 𝜃4(𝑛, 𝑐) = 𝑚(−1) + 𝑐𝑛−1/2 для некоторо-
го фиксированного 𝑐 > 0. Покажем, что выражение для P (𝑍𝑛 = 𝑘) из (2.51)
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совпадает с необходимым нам выражением

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = (1 + 𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 −2
∞ 𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛 exp

(︀
𝑛(1 + ℎ𝜃)

2𝜎2(ℎ𝜃)/2
)︀
×

×
(︀
1− Φ

(︀√
𝑛(1 + ℎ𝜃)𝜎(ℎ𝜃)

)︀)︀
:= 𝑃1,𝑛(𝑘) (2.52)

на отрезке [𝜃1; 𝜃4], где 𝜃1 → 𝑚(−1) при 𝑛→ ∞. Для этого преобразуем (2.52) в
(2.51). Напомним, что

̂︀𝑉∞ :=
+∞∑︁
𝑖=0

𝑒−𝑆
(−1)
𝑖 .

Заметим, что при 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂ (0;𝜇), где 𝜃1 → 𝑚(−1) и 𝜃2 → 𝑚(−1) при
𝑛→ ∞, верно, что

Ẽ︀𝑉 −2
∞ = (1 + 𝜌𝑛)Ê︀𝑉 −2

∞ , 𝜎(ℎ𝜃) = (1 + 𝜌𝑛)𝜎(−1). (2.53)

Также отметим, что, так как 𝑚(ℎ𝜃) = 𝜃, то ℎ′𝜃 = 1/𝜎2(ℎ𝜃). Отсюда, согласно
формуле Тейлора, при рассматриваемых в (2.53) 𝜃 получаем, что

ℎ𝜃 + 1 = (1 + 𝜌𝑛)
𝜃 −𝑚(−1)

𝜎2(ℎ𝜃)
. (2.54)

Используя (2.53), (2.54) и (2.52), получаем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = (1 + 𝜌𝑛)Ê︀𝑉 −2
∞ 𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛 exp

(︂
𝑛(𝜃 −𝑚(−1))2

2𝜎2(−1)

)︂
×

×
(︂
1− Φ

(︂√
𝑛(𝜃 −𝑚(−1))

𝜎(−1)

)︂)︂
=

= (1 + 𝜌𝑛)𝑅
𝑛(ℎ𝜃)Ê︀𝑉 −2

∞

(︂
1− Φ

(︂√
𝑛(𝜃 −𝑚(−1))

𝜎(−1)

)︂)︂
×

×𝑒−(1+ℎ𝜃)𝜃𝑛 exp

(︂
𝑛𝜎2(−1)(1 + ℎ𝜃)

2

2

)︂
. (2.55)

Из (1.1) и формулы Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа имеем,
что

ln𝑅(−1) = ln𝑅(ℎ𝜃) + (−1− ℎ𝜃) (ln𝑅)
′ (ℎ𝜃) +

(−1− ℎ𝜃)
2

2
(ln𝑅)′′ (ℎ𝜁) =

= ln𝑅(ℎ𝜃) + (−1− ℎ𝜃)𝜃 +
(−1− ℎ𝜃)

2

2
𝜎2(ℎ𝜁) =

= ln𝑅(ℎ𝜃)− (1 + ℎ𝜃)𝜃 + (1 + 𝜌𝑛)
(1 + ℎ𝜃)

2

2
𝜎2(−1),(2.56)
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где 𝜁 лежит между 𝜃 и −1, а значит, 𝜁 → 𝑚(−1) при 𝑛 → ∞. Таким образом,
из (2.56) получаем, что

𝑅𝑛(−1) = 𝑅𝑛(ℎ𝜃) exp (−(1 + ℎ𝜃)𝜃𝑛) exp

(︂
(1 + 𝜌𝑛)

𝑛(1 + ℎ𝜃)
2𝜎2(−1)

2

)︂
=

= (1 + 𝜌𝑛)𝑅
𝑛(ℎ𝜃) exp (−(1 + ℎ𝜃)𝜃𝑛) exp

(︂
𝑛(1 + ℎ𝜃)

2𝜎2(−1)

2

)︂
, (2.57)

где в последнем переходе мы воспользовались тем, что при 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃4] имеем,
что

1 + ℎ𝜃 = (1 + 𝜌𝑛)
𝜃 −𝑚(−1)

𝜎2(ℎ𝜃)
≤ 2𝑐√

𝑛𝜎2(ℎ𝜃)
,

то есть 𝑛(1 + ℎ𝜃)
2 ≤ 𝐶2 для всех 𝑛 и некоторой положительной константы 𝐶2.

Подставляя (2.57) в (2.55), получаем (2.51). Таким образом, из (2.51) следует,
что представление для P (𝑍𝑛 = 𝑘) из (2.52) справедливо при 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃4], где
𝜃1 → 𝑚(−1) при 𝑛 → ∞, а 𝜃4 = 𝜃4(𝑛, 𝑐) = 𝑚(−1) + 𝑐𝑛−1/2 для некоторого
фиксированного 𝑐 > 0.

Заметим, что утверждение (2.52) верно для любого фиксированного 𝑐 >
0. Следовательно, для любой положительной величины 𝜀 и последовательности̂︀𝑐(𝑖) = 2𝑖 при 𝑖 ∈ N существует такая величина 𝑛𝑖, что⃒⃒⃒⃒

P (𝑍𝑛 = 𝑘)

𝑃1,𝑛(𝑘)
− 1

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀 (2.58)

при всех 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃4(𝑛,̂︀𝑐(𝑖))], 𝑛 > 𝑛𝑖. Для каждого 𝜀 = 1/2𝑗 и ̂︀𝑐(𝑖) обозначим
соответствующее 𝑛𝑖 как 𝑛𝑖(𝑗). Составим последовательность 𝑐(𝑛) следующим
образом:

𝑐(1) = 𝑐(2) = · · · = 𝑐(𝑛1(1)) = 1,

𝑐(𝑛1(1) + 1) = · · · = 𝑐(𝑛2(2)) = ̂︀𝑐(1),
𝑐(𝑛2(2) + 1) = · · · = 𝑐(𝑛3(3)) = ̂︀𝑐(2),

𝑐(𝑛3(3) + 1) = · · · = 𝑐(𝑛4(4)) = ̂︀𝑐(3) · · ·
Из построения выше получим, что утверждение (2.51) выполнено равномерно
по 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃4(𝑛, 𝑐(𝑛))], где 𝑐(𝑛) — некоторая положительная последовательность,
стремящаяся к бесконечности, пусть и с неизвестной скоростью. Положим

𝜃* = 𝜃*(𝑛) = 𝑚(−1) +
𝑐(𝑛)𝑛−1/2

2
. (2.59)
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Таким образом, выражение для P (𝑍𝑛 = 𝑘) из (2.52) верно при 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃
*], где

𝜃1 → 𝑚(−1) при 𝑛→ ∞.
Необходимо показать, что это же представление справедливо и при 𝜃 ∈

[𝜃*; 𝜃2], где 𝜃2 → 𝑚(−1) при 𝑛→ ∞. Докажем следующую лемму.

Лемма 5. Пусть верны условия теоремы 8, а 𝜃 ∈ [𝜃*; 𝜃2], где 𝜃2 → 𝑚(−1) при
𝑛→ ∞, а 𝜃* определяется соотношением (2.59). Тогда

P (𝑍𝑛 = 𝑘) =
1 + 𝜌𝑛√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1
∞

1 + ℎ𝜃
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛

равномерно по 𝜃 ∈ [𝜃*; 𝜃2], где

̃︀𝑉∞ :=
+∞∑︁
𝑖=0

𝑒−𝑆
(ℎ𝜃)
𝑖 .

Доказательство. Разобьём вероятность P (𝑍𝑛 = 𝑘) на две части:

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛− 1) +

+P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 > 𝜃𝑛− 1) . (2.60)

Доказательство того, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛− 1) <
2√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)(−ℎ𝜃)
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛𝑒ℎ𝜃+1 (2.61)

полностью аналогично доказательству утверждения (2.12).
Аналогично (2.15), при 𝑆𝑛 > 𝜃𝑛− 1 получаем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝜂) = 𝑈𝑛

𝑉 2
𝑛

𝑒−𝑘𝑈𝑛
𝑉𝑛 (1 + 𝑜 (1)) (2.62)

при 𝑛→ ∞, где 𝑜(1) равномерно мало по рассматриваемым 𝜂. Используя (2.62),
а также определение сопряженного распределения (1.1), получим, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 > 𝜃𝑛− 1) =

= 𝑅𝑛(ℎ𝜃)

+∞∫︁
1

+∞∫︁
𝜃𝑛−1

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦
1

𝑥 (𝑥+ 𝑒−𝑦)
exp

(︂
−exp(−𝑦)𝑘

𝑥

)︂
×

×P
(︁
𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
= (1 + 𝜌𝑛) 𝑒

−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛 ×

×
+∞∫︁
1

+∞∫︁
−1

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦
1

𝑥2
exp

(︂
−exp(−𝑦)

𝑥

)︂
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
, (2.63)
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где ̃︀𝑆𝑛 := 𝑆
(ℎ𝜃)
𝑛 − 𝜃𝑛, а ̃︀𝑉𝑛 =

∑︀𝑛−1
𝑖=0 exp(−𝑆(ℎ𝜃)

𝑖 ). Обозначим двойной интеграл в
правой части (2.63) через 𝐼1 и положим 𝑎𝑛 :=

√︀
1/(𝜃2(𝑛)−𝑚(−1)). Разобьем

интеграл 𝐼1 на четыре интеграла 𝐼2, 𝐼3, 𝐼4 и 𝐼5 по областям [1; +∞) × (−1; 0],
[1; +∞)× (0; 𝑎𝑛], [1; +∞)× (𝑎𝑛;

√
𝑛) и [1; +∞)× [

√
𝑛; +∞) соответственно. От-

метим, что при достаточно больших 𝑛 выполнены неравенства 0 < 𝑎𝑛 <
√
𝑛,

поскольку 𝜃2 −𝑚(−1) > 𝑐(𝑛)/
√
𝑛 при всех 𝑛, где 𝑐(𝑛) — положительная стре-

мящаяся к бесконечности последовательность. Оценим интеграл 𝐼2, используя
то, что 1 + ℎ𝜃 → 0 при 𝑛→ ∞ равномерно по 𝜃 ∈ [𝜃*; 𝜃2]:

𝐼2 :=

+∞∫︁
1

0∫︁
−1

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦
1

𝑥2
exp

(︂
−exp(−𝑦)

𝑥

)︂
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤

≤ 2𝑒𝑒
+∞∫︁
1

1

𝑥2
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ (−1, 0], ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤ 4𝑒𝑒Ẽ︀𝑉 −2

∞ P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ (−1, 0]

)︁
(2.64)

при всех достаточно больших 𝑛, где в последнем переходе мы воспользовались
леммой 3. Заметим, что условие теоремы 2 и, следовательно, леммы 3 выпол-
няется для любого отрезка [ℎ1;ℎ2] ⊂ [−1; 0) согласно замечанию 1. Применив
теорему 2 к вероятности в правой части (2.64), получаем, что

𝐼2 ≤
8√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)
Ẽ︀𝑉 −2

∞ 𝑒𝑒 (2.65)

при всех достаточно больших 𝑛. Оценим интеграл 𝐼3, также используя лемму
3 и теорему 2:

𝐼3 =

+∞∫︁
1

𝑎𝑛∫︁
0

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦
1

𝑥2
exp

(︂
−exp(−𝑦)

𝑥

)︂
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤

≤ 2

+∞∫︁
1

1

𝑥2
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ (0, 𝑎𝑛], ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤ 4Ẽ︀𝑉 −2

∞ P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ (0, 𝑎𝑛]

)︁
≤

≤ 8𝑎𝑛√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

Ẽ︀𝑉 −2
∞ = 𝜌𝑛

1√
𝑛(1 + ℎ𝜃)

. (2.66)

при всех достаточно больших 𝑛, где в последнем переходе мы воспользовались
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тем, что 𝑎𝑛(1 + ℎ𝜃) → 0 при 𝑛→ ∞. Далее оценим интеграл 𝐼5:

𝐼5 =

+∞∫︁
1

+∞∫︁
√
𝑛

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦
1

𝑥2
exp

(︂
−exp(−𝑦)

𝑥

)︂
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤

≤ 2

+∞∫︁
1

+∞∫︁
√
𝑛

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦
1

𝑥2
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤ 2𝑒−(1+ℎ𝜃)

√
𝑛 (2.67)

при всех достаточно больших 𝑛.
Заметим, что

𝐼4 =

+∞∫︁
1

√
𝑛∫︁

𝑎𝑛

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦
1

𝑥2
exp

(︂
−exp(−𝑦)

𝑥

)︂
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
=

= (1 + 𝜌𝑛)

+∞∫︁
1

√
𝑛∫︁

𝑎𝑛

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦
1

𝑥2
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
. (2.68)

Оценим 𝐼4 сверху:

𝐼4 ≤ (1 + 𝜌𝑛)

⌈
√
𝑛⌉∑︁

⌊𝑎𝑛⌋

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑖

+∞∫︁
1

1

𝑥2
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ [𝑖, 𝑖+ 1), ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
=

= (1 + 𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 −2
∞

⌈
√
𝑛⌉∑︁

⌊𝑎𝑛⌋

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑖P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ [𝑖, 𝑖+ 1)

)︁
, (2.69)

где в последнем переходе мы вновь воспользовались леммой 3. Применим к
правой части (2.69) теорему 2:

𝐼4 ≤ (1 + 𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 −2
∞

⌈
√
𝑛⌉∑︁

⌊𝑎𝑛⌋

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑖 ×

×
(︂

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

exp

(︂
− 𝑖2

2𝑛𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
+

𝜌𝑛√
𝑛

)︂
. (2.70)

Заметим, что при рассматриваемых 𝑖

exp

(︂
− 1

2𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
≤ exp

(︂
− 𝑖2

2𝑛𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
≤ 1,

𝑒1+ℎ𝜃 exp

(︂
(𝑖+ 1)2 − 𝑖2

2𝑛𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
= 1 + 𝜌𝑛, (2.71)
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где в последнем равенстве мы воспользовались тем, что 𝑖/𝑛 → 0 и 1 + ℎ𝜃 → 0

при 𝑛→ ∞. Используя (2.71), из (2.70) получим, что

𝐼4 ≤ (1 + 𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 −2
∞

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

⌈
√
𝑛⌉∑︁

⌊𝑎𝑛⌋

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑖 exp

(︂
− 𝑖2

2𝑛𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
≤

≤ (1 + 𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 −2
∞

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

⌈
√
𝑛⌉∑︁

⌊𝑎𝑛⌋

𝑒−(1+ℎ𝜃)(𝑖+1) exp

(︂
− (𝑖+ 1)2

2𝑛𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
×

×𝑒1+ℎ𝜃 exp

(︂
(𝑖+ 1)2 − 𝑖2

2𝑛𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
≤

≤ (1 + 𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 −2
∞

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

√
𝑛+2∫︁

𝑎𝑛−1

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦 exp

(︂
− 𝑦2

2𝑛𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
d𝑦. (2.72)

Сделаем замену 𝑢 = (1 + ℎ𝜃)𝑦 в правой части (2.72):

𝐼4 ≤ (1 + 𝜌𝑛)
Ẽ︀𝑉 −2

∞
1 + ℎ𝜃

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

×

×
(
√
𝑛+2)(1+ℎ𝜃)∫︁

(𝑎𝑛−1)(1+ℎ𝜃)

𝑒−𝑢 exp

(︂
− 𝑢2

2𝑛(1 + ℎ𝜃)2𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
d𝑢. (2.73)

Обозначим отрезок [(𝑎𝑛 − 1)(1 + ℎ𝜃); (
√
𝑛 + 2)(1 + ℎ𝜃)] через 𝐷𝑛. Рассмотрим

интеграл в правой части (2.73):∫︁
𝐷𝑛

𝑒−𝑢 exp

(︂
− 𝑢2

2𝑛(1 + ℎ𝜃)2𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
d𝑢 =

=

∞∫︁
0

𝑒−𝑢 exp

(︂
− 𝑢2

2𝑛(1 + ℎ𝜃)2𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
I (𝑢 ∈ 𝐷𝑛) d𝑢 = E𝑓𝑛(𝑇 ), (2.74)

где 𝑇 — стандартная экспоненциальная с.в., а

𝑓𝑛(𝑢) := exp

(︂
− 𝑢2

2𝑛(1 + ℎ𝜃)2𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
I (𝑢 ∈ 𝐷𝑛) .

Согласно (2.54) отметим, что

𝑎𝑛(1 + ℎ𝜃) = (1 + 𝜌𝑛)

√︃
1

𝜃2(𝑛)−𝑚(−1)

𝜃 −𝑚(−1)

𝜎2(ℎ𝜃)
→ 0
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при 𝑛→ ∞. Также отметим, что из условия леммы 5 и (2.54), имеем, что

(1 + ℎ𝜃)
√
𝑛→ +∞

при 𝑛→ ∞. Следовательно, 𝑓𝑛(𝑢) ограничена и поточечно сходится к 1 при всех
𝑢 ∈ (0;∞) и 𝑛→ ∞. Откуда по теореме Лебега о мажорируемой сходимости из
(2.74) получаем, что

E𝑓𝑛(𝑇 ) = 1 + 𝜌𝑛. (2.75)

Подставляя (2.75) в (2.73), имеем, что:

𝐼4 ≤ (1 + 𝜌𝑛)
Ẽ︀𝑉 −2

∞
1 + ℎ𝜃

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

. (2.76)

Получим для 𝐼4 оценку снизу. Используя (2.68), аналогично (2.69) имеем, что

𝐼4 ≥ (1 + 𝜌𝑛)

⌊
√
𝑛⌋∑︁

⌈𝑎𝑛⌉

𝑒−(1+ℎ𝜃)(𝑖+1)

+∞∫︁
1

1

𝑥2
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ [𝑖, 𝑖+ 1), ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
=

= (1 + 𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 −2
∞

⌊
√
𝑛⌋∑︁

⌈𝑎𝑛⌉

𝑒−(1+ℎ𝜃)(𝑖+1)P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ [𝑖, 𝑖+ 1)

)︁
, (2.77)

где в последнем переходе мы применили лемму 3. Применив к правой части
(2.77) теорему 2, получим что

𝐼4 ≥ (1 + 𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 −2
∞

⌊
√
𝑛⌋∑︁

⌈𝑎𝑛⌉

𝑒−(1+ℎ𝜃)(𝑖+1) ×

×
(︂

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

exp

(︂
− 𝑖2

2𝑛𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
+

𝜌𝑛√
𝑛

)︂
. (2.78)

Используя (2.71), а также то, что exp(−1−ℎ𝜃) = 1+ 𝜌𝑛, из (2.78) получим, что

𝐼4 ≥ (1 + 𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 −2
∞

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

𝑒−1−ℎ𝜃

⌊
√
𝑛⌋∑︁

⌈𝑎𝑛⌉

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑖 exp

(︂
− 𝑖2

2𝑛𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
≥

≥ (1 + 𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 −2
∞

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

√
𝑛+2∫︁

𝑎𝑛−1

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦 exp

(︂
− 𝑦2

2𝑛𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
d𝑦.
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Далее оценка снизу для 𝐼4 получается с помощью рассуждений аналогичных
(2.73)-(2.76). Таким образом, получаем, что

𝐼4 = (1 + 𝜌𝑛)
Ẽ︀𝑉 −2

∞
1 + ℎ𝜃

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

. (2.79)

Из (2.67), (2.66) и (2.65) получим, что

𝐼2 ≤
8√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)
Ẽ︀𝑉 −2

∞ 𝑒𝑒 = 𝜌𝑛
1√

𝑛(1 + ℎ𝜃)
,

𝐼3 ≤ 𝜌𝑛
1√

𝑛(1 + ℎ𝜃)
,

𝐼5 ≤ 4𝑒−
√
𝑛(1+ℎ𝜃) = 𝜌𝑛

1√
𝑛(1 + ℎ𝜃)

, (2.80)

где во втором выражении мы воспользовались тем, что 𝑎𝑛(1 + ℎ𝜃) → 0 при
𝑛→ ∞. Таким образом, из (2.80) и (2.79) следует, что

𝐼1 = 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4 + 𝐼5 = (1 + 𝜌𝑛)𝐼4. (2.81)

Используя (2.81), (2.79) и (2.62), имеем

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 > 𝜃𝑛− 1) =
1 + 𝜌𝑛√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

Ẽ︀𝑉 −2
∞

1 + ℎ𝜃
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛. (2.82)

Из (2.61) получаем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛− 1) <
2√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)(−ℎ𝜃)
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛𝑒ℎ𝜃+1 =

= 𝜌𝑛
1√

𝑛(1 + ℎ𝜃)
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛. (2.83)

Следовательно, подставляя (2.83) и (2.82) в (2.60), имеем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘) =
1 + 𝜌𝑛√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

Ẽ︀𝑉 −2
∞

1 + ℎ𝜃
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛. (2.84)

Лемма 5 доказана.

Для окончания доказательства теоремы 8 нам необходимо показать, что
выражение для P (𝑍𝑛 = 𝑘) из (2.84) эквивалентно выражению для P (𝑍𝑛 = 𝑘)

из (2.52) при 𝜃 ∈ [𝜃*; 𝜃2], где 𝜃2 → 𝑚(−1) при 𝑛 → ∞, а 𝜃* определяется
соотношением (2.59). Для этого достаточно доказать, что

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

1

1 + ℎ𝜃
= (1 + 𝜌𝑛) exp

(︀
𝑛(1 + ℎ𝜃)

2𝜎2(ℎ𝜃)/2
)︀
×

×
(︀
1− Φ

(︀√
𝑛(1 + ℎ𝜃)𝜎(ℎ𝜃)

)︀)︀
(2.85)
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при 𝜃 ∈ [𝜃*; 𝜃2]. Заметим, что при таких 𝜃 верно, что
∞∫︁
0

𝑒−𝑢 exp

(︂
− 𝑢2

2𝑛(1 + ℎ𝜃)2𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
d𝑢 = 1 + 𝜌𝑛. (2.86)

Преобразуем подынтегральную функцию в левой части (2.86):

𝑒−𝑢 exp

(︂
− 𝑢2

2𝑛(1 + ℎ𝜃)2𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
= exp

(︂
−(𝑢+ 𝑛(1 + ℎ𝜃)

2𝜎2(ℎ𝜃))
2

2𝑛(1 + ℎ𝜃)2𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
×

× exp
(︀
𝑛(1 + ℎ𝜃)

2𝜎2(ℎ𝜃)/2
)︀
. (2.87)

Подставляя (2.87) в (2.86), а (2.86) в (2.85), получаем, что

1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

1

1 + ℎ𝜃
= (1 + 𝜌𝑛) exp

(︀
𝑛(1 + ℎ𝜃)

2𝜎2(ℎ𝜃)/2
)︀
×

× 1√
2𝜋𝑛(1 + ℎ𝜃)𝜎(ℎ𝜃)

∞∫︁
0

exp

(︂
−(𝑢+ 𝑛(1 + ℎ𝜃)

2𝜎2(ℎ𝜃))
2

2𝑛(1 + ℎ𝜃)2𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
d𝑢 =

= (1 + 𝜌𝑛) exp
(︀
𝑛(1 + ℎ𝜃)

2𝜎2(ℎ𝜃)/2
)︀
×

×
(︀
1− Φ

(︀√
𝑛(1 + ℎ𝜃)𝜎(ℎ𝜃)

)︀)︀
(2.88)

равномерно по 𝜃 ∈ [𝜃*; 𝜃2]. Таким образом, мы показали, что представление
P (𝑍𝑛 = 𝑘) из (2.52) верно для 𝜃 ∈ [𝜃*; 𝜃2], где 𝜃2 → 𝑚(−1) при 𝑛→ ∞.

Так как ранее мы уже показали, что данное представление верно для
𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃

*], где 𝜃1 → 𝑚(−1) при 𝑛→ ∞, мы получаем требуемое утверждение.
Теорема 8 доказана.

Доказательство теоремы 9. Для доказательства воспользуемся теоремой 5:

P (𝑍𝑛 = 𝑘) =
1 + 𝜌𝑛√
2𝜋𝑛𝜎 (ℎ𝜃)

𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛Γ (1 + ℎ𝜃)Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1
∞ (2.89)

равномерно по 𝜃 ∈ [𝜃3; 𝜃4] ⊂ (𝑚(−1);𝜇), где 𝜃3 и 𝜃4 фиксированы. Откуда,
аналогично рассуждениям (2.58)-(2.59), получим, что утверждение (2.89) верно
равномерно по 𝜃 ∈ [̃︀𝜃(𝑛); 𝜃4], где ̃︀𝜃(𝑛) — некоторая последовательность, стремя-
щаяся к 𝑚(−1), пусть и с неизвестной скоростью.

Заметим, что результат, полученный в лемме 5, верен для всех 𝜃* =

𝑚(−1) + 𝑐(𝑛)/(2
√
𝑛) при любом 𝑐(𝑛), таком что 𝑐(𝑛) = 𝑜(

√
𝑛) и 𝑐(𝑛) → ∞ при

𝑛→ ∞. Следовательно, в условиях теоремы 8 из леммы 5 получим, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘) =
1 + 𝜌𝑛√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

Ẽ︀𝑉 −2
∞

1 + ℎ𝜃
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛 (2.90)
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равномерно по 𝜃 ∈ [𝜃*, 𝜃2], где 𝜃2 → 𝑚(−1) при 𝑛→ ∞.
Отметим, что Γ(𝑥) = (1 + 𝑜(1))/𝑥 при 𝑥 → 0. Кроме того, при 𝜃 ∈

[̃︀𝜃(𝑛); 𝜃2], где 𝜃2 → 𝑚(−1) при 𝑛 → ∞, выполнено соотношение Ẽ︀𝑉 −2
∞ = (1 +

𝜌𝑛)Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1
∞ . Используя эти тождества, получим, что выражения для P (𝑍𝑛 = 𝑘),

полученные в (2.89) и (2.90), совпадают на общей области определения [̃︀𝜃(𝑛); 𝜃2].
Здесь мы без ограничения общности считаем, что 𝜃* = 𝜃*(𝑛) < ̃︀𝜃(𝑛) при всех 𝑛,
так как, если это не так, мы можем положить ̃︀𝜃 = 2𝜃*.

Таким образом, их можно объединить в один результат и выражение
для P (𝑍𝑛 = 𝑘) из (2.89) верно для 𝜃 ∈ [𝜃*; 𝜃4], где 𝜃4 ∈ (𝑚(−1);𝜇) и фиксиро-
вано. Полагая 𝑐(𝑛) в определении 𝜃* (2.59) равным 2𝜀𝑛, получаем требуемый
результат.

Теорема 9 доказана.

Доказательство теоремы 10. Нам необходимо показать, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = (1 + 𝜌𝑛)E(𝑉
(ℎ𝛼)
∞ )ℎ𝛼−1𝐺(ℎ𝛼)×

× exp

(︂
𝜎2(ℎ𝛼𝑛(1 + ℎ𝛼)

2

2

)︂(︂
1− Φ

(︂√
𝑛(𝜃 −𝑚(−1))

𝜎(𝛼)

)︂)︂
𝑒−Λ(𝛼)𝑛−𝛼𝑛, (2.91)

где 𝛼 := max(𝑚(−1), 𝜃), а

𝐺(ℎ𝛼) =

⎧⎨⎩
Γ(1+ℎ𝛼)
1+ℎ𝛼

, ℎ𝛼 > −1

1, ℎ𝛼 = −1
,

равномерно по 𝜃 ∈ [0; 𝜃2] ⊂ [0;𝜇).
Отметим, что так как Γ(𝑥) = (1 + 𝑜(1))/𝑥 при 𝑥→ 0, то 𝐺(ℎ𝛼) является

непрерывной в точке −1. Используя этот факт, а также утверждения (2.53),
получаем, что выражение для P (𝑍𝑛 = 𝑘) из (2.91) совпадает с выражением
для P (𝑍𝑛 = 𝑘) из теоремы 8 на её области определения.

Откуда, аналогично рассуждениям (2.52)-(2.57) получим, что при 𝜃 ≤
𝑚(−1) + 𝑐/

√
𝑛 выражение для P (𝑍𝑛 = 𝑘) из (2.91) совпадает с выражением

для P (𝑍𝑛 = 𝑘) из теоремы 7.
Наконец, используя рассуждения аналогичные (2.85)-(2.88), получаем,

что выражение для P (𝑍𝑛 = 𝑘) из (2.91) совпадает с выражением для P (𝑍𝑛 = 𝑘)

из теоремы 5.
Таким образом, получаем, что требуемое утверждение следует из теорем

5, 7 и 9.
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Глава 3

Большие верхние уклонения
ВПССГ

3.1 Постановка задачи

Кроме случая больших нижних уклонений, в работе также рассматри-
вается случай больших верхних уклонений ВПССГ.

В данной главе, как и в главе про большие нижние уклонения, будем
считать (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) ветвящимся процессом в случайной среде 𝜂, а 𝑆𝑛 = 𝜉1 +

· · ·+𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1 — его сопровождающим блужданием. Будем использовать символ
𝜉 для обозначения случайной величины, имеющей такое же распределение, что
и 𝜉𝑖.

Также будем считать, что (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — ВПССГ, а 𝜉 — нерешётчатая.
Обращаясь к типизации процессов из второй главы, отметим, что в от-

личие от больших нижних уклонений, большие верхние уклонения определены
для всех типов процессов — докритических, критических и надкритических.

В работах [20] и [21] М.В. Козловым было обнаружено, что асимптотика
вероятностей больших уклонений существенно отличается при изменении па-
раметра в двух зонах уклонений, которые мы будем называть первой и второй
зонами больших верхних уклонений. Сразу отметим, что вторая зона больших
верхних уклонений определена только в случае строго докритического ВПССГ
и она в данной работе рассматриваться не будет.

Первая зона больших верхних уклонений определяется следующими
условиями.
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1) Если (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — надкритический или критический процесс, то есть
𝜇 ≥ 0, то первой зоной уклонений называется случай, когда 𝜃 ∈ (𝜇;𝑚+).

2) Если (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — слабо или умеренно докритический процесс, то
есть, если 𝜇 < 0 и условие Крамера выполнено при 0 < ℎ < ℎ+, где ℎ+ > 1 и
𝑚(1) ≥ 0, то первой зоной уклонений называется случай, когда 𝜃 ∈ (0;𝑚+).

3) Если (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — строго докритический процесс, то есть, если
𝜇 < 0, условие Крамера выполнено при 0 < ℎ < ℎ+, где ℎ+ > 1, 𝑚(1) < 0

и sup
1<ℎ<ℎ+

𝑅(ℎ) > 𝑅(1), то первой зоной уклонений называется случай, когда

𝜃 ∈ (𝛾;𝑚+). Параметр 𝛾 равен 𝑚(κ), где точка κ определяется из уравнения
𝑅(κ) = 𝑅(1),κ > 1.

Докажем, что такое κ существует. Напомним, что согласно (1.1)
функция 𝑅(ℎ) дважды дифференцируема, (ln𝑅(ℎ))′ = 𝑚(ℎ), а 𝑚′(ℎ) =

𝜎2(ℎ). Так как ln𝑅(0) = 0, 𝑚(0) = 𝜇 < 0, 𝑚(1) < 0, а
𝜎2(ℎ) > 0, на отрезке [0; 1] функция ln𝑅(ℎ) убывает, однако при
некотором ℎ > 1 начинает возрастать и возрастает до ℎ+. Так как
𝑅(ℎ) непрерывна, а sup

1<ℎ<ℎ+

𝑅(ℎ) > 𝑅(1), необходимое нам κ существует.

Положим 𝜇* = 𝜇 в первом случае, 0 во втором и 𝛾 в третьем.
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3.2 Первая зона больших верхних уклонений
ВПССГ

Для первой зоны больших верхних уклонений ВПССГ получен следую-
щий результат.

Теорема 11 (локальная теорема о больших верхних уклонениях ВПССГ в
первой зоне уклонений, [45]). Пусть (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) — ВПССГ со средой 𝜂, по-
рожденной последовательностью н.о.р. величин, 𝑆𝑛 = 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛, 𝑛 > 0,

— его сопровождающее случайное блуждание, где величина 𝜉 предполагается
нерешетчатой. Предположим также, что для 𝜉 выполнено условие Крамера:
𝑅 (ℎ) <∞ при 0 < ℎ < ℎ+.

Пусть 𝑘(𝑛) = 𝑘 ∈ N, а 𝜃(𝑛) = 𝜃 := ln 𝑘/𝑛 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂ (𝜇*,𝑚+), где 𝜃1 и
𝜃2 фиксированы. Тогда

P (𝑍𝑛 = 𝑘) =
(1 + 𝜌𝑛)Γ(1 + ℎ𝜃)√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1

∞ ,

где

̃︀𝑉∞ :=
∞∑︁
𝑖=0

exp
(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑖

)︁
.

Настоящая работа оставляет за пределами своего изучения вторую зону
больших верхних уклонений для строго докритических ВПССГ. В этом случае
известна только интегральная асимптотика ([21], [29]). Локальная же асимпто-
тика остаётся неисследованной.

Следствие 3. Предположим, что верны условия теоремы 11.
Тогда

P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝑍𝑛 > 𝑒𝑤𝑛) = (ℎ𝑤 + 𝑜(1))

(︂
𝑘

𝑒𝑤𝑛

)︂−ℎ𝑤−1

𝑒−𝑤𝑛,

где 𝑜(1) равномерно по 𝑘 ∈ N, таким, что ln 𝑘 ∈ [𝑤𝑛;𝑤𝑛+ 𝑟𝑛], где 𝑟𝑛 = 𝑜(
√
𝑛),

а 𝑤 ∈ [𝜃1; 𝜃2] для любых заданных [𝜃1; 𝜃2] ⊂ (𝜇*,𝑚+).

Доказательство теоремы 11. Оценим P (𝑍𝑛 = 𝑘) при 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂ (𝜇*,𝑚+).
Для этого зафиксируем натуральное положительное 𝑀 и разобьем вероятность
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P(𝑍𝑛 = 𝑘) на три части

P (𝑍𝑛 = 𝑘) = P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛−𝑀) +

+P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝜃𝑛−𝑀 ≤ 𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛+𝑀) +P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 > 𝜃𝑛+𝑀) . (3.1)

Оценим P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 > 𝜃𝑛+𝑀). Исходя из формулы (2.2), получаем,
что

P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝑆𝑛 > 𝜃𝑛+𝑀) = E

(︃
1

𝑈𝑛 + 𝑉𝑛

𝑈𝑛

𝑉𝑛

(︂
1 +

𝑈𝑛

𝑉𝑛

)︂−𝑘
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑆𝑛 > 𝜃𝑛+𝑀

)︃
≤

≤ E

(︂
𝑔

(︂
𝑈𝑛

𝑉𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑛 > 𝜃𝑛+𝑀

)︂
,

где 𝑔(𝑥) = 𝑥(1 + 𝑥)−𝑘. Откуда, аналогично (2.11), получаем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 > 𝜃𝑛+𝑀) =

= P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝑆𝑛 > 𝜃𝑛+𝑀)P (𝑆𝑛 > 𝜃𝑛+𝑀) ≤

≤ 𝑔

(︂
1

𝑘 − 1

)︂
P (𝑆𝑛 > 𝜃𝑛+𝑀) =

1

𝑒𝑘

1 + 𝜌𝑛(𝜃)√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)ℎ𝜃

𝑒−Λ(𝜃+𝑀/𝑛)𝑛, (3.2)

где в последнем переходе мы воспользовались теоремой 3. Раскладывая Λ(𝜃 +

𝑀/𝑛) из (3.2) по формуле Тейлора с центром в точке 𝜃, получим, что

Λ

(︂
𝜃 +

𝑀

𝑛

)︂
= Λ(𝜃) + Λ′(𝜃)

𝑀

𝑛
+ 𝑜

(︂
𝑀

𝑛

)︂
при 𝑛→ ∞. Учитывая, что Λ′(𝜃) = ℎ𝜃 > 0, получаем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 > 𝜃𝑛+𝑀) ≤ 2√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)ℎ𝜃

𝑒−Λ(𝜃)𝑛−ln 𝑘𝑒−ℎ𝜃𝑀 (3.3)

при всех достаточно больших 𝑛.
Оценим P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛−𝑀):

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛−𝑀) =

= E

(︃
1

𝑈𝑛 + 𝑉𝑛

𝑈𝑛

𝑉𝑛

(︂
1 +

𝑈𝑛

𝑉𝑛

)︂−𝑘

;𝑆𝑛 < 𝜃𝑛−𝑀

)︃
=

=
𝑅𝑛(ℎ𝜃)

𝑅𝑛(ℎ𝜃)
E

(︃
𝑒ℎ𝜃𝑆𝑛

1

𝑈𝑛 + 𝑉𝑛

𝑈ℎ𝜃+1
𝑛

𝑉𝑛

(︂
1 +

𝑈𝑛

𝑉𝑛

)︂−𝑘

;𝑆𝑛 < 𝜃𝑛−𝑀

)︃
=

= 𝑅𝑛(ℎ𝜃)E

⎛⎝ ̃︀𝑈ℎ𝜃+1
𝑛

(̃︀𝑈𝑛 + ̃︀𝑉𝑛)̃︀𝑉𝑛
(︃
1 +

̃︀𝑈𝑛̃︀𝑉𝑛
)︃−𝑘

;𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 < 𝜃𝑛−𝑀

⎞⎠ . (3.4)
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Представим математическое ожидание в правой части (3.4) в форме интеграла:

+∞∫︁
1

𝜃𝑛−𝑀∫︁
−∞

𝑒−𝑦(ℎ𝜃+1)

𝑥𝑒−𝑦 + 𝑥2

(︂
1 +

𝑒−𝑦

𝑥

)︂−𝑘

P
(︁
𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 ∈ d𝑦, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
=

= 𝑒−ℎ𝜃𝜃𝑛−𝜃𝑛

+∞∫︁
1

−𝑀∫︁
−∞

𝑒−𝑢(ℎ𝜃+1)

𝑥𝑒−𝑢−𝜃𝑛 + 𝑥2

(︂
1 +

𝑒−𝑢

𝑥𝑒𝜃𝑛

)︂−𝑘

P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑢, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
, (3.5)

где, как и ранее,

̃︀𝑆𝑛 := 𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 − 𝜃𝑛, ̃︀𝑉𝑛 :=

𝑛−1∑︁
𝑖=0

exp
(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑖

)︁
.

Обозначим 𝑈1 множество таких 𝑥 и 𝑢, что exp(𝑢)/𝑥 > exp( 3
√
𝑛). Оценим инте-

грал в правой части (3.5):∫︁∫︁
[1;+∞)×(−∞;−𝑀 ]

𝑒−𝑢(ℎ𝜃+1)

𝑥𝑒−𝑢−𝜃𝑛 + 𝑥2

(︂
1 +

𝑒−𝑢

𝑥𝑒𝜃𝑛

)︂−𝑘

P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ d𝑢, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤

≤ 2

∫︁∫︁
[1;+∞)×[𝑀 ;+∞)

⋂︀
𝑈1

𝑒𝑢(ℎ𝜃+1)

𝑥𝑒𝑢−𝜃𝑛 + 𝑥2
exp

(︂
−𝑒

𝑢

𝑥

)︂
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ −d𝑢, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
+

+

∫︁∫︁
[1;+∞)×[𝑀 ;+∞)

⋂︀
𝑈1

𝑒𝑢(ℎ𝜃+1)

𝑥𝑒𝑢−𝜃𝑛 + 𝑥2

(︂
1 +

𝑒𝑢

𝑥𝑒𝜃𝑛

)︂−𝑘

P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ −d𝑢, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
(3.6)

при достаточно больших 𝑛. Пусть 𝑔1(𝑥) = 𝑥ℎ𝜃+1(1 + 𝑥/𝑘)−𝑘. Тогда, поскольку

𝑔′1(𝑥) =
𝑥ℎ𝜃𝑘𝑘((ℎ𝜃 + 1)(𝑘 + 𝑥)− 𝑘𝑥)

(𝑘 + 𝑥)𝑘+1
,

lim
𝑥→0

𝑔1(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑔1(𝑥) = 0

при 𝑥 > 0 и достаточно больших 𝑛, то единственный ноль производной будет
точкой 𝑥0 = 𝑘(ℎ𝜃 + 1)/(𝑘 − ℎ𝜃 − 1), причем 𝑥0 – точка максимума 𝑔1(𝑥) на
(0;∞). Заметим, что 𝑥0 < 2(ℎ𝜃 + 1) < exp( 3

√
𝑛) при достаточно больших 𝑛.

Следовательно, функция 𝑔1 на луче [exp( 3
√
𝑛); +∞) при достаточно больших

𝑛 достигает своего максимума в крайней левой точке. Используя этот факт,
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оценим сверху второй интеграл в правой части (3.6):∫︁∫︁
[1;+∞)×[𝑀 ;+∞)

⋂︀
𝑈1

𝑥ℎ𝜃−1

𝑒𝑢−𝜃𝑛/𝑥+ 1
𝑔1

(︂
𝑒𝑢

𝑥

)︂
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ −d𝑢, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤

≤ 𝑔1
(︀
exp( 3

√
𝑛)
)︀ ∫︁∫︁
[1;+∞)×[𝑀 ;+∞)

⋂︀
𝑈1

𝑥ℎ𝜃−1P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ −d𝑢, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤

≤ 2𝑒
3
√
𝑛(ℎ𝜃+1)𝑒− exp( 3

√
𝑛)

+∞∫︁
1

𝑥ℎ𝜃−1P
(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥

)︁
=

𝜌𝑛√
2𝜋𝑛

+∞∫︁
1

𝑥ℎ𝜃−1P
(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥

)︁
(3.7)

при достаточно больших 𝑛. Ниже будет показано, что интеграл в правой части
(3.7) сходится. Далее оценим первый интеграл в правой части (3.6):

𝐽1 :=

∫︁∫︁
[1;+∞)×[𝑀 ;+∞)

⋂︀
𝑈1

𝑒𝑢(ℎ𝜃+1)

𝑥𝑒𝑢−𝜃𝑛 + 𝑥2
exp

(︂
−𝑒

𝑢

𝑥

)︂
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ −d𝑢, ̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥

)︁
≤

≤
+∞∑︁
𝑖=𝑀

+∞∫︁
1

𝑒(𝑖+1)(ℎ𝜃+1)

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

𝑖

𝑥

)︂
P
(︁̃︀𝑉𝑛 ∈ d𝑥, ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−(𝑖+ 1);−𝑖)

)︁
. (3.8)

Положим

𝐺1(𝑥) = P
(︁̃︀𝑉𝑛 ≥ 𝑥, ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−(𝑖+ 1);−𝑖)

)︁
.

Тогда, интегрируя по частям интеграл в правой части (3.8), получаем, что

𝐽2 := −
+∞∫︁
1

𝑒(𝑖+1)(ℎ𝜃+1)

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

𝑖

𝑥

)︂
d𝐺1(𝑥) =

= 𝑒(𝑖+1)(ℎ𝜃+1) exp
(︀
−𝑒𝑖
)︀
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ [−(𝑖+ 1);−𝑖)

)︁
+

+

+∞∫︁
1

𝐺1(𝑥)
𝑒𝑖 − 2𝑥

𝑥4
exp

(︂
−𝑒

𝑖

𝑥

)︂
𝑒(𝑖+1)(ℎ𝜃+1)d𝑥. (3.9)

В последнем интеграле в (3.9) положим 𝑢(𝑥) = 𝑒𝑖/𝑥 и оценим его сверху вели-
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чиной

𝐽3 :=

+∞∫︁
1

𝐺1(𝑥)
𝑒𝑖

𝑥4
exp

(︂
−𝑒

𝑖

𝑥

)︂
𝑒(𝑖+1)(ℎ𝜃+1)d𝑥 =

= 𝑒−𝑖/2𝑒ℎ𝜃+1

+∞∫︁
1

𝑢ℎ𝜃+5/2𝑒−𝑢𝑥
ℎ𝜃+5/2

𝑥4
𝐺1(𝑥)d𝑥 ≤

≤ 𝐶1𝑒
−𝑖/2

+∞∫︁
1

𝑥ℎ𝜃−3/2𝐺1(𝑥)d𝑥, (3.10)

где 𝐶1 – некоторая константа. В последнем неравенстве мы воспользовались
ограниченностью функции 𝑢ℎ𝜃+5/2𝑒−𝑢 при 𝑢 > 0 и 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2]. Обозначим

𝐼1 := 𝐼̃︀𝑉𝑛≥𝑥, ̃︀𝑆𝑛∈[−(𝑖+1);−𝑖)

и оценим вероятность в правой части (3.10) следующим образом:

𝐺1(𝑥) = E𝐼1 = E
̃︀𝑉 ℎ𝜃
𝑛̃︀𝑉 ℎ𝜃
𝑛

𝐼1 ≤ 𝑥−ℎ𝜃E
(︁̃︀𝑉𝑛𝐼1)︁ℎ𝜃

. (3.11)

Пусть ℎ𝜃 > 1, тогда

𝐺1(𝑥) ≤ 𝑥−ℎ𝜃

(︃(︂
E
(︁̃︀𝑉𝑛𝐼1)︁ℎ𝜃

)︂1/ℎ𝜃

)︃ℎ𝜃

≤

≤ 𝑥−ℎ𝜃

(︃
𝑛−1∑︁
𝑗=0

(︁
E exp

(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑗 ℎ𝜃

)︁
𝐼1

)︁1/ℎ𝜃

)︃ℎ𝜃

, (3.12)

где в последнем переходе используется неравенство Минковского. При ℎ𝜃 ∈
(0; 1] справедливо неравенство

𝐺1(𝑥) ≤ 𝑥−ℎ𝜃

𝑛−1∑︁
𝑗=0

E exp
(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑗 ℎ𝜃

)︁
𝐼1. (3.13)

60



В обоих случаях необходимо оценить E exp
(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑗 ℎ𝜃

)︁
𝐼1:

E exp
(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑗 ℎ𝜃

)︁
𝐼1 ≤ E exp

(︁
−𝑆(ℎ𝜃)

𝑗 ℎ𝜃

)︁
𝐼̃︀𝑆𝑛∈[−(𝑖+1);−𝑖) =

=

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑢ℎ𝜃P
(︁
𝑆
(ℎ𝜃)
𝑗 ∈ d𝑢, ̃︀𝑆𝑛 ∈ [−(𝑖+ 1);−𝑖)

)︁
=
(︁
𝑅(ℎ𝜃)(−ℎ𝜃)

)︁𝑗
×

×
+∞∫︁

−∞

P
(︁
𝑆𝑗 ∈ d𝑢, 𝑆(ℎ𝜃)

𝑛 − 𝑆
(ℎ𝜃)
𝑗 ∈ [𝜃𝑛− (𝑖+ 1)− 𝑢; 𝜃𝑛− 𝑖− 𝑢)

)︁
=

= 𝑅−𝑗(ℎ𝜃)

∞∫︁
−∞

P (𝑆𝑗 ∈ d𝑢)×

×P
(︁
𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 − 𝑆

(ℎ𝜃)
𝑗 ∈ [𝜃𝑛− (𝑖+ 1)− 𝑢; 𝜃𝑛− 𝑖− 𝑢)

)︁
. (3.14)

При 𝑗 ∈ [0;𝑛/2] интеграл в правой части (3.14) можно оценить с помощью
теоремы 2:

+∞∫︁
−∞

P (𝑆𝑗 ∈ d𝑢)P
(︁
𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 − 𝑆

(ℎ𝜃)
𝑗 ∈ [𝜃𝑛− (𝑖+ 1)− 𝑢; 𝜃𝑛− 𝑖− 𝑢)

)︁
≤

≤
+∞∫︁

−∞

(︃
1√︀

2𝜋(𝑛− 𝑗)𝜎(ℎ𝜃)
exp

(︂
−(𝜃𝑗 − (𝑖+ 1)− 𝑢)2

2𝑛𝜎2(ℎ𝜃)

)︂
+

+
1√︀

2𝜋(𝑛− 𝑗)𝜎(ℎ𝜃)

)︃
P (𝑆𝑗 ∈ d𝑢) ≤ 2√

𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)
(3.15)

при достаточно больших 𝑛. Аналогично с помощью теоремы 2 при 𝑗 ∈ (𝑛/2;𝑛−
1] тот же интеграл оценивается величиной

+∞∫︁
−∞

P (𝑆𝑗 ∈ d𝑢)P
(︁
𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 − 𝑆

(ℎ𝜃)
𝑗 ∈ [𝜃𝑛− (𝑖+ 1)− 𝑢; 𝜃𝑛− 𝑖− 𝑢)

)︁
=

=

+∞∫︁
−∞

P
(︁
𝑆(ℎ𝜃)
𝑛 − 𝑆

(ℎ𝜃)
𝑗 ∈ d𝑣

)︁
P (𝑆𝑗 ∈ [𝜃𝑛− (𝑖+ 1)− 𝑣; 𝜃𝑛− 𝑖− 𝑣)) ≤

≤ 2√
2𝜋𝑗𝜎

≤ 2√
𝜋𝑛𝜎

(3.16)

при всех достаточно больших 𝑛. Обозначим 𝐶2 = sup
𝜃∈[𝜃1;𝜃2]

2
√
2max(1, 𝜎(ℎ𝜃)/𝜎).
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Отсюда, при ℎ𝜃 > 1, пользуясь (3.12) и (3.14) - (3.16), имеем

𝐺1(𝑥) ≤ 𝑥−ℎ𝜃
𝐶2√
2𝜋𝑛

(︃
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑅−𝑗/ℎ𝜃(ℎ𝜃)

)︃ℎ𝜃

=

= 𝑥−ℎ𝜃
𝐶2√
2𝜋𝑛

(︂
1−𝑅−𝑛/ℎ𝜃(ℎ𝜃)

1−𝑅−1/ℎ𝜃(ℎ𝜃)

)︂ℎ𝜃

≤ 𝑥−ℎ𝜃
𝐶3√
2𝜋𝑛

(3.17)

при достаточно больших 𝑛, где 𝐶3 – некоторая константа. Аналогичным обра-
зом, используя (3.13)-(3.16), для некоторой 𝐶3 можно получить оценку (3.17) в
случае ℎ𝜃 ∈ (0; 1]. Таким образом, неравенство в правой части (3.17) верно для
всех 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2]. Подставляя (3.17) в (3.10), получаем, что

𝐽3 ≤
𝐶1𝐶3√
2𝜋𝑛

𝑒−𝑖/2

+∞∫︁
1

𝑥−3/2d𝑥 (3.18)

при всех достаточно больших 𝑛. Интеграл в (3.18) сходится при всех 𝑛 и 𝜃 ∈
[𝜃1; 𝜃2], то есть 𝐽3 ≤ 𝐶4𝑒

−𝑖/2/(
√
2𝜋𝑛), где 𝐶4 – некоторая константа. Подставляя

эту оценку в (3.9), получаем, что

𝐽2 ≤ 𝑒(𝑖+1)(ℎ𝜃+1) exp
(︀
−𝑒𝑖
)︀
P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ [−(𝑖+ 1);−𝑖)

)︁
+

𝐶4√
2𝜋𝑛

𝑒−𝑖/2 (3.19)

при достаточно больших 𝑛. Из теоремы 2 следует, что

P
(︁̃︀𝑆𝑛 ∈ [−(𝑖+ 1);−𝑖)

)︁
≤ 𝐶5√

2𝜋𝑛
(3.20)

при достаточно больших 𝑛, где 𝐶5 – константа. Подставляя (3.19) и (3.20) в
(3.8), имеем, что

𝐽1 ≤
𝐶5 + 𝐶4√

2𝜋𝑛

+∞∑︁
𝑖=𝑀

(︁
𝑒(𝑖+1)(ℎ𝜃+1) exp

(︀
−𝑒𝑖
)︀
+ 𝑒−𝑖/2

)︁
(3.21)

при достаточно больших 𝑛. Поскольку сумма в правой части (3.21) представ-
ляет собой остаток ряда, равномерно сходящегося по 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2], то, подставляя
(3.21) и (3.7) в (3.6), а оттуда в (3.5), получаем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛−𝑀) ≤ 𝐶6√
2𝜋𝑛

𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛𝑟(𝑀) (3.22)

при достаточно больших 𝑛, где 𝑟(𝑀) → 0 при 𝑀 → ∞ равномерно по 𝜃 ∈
[𝜃1; 𝜃2].
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Оценим вероятность P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝜃𝑛−𝑀 < 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛+𝑀). Необходимо
доказать, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝜃𝑛−𝑀 < 𝑆𝑛 < 𝜃𝑛+𝑀) = (3.23)

=
1 + 𝜌𝑛(𝜃)√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

𝑒−Λ(𝜃)𝑛−ln 𝑘

+∞∫︁
1

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
d𝑦P

(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥
)︁
.

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству утверждения
(2.13). Напомним, что

𝑃2,𝑛(𝑘) =
1√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)
𝑒−Λ(𝜃)𝑛−𝜃𝑛,

где 𝜃 = ln 𝑘/𝑛. В силу (3.1) имеем

lim
𝑛→∞

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘, |𝑆𝑛 − 𝜃𝑛| < 𝑀) ≤ lim

𝑛→∞
𝑃2,𝑛(𝑘)

−1P (𝑍𝑛 = 𝑘) ≤

≤ lim
𝑛→∞

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘) ≤ lim

𝑛→∞
𝑃2,𝑛(𝑘)

−1P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≤ 𝜃𝑛−𝑀) +

+ lim
𝑛→∞

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘, |𝑆𝑛 − 𝜃𝑛| < 𝑀) +

+ lim
𝑛→∞

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘, 𝑆𝑛 ≥ 𝜃𝑛+𝑀) .

В силу соотношений (3.3), (3.22) и (3.23), верно, что

+∞∫︁
1

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
d𝑦P

(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥
)︁
≤ lim

𝑛→∞
𝑃2,𝑛(𝑘)

−1P (𝑍𝑛 = 𝑘) ≤

≤ lim
𝑛→∞

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P (𝑍𝑛 = 𝑘) ≤ 2

ℎ𝜃
𝑒−ℎ𝜃𝑀 + 𝐶6𝑟(𝑀) +

+

+∞∫︁
1

𝑀∫︁
−𝑀

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
d𝑦P

(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥
)︁
.

Переходя в полученных соотношениях к пределу при 𝑀 → ∞, приходим к
соотношению

𝑃2,𝑛(𝑘)
−1P(𝑍𝑛 = 𝑘) →

∫︁ ∞

1

∫︁ ∞

−∞

𝑒−(1+ℎ𝜃)𝑦

𝑥2
exp

(︂
−𝑒

−𝑦

𝑥

)︂
d𝑦P

(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥
)︁
.

Производя замену 𝑢 = exp(−𝑦)/𝑥, получаем для двойного интеграла в правой
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части, что

+∞∫︁
1

∞∫︁
0

𝑢ℎ𝜃

𝑥1−ℎ𝜃
𝑒−𝑢d𝑢P

(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥
)︁
=

= Γ(1 + ℎ𝜃)

+∞∫︁
1

𝑥ℎ𝜃−1P
(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥

)︁
= Γ(1 + ℎ𝜃)Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1

∞ . (3.24)

Осталось показать, что математическое ожидание в правой части (3.24) конеч-
но.

Пусть ℎ𝜃 ∈ (0; 1]. Тогда

Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1
∞ =

+∞∫︁
1

1

𝑥1−ℎ𝜃
P
(︁̃︀𝑉∞ ∈ d𝑥

)︁
≤ 1. (3.25)

Пусть ℎ𝜃 ∈ (1; 2]. Зафиксируем некоторое 𝛿 ∈ [0;ℎ+ − ℎ𝜃 + 1). Тогда, используя
неравенство Ляпунова, получим, что

Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1
∞ =

(︂(︁
Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1

∞

)︁1/(ℎ𝜃−1)
)︂ℎ𝜃−1

≤
(︂(︁

Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1+𝛿
∞

)︁1/(ℎ𝜃−1+𝛿)
)︂ℎ𝜃−1

.

Откуда, используя неравенство Минковского, получаем, что

Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1
∞ ≤

(︃ ∞∑︁
𝑗=0

(︁
E exp

(︁
𝑆
(ℎ𝜃)
𝑗 (1− ℎ𝜃 − 𝛿)

)︁)︁1/(ℎ𝜃−1+𝛿)
)︃ℎ𝜃−1

. (3.26)

При ℎ𝜃 > 2 имеем, что

Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1
∞ =

(︂(︁
Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1

∞

)︁1/(ℎ𝜃−1)
)︂ℎ𝜃−1

≤

≤

(︃ ∞∑︁
𝑗=0

(︁
E exp

(︁
𝑆
(ℎ𝜃)
𝑗 (1− ℎ𝜃)

)︁)︁1/(ℎ𝜃−1)
)︃ℎ𝜃−1

. (3.27)

Используя (1.3), получим, что

E exp
(︁
𝑆
(ℎ𝜃)
𝑗 (1− ℎ𝜃)

)︁
=
(︁
𝑅(ℎ𝜃)(1− ℎ𝜃)

)︁𝑗
=

(︂
𝑅(1)

𝑅(ℎ𝜃)

)︂𝑗

,

E exp
(︁
𝑆
(ℎ𝜃)
𝑗 (1− ℎ𝜃 − 𝛿)

)︁
=
(︁
𝑅(ℎ𝜃)(1− ℎ𝜃 − 𝛿)

)︁𝑗
=

(︂
𝑅(1− 𝛿)

𝑅(ℎ𝜃)

)︂𝑗

.
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Откуда получаем, что, чтобы математическое ожидание в левой части (3.26)
и (3.27) было конечно, необходимо, чтобы 𝑅(1)/𝑅(ℎ𝜃) и 𝑅(1 − 𝛿)/𝑅(ℎ𝜃) были
меньше единицы и отделены от неё. Тогда ряды в правой части (3.26) и (3.27)
будут суммой бесконечной геометрической прогрессии.

Напомним, что согласно соотношению (1.1) функция 𝑅(ℎ) дважды диф-
ференцируема, (ln𝑅(ℎ))′ = 𝑚(ℎ), а𝑚′(ℎ) = 𝜎2(ℎ). Предположим, что𝑚(1) > 0.
Следовательно, 𝑚(1 − 𝛿) тоже больше 0 при достаточно малом 𝛿 > 0. Отсю-
да 𝑅(ℎ) монотонно возрастает при всех ℎ ∈ [1 − 𝛿;ℎ+). Следовательно, взяв
достаточно малое 𝛿 > 0, получим, что при ℎ𝜃 > 1 отношение 𝑅(1 − 𝛿)/𝑅(ℎ𝜃)

будет меньше единицы и отделено от неё. Также как и отношение 𝑅(1)/𝑅(ℎ𝜃)
при ℎ𝜃 > 2.

Предположим, что 𝑚(1) = 0. Тогда, согласно условию, 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂
(0;𝑚+), то есть ℎ𝜃 ∈ [ℎ𝜃1;ℎ𝜃2] ⊂ (1;ℎ+). Следовательно,𝑅(ℎ𝜃) > 𝑅(1) и отделено
от него. Взяв 𝛿 = 0, получим требуемые неравенства.

Предположим, что 𝑚(1) < 0. Тогда, согласно условию, 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂
(𝛾;𝑚+), то есть ℎ𝜃 ∈ [ℎ𝜃1;ℎ𝜃2] ⊂ (κ;ℎ+), где κ > 1 и 𝑅(κ) = 𝑅(1). Так как
(ln𝑅(ℎ))′′ = 𝜎2(ℎ), функция 𝑅(ℎ) возрастает при ℎ ≥ κ. Следовательно, по-
лучаем, что 𝑅(ℎ𝜃) > 𝑅(κ) = 𝑅(1) и отделено от него. Аналогично случаю
умеренно докритического процесса, взяв 𝛿 = 0, получим необходимые утвер-
ждения.

Таким образом, ряды в правой части (3.26) и (3.27) сходятся при всех
𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂ (𝜇*,𝑚+). Следовательно, из (3.25), (3.26) и (3.27), получаем, что
Ẽ︀𝑉 ℎ𝜃−1

∞ конечно при всех 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2] ⊂ (𝜇*,𝑚+).
Теорема 11 доказана.

Доказательство следствия 3. Воспользовавшись теоремами 3 и 11, а также
теоремой 1 из [20], получаем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝑍𝑛 > 𝑒𝑤𝑛) =
P (𝑍𝑛 = 𝑘)

P (𝑍𝑛 > 𝑒𝑤𝑛)
=

P (𝑍𝑛 = 𝑘)

𝐶(ℎ𝑤)P (𝑆𝑛 > 𝑤𝑛)
=

=
𝐶(ℎ𝜃) + 𝜌𝑛(𝜃)

𝐶(ℎ𝑤) (1 + 𝜌𝑛(𝑤))

√
2𝜋𝑛ℎ𝑤𝜎(ℎ𝑤)√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝜃)

1

𝑘
exp

(︂
Λ(𝑤)𝑛− Λ

(︂
ln 𝑘

𝑛

)︂
𝑛

)︂
, (3.28)

где 𝜃, как и прежде, равна ln 𝑘/𝑛. Поскольку 𝐶(ℎ𝜃), ℎ𝜃 и 𝜎(ℎ𝜃) – непрерывные
функции от 𝜃 и отделены от нуля, а 𝜃 → 𝑤 при 𝑛→ ∞, то

P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝑍𝑛 > 𝑒𝑤𝑛) = (ℎ𝑤 + 𝜌𝑛(𝑤)) exp

(︂
Λ(𝑤)𝑛− Λ

(︂
ln 𝑘

𝑛

)︂
𝑛− ln 𝑘

)︂
.(3.29)
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Разложим Λ по формуле Тейлора с центром в точке 𝑤:

Λ

(︂
ln 𝑘

𝑛

)︂
= Λ(𝑤) + Λ′(𝑤)

(︂
ln 𝑘

𝑛
− 𝑤

)︂
+𝑂

(︂
𝑟2𝑛
𝑛2

)︂
=

= Λ(𝑤) + ℎ𝑤

(︂
ln 𝑘

𝑛
− 𝑤

)︂
+ 𝑜

(︂
1

𝑛

)︂
. (3.30)

Подставляя (3.30) в (3.28), получаем, что

P (𝑍𝑛 = 𝑘|𝑍𝑛 > 𝑒𝑤𝑛) = (ℎ𝑤 + 𝑜(1)) exp (−ℎ𝑤 ln 𝑘 + ℎ𝑤𝑤𝑛− ln 𝑘) =

= (ℎ𝑤 + 𝑜(1)) exp (−(ℎ𝑤 + 1)(ln 𝑘 − 𝑤𝑛)− 𝑤𝑛) =

= (ℎ𝑤 + 𝑜(1))

(︂
𝑘

𝑒𝑤𝑛

)︂−ℎ𝑤−1

𝑒−𝑤𝑛,

где 𝑜(1) равномерно по 𝑘 ∈ N, ln 𝑘 ∈ [𝑤𝑛;𝑤𝑛 + 𝑟𝑛], 𝑟𝑛 = 𝑜(
√
𝑛). Следствие 3

доказано.

Заключение

В диссертации изучены локальные вероятности больших уклонений
ВПССГ.

Для больших нижних уклонений рассматривались первая и вторая зоны
уклонений, а также переходная зона. Были изучены локальные вероятности
больших нижних уклонений для первой, второй и переходной зон. Также был
получен обобщённый результат для локальных вероятностей больших нижних
уклонений, соединяющий все три рассматриваемых зоны.

Для больших верхних уклонений рассматривались разные типы процес-
сов — надкритический, критический и докритический. Для надкритических,
критических, а также слабо и умеренно докритических процессов локальные
вероятности больших верхних уклонений были изучены полностью. Для строго
докритических — только в первой зоне больших верхних уклонений.

Основные результаты:

1. доказана лемма об экспоненциальном функционале для общего парамет-
рического случая;

2. доказана локальная теорема о больших нижних уклонениях надкритиче-
ского ВПССГ в первой зоне уклонений;
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3. доказана локальная теорема о больших нижних уклонениях надкритиче-
ского ВПССГ во второй зоне уклонений;

4. доказана локальная теорема о больших нижних уклонениях надкритиче-
ского ВПССГ на границе первой и второй зон уклонений;

5. доказана локальная теорема о больших верхних уклонениях ВПССГ в
первой зоне уклонений.

Результаты, полученные в работе, могут быть использованы для даль-
нейшего исследования ВПСС. В частности, для получения асимптотики веро-
ятностей больших нижних и больших верхних уклонений для ВПСС без пред-
положения о геометричности распределения. Также данные результаты могут
быть использованы в теории случайных блужданий в случайной среде.
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