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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования

Диссертация является исследованием в аналитической теории чисел и тео-

рии диофантовых приближений. В ней рассматриваются вопросы приложения

теории чисел к задачам приближенного анализа. В диссертации рассмотрены

следующие пять основных тем:

� Логарифмы эйлеровых произведений и их ветви вблизи абсциссы абсо-

лютной сходимости;

� Теория гиперболической дзета-функции Гурвица;

� Дзета-функции моноидов натуральных чисел;

� Теория приведённых алгебраических иррациональностей произвольной

степени и обобщённых чисел Пизо;

� Классы периодических функций, порожденных моноидами натуральных

чисел, и алгебры рядов Дирихле моноидов натуральных чисел.

Мультипликативный моноид натуральных чисел N является основным объ-

ектом изучения в теории чисел. Со времён Л. Эйлера известно, что его ариф-

метические свойства тесно связаны с дзета-функцией 𝜁(𝛼) =
∑︀

𝑛∈N 𝑛
−𝛼 (𝛼 > 1)

и произведением Эйлера 𝑃 (𝛼) =
∏︀

𝑝∈P

(︁
1− 1

𝑝𝛼

)︁−1

, где P = {2, 3, 5, . . .} — множе-

ство всех простых чисел. В частности, основная теорема арифметики об одно-

значности разложения на простые множители эквивалентна равенству 𝜁(𝛼) =

= 𝑃 (𝛼), а бесконечность множества простых чисел эквивалентна расходимости

дзета-ряда при 𝛼 = 1.

Хорошо известны моноиды натуральных чисел, образующие геометрические

прогрессии с первым членом равным 1 и арифметические прогрессии с первым

членом равным 1 и произвольной натуральной разностью. Последний пример

был частным случаем знаменитой теоремы Дирихле о простых в арифметиче-

ской прогрессии, при доказательстве которой он использовал характеры Дири-

хле и 𝐿-функции Дирихле, а заодно и заложил основы теории рядов Дирихле.
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Отметим, что моноид𝑀1,4 = {1+4𝑛|𝑛 ⩾ 0, 𝑛 ∈ Z}, как пишет Г. Дэвенпорт в
своей "Высшей арифметике", Д. Гильберт использовал как пример замкнутой

мультипликативной системы, в которой отсутствует однозначность разложения

на простые элементы (простые числа и псевдопростые).

Необходимость изучения дзета-функций произвольных моноидов натураль-

ных чисел естественным образом возникла в рамках развития теоретико-чис-

лового метода в приближенном анализе, основанным в 1957 году в работах

профессора Н. М. Коробова. Одним из основных объектов исследования в тео-

ретико-числовом методе в приближенном анализе является гиперболическая

дзета-функция решёток.

Гиперболическая дзета-функция в общем виде была определена в работе

1984 года1.

Определение 1. Гиперболической дзета-функции решёток 𝜁(Λ|𝛼) называ-
ется функция, которая задаётся в правой полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1

дзета рядом2

𝜁(Λ|𝛼) =
∑︁′

�⃗�∈Λ

(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)
−𝛼. (1)

В работе [21] доказана уточненная асимптотическая формула для гипербо-

лической дзета-функции алгебраической решётки.

Обозначим через 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) дзета-функцию Дедекинда главных идеалов чи-

сто-вещественного поля 𝐹 :

𝜁𝐷0(𝛼|𝐹 ) =
∑︁
(𝜔)

|𝑁(𝜔)|−𝛼,

тогда

𝜁
(𝜈)
𝐷0

(𝛼|𝐹 ) = (−1)𝜈
∑︁
(𝜔)

ln𝜈 |𝑁(𝜔)||𝑁(𝜔)|−𝛼, 𝜈 ⩾ 1.

Теорема 1. При 𝑡 > 𝑒𝑎 справедливо асимптотическое равенство

𝜁𝐻(Λ(𝑡)|𝛼) =
2(det Λ)𝛼

𝑅(𝑠− 1)!

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1

(ln det Λ(𝑡)− ln det Λ)𝑠−1−𝜈(−1)𝜈𝜁
(𝜈)
𝐷0

(𝛼|𝐹 )

(det Λ(𝑡))𝛼
+

1 Добровольский Н. М. Гиперболическая дзета функция решёток. / Деп. в ВИНИТИ

24.08.84, №6090–84.
2Символ

∑︀′
означает, что из области суммирования исключается �⃗� = 0⃗, и для любого

вещественного 𝑥 величина 𝑥 задается равенством 𝑥 = max(1, |𝑥|).
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+𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃), (2)

где

𝑅(Λ, 𝛼, 𝜃) = 𝑂

(︂
ln𝑠−2(det Λ(𝑡))

(det Λ(𝑡))𝛼

)︂
и 𝑅 − регулятор поля.

Множество значений нормы |𝑁(𝜔)| образуют моноид натуральных чисел

𝑀(Z𝐹 ), а дзета-функция Дедекинда главных идеалов чисто-вещественного по-

ля 𝐹 является первым нетривиальным примером дзета-функции моноида на-

туральных чисел.

Общее определение дзета-функции произвольного множества натуральных

чисел следующее [15]:

Определение 2. Для любого множества 𝐴 натуральных чисел определим

дзета-функцию 𝜁(𝐴|𝛼) равенством

𝜁(𝐴|𝛼) =
∑︁
𝑥∈𝐴

1

𝑥𝛼
(𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝐴), (3)

где 𝜎𝐴 — абсцисса абсолютной сходимости.

Если множество 𝐴 конечное, то равенство (3) задает дзета-функцию 𝜁(𝐴|𝛼)
на всей комплексной 𝛼-плоскости. Если множество 𝐴 бесконечное, то равенство

(3) задает дзета-функцию 𝜁(𝐴|𝛼) только при 𝜎 > 𝜎𝐴, при этом обязательно в

точке 𝛼 = 𝜎𝐴 будет полюс первого порядка и 0 ⩽ 𝜎𝐴 ⩽ 1, так как это следует

из свойств дзета-ряда для дзета-функции 𝜁(𝛼). Отметим, что при 𝜎 > 𝜎𝐴 ряд

абсолютно сходится, а при 𝜎 ⩾ 𝜎0 для любого 𝜎0 > 𝜎𝐴 ряд равномерно сходится.

Будем через 𝑀(𝐴) обозначать минимальный мультипликативный моноид,

содержащий множество 𝐴. Таким образом, мы имеем:

𝑀(𝐴) = {𝑎1 . . . 𝑎𝑙|𝑎1, . . . , 𝑎𝑙 ∈ 𝐴, 𝑙 ⩾ 0}.

Здесь мы используем естественное соглашение, что пустое произведение равно

1.

Нетрудно понять, что имеется несчетное множество моноидов натуральных

чисел и, следовательно, несчетное множество различных дзета-функций моно-

идов натуральных чисел.
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Следуя за Б. М. Бредихиным, обозначим через 𝜈𝑀(𝑥) — количество эле-

ментов моноида 𝑀 , непревосходящих 𝑥, а через 𝜋𝑀(𝑥) — количество простых

элементов, непревосходящих 𝑥.

Работы по дзета-функции моноидов натуральных чисел оказались тесно свя-

заны с циклом работ Б. М. Бредихина о чём говорится в обзорной работе 3.

Б. М. Бредихин работал с понятием степенной плотности последовательно-

сти (см. 4), и для таких последовательностей элементарными методами получал

асимптотический закон распределения образующих элементов. Для моноидов

это понятие звучит следующим образом:

Определение 3. Моноид 𝑀 натуральных чисел имеет 𝐶 степенную 𝜃-

плотность, если существует предел

lim
𝑥→∞

𝜈𝑀(𝑥)

𝑥𝜃
= 𝐶. (4)

Ясно, что натуральный ряд имеет единичную степенную 1-плотность.

Пусть P𝑘 = {2𝑘, 3𝑘, 5𝑘, . . .} — множество 𝑘-ых степеней всех простых чисел.

Ясно, что 𝑀(P) = N, а 𝑀(P𝑘) = N𝑘 = {1𝑘, 2𝑘, 3𝑘, 4𝑘, . . .} — множество 𝑘-ых сте-

пеней всех натуральных чисел. Моноид 𝑀(P𝑘) — с однозначным разложением

на простые элементы, а множеством простых элементов являются псевдопро-

стые числа, которые образуют множество P𝑘. Легко видеть, что моноид 𝑀(P𝑘)

имеет единичную степенную 1
𝑘
-плотность, так как 𝜈𝑀(P𝑘)(𝑥) = [𝑥

1
𝑘 ]. Так как

𝜋𝑀(P𝑘)(𝑥) = 𝜋(𝑥
1
𝑘 ), то справедлив асимптотический закон

𝜋𝑀(P𝑘)(𝑥) ∼ 𝑘
𝑥

1
𝑘

ln𝑥
,

который согласно Б. М. Бредихину можно получить элементарно, минуя асимп-

тотический закон для простых чисел.

Наилучший результат здесь получается, конечно, исходя из оценок И. М. Ви-

3Н. М. Добровольский, У. М. Пачев, В. Н. Чубариков. Борис Максимович Бредихин и его

научно-педагогическая деятельность // Чебышевcкий сборник, 2020, т. 21, вып. 4, с. 19–28.
4Б. М. Бредихин, “Свободные числовые полугруппы со степенными плотностями”, Докл.

АН СССР, 118:5 (1958), 855–857.
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ноградова 5 и Н. М. Коробова 6:

𝜋(𝑥)=

𝑥∫︁
2

𝑑𝑥

ln𝑥
+𝑂

(︁
𝑥𝑒−𝑎(ln𝑥)0.6(ln ln𝑥)−0.2

)︁
,

𝜋𝑀(P𝑘)(𝑥)=

𝑥
1
𝑘∫︁

2

𝑑𝑥

ln𝑥
+𝑂

(︁
𝑥

1
𝑘 𝑒−𝑎( 1

𝑘
ln𝑥)0.6(ln ln𝑥−ln 𝑘)−0.2

)︁
,

где 𝑎 > 0 — некоторая положительная константа.

Здесь используется очевидное равенство 𝜁(𝑀(P𝑘)|𝛼) = 𝜁(𝑘𝛼).

Несомненно, что является актуальным построение теории дзета-функций

произвольных моноидов натуральных чисел, в которой будут изучены различ-

ные классы моноидов натуральных чисел и отличие этих классов от моноида N.
Среди актуальных задач этой теории можно выделить следующие основные:

1. определение областей сходимости дзета-ряда для различных моноидов;

2. построение аналитического продолжения или определение области голо-

морфности дзета-функции моноидов;

3. определение асимптотических законов распределения простых элементов

в моноиде;

4. решение обратной задачи по распределению элементов моноида;

5. исследование новых классов функций, заданных моноидами натуральных

чисел;

6. уточнение некоторых асимптотических формул в теоретико-числовом ме-

тоде в приближенном анализе;

7. исследование закономерностей для остаточных дробей алгебраических чи-

сел.

5И. М. Виноградов, “Новая оценка функции 𝜁(1 + 𝑖𝑡)”, Изв. АН СССР. Сер. матем., 22:2

(1958), 161–164.
6Н. М. Коробов, “Оценки сумм Вейля и распределение простых чисел”, Докл. АН СССР,

123:1 (1958), 28–31.
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Степень разработанности

Впервые гиперболическая дзета-функция сеток появилась в 1957 году в ра-

боте Н. М. Коробова7, с которой ведется отсчет истории создания теоретико-

числового метода. Сам термин появился гораздо позже в 2001 году в работе8, и

в более общем виде определение гиперболической дзета-функции дается в рабо-

те9. Такая ситуация объясняется логикой развития теоретико-числового метода

в приближенном анализе.

На первом этапе его развития к задачам интегрирования периодических

функций многих переменных применялись известные результаты из теории чи-

сел о тригонометрических суммах. После введения в 1959 году Н. М. Коро-

бовым параллелепипедальных сеток и понятия оптимальных коэффициентов

стали выделяться собственно актуальные задачи теории чисел, решение кото-

рых требовалось для развития метода оптимальных коэффициентов.

Прежде всего заметим, что появление метода тригонометрических сумм

при анализе вопросов численного интегрирования стало возможным благода-

ря выделению Н. М. Коробовым класса 𝐸𝛼
𝑠 периодических функций с быстро

убывающими коэффициентами кратного ряда Фурье.

Рассмотрим квадратурную формулу с весами

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘𝑓 [𝜉1(𝑘), . . . , 𝜉𝑠(𝑘)]−𝑅𝑁 [𝑓 ]. (5)

Здесь через 𝑅𝑁 [𝑓 ] обозначена погрешность, получающаяся при замене интегра-

ла
1∫︁

0

. . .

1∫︁
0

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠

7Коробов Н. М. Приближенное вычисление кратных интегралов с помощью методов тео-

рии чисел // ДАН СССР. 1957. N 6. С. 1062 — 1065.
8Добровольский Н. М., Манохин Е. В., Реброва И. Ю., Рощеня А. Л. О непрерывности

дзета-функции сетки с весами // Известия ТулГУ. Сер. Математика. Механика. Информа-

тика. Т. 7. Вып. 1. Тула, 2001. С. 82–86.
9Добровольская Л. П., Добровольский Н. М., Симонов А. С. О погрешности прибли-

женного интегрирования по модифицированным сеткам // Чебышевский сборник 2008 Т. 9.

Вып. 1(25). Тула, Из-во ТГПУ им. Л. Н. Толстого. С. 185 — 223.
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средним взвешенным значением функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠), вычисленным в точках

𝑀𝑘 = (𝜉1(𝑘), . . . , 𝜉𝑠(𝑘)) (𝑘 = 1 . . . 𝑁).

Совокупность 𝑀 точек 𝑀𝑘 называется сеткой 𝑀 , а сами точки — узлами квад-

ратурной формулы. Величины 𝜌𝑘 = 𝜌(𝑀𝑘) называются весами квадратурной

формулы.

Для произвольных целых 𝑚1,. . .,𝑚𝑠 суммы 𝑆𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠), определённые

равенством

𝑆𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘𝑒
2𝜋𝑖[𝑚1𝜉1(𝑘)+...+𝑚𝑠𝜉𝑠(𝑘)], (6)

называются тригонометрическими суммами сетки с весами.

Будем, также, рассматривать нормированные тригонометрические суммы

сетки с весами

𝑆*
𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠) =

1

𝑁
𝑆𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠).

Если все веса равны 1, то будем говорить просто тригонометрическая сум-

ма сетки и писать 𝑆𝑀(�⃗�) и нормированная тригонометрическая сумма сетки

𝑆*
𝑀(�⃗�).

Справедлива следующая обобщенная теорема Коробова о погрешности квад-

ратурных формул.

Теорема 5. Пусть ряд Фурье функции 𝑓(�⃗�) сходится абсолютно, 𝐶(�⃗�) —

ее коэффициенты Фурье и 𝑆𝑀,𝜌(�⃗�) — тригонометрические суммы сетки с ве-

сами, тогда справедливо равенство10

𝑅𝑁 [𝑓 ] = 𝐶 (⃗0)

(︂
1

𝑁
𝑆𝑀,𝜌(⃗0)− 1

)︂
+

1

𝑁

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

𝐶(�⃗�)𝑆𝑀,𝜌(�⃗�) =

= 𝐶 (⃗0)
(︁
𝑆*
𝑀,𝜌(⃗0)− 1

)︁
+

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

𝐶(�⃗�)𝑆*
𝑀,𝜌(�⃗�) (7)

и при 𝑁 → ∞ погрешность 𝑅𝑁 [𝑓 ] будет стремиться к нулю тогда и только

тогда, когда взвешенные узлы квадратурной формулы равномерно распределены

в единичном 𝑠-мерном кубе.

Из этой теоремы непосредственно следует, что для нормы линейного функ-

ционала погрешности приближенного интегрирования 𝑅𝑁 [𝑓 ] на классе 𝐴𝑠 всех

10Здесь и далее
∑︀′

означает суммирование по системам (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ̸= (0, . . . , 0).
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периодических функций 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) с периодом 1 по каждой переменной и

абсолютно сходящимся рядом Фурье справедливо равенство

‖𝑅𝑁 [·]‖𝐴𝑠 = max

(︃⃒⃒⃒
𝑆*
𝑀,𝜌(⃗0)− 1

⃒⃒⃒
, sup
�⃗�∈Z𝑠∖{0⃗}

|𝑆*
𝑀,𝜌(�⃗�)|

)︃
. (8)

Как показали Н. М. Коробов и его последователи на классе 𝐸𝛼
𝑠 вопрос о ско-

рости сходимости погрешности к нулю становится содержательным, а дзета-

функция сеток с весами в случае параллелепипедальных сеток превращается в

гиперболическую дзета-функцию решёток.

Отметим сразу, что и дзета-функция сеток с весами и гиперболическая

дзета-функция решётки задаются рядом Дирихле, а значит, их можно рассмат-

ривать при комплексных значениях аргумента 𝛼 и встаёт естественный вопрос

об аналитическом продолжении этих рядов Дирихле.

Ещё в 1967 году в работе11 Н. М. Коробов указывал на связь теории ди-

офантовых приближений с развитием теоретико-числового метода в прибли-

женном анализе. Поэтому естественным является продолжение исследований в

области теоретико-числового метода в приближенном анализе и традиционным

направлением для Тульской школы теории чисел, связанным с приближением

алгебраических чисел12, 13, 14, 15.

11Коробов Н. М. О некоторых вопросах теории диофантовых приближений // УМН. 1967.

Т. 22, 3 (135). С.83–118.
12В. Д. Подсыпанин О разложении иррациональностей четвертой степени в непрерывную

дробь // Чебышевский сб. 2007. Т. 8, вып. 3(23). С. 43—46.
13Е. В. Подсыпанин О разложении иррациональностей высших степеней в обобщенную

непрерывную дробь (по материалам В. Д. Подсыпанина) рукопись 1970 // Чебышевский сб.

2007. Т. 8, вып. 3(23). С. 47—49.
14Е. В. Триколич, Е. И. Юшина, Цепные дроби для квадратических иррациональностей из

поля Q(
√
5) // Чебышевский сб.2009. Т. 10, вып. 1. С. 77–94.

15Е. И. Юшина О некоторых приведенных алгебраических иррациональностях // Совре-

менные проблемы математики, механики, информатики: материалы Региональной научной

студенческой конференции. Тула: ТулГУ 2015. С. 66–72.
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Цели и задачи

Целью диссертационной работы является формирование основ теории дзета-

функции моноидов натуральных чисел.

Также целью данной работы является изучение остаточных дробей алгеб-

раических иррациональностей и законов образования их минимальных много-

членов.

Для достижения указанных целей автором сформулированы и решены сле-

дующие задачи:

1. изучить логарифм эйлерова произведения;

2. построить аналитическое продолжении одного класса рядов Дирихле, свя-

занного с дзета-функцией Гурвица;

3. рассмотреть дзета-функцию моноидов натуральных чисел с однозначным

разложением на простые множители;

4. описать моноиды натуральных чисел с однозначным разложением на про-

стые элементы;

5. построить дзета-функции моноидов с заданной абсциссой абсолютной схо-

димости;

6. доказать гипотезу о ”заградительном ряде” для дзета-функций моноидов

с экспоненциальной последовательностью простых и рассмотреть обоб-

щенное эйлерово произведение, задающее мероморфную функцию на всей

комплексной плоскости;

7. вывести новые асимптотические формулы для гиперболической дзета-фу-

нкции решёток;

8. изучить вопрос о количестве простых элементов в некоторых моноидах

натуральных чисел;

9. исследовать вопрос о количестве простых и псевдопростых в моноиде

квадратичных вычетов;
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10. решить обратную задачу для моноида с экспоненциальной последователь-

ностью простых;

11. описать законы поведения минимальных многочленов остаточных дробей

для алгебраических иррациональностей;

12. описать новые направления исследований, связанные с теорией дзета-фун-

кций моноидов натуральных чисел.

Положения выносимые на защиту

По результатам исследования на защиту выносятся следующие утвержде-

ния:

� Почленное логарифмирование бесконечного эйлерова произведения зада-

ет в области абсолютной сходимости непрерывную функцию, которая в

подходящей полуплоскости задает главное значение логарифма эйлерова

произведения, а при приближении к границе области абсолютной сходи-

мости пробегает все ветви логарифмической функции.

� Теория гиперболической дзета-функции Гурвица является вполне содер-

жательной и аналогична теории обычной дзета-функции Гурвица.

� Моноиды натуральных чисел с однозначным разложением на простые эле-

менты характеризуются тем свойством, что их дзета-функция равна про-

изведению Эйлера.

� Для дзета-функций вложенных моноидов натуральных чисел справедлив

принцип вложенности.

� Для дзета-функции моноидов натуральных чисел значение абсциссы аб-

солютной сходимости может изменяться от 0 до 1.

� Областью голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀(𝑃𝐸)|𝛼) является 𝛼-полу-

плоскость 𝜎 > 0.
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� Методом параметрических множеств, получены две новые асимптотиче-

ские формулы из теории гиперболической дзета-функции решёток.

� При 𝑞 = 3, 4, 6 для количества простых элементов в моноиде 𝑀𝑞,1 при

𝑥 > 𝑞4

64
справедливо соотношение

𝜋𝑀𝑞,1(𝑥) ⩽
(2 + 𝜂)𝑥

2 ln(2𝑥/𝑞)
+

3(2 + 𝜂)

𝜙(𝑞)
· 𝑥(ln ln𝑥+ 2𝑎)

ln𝑥− ln 𝑞
+𝑂

(︂
𝑥

ln2 𝑥

)︂
.

� Для моноида квадратичных вычетов справедливо асимптотическое равен-

ство

𝜋
𝑀

(2)
𝑝,2
(𝑥) =

𝑥 ln ln𝑥

2 ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑥

(1− 𝛽1) ln𝑥

)︂
.

� Любой моноид 𝑀(𝑃𝐸) для произвольной экспоненциальной последова-

тельности простых 𝑃𝐸 типа 𝑞 имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную

плотность с 𝐶 = 𝜋
√︁

2
3 ln 𝑞

и 𝜃 = 1
2
.

� Приведённые алгебраические иррациональности в случае чисто-вещест-

венных алгебраических полей и обобщённые числа Пизо в общем случае

играют принципиальную роль в вопросах разложения алгебраических ир-

рациональностей в цепную дробь. Начиная с некоторого места все остаточ-

ные дроби являются приведёнными алгебраическими числами в первом

случае и приведёнными обобщёнными числами Пизо — во втором случае.

� Во-первых, с каждым моноидом 𝑀 натуральных чисел связывается класс

периодических функций 𝑀𝛼
𝑠 , который вложен в хорошо известный класс

𝐸𝛼
𝑠 .

Оказалось, что класс периодических функций𝑀𝛼
𝑠 замкнуты относительно

интегральных операторов Фредгольма и на нем разрешимо интегральное

уравнение Фредгольма второго рода.

Во-вторых, теория дзета-функций моноидов натуральных чисел входит

как составная часть в более общую теорию Алгебры рядов Дирихле мо-

ноида натуральных чисел.
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Научная новизна

Представленные в работе результаты являются новыми, получены автором

самостоятельно. Основные результаты диссертации следующие:

1. Доказано что почленное логарифмирование эйлерова произведения зада-

ет в области абсолютной сходимости непрерывную функцию, которая в

подходящей полуплоскости задает главное значение логарифма эйлерова

произведения, а при приближении к границе области абсолютной сходи-

мости пробегает все ветви логарифмической функции.

2. Построена теория гиперболической дзета-функции Гурвица.

3. Дано определение дзета-функции моноида натуральных чисел и установ-

лена его связь с произведением Эйлера.

4. Описан общий вид моноида натуральных чисел с однозначным разложе-

нием на простые элементы.

5. Построены дзета-функции моноидов с заданной абсциссой абсолютной

сходимости.

6. Доказана гипотеза о ”заградительном ряде” для дзета-функций монои-

дов с экспоненциальной последовательностью простых и построено обоб-

щенное эйлерово произведение, задающее мероморфную функцию на всей

комплексной плоскости.

7. Выведены две новые асимптотические формулы для гиперболической дзе-

та-функции решёток.

8. Получены асимптотические формулы для количества простых элементов

в некоторых моноидах натуральных чисел.

9. Получены асимптотические формулы для количества простых и псевдо-

простых в моноиде квадратичных вычетов.

10. Решена обратная задача для моноида с экспоненциальной последователь-

ностью простых.
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11. Найдены формулы для минимальных многочленов остаточных дробей для

алгебраических иррациональностей.

12. Описаны новые направления исследований, связанные с теорией дзета-

функций моноидов натуральных чисел.

Теоретическая и практическая значимость

Результаты диссертационного исследования имеют значение для теоретико-

числового метода Коробова в приближенном анализе, аналитической теории

чисел и теории диофантовых приближений. В нем содержатся основы теории

дзета-функций моноидов натуральных чисел, развитие теории гиперболической

дзета-функций решёток и дзета-функций сеток с весами. Исследования также

содержат важные результаты по теории диофантовых приближений. Резуль-

таты относящиеся к теории рассматриваемых дзета-функций могут использо-

ваться в развитии теории рядов Дирихле.

Методология и методы исследования

Исследование базировалось на общей методологии теоретико-числового ме-

тода Коробова в приближенном анализе. Согласно этому методу центральными

объектами исследования являются тригонометрические суммы сеток с весами,

гиперболическая дзета-функция решёток и дзета-функция сеток с весами. При

реализации этой методологии использовались метод тригонометрических сумм,

геометрия чисел, теория сравнений.

При изучении дзета-функций моноидов натуральных чисел использовались

общие подходы из теории дзета-функции Римана и теории рядов Дирихле.

При изучении закономерностей поведения остаточных дробей алгебраиче-

ских иррациональностей использовался метод дробно-линейных преобразова-

ний для минимальных многочленов.
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Степень достоверности и апробация результатов

Достоверность всех результатов исследования обоснована строгими матема-

тическими доказательствами.

Работа выполнена в рамках исследований, проводимых по грантам РФФИ

№05-01-00672а, №08-01-00790а, №11-01-00571а, №15-01-01540-а, №15-41-03263 р-

центр-а, №16-41-710194 р-а, №19-41-710004 р-а, №19-41-710005 р-а.

Апробация результатов исследования проводилась на всероссийских и меж-

дународных конференциях:

� VII международная научная конференция «Алгебра и теория чисел: со-

временные проблемы и приложения», посвященная памяти профессора

А. А. Карацубы — г. Тула, 11 — 15 мая 2010 г.,

� Международная научно-практическая конференция «Многомасштабное

моделирование структур и нанотехнологии», посвященная 190-летию со

дня рождения академика Пафнутия Львовича Чебышёва, столетию со

дня рождения академика Сергея Васильевича Вонсовского и 80-летию

со дня рождения член-корреспондента Виктора Анатольевича Буравихи-

на — г. Тула, 3 — 7 октября 2011 г.,

� International scientific conference “Computer Algebra and Information Tech-

nology” — Odessa, August 20 — 26, 2012,

� X международная научная конференция «Алгебра и теория чисел: совре-

менные проблемы и приложения» — г. Волгоград, 10 — 16 сентября 2012 г.,

� XI международная научная конференция «Алгебра и теория чисел: совре-

менные проблемы и приложения» — г. Саратов, 9 — 14 сентября 2013 г.

� XII Международная конференция «Алгебра и теория чисел: современные

проблемы и приложения», посвященная восьмидесятилетию профессора

Виктора Николаевича Латышева. — г. Тула, 21 —- 25 апреля 2014 г.

� XIII Международной конференции «Алгебра, теория чисел и дискретная

геометрия: современные проблемы и приложения», посвященной восьми-
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десятипятилетию со дня рождения профессора Сергея Сергеевича Рыш-

кова. — г. Тула, 25 — 30 мая 2015 г.

� Международная научно-практическая конференция «Актуальные пробле-

мы социально-экономического развития предприятий, отраслей, комплек-

сов» — г. Тула, 11 — 14 декабря 2015 г.

� VII Международная научно-техническая конференция в рамках II Между-

народного Научного форума Донецкой Народной Республики — г. Донецк,

26 мая 2016 г.

� Всероссийская конференция «Университет XXI века: научное измерение.»

— г. Тула, 17 — 31 мая 2016 г.

� XV Международная конференция «Алгебра, теория чисел и дискретная

геометрия: современные проблемы и приложения», посвященная столетию

со дня рождения профессора Николая Михайловича Коробова. — г. Тула,

28 — 31 мая 2018 г.

� XVI Международная конференция «Алгебра, теория чисел и дискретная

геометрия: современные проблемы, приложения и проблемы истории», по-

священная 80-летию со дня рождения профессора Мишеля Деза. — г. Ту-

ла, 13 — 18 мая 2019 г.

� Международная конференция «Байкальская теория чисел» (26 — 30 ав-

густа 2019, o. Ольхон, Россия).

� XVII Международная конференция «Алгебра, теория чисел и дискретная

геометрия: современные проблемы, приложения и проблемы истории», по-

свящённая 100-летию со дня рождения профессора Н. И. Фельдмана и 90-

летию со дня рождения профессоров А. И. Виноградова, А. В. Малышева

и Б. Ф. Скубенко. — г. Тула, 26 — 27 марта 2019 г.

� XVIII Международная конференция «Алгебра, теория чисел и дискрет-

ная геометрия: современные проблемы, приложения и проблемы истории»,

посвященная 100-летию со дня рождения профессоров Б. М. Бредихина,

В. И. Нечаева и С. Б. Стечкина. — г. Тула, 23 — 28 сентября 2020 г.
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� XIX Международная конференция «Алгебра, теория чисел, дискретная

геометрия и многомасштабное моделирование: современные проблемы,

приложения и проблемы истории», посвящённая 200-летию со дня рожде-

ния академика П. Л. Чебышёва. — г. Тула, 18 — 22 2021 г.

� XX Международная конференция «Алгебра, теория чисел, дискретная

геометрия и многомасштабное моделирование: современные проблемы,

приложения и проблемы истории», посвящённая 130-летию со дня рожде-

ния академика И. М. Виноградова. — г. Тула, 21 — 24 сентября 2021 г.

� XXI Международная конференция «Алгебра, теория чисел, дискретная

геометрия и многомасштабное моделирование: современные проблемы,

приложения и проблемы истории», посвященная 85-летию со дня рожде-

ния А. А Карацубы. — г. Тула, 17 — 21 мая 2022 г.

� Вторая конференция Математических центров России. — г. Москва, 7 ––

11 ноября 2022 г.

� XXII Международная конференция «Алгебра, теория чисел, дискретная

геометрия и многомасштабное моделирование: современные проблемы,

приложения и проблемы истории», посвященная 120-летию со дня рожде-

ния академика А. Н. Колмогорова и 60-летию со дня открытия школы-

интерната №18 при Московском университете. —- г. Тула, 26 — 29 сентября

2023 г.

� II Всероссийская научно-практическая конференция «Математика в со-

временном мире», посвященная 160-летию со дня рождения выдающегося

российского математика Д. А. Граве. — г. Вологда, 19 —- 23 сентября

2023 г.

� III Конференция Математических центров России. — г. Майкоп, 10 — 15

октября 2023 г.
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Публикации

Основные результаты диссертации опубликованы в 28 статьях в рецензируе-

мых научных изданиях, индексируемых в базах данных Web of Science, Scopus,

RSCI, рекомендованных для защиты в диссертационном совете МГУ по специ-

альности 1.1.5 «Математическая логика, алгебра, теория чисел и дискретная

математика» [1]–[28], в 3 монографиях [29]–[31] и 17 тезисах и материалах раз-

личных конференциях [32]–[48].

Структура диссертации

Диссертация состоит из введения, 12 глав, разбитых на 83 параграфа, заклю-

чения и списка литературы. Полный объем работы составляет 363 страницы.

Список литературы содержит 253 наименования.

Содержание работы

Во введении рассматривается актуальность темы исследования, краткая

история развития теории, предшествующей данной работе, приводятся основ-

ные результаты исследования и их теоретическая и практическая значимость.

Первая глава — «Логарифм эйлерова произведения» — посвящена изу-

чению логарифмов бесконечных произведений Эйлера. В этой главе изучаются

непрерывные функции, задающие логарифмы бесконечных произведений Эйле-

ра, полученные почленным логарифмированием. Доказывается ряд лемм, поз-

воляющих установить важный факт, что сумма главных значений логариф-

ма сомножителей бесконечного произведения Эйлера задают главное значение

только в некоторой полуплоскости, а при приближении к абсциссе абсолют-

ной сходимости эта непрерывная сумма пробегает все ветви логарифмической

функции.

Во введении к первой главе кратко говорится о роли произведений Эйлера

и о направлении исследований в первой главе.

В параграфе 2 доказывается следующая основная лемма о ветвях логариф-

ма.
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Лемма 1.(О логарифме) Пусть в окрестности точки 𝛼0 логарифм ана-

литической функции 𝑓(𝛼) задан непрерывной функцией ℎ(𝛼): ln𝑓(𝛼)= = ℎ(𝛼).

Если в точке 𝛼0 функция ℎ(𝛼) переходит с одной ветви логарифма на другую,

то значение 𝑓(𝛼0) — отрицательное.

В параграфе 3 на основании леммы о логарифме доказываются две леммы

о значениях специальных функций.

В параграфе 4 приводятся необходимые вспомогательные леммы о главных

значениях логарифма.

В параграфе 5 исследуется логарифм дзета-функции Римана и доказывается

теорема о значении.

Теорема 2. Для любого натурального 𝑁 существует 𝜏𝑁 , такое что на

отрезке [︁
1 + 𝑒−2(𝑁+1)𝜋+ 5

2 + 𝑖𝜏𝑁 ; 2 + 𝑖𝜏𝑁

]︁
найдутся точки 𝛼𝑘 = 𝜎𝑘 + 𝑖𝜏𝑁 такие, что 𝜁(𝛼𝑘) — отрицательное число (𝑘 =

1, . . . , 𝑁);

— 𝛼𝑘 = 𝜆𝑘 + 𝑖𝜏𝑁 такие, что 𝜁(𝛼𝑘) — положительное число (𝑘 = 1, . . . , 𝑁);

— 𝛼𝑘 = 𝛿𝑘 + 𝑖𝜏𝑁 такие, что 𝜁(𝛼𝑘) — чисто мнимое число (𝑘 = 1, . . . , 𝑁).

В параграфе 6 исследуются ветви логарифма одной обобщённой L-функ-

ции с Эйлеровым произведением. А именно, рассмотрим мультипликативную

функцию ℎ(𝑛) = 𝑖
∑︀

𝑝|𝑛 𝛼𝑝 при 𝑛 =
∏︀

𝑝|𝑛 𝑝
𝛼𝑝 и ряд Дирихле 𝑀(𝛼, ℎ), заданный

равенством

𝑀(𝛼, ℎ) =
∞∑︁
𝑛=1

ℎ(𝑛)

𝑛𝛼
=
∏︁
𝑝

(︂
1− 𝑖

𝑝𝛼

)︂−1

.

Доказана следующая лемма.

Лемма 14.Существует 𝛿 > 0 такое, что при 1 < 𝛼 < 1 + 𝛿 справедливо

неравенство

(ln𝑀(𝛼, ℎ)) ̸=
∑︁
𝑝

∞∑︁
𝑛=1

𝑖𝑛

𝑛𝑝𝑛𝛼
.

В заключении к первой главе подводится итог рассмотренным в главе во-

просам.

Во второй главе — «Об аналитическом продолжении одного класса рядов

Дирихле» строится теория гиперболической дзета-функции Гурвица и рассмат-
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ривается ряд смежных вопросов. Для полноты изложения приводится ряд из-

вестных фактов, но они подаются в новом контексте, который позволяет судить

о роли этих фактов в развитии теоретико-числового метода в приближенном

анализе и связи с последующей теорией дзета-функции моноидов натуральных

чисел.

Во введении ко второй главе достаточно подробно описывается связь тео-

рии гиперболической дзета-функции решёток и теории гиперболической дзета-

функции Гурвица.

В параграфе 2 формулируются цели и дается краткое содержание этой самой

объемной главы диссертации.

В третьем разделе мы рассматриваем несобственные интегралы с полино-

мами Бернулли, которые естественно возникают в этой проблематике, когда от

ряда Дирихле с помощью теоремы Абеля переходят к несобственному интегра-

лу.

В четвертом разделе приводятся все необходимые факты о периодизирован-

ной по параметру 𝑏 дзета-функции Гурвица 𝜁(𝛼; 𝑏) и о дзета-функции Гурвица

второго рода.

В пятом разделе вводится понятие гиперболической дзета-функции Гурвица

и развивается соответствующая теория, которая во многом является аналогом

теории дзета-функции Гурвица.

На основании полученных результатов в шестом разделе строится функцио-

нальное уравнение для гиперболической дзета-функции сдвинутых диагональ-

ных решёток.

В седьмом разделе дается подробное изложение теоремы С. М. Воронина о

нулях суммы дзета-функций Гурвица по модулю 5 в критической полосе, а в

восьмом разделе аналогичный результат излагается для произвольного просто-

го модуля 𝑝 > 5.

Наконец, в заключении ко второй главе обсуждаются полученные результа-

ты и возникающие трудности при реализации намеченной программы.

В третьей главе — «Дзета-функция моноидов натуральных чисел с одно-

значным разложением на простые множители» начинается изучение основной

темы диссертации.
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Во введении к третьей главе даются многочисленные определения и обо-

значения, а также формулируются основные цели — изучить свойства дзета-

функций мультипликативных моноидов натуральных чисел с однозначным раз-

ложением на простые множители и её логарифмов.

Во втором параграфе приводятся различные примеры дзета-функций моно-

идов натуральных чисел и рассматривается обобщённая функция Мёбиуса.

В параграфе 3 вводится одно из центральных понятий данного исследования

— последовательности простых чисел экспоненциального роста.

В заключении к третьей главе дается краткая справка о предшествующих

работах, из которых естественным образом возникла новое направление иссле-

дований. Кроме этого, указаны наиболее интересные направления дальнейших

исследований.

Четвертая глава — «О моноидах натуральных чисел с однозначным раз-

ложением на простые элементы» посвящена описанию моноидов натуральных

чисел с однозначным разложением на простые элементы, изучению их свойств,

дзета-функции этих моноидов натуральных чисел и нахождению их обратных

рядов Дирихле.

Во втором разделе этой главы решается вопрос об обращении дзета-функций

для произвольных множеств натуральных чисел.

В третьем разделе изучается дзета-функция множества простых чисел. До-

казывается теорема об обратной дзета-функции.

В четвертом разделе изучаются вложенные последовательности моноидов.

Сформулирован и доказан принцип вложенности, с помощью которого доказа-

ны ряд теорем об обратных рядах для дзета-функций моноидов.

В пятом разделе четвертой главы рассматриваются некоторые важные при-

меры моноидов с однозначным разложением на простые элементы.

В шестом разделе изучаются дзета-функции множества простых элементов

моноида. Получены результаты об обратных рядах Дирихле для этих дзета-

функций.

В седьмом разделе найден общий вид моноида натуральных чисел с одно-

значным разложением на простые элементы.

В заключении к четвертой главе перечислены ряд актуальных и перспек-
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тивных тем дальнейших исследований по данной тематике.

В пятой главе находятся дзета-функции моноидов с заданной абсциссой

абсолютной сходимости.

Во введении к пятой главе поставлена задача построения системы простых

чисел P𝜎0 такой, что для абсциссы абсолютной сходимости дзета-функции

𝜁(𝑀(P𝜎0)|𝛼) выполнялось равенство 𝜎𝑀(P𝜎0 )
= 𝜎, где 0 ⩽ 𝜎 ⩽ 1.

Во втором разделе этой главы поставленная задача решается при значениях

абсциссы от 0 до 1
3
, используя теорему Ингама и её следствия.

В третьем разделе при значениях от 1
3
до 1 используется теорема Россера об

оценках простого 𝑝𝑛.

Четвертый раздел посвящён изучению обобщённых произведений Эйлера,

для которых удается вычислить абсциссу абсолютной сходимости.

В заключении к пятой главе обрисованы актуальных и перспективные темы

дальнейших исследований по данной тематике.

Шестая глава — «Гипотеза о ”заградительном ряде” для дзета-функций

моноидов с экспоненциальной последовательностью простых и обобщенное эй-

лерово произведение, задающее мероморфную функцию на всей комплексной

плоскости» посвящена изучению аналитических свойств некоторых дзета-функ-

ций моноидов натуральных чисел и одного обобщенного эйлерова произведения,

задающего мероморфную функцию на всей комплексной плоскости.

Во введении к этой главе формулируются основные задачи по трём клас-

сам дзета-функций моноидов натуральных чисел, связанные с аналитическими

свойствами этих дзета-функций. Кроме этого, изучаются аналитические свой-

ства одного обобщенного произведения Эйлера и одного специального ряда Ди-

рихле с быстро убывающими коэффициентами.

Во втором разделе доказывается явный вид теорем Вейерштрасса и Миттаг–

Леффлера для геометрической прогрессии.

В третьем разделе находится представление для дзета-функции геометриче-

ской прогрессии через гамму функцию, что позволило найти функциональное

уравнение для дзета-функции геометрической прогрессии.

Четвертый раздел посвящён изучению следующего по сложности случая

дзета-функции моноида натуральных чисел, порожденного конечным числом
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простых чисел.

Пятый раздел изучает дзета-функцию моноида натуральных чисел𝑀*(𝑝) =

N ·𝑀−1(𝑝) с однозначным разложением на простые множители, состоящего из

натуральных чисел 𝑛 взаимно простых с 𝑃 (𝑝) = 𝑝1 . . . 𝑝𝑛, а эйлерово произве-

дение 𝑃 (𝑀*(𝑝)|𝛼) состоит из сомножителей по всем простым числам отличным

от 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛.

В шестом разделе рассматривается моноид 𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2) ⊂ 𝑀(𝑝1, 𝑝2), задан-

ный равенством

𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2) = {𝑛 = 3𝑘 + 1 = 𝑝𝛽1

1 𝑝𝛽2

2 | 𝛽1 + 𝛽2 ≡ 0 (mod 2)},

который для краткости называется основным моноидом. Для него найден яв-

ный вид обратной дзета-функции и явный вид отношения двух дзета-функций:

𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2),𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼) = 𝜁(𝑀(𝑝1, 𝑝2)|𝛼)𝜁−1(𝑀3,1(𝑝1, 𝑝2)|𝛼).

В седьмом разделе продолжены исследования аналитических свойств объ-

ектов из предыдущего раздела.

В восьмом разделе вводятся два новых моноида натуральных чисел: моноид

Эйлера по модулю 𝑞 множество 𝐸𝑞 и единичный моноид по модулю 𝑞 множество

𝑈𝑞. Оба моноида относятся к классу моноидов с однозначным разложением

на простые элементы. Отличия заключаются в том, что в первом случае все

простые элементы являются простыми числами, а во втором случае все простые

элементы являются псевдопростыми числами.

Девятый раздел посвящён рассмотрению эффекта Дэвенпорта — Хейльброн-

на для моноидов, рассмотренных в предыдущих разделах данной главы. Отме-

чены новые особенности этого эффекта для некоторых рассмотренных монои-

дов.

Десятый раздел посвящён изучению дзета-функции моноида для любого

экспоненциального множества 𝑃𝐸 простых чисел. В результате исследования

была сформулирована гипотеза о заградительном ряде для аналитического про-

должения этой дзета-функции.

В следующем одиннадцатом разделе «Вес, порядок и радиус в точке» раз-

рабатываются простые эффективные средства, которые будут использоваться

для решения гипотезы о заградительном ряде.
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Двенадцатый раздел «Область голоморфности дзета-функции моноида с

экспоненциальной последовательностью простых» содержит доказательство ги-

потезы о заградительном ряде и другие примеры дзета-функций моноидов на-

туральных чисел, для которых областью голоморфности является правая по-

луплоскость с 𝜎 > 0.

Тринадцатый раздел содержит примеры рядов Дирихле с быстро убываю-

щими коэффициентами, которые сходятся на всей комплексной области.

Четырнадцатый раздел «Ряд Дирихле моноида с конечным числом простых

чисел» содержит описание различных результатов об этих рядах Дирихле и их

связь с результатами о соответствующих дзета-функциях.

В пятнадцатом разделе исследуются широкий класс рядов Дирихле, задан-

ных обобщёнными произведениями Эйлера. Сформулированы условия при ко-

торых эти ряды Дирихле задают мероморфные функции на всей комплексной

плоскости, которые имеют бесконечное множество полюсов первого порядка

𝑆𝜋(𝑀,𝑎(𝑝)).

В заключении к шестой главе дается широкая панорама дальнейших иссле-

дований, связанных с тематикой данной главы.

Седьмая глава — «Две асимптотические формулы для гиперболической

дзета-функции решёток» посвящена выводу двух новых асимптотических фор-

мул: первая для гиперболической дзета-функции алгебраической решётки; вто-

рая для числа точек решётки в гиперболическом кресте.

Во ведении к седьмой главе дается небольшая историческая справка об ис-

следованиях по гиперболической дзета-функции решёток.

Во втором разделе разработан новый метод параметрических множеств, с

помощью которого получены новые формы для главного члена асимптотиче-

ских формул, отличный от работ 16 и 17 с более точной оценкой остаточного

члена.

В третьем разделе продолжено успешное применение метода параметриче-

ских множеств к получению асимптотических формул для числа точек решётки

16Добровольский Н. М., Ванькова В. С., Козлова С. Л. Гиперболическая дзета–функция

алгебраических решёток. Деп. в ВИНИТИ 12.04.90, №2327–B90.
17Добровольский Н. М., Рощеня А. Л. О числе точек решётки в гиперболическом кресте

// Мат. заметки. Т. 63. Вып. 3. 1998. C. 363–369.



26

в гиперболическом кресте.

В заключении к седьмой главе подводится итог для обсуждения нового ме-

тода параметрических множеств.

Восьмая глава — «О количестве простых элементов в некоторых монои-

дах натуральных чисел» посвящена изучению вопроса о распределении простых

элементов в моноидах 𝑀3,1, 𝑀3,1,1, 𝑀3,1,2, 𝑀3,2 и связанных с ними множествах

𝑀3,1,2,0, N3,2 и N3,2,2. Кроме этого, изучаются аналогичные вопросы для монои-

дов 𝑀6,1, 𝑀6,1,1, 𝑀4,1 и 𝑀4,1,1.

Во втором разделе даются общие формулы для числа составных с двумя

делителями.

В третьем разделе «Исторические замечания» описываются подходы в духе

мемуаров П. Л. Чебышева двумя способами.

В четвертом разделе приводятся необходимые для дальнейшего классиче-

ские результаты о распределении простых в арифметических прогрессиях.

В пятом разделе с помощью оценки Бруна-Титчмарша решается вопрос о

количестве составных с двумя делителями в прогрессии.

Шестой раздел посвящён решению поставленных задач для моноидов 𝑀3,1,

𝑀4,1 и 𝑀6,1 и связанных с ними.

В заключении к восьмой главе обсуждаются различные формулировки даль-

нейших исследований по данной тематике.

Девятая глава — «О моноиде квадратичных вычетов» посвящена изуче-

нию моноида 𝑀𝑝,2 всех натуральных чисел, являющихся квадратичными вы-

четами по модулю 𝑝, который разлагается в произведение двух взаимно про-

стых моноидов 𝑀𝑝,2 = 𝑀
(1)
𝑝,2 ·𝑀 (2)

𝑝,2 . Все простые элементы в моноиде 𝑀
(1)
𝑝,2 име-

ют порядок 1, то есть являются обычными простыми числам, которые одно-

временно являются квадратичными вычетами по модулю 𝑝, таким образом,

𝑀
(1)
𝑝,2 = 𝑀

(︁
P(1)
𝑝

)︁
. Все простые элементы из моноида 𝑀

(2)
𝑝,2 имеют порядок 2

и являются псевдопростыми числами, то есть составными числами, равными

произведению двух простых чисел, каждое из которых квадратичный невычет

по модулю 𝑝. Таким образом, справедливо равенство 𝑀
(2)
𝑝,2 = 𝑀

(︁
P(2)
𝑝 · P(2)

𝑝

)︁
.

Цель данной главы — изучить свойства функции распределения простых

элементов 𝜋
𝑀

(𝜈)
𝑝,2
(𝑥) для 𝜈 = 1, 2. Отметим, что 𝜋𝑀𝑝,2(𝑥) = 𝜋

𝑀
(1)
𝑝,2
(𝑥) + 𝜋

𝑀
(2)
𝑝,2
(𝑥).
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Во введении к девятой главе описываются объекты исследования и форму-

лируется цель этих исследований.

Во втором разделе даются общие формулы для числа простых и псевдопро-

стых.

В третьем разделе приводятся вспомогательные утверждения, которые да-

лее используются в этой главе.

В четвертом разделе выводится асимптотическая формулу для числа про-

стых в моноиде 𝑀
(1)
𝑝,2 .

Пятый раздел посвящён выводу асимптотической формулы для числа псев-

допростых чисел в моноиде 𝑀
(2)
𝑝,2 .

В заключении к девятой главе подводится итог исследований простых эле-

ментов в моноиде квадратичных вычетов по заданному модулю.

Десятая глава — «Обратная задача для моноида с экспоненциальной по-

следовательностью простых» посвящена получению аналогов результатов

Б. М. Бредихина о связи функции распределения простых элементов в образе

свободной группы с функцией распределения элементов для этого образа.

Во введении к этой главе дается обзор результатов связанных с постановкой

обратной задачи для моноида с экспоненциальной последовательностью про-

стых. Вводятся новые обозначения и формулируются цель исследований деся-

той главы.

Во втором разделе приводятся вспомогательные леммы и дается объяснение,

почему подход Б. М. Бредихина не работает в случае моноида с экспоненци-

альной последовательностью простых.

В третьем разделе строятся два гомоморфизма мультипликативного монои-

да𝑀(𝑃𝐸) в мультипликативный моноид N натуральных чисел. Даются важные

формулы, связывающие функции распределения моноида 𝑀(𝑃𝐸) с распреде-

лением для образов при этих гомоморфизма.

В четвертом разделе рассматриваются как экспоненциальные последова-

тельности простых чисел, так и общая конструкция экспоненциальной после-

довательности натуральных чисел.

В пятом разделе из аддитивной теоремы Ингама получены искомые резуль-

таты о функции распределения моноида с экспоненциальной последовательно-
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стью простых.

В заключении к десятой главе дается определение нового понятия — 𝐶 ло-

гарифмическая 𝜃-степенная плотность. Таким образом, любой моноид 𝑀(𝑃𝐸)

для произвольной экспоненциальной последовательности простых 𝑃𝐸 типа 𝑞

имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную плотность с 𝐶 = 𝜋
√︁

2
3 ln 𝑞

и 𝜃 = 1
2
.

Одиннадцатая глава — «О минимальных многочленах остаточных дро-

бей для алгебраических иррациональностей» посвящена рассмотрению важной

проблемы, решение которой важно для развития теоретико-числового метода в

приближенном анализе.

Во ведении к одиннадцатой главе дано описание рассматриваемой задачи

теории цепных дробей алгебраических иррациональностей степени 3 и выше.

Указана связь с теоретико-числовым методом в приближенном анализе. Сфор-

мулированы цели исследований одиннадцатой главы.

Во втором разделе даются определения новых понятий: обобщенное число

Пизо 𝑛-ой степени, приведённое обобщенное число Пизо; доказаны некоторые

свойства остаточных дробей в разложения в цепную дробь.

В третьем разделе рассматриваются принципиально важные свойства дроб-

но-линейных преобразований 𝑀 многочленов 𝑓(𝑥) ∈ P𝑛[𝑥].

Четвертый раздел содержит доказательство принципиального свойства цеп-

ных дробей для алгебраических иррациональностей степени 3 и выше, что на-

чиная с некоторого места все остаточные дроби являются приведёнными обоб-

щёнными числами Пизо.

В пятом разделе исследуются минимальные многочлены остаточных дробей.

В этом разделе выводятся формулы для коэффициентов минимальных мно-

гочленов остаточных дробей и оценки значений минимального многочлена в

подходящих дробях к алгебраическому числу. Для остаточных дробей найдена

формула, связывающая эту дробь с отношением знаменателей двух последова-

тельных подходящих дробей.

В шестом разделе даётся применение обобщённых чисел Пизо к модифика-

ции алгоритма Лагранжа разложения алгебраического числа в цепную дробь.

Оказывается, что начиная с некоторого места очередное неполное частное выра-

жается через значение 𝑚-ного минимального многочлена в 𝑚−1-ого неполного
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частного.

В седьмом разделе рассматривается новое понятие — цепная последователь-

ность преобразований плоскости. С помощью этого понятия дается объяснения

эффекта концентрации алгебраически-сопряжённых чисел к остаточной дроби

𝛼𝑚 около дроби −𝑄𝑚−2

𝑄𝑚−1
.

В заключении к одиннадцатой главе подводится итог о роли приведенных

алгебраических иррациональностей в случае чисто-вещественных алгебраиче-

ских иррациональностей и обобщённых чисел Пизо в общем случае. Ставится

задача о структуре рационального сопряжённого спектра вещественного алгеб-

раического числа.

Двенадцатая глава— «Новые направления исследований» посвящена опи-

санию новых направлений исследований, связанных с тематикой диссертацион-

ного исследования.

Во ведении к главе кратко описываются новые направления исследований.

Во втором разделе дается новая конструкция, которая позволяет с каждым

моноидом 𝑀 натуральных чисел связать класс 𝑀𝛼
𝑠 периодических функций

многих переменных. Рассмотрен вопрос об уравнении Фредгольма второго рода

на этом классе функций. Показано, что относительно интегрального оператора

Фредгольма этот класс функций замкнут.

В третьем разделе описаны конструкции бесконечномерных линейных функ-

циональных пространств рядов Дирихле моноида натуральных чисел — D(𝑀)K

над полем K, где K — произвольное числовое поле. Показано, что D(𝑀)K явля-

ется коммутативной алгеброй над полем K.
В заключении к двенадцатой главе перечислены возможные дальнейшие на-

правления исследований, связанных и с новыми функциональными простран-

ствами, и с алгебрами рядов Дирихле, порождёнными моноидами натуральных

чисел.

Заключение

Проведенные исследования позволяют сделать следующие выводы:

� Теория дзета-функций моноидов натуральных чисел тесно и естественным
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образом связана с теоретико-числовым методом в приближенном анализе.

� Приведенные алгебраические иррациональности в случае чисто-вещест-

венных алгебраических полей и обобщённые числа Пизо в общем случае

играют важную роль в теории цепных дробей алгебраических иррацио-

нальностей.

� Имеются важные, перспективные и актуальные направления дальнейших

исследований теории дзета-функций моноидов натуральных чисел.

Результаты диссертации могут быть интересны специалистам, работающим

в области теории чисел и прикладных вопросах.
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