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Введение

Актуальность темы и степень её разработанности. В топологической
алгебре изучаются алгебраические объекты с топологией, в той или иной сте-
пени согласованной с алгебраической структурой. Наиболее важные алгебра-
ические объекты — это группы.

Операция Мальцева на множестве 𝑋 — это отображение 𝑓 : 𝑋3 → 𝑋
(трехместная операция), для которого выполнено тождество

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑓(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑥.

Пространства с операция Мальцева называются мальцевскими пространства-
ми. Операция Мальцева играет фундаментальную роль в общей теории ал-
гебраических систем, разработанной академиком А.И. Мальцевым [71; 145].
На группе есть естественная операция Мальцева: 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦−1𝑧. Ретрак-
ты мальцевских пространств (в частности, ретракты групп) также являют-
ся мальцевскими пространствами: операция 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑟(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) является
операцией Мальцева на 𝑟(𝑋), где 𝑟 есть ретракция. Компактное пространство
является мальцевским, если и только если оно является ретрактом топологи-
ческой группы [72].

Возможны различные способы согласованности алгебраической и тополо-
гической структуры. Наиболее важный и исследуемый случай — это когда ал-
гебраические операции непрерывны. Топологические группы (группы с непре-
рывными операциями умножения и взятия обратного элемента) — важнейший
и наиболее изученный объект в топологической алгебре.

Важное направление исследований — это изучение алгебраических систем,
в которых для операций выполняются слабые формы непрерывности, напри-
мер, раздельная непрерывность. Для таких систем проводят как традицион-
ные для топологоческой алгебры исследования — изучение топологических и
алгебро-топологических свойств, так и специфические для таких систем — ис-
следования условий, при которых из непрерывности операций в слабом смысле
вытекает их непрерывность в более сильном смысле.

Для групп данное направление началось с работы Д.Монтгомери [148]
(1936 г.), который доказал, что полная метризуемая сепарабельная группа с
раздельно непрерывным умножением (т.е. полутопологическая группа) явля-
ется топологической группой. Р. Эллис в работе [141] (1957 г.) доказал, что
локально компактная группа с непрерывным умножением (т.е. паратопологи-
ческая группа) является топологической группой. Позднее [142] он обобщил
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этот результат на полутопологические группы и доказал свою основопола-
гающею теорему: локально компактная полутопологическая группа являет-
ся топологической группой. Центральные задачи в этой области, выяснить,
при каких условиях (1) паратопологическая группа является топологической
группой и (2) полутопологическая группа является топологической группой.
Работы Д. Монтгомери и Р. Эллиса положили начало новому направлению в
топологической алгебре, развитием которого занимались и продолжают зани-
маться многие математики, отметим наиболее значительные работы [22; 31;
33; 34; 47; 49; 50; 57; 58; 62; 66; 84; 93; 131], также в этом ряду отметим работы
автора [9; 16], смотри также обзор [29]. В этом направлении интенсивно изуча-
ется и непрерывность операций в классах групп с топологией более широких
чем классы классы пара- и полутопологических групп [23; 30; 35; 44; 56; 104;
114].

Систематическое изучение групп с топологией, не являющихся топологи-
ческими группами, берет начало в топологической динамике. В работе [147]
Р. Аренс доказал, что группа автогомеоморфизмов локально компактного
пространства в компактно открытой топологии является паратопологической
группой; там же он получил условия, при которых группа автогомеоморфиз-
мов является топологической группой. Основополагающая теорема Р. Эллиса
была доказана в рамках работы по топологической динамики. Обертываю-
щие полугруппы (enveloping semigroup) динамических систем были введены
Р. Эллисом в 1960 г. в работе [135]. Они стали основным инструментом аб-
страктной теории топологических динамических систем. И. Намиока в работе
по топологической динамике [124] ввел CHART (compact Hausdorff admissible
right topological) группы. Это компактные правотопологические (правые сдви-
ги 𝑥 ↦→ 𝑥𝑔 непрерывны) допустимые (топологический центр Λ(𝐺) = {𝑔 ∈ 𝐺 :
левый сдвиг 𝑥 ↦→ 𝑔𝑥 непрерывен} плотен в 𝐺) группы. В этой статье он пока-
зал что метризуемые CHART группы являются топологическими группами.
Ряд авторов получили усиления этого результата И.Намиоки [23; 30; 32; 104;
114]. Изучение динамических систем, для которых обертывающая полугруппа
является CHART группой, играет большую роль в абстрактной теории топо-
логических динамических систем.

В основополагающей работе [149] (1899 г.) Р. Бэр показал, что веществен-
ные раздельно непрерывные функции двух аргументов имеют много точек
совместной непрерывности. Такие функции квазинепрерывны, то есть внут-
ренность 𝑓−1(𝑈) плотна в 𝑓−1(𝑈) для открытого 𝑈 (С. Кемписти). Иссле-
дования точек непрерывности и квазинепрерывности стали важным направ-
лением в топологии и анализе. Используя результаты этих исследований, Д.
Монтгомери доказал в работе [148] (1936 г.), что в полной метризуемой по-
лутопологической группе умножение непрерывно (т.е. такая группа является
паратопологической).

В последние тридцать лет одним из самых эффективных методов иссле-
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дований непрерывности операций в группах и квазинеперервности отображе-
ний стали топологические игры. В основном используются модификации игры
Банаха–Мазура (также часто называемой игрой Шоке) — первой и самой важ-
ной топологической игры в истории.

В игру Банаха–Мазура играют два игрока 𝛼 и 𝛽 на топологическом про-
странстве 𝑋. На первом ходу игрок 𝛼 выбирает 𝑈0 = 𝑋, игрок 𝛽 выбирает
открытое непустое 𝑉0 ⊂ 𝑈0. На 𝑛-м ходу игрок 𝛼 выбирает непустое открытое
𝑈𝑛 ⊂ 𝑉𝑛−1, игрок 𝛽 выбирает непустое открытое 𝑉𝑛 ⊂ 𝑈𝑛. Игра заканчива-
ется после счетного числа ходов. Игрок 𝛼 выиграл, если пересечение

⋂︀
𝑛 𝑈𝑛

непусто.
Фундаментальное значение игры Банаха–Мазура определяется теоремой

Банаха–Окстоби [143]: пространство𝑋 является бэровским (т.е. обладает свой-
ством Бэра), если и только если у игрока 𝛽 нет выигрышной стратегии в игре
Банаха–Мазура.

Подавляющее большинство изучаемых групп с топологией однородны —
правые сдвиги 𝑥 ↦→ 𝑥𝑔 (или левые сдвиги 𝑥 ↦→ 𝑔𝑥) непрерывны. Такие группы
называются право- (лево-) топологическими. Теория однородных пространств
— один из больших и хорошо развитых разделов топологии [27]. Одно из на-
правлений исследований однородных пространств и групп с топологией —
состоит в выявлении сходства и различий их топологических свойств. Дру-
гое направление исследований — выяснение, какие пространства реализуют-
ся как ретракты и факторы1 однородных пространств и групп с топологи-
ей из некоторого топологического класса пространств. Компактные ретракты
(𝜎-компактных) топологических групп это в точности компакты с операцией
Мальцева [72]. Не всякий компакт является ретрактом компактного однород-
ного пространства. Любое пространство является фактором некоторого одно-
родного пространства [91].

Важное значение в топологической алгебре имеют пространства со счет-
ным числом Суслина. У компактной топологической группы число Суслина
всегда счетно, это вытекает как из существования меры Хаара, так и из диа-
дичности такой группы [139; 140]. Позднее счетное число Суслина (и более
сильное свойство 𝜔-клеточности) было найдено у 𝜎-компактных (и даже у бо-
лее широкого класса линделефовых Σ) топологических групп (М.Г. Ткаченко
[92]) и мальцевских пространства (В.В. Успенский [85]).

Объект и предмет исследования. В диссертации изучаются алгебраиче-
ские структуры с топологией: группы и пространства с операцией Мальцева,
универсальные алгебры, однородные пространства и их ретракты. Также изу-
чаются продолжение и факторизация отображений, топологические игры.

1пространство 𝑋 называется фактором 𝑃 , если 𝑃 гомеоморфно 𝑋 × 𝑌 для некоторого 𝑌
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Методы исследования. В работе используются как традиционные мето-
ды общей топологии, топологической алгебры, теории пространств функций,
функционального анализа и теории топологических игр, так и разработанные
автором метод продолжения и факторизации раздельно непрерывных отобра-
жений и метод использования полуокрестностей диагонали.

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит теорети-
ческий характер. Ее результаты могут быть использованы в общей топологии,
топологической алгебре, универсальной алгебре, в топологической динамике,
теории функциональных пространств, функциональном анализе.

Степень достоверности и апробация результатов. Все результаты дис-
сертации математически строго доказаны. Они многократно докладывались
на семинаре кафедры кафедры общей топологии и геометрии “Научно-иссле-
довательский семинар имени П.С. Александрова”, конференциях Ломоносов-
ские чтения, международном Пражском симпозиуме по общей топологии и
ее связи с современным анализом и алгеброй (Prague Symposia on General
Topology, and its Relations to Modern Analysis and Algebra) в 1996, 2006, 2011,
2016, 2022 годах, международной конференция по топологии и ее приложе-
ниям в г. Нафпактос, Греция (International Conference on Topology and its
Applications, Nafpaktos, Greece) в 2006, 2010, 2014 годах, международной 30-й
летней конференции по топологии и ее приложениям в г. Голуэй, Ирландия
(30th Summer Conference on Topology and its Applications, Galway, Ireland) в
2015 году, международная конференции “Теоретико-множественная топология
и топологическая алгебра”, посвященной 80-летию профессора Александра
Владимировича Архангельского в Москве в 2018 году, международной 36-й
летней топологической конференции в Вене, Австрия (36th Summer Topology
Conference, Vienna, Austria) в 2022 году.

Цели и задачи диссертации. Главными целями диссертации являются:

(1) получение достаточных условий, при которых в группах с топологией
происходит усиление непрерывности операций, в частности, при кото-
рых CHART, паратопологические и полутопологические группы явля-
ются топологическими группами;

(2) характеризация отображений произведений пространств, которые до-
пускают раздельно непрерывное продолжение на произведение стоун–
чеховских расширений этих пространств;

7



(3) выяснение условий при которых универсальная алгебра2 с раздельно
непрерывными операциями вкладывается в произведение метризуемых
универсальных алгебр;

(4) исследование пространств с операцией Мальцева и ретрактов топологи-
ческих групп;

(5) исследование классов бэровских пространств, таких что для пространств
из этих классов слабая непрерывность групповых операций автоматиче-
ски влечет сильную их непрерывность;

(6) для разных классов 𝒫 топологических пространств, выяснить какие про-
странства реализуются как ретракты и факторы однородных пространств
и групп с топологией из класса 𝒫 ;

(7) исследование топологических свойства групп с топологией, мальцевских
пространств, однородных пространств, их ретрактов, близкие к компакт-
ности, метризуемости и экстремальной несвязности.

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются новы-
ми и получены автором самостоятельно.

Некоторые работы автора написаны в соавторстве и содержат важные и
принципиальные результаты, полученные в результате тесной совместной ра-
боты. Эти совместные результаты, включенные в диссертацию, либо выводят-
ся из более общих утверждений, доказанных в диссертации, либо доказывают-
ся с помощью новых методов, развитых автором, они содержатся в разделах
5.4 и 5.5: примеры 5.35 [14] и 5.37 [8], теоремы 5.41, 5.43 и 5.50 [13]. Основные
результаты состоят в следующем:

(1) получены достаточные условия, при которых в группах с топологией
происходит усиление непрерывности операций, в частности, когда CHART,
паратопологические и полутопологические группы являются топологи-
ческими группами;

(2) охарактеризованы отображения произведений псевдокомпактных про-
странств, которые допускают раздельно непрерывное продолжение на
произведение стоун–чеховских расширений этих пространств;

(3) найдены условия, при которых универсальная алгебра с раздельно непре-
рывными операциями вкладывается в произведение метризуемых уни-
версальных алгебр;

2рассматриваются универсальные алгебры только с конечным числом операций
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(4) псевдокомпактные пространства с операцией Мальцева охарактеризова-
ны как ретракты топологической группы; исследованы псевдокомпакт-
ные пространства с раздельно непрерывной операцией Мальцева; по-
строены мальцевские пространства не являющиеся ретрактами тополо-
гических групп;

(5) найдены широкие классы бэровских пространств, определяемые с помо-
щью топологических игр и расположения диагонали в квадрате, таких
что для пространств из этих классов слабая непрерывность групповых
операций автоматически влечет сильную их непрерывность;

(6) для нескольких классов пространств 𝒫 , доказаны утверждения вида:
для 𝑋 ∈ 𝒫 существует пространство 𝑌 , так что произведение 𝑋 × 𝑌
однородно и принадлежит 𝒫 ; исследованы однородные подпространства
произведений экстремально несвязных пространств;

(7) для групп с топологией, мальцевских пространств, их ретрактов най-
дены условия, влекущие счетность числа Суслина, диагональ типа 𝐺𝛿,
метризуемость.

Положения, выносимые на защиту.

(1) достаточные условия, при которых в группах с топологией из непрерыв-
ности групповых операций в слабом смысле вытекает их непрерывность
в более сильном смысле, в частности, условия, при которых CHART,
паратопологические и полутопологические группы являются топологи-
ческими группами;

(2) характеризация отображений произведений пространств, которые до-
пускают раздельно непрерывное продолжение на произведение стоун–
чеховских расширений этих пространств;

(3) условия, при которых универсальная алгебра с раздельно непрерывными
операциями вкладывается в произведение метризуемых универсальных
алгебр с раздельно непрерывными операциями;

(4) характеризация псевдокомпактных пространств с операцией Мальцева
как ретрактов топологических групп; характеризация раздельно непре-
рывных операций Мальцева на псевдокомпактных пространствах, кото-
рые продолжаются до раздельно непрерывных операций Мальцева на
стоун–чеховские расширения; построение мальцевского пространства не
ретракта группы;
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(5) классы бэровских пространств, определяемые с помощью топологиче-
ских игр и расположения диагонали в квадрате, таких что для про-
странств из этих классов слабая непрерывность групповых операций ав-
томатически влечет сильную их непрерывность;

(6) для нескольких классов пространств найдены однородные произведения
из этих классов, которые содержат в качестве сомножителя любое данное
пространство из этого класса; исследованы однородные подпространства
произведений экстремально несвязных пространств;

(7) найдены условия на группы с топологией, мальцевские пространства,
их ретракты, влекущие счетность число Суслина, диагональ типа 𝐺𝛿,
метризуемость.

Содержание работы. Работа состоит из введения и пяти глав.
Во введении приводится обзор результатов, полученных ранее другими

авторами по теме исследования диссертации, а также смежным направлениям
исследований, и кратко излагаются результаты диссертации.

В первой главе обозначения, терминология и предварительные сведения.
Так же дается определение топологических игр, базовые свойства и доказы-
ваются некоторые утверждения, которые используются далее.

Вторая глава посвящена исследованию раздельно непрерывных отобра-
жений, их факторизаций, когда они допускают раздельно непрерывное про-
должение на произведение стоун–чеховских расширений пространств. Даются
достаточные условия для универсальной алгебры, когда она может быть вло-
жена в произведение метризуемых универсальных алгебр.

Сначала исследуется продолжения раздельно непрерывных функций на
произведении двух пространств. Для пространства 𝑋 через 𝐶𝑝(𝑋) обознача-
ется непрерывные функции на 𝑋 в топологии поточечной сходимости.

Теорема 1 (см. теорему 2.7). Пусть 𝑋 и 𝑌 есть псевдокомпактные про-
странства, Φ : 𝑋 × 𝑌 → R раздельно непрерывная функция,

𝜙 : 𝑋 → 𝐶𝑝(𝑌 ), 𝜙(𝑥)(𝑦) = Φ(𝑥, 𝑦).

Следующие условия эквивалентны:

(1) существует плотное типа 𝐺𝛿 подмножество 𝐷 ⊂ 𝑌 = 𝐷 так что Φ
непрерывна в каждой точке (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝐷;

(2) функция Φ квазинепрерывна;

(3) Φ продолжается до раздельно непрерывной функции на 𝛽 𝑋 × 𝛽 𝑌 ;

(4) 𝜙(𝑋) имеет компактное замыкание в 𝐶𝑝(𝑌 );
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(5) 𝜙(𝑋) компактно.

Пара пространств 𝑋 и 𝑌 образуют пару Гротендика, если замыкание лю-
бого непрерывного образа 𝑋 в 𝐶𝑝(𝑌 ) компактно, то есть выполняется пункт
(4) теоремы 1 для всех раздельно непрерывных функций Φ. Для пары про-
странств 𝑋 и 𝑌 выполняется условие Нимиоки [117], если выполняется пункт
(1) теоремы 1 для всех раздельно непрерывных функций Φ. Теорема 1 пока-
зывает, что эти два свойства эквивалентны для пар псевдокомпактных про-
странств, что позволяет объединить исследование этих двух свойств, которые
в общем случае изучаются отдельно. Важно следующее следствие теоремы 1.

Следствие 2 (см. теорему 2.17). Для псевдокомпактных пространств 𝑋 и
𝑌 , любая непрерывная функция на 𝑋 ×𝑌 продолжается до раздельно непре-
рывной функции на 𝛽 𝑋 × 𝛽 𝑌 .

Теорема Гликсберга [137] гласит что любая непрерывная функция на𝑋×𝑌
продолжается до непрерывной функции на 𝛽 𝑋 × 𝛽 𝑌 если и только если
𝑋 × 𝑌 псевдокомпактно. Теорему Гротендика [146] о предкомпактных под-
множествах функциональных пространств можно сформулировать так: па-
ра счетно компактных пространств образуют пару Гротендика. Из теоремы
Гротендика и теоремы 1 вытекает что для счетно компактных 𝑋 и 𝑌 лю-
бая раздельно непрерывная функция на 𝑋 × 𝑌 продолжается до раздельно
непрерывной функции на 𝛽 𝑋 × 𝛽 𝑌 . Таким образом, следствие 2 занимает
промежуточное место между теоремами Гликсберга и Гротендика.

Следствие 2 позволило в теореме Д.Грант [70] — паратопологическая псев-
докомпактная в квадрате группа является топологической группой, избавится
от условия о псевдокомпактности квадрата, достаточно псевдокомпактности
самой группы. Многомерный аналог следствия 2, следствие 5, позволил в тео-
реме О.Сипачевой [72] — мальцевское пространство, куб которого псевдоком-
пактен, является ретрактом группы, заменить условие псевдокомпактности
куба на псевдокомпактность самого пространства (Теорема 5.50).

Пространство 𝑋 называется пространством pc-Гротендика [55], если лю-
бое псевдокомпактное подпространство 𝐶𝑝(𝑋) компактно. Для псевдокомпакт-
ного 𝑋, 𝑋 пространство pc-Гротендика если для любого псевдокомпактного
𝑌 пара (𝑋, 𝑌 ) является парой Гротендика (Предложения 2.2.7 и 2.2.8). Яс-
но, (𝑋,𝑋) пара Гротендика, если 𝑋 является псевдокомпактным простран-
ством pc-Гротендика. Псевдокомпактные пространства из ниже перечислен-
ных классов пространств являются пространствами pc-Гротендика (Предло-
жение 2.2.9):

счетно компактные пространства; пространства счетной тесноты; сепа-
рабельные пространства; 𝑘-пространства; пространства с плотным 𝜎-
компактным подпространством.

11



Затем эти результаты используются для исследования раздельно непрерыв-
ных отображений на произведении нескольких пространств. Для функции
Φ :

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → R, 𝑥̄ = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 и 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 обозначим

(Φ)𝑥̄;𝑖,𝑗 : 𝑋𝑖 ×𝑋𝑗 → R, (𝑥, 𝑦) ↦→ Φ(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑗−1, 𝑦, 𝑥𝑗+1, ..., 𝑥𝑛).

Функция Φ называется 2-𝛽-продолжаемой если любые функции вида (Φ)𝑥̄;𝑖,𝑗
раздельно непрерывно продолжаются на 𝛽 𝑋𝑖 × 𝛽 𝑋𝑗, Функция Φ называется
2-квазинепрерывной если любые функции вида (Φ)𝑥̄;𝑖,𝑗 квазинепрерывны.

Теорема 3 (Теорема 2.15). Пусть 𝑋1, 𝑋2, ...,𝑋𝑛 псевдокомпактные про-
странства, Φ :

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → R — раздельно непрерывная функция. Тогда сле-

дующие условия эквивалентны:

(1) функция Φ продолжается до раздельно непрерывной функции
на

∏︀𝑛
𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖;

(2) функция Φ 2-𝛽-продолжаемая;

(3) функция Φ 2-квазинепрерывная.

Теорема 4 (Следствие 2.10). Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 — псевдокомпактные
пространства и 𝑋𝑖 — пространство pc-Гротендика для 𝑖 < 𝑛. Тогда любая
раздельно непрерывная функция Φ на произведение

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 продолжается до

раздельно непрерывной функции на произведение
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖 стоун–чеховских
расширений.

Отметим следующее важные следствия теорем 3 и 4.

Следствие 5 (Теорема 2.17). Любая непрерывная функция Φ на произведении∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 псевдокомпактных пространств продолжается до раздельно непре-

рывной функции на произведении
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖 стоун–чеховских расширений.

Теорема Гликсберга [137] характеризует те 𝑋𝑖, для которых Φ продолжа-
ется до непрерывной функции — произведение

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 псевдокомпактно.

Следствие 6. Любая раздельно непрерывная функция Φ на произведении∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 счетно компактных пространств продолжается до раздельно непре-

рывной функции на произведении
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖 стоун–чеховских расширений.

Отметим, что следствие 6 нельзя усилить до условия, что 𝑋𝑖 псевдоком-
пактны.

Отображение 𝑓 : 𝑋𝑛 → 𝑋 называется операцией. Множество 𝑋 с набором
операций 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚 называется универсальной алгеброй3 X = (𝑋, 𝑓1, ..., 𝑓𝑚).
К универсальным алгебрам относятся группы и мальцевские пространства.

3рассматриваются универсальные алгебры только с конечным числом операций
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Теорема 7 (Следствие 2.32). Пусть X = (𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚) есть псевдоком-
пактная универсальная алгебра с раздельно непрерывными операциями. Пред-
положим выполняется одно из перечисленных ниже условий:

(1) операции X 2-квазинепрерывны;

(2) операции X непрерывны;

(3) (𝑋,𝑋) есть пара Гротендика;

(4) 𝑋 есть пространство pc-Гротендика.

Тогда операции X продолжаются до раздельно непрерывных операций на 𝛽 𝑋
и X гомоморфно вкладывается в компактную универсальную алгебру Y =
(𝛽 𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚) с раздельно непрерывными операциями.

Получены теоремы о факторизации раздельно непрерывных функций.

Теорема 8 (Теорема 2.35). Пусть 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛 есть компактные про-
странства, у пространства 𝑋𝑖 калибр 𝜔1 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛 − 1, 𝑋 =

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖

и 𝑌 есть сепарабельное метризуемое пространство, Φ : 𝑋 → 𝑌 раздель-
но непрерывное отображение. Тогда отображение Φ 𝑠𝑐-факторизуется че-
рез метризуемые компакты, то есть существуют метризуемые компакты̃︀𝑋1, ̃︀𝑋2, ..., ̃︀𝑋𝑛, непрерывные отображения 𝛿𝑖 : 𝑋𝑖 → ̃︀𝑋𝑖 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛 и
раздельно непрерывное отображение ̃︀𝐹 :

∏︀𝑛
𝑖=1

̃︀𝑋𝑖 → 𝑌 так что

Φ = ̃︀Φ ∘ 𝑛∏︁
𝑖=1

𝛿𝑖.

Если функция Φ непрерывна, то условие о калибре 𝜔1 пространств𝑋𝑖 мож-
но убрать. Но для раздельно непрерывных функций это условие необходимо.

Теорема 9 (см. теорему 2.39). Пусть X = (𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚) есть универсаль-
ная компактная алгебра с раздельно непрерывными операциями. Предполо-
жим, что 𝑋 с калибром 𝜔1. Тогда алгебра X гомоморфно вкладывается в
произведение универсальных метризуемых алгебр с раздельно непрерывными
операциями.

Из теорем 7 и 9 можно получить следствие, какие псевдокомпактные уни-
версальные алгебры вкладываются в произведение метризуемых универсаль-
ных алгебр с раздельно непрерывными операциями (Теорема 2.40).

В 3-ей главе изучаются классы бэровских пространств, которые опреде-
ляются с помощью топологических игр и полуокрестностей диагонали.

Подмножество 𝑃 ⊂ 𝑋 × 𝑋 назовем полуокрестностью диагонали, если
𝑃 (𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃} есть окрестность точки 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑋.
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Для ̃︀∆ ∈ {∆,∆ℎ,∆𝑠}, пространство 𝑋 называется ̃︀∆-тучным, если для любой
полуокрестности диагонали 𝑃 существует открытое непустое 𝑊 ⊂ 𝑋, так что
выполняется условие (̃︀∆):

(∆) 𝑊 ×𝑊 ⊂ 𝑃 ∩ (𝑊 ×𝑊 );

(∆ℎ) 𝑊 ⊂ {𝑥 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃} для всех 𝑦 ∈ 𝑊 ;

(∆𝑠) 𝑊 ⊂ {𝑥 : {𝑥} ×𝑊 ⊂ 𝑃}.

Пространство 𝑋 называется ̃︀∆-бэровским, если каждое его непустое откры-
тое подпространство является ̃︀∆-тучным. В следующей главе эти классы про-
странств используются для исследования непрерывности операций в группах.
В этой главе главная цель — выяснить какие пространства принадлежат пе-
речисленным классам. Для этого интенсивно используются топологические
игры. Эти игры являются модификациями игры 𝐵𝑀(𝑋) Банаха–Мазура.

Игра ̃︂𝐵𝑀(𝑋) является модификацией игры 𝐵𝑀(𝑋), если на 𝑛м ходу иг-
рок 𝛽 выбирает открытое 𝑉𝑛 ⊂ 𝑈𝑛 и еще что то, игрок 𝛼 выбирает открытое
𝑈𝑛 ⊂ 𝑉𝑛. После счетного числа ходов, игрок 𝛼 выиграл, если

⋂︀
𝑛 𝑈𝑛 ̸= ∅ и еще

дополнительно некоторое условие C̃︂𝐵𝑀 , зависящее от игры. Определяются еще
две модификации игры ̃︂𝐵𝑀(𝑋): (1) игра ̃︂𝑀𝐵(𝑋), которая отличается от иг-
ры ̃︂𝐵𝑀(𝑋) первым ходом — игрок 𝛼 выбирает непустое открытое 𝑈0 ⊂ 𝑋;
(2) и игра ̃︂𝐵𝑀 *

(𝑋), которая отличается от игры ̃︂𝑀𝐵(𝑋) условием выигры-
ша — игрок 𝛼 выиграл если либо

⋂︀
𝑛 𝑈𝑛 = ∅ либо выполняется условие C̃︂𝐵𝑀 .

Эти три игры определяют три класса пространств: ̃︀Γ-бэровские, ̃︀Γ-тучные и̃︀Γ-пространства.
Пространство𝑋 называется ̃︀Γ-бэровским, если у игрока 𝛽 нет выигрышной

стратегии в игре ̃︂𝐵𝑀(𝑋).
Пространство 𝑋 называется ̃︀Γ-тучным, если у игрока 𝛽 нет выигрышной

стратегии в игре ̃︂𝑀𝐵(𝑋).
Пространство 𝑋 называется ̃︀Γ-пространством, если у игрока 𝛼 есть вы-

игрышной стратегия в игре ̃︂𝐵𝑀 *
(𝑋).

При этом, тучное ̃︀Γ-пространство является ̃︀Γ-тучным и бэровское ̃︀Γ-прос-
транство является ̃︀Γ-бэровским. В приложениях рассматриваемых игр исполь-
зуются ̃︀Γ-бэровские пространства, но автору не известны примеры ̃︀Γ-бэровских
пространств не бэровских ̃︀Γ-пространств. Находить ̃︀Γ-пространства легче, чем̃︀Γ-бэровские пространства.

Рассматривается восемь игр, каждая из которых определяет три класса
пространств: Γ-бэровские, Γ-тучные и Γ-пространства, где

Γ ∈ {Γ𝐵𝑀

𝑓 ,Γ𝐵𝑀

𝑟 ,Γ𝐵𝑀

𝑝 ,Γ𝐵𝑀

𝑜 ,Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑘,Γ
𝑂𝐷

𝑜,𝑙 ,Γ
𝑂𝐷

𝑝,𝑘,Γ
𝑂𝐷

𝑝,𝑙 }.
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Наиболее важны игры 𝐵𝑀𝑓(𝑋), 𝑂𝐷𝑝,𝑙(𝑋) и 𝑂𝐷𝑜,𝑙(𝑋), которые определя-
ют Γ𝐵𝑀

𝑓 -бэровские, Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 -бэровские и Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -бэровские пространства.
Пусть 𝒫𝑘 (𝒫𝑐) есть наименьший класс пространств, который

• содержит локально компактное пространства, полные по Чеху простран-
ства, 𝑝-пространства и сильно Σ-пространства;

• замкнут относительно произвольных (счетных) произведений;

• переходу к открытым подпространствам.

Для Γ ∈ {Γ𝐵𝑀

𝑓 ,Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 ,Γ
𝑂𝐷

𝑜,𝑙 }, если регулярное бэровское пространство 𝑋 при-
надлежит классу пространств, описанных в пункте (Γ), то 𝑋 является Γ-
бэровским.

(Γ𝐵𝑀

𝑓 ) метризуемые пространства, 𝜎-пространства.

(Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 ) наименьший класс пространств, который

– содержит счетно компактные пространства, Σ-пространства и 𝑤∆-
пространства;

– замкнут относительно произведений на пространства из класса 𝒫𝑐;
– переходу к открытым подпространствам.

(Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 ) наименьший класс пространств, который

– содержит псевдокомпактные пространства, Σ-пространства и 𝑤∆-
пространства;

– замкнут относительно произведений на пространства из класса 𝒫𝑘;
– переходу к открытым подпространствам.

Важнейшие для исследования непрерывности в группах свойства пространств,
определяемые с помощью полуокрестностей диагонали, это ∆-бэровские, ∆ℎ-
бэровские и ∆𝑠-бэровские пространства. Исследование этих классов произво-
дится в основном с помощью топологических игр:

• Γ𝐵𝑀

𝑓 -бэровское пространство является ∆𝑠-бэровским пространством;

• Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 -бэровское пространство является ∆ℎ-бэровским пространством;

• Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -бэровское пространство является ∆-бэровским пространством.

В четвертой главе выясняют условий, когда в группах с топологиях
и пространствах с операцией Мальцева происходит усиление непрерывности
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операций, в частности, когда паратопологические и полутопологические груп-
пы являются топологическими группами. Исследования непрерывности опера-
ций проводятся перечисленными ниже тремя методами. Наиболее универсаль-
ный это второй метод. Однако у каждого метода есть приложения, которые
нельзя получить другими методами.

1-ый метод. Продолжение операций с 𝑋 на 𝛽 𝑋. (Раздел 4.2) Данный
метод основан на том что группы и мальцевские пространства являются уни-
версальными алгебрами и применением теоремы 7 и других результатов из
второй главы.

В рамках этого подхода доказано, что если 𝐺 есть псевдокомпактная полу-
топологическая группа и для 𝐺 выполняется одно из условий, перечисленных
ниже, то 𝐺 топологическая группа: (1) умножение в 𝐺 квазинепрерывно; (2)
умножение в 𝐺 непрерывно (т.е. 𝐺 является паратопологической группой); (3)
(𝐺,𝐺) есть пара Гротендика (см. теоремы 4.2 и 4.3).

Пусть 𝑋 есть псевдокомпактное пространство с раздельно непрерывной
операцией Мальцева Φ : 𝑋3 → 𝑋. Если для 𝑋 и Φ выполняется одно из усло-
вий, перечисленных ниже, то Φ продолжается до раздельно непрерывной опе-
рации Мальцева ̃︀Φ : (𝛽 𝑋)3 → 𝛽 𝑋: (1) Φ непрерывна; (2) Φ 2-квазинепрерывна;
(3) (𝑋,𝑋) есть пара Гротендика (см. теоремы 4.5 и 4.6).

Также в разделе 4.2 получена теорема о усиления непрерывности действия
группы.

Теорема 10 (Теорема 4.1). Пусть 𝐺 есть псевдокомпактная группа с то-
пологией, 𝑋 — пространство, 𝛼 : 𝐺 × 𝑋 → 𝑋 есть раздельно непрерывное
транзитивное действие 𝐺 на 𝑋, 𝑔𝑥 = 𝛼(𝑔, 𝑥) для 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑥 ∈ 𝑋. Следующие
условия эквивалентны:

(1) действие 𝛼 непрерывно;

(2) действие 𝛼 квазинепрерывно;

(3) действие 𝛼 продолжается до раздельно непрерывного отображения 𝛼̂ :
𝛽 𝐺× 𝛽 𝑋 → 𝛽 𝑋;

(4) действие 𝛼 продолжается до непрерывного отображения 𝛼̂ : 𝛽 𝐺 ×
𝛽 𝑋 → 𝛽 𝑋.

2-ой метод. Подклассы бэровских пространств, определяемые с по-
мощью полуокрестностей диагонали. (Раздел 4.7) Отображение 𝑓 : 𝑋 →
𝑌 называется слабо непрерывным (в точке 𝑥 ∈ 𝑋), если внутренность 𝑓−1(𝑈)
непуста для открытого 𝑈 ⊂ 𝑌 , 𝑈 ∩ 𝑓(𝑋) ̸= ∅ (𝑓(𝑥) ∈ 𝑈). Квазинепрерывные
отображения слабо непрерывны.
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Для группы 𝐺 с топологией обозначим левый сдвиг 𝜆𝑔 : 𝐺 → 𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑔𝑥,
топологический центр Λ(𝐺) = {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜆𝑔 непрерывно} и Λ𝑓(𝐺) = {𝑔 ∈ 𝐺 :
𝜆𝑔 слабо непрерывно}.

Пусть 𝐺 есть правотопологическая группа. Если для 𝐺 выполняется одно
из условий, перечисленных ниже, то 𝐺 топологическая группа:

(𝑅1) 𝐺 является ∆-бэровским пространством, Λ𝑓(𝐺) ∩ Λ𝑓(𝐺)
−1 плотно в 𝐺

и умножение (𝑔, ℎ) ↦→ 𝑔ℎ слабо непрерывно в единице группы (теорема
4.29);

(𝑅2) 𝐺 является ∆ℎ-бэровским пространством, Λ(𝐺) ∩ Λ(𝐺)−1 плотно в 𝐺 и
взятие обратного элемента 𝑔 ↦→ 𝑔−1 слабо непрерывно в единице группы
(теорема 4.31);

(𝑅3) 𝐺 является ∆𝑠-бэровским пространством, Λ𝑓(𝐺) ∩ Λ𝑓(𝐺)
−1 плотно в 𝐺

(теорема 4.32).

Отсюда получаем, что если 𝐺 есть полутопологическая группа и для 𝐺 вы-
полняется одно из условий, перечисленных ниже, то 𝐺 топологическая группа:

(𝑆1) 𝐺 является ∆-бэровским пространством и умножение (𝑔, ℎ) ↦→ 𝑔ℎ слабо
непрерывно [22];

(𝑆2) 𝐺 является ∆ℎ-бэровским пространством и взятие обратного элемента
𝑔 ↦→ 𝑔−1 слабо непрерывно;

(𝑆3) 𝐺 является ∆𝑠-бэровским пространством;

(𝑆4) 𝐺 является ∆-бэровской паратопологической группой;

(𝑆5) 𝐺 является ∆ℎ-бэровской квазитопологической группой.

Большинство утверждений вида «Если 𝐺 есть полутопологическая группа
и 𝐺 ∈ 𝒫 , то 𝐺 есть топологическая группа» можно доказать по схеме: (1)
доказываем, что если 𝐺 ∈ 𝒫 , то 𝐺 является ∆-бэровским пространством;
(2) доказываем, что если 𝐺 ∈ 𝒫 и отображение 𝑓 : 𝐺 × 𝐺 → 𝑆 раздельно
непрерывно, то 𝑓 квазинепрерывно; (3) далее применяем (𝑆1).

Большинство утверждений вида «Если 𝐺 есть паратопологическая группа
и 𝐺 ∈ 𝒫 , то 𝐺 есть топологическая группа можно» доказать по схеме: (1)
доказываем, что если 𝐺 ∈ 𝒫 , то 𝐺 является ∆-бэровским пространством; (2)
далее применяем (𝑆4).

Из (𝑅1) и (𝑅3) вытекает теорема Намиоки [124, Theorem 2.1] и теорема
Морса [23, Proposition 3.2]: если CHART группа 𝐺 метризуема или умножение
слабо непрерывно в единице, то 𝐺 является топологической группой.
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Также получено обобщение теоремы Намиоки для малых кардиналов (След-
ствие 4.33): если 𝜏 кардинал, выполняется 𝑀𝐴(𝜏) (аксиома Мартина для кар-
динала 𝜏 ), вес CHART группы 𝐺 не превосходит 𝜏 , то 𝐺 является топологи-
ческой группой.

3-ий метод. Свойства типа компактности квадрата группы. (Раздел
4.3) Если 𝐺 есть 𝑇1 паратопологическая группа, то 𝐺 является непрерывным
гомоморфным образом некоторой топологической группы, которая замкнуто
вкладывается в 𝐺2 (Следствие 4.12). Используя этот факт, доказываются что
если 𝐺 есть 𝑇1 паратопологическая группа и либо (1) 𝐺2 счетно компактно
либо (2) 𝐺 бэровская и 𝐺2 линделефово, то 𝐺 топологическая группа (см.
Теорема 4.13).

Отметим, что в последнем утверждении нельзя ограничатся требованием,
что 𝐺 линделефова. Примером служит прямая Зонгенфрея, стандартный при-
мер паратопологической не топологической линделефовой бэровской группы.
Прямая Зонгенфрея в квадрате не линделефова.

В пятой главе изучаются топологические свойства групп, ретрактов групп,
мальцевских пространств, однородных пространств. Выясняется, какие про-
странства могут быть реализованы как сомножители в однородных произве-
дениях, ретракты однородных пространств, групп.

Однородность произведения пространств. (Раздел 5.2)

Теорема 11 (Теорема 5.8). Пусть 𝒫 есть один из ниже перечисленных клас-
сов пространств: (1) 𝜎-компактные пространства; (2) линделефовы Σ-прос-
транства; (3) 𝒦-аналитические пространства; (4) пространства, линделе-
фовые в конечных степенях; (5) пространства, паракомпактные в конечных
степенях; (6) пространства, имеющие в конечных степенях счетную тес-
ноту; (7) счетные пространства; (8) 𝜔-ограниченные пространства; (9) се-
квенциально компактные пространства; (10) тотально счетно компактные
пространства; (11) 𝑝-компактные пространства (𝑝 ∈ 𝜔*); (12) секвенциаль-
но 𝑝-компактные пространства (𝑝 ∈ 𝜔*); (13) пространства, счетно ком-
пактные в счетной степени; (14) пространства, псевдокомпактные в счет-
ной степени; (15) метризуемые пространства; (16) кружевные простран-
ства; (17) паракомпактные 𝜎-пространства.

Если 𝑋 ∈ 𝒫, то существует такое однородное пространство 𝑌 ∈ 𝒫,
так что 𝑋 × 𝑌 гомеоморфно 𝑌 .

Следствие 12 (Следствие 5.9). Пусть 𝑋 компактное пространство и 𝒫
есть один из ниже перечисленных классов пространств:

(1) 𝜎-компактные пространства;
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(2) счетно компактное пространства.

Существует пространство 𝑌 ∈ 𝒫, так что 𝑋 × 𝑌 однородно.

Моторов [80] построил метризуемый компакт 𝑋, так что 𝑋 × 𝑌 не одно-
родно для любого компакта 𝑌 . Этот пример показывает, что условия (1) и (2)
в следствии 12 нельзя объединить.

Следствие 13 (Следствие 5.10). Пусть 𝑋 сепарабельное метризуемое про-
странство и 𝒫 есть один из ниже перечисленных классов пространств:

(1) линделефовы Σ-пространства;

(2) метризуемые пространства.

Существует пространство 𝑌 ∈ 𝒫, так что 𝑋 × 𝑌 однородно.

Метризуемое сепарабельное сильно жесткое пространства Гроота 𝑋 [138]
обладает таким свойством: если 𝑌 сепарабельное метрической пространство,
то 𝑋×𝑌 не однородное пространство (пример 5.12). Этот пример показывает,
что условия (1) и (2) в следствии 13 нельзя объединить.

Используя теорему 11 строятся следующие примеры.

Пример 14. (1) Существует однородное пространство счетной тесноты, ко-
торое не является 𝑝-секвенциальным для любого 𝑝 ∈ 𝛽 𝜔 ∖ 𝜔.

(2) Существуют два однородных счетно компактных пространства 𝑋 и 𝑌 ,
так что произведение 𝑋 × 𝑌 не псевдокомпактно.

Однородные подпространства произведений. (Раздел 5.2)
Пусть 𝑋 однородное пространство.

(a) Предположим, что для 𝑋 выполняется одно из перечисленных условий:

(1) 𝑋 вкладывается в 𝑌 3 для некоторого 𝐹 -пространства 𝑌 (теорема
5.20);

(2) (CH) 𝑋 вкладывается в 𝑌 𝑛 для некоторого 𝛽𝜔 пространства 𝑌 и
𝑛 ∈ 𝜔 (теорема 5.18).

Тогда все компактные подпространства 𝑋 конечны.

(b) (CH) Если 𝑋 вкладывается в 𝑌 𝜔 для некоторого 𝛽𝜔 пространства 𝑌 , то
все компактные подпространства 𝑋 метризуемы (теорема 5.16).

(c) Если 𝑋 компактно и 𝑋 вкладывается в 𝑌 𝑛 для некоторого нульмерного
𝐹 -пространства 𝑌 и 𝑛 ∈ 𝜔, то 𝑋 конечно (теорема 5.22).
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Топологические свойства групп с топологией (Разделы 5.3 и 5.6)
CHART группа метризуема, если у нее счетный 𝜋-характер (следствие 5.30)

или (в предположении континуум гипотезы) группа секвенциальна компактна
(следствие 5.32).

Теорема 15 (Теорема 5.54). Пусть 𝑋 есть линделефово Σ-пространство.
Если 𝑋 принадлежит одному из перечисленных ниже классов пространств,
то 𝑋 𝜔-клеточно:

(1) топологические группы (М.Г. Ткаченко [92]);

(2) мальцевские пространства (В.В. Успенский [85]);

(3) пространства с раздельно непрерывной операцией Мальцева (Е.А. Рез-
ниченко, В.В. Успенский [13]);

(4) паратопологические группы [36];

(5) квазитопологические группы;

(6) полутопологические группы, которые вкладываются в произведение па-
ратопологических и квазитопологических групп.

Топологические свойства мальцевских пространств и ретрактов то-
пологических групп (Разделы 5.4 и 5.5)

Псевдокомпактное мальцевское пространство является ретрактом топо-
логической группы. Не все мальцевские пространства являются ретрактами
топологических групп. Регулярные Σ-пространства со счетным экстендом (в
частности, линделефовы Σ-пространства) с раздельно непрерывной операцией
Мальцева являются 𝜔-клеточными пространствами. Если на псевдокомпакт-
ном пространстве 𝑋 есть раздельно непрерывная 2-квазинепрерывная опера-
ция Мальцева, то стоун–чеховское расширение 𝛽 𝑋 является компактом Ду-
гунжи.

Используя теоремы о ретрактах топологических групп, строятся примеры
топологических групп (раздел 5.4).

Пример 16. (1) Существует линделефова топологическая группа с числом
Суслина 2𝜔.

(2) Существует сепарабельная не R-факторизуемая топологическая группа.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 17 рабо-
тах автора, из которых 17 опубликованы в рецензируемых научных изданиях,
рекомендованных для защиты в диссертационном совете МГУ по специально-
сти. Всего у автора 31 работа, близкие к теме диссертации.

20



Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех
глав и заключения, главы разбиваются на разделы и подразделы. Текст дис-
сертации изложен на 236 страницах. Список литературы содержит 149 наиме-
нований.

Заключение. Основные результаты работы заключаются в следующем:

• Получены достаточных условий, когда в группах с топологиях проис-
ходит усиление непрерывности операций, в частности, когда CHART,
паратопологические и полутопологические группы являются топологи-
ческими группами.

• Характеризованы раздельно непрерывные отображения произведений
псевдокомпактных пространств, которые допускают раздельно непре-
рывное продолжение на произведение стоун–чеховских расширений про-
странств.

• Найдены условия, когда компактные универсальная алгебра с раздельно
непрерывными операциями вкладывается в произведение метризуемых
универсальных алгебр.

• Псевдокомпактные пространства с операцией Мальцева характеризова-
ны как ретракты топологической группы. Исследованы псевдокомпакт-
ные пространства с раздельно непрерывной операцией Мальцева. По-
строены мальцевские пространство не ретракты групп.

• Исследованы подклассы класса бэровских пространств, влекущие непре-
рывность в группах с топологией.

• Для нескольких классов пространств, найдены однородные произведе-
ния, в которых в качестве сомножителя реализуется любое пространство
из этого класса, исследованы однородные подпространства произведений
экстремально несвязных пространств.

• Найдены условия для групп с топологией, мальцевских пространств, их
ретрактов, влекущие счетное число Суслина, диагональ типа 𝐺𝛿, метри-
зуемость.

Результаты диссертации могут найти применение в общей топологии, то-
пологической алгебре, анализе, функциональном анализе, топологической ди-
намике.
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Глава 1

Обозначения, базовые понятия,
топологические игры

1.1 Обозначения и определения
Натуральные числа обозначаются через N, целые неотрицательные 𝜔, ве-

щественные R, иррациональные P, рациональные Q, прямую Зоргенфрея S.
Знак := будем использовать для равенства по определению.

Общие определения и обозначения из теории множеств

Семейство всех подмножеств множества 𝑋 обозначим через Exp(𝑋). Се-
мейство всех непустых подмножеств множества 𝑋 обозначим через Exp*(𝑋):
Exp*(𝑋) := Exp(𝑋) ∖ {∅}.

Обозначим ∆𝑋 := {(𝑥, 𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋} диагональ в 𝑋 ×𝑋.
Если 𝐵 есть подмножество множества 𝐴 то будем обозначать 𝐵𝑐 = 𝐴 ∖ 𝐵

— дополнение к 𝐴. Мы применяем это обозначение в тех ситуациях, когда из
контекста ясно, какое множество 𝐴 имеется в виду.

Будем обозначать индексируемое множество 𝑥 = (𝑥𝛼)𝛼∈𝐴, 𝑥 есть функция
на 𝐴, такое что 𝑥(𝛼) = 𝑥𝛼 для 𝛼 ∈ 𝐴. Если элементы индексированного
множества 𝒳 = (𝑋𝛼)𝛼∈𝐴 сами являются множествами, то 𝒳 также называется
индексируемое семейством множеств, 𝒳 есть функция на 𝐴: 𝒳 (𝛼) = 𝑋𝛼 для
𝛼 ∈ 𝑃 . Для непустого 𝐵 ⊂ 𝐴 обозначим

𝒳 [𝐵] :=
∏︁
𝛼∈𝐵

𝑋𝛼 = {(𝑥𝛼)𝛼∈𝐵 : 𝑥𝛼 ∈ 𝑋𝛼 для всех 𝛼 ∈ 𝐵}

Проекцию из 𝒳 [𝐵] на𝑋𝛼 будем обозначать через 𝜋𝛼. Будем считать, что 𝒳 [𝐵] =
{∅}, если 𝐵 пустое множество:

𝒳 [∅] := {∅}.
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Декартово произведение 𝒳 [𝐵] есть множество функций 𝑓 , определенных на
множестве 𝐵, таких что 𝑓(𝛼) ∈ 𝒳 (𝛼) для всех 𝛼 ∈ 𝐵. Обозначим∏︁

𝒳 :=
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑋𝛼 = 𝒳 [𝐴]

Степени 𝑋𝐵 множества 𝑋 это есть множество функций 𝑓 , определенных на
множестве 𝐵, таких что 𝑓(𝛼) ∈ 𝑋 для всех 𝛼 ∈ 𝐵. Также будем писать 𝑓𝛼
вместо 𝑓(𝛼).

Пусть 𝐵 ∩ 𝐶 = ∅. Как принято в теории множеств, мы отождествляем
функцию и ее график. Если 𝑥 ∈ 𝒳 [𝐵] и 𝑦 ∈ 𝒳 [𝐶] то 𝑧 = 𝑥 ∪ 𝑦 является
функцией и характеризуется тем, что

𝑧 ∈ 𝒳 [𝐵∪𝐶], 𝑥 = 𝑧|𝐵 и 𝑦 = 𝑧|𝐶

Введем специальное обозначение для 𝑥∪𝑦 в том случае, когда 𝑥 и 𝑦 являются
функциями:

𝑥⌢𝑦 := 𝑥 ∪ 𝑦.
Функции с конечной областью определения это множества вида

𝑓 = {(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), ..., (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)},

𝑓(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖 для 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛. Мы будем пользоваться обозначениями

{𝑥1 → 𝑦1, 𝑥2 → 𝑦2, ..., 𝑥𝑛 → 𝑦𝑛} := {(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), ..., (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)}.

В частности,

{𝛼→ 𝑎} = {(𝛼, 𝑎)}, {𝛼→ 𝑎, 𝛽 → 𝑏} = {(𝛼, 𝑎), (𝛽, 𝑎))}.

Множество ультрафильтров на целых неотрицательных числах 𝜔 обозна-
чим 𝛽 𝜔. Множество неглавных ультрафильтров обозначим 𝜔* = 𝛽 𝜔 ∖ 𝜔, 𝜔
тут трактуются как главные ультрафильтры.

Множество 𝛽 𝜔 также рассматривается как стоун–чеховское расширение
счетного дискретного пространства 𝜔.

Напомним определение порядка ≤𝐾𝑅 Кейслера-Рудин на 𝜔*. Пусть 𝑝, 𝑞 ∈
𝜔*. Тогда 𝑝 ≤𝐾𝑅 𝑞 если и только если существует отображение 𝑓 : 𝜔 →
𝜔, так что 𝛽 𝑓(𝑞) = 𝑝. Здесь 𝛽 𝑓 : 𝛽𝜔 → 𝛽 𝜔 — непрерывное продолжение
отображения 𝑓 .

Если ℳ есть семейство множеств, то множество 𝑀 называется корнем
семейства ℳ, если 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑀 для любых различных 𝐴,𝐵 ∈ ℳ. Лемма о
∆ системе гласит, что если ℱ несчетное семейство конечных множеств, то
некоторое несчетноеℳ⊂ ℱ имеет корень.
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Общие определения и обозначения из алгебры и
топологической алгебры

Как правило, единицу группы мы будем обозначать как 𝑒. Для 𝑔 ∈ 𝐺
обозначим

𝜆𝑔 : 𝐺→ 𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑔𝑥

𝜌𝑔 : 𝐺→ 𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑥𝑔

левые и правые сдвиги в 𝐺. Обозначим через m и i операции произведения и
операцию взятия обратного в группе:

m : 𝐺× → 𝐺, (𝑔, ℎ) ↦→ 𝑔ℎ,

i : 𝐺→ 𝐺, 𝑔 ↦→ 𝑔−1.

Для множества 𝑋 обозначим через 𝑆(𝑋) множество всех биекцией множе-
ства 𝑋 на себя:

𝑆(𝑋) := {𝑓 ∈ 𝑋𝑋 : 𝑓 есть биекция}.
Действие группы 𝐺 на множестве 𝑋 это гомоморфизм 𝛼 : 𝐺 → 𝑆(𝑋). Как
правило, пишем 𝑔𝑥 вместо 𝛼(𝑔)(𝑥). C действием 𝛼 ассоциировано отображение

𝛼̄ : 𝐺×𝑋 → 𝑋, (𝑔, 𝑥) ↦→ 𝑔𝑥 = 𝛼(𝑔)(𝑥),

которое также называется действием. Если для отображения 𝛼̄ : 𝐺×𝑋 → 𝑋
выполняются условия (1) 𝛼̄(𝑒, 𝑥) = 𝑥 и (2) 𝛼̄(𝑔ℎ, 𝑥) = 𝛼̄(𝑔, 𝛼̄(ℎ, 𝑥)), то мы
можем восстановить гомоморфизм 𝛼: 𝛼(𝑔)(𝑥) = 𝛼̄(𝑔, 𝑥).

Как правило, предполагается что на группе 𝐺 есть некоторая топология.
В этом случае обозначим через 𝒩𝑒 семейство открытых окрестностей единицы
𝑒.

Группа 𝐺 называется 𝜔-ограниченной если для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 существует
не более чем счетное 𝑀 ⊂ 𝐺, так что 𝐺 =𝑀𝑈 = 𝑈𝑀 .

Группа 𝐺 называется предкомпактной (или вполне ограниченной) если
для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 существует конечное 𝑀 ⊂ 𝐺, так что 𝐺 =𝑀𝑈 = 𝑈𝑀 .

Топологическая группа 𝐺 называется R-факторизуемой, если для любой
непрерывной функции 𝑓 : 𝐺 → R существует сепарабельная метризуемая
группа 𝐻, непрерывный гомоморфизм 𝑔 : 𝐺 → 𝐻, непрерывная функция
ℎ : 𝐻 → R, так что 𝑓 = ℎ ∘ 𝑔, то есть следующая диаграмма коммутативна:

𝐺 R

𝐻

𝑓

𝑔 ℎ

25



Общие определения и обозначения из топологии

Терминология соответствует [110], ниже дадим наиболее важные и не встре-
чающиеся в [110] определения.

Если𝑋 пространство,𝑀 ⊂ 𝑋, то обозначаем𝑀 𝑋 замыкание𝑀 и int𝑋(𝑀)
внутренность 𝑀 . Если из контекста понятно о каком пространстве 𝑋 идет
речь, то будем писать 𝑀 и int(𝑀) вместо 𝑀 𝑋 и int𝑋(𝑀).

Обозначим через Aut(𝑋) множество всех гомеоморфизмов пространства
𝑋 на себя. Через id𝑋 обозначим тождественное отображение 𝑋 на себя. Про-
странство 𝑋 называется однородным если группа Aut(𝑋) транзитивно дей-
ствует на 𝑋, то есть для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 существует автогомеоморфизм 𝑓 ∈ Aut(𝑋)
так что 𝑓(𝑥) = 𝑦.

Для метрического пространства (𝑋, 𝑑) обозначим через AutM(𝑋) множе-
ство всех изометрией пространства 𝑋 на себя. Метрическое пространство 𝑋
называется метрически однородным если группа AutM(𝑋) транзитивно дей-
ствует на 𝑋, то есть для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 существует изометрия 𝑓 ∈ AutM(𝑋) так что
𝑓(𝑥) = 𝑦.

Пространство 𝑋 называется сильно жестким, если для любого непрерыв-
ного отображения 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 либо 𝑓 = id𝑋 , либо 𝑓 является константой, то
есть 𝑓(𝑋) = {𝑦} для некоторого 𝑦 ∈ 𝑋.

Подмножество 𝑀 топологического пространства 𝑋 называется локально
плотным (locally dense или nearly open или preopen) если 𝑀 ⊂ Int𝑀 .

Пусть 𝑀 ⊂ 𝑋. Если 𝑀 есть объединение счетного числа нигде не плот-
ных множеств, то 𝑀 называется тощим множеством (Baire set). Не тощие
множества называются второй категории Бэра или нетощими или тучны-
ми множествами (nonmeagre set). Подмножество 𝑀 называется остаточным
(comeagre set или residual set) если 𝑋 ∖𝑀 является тощим множеством.

Пространство𝑋 называются пространствами первой категории Бэра или
тощими пространствами (Baire space) если множество𝑋 первой категории в
пространстве 𝑋. Пространство 𝑋 называется пространствами второй кате-
гории Бэра или нетощими пространствами или тучными пространствами
(nonmeagre space) если 𝑋 не тощее пространство. Пространства, в котором
всякое остаточное множество плотно, называется бэровским пространством.
Пространство тучное если и только если его некоторое открытое подпростран-
ство является бэровским пространством.

Семейство 𝜈 непустых подмножеств пространства 𝑋 называется 𝜋-сетью,
если для любого открытого непустого 𝑈 ⊂ 𝑋 существует 𝑀 ∈ 𝜈, так что
𝑀 ⊂ 𝑈 .

Состоящая из открытых множеств 𝜋-сеть называется 𝜋-базой.
Подмножество 𝑈 ⊂ 𝑋 называется каноническим открытым если 𝑈 =

Int𝑈 .
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Для кардинала 𝜏 , множество 𝐺 ⊂ 𝑋 называется множеством типа 𝐺𝜏

если 𝐺 есть пересечение 𝜏 открытых множеств. Пространство 𝑋 называется
абсолютным 𝐺𝜏 , если 𝑋 типа 𝐺𝜏 в некотором компактном расширении.

Для 𝛾 ⊂ Exp(𝑋), 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑀 ⊂ 𝑋 обозначим

St(𝑥, 𝛾) := {𝑈 ∈ 𝛾 : 𝑥 ∈ 𝑈}, st(𝑥, 𝛾) :=
⋃︁

St(𝑥, 𝛾),

St(𝑀,𝛾) :=
⋃︁
𝑥∈𝑀

St(𝑥, 𝛾), st(𝑀,𝛾) :=
⋃︁
𝑥∈𝑀

st(𝑥, 𝛾).

Пространство 𝑋 называется разлагаемым (developable), если существует
последовательность открытых покрытий (𝛾𝑛)𝑛∈𝜔, так что для любого 𝑥 ∈ 𝑋
семейство st(𝑥, 𝛾𝑛) является базой в точке 𝑥.

Семейство ℬ открытых непустых множеств пространства 𝑋 называется
внешней базой множества 𝑀 ⊂ 𝑋 если 𝑀 ⊂ 𝑈 для каждого 𝑈 ∈ ℬ и для
каждого открытого 𝑊 ⊃𝑀 существует 𝑈 ∈ ℬ так что 𝑀 ⊂ 𝑈 ⊂ 𝑊 .

Если (𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 есть последовательность подмножеств пространства 𝑋, то
множество

lt𝑛∈𝜔𝑀𝑛 := {𝑥 ∈ 𝑋 : |{𝑛 ∈ 𝜔 : 𝑈 ∩𝑀𝑛 ̸= ∅}| = 𝜔

для любой окрестности 𝑈 точки 𝑥}

называется верхним пределом последовательности множеств (𝑀𝑛)𝑛∈𝜔.
Если (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 есть последовательность точек пространства 𝑋, то обозначим

lt𝑛∈𝜔 𝑥𝑛 := lt𝑛∈𝜔{𝑥𝑛}.

Пусть (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 последовательность точек в пространстве 𝑋, 𝑝 ∈ 𝜔* неглав-
ный ультрафильтр. Точка 𝑥 ∈ 𝑋 называется 𝑝-пределом последовательности
(𝑥𝑛)𝑛∈𝜔, если {𝑛 ∈ 𝜔 : 𝑥𝑛 ∈ 𝑈} ∈ 𝑝 для любой окрестности 𝑈 точки 𝑥. Будем
писать 𝑥 = lim𝑝𝑥𝑛 = lim𝑝(𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 для 𝑝-предела 𝑥.

Напомним, пространство 𝑋 называется экстремально несвязным (сокра-
щенно, ED) если 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ для непересекающихся открытых подмножеств
𝑈, 𝑉 ⊂ 𝑋. Тихоновское пространство называется F-пространством, если
каждое конуль множество 𝐶*-вложено в пространство. Базовые свойства F-
пространств и ED пространств изложены в [136]. Любое ED пространство яв-
ляется F-пространством.

Обозначим стоун–чеховское расширение пространства 𝑋, как 𝛽 𝑋. Если
𝑓 : 𝑋 → 𝑌 непрерывное отображение, то обозначим 𝛽 𝑓 : 𝛽 𝑋 → 𝛽 𝑌 продол-
жение 𝑓 .

Напомним [97], пространство 𝑋 называется 𝛽 𝜔 пространством если для
любого счетного дискретного подмножества 𝑀 ⊂ 𝑋, если 𝑀 компактно, то 𝑀
гомеоморфно 𝛽 𝜔. Любое 𝐹 -пространство является 𝛽 𝜔 пространством. Под-
пространство 𝛽 𝜔 пространством является 𝛽 𝜔 пространством.
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Говорят, что у пространства 𝑋 счетный псевдохарактер если каждая точ-
ка 𝑋 является множеством типа 𝐺𝛿.

Пространство 𝑋 субметризуемо если существует непрерывное иньектив-
ное отображение 𝑋 в метризуемое пространство.

Топологическое пространство 𝑋 называется полным по Дьедонне, если на
нем существует полная равномерность [110, Раздел 8.5.13]. Пополнение по Дье-
донне 𝜇𝑋 можно определить как наименьшее полное по Дьедонне подпро-
странство 𝛽𝑋, содержащие 𝑋. Замыкание псевдокомпактного подпростран-
ства в полном по Дьедонне пространстве компактно. Пространство 𝑋 псевдо-
компактно если и только если 𝛽 𝑋 = 𝜇𝑋.

Обозначим через 𝒰𝑋 универсальную равномерность на 𝑋. Пространство 𝑋
полно по Дьедоне, если равномерное пространство (𝑋,𝒰𝑋) полно. Пополнение
по Дьедоне можно определить, как пополнение равномерного пространство
(𝑋,𝒰𝑋).

Открытое покрытие 𝛾 пространства 𝑋 называется нормальным покрыти-
ем, если

⋃︀
𝑈∈𝛾 𝑈 ∈ 𝒰𝑋 .

Алгебраические системы и универсальные алгебры

Пусть 𝑋 есть множество, 𝑛 ∈ 𝜔. Отображение 𝑋𝑛 → 𝑋 называется 𝑛-
арной операцией.

Если на множестве 𝑋 задано несколько операций 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚, то

X = (𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚)

называется универсальной алгеброй [71]. Если 𝑓𝑖 есть 𝑛𝑖-арная операция для
𝑖 = 1, 2, ...,𝑚, то набор чисел (𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑚) называется типом алгебры X [71].
Мы будем рассматривать универсальные алгебры только с конечным набором
операций и будем нумеровать операции натуральными числами.

Далее мы будем писать вместо “универсальная алгебра (с конечным набо-
ром операций)” просто “алгебра”.

Пусть (𝑌, 𝑔) есть алгебра с 𝑛-арной операцией 𝑔. Отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝑌
назовем гомоморфизмом алгебр (𝑋, 𝑓) и (𝑌, 𝑔), если следующая диаграмма
коммутативна:

𝑋 𝑌

𝑋𝑛 𝑌 𝑛

𝜙

𝜙𝑛

𝑓 𝑔 (1.1)

Если на множестве 𝑌 задано несколько операций 𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑚,

Y = (𝑌, 𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑚)
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и типы алгебр X и Y совпадают, то 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 назовем гомоморфизмом
алгебр X и Y, если 𝜙 является гомоморфизмом алгебр (𝑋, 𝑓𝑖) и (𝑌, 𝑔𝑖) для
𝑖 = 1, 2, ...,𝑚.

Множество 𝑌 ⊂ 𝑋 называется подалгеброй алгебры 𝑋, если 𝑓𝑖(𝑌
𝑛𝑖) ⊂ 𝑌

для 𝑖 = 1, ..., 𝑛. На 𝑌 рассматривается структура алгебры с тем же типом что
и на 𝑋, операции 𝑓𝑖|𝑌 𝑛𝑖 .

Для семейства алгебр {X𝛼 = (𝑋𝛼, 𝑓𝛼,1, 𝑓𝛼,2, ..., 𝑓𝛼,𝑚) : 𝛼 ∈ 𝐴} с одинаковой
типом определяется произведение алгебр:

∏︀
𝛼∈𝐴X𝛼 = (𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚), где

𝑋 =
∏︀

𝛼∈𝐴𝑋𝛼 и 𝑓𝑖 =
∏︀

𝛼∈𝐴 𝑓𝛼,𝑖 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛.

Кардинальные инварианты

Напомним определение наиболее важных кардинальных инвариантов [88].

вес
𝑤(𝑋) = min{|ℬ| : ℬ база 𝑋};

диагональное число

∆(𝑋) = min{|𝒫| : 𝒫 семейство открытых окрестностей

диагонали ∆𝑋 и
⋂︁
𝒫 = ∆𝑋};

характер

𝜒(𝑥,𝑋) = min{|𝒫| : 𝒫 локальная база 𝑥},
𝜒(𝑋) = sup{𝜒(𝑥,𝑋) : 𝑥 ∈ 𝑋};

𝜋-характер

𝜋𝜒(𝑥,𝑋) = min{|𝒫| : 𝒫 a 𝜋-база 𝑥},
𝜋𝜒(𝑋) = sup{𝜋𝜒(𝑥,𝑋) : 𝑥 ∈ 𝑋};

теснота

𝑡(𝑥,𝑋) = min{𝜏 : для всех 𝐴 ⊂ 𝑋 с 𝑥 ∈ 𝐴
существует 𝑀 ⊂ 𝐴 с |𝑀 | ≤ 𝜏 и 𝑥 ∈𝑀},

𝑡(𝑋) = sup{𝑡(𝑥,𝑋) : 𝑥 ∈ 𝑋}.

спред

𝑠(𝑋) = sup{|𝑀 | :𝑀 есть дискретное подпространства 𝑋}.

29



плотность

𝑠(𝑋) = sup{|𝑀 | :𝑀 ⊂ 𝑋 =𝑀}.

наследственная плотность

ℎ𝑑(𝑋) = sup{𝑑(𝑌 ) : 𝑌 ⊂ 𝑋}.

число Линделефа

𝑙(𝑋) = sup{|𝛾| : 𝛾 открытое покрытие 𝑋}.

наследственное число Линделефа

ℎ𝑙(𝑋) = sup{𝑙(𝑌 ) : 𝑌 ⊂ 𝑋}.

Топологические свойства типа компактности

Общеупотребительные определения типа компактности, счетно компактно-
сти, псевдокомпактности, секвенциальной компактности можно найти в [110].

Пространство 𝑋 называется слабо компактным пространством (feebly
compact space), если любое локально конечное семейство открытых множеств
конечно.

Пространство 𝑋 называется 𝜔-ограниченным пространством, если замы-
кание любого счетного подмножества в 𝑋 компактно.

Пространство 𝑋 называется тотально счетно компактным простран-
ством (totally countably compact space), если для любого бесконечного под-
множества 𝑀 ⊂ 𝑋 существует бесконечное 𝐿 ⊂𝑀 , такое что 𝐿 компактно.

Пусть 𝑝 ∈ 𝜔* неглавный ультрафильтр. Пространство 𝑋 называется 𝑝-
компактным пространством (𝑝-compact space), если у любой последователь-
ности в 𝑋 есть 𝑝-предел.

Семейство множеств ℬ называется неархимедовым, если для для 𝑈, 𝑉 ∈ ℬ
выполняется: если 𝑈 ∩ 𝑉 ̸= ∅, то либо 𝑈 ⊂ 𝑉 , либо 𝑉 ⊂ 𝑈 . Неархимедова
база это база ℬ пространства𝑋, которая является неархимедовым семейством.
Неархимедовы базы под названием базы ранга 1 вводились и изучались в [133;
134].

Семейства 𝛾 непустых открытых подмножеств 𝑋 называется центриро-
ванным, если

⋂︀
𝜇 ̸= ∅ для любого конечного 𝜇 ⊂ 𝛾.

Кардинальное число 𝜏 называется прекалибром пространства 𝑋, если для
любого семейства 𝛾 непустых открытых подмножеств 𝑋, |𝛾| = 𝜏 существует
𝛾′ ⊂ 𝛾, |𝛾′| = 𝜏 , так что семейство 𝛾′ является центрированным.

Кардинальное число 𝜏 называется калибром пространства 𝑋, если для
любого семейства 𝛾 непустых открытых подмножеств 𝑋, |𝛾| = 𝜏 существует
𝛾′ ⊂ 𝛾, |𝛾′| = 𝜏 , так что

⋂︀
𝛾′ ̸= ∅.
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Пространство 𝑋 называется 𝜔-клеточным, если для любого семейства 𝛾
непустых множеств типа 𝐺𝛿, существует не более чем счетное 𝜇 ⊂ 𝛾, так что⋃︀
𝛾 =

⋃︀
𝜇.

Пространство 𝑋 называется (сильно) Σ-пространством если существует
𝜎-дискретное семейство 𝒮 и покрытие 𝒞 замкнутыми счетно компактными
(компактными) множествами, так что если 𝐶 ∈ 𝒞 и 𝑈 ⊃ 𝐶 открыто, то 𝐶 ⊂
𝑆 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑆 ∈ 𝒮.

Аксиомы отделимости

Стандартные классы 𝑇0—𝑇4, хаусдорфовых, регулярных, тихоновских (или
вполне регулярных), нормальных и паракомпактных пространств можно най-
ти в [110].

Пространство 𝑋 регулярно в точке 𝑥 ∈ 𝑋, если для любой окрестности 𝑈
точки 𝑥 существует окрестность 𝑉 ∋ 𝑥, так что 𝑉 ⊂ 𝑈 .

Пространство 𝑋 полурегулярно в точке 𝑥 ∈ 𝑋, если в точке 𝑥 есть база,
состоящая из канонически открытых множеств.

Пространство 𝑋 называется квази регулярным (quasi-regular) если для
каждого непустого открытого 𝑈 ⊂ 𝑋 существует непустое открытое 𝑉 ⊂ 𝑋,
так что 𝑉 ⊂ 𝑈 .

Пространство 𝑋 называется полурегулярным (semiregular) если у 𝑋 есть
база состоящая из канонически открытых множеств.

Пространство 𝑋 называется 𝜋-полурегулярным (𝜋-semiregular) [50] (или
почти регулярным [18] (nearly regular)) если у 𝑋 есть 𝜋-база состоящая из
канонически открытых множеств.

В разделе 3 у пространств не предполагается каких либо дополнитель-
ных аксиом отделимости, аксиомы отделимости описываются в формулиров-
ках утверждений. В остальных местах под пространством подразумевается
тихоновское пространство, если в точности не указаны аксиомы отделимости.

1.2 Слабые формы непрерывности

Отображения топологических пространств

Мы будем использовать несколько ослаблений непрерывности, следуя ра-
боте [35]. Определим непрерывные (continuous), почти непрерывные (nearly
continuous), квази непрерывные (quasi-continuous), полу преднепрерывные (semi-
precontinuous), слабо непрерывные (feebly continuous) отображения. Отображе-
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ние топологических пространств 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
непрерывным

почти непрерывным
квази непрерывным

полу преднепрерывным
слабо непрерывным

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ в 𝑥 ∈ 𝑋 если

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥 ∈ Int 𝑓−1(𝑉 )

𝑥 ∈ Int 𝑓−1(𝑉 )

𝑥 ∈ Int 𝑓−1(𝑉 )

𝑥 ∈ Int 𝑓−1(𝑉 )
Int 𝑓−1(𝑉 ) ̸= ∅

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
для любой окрестности 𝑉 точки 𝑓(𝑥). Если рассматриваемые свойства выпол-
няются в каждой точке, то получаем определение: отображение 𝑓 называется⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

непрерывным
почти непрерывным
квази непрерывным

полу преднепрерывным
слабо непрерывным

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ если

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓−1(𝑉 ) ⊂ Int 𝑓−1(𝑉 )

𝑓−1(𝑉 ) ⊂ Int 𝑓−1(𝑉 )

𝑓−1(𝑉 ) ⊂ Int 𝑓−1(𝑉 )

𝑓−1(𝑉 ) ⊂ Int 𝑓−1(𝑉 )
Int 𝑓−1(𝑉 ) ̸= ∅

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
для любого открытого непустого 𝑉 ⊂ 𝑋.

Назовем отображение 𝑓 слабым гомеоморфизмом (feebly homeomorphism)
если 𝑓 есть биекция и отображения 𝑓 и 𝑓−1 являются слабо непрерывными.

Отображения произведения двух пространств

Пусть 𝑋, 𝑌 , 𝑍 — три топологических пространства, и пусть 𝑓 : 𝑋×𝑌 → 𝑍
— отображение из 𝑋×𝑌 в 𝑍. Напомним, что 𝑓 называется квазинепрерывным
относительно второй координаты [101] в (𝑥, 𝑦), если для каждой открытой
окрестности 𝑊 точки 𝑓(𝑥, 𝑦) и каждой открытой окрестности 𝑈 × 𝑉 точки
(𝑥, 𝑦), существуют открытая окрестность 𝑉 ′ точки 𝑦 и непустое открытое мно-
жество 𝑈 ′ ⊂ 𝑈 такое, что 𝑓(𝑈 ′×𝑉 ′) ⊂ 𝑊 . Квазинепрерывность относительно
второго переменная играет важную роль в теории раздельной и совместной
непрерывности. Это понятие называется сильной квазинепрерывностью в [62]
и [49], где оно применяется к исследованию проблемы, когда полутопологиче-
ская группа является топологической группой.

Аналогично, определим, что 𝑓 называется квазинепрерывным по первой
координате в (𝑥, 𝑦), если для любой открытой окрестности𝑊 𝑓(𝑥, 𝑦) и любого
открытой окрестности 𝑈 × 𝑉 точки (𝑥, 𝑦), существуют открытая окрестность
𝑈 ′ точки 𝑥 и непустое открытое множество 𝑉 ′ ⊂ 𝑉 такое, что 𝑓(𝑈 ′×𝑉 ′) ⊂ 𝑊 .
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Отображения произведения нескольких пространств

Пусть {𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} семейство множеств, 𝑌 множество, 𝑋 =
∏︀

𝛼∈𝐴𝑋𝛼 и
𝐵 ⊂ 𝐴. Обозначим естественную биекцию

Λ𝑋𝐵 : 𝑌 𝑋 →
(︁
𝑌

∏︀
𝛼∈𝐴∖𝐵 𝑋𝛼

)︁∏︀
𝛼∈𝐵 𝑋𝛼

,

Λ𝑋𝐵 (Φ)((𝑥𝛼)𝛼∈𝐵)((𝑥𝛼)𝛼∈𝐴∖𝐵) = Φ((𝑥𝛼)𝛼∈𝐴).

Будем опускать верхний индекс, если из контекста понятно, какое 𝑋 имеется
в виду. Если 𝐵 = {𝛽}, то будем писать Λ𝛽 вместо Λ{𝛽}.

Пусть {𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} и 𝑌 пространства.
Для отображения Φ : 𝑋 → 𝑌 и 𝑥̄ = (𝑥𝛼)𝛼∈𝐴∖𝐵 ∈

∏︀
𝛼∈𝐴∖𝐵𝑋𝛼 обозначим

𝑟(Φ, 𝑋, 𝑥̄) := Λ𝑋𝐴∖𝐵(𝑥̄). Тогда

𝑟(Φ, 𝑋, 𝑥̄) :
∏︁
𝛼∈𝐵

𝑋𝛼 → 𝑌, (𝑥𝛼)𝛼∈𝐵 ↦→ Φ((𝑥𝛼)𝛼∈𝐴).

Отображение Φ называется раздельно непрерывным если и только если
𝑟(Φ, 𝑋, 𝑥̄) непрерывно для каждого 𝐵 ⊂ 𝐴 с |𝐵| = 1 и любой 𝑥̄ ∈

∏︀
𝛼∈𝐴∖𝐵𝑋𝛼.

Отображение Φ назовем 𝛽-продолжаемым, если отображение Φ продол-
жается до раздельно непрерывного отображения

̂︀Φ :
∏︁
𝛼∈𝐴

𝛽 𝑋𝛼 → 𝛽𝑌.

Определение 1.1. Пусть 𝐴 — множество, {𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} — семейство про-
странств, 𝑌 — пространство и 𝑋 =

∏︀
𝛼∈𝐴𝑋𝛼. Предположим, что задано отоб-

ражение Φ : 𝑋 → 𝑌 и натуральное число 𝑛. Отображение Φ называется

• 𝑛-раздельно непрерывным если 𝑟(Φ, 𝑋, 𝑥̄) непрерывно;

• 𝑛-𝛽-продолжаемым если 𝑔 является 𝛽-продолжаемым отображением, то
есть 𝑔 = 𝑟(Φ, 𝑋, 𝑥̄) продолжается до раздельно непрерывного отображе-
ния 𝑔 :

∏︀
𝛼∈𝐵 𝛽 𝑋𝛼 → 𝛽 𝑌 ;

• 𝑛-квазинепрерывным если 𝑟(Φ, 𝑋, 𝑥̄) квазинепрерывно

для каждого 𝐵 ⊂ 𝐴 с |𝐵| ≤ 𝑛 и любой 𝑥̄ ∈
∏︀

𝛼∈𝐴∖𝐵𝑋𝛼.

Раздельно непрерывные отображения это в точности 1-раздельно непре-
рывные отображения.
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Группы с топологией

Пусть на группе 𝐺 задана топология.
Перечислим связи топологии с групповой структурой.

(𝑂𝑝) умножение (𝑔, ℎ) ↦→ 𝑔ℎ в группе непрерывно;

(𝑂𝑠) умножение в группе раздельно непрерывно;

(𝑂𝑖) операция взятия обратного элемента 𝑔 ↦→ 𝑔−1 непрерывна;

(𝑂𝑙) левые сдвиги 𝜆𝑔 : 𝐺→ 𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑔𝑥 непрерывны для любого 𝑔 ∈ 𝐺;

(𝑂𝑟) правые сдвиги 𝜌𝑔 : 𝐺→ 𝐺, 𝑥 ↦→ 𝑥𝑔 непрерывны для любого 𝑔 ∈ 𝐺.

Напомним, группа 𝐺 называется

• право полутопологической если выполняется 𝑂𝑟;

• лево полутопологической если выполняется 𝑂𝑙;

• полутопологической если выполняется 𝑂𝑠;

• квазитопологической если выполняется 𝑂𝑠 и 𝑂𝑖;

• паратопологической если выполняется 𝑂𝑝;

• топологической если выполняется 𝑂𝑝 и 𝑂𝑖.

В некоторых работах лево (право) полутопологические группы также называ-
ются лево (право) топологическими.

Перечислим связи между топологией и групповой структурой группы 𝐺:

(𝑂𝑡) имеет (𝑂𝑝) и (𝑂𝑖), т.е. 𝐺 — топологическая группа;

(𝑂𝑝𝑒) умножение m в группе непрерывно в (𝑒, 𝑒);

(𝑂𝑞𝑝𝑒) m квазинепрерывна по первой координате в (𝑒, 𝑒);

(𝑂𝑠𝑞𝑝𝑒) m квазинепрерывна в (𝑒, 𝑒);

(𝑂𝑓𝑝𝑒) m слабо непрерывен в (𝑒, 𝑒);

(𝑂𝑓𝑖) операция взятия обратного элемента i слабо непрерывна;

(𝑂𝑖𝑒) i непрерывен в единице 𝑒;

(𝑂𝑛𝑖𝑒) i почти непрерывна в 𝑒;

(𝑂𝑞𝑖𝑒) i квазинепрерывна в 𝑒;
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(𝑂𝑠𝑖𝑒) i полу преднепрерывным в 𝑒;

(𝑂𝑓𝑖𝑒) i слабо непрерывен в 𝑒;

(𝑂𝑓𝑙) сдвиги влево 𝜆𝑔 слабо непрерывны для любого 𝑔 ∈ 𝐺;

(𝑂𝑑𝑓𝑙) существует плотное 𝐻 ⊂ 𝐺 такое, что 𝜆𝑔 слабо непрерывны для любого
𝑔 ∈ 𝐻;

(𝑂𝑑𝑓𝑙*) существует плотное 𝐻 ⊂ 𝐺 такое, что 𝜆𝑔 являются слабыми гомеомор-
физмами для любого 𝑔 ∈ 𝐻;

(𝑂𝑞𝑙) сдвиги влево 𝜆𝑔 квазинепрерывны для любого 𝑔 ∈ 𝐺;

(𝑂𝑑𝑞𝑙) существует плотное 𝐻 ⊂ 𝐺 такое, что 𝜆𝑔 квазинепрерывны для любого
𝑔 ∈ 𝐻;

(𝑂𝑑𝑞𝑙*) существует плотное 𝐻 ⊂ 𝐺 такое, что 𝜆𝑔 являются квазигомеоморфиз-
мами для любого 𝑔 ∈ 𝐻;

(𝑂𝑑𝑙) существует плотное 𝐻 ⊂ 𝐺 такое, что 𝜆𝑔 непрерывны для любого 𝑔 ∈ 𝐻;

(𝑂𝑑𝑙*) существует плотное 𝐻 ⊂ 𝐺 такое, что 𝜆𝑔 являются гомеоморфизмами
для любого 𝑔 ∈ 𝐻.

Обозначим

Λ(𝐺) := {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜆𝑔 непрерывен}, Λ*(𝐺) := {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑔, 𝑔−1 ∈ Λ(𝐺)},
Λ𝑓(𝐺) := {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜆𝑔 слабо непрерывен}, Λ*𝑓(𝐺) := {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑔, 𝑔−1 ∈ Λ𝑓(𝐺)},
Λ𝑞(𝐺) := {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜆𝑔 квазинепрерывна}, Λ*𝑞(𝐺) := {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑔, 𝑔−1 ∈ Λ𝑞(𝐺)}.

Множество Λ(𝐺) называется топологическим центром.
Композиция непрерывных функций непрерывна и композиция слабо непре-

рывных функций слабо непрерывна. Из этого вытекает

Утверждение 1.2.1. Множества Λ𝑓(𝐺), Λ(𝐺) являются подполугруппами
группы 𝐺. Множества Λ*𝑓(𝐺), Λ

*(𝐺) являются подгруппами группы 𝐺.
Верны следующие альтернативные определения перечисленных свойств:

(𝑂𝑙) Λ(𝐺) = 𝐺; (𝑂𝑓𝑙) Λ𝑓(𝐺) = 𝐺; (𝑂𝑞𝑙) Λ𝑞(𝐺) = 𝐺; (𝑂𝑑𝑙) Λ(𝐺) = 𝐺; (𝑂𝑑𝑓𝑙)
Λ𝑓(𝐺) = 𝐺; (𝑂𝑑𝑞𝑙) Λ𝑞(𝐺) = 𝐺; (𝑂𝑑𝑙*) Λ*(𝐺) = 𝐺; (𝑂𝑑𝑓𝑙*) Λ*𝑓(𝐺) = 𝐺; (𝑂𝑑𝑞𝑙*)
Λ*𝑞(𝐺) = 𝐺.

Дадим альтернативное определение некоторых из перечисленных свойств.
Пусть 𝒯 * — все непустые открытые подмножества 𝐺.

(𝑂𝑝𝑒) для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 существует 𝑉 ∈ 𝒩𝑒, так что 𝑉 2 ⊂ 𝑈 ;

35



(𝑂𝑠𝑞𝑝𝑒) для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 существуют 𝑉 ∈ 𝒩𝑒 и 𝑊 ∈ 𝒯 *, так что 𝑉𝑊 ⊂ 𝑈 ;

(𝑂𝑓𝑝𝑒) для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 существуют 𝑉 ∈ 𝒯 * и 𝑊 ∈ 𝒯 *, так что 𝑉𝑊 ⊂ 𝑈 ;

(𝑂𝑓𝑖) Int𝑈−1 ̸= ∅ для любого 𝑈 ∈ 𝒯 *;

(𝑂𝑖𝑒) 𝑒 ∈ Int𝑈−1 для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒;

(𝑂𝑛𝑖𝑒) 𝑒 ∈ Int𝑈−1 для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒;

(𝑂𝑞𝑖𝑒) 𝑒 ∈ Int𝑈−1 для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒;

(𝑂𝑠𝑖𝑒) 𝑒 ∈ Int𝑈−1 (или Int𝑈 ∩ 𝑈−1 ̸= ∅) для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒;

(𝑂𝑓𝑖𝑒) Int𝑈−1 ̸= ∅ для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒;

(𝑂𝑙) 𝑔𝑈 ∈ 𝒯 * для любых 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 и 𝑔 ∈ 𝐺;

(𝑂𝑟) 𝑈𝑔 ∈ 𝒯 * для любых 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 и 𝑔 ∈ 𝐺;

(𝑂𝑓𝑙) Int 𝑔𝑈 ̸= ∅ для любых 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 и 𝑔 ∈ 𝐺;

(𝑂𝑞𝑙) 𝑔 ∈ Int𝑈𝑔 для любых 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 и 𝑔 ∈ 𝐺.

Определение 1.2. Для

{𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛} ⊂
{𝑝, 𝑠, 𝑖, 𝑙, 𝑟, 𝑝𝑒, 𝑞𝑝𝑒, 𝑠𝑞𝑝𝑒, 𝑓𝑝𝑒, 𝑖𝑒, 𝑛𝑖𝑒, 𝑓𝑖𝑒, 𝑞𝑖𝑒, 𝑠𝑖𝑒, 𝑓 𝑙, 𝑑𝑓𝑙, 𝑞𝑙, 𝑑𝑞𝑙, 𝑑𝑙, 𝑑𝑓𝑙*, 𝑑𝑞𝑙*, 𝑑𝑙*}

скажем, что группа 𝐺 является 𝑂(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)-топологической, если условие
(𝑂𝑥𝑖) выполнено для всех 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

Топологические группы являются 𝑂(𝑝, 𝑖)-топологическими группами, дру-
гие введенные классы групп с топологией могут быть определены аналогично
с помощью введенной нотации.

Право полутопологическая группа 𝐺 называется допустимой, если то-
пологический центр Λ(𝐺) является плотным подмножеством 𝐺. Мы пишем
“CHART” (compact Hausdorff admissible right topological) для компактной хау-
сдорфовой допустимой право полутопологической группы. CHART группа это
компактная хаусдорфова 𝑂(𝑑𝑙, 𝑟)-топологическая группа.
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1.3 Пространства функций

Пространство отображений пространства

Пусть 𝑋 и 𝑌 множества. Обозначим 𝑀(𝑋, 𝑌 ) = 𝑌 𝑋 — все отображения из
𝑋 в 𝑌 . Если 𝑌 топологическое пространство, то топология поточечной сходи-
мости на 𝑀(𝑋, 𝑌 ) это топология тихоновского произведения на 𝑌 𝑋 , обозна-
чим 𝑀(𝑋, 𝑌 ) с топологией поточечной сходимости как 𝑀𝑝(𝑋, 𝑌 ). Обозначим

𝑀(𝑋) :=𝑀(𝑋,R), 𝑀𝑝(𝑋) :=𝑀𝑝(𝑋,R).

Пусть 𝑑 есть метрика на 𝑌 . Обозначим

diam𝑑(𝑀) := sup{𝑑(𝑥, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 }

для 𝑀 ⊂ 𝑌 . Будем писать diam(𝑀) вместо diam𝑑(𝑀) если понятно о какой
метрике 𝑑 идет речь. Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется ограниченным,
если diam𝑑(𝑓(𝑋)) < ∞. Множество всех ограниченных отображений из 𝑋 в
𝑌 обозначим через 𝑀 *(𝑋, 𝑌 ). Это множество с sup-метрикой

𝑑sup(𝑓, 𝑔) = sup{𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) : 𝑥 ∈ 𝑋}

будем обозначать через 𝑀 *
𝑢(𝑋, 𝑌 ). Обозначим 𝑀 *(𝑋, 𝑌 ) с топологией пото-

чечной сходимости как 𝑀 *
𝑝 (𝑋, 𝑌 ). Обозначим

𝑀 *
𝑝 (𝑋) :=𝑀 *

𝑝 (𝑋,R), 𝑀 *
𝑢(𝑋) :=𝑀 *

𝑢(𝑋,R),

где на R рассматривается стандартная метрика 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦|.
Пусть 𝑋 и 𝑌 пространства. Обозначим через 𝐶(𝑋, 𝑌 ) множество непре-

рывных функций из 𝑋 в 𝑌 . Множество 𝐶(𝑋, 𝑌 ) с топологией поточечной
сходимости обозначим через 𝐶𝑝(𝑋, 𝑌 ), эта топология, которая наследуется из
𝑀𝑝(𝑋, 𝑌 ).

Пусть𝑋 пространства и (𝑌, 𝑑) метрическое пространства. Обозначим 𝐶*(𝑋, 𝑌 ) :=
𝐶(𝑋, 𝑌 ) ∩𝑀 *(𝑋, 𝑌 ); это множество с метрикой из 𝑀 *

𝑢(𝑋, 𝑌 ) как 𝐶*𝑢(𝑋, 𝑌 ); с
топологией из 𝑀 *

𝑝 (𝑋, 𝑌 ) как 𝐶*𝑝(𝑋, 𝑌 ).
Обозначим 𝐶(𝑋,R), 𝐶𝑝(𝑋,R), 𝐶*(𝑋,R), 𝐶*𝑝(𝑋,R), 𝐶*𝑢(𝑋,R) как 𝐶(𝑋),

𝐶𝑝(𝑋), 𝐶*(𝑋), 𝐶*𝑝(𝑋), 𝐶*𝑢(𝑋).
Пространство 𝑋 псевдокомпактно если и только если 𝐶(𝑋) = 𝐶*(𝑋), так

что для псевдокомпактных 𝑋 пространство 𝐶*𝑢(𝑋) будем обозначать также
как 𝐶𝑢(𝑋).
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Пространство отображений произведения двух
пространств

Пусть 𝑋, 𝑌 и 𝑍 множества и Φ : 𝑋×𝑌 → 𝑍 есть отображение. Обозначим

Λ𝑋,𝑌 (Φ) :𝑋 → 𝑍𝑌 , Λ𝑋,𝑌 (Φ)(𝑥)(𝑦) = Φ(𝑥, 𝑦),

Λ𝑌,𝑋(Φ) :𝑌 → 𝑍𝑋 , Λ𝑌,𝑋(Φ)(𝑦)(𝑥) = Φ(𝑥, 𝑦).

Пусть𝑋, 𝑌 и 𝑍 пространства. Отображение называется Φ раздельно непре-
рывным, если отображения

Λ𝑋,𝑌 (Φ)(𝑥) :𝑌 → 𝑍, 𝑦 ↦→ Φ(𝑥, 𝑦),

Λ𝑌,𝑋(Φ)(𝑦) :𝑋 → 𝑍, 𝑥 ↦→ Φ(𝑥, 𝑦)

непрерывны для всех 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑌 . Обозначим через 𝑆𝐶(𝑋 × 𝑌, 𝑍) множе-
ство всех раздельно непрерывных отображений из 𝑋 ×𝑌 в 𝑍. Это множество
в топологии поточечной сходимости обозначим через 𝑆𝐶𝑝(𝑋 × 𝑌, 𝑍).

Пусть 𝑋, 𝑌 пространства и (𝑍, 𝑑) метрическое пространства. Множество
ограниченных функций из 𝑆𝐶(𝑋×𝑌, 𝑍) обозначим через 𝑆𝐶*(𝑋×𝑌, 𝑍). Это
множество с топологией поточечной сходимости обозначим как 𝑆𝐶*𝑝(𝑋×𝑌, 𝑍)
и с sup-метрикой из 𝑀 *

𝑢(𝑋 × 𝑌, 𝑍) как 𝑆𝐶*𝑢(𝑋 × 𝑌, 𝑍).
Обозначим 𝑆𝐶(𝑋 × 𝑌,R), 𝑆𝐶𝑝(𝑋 × 𝑌,R), 𝑆𝐶*(𝑋 × 𝑌,R), 𝑆𝐶*𝑝(𝑋 × 𝑌,R),

𝑆𝐶*𝑢(𝑋×𝑌,R) как 𝑆𝐶(𝑋×𝑌 ), 𝑆𝐶𝑝(𝑋×𝑌 ), 𝑆𝐶*(𝑋×𝑌 ), 𝑆𝐶*𝑝(𝑋×𝑌 ), 𝑆𝐶*𝑢(𝑋×
𝑌 ).

Пространство отображений произведений нескольких
пространств

Пусть {𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} семейство пространств, 𝑌 пространство,𝑋 =
∏︀

𝛼∈𝐴𝑋𝛼

и 𝐵 ⊂ 𝐴. Тогда биекция

Λ𝑋𝐵 : 𝑌 𝑋 →
(︁
𝑌

∏︀
𝛼∈𝐴∖𝐵 𝑋𝛼

)︁∏︀
𝛼∈𝐵 𝑋𝛼

является гомеоморфизмом. Обозначим через 𝑆𝐶(𝑋, 𝑌 ) все раздельно непре-
рывные отображения из𝑋 в 𝑌 . Обозначим через 𝑆𝐶𝑝(𝑋, 𝑌 ) множество 𝑆𝐶(𝑋, 𝑌 )
с топологией поточечной сходимости, то есть с топологией, индуцированной
из 𝑌 𝑋 . Тогда Λ𝑋𝐵 гомеоморфно отображает 𝑆𝐶𝑝(𝑋, 𝑌 ) на

𝑆𝐶𝑝(
∏︁
𝛼∈𝐵

𝑋𝛼, 𝑆𝐶𝑝(
∏︁

𝛼∈𝐴∖𝐵

𝑋𝛼, 𝑌 )).

Если 𝛽 ∈ 𝐴, то обозначим Λ𝑋{𝛽} как Λ𝑋𝛽 , это отображение гомеоморфно отоб-
ражает 𝑆𝐶𝑝(𝑋, 𝑌 ) на

𝑆𝐶𝑝(𝑋𝛽, 𝑆𝐶𝑝(
∏︁

𝛼∈𝐴∖{𝛽}

𝑋𝛼, 𝑌 )).
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Обозначим 𝑆𝐶𝑝(𝑋,R) как 𝑆𝐶𝑝(𝑋).

1.4 Теория игр
За редким исключением, мы будем использовать игры с двумя игроками,

в этом случае будем обозначать их 𝛼 и 𝛽. Игры последовательные со счетным
числом ходов. Ходы нумеруются начиная с нуля. Мы используем булевы игры
с нулевой суммой — у каждого игрока может быть два исхода: выиграл или
проиграл, выигрывает в точности один игрок. Если кто то выигрывает, то
остальные проигрывают.

Пусть 𝐺 есть игра, 𝛾 некоторой игрок в этой игре. Если у игрока 𝛾 суще-
ствует выигрышная стратегия. Будем называть такую игру𝐺 𝛾-благоприятной.
Если такой стратегии нет, то игра 𝐺 𝑔𝑎-неблагоприятна.

Бесконечные последовательные игры

Мы рассматриваем бесконечные последовательные игры счетной длины.
Игроки делают счетное число ходов. Первый ход может делать как 𝛼 так и 𝛽.
Для определенности, далее 𝛼 начинает первым. Правила игры определяются
набором отображением 𝐶𝛾,𝑛, где 𝛾 ∈ {𝛼, 𝛽} и 𝑛 ∈ 𝜔.

Первый ход. Игрок 𝛼 выбирает 𝑥0 ∈ 𝐶𝛼,0(∅). Игрок 𝛽 выбирает 𝑦0 ∈
𝐶𝛽,0(𝑥0).

𝑛ый ход. Игрок 𝛼 выбирает

𝑥𝑛 ∈ 𝐶𝛼,𝑛(𝑥0, 𝑦0, ..., 𝑦𝑛−1).

Игрок 𝛽 выбирает
𝑦𝑛 ∈ 𝐶𝛽,0(𝑥0, 𝑦0, ..., 𝑦𝑛−1, 𝑥𝑛).

Конечные последовательности

(𝑥0, 𝑦0, ..., 𝑦𝑛−1) и (𝑥0, 𝑦0, ..., 𝑦𝑛−1, 𝑥𝑛)

называются частичными партиями.
Бесконечная последовательность

𝜉 = (𝑥0, 𝑦0, ..., 𝑥𝑛, 𝑦𝑛, ...)

называется партией (play). Пусть 𝑅 есть множество всех партий. В правилах
игры по партии 𝜉 определяется кто выиграл, 𝛼 или 𝛽. То есть все партии 𝑅
разбиваются на два множества 𝑅𝛼 и 𝑅𝛽. Для 𝛾 ∈ {𝛼, 𝛽}, игрок 𝛾 выиграл,
если 𝜉 ∈ 𝑅𝛾.
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Стратегией игрока 𝛼 это отображение 𝑠𝛼 с переменным четным количе-
ством аргументов, так что

𝑠𝛼(𝑥0, 𝑦0, ..., 𝑦𝑛−1) = 𝑥𝑛 ∈ 𝐶𝛼,𝑛(𝑥0, 𝑦0, ..., 𝑦𝑛−1).
Аналогично, стратегией игрока 𝛽 это отображение 𝑠𝛽 с переменным нечетным
количеством аргументов, так что

𝑠𝛽(𝑥0, 𝑦0, ..., 𝑦𝑛−1, 𝑥𝑛) = 𝑦𝑛 ∈ 𝐶𝛽,𝑛(𝑥0, 𝑦0, ..., 𝑦𝑛−1, 𝑥𝑛).

Топологические игры.

Базовые понятия и терминологию по топологическим играм можно найти
в [34; 81; 143].

Топологические игры можно охарактеризовать как игры с параметрами,
где в качестве параметров выступают некоторые множества. Для топологов
важно, что среди параметров встречаются топологические пространства. То-
пологическую игру можно воспринимать как функтор из некоторой категории
в категорию игр.

Если определение игры 𝐺 зависит только от одного параметра, а имен-
но, некоторого пространства 𝑋, то есть игра 𝐺 = Γ(𝑋), то будем писать
пространство 𝑋 (𝛾,Γ)-благоприятно если игра Γ(𝑋) 𝛾-благоприятна и про-
странство 𝑋 (𝛾,Γ)-неблагоприятно если игра Γ(𝑋) 𝛾-неблагоприятна.

Использование топологических игр в топологии основывается на том, что
свойства (𝛾,Γ)-благоприятности и (𝛾,Γ)-неблагоприятности являются топо-
логическими свойствами, то есть если пространства 𝑋 и 𝑌 гомеоморфны, то
пространство 𝑋 (𝛾,Γ)-благоприятно ((𝛾,Γ)-неблагоприятно) если и только ес-
ли пространство 𝑌 (𝛾,Γ)-благоприятно ((𝛾,Γ)-неблагоприятно).

Пусть 𝐺1 и 𝐺2 есть две игры с игроками 𝛼 и 𝛽. Назовем игры 𝐺1 и 𝐺2

эквивалентными играми, если игра 𝐺1 𝛾-благоприятна если и только если
игра 𝐺2 𝛾-благоприятна для всех 𝛾 ∈ {𝛼, 𝛽}. Будем писать 𝐺1 ∼ 𝐺2 для
эквивалентных игр.

Для топологических игр Γ1(𝑋1, ..., 𝑋𝑛) и Γ2(𝑋1, ..., 𝑋𝑛) с одинаковым набо-
ром параметров, будем говорить, что они эквивалентны, если для всех набо-
ров параметров (𝑋1, ..., 𝑋𝑛) игры Γ1(𝑋1, ..., 𝑋𝑛) и Γ2(𝑋1, ..., 𝑋𝑛) эквивалентны.
Выражение

Γ1(𝑋1, ..., 𝑋𝑛) ∼ Γ2(𝑋1, ..., 𝑋𝑛)

означают, как правило, что эти игры эквивалентны для всех допустимых на-
боров параметров.

Игра Банаха–Мазура

Игра Банаха–Мазура 𝐵𝑀(𝑋) играется на топологическом пространстве
𝑋, двумя игроками 𝛼 и 𝛽. Положим 𝑈−1 = 𝑋. На 𝑛-м ходу игрок 𝛽 выбирает
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открытое непустое 𝑉𝑛 ⊂ 𝑈𝑛−1, игрок 𝛼 выбирает открытое 𝑈𝑛 ⊂ 𝑉𝑛. После
счетного числа ходов, игрок 𝛼 выиграл, если пересечение

⋂︀
𝑛 𝑈𝑛 не пусто.

Фундаментальное значение игры Банаха–Мазура определяется теоремой
Банаха–Окстоби [143]: пространство𝑋 является бэровским (т.е. обладает свой-
ством Бэра) если и только если у игрока 𝛽 нет выигрышной стратегии в игре
Банаха–Мазура, то есть пространство 𝑋 (𝛽,𝐵𝑀)-неблагоприятно.

Игра 𝑀𝐵(𝑋) похожа на 𝐵𝑀(𝑋), разница в том, что начинает игрок 𝛼.
Эту игру можно описать как 𝐵𝑀(𝑋), в которой игрок 𝛽 первый ход всегда
делает 𝑉0 = 𝑋. Дадим точное определение.

Игра 𝑀𝐵(𝑋) играется на топологическом пространстве 𝑋, двумя игро-
ками 𝛼 и 𝛽. Положим 𝑈0 = 𝑋. На первом ходу игрок 𝛼 выбирает непустое
открытое 𝑉0 ⊂ 𝑈0. Для 𝑛 > 0, на 𝑛-м ходу игрок 𝛽 выбирает открытое непу-
стое 𝑉𝑛 ⊂ 𝑈𝑛−1, игрок 𝛼 выбирает открытое 𝑈𝑛 ⊂ 𝑉𝑛. После счетного числа
ходов, игрок 𝛼 выиграл, если пересечение

⋂︀
𝑛 𝑈𝑛 не пусто.

Значение игры 𝑀𝐵(𝑋) определяется тем что пространство 𝑋 является
тучным если и только если пространство 𝑋 (𝛽,𝑀𝐵)-неблагоприятно.

Игра ̃︂𝐵𝑀(𝑋) является модификацией игры 𝐵𝑀(𝑋), если на 𝑛-м ходу
игрок 𝛽 выбирает открытое 𝑉𝑛 ⊂ 𝑈𝑛−1 и еще что то, игрок 𝛼 выбирает от-
крытое 𝑈𝑛 ⊂ 𝑉𝑛 и еще что то. После счетного числа ходов, игрок 𝛼 вы-
играл, если

⋂︀
𝑛 𝑈𝑛 ̸= ∅ и еще дополнительно некоторое условие. (𝛽, ̃︂𝐵𝑀)-

неблагоприятные пространства являются бэровскими пространства.

Точное определение игры.

Точные определения используются в главе 3.5.
Игра g определяется следующими своими компонентами:

(P) 𝑃 — множеством игроков (players);

(𝒮) 𝒮 = (𝑆𝛼)𝛼∈𝑃 — индексируемое семейством стратегий (strategy) игроков,
у каждого игрока 𝛼 есть непустой набор стратегий 𝑆𝛼. Множество

𝒮 [𝑃 ] =
∏︁
𝒮

это множество всех стратегий (strategy space) в игре.

(R) 𝑅 — множество партий (plays), запись ходов игроков, после того как
они реализуют свои стратегии;

(𝜋) 𝜋 : 𝒮 [𝑃 ] → 𝑅 — игровая функция (outcome function), реализация страте-
гий игроков в процессе игры, формирование партии из множества пар-
тий (plays) 𝑅;

(𝒪) 𝒪 = (𝑂𝛼)𝛼∈𝑃 — семейство исходов игры (outcome of the game), с помощью
𝑂𝛼 определяется выигрыш для игрока 𝛼;
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(𝜈) 𝜈 : 𝑅 → 𝒪[𝑃 ] — функция выигрыша (payoff function), определение ре-
зультата игры, 𝜈 = △𝛼∈𝑃 𝜈𝛼, где 𝜈𝛼 = 𝜋𝛼 ∘ 𝜈.

Игра происходит следующим образом:

• каждый из игроков 𝛼 ∈ 𝑃 выбирает стратегию 𝑠𝛼 ∈ 𝑆𝛼;

• игроки играют игру в соответствии со своими выбранными стратегиями
и получают партию 𝑟 = 𝜋(𝑠) ∈ 𝑅, где 𝑠 = (𝑠𝛼)𝛼∈𝑃 ∈ 𝒮 [𝑃 ];

• с помощью функции выигрыша 𝜈 определяется результат игры (𝑣𝛼)𝛼∈𝑃 =
𝜈(𝑟) ∈ 𝒪[𝑃 ], 𝑣𝛼 = 𝜈𝛼(𝑟) —выигрыш для игрока 𝛼.

Мы рассматриваем игры, когда 𝒪 = (D𝛼)𝛼∈𝑃 , где D𝛼 = D = {0, 1} то
есть 𝜈𝛼 есть булева функция, 0 трактуется как ложь (false), а 1 как правда
(true). Результат игры 𝜈𝛼(𝑟) трактуется как выигрыш игрока 𝛼: 𝛼 выиграл
если 𝜈𝛼(𝑟) = 1 и 𝛼 проиграл, если 𝜈𝛼(𝑟) = 0. Такие игры будем называть
играми с булевой функцией выигрыша.

Игра с булевой функцией выигрыша называется игрой с нулевой суммой
(zero-sum game), если для любой партии 𝑟 ∈ 𝑅 существует единственный игрок
𝛼 ∈ 𝑃 , для которого 𝜈𝛼(𝑟) равно 1. Для игр с двумя игроками игра с нулевой
суммой если выигрыш первого игрока это проигрыш для второго и проигрыш
первого игрока это выигрыш для второго игрока, т.е. 𝜈𝛽 = ¬𝜈𝛼 если 𝑃 =
{𝛼, 𝛽}.

Игрока 𝛼 называют природой (natura), если 𝜈𝛼 тождественно равно нулю.
Коалиция (coalition) 𝐾 ⊂ 𝑃 это любое множество игроков. Множество

𝐾𝑐 = 𝑃 ∖𝐾 есть оппозиционная коалиция (opposite coalition). Множество

𝒮 [𝐾] :=
∏︁
𝛼∈𝐾

𝑆𝛼

называется множеством стратегий для коалиции 𝐾 и 𝑠 = (𝑠𝛼)𝛼∈𝐾 ∈ 𝒮 [𝐾]

стратегией для коалиции 𝐾.
Если игра с булевой функцией выигрыша, то обозначим

𝜈𝐾 :=
⋁︁
𝛼∈𝐾

𝜈𝛼

Для 𝑟 ∈ 𝑅, 𝜈𝐾(𝑟) = 1 если и только если 𝜈𝛼(𝑟) = 1 для некоторого 𝛼 ∈ 𝐾.
Стратегия 𝑠 ∈ 𝒮 [𝐾] для коалиции 𝐾 называется 𝐾-выигрышной, если

𝜋𝐾(𝜋(𝑠
⌢𝑡)) = 1 для всех 𝑡 ∈ 𝒮 [𝐾𝑐]. Игра называется 𝐾-благоприятной, ес-

ли у коалиции 𝐾 существует 𝐾-выигрышная стратегия. Игра называется 𝐾-
неблагоприятной, если не существует 𝐾-выигрышной стратегии.

Непосредственно проверяется
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Утверждение 1.4.1. Пусть 𝐾 ⊂ 𝑇 ⊂ 𝑃 . Если игра g является 𝐾-благо-
приятной, то g является 𝑇 -благоприятной. Если игра g является 𝑇 -небла-
гоприятной, то g является 𝐾-неблагоприятной.

Для 𝛼 ∈ 𝑃 , стратегия 𝑠𝛼 ∈ 𝑆𝛼 называется 𝛼-выигрышной если стратегия
{𝛼→ 𝑠𝛼} коалиции {𝛼} является {𝛼}-выигрышной. Игра 𝛼-благоприятна ес-
ли игра {𝛼}-благоприятна и игра 𝛼-неблагоприятна если игра {𝛼}-неблагоприятна.

Пусть 𝑄 = 𝐾𝑐 = 𝑃 ∖ 𝐾, 𝑠 ∈ 𝒮 [𝐾] есть стратегия коалиции 𝐾 и 𝛼 ∈ 𝑄.
Определим игры g′ = g[𝑠] и g′′ = g[𝑠, 𝛼]. Компоненты игр g′ и g′′ совпадают,
отличия в функции выигрыша для игрока 𝛼. Игра g′ определяется следующи-
ми своими компонентами:

(P) 𝑄 — множеством игроков;

(𝒮) (𝑆𝛼)𝛼∈𝑄 — семейством стратегий;

(R) 𝑅 — множество партий как в игре g;

(𝜋) 𝜋′ : 𝒮 [𝑄] → 𝑅, 𝜋′(𝑞) = 𝜋(𝑞⌢𝑠) для 𝑞 ∈ 𝒮 [𝑄] — игровая функция;

(𝒪) игра булева;

(𝜈) 𝜈 ′′, 𝜈 ′ : 𝑅→ 𝒪[𝑄] — функции выигрыша, 𝜈 ′′𝛿 = 𝜈 ′𝛿 = 𝜈𝛿 если 𝛿 ̸= 𝛼, 𝜈 ′𝛼 = 𝜈𝛼
и 𝜈 ′′𝛼 = 𝜈𝐾∪{𝛼} = 𝜈𝛼 ∨ 𝜈𝐾 .

Коалицию 𝐾 назовем природой (nature) если каждый игрок в коалиции
является природой, то есть 𝜈𝐾 ≡ 0. Коалицию𝐾 назовем фиктивной (dummy)
если 𝐾 является природой и для любой коалиции 𝐿 ⊂ 𝑄 игра является 𝐿-
выигрышной если и только если игра является 𝐿 ∪𝐾-выигрышной.

Из определений вытекает

Предложение 1.4.2. Пусть g игра с булевой функцией выигрыша, 𝑃 есть
множество игроков игры g, 𝐾 ⊂ 𝑃 есть коалиция, 𝑄 = 𝐾 ∖𝐾 есть оппози-
ционная коалиция, 𝑠 ∈ 𝒮 [𝐾].

(1) Игра g[𝑠, 𝛼] является игрой с нулевой сумой для всех 𝛼 ∈ 𝑄.

(2) Игра g[𝑠] является игрой с нулевой сумой если и только если коалиции
𝐾 является природой. В этом случае игра g[𝑠] совпадает с g[𝑠, 𝛼] для
всех 𝛼 ∈ 𝑄.

(3) Пусть коалиция 𝐾 является природой. Коалиция 𝐾 является фиктив-
ной коалицией если и только если g[𝑠] ∼ g[𝑠′] для любого 𝑠′ ∈ 𝒮 [𝐾].
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Глава 2

Продолжение и факторизация
отображений произведений пространств

2.1 Обозначения, определения и
предварительные результаты

Компакты Эберлейна — это компакты, которые можно вложить в банахо-
вы пространства со слабой * топологией. Компактное пространство 𝑋 явля-
ется компактом Эберлейна тогда и только тогда, когда 𝑋 можно вложить в
𝐶𝑝(𝑌 ), для некоторых компакта 𝑌 .

Компакты Корсона — это компакты, которые можно вложить в Σ-произведение
прямых:

{(𝑥𝛼)𝛼∈𝐴 ∈ R𝐴 : |{𝛼 ∈ 𝐴 : 𝑥𝛼 ̸= 0}| ≤ 𝜔}.
Пространство 𝑋 называется монолитным, если если для 𝑛𝑤(𝑀) ̸= |𝑀 |

для любого 𝑀 ⊂ 𝑋. В компактном монолитном пространстве 𝑋, 𝑤(𝑀) ̸= |𝑀 |
для любого 𝑀 ⊂ 𝑋.

Компакты Эберлейна являются компактами Корсона. Классы компактов
Корсона и Эберлейна замкнуты относительно счетных произведений, переходу
к замкнутым подпространствам, непрерывным образам. Компакты Корсона
монолитны и имеют счетную тесноту [79].

Теорема 2.1 (Теорема Шапировского [113], [100, с. 3.25]). Компакт счетной
тесноты с калибром 𝜔1 сепарабелен.

Теорема 2.2 (Теорема Хейдона [122]). Если 𝑌 — псевдокомпактное про-
странство, то компактные подпространства 𝐶𝑝(𝑌 ) и 𝐶𝑝(𝛽𝑌 ) одинаковы
(здесь мы отождествляем эти пространства как множества). Следова-
тельно, компактные подпространства 𝐶𝑝(𝑌 ) являются компактами Эбер-
лейна.

Теорема 2.3 (Теорема Прейсс-Симона [118]). Любое псевдокомпактное под-
пространство компакта Эберлейна является компактом.
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Теорема 2.4 (Теорема Розенталя [125, Theorem 4.5]). Компакт Эберлейна со
счетным числом Суслина метризуем.

Отображение пространств 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется R-факторным, если
функция 𝑔 : 𝑌 → R непрерывна если и только если непрерывна функция
𝑔 ∘ 𝑓 .

Предложение 2.1.1 ([86, Lemma 5.10]). Пусть 𝑋 псевдокомпактное про-
странство, 𝑌 есть компакт Эберлейна. Любое непрерывное сюрьективное
отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 R-факторно.

Пространство 𝑋 называется pc-Гротендика (pe-Гротендика) если любое
псевдокомпактное подпространство 𝐶𝑝(𝑋) является компактом (Эберлейна).
Пространство 𝑋 называется слабо pc-Гротендика если любое псевдокомпакт-
ное подпространство 𝐶𝑝(𝑋) имеет компактное замыкание в 𝐶𝑝(𝑋)) [55].

Предложение 2.1.2 ([55]). Ниже перечисленные классы пространств явля-
ются пространствами слабо 𝑝𝑐-Гротендика:

(1) компактные пространства;

(2) счетно компактные пространства;

(3) пространства счетной тесноты;

(4) сепарабельные пространства;

(5) 𝑘-пространства;

(6) пространства с плотным 𝜎-компактным подпространством.

2.2 Продолжение функций двух переменных

Продолжение функций и функциональные пространства

Из определений несложно проверяется:

Предложение 2.2.1. Пусть 𝑋 и 𝑌 пространства. Тогда

Λ𝑋,𝑌 (𝑆𝐶(𝑋 × 𝑌 )) = 𝐶(𝑋,𝐶𝑝(𝑌 )),

Λ𝑋,𝑌 (𝐶
*(𝑋 × 𝑌 )) ⊃ 𝐶*(𝑋,𝐶*𝑢(𝑌 )).

Предложение 2.2.2. Пусть 𝑋 и 𝑌 пространства, 𝑓 ∈ 𝑆𝐶(𝑋 × 𝑌 ), 𝜙 =
Λ𝑋,𝑌 (𝑓). Тогда следующие условия эквивалентны:
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(a) функцию f можно продолжить до раздельно непрерывной функции

𝑓 : 𝛽𝑋 × 𝑌 → R;

(b) замыкание 𝜙(𝑋) в 𝐶𝑝(𝑌 ) компактно.

Доказательство. (𝑎)⇒ (𝑏). Из утверждения 2.2.1 следует, что отображение

𝜙 = Λ𝛽𝑋,𝑌 (𝑓) : 𝛽𝑋 → 𝐶𝑝(𝑌 )

непрерывно. Множество 𝜙(𝑋) содержится в компакте 𝜙(𝛽𝑋) и его замыкание
компактно.

(𝑏)⇒ (𝑎). Из того, что замыкание 𝜙(𝑋) в 𝐶𝑝(𝑌 ) компактно, отображение
𝜙 можно продолжить до непрерывного отображения 𝜙 : 𝛽𝑋 → 𝐶𝑝(𝑌 ). Из
предложение 2.2.1 следует, что функция

𝑓 = Λ−1𝛽𝑋,𝑌 : 𝛽𝑋 × 𝑌 → R

является раздельно непрерывной. Ясно, что 𝑓 является продолжением 𝑓 .

Предложение 2.2.3. Пусть 𝑋 и 𝑌 пространства, 𝑓 ∈ 𝐶*(𝑋 × 𝑌 ), 𝜙 =
Λ𝑋,𝑌 (𝑓). Тогда следующие условия эквивалентны:

(a) функцию f можно продолжить до непрерывной функции

𝑓 : 𝛽𝑋 × 𝛽𝑌 → R;

(b) 𝜙 ∈ 𝐶(𝑋,𝐶*𝑢(𝑌 )) и замыкание 𝜙(𝑋) в 𝐶*𝑢(𝑌 ) компактно.

Доказательство. (𝑎)⇒ (𝑏). Отображение

𝜙 = Λ𝛽𝑋,𝛽𝑌 (𝑓) : 𝛽𝑋 → 𝐶𝑢(𝛽𝑌 )

непрерывно [130, Theorem XII.5.3, p. 265]. Учитывая что, 𝐶𝑢(𝛽𝑌 ) канониче-
ски гомеоморфно 𝐶*𝑢(𝑌 ), можно считать, что 𝑓 непрерывно отображает 𝛽𝑋 в
𝐶*𝑢(𝑋). Тогда 𝜙(𝑋) ⊂ 𝜙(𝛽𝑋) и замыкание 𝜙(𝑋) в 𝐶*𝑢(𝑋) компактно.

(𝑏)⇒ (𝑎).Из того что 𝜙 непрерывно и замыкание 𝜙(𝑋) в 𝐶*𝑢(𝑌 ) компактно,
отображение 𝜙 можно продолжить до непрерывного отображения 𝜙 : 𝛽𝑋 →
𝐶*𝑢(𝑌 ). Из предложение 2.2.1 следует, что функция

𝑓 = Λ−1𝛽𝑋,𝛽𝑌 : 𝛽𝑋 × 𝛽𝑌 → R

является непрерывной. Ясно, что 𝑓 является продолжением 𝑓 .

Предложение 2.2.4. Пусть 𝑋 и 𝑌 псевдокомпактные пространства, 𝑓 ∈
𝑆𝐶(𝑋 × 𝑌 ), 𝜙 = Λ𝑋,𝑌 (𝑓). Тогда следующие условия эквивалентны:
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(a) функцию f можно продолжить до раздельно непрерывной функции на
𝛽𝑋 × 𝑌 ;

(b) функцию f можно продолжить до раздельно непрерывной функции на
𝑋 × 𝛽𝑌 ;

(c) функцию f можно продолжить до раздельно непрерывной функции на
𝛽𝑋 × 𝛽𝑌 ;

(d) замыкание 𝜙(𝑋) в 𝐶𝑝(𝑌 ) компактно;

(e) 𝜙(𝑋) есть компакт;

(f) 𝜙(𝑋) есть компакт Эберлейна.

Доказательство. Импликации (𝑐) ⇒ (𝑎), (𝑐) ⇒ (𝑏), (𝑒) ⇒ (𝑑) и (𝑓) ⇒ (𝑒)
очевидны. Импликации (𝑎)⇔ (𝑑) вытекают из предложения 2.2.2.

(𝑑) ⇒ (𝑓) Пусть 𝐾 есть замыкание 𝜙(𝑋) в 𝐶𝑝(𝑌 ). Тогда 𝐾 — компакт и
из теоремы Хейдона 2.2 следует, что 𝐾 будет компактно компакт в 𝐶𝑝(𝛽𝑌 )
и является компактом Эберлейна. Поэтому псевдокомпактное пространство
𝜙(𝑋) плотно лежит в компакте Эберлейна 𝐾. Из теоремы Прейсса-Симона
2.3 следует что 𝜙(𝑋) = 𝐾 — компакт Эберлейна.

(𝑒)⇒ (𝑐) Из теоремы Хейдона 2.2 следует, что 𝜙(𝑋) компактно в 𝐶𝑝(𝛽𝑌 ),
так как мы можем предположить, что 𝜙 непрерывно отображает 𝑋 в 𝐶𝑝(𝛽𝑌 ).
Из предложения 2.2.2 следует что функция 𝑓1 = Λ−1𝑋,𝛽𝑌 (𝜙) продолжается до
раздельно непрерывной функции

𝑓 : 𝛽𝑋 × 𝛽𝑌 → R.

(𝑏)⇒ (𝑐) вытекают из (𝑎)⇒ (𝑐).

Предложение 2.2.5. Пусть 𝑋 и 𝑌 псевдокомпактные пространства, 𝑓 ∈
𝐶(𝑋 × 𝑌 ), 𝜙 = Λ𝑋,𝑌 (𝑓). Тогда следующие условия эквивалентны:

(a) функцию f можно продолжить до непрерывной функции на 𝛽𝑋 × 𝑌 ;

(b) функцию f можно продолжить до непрерывной функции на 𝑋 × 𝛽𝑌 ;

(c) функцию f можно продолжить до непрерывной функции на 𝛽𝑋 × 𝛽𝑌 ;

(d) отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝐶𝑢(𝑌 ) непрерывно;

(e) 𝜙(𝑋) есть компактное подпространство 𝐶𝑢(𝑌 );

(f) замыкание 𝜙(𝑋) в 𝐶𝑢(𝑌 ) компактно.
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Доказательство. Импликации (𝑐) ⇒ (𝑎), (𝑐) ⇒ (𝑏) и (𝑒) ⇒ (𝑓) очевидны.
Импликации (𝑐)⇒ (𝑑) и (𝑐)⇒ (𝑓) вытекают из предложения 2.2.2.

(𝑎)⇒ (𝑐) Пусть 𝑓1 — непрерывное продолжение 𝑓 на 𝛽𝑋×𝑌 . Произведение
𝛽𝑋 × 𝑌 псевдокомпактно как произведение компакта и псевдокомпактного
пространства [110, следствие 3.10.27]. Из теоремы Гликсберга [137] следует
что функцию 𝑓1 можно продолжить до непрерывной функции на 𝛽𝑋 × 𝛽𝑌 .

(𝑏)⇒ (𝑐) вытекает из (𝑎)⇒ (𝑐).
(𝑑) ⇒ (𝑐) Так как 𝜙 непрерывно, то 𝜙(𝑋) есть псевдокомпактное под-

пространство метрического пространства 𝐶𝑢(𝑋). Следовательно, 𝜙(𝑋) есть
компакт. Из предложения 2.2.3 вытекает (𝑐).

(𝑑) ⇒ (𝑒) Поскольку отображение 𝜙 непрерывно, 𝜙(𝑋) является псев-
докомпактным подпространством метрическое пространство 𝐶𝑢(𝑋), поэтому
𝜙(𝑋) компактно в 𝐶𝑢(𝑋).

(𝑓)⇒ (𝑑) Пусть 𝐹 есть замыкание 𝜙(𝑋) в 𝐶𝑢(𝑌 ). Тождественное отобра-
жение 𝐶𝑢(𝑌 ) на 𝐶𝑝(𝑌 ) непрерывно. Отсюда вытекает, что топологии поточеч-
ной сходимости и равномерной сходимости совпадают на компакте 𝐹 и тем
более на 𝜙(𝑋). Следовательно, отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝐶𝑢(𝑌 ) непрерывно.

Определение 2.5 ([16]). Пару пространств 𝑋 и 𝑌 назовем парой Гротенди-
ка, если любой непрерывный образ 𝑋 в 𝐶𝑝(𝑌 ) имеет компактное замыкание.

Ясно, если (𝑋, 𝑌 ) пара Гротендика, то 𝑋 псевдокомпактное пространство.
Из предложения 2.2.2 вытекает

Предложение 2.2.6. Пространства 𝑋 и 𝑌 образуют пару Гротендику если
и только если любая раздельно непрерывная функция на 𝑋×𝑌 продолжается
до раздельно непрерывной функции на 𝛽𝑋 × 𝑌 .

Предложение 2.2.7. Пусть 𝑋 и 𝑌 псевдокомпактные пространства. Тогда
следующие условия эквивалентны:

(a) (𝑋, 𝑌 ) пара Гротендика;

(b) (𝑌,𝑋) пара Гротендика;

(c) любую раздельно непрерывную функцию на 𝑋 ×𝑌 можно продолжить
до раздельно непрерывной функции на 𝛽𝑋 × 𝛽𝑌 ;

(d) любой непрерывный образ 𝑌 в 𝐶𝑝(𝑋) имеет компактное замыкание;

(d) любой непрерывный образ 𝑌 в 𝐶𝑝(𝑋) компакт;

(e) любой непрерывный образ 𝑌 в 𝐶𝑝(𝑋) компакт Эберлейна.

Из предложения 2.2.7 вытекает следующее утверждение.
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Предложение 2.2.8. Пусть 𝑋 — псевдокомпактные пространство. Тогда
следующие условия эквивалентны:

(a) (𝑌,𝑋) пара Гротендика для любого псевдокомпактного 𝑌 ;

(b) 𝑋 — пространство слабо pc-Гротендика;

(c) 𝑋 — пространство pc-Гротендика;

(d) 𝑋 — пространство pе-Гротендика.

Из предложений 2.1.2 и 2.2.8 вытекает следующее утверждение.

Предложение 2.2.9. Псевдокомпактные пространства из ниже перечис-
ленных классов пространств являются пространствами 𝑝𝑐-Гротендика:

(1) компактные пространства;

(2) счетно компактные пространства;

(3) пространства счетной тесноты;

(4) сепарабельные пространства;

(5) 𝑘-пространства;

(6) пространства с плотным 𝜎-компактным подпространством.

Предложение 2.2.10. Пусть 𝑋 и 𝑌 есть компактные пространства, Φ ∈
𝑆𝐶(𝑋 × 𝑌 ), 𝑍 ⊂ 𝑋 × 𝑌 псевдокомпактно и функция Φ|𝑍 непрерывна. Тогда
функция Φ|𝑍 непрерывна.

Доказательство. Положим

𝜙𝑋 = Λ𝑋,𝑌 (Φ) : 𝑋 → 𝐶𝑝(𝑌 ), 𝑋 ′ = 𝜙𝑋(𝑋),

𝜙𝑌 : 𝑌 → 𝐶𝑝(𝑋
′), 𝜙𝑌 (𝑦)(𝑓) = 𝑓(𝑦), 𝑌 ′ = 𝜙𝑌 (𝑌 ),

𝜙 = 𝜙𝑋 × 𝜙𝑌 : 𝑋 × 𝑌 → 𝑋 ′ × 𝑌 ′,
Φ′ : 𝑋 ′ × 𝑌 ′ → R, Φ′(𝑥′, 𝑓) = 𝑓(𝑥′).

Тогда 𝑋 ′ и 𝑌 ′ являются компактами Эберлейна, отображение 𝜙 непрерыв-
но, функция Φ′ раздельно непрерывна и Φ = Φ′ ∘ 𝜙. Пусть 𝑍 ′ = 𝜙(𝑍). Так
как 𝑍 ′ псевдокомпактно, то из теоремы Прейсса–Симона 2.3 вытекает, что
𝑍 ′ есть компакт Эберлейна. Из предложения 2.1.1 вытекает, что отображение
𝜙|𝑍 : 𝑍 → 𝑍 ′ R-факторно. Так как функция Φ|𝑍 = Φ′|𝑍 ′ ∘ 𝜙|𝑍 непрерыв-
на и отображение 𝜙|𝑍 : 𝑍 → 𝑍 ′ R-факторно, то функция Φ′|𝑍 ′ непрерывна.
Следовательно, функция Φ|𝑍 = Φ′|𝑍 ′ ∘ 𝜙|𝑍 непрерывна.
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Квазинепрерывные функции на произведении двух
пространств

Определим топологические игры 𝐺𝑔(𝑦*, 𝑌 ) и 𝐺𝑔(𝑦*, 𝑌 ) для пространства
𝑌 и 𝑦 ∈ 𝑌 [21; 112] . Играют игроки 𝛼 и 𝛽. На 𝑛м ходу игрок 𝛼 выбирает

• открытую окрестность 𝑊𝑛 ⊂ 𝑌 точки 𝑦* в игре 𝐺𝑔(𝑦*, 𝑌 );

• открытое непустое множество 𝑊𝑛 ⊂ 𝑌 в игре 𝐺𝑔(𝑦*, 𝑌 ).

Игрок 𝛽 выбирает 𝑦𝑛 ∈ 𝑊𝑛. Игрок 𝛼 выигрывает, если 𝑦* ∈ {𝑦𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}.
Точка 𝑥 ∈ 𝑋 называется 𝑊 -точкой (̃︁𝑊 -точкой), если у игрока 𝛼 есть

выигрышная стратегия в игре 𝐺𝑔(𝑦*, 𝑌 ) (𝐺𝑔(𝑦*, 𝑌 )). Пространство 𝑋 называ-
ется 𝑊 -пространством (̃︁𝑊 -пространством), если каждая точка в 𝑌 является
𝑊 -точкой (̃︁𝑊 -точкой) [21; 112].

Предложение 2.2.11 ([21, Теорема 11]). Предположим, что 𝑋 и 𝑌 — то-
пологические пространства и Φ : 𝑋 × 𝑌 → R — раздельно непрерывная
функция. Если 𝑋 — бэровское пространство, 𝑌 — ̃︁𝑊 -пространство, то Φ
квазинепрерывно.

Предложение 2.2.12. Предположим, что 𝑋 и 𝑌 — топологические про-
странства, Φ : 𝑋 × 𝑌 → R — раздельно непрерывная функция, 𝑀 ⊂ 𝑌 ⊂𝑀
и функция

Φ|𝑋×𝑀 : 𝑋 ×𝑀 → R

является квазинепрерывным. Тогда Φ квазинепрерывна.

Доказательство. Пусть (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝑋 × 𝑌 и 𝑊 = 𝑈 × 𝑉 есть окрестность точ-
ки (𝑥′, 𝑦′) и 𝑂 ⊂ R есть окрестность Φ(𝑥′, 𝑦′). Пусть 𝑆 есть такая окрестность
точек Φ(𝑥′, 𝑦′), что 𝑆 ⊂ 𝑂. Так как Φ является раздельно непрерывным, то
Φ(𝑥′, 𝑦′′) ∈ 𝑆 для 𝑦′′ ∈ 𝑀 ∩ 𝑉 . Так как Ψ = Φ|𝑋×𝑀 является квазинепрерыв-
ным, то

Ψ(𝑈 ′ × (𝑀 ∩ 𝑉 ′)) ⊂ 𝑆

для некоторого непустого открытого 𝑈 ′×𝑉 ′ ⊂ 𝑈×𝑉 . Тогда Φ(𝑈 ′×𝑉 ′) ⊂ 𝑆 ⊂
𝑂.

Из предложений 2.2.11 и 2.2.12 вытекает следующее предложение.

Предложение 2.2.13. Предположим, что 𝑋 и 𝑌 — топологические про-
странства, 𝑍 ⊂ 𝑌 = 𝑍 и Φ : 𝑋 × 𝑌 → R — раздельно непрерывная функция.
Если 𝑋 — бэровское пространство, а 𝑍 — ̃︁𝑊 -пространство, то Φ квазине-
прерывно.

Пространство со счетным характером является 𝑊 -пространством [112].
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Предложение 2.2.14. Пространство со счетным 𝜋-характером является̃︁𝑊 -пространством.

Доказательство. Пусть 𝑌 пространство со счетным 𝜋-характерном, 𝑦* ∈ 𝑌
и (𝑊𝑛)𝑛∈𝜔 есть счетная 𝜋-база в 𝑦*.

Укажем выигрышную стратегию для игрока 𝛼 в игре 𝐺𝑔(𝑦*, 𝑌 ). На 𝑛м
ходу игрок выбирает 𝑊𝑛.

Из предложений 2.2.13 и 2.2.14 вытекает следующее предложение.

Следствие 2.6. Предположим, что 𝑋 и 𝑌 — топологические пространства
и Φ : 𝑋 × 𝑌 → R — раздельно непрерывная функция. Если 𝑋 — бэровское
пространство и {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝜋𝜒(𝑦, 𝑌 ) ≤ 𝜔} плотно в 𝑌 , то Φ квазинепрерывно.

Функции двух переменных, продолжаемые до раздельно
непрерывных функций

Предложение 2.2.15. Пусть 𝑋 и 𝑌 есть псевдокомпактные простран-
ства, Φ : 𝑋 × 𝑌 → R раздельно непрерывная квазинепрерывная функция.
Тогда 𝑓 продолжается до раздельно непрерывной функции ̂︀Φ : 𝛽𝑋 × 𝑌 → R.

Доказательство. Обозначим через 𝐶 множество точек в 𝑋 × 𝑌 , в которых
функция Φ непрерывна. Обозначим 𝐶𝑦 = {𝑥 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶} для 𝑦 ∈ 𝑌 .

Лемма 2.2.16. Множество 𝐶𝑦 плотно в 𝑋 для всех 𝑦 ∈ 𝑌 .

Доказательство. Предположим, противное, то есть 𝑈 ′ = 𝑋 ∖ 𝐶𝑦′ ̸= ∅ для
некоторого 𝑦′ ∈ 𝑌 . Положим

Ψ(𝑥, 𝑦) = |Φ(𝑥, 𝑦)− Φ(𝑥, 𝑦′)|

для (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋×𝑌 . Функция Ψ не отрицательна, раздельно непрерывна, квази-
непрерывна, Ψ(𝑥, 𝑦′) = 0 для 𝑥 ∈ 𝑋 и разрывна в точках множества 𝑈 ′×{𝑦′}.
Для 𝑂 ⊂ 𝑋 × 𝑌 и (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 положим

𝜔Ψ(𝑂) = sup{|Φ(𝑥1, 𝑦1)− Φ(𝑥2, 𝑦2)| : (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝑂},
𝜔Ψ(𝑥, 𝑦) = inf{𝜔Ψ(𝑂) : 𝑂 есть окрестность точки (𝑥, 𝑦)}.

Положим

𝐹𝑛 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 : 𝜔Ψ(𝑥, 𝑦) ≥
1

2𝑛
}, 𝐹 ′𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑦′) ∈ 𝐹𝑛}

для 𝑛 ∈ 𝜔. Множество 𝐹𝑛 замкнуто в 𝑋 × 𝑌 и 𝐹 ′𝑛 замкнуто в 𝑋. Мно-
жество

⋃︀
𝑛∈𝜔 𝐹𝑛 является множеством точек разрыва функции Ψ, поэтому
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𝑈 ′ ⊂
⋃︀
𝑛∈𝜔 𝐹

′
𝑛. Так как 𝑋 есть бэровское пространство, то существует непустое

открытое 𝑈 ⊂ 𝑈 ′ ∩ 𝐹 ′𝑛 для некоторого 𝑛 ∈ 𝜔. Положим 𝜀 = 1
3·2𝑛 и

𝑀 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 : Ψ(𝑥, 𝑦) > 2𝜀}.

Тогда 𝑈 ×{𝑦′} ⊂𝑀 . Положим 𝑈−1 = 𝑈 и 𝑉−1 = 𝑌 . Индукцией по 𝑛 построим
последовательность

(𝑥𝑛, 𝑉𝑛, 𝑈𝑛,𝑊𝑛)𝑛∈𝜔,

где 𝑥𝑛 ∈ 𝑈 , 𝑉𝑛 ⊂ 𝑌 открытая окрестность 𝑦′, 𝑈𝑛 ⊂ 𝑈 открытое непустое
множество, 𝑊𝑛 ⊂ 𝑌 открытое непустое множество таким образом, что для
каждого 𝑛 ∈ 𝜔 выполняются условия:

(1) 𝑥𝑛 ∈ 𝑈𝑛 и 𝑈𝑛 ⊂ 𝑈𝑛−1;

(2) 𝑦′ ∈ 𝑉𝑛, 𝑉𝑛 ⊂ 𝑉𝑛−1 и 𝑊𝑛 ⊂ 𝑉𝑛;

(3) Ψ({𝑥𝑛} × 𝑉𝑛) ⊂ [0, 𝜀);

(4) Ψ(𝑈𝑛 ×𝑊𝑛) ⊂ (2𝜀,+∞).

Проведем построение на 𝑛м шаге. Так как 𝑈 × {𝑦′} ⊂ 𝑀 , 𝑦′ ∈ 𝑉𝑛−1 и 𝑈𝑛−1 ⊂
𝑈 , то существует (𝑥′′, 𝑦′′) ∈ 𝑀 ∩ (𝑈𝑛−1 × 𝑉𝑛−1). Тогда Ψ(𝑥′′, 𝑦′′) > 2𝜀. Так
как функция квазинепрерывна, то Ψ(𝑈𝑛 × 𝑊𝑛) ⊂ (2𝜀,+∞) для некоторых
непустых открытых 𝑈𝑛 ⊂ 𝑈𝑛 ⊂ 𝑈𝑛−1 и 𝑊𝑛 ⊂ 𝑊𝑛 ⊂ 𝑉𝑛−1. Возьмем 𝑥𝑛 ∈ 𝑈𝑛.
Выберем окрестность 𝑉𝑛 точки 𝑦′ таким образом, 𝑉𝑛 ⊂ 𝑉𝑛−1 и Ψ({𝑥𝑛}× 𝑉𝑛) ⊂
[0, 𝜀).

Пусть 𝐺 =
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑈𝑛. Так как 𝑋 псевдокомпактно, то 𝐺 непустое замкнутое

подмножество 𝑋. Так как 𝑌 псевдокомпактно, то последовательность (𝑊𝑛)𝑛∈𝜔
накапливается к некоторой точке 𝑦* ∈ 𝑌 . Положим 𝑓(𝑥) = Ψ(𝑥, 𝑦*) для 𝑥 ∈ 𝑋.
Функция 𝑓 : 𝑋 → R непрерывна. Из (2) вытекает, что 𝑦* ∈ 𝑄 =

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛. Из

(4) вытекает, что 𝑓(𝐺) ⊂ [2𝜀,+∞). Так как 𝑦* ∈ 𝑉𝑛, то из (3) вытекает, что
𝑓(𝑥𝑛) < 𝜀 для 𝑛 ∈ 𝜔. Возьмем такую окрестность 𝑂𝑛 точки 𝑥𝑛, что 𝑂𝑛 ⊂ 𝑈𝑛
и 𝑓(𝑂𝑛) ⊂ [0, 𝜀). Так как 𝑋 псевдокомпактно, то последовательность (𝑂𝑛)𝑛∈𝜔
накапливается к некоторой точке 𝑥* ∈ 𝐺. Так как 𝑓(𝑂𝑛) ⊂ [0, 𝜀) для 𝑛 ∈ 𝜔,
то 𝑓(𝑥*) ≤ 𝜀. Противоречие с тем что 𝑥* ∈ 𝐺 и 𝑓(𝐺) ⊂ [2𝜀,+∞).

Для 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑌 , обозначим Φ𝑦(𝑥) = Φ(𝑥, 𝑦). Функция Φ𝑦 : 𝑋 → R
непрерывна и ограниченны. Пусть ̂︀Φ𝑦 : 𝛽𝑋 → R есть непрерывное продол-
жение Φ𝑦. Положим ̂︀Φ(𝑥, 𝑦) = ̂︀Φ𝑥(𝑦) = ̂︀Φ𝑦(𝑥) для 𝑥 ∈ 𝛽𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑌 . Прове-
рим, что функция ̂︀Φ раздельно непрерывна. Предположим противное. Тогда
𝑓 = ̂︀Φ𝑥̄ разрывна для некоторого 𝑥̄ ∈ 𝛽𝑋. Пусть 𝑦 ∈ 𝑌 точка разрыва 𝑓 .
Не ограничивая общности, можно считать, что 𝑓(𝑦) = 0 и 𝑦 ∈ 𝑀 , где 𝑀 =
𝑓−1([1,+∞)). Положим 𝑊 = IntΦ−1((−∞, 13)) и 𝑈 = {𝑥 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊}.
Из Леммы 2.2.16 вытекает, что 𝐶𝑦 плотно в 𝑋. Следовательно, 𝑥̄ ∈ 𝑈

𝛽𝑋 .

52



Для 𝑦 ∈ 𝑀 , пусть 𝑈𝑦 ⊂ 𝛽𝑋 есть такая открытая окрестность точки 𝑥̄, что̂︀Φ𝑦(𝑈𝑦) ⊂ (23 ,+∞).
Положим 𝑉−1 = 𝑌 . Индукцией по 𝑛 ∈ 𝜔 построим 𝑦𝑛 ∈ 𝑌 , 𝑈𝑛, 𝑉𝑛 ∋ 𝑦, где

𝑈𝑛 открытое непустое подмножество 𝑋 и 𝑉𝑛 открыто в 𝑌 . При этом выполня-
ются условия:

(1) 𝑦𝑛 ∈ 𝑉𝑛−1 ∩𝑀 ;

(2) 𝑈𝑛 × 𝑉𝑛 ⊂ 𝑊 ;

(3) 𝑈𝑛 ⊂
⋂︀𝑛
𝑖=0 𝑈𝑦𝑖;

(4) 𝑉𝑛 ⊂ 𝑉𝑛−1.

На 𝑛м ходу выберем 𝑦𝑛 ∈ 𝑉𝑛−1 ∩𝑀 . Пусть 𝑈 ′ =
⋂︀𝑛
𝑖=0 𝑈𝑦𝑖 и (𝑥′, 𝑦) ∈ 𝑊 ∩ (𝑈 ′×

𝑉𝑛−1). Возьмем открытые 𝑈𝑛 ⊂ 𝑋 и 𝑉𝑛 ⊂ 𝑌 , так что

(𝑥′, 𝑦) ∈ 𝑈𝑛 × 𝑉𝑛 ⊂ 𝑈𝑛 × 𝑉𝑛 ⊂ 𝑊 ∩ (𝑈 ′ × 𝑉𝑛−1).

Так как пространство 𝑋 псевдокомпактно, то последовательность (𝑈𝑛)𝑛 на-
капливается к некоторой точке 𝑥* ∈ 𝑋. Положим 𝑔 = ̂︀Φ𝑥*. Так как (3), то
𝑔(𝑦𝑛) ≥ 2

3 . Так как (1) и функция 𝑔 непрерывна, то существует существует
такая окрестность 𝑆𝑛 точки 𝑦𝑛, что 𝑔(𝑆𝑛) ⊂ (12 ,+∞) и 𝑆𝑛 ⊂ 𝑉𝑛−1. Так как (4)
и пространство 𝑌 псевдокомпактно то (𝑆𝑛)𝑛 накапливается к некоторой точке
𝑦* ∈ 𝐺 =

⋂︀
𝑛 𝑉𝑛. Из непрерывности 𝑔 вытекает, что 𝑔(𝑦*) ≥ 1

2 . Так как (2), то
𝑔(𝑦*) ≤ 1

3 . Противоречие.

Теорема 2.7. Пусть 𝑋 и 𝑌 есть псевдокомпактные пространства, Φ : 𝑋×
𝑌 → R раздельно непрерывная функция. Обозначим

𝜙𝑋 : 𝑋 → 𝐶𝑝(𝑌 ), 𝜙𝑋(𝑥)(𝑦) = Φ(𝑥, 𝑦),

𝜙𝑌 : 𝑌 → 𝐶𝑝(𝑋), 𝜙𝑌 (𝑦)(𝑥) = Φ(𝑥, 𝑦).

Следующие условия эквивалентны:

(1) существует плотное типа 𝐺𝛿 подмножество 𝐷 ⊂ 𝑌 = 𝐷 так что Φ
непрерывна в каждой точке (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝐷;

(2) функция Φ квазинепрерывна;

(3) замыкание 𝜙𝑋(𝑋) в 𝐶𝑝(𝑌 ) компактно;

(4) 𝜙𝑋(𝑋) является компактом Эберлейна;

(5) Φ продолжается до раздельно непрерывной функции на 𝛽 𝑋 × 𝑌 ;

(6) Φ продолжается до раздельно непрерывной функции на 𝛽 𝑋 × 𝛽 𝑌 ;
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(7) Φ продолжается до раздельно непрерывной функции на 𝑋 × 𝛽 𝑌 ;

(8) 𝜙𝑌 (𝑌 ) является компактом Эберлейна;

(9) замыкание 𝜙𝑌 (𝑌 ) в 𝐶𝑝(𝑋) компактно;

(10) существует плотное типа 𝐺𝛿 подмножество 𝐸 ⊂ 𝑋 = 𝐸 так что Φ
непрерывна в каждой точке (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 × 𝑌 .

Доказательство. Эквивалентность условий с (3) по (9) вытекают из предло-
жения 2.2.7. Импликации (1)⇒ (2)⇐ (10) очевидны. Импликация (2)⇒ (5)
это предложение 2.2.15.

Докажем (6) ⇒ (1). Пусть ̂︀Φ : 𝛽 𝑋 × 𝛽 𝑌 → R есть раздельно непрерыв-
ное продолжение функции Φ. Пара компактных пространств 𝛽 𝑋 и 𝛽 𝑌 удо-
влетворяют свойству Намиоки 𝒩 (𝛽 𝑋, 𝛽 𝑌 ) [117]. Следовательно, существует
плотное типа 𝐺𝛿 подмножество 𝐷′ ⊂ 𝛽𝑌 = 𝐷′ так что ̂︀Φ непрерывна в каждой
точке (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛽𝑋 ×𝐷. Так как 𝑌 псевдокомпактно, то 𝐷 = 𝑌 ∩𝐷′ плотно в
𝑌 и типа 𝐺𝛿 в 𝑌 . Тогда Φ непрерывна в каждой точке (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝐷.

Импликация (6)⇒ (10) вытекает из импликации (6)⇒ (1).

Теорема 2.8. Пусть 𝑋 есть псевдокомпактное пространство и 𝑌 ⊂ 𝐶𝑝(𝑋)
псевдокомпактно. Следующие условия эквивалентны:

(1) 𝑌 компактно;

(2) 𝑌 компактно;

(3) 𝑌 есть компакт Эберлейна;

(4) 𝑌 является слабо pc-Гротендика;

(5) множество {𝑓 ∈ 𝑌 : ограничение на 𝑌 топологий поточечной и рав-
номерной сходимости в 𝑓 совпадают } плотно в 𝑌 ;

(6) множество {𝑓 ∈ 𝑌 : 𝜒(𝑓, 𝑌 ) ≤ 𝜔} плотно в 𝑌 ;

(7) множество {𝑓 ∈ 𝑌 : 𝜋𝜒(𝑓, 𝑌 ) ≤ 𝜔} плотно в 𝑌 .

Доказательство. Положим Φ : 𝑋 × 𝑇 → R, (𝑥, 𝑓) ↦→ 𝑓(𝑥), 𝜙𝑌 : 𝑌 →
𝐶𝑝(𝑋), 𝜙𝑌 (𝑦)(𝑥) = Φ(𝑥, 𝑦). Тогда 𝜙𝑌 есть тождественное отображение 𝑌 на
𝑌 .

(1)⇔ (2)⇔ (3). Эти импликации вытекают из теоремы 2.7 (8) и (9).
(2) ⇒ (4). Эта импликация вытекает из теоремы Асанова–Величко [96]

(см. также [65, III.4.1. Theorem]).
(4)⇒ (1). Так как 𝑌 является pc-Гротендика, то 𝜙𝑋(𝑋) является компак-

том. Из теоремы 2.7 (9) вытекает, что 𝑌 является компактом.
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(2) ⇒ (5). Отождествим 𝐶(𝑋) и 𝐶(𝛽 𝑋) естественным образом. Из тео-
ремы Хейдона 2.2 вытекает, что ограничение топологий 𝐶𝑝(𝑋) и 𝐶𝑝(𝛽 𝑋) на
𝑌 совпадают. Следовательно, импликацию достаточно доказать для компакт-
ных 𝑋. Для компактных 𝑋 эта импликация в точности теорема Намиоки [117,
Theorem 2.31].

Очевидно, (5)⇒ (6)⇒ (7).
(7) ⇒ (2). Из следствия 2.6 вытекает, что функция Φ квазинепрерывна.

Из теоремы 2.7 (8) вытекает, что 𝑌 является компактом.

2.3 Продолжение функций нескольких
переменных

Продолжение раздельно непрерывных функций с
произведения нескольких пространств

Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 есть псевдокомпактные пространства. В этом разделе
выясняется когда любая раздельно непрерывная функция Φ на произведении

𝑋 = 𝑋1 ×𝑋2 × ...×𝑋𝑛

пространств продолжается на произведение̃︀𝑋 = 𝛽𝑋1 × 𝛽𝑋2 × ...× 𝛽𝑋𝑛

стоун–чеховских произведений.

Утверждение 2.3.1. Пусть 𝑌 псевдокомпактное пространство, (𝑌,𝑋𝑖) па-
ра Гротендика для 𝑖 = 1, ..., 𝑛. Тогда любое непрерывное отображение 𝜙 :
𝑌 → 𝑆𝐶𝑝(𝑋) продолжается до непрерывного отображения 𝜙 : 𝛽 𝑌 → 𝑆𝐶𝑝(𝑋).

Доказательство. Подпространство 𝜙(𝑌 ) ⊂ 𝑆𝐶𝑝(𝑋) ⊂ R𝑋 псевдокомпакт-
но, поэтому замыкание 𝐾 множества 𝜙(𝑌 ) в R𝑋 компактно. Отображение 𝜙
продолжается до непрерывного отображения 𝜙 : 𝛽 𝑌 → 𝐾. Нам достаточно
проверить, что 𝐾 ⊂ 𝑆𝐶𝑝(𝑋). Пусть 𝑦* ∈ 𝛽 𝑌 и Φ = 𝜙(𝑦*). Проверим, что Φ
раздельно непрерывная функция, то есть для 𝑖 ∈ {1, 2, ..., 𝑛} и

𝑥̄ = (𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝑋1 ×𝑋2 × ...𝑋𝑖−1 ×𝑋𝑖+1 × ...×𝑋𝑛

функция

𝑓 = 𝑟(Φ, 𝑋, 𝑥̄) : 𝑋𝑖 → R, 𝑥 ↦→ Φ(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑛)

непрерывна. Положим

Ω : 𝑌 ×𝑋𝑖 → R, (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑟(𝜙(𝑦), 𝑋, 𝑥̄)(𝑥).
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Так как функция Ω раздельно непрерывна и (𝑌,𝑋𝑖) пара Гротендика, то Ω

продолжается до раздельно непрерывной функции ̂︀Ω : 𝛽 𝑌 × 𝑋𝑖 → R. Тогда
Λ𝑌,𝑋𝑖

(𝛽 𝑌 ) ⊂ 𝐶𝑝(𝑋𝑖) и Λ𝑌,𝑋𝑖
(𝑦*) = 𝑓 . Следовательно, 𝑓 ∈ 𝐶𝑝(𝑋𝑖).

Утверждение 2.3.2. Пусть 𝑖 ∈ {1, 2, ..., 𝑛} и для всех 𝑗 ̸= 𝑖 пара (𝑋𝑖, 𝑋𝑗)
является парой Гротендика. Тогда любая раздельно непрерывная функция Φ
на

𝑋1 ×𝑋2 × ...×𝑋𝑛

продолжается на
𝑋1 ×𝑋2 × ...× 𝛽 𝑋𝑖 × ...×𝑋𝑛.

Доказательство. Пусть 𝑋 ′ =
∏︀

𝑗 ̸=𝑖𝑋𝑗 и 𝜙 = Λ𝑋𝑖 (Φ) : 𝑋𝑖 → 𝑆𝐶𝑝(𝑋
′). Из

утверждения 2.3.1 вытекает, что отображение 𝜙 продолжается до непрерыв-
ного отображения 𝜙 : 𝛽 𝑋𝑖 → 𝑆𝐶𝑝(𝑋

′). Положим ̂︀Φ(𝑥̄, 𝑥) = 𝜙(𝑥)(𝑥̄) для 𝑥̄ ∈ 𝑋 ′
и 𝑥 ∈ 𝛽 𝑋𝑖. Продолжение ̂︀Φ функции Φ является искомым.

Теорема 2.9. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 есть псевдокомпактные пространства
и для различных 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, ..., 𝑛} пара (𝑋𝑖, 𝑋𝑗) является парой Гротендика.
Тогда любая раздельно непрерывная функция на произведение

𝑋1 ×𝑋2 × ...×𝑋𝑛

продолжается до раздельно непрерывной функции на произведение

𝛽 𝑋1 × 𝛽 𝑋2 × ...× 𝛽 𝑋𝑛.

Доказательство. Обозначим

𝑋 = 𝑋1 ×𝑋2 × ...×𝑋𝑛,̃︀𝑋 = 𝛽 𝑋1 × 𝛽 𝑋2 × ...× 𝛽 𝑋𝑛.

Пусть Φ : 𝑋 → R есть раздельно непрерывная функция. Для 𝑙 = 0, 1, ..., 𝑛 и
𝑚 = 1, ..., 𝑛 положим

𝑌𝑙,𝑚 =

{︃
𝛽 𝑋𝑚, 𝑚 ≤ 𝑙

𝑋𝑚, 𝑚 > 𝑙,

𝑌𝑙 =
∏︀𝑛

𝑚=1 𝑌𝑙,𝑚. Отметим, что 𝑌0 = 𝑋 и ̃︀𝑋 = 𝑌𝑛. Так как компактные про-
странства являются пространства pc-Гротендика (утверждение 2.2.9), то для
𝑙 = 0, 1, ..., 𝑛 и для различных 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, ..., 𝑛} пара (𝑌𝑙,𝑖, 𝑌𝑙,𝑗) является парой
Гротендика.

Индукцией по 𝑙 = 0, 1, ..., 𝑛 построим раздельно непрерывные функции Φ𝑙

на 𝑌𝑙, так что Φ𝑙+1 продолжает Φ𝑙. Положим Φ0 = Φ. Предположим, функ-
ция 𝐹𝑙 построена. Из утверждения 2.3.2 вытекает, что раздельно непрерывная
функция 𝐹𝑙 продолжается до раздельно непрерывной функции Φ𝑙+1 на

𝑌𝑙,1 × ...× 𝑌𝑙,𝑙 × 𝛽 𝑌𝑙,𝑙+1 × 𝑌𝑙,𝑙+2 × ...× 𝑌𝑙,𝑛 = 𝑌𝑙+1.
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Функция Φ𝑛 раздельно непрерывна и продолжает Φ с 𝑋 на ̃︀𝑋.

Из теоремы 2.9 и утверждения 2.3.2 вытекают следующие следствия.

Следствие 2.10. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 — псевдокомпактные простран-
ства и 𝑋𝑖 — пространство pc-Гротендика для 𝑖 < 𝑛. Тогда любая раздельно
непрерывная функция Φ на произведение

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 продолжается до раздельно

непрерывной функции на произведение
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖 стоун–чеховских расшире-
ний.

Следствие 2.11. Пусть 𝑋1, ... , 𝑋𝑛−1 — счетно компактные пространства,
𝑋𝑛 — псевдокомпактное пространство. Тогда любая раздельно непрерывная
функция Φ на произведение

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 продолжается на произведение

∏︀𝑛
𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖

стоун–чеховских расширений.

Следствие 2.12. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 — псевдокомпактные пространства
pc-Гротендика. Тогда любая раздельно непрерывная функция Φ на произведе-
ние

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 продолжается до раздельно непрерывной функции на произведе-

ние
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖 стоун–чеховских расширений.

Следствие 2.13. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 — счетно компактные простран-
ства. Тогда любая раздельно непрерывная функция Φ на произведение

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖

продолжается на произведение
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖 стоун–чеховских расширений.

Функции нескольких переменных, продолжаемые до
раздельно непрерывных функций

Утверждение 2.3.3. Пусть 𝑋1, 𝑋2 и 𝑋3 псевдокомпактные пространства,
Φ : 𝑋1 × 𝑋2 × 𝑋3 → R 2-𝛽-продолжаемая функция. Тогда Φ продолжается
до раздельно непрерывной функции ̂︀Φ : 𝛽𝑋1 × 𝛽𝑋2 × 𝛽𝑋3 → R.

Доказательство. Положим 𝑌1 = 𝛽𝑋1, 𝑌2 =
⋃︀
{𝑀 𝛽𝑋2

: 𝑀 ⊂ 𝑋2, |𝑋| ≤ 𝜔},
𝑌3 = 𝑋3.

Лемма. Функция Φ продолжается до раздельно непрерывной функции Ψ :
𝑌1 × 𝑌2 × 𝑌3 → R.

Доказательство. Пусть 𝑧 ∈ 𝑌3. Так 𝑧 ∈ 𝑋3 и функция Φ 2-𝛽-продолжаема,
то функция

𝑔𝑧 = 𝑟(Φ, 𝑋1 ×𝑋2 ×𝑋3, 𝑧) : 𝑋1 ×𝑋2 → R

продолжается до раздельно непрерывной функции

𝑔𝑧 : 𝛽𝑋1 × 𝛽𝑋2 → R
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Определим функцию Ψ : 𝑌1 × 𝑌2 × 𝑌3 → R. Пусть 𝑥 ∈ 𝑌1 и 𝑦 ∈ 𝑌2. Положим

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔𝑧(𝑥, 𝑦)

Проверим что функция Ψ раздельно непрерывна. Для (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) ∈ 𝑌1×𝑌2×𝑌3
надо проверить, что функции

ℎ1 = 𝑟(Ψ, 𝑌1 × 𝑌2 × 𝑌3, (𝑦2, 𝑦3)) : 𝑌1 → R,
ℎ2 = 𝑟(Ψ, 𝑌1 × 𝑌2 × 𝑌3, (𝑦1, 𝑦3)) : 𝑌2 → R,
ℎ3 = 𝑟(Ψ, 𝑌1 × 𝑌2 × 𝑌3, (𝑦1, 𝑦2)) : 𝑌3 → R.

непрерывны. Так как

ℎ1(𝑦
′
1) = Ψ(𝑦′1, 𝑦2, 𝑦3) = 𝑔𝑦3(𝑦

′
1, 𝑦2),

ℎ2(𝑦
′
2) = Ψ(𝑦1, 𝑦

′
2, 𝑦3) = 𝑔𝑦3(𝑦1, 𝑦

′
2)

для 𝑦′1 ∈ 𝑌1, 𝑦′2 ∈ 𝑌2 и 𝑔𝑦3 раздельно непрерывная функция, то функции ℎ1 и
ℎ2 непрерывны.

Нам осталось проверить непрерывность функции ℎ3. Существует счетное
𝑃 ⊂ 𝑌2, так что 𝑦2 ∈ 𝑃 . Пусть 𝑃 = {𝑝𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}. Положим

𝑓𝑛 = 𝑟(Φ, 𝑋1 ×𝑋2 ×𝑋3, (𝑝𝑛)) : 𝑋1 ×𝑋3 → R,
𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) = Φ(𝑥, 𝑝𝑛, 𝑦) для (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋1 ×𝑋3,

𝜙𝑛 = Λ𝑋1,𝑋3
(𝑓𝑛) : 𝑋1 → 𝐶𝑝(𝑋3).

Так как функция Φ 2-𝛽-продолжаема, то функция 𝑓𝑛 продолжается до раз-
дельно непрерывной функции 𝑓𝑛 : 𝛽𝑋1 × 𝛽𝑋3 → R. Из теоремы 2.7 вытекает,
что 𝜙𝑛(𝑋1) является компактом Эберлейна. Пусть

𝜙𝑛 : 𝛽𝑋1 → 𝜙𝑛(𝑋1)

есть непрерывное продолжение отображения 𝜙𝑛. Положим

𝐸 =
∏︁
𝑛∈𝜔

𝜙𝑛(𝑋1), 𝜙 = ∆
𝑛∈𝜔

𝜙𝑛 : 𝑋1 → 𝐸.

Пространство 𝐸 является счетным произведением компактов Эберлейна и по-
этому является компактом Эберлейна. Отображение 𝜙 непрерывно, следова-
тельно 𝜙(𝑋1) является псевдокомпактным подпространством компакта Эбер-
лейна. Из теоремы Прейсс–Симона 2.3 вытекает, что 𝜙(𝑋1) является компак-
том Эберлейна. Пусть

𝜙 : 𝛽𝑋1 → 𝐸

есть непрерывное продолжение отображения 𝜙. Так как 𝜙(𝑋1) является ком-
пактом, то 𝜙(𝑋1) = 𝜙(𝛽𝑋1). Следовательно, существует такое 𝑦′1 ∈ 𝑋1, что
𝜙(𝑦′1) = 𝜙(𝑦1). Отметим, что 𝜙𝑛(𝑦′1) = 𝜙𝑛(𝑦1) для каждого ∈ 𝜔. Положим

ℎ′3 = 𝑟(Ψ, 𝑌1 × 𝑌2 × 𝑌3, (𝑦′1, 𝑦2)) : 𝑌3 → R.
58



Проверим, что ℎ3 = ℎ′3. Предположим, противное, то есть ℎ3 ̸= ℎ′3. Тогда
ℎ3(𝑧) ̸= ℎ′3(𝑧) для некоторого 𝑧 ∈ 𝑋3. Так как

ℎ3(𝑧) = Ψ(𝑦1, 𝑦2, 𝑧) = 𝑔𝑧(𝑦1, 𝑦2),

ℎ′3(𝑧) = Ψ(𝑦′1, 𝑦2, 𝑧) = 𝑔𝑧(𝑦
′
1, 𝑦2)

то
𝑔𝑧(𝑦1, 𝑦2) ̸= 𝑔𝑧(𝑦

′
1, 𝑦2)

Так как функция 𝑔𝑧 раздельно непрерывна и 𝑦2 ∈ 𝑃 , то

𝑔𝑧(𝑦1, 𝑝𝑛) ̸= 𝑔𝑧(𝑦
′
1, 𝑝𝑛)

для некоторого 𝑛 ∈ 𝜔. Так как

𝑔𝑧(𝑦1, 𝑝𝑛) = 𝜙𝑛(𝑦1)(𝑧)

𝑔𝑧(𝑦
′
1, 𝑝𝑛) = 𝜙𝑛(𝑦

′
1)(𝑧)

то 𝜙𝑛(𝑦1)(𝑧) ̸= 𝜙𝑛(𝑦
′
1)(𝑧). Противоречие с тем что 𝜙𝑛(𝑦′1) = 𝜙𝑛(𝑦1) для каждого

𝑛 ∈ 𝜔.
Итак, мы показали, что ℎ3 = ℎ′3. Положим

𝑞 = 𝑟(Φ, 𝑋1 ×𝑋2 ×𝑋3, (𝑦
′
1)) : 𝑋2 ×𝑋3 → R,

𝑞(𝑥, 𝑦) = Φ(𝑦′1, 𝑥, 𝑦) для (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋2 ×𝑋3,

𝜓 = 𝜆𝑋2×𝑋3

{2} (𝑞) : 𝑋2 → 𝐶𝑝(𝑋3).

Так как функция Φ 2-𝛽-продолжаема, то функция 𝑞 продолжается до раздель-
но непрерывной функции 𝑞 : 𝛽𝑋2×𝛽𝑋3 → R. Из предложения 2.2.4 вытекает,
что 𝜓(𝑋2) является компактом Эберлейна. Пусть

𝜓 : 𝛽𝑋2 → 𝜓(𝑋2)

есть непрерывное продолжение отображения 𝜓. Так как 𝜓(𝑋2) = 𝜓(𝛽𝑋2), то
𝜓(𝑦′2) = 𝜓(𝑦2) для некоторого 𝑦′2 ∈ 𝑋2. Положим

ℎ′′3 = 𝑟(Ψ, 𝑌1 × 𝑌2 × 𝑌3, (𝑦′1, 𝑦′2)) : 𝑌3 → R.

Проверим, что ℎ3 = ℎ′3 = ℎ′′3. Предположим, противное, то есть ℎ′3 ̸= ℎ′′3. Тогда
ℎ′3(𝑧) ̸= ℎ′′3(𝑧) для некоторого 𝑧 ∈ 𝑋3. Так как

ℎ′3(𝑧) = Ψ(𝑦′1, 𝑦2, 𝑧) = 𝑔𝑧(𝑦
′
1, 𝑦2),

ℎ′′3(𝑧) = Ψ(𝑦′1, 𝑦2, 𝑧) = 𝑔𝑧(𝑦
′
1, 𝑦
′
2)

то
𝑔𝑧(𝑦

′
1, 𝑦2) ̸= 𝑔𝑧(𝑦

′
1, 𝑦
′
2).
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Так как

𝑔𝑧(𝑦
′
1, 𝑦2) = 𝜓(𝑦2)(𝑧),

𝑔𝑧(𝑦
′
1, 𝑦
′
2) = 𝜓(𝑦′2)(𝑧)

то 𝜓(𝑦2)(𝑧) ̸= 𝜓(𝑦′2)(𝑧). Противоречие с тем что 𝜓(𝑦′2) = 𝜓(𝑦2).
Итак, мы показали, что ℎ3 = ℎ′3 = ℎ′′3. Так как 𝑦′1 ∈ 𝑋1, 𝑦′2 ∈ 𝑋2 и 𝑋3 = 𝑌3,

то
ℎ′′3 = 𝑟(Φ, 𝑋1 ×𝑋2 ×𝑋3, (𝑦

′
1, 𝑦
′
2)) : 𝑋3 → R.

Так как функция Φ раздельно непрерывна, то функция ℎ3 = ℎ′′3 непрерывна.

Пусть Ψ : 𝑌1×𝑌2×𝑌3 → R есть раздельно непрерывное продолжение функ-
ции Φ. Так как 𝑌1 компактно, 𝑌2 счетно компактно и 𝑌3 псевдокомпактно, из
следствия 2.11 вытекает, что функция Ψ продолжается до раздельно непре-
рывной функции ̂︀Φ : 𝛽𝑌1 × 𝛽𝑌2 × 𝛽𝑌3 → R. Для доказательства утверждения
осталось отметить, что 𝛽𝑋1 = 𝛽𝑌1, 𝛽𝑋2 = 𝛽𝑌2 и 𝛽𝑋3 = 𝛽𝑌3.

Утверждение 2.3.4. Пусть 𝐴 множество, 𝑋𝛼 есть псевдокомпактное про-
странство для 𝛼 ∈ 𝐴. Тогда любая 2-𝛽-непрерывная функция

Φ : 𝑋 =
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑋𝛼 → R

является 3-𝛽-непрерывной функцией.

Доказательство. Пусть 𝐵 ⊂ 𝐴, |𝐵| ≤ 3, 𝑦 ∈
∏︀

𝛼∈𝐴∖𝐵𝑋𝛼,

𝑓 = 𝑟(𝑋,Φ, 𝑦) :
∏︁
𝛼∈𝐵

𝑋𝛼 → R.

Функция 𝑓 является 2-𝛽-непрерывной функцией, |𝐵| ≤ 3, следовательно, из
утверждения 2.3.3 вытекает, что функция 𝑓 продолжается до раздельно непре-
рывной функции

𝑓 :
∏︁
𝛼∈𝐵

𝛽𝑋𝛼 → R.

Утверждение 2.3.5. Пусть 𝐴 множество, 𝑋𝛼 есть пространство для 𝛼 ∈
𝐴, 𝑚 натуральное число, 𝐵 ⊂ 𝐴, |𝐵| < 𝑚, 𝑙 = 𝑚− |𝐵|,

𝑌𝛼 =

{︃
𝑋𝛼 𝛼 /∈ 𝐵
𝛽𝑋𝛼 𝛼 ∈ 𝐵
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для 𝛼 ∈ 𝐴,
𝑋 =

∏︁
𝛼∈𝐴

𝑋𝛼 𝑌 =
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑌𝛼

Тогда любая 𝑚-𝛽-продолжаемая функция функция Φ : 𝑋 → R продолжается
до 𝑙-𝛽-продолжаемой функция функция Ψ : 𝑌 → R.

Доказательство. Определим функцию Ψ. Пусть 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑢 = 𝜋𝐵(𝑦),

𝑣 = 𝜋𝐴∖𝐵(𝑦) ∈
∏︁

𝛼∈𝐴∖𝐵

𝑋𝛼, 𝑓 = 𝑟(Φ, 𝑋, 𝑣) :
∏︁
𝛼∈𝐵

𝑋𝛼 → R.

Так Φ 𝑚-𝛽-продолжаема, то функция 𝑓 продолжается до раздельно непре-
рывной функции 𝑓 :

∏︀
𝛼∈𝐵 𝛽𝑋𝛼 → R. Положим Ψ(𝑦) = 𝑓(𝑢). Функция Ψ

определена.
Проверим, что Ψ является 𝑙-𝛽-продолжаемой функцией. Пусть 𝐶 ⊂ 𝐴,

|𝐶| ≤ 𝑙, 𝑧 ∈
∏︀

𝛼∈𝐴∖𝐶 𝑌𝛼,

𝑔 = 𝑟(Ψ, 𝑌, 𝑧) :
∏︁
𝛼∈𝐶

𝑌𝛼 → R.

Достаточно доказать, что функция 𝑔 продолжается до раздельно непрерывной
функции 𝑞 :

∏︀
𝛼∈𝐶 𝛽𝑌𝛼 → R. Отметим, что 𝛽𝑋𝛼 = 𝛽𝑌𝛼 для 𝛼 ∈ 𝐴, так что∏︀

𝛼∈𝐶 𝛽𝑌𝛼 =
∏︀

𝛼∈𝐶 𝛽𝑋𝛼. Положим 𝐷 = 𝐵 ∪ 𝐶, 𝑦′ = 𝜋𝐴∖𝐷(𝑦),

ℎ = 𝑟(Φ, 𝑋, 𝑦′) :
∏︁
𝛼∈𝐷

𝑋𝛼 → R.

Так как |𝐷| ≤ 𝑚 и Φ 𝑚-𝛽-продолжаемая функция, то ℎ продолжается до
раздельно непрерывной функции ℎ̂ :

∏︀
𝛼∈𝐷 𝛽𝑋𝛼 → R. Положим

𝑞 = 𝑟(
∏︁
𝛼∈𝐷

𝛽𝑋𝛼, ℎ̂, 𝜋𝐷∖𝐶(𝑦)) :
∏︁
𝛼∈𝐶

𝛽𝑋𝛼 → R.

Так как ℎ̂ раздельно непрерывная функция, то 𝑞 тоже раздельно непрерывна.
По построению, 𝑞 продолжает 𝑔.

Следствие 2.14. Пусть 𝐴 множество, 𝑋𝛼 есть пространство для 𝛼 ∈ 𝐴,
𝛽 ∈ 𝐴

𝑌𝛼 =

{︃
𝑋𝛼, 𝛼 ̸= 𝛽

𝛽𝑋𝛼, 𝛼 = 𝛽

для 𝛼 ∈ 𝐴,
𝑋 =

∏︁
𝛼∈𝐴

𝑋𝛼, 𝑌 =
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑌𝛼.

Тогда любая 3-𝛽-продолжаемая функция функция Φ : 𝑋 → R продолжается
до 2-𝛽-продолжаемой функции Ψ : 𝑌 → R.
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Из утверждения 2.3.4 и следствия 2.14 вытекает

Утверждение 2.3.6. Пусть 𝐴 множество, 𝑋𝛼 есть псевдокомпактное про-
странство для 𝛼 ∈ 𝐴, 𝛽 ∈ 𝐴

𝑌𝛼 =

{︃
𝑋𝛼 𝛼 ̸= 𝛽

𝛽𝑋𝛼 𝛼 = 𝛽

для 𝛼 ∈ 𝐴,
𝑋 =

∏︁
𝛼∈𝐴

𝑋𝛼 𝑌 =
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑌𝛼

Тогда любая 2-𝛽-продолжаемая функция функция Φ : 𝑋 → R продолжается
до 2-𝛽-продолжаемой функции Ψ : 𝑌 → R.

Теорема 2.15. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ...,𝑋𝑛 псевдокомпактные пространства, Φ :∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → R — раздельно непрерывная функция. Тогда следующие условия

эквивалентны:

(1) функция Φ продолжается до раздельно непрерывной функции

̂︀Φ :
𝑛∏︁
𝑖=1

𝛽𝑋𝑖 → R;

(2) функция Φ 2-𝛽-продолжаемая;

(3) функция Φ 2-квазинепрерывная.

Доказательство. (2) ⇔ (3) вытекает из теоремы 2.7, условия (2) и (6). Им-
пликация (1) ⇒ (2) очевидна. Докажем (1) ⇔ (2). Если 𝑛 ≤ 3, то теорема
вытекает из утверждения 2.3.3. Далее будем считать, что 𝑛 > 3. Положим

𝑌𝑙,𝑚 =

{︃
𝛽𝑋𝑚 𝑚 ≤ 𝑙

𝑋𝑚 𝑚 > 𝑙

для 𝑙 = 0, 1, ..., 𝑛 и 𝑚 = 1, ..., 𝑛, 𝑌𝑙 =
∏︀𝑛

𝑚=1 𝑌𝑙,𝑚 для 𝑙 = 0, 1, ..., 𝑛. Отметим,
что

𝑌0 =
𝑛∏︁
𝑖=1

𝑋𝑖 и 𝑌𝑛 =
𝑛∏︁
𝑖=1

𝛽𝑋𝑖.

Индукцией по 𝑙 определим 2-𝛽-продолжаемые отображения Ψ𝑙 : 𝑌𝑙 → R для
𝑙 = 0, 1, ..., 𝑛 таким образом, что Ψ𝑙 продолжает Ψ𝑙−1 для 𝑙 > 0 и Ψ0 = Φ.

𝑙 = 0. Положим Ψ0 = Φ.
𝑙 > 0. 2-𝛽-продолжаемое отображение Ψ𝑙−1 : 𝑌𝑙−1 → R построено. Каж-

дое 𝑌𝑙,𝑚 псевдокомпактно, 𝑌𝑙,𝑚 = 𝑌𝑙−1,𝑚 для 𝑙 ̸= 𝑚 и 𝑌𝑚,𝑚 = 𝛽𝑌𝑚−1,𝑚 =
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𝛽𝑋𝑚. Из утверждения 2.3.6 вытекает, что функция Ψ𝑙−1 продолжается до 2-
𝛽-продолжаемого отображения Ψ𝑙 : 𝑌𝑙 → R.

Отображения Ψ𝑙 построены. По построение, каждое Ψ𝑙 раздельно непре-
рывно и продолжает Φ. Получаем, что отображение

Φ̂ = Ψ𝑛 :
𝑛∏︁
𝑖=1

𝛽𝑋𝑖 → R

раздельно непрерывно и продолжает Φ.

Из теоремы 2.15 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.16. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ...,𝑋𝑛 псевдокомпактные пространства, Φ :∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → R 2-раздельно непрерывная функция. Тогда Φ продолжается до

раздельно непрерывной функции ̂︀Φ :
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽𝑋𝑖 → R.

Непрерывная функция на произведение пространств 2-раздельно непре-
рывна, так что из теоремы 2.16 вытекает

Теорема 2.17. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ...,𝑋𝑛 псевдокомпактные пространства, Φ :∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → R непрерывная функция. Тогда Φ продолжается до раздельно

непрерывной функции ̂︀Φ :
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽𝑋𝑖 → R.

2.4 Продолжение отображений произведения
пространств и операций алгебр на
стоун–чеховское расширение

Отображения на произведениях, продолжаемые до
раздельно непрерывных отображений

Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 есть псевдокомпактные пространства. В этом разделе
выясняется когда раздельно непрерывное отображение Φ произведения

𝑋 = 𝑋1 ×𝑋2 × ...×𝑋𝑛

пространств в некоторое пространство 𝑌 продолжается до раздельно непре-
рывного отображения ̂︀Φ на произведение̃︀𝑋 = 𝛽𝑋1 × 𝛽𝑋2 × ...× 𝛽𝑋𝑛

стоун–чеховских произведений в пространство 𝜇𝑌 .

Утверждение 2.4.1. Если ̂︀Φ : 𝑋 → 𝛽𝑌 есть раздельно непрерывное про-
должение отображения Φ, 𝑀 ⊂ 𝑌 полно по Дьедонне и Φ(𝑋) ⊂ 𝑀 , то̂︀Φ( ̃︀𝑋) ⊂𝑀 .
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Доказательство. Индукцией по 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛 покажем, что ̂︀Φ(𝑌𝑛) ⊂𝑀 , где

𝑌𝑘 = 𝛽 𝑋1 × 𝛽 𝑋2 × ...× 𝛽 𝑋𝑘 ×𝑋𝑘+1 × ...×𝑋𝑛.

Шаг индукции вытекает из того, что 𝑋𝑘+1 есть объединение замыканий неко-
торых псевдокомпактных подмножеств𝑋𝑘 и факта, что замыкание псевдоком-
пактного подпространства в полном по Дьедонне пространстве компактно.

Из утверждение 2.4.1 вытекает

Утверждение 2.4.2. Если ̂︀Φ : ̃︀𝑋 → 𝛽𝑌 есть раздельно непрерывное продол-
жение отображения Φ и Φ(𝑋) ⊂ 𝑌 , то ̂︀Φ( ̃︀𝑋) ⊂ 𝜇𝑌 .

Утверждение 2.4.3. Отображение Φ 𝛽-продолжаемое если и только если
существует раздельно непрерывное продолжение ̂︀Φ : ̃︀𝑋 → 𝜇𝑋 отображения
Φ.

Если 𝑌 = R (то есть Φ есть функция), то функция Φ 𝛽-продолжаемая
если и только если существует раздельно непрерывное продолжение ̂︀Φ :̃︀𝑋 → R функции Φ.

Пусть 𝑚 ≤ 𝑛 есть натуральное число. Обозначим 𝐴 = {1, 2, ..., 𝑛} и

𝒫 = {{𝑥̄} ×
∏︁
𝛼∈𝐵

𝑋𝛼 : 𝐵 ⊂ 𝐴, |𝐵| = 𝑚, 𝑥̄ ∈
∏︁

𝛼∈𝐴∖𝐵

𝑋𝛼}.

Из определений вытекает

Утверждение 2.4.4. Отображение Φ является

• 𝑚-раздельно непрерывным если и только если Φ|𝑃 непрерывно;

• 𝑚-𝛽-продолжаемым если и только если Φ|𝑃 𝛽-продолжаемо;

• 𝑚-квазинепрерывным если и только если Φ|𝑃 квазинепрерывно

для всех 𝑃 ∈ 𝒫.

Несложно проверяется

Утверждение 2.4.5. Пусть 𝑓 : 𝑃 → 𝑌 отображение пространств. Тогда
отображение

(1) 𝑓 непрерывно если и только если функция 𝑔 ∘ 𝑓 непрерывна;

(2) 𝑓 квазинепрерывно если и только если функция 𝑔 ∘ 𝑓 квазинепрерывна

для всех 𝑔 ∈ 𝐶(𝑌 ).
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Утверждение 2.4.6. Отображение Φ

(1) 𝛽-продолжаемо если и только если функция 𝑔 ∘ Φ 𝛽-продолжаема;

(2) раздельно непрерывно если и только если функция 𝑔∘Φ раздельно непре-
рывна;

(3) Φ𝑚-раздельно непрерывно если и только если функция 𝑔∘Φ𝑚-раздельно
непрерывна;

(4) Φ𝑚-𝛽-продолжаемо если и только если функция 𝑔∘Φ𝑚-𝛽-продолжаема;

(5) Φ𝑚-квазинепрерывно если и только если функция 𝑔∘Φ𝑚-квазинепрерывна

для всех 𝑔 ∈ 𝐶(𝑌 ).

Доказательство. (1) (⇒) Пусть ̂︀Φ : ̃︀𝑋 → 𝛽 𝑌 есть раздельно непрерывное
продолжение отображения Φ. Для 𝑔 ∈ 𝐶(𝑌 ), обозначим 𝛽𝑔 : 𝛽 𝑌 → 𝛽 R
продолжение функции 𝑔. Тогда отображение 𝑞 = 𝛽𝑔 ∘ ̂︀Φ : ̃︀𝑋 → 𝛽 R является
раздельно непрерывным продолжением функции 𝑔 ∘ Φ. (⇐) Для 𝑔 ∈ 𝐶(𝑌 )

обозначим через 𝑞𝑔 : ̃︀𝑋 → 𝛽 R раздельно непрерывное продолжение функции
𝑔 ∘ Φ. Положим ̂︀Φ = Δ

𝑔∈𝐶(𝑌 )

𝑞𝑔 : ̃︀𝑋 → (𝛽 R)𝐶(𝑌 )

𝛽 𝑌 естественным образом вкладывается в (𝛽 R)𝐶(𝑌 ), при таком отождествле-
нии, ̂︀Φ( ̃︀𝑋) ⊂ 𝛽 𝑌 и ̂︀Φ является раздельно непрерывном продолжением отоб-
ражения Φ.

Пункт (2) является частным случаем пункта (3) при 𝑚 = 1.
Пункты (3), (4) и (5) вытекают из утверждений 2.4.4 и 2.4.5.

Из теоремы 2.15, утверждений 2.4.6 и 2.4.3 вытекает следующая теорема.

Теорема 2.18. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 есть псевдокомпактные простран-
ства, 𝑌 пространство и

Φ : 𝑋1 ×𝑋2 × ...×𝑋𝑛 → 𝑌

есть раздельно непрерывное отображение. Тогда следующие условия эквива-
лентны:

(1) отображение Φ продолжается до раздельно непрерывного отображе-
ния ̂︀Φ : 𝛽𝑋1 × 𝛽𝑋2 × ...× 𝛽𝑋𝑛 → 𝜇𝑌 ;

(2) отображение Φ 2-𝛽-продолжаемо;
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(3) отображение Φ 2-квазинепрерывно.

Следствие 2.19. Пусть 𝑋 и 𝑌 есть псевдокомпактные пространства, 𝑍
есть пространство,

Φ : 𝑋 × 𝑌 → 𝑍

есть раздельно непрерывное отображение. Тогда следующие условия эквива-
лентны:

(1) отображение Φ продолжается до раздельно непрерывного отображе-
ния ̂︀Φ : 𝛽 𝑋 × 𝛽 𝑌 → 𝛽 𝑍;

(2) отображение Φ квазинепрерывно.

Следствие 2.20. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 есть псевдокомпактные простран-
ства, 𝑌 пространство и отображение Φ :

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → 𝑌 непрерывно. То-

гда отображение Φ продолжается до раздельно непрерывного отображения̂︀Φ :
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖 → 𝜇𝑌 .

Из теорем 2.9 и 2.20, утверждений 2.4.6 и 2.4.3 вытекает следующая тео-
рема.

Теорема 2.21. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 есть псевдокомпактные простран-
ства, 𝑌 — пространство и для различных 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, ..., 𝑛} пара (𝑋𝑖, 𝑋𝑗)
является парой Гротендика. Тогда любое раздельно непрерывное отображе-
ние

Φ : 𝑋1 ×𝑋2 × ...×𝑋𝑛 → 𝑌

продолжается до раздельно непрерывного отображения

̂︀Φ : 𝛽 𝑋1 × 𝛽 𝑋2 × ...× 𝛽 𝑋𝑛 → 𝜇𝑌.

Из теоремы 2.21 и утверждения 2.3.2 вытекают следующие следствия.

Следствие 2.22. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 — псевдокомпактные пространства,
𝑌 — пространство и 𝑋𝑖 — пространство pc-Гротендика для 𝑖 < 𝑛. Тогда
любое раздельно непрерывное отображение Φ :

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → 𝑌 продолжается

до раздельно непрерывного отображения ̂︀Φ :
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖 → 𝜇𝑌 .

Следствие 2.23. Пусть 𝑋1, ... , 𝑋𝑛−1 — счетно компактные пространства,
𝑋𝑛 — псевдокомпактное пространство, 𝑌 — пространство. Тогда любое раз-
дельно непрерывное отображение Φ :

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → 𝑌 продолжается до раздель-

но непрерывного отображения ̂︀Φ :
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖 → 𝜇𝑌 .
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Следствие 2.24. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 — псевдокомпактные простран-
ства pc-Гротендика, 𝑌 — пространство. Тогда любое раздельно непрерывное
отображение Φ :

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → 𝑌 продолжается до раздельно непрерывного

отображения ̂︀Φ :
∏︀𝑛

𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖 → 𝜇𝑌 .

Следствие 2.25. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ... , 𝑋𝑛 — счетно компактные простран-
ства, 𝑌 — пространство. Тогда любое раздельно непрерывное отображение
Φ :

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → 𝑌 продолжается до раздельно непрерывного отображения̂︀Φ :

∏︀𝑛
𝑖=1 𝛽 𝑋𝑖 → 𝜇𝑌 .

Теорема 2.26. Пусть 𝑋 и 𝑌 компактные пространство, 𝑍 ⊂ 𝑋 × 𝑌 псев-
докомпактное подпространство, 𝑆 пространство и Φ : 𝑋×𝑌 → 𝑆 раздельно
непрерывное отображение. Если отображение Φ|𝑍 непрерывно, то отобра-
жение Φ|𝑍 непрерывно.

Доказательство. Достаточно проверить, что функция 𝑓 |𝑍 непрерывна для
любой 𝑔 ∈ 𝐶(𝑆) и 𝑓 = 𝑔 ∘Φ. Так как 𝑓 ∈ 𝑆𝐶(𝑋 × 𝑌 ) и 𝑓 |𝑍 непрерывна, то из
предложения 2.2.10 вытекает что функция 𝑓 |𝑍 непрерывна.

Следствие 2.27. Пусть 𝑋 псевдокомпактное пространство, 𝑌 простран-
ство, отображение Φ : 𝑋 × 𝑋 → 𝑌 раздельно непрерывное отображение и
отображение Φ|Δ𝑋

непрерывно (∆𝑋 — диагональ в 𝑋2). Тогда отображение
Φ|Δ𝛽 𝑋

непрерывно.

Следствие 2.28. Пусть 𝑋 псевдокомпактное пространство, 𝑌 простран-
ство, отображение Φ : 𝑋 × 𝑋 → 𝑌 раздельно непрерывное отображение и
Φ(𝑥, 𝑥) = {𝑦} для некоторого 𝑦 ∈ 𝑌 и всех 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда Φ(𝑥, 𝑥) = 𝑦 для всех
𝑥 ∈ 𝛽 𝑋.

Продолжение операций алгебр на стоун–чеховское
расширение

Из теоремы 2.18 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.29. Пусть X = (𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚) есть алгебра с раздельно непре-
рывными операциями 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚 и типом 𝑛̄ = (𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑚). Предполо-
жим, что 𝑋 псевдокомпактное пространство и операция 𝑓𝑖 2-квазинепрерывна
для 𝑖 = 1, ...,𝑚. Тогда операции 𝑓𝑖 продолжаются до раздельно непрерывных
операций

𝑓𝑖 : (𝛽 𝑋)𝑛𝑖 → 𝛽 𝑋

на 𝛽 𝑋 для для 𝑖 = 1, ...,𝑚 и, следовательно, алгебра X гомоморфно вклады-
вается в компактную алгебру

Y = (𝛽 𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚)
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с раздельно непрерывными операциями.

Так как непрерывное отображение является 2-квазинепрерывным, то из
теоремы 2.29 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.30. Пусть X = (𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚) есть псевдокомпактная алгебра
с непрерывными операциями 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚 и типом 𝑛̄ = (𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑚). Тогда
операции 𝑓𝑖 продолжаются до раздельно непрерывных операций на 𝛽 𝑋 для
для 𝑖 = 1, ...,𝑚 и, следовательно, алгебра X гомоморфно вкладывается в ком-
пактную алгебру

Y = (𝛽 𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚)

с раздельно непрерывными операциями.

Из теоремы 2.21 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.31. Пусть X = (𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚) есть алгебра с раздельно непре-
рывными операциями 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚 и типом 𝑛̄ = (𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑚). Предполо-
жим, что 𝑋 псевдокомпактное пространство и (𝑋,𝑋) есть пара Гротен-
дика. Тогда операции 𝑓𝑖 продолжаются до раздельно непрерывных операций
на 𝛽 𝑋 для для 𝑖 = 1, ...,𝑚 и, следовательно, алгебра X гомоморфно вклады-
вается в компактную алгебру

Y = (𝛽 𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚)

с раздельно непрерывными операциями.

Из теорем 2.29, 2.31 и следствий 2.22, 2.23, 2.24, 2.25 вытекает следующее
следствие

Следствие 2.32. Пусть X = (𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚) есть псевдокомпактная алгеб-
ра с раздельно непрерывными операциями. Предположим выполняется одно
из перечисленных ниже условий:

(1) операции X 2-квазинепрерывны;

(2) операции X непрерывны;

(3) (𝑋,𝑋) есть пара Гротендика;

(4) 𝑋 есть пространство pc-Гротендика;

(5) 𝑋 принадлежит одному из перечисленных ниже классам пространств:

(a) счетно компактные пространства;

(b) пространства счетной тесноты;

(c) сепарабельные пространства;

68



(d) 𝑘-пространства;

(e) пространства с плотным 𝜎-компактным подпространством.

Тогда операции X продолжаются до раздельно непрерывных операций на 𝛽 𝑋
и X гомоморфно вкладывается в компактную алгебру Y = (𝛽 𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚)
с раздельно непрерывными операциями.

2.5 Факторизация раздельно непрерывных
отображений и вложение алгебр в
произведение метризуемых алгебр

Факторизация раздельно непрерывных отображений
нескольких переменных

Пусть 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛, 𝑌 есть пространства, 𝑋 =
∏︀𝑛

𝑖=1𝑋𝑛, Φ : 𝑋 → 𝑌
раздельно непрерывное отображение.

Пусть 𝑋 ′1, 𝑋 ′2, ..., 𝑋 ′𝑛 пространства, 𝑋 ′ =
∏︀𝑛

𝑖=1𝑋
′
𝑛. Отображение Φ 𝑠𝑐-

факторизуется через произведение 𝑋 ′, если существуют непрерывные сю-
рьективные отображения 𝑓 ′𝑖 : 𝑋𝑖 → 𝑋 ′𝑖 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛 и раздельно непрерыв-
ное отображение Φ′ : 𝑋 ′ → 𝑌 , так что Φ = Φ′ ∘ 𝑓 ′, где 𝑓 = 𝑓 ′1 × 𝑓 ′2 × ... × 𝑓 ′𝑛.
Набор (𝑓 ′, 𝑋 ′,Φ′) назовем 𝑠𝑐-факторизацией отображения Φ.

На всех 𝑠𝑐-факторизациях отображения Φ введем отношение частичного
порядка. Пусть (𝑓 ′, 𝑋 ′,Φ′) и (𝑓 ′′, 𝑋 ′′,Φ′′) две 𝑠𝑐-факторизации отображения Φ.
Тогда 𝑠𝑐-факторизация (𝑓 ′, 𝑋 ′,Φ′) меньше 𝑠𝑐-факторизации (𝑓 ′′, 𝑋 ′′,Φ′′), если
существуют непрерывные отображения 𝑔𝑖 : 𝑋 ′𝑖 → 𝑋 ′′𝑖 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛, так что
𝑓 ′′ = 𝑓 ′ ∘ 𝑔, где 𝑔 = 𝑔1 × ...× 𝑔𝑛.

Тождественная 𝑠𝑐-факторизация (id𝑋 , 𝑋,Φ) является минимальной 𝑠𝑐-фак-
торизацией в этом порядке.

Порядок на 𝑠𝑐-факторизациях задает отношение эквивалентности на 𝑠𝑐-
факторизациях: 𝑠𝑐-факторизация 𝑎′ = (𝑓 ′, 𝑋 ′,Φ′) эквивалентна 𝑠𝑐-факторизации
𝑎′′ = (𝑓 ′′, 𝑋 ′′,Φ′′) если 𝑎′ ≤ 𝑎′′ и 𝑎′′ ≤ 𝑎′. 𝑠𝑐-факторизация 𝑎′ эквивалентна 𝑎′′
если и только если существуют гомеоморфизмы 𝑔𝑖 : 𝑋

′
𝑖 → 𝑋 ′′𝑖 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛,

так что 𝑓 ′′ = 𝑓 ′ ∘ 𝑔, где 𝑔 = 𝑔1 × ...× 𝑔𝑛 есть гомеоморфизм 𝑋 ′ на 𝑋 ′′.
Нас интересует, когда отображение Φ 𝑠𝑐-факторизуется через произведение

𝑋 ′ пространств, чем либо лучшее чем исходное произведение 𝑋.
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Обозначим

𝑋(𝑖) =
∏︁
{𝑋𝑗 : 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑖− 1, 𝑖+ 1, ..., 𝑛}

=
∏︁
{𝑋𝑗 : 𝑗 ̸= 𝑖 и 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛},

𝜋𝑖 : 𝑋 → 𝑋𝑖, (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ↦→ 𝑥𝑖,

𝜋(𝑖) : 𝑋 → 𝑋(𝑖), (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ↦→ (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑛).

Напомним,

Λ𝑖(Φ) : 𝑋𝑖 → 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑖), 𝑌 ),

Λ𝑖(Φ)(𝑥𝑖)(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑛) = Φ(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛).

Обозначим

̃︀𝑋𝑖 := Λ𝑖(Φ)(𝑋𝑖), 𝛿(Φ)

𝑖 := Λ𝑖(Φ) : 𝑋𝑖 → ̃︀𝑋𝑖, ̃︀𝑋 :=
𝑛∏︁
𝑖=1

̃︀𝑋𝑖,

𝛿(Φ) :=
𝑛∏︁
𝑖=1

𝛿(Φ)

𝑖 : 𝑋 → ̃︀𝑋.
Будем говорить, что Φ определяет топологию 𝑋𝑖, если отображение 𝛿(Φ)

𝑖 :

𝑋𝑖 → ̃︀𝑋𝑖 является гомеоморфизмом. Будем говорить, что Φ определяет то-
пологию сомножителей, если Φ определяет топологию каждого 𝑋𝑖 для 𝑖 =
1, ..., 𝑛.

Утверждение 2.5.1.

(1) Пусть 𝑥̄, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝛿(Φ)(𝑥̄) = 𝛿(Φ)(𝑦). Тогда Φ(𝑥̄) = Φ(𝑦).

(2) Существует и единственное отображение ̃︀Φ : ̃︀𝑋 → 𝑌 , так что Φ =̃︀Φ ∘ 𝛿(Φ).

(3) Отображение ̃︀Φ раздельно непрерывно.

(4) (𝛿(Φ), ̃︀𝑋, ̃︀Φ) является максимальной 𝑠𝑐-факторизацией.

(5) Отображение ̃︀Φ определяет топологию сомножителей.

(6) ̃︀𝑋 вкладывается в 𝑌 𝐴 для некоторого множества 𝐴.

70



Доказательство. (1) Пусть

𝑥̄ = 𝑤̄1 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛),

𝑤̄2 = (𝑦1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛),

...

𝑤̄𝑖 = (𝑦1, 𝑦2, ...𝑦𝑖, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑛),

...

𝑤̄𝑛−1 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑛−1, 𝑥𝑛),

𝑦 = 𝑤̄𝑛 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑛).

Из того, что 𝛿(Φ)

𝑖 (𝑥𝑖) = 𝛿(Φ)

𝑖 (𝑦𝑖) вытекает, что Φ(𝑢̄) = Φ(𝑣), если 𝜋(𝑖)(𝑢̄) = 𝜋(𝑖)𝑣,
𝜋𝑖(𝑢̄) = 𝑥𝑖 и 𝜋𝑖(𝑣) = 𝑦𝑖. Из этого факта вытекает, что Φ(𝑤̄𝑖) = Φ(𝑤̄𝑖+1) для
𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛− 1. Следовательно, Φ(𝑥̄) = Φ(𝑤̄1) = Φ(𝑤̄𝑛) = Φ(𝑦).

(2) Пусть 𝑥̃ ∈ ̃︀𝑋 и 𝑥̄ ∈ (𝛿(Φ))−1(𝑥̃). Положим ̃︀Φ(𝑥̃) = Φ(𝑥̄). Из (1) вытекает,
что отображение ̃︀Φ определено корректно. По построению, Φ = ̃︀Φ ∘ 𝛿(Φ). Из
этого вытекает, что ̃︀Φ определено однозначно.

(3) Пусть 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛},

(𝑢1, 𝑢2, ...𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖+1, ..., 𝑢𝑛) ∈ ̃︀𝑋(𝑖),

𝑠 : ̃︀𝑋𝑖 → 𝑌, 𝑢 ↦→ ̃︀Φ(𝑢1, 𝑢2, ...𝑢𝑖−1, 𝑢, 𝑢𝑖+1, ..., 𝑢𝑛).

Нам надо проверить, что отображение 𝑠 непрерывно. Пусть 𝑥𝑗 ∈ (𝛿(Φ)

𝑗 )−1(𝑢𝑗)
для 𝑗 ̸= 𝑖 и 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝑋(𝑖). Тогда 𝑠(𝑢) = 𝑢(𝑥). Так как 𝑢 ∈̃︀𝑋𝑖 ⊂ 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑖), 𝑌 ) и 𝑥 ∈ 𝑋(𝑖), то отображение ̃︀𝑋𝑖 → 𝑌, 𝑢 ↦→ 𝑢(𝑥) непрерывно.

(4) Пусть (𝑓 ′, 𝑋 ′,Φ′) есть 𝑠𝑐-факторизация Φ. Пусть 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛}, 𝑥′ ∈ 𝑋 ′𝑖
и 𝑥̄ = (𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝑋(𝑖). Определим 𝑔𝑖(𝑥

′) : 𝑋 ′𝑖 → ̃︀𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑖), 𝑌 ) и
𝑞𝑖(𝑥̄) ∈ 𝐶𝑝(𝑋 ′𝑖, 𝑌 ). Положим

𝑞𝑖(𝑥̄)(𝑥
′) = 𝑔𝑖(𝑥

′)(𝑥̄) = Φ′(𝑓 ′1(𝑥1), ..., 𝑓
′
𝑖−1(𝑥𝑖−1), 𝑥

′, 𝑓 ′𝑖+1(𝑥𝑖+1), ..., 𝑓
′
𝑛(𝑥𝑛)).

Так как Φ′ раздельно непрерывно, то отображение 𝑞𝑖(𝑥̄) непрерывно, то есть
𝑞𝑖(𝑥̄) ∈ 𝐶𝑝(𝑋 ′𝑖, 𝑌 ). Так как отображения 𝑓 ′𝑗 для 𝑗 = 1, ..., 𝑛 непрерывны и Φ′

раздельно непрерывно, то отображение 𝑔𝑖(𝑥′) раздельно непрерывно, то есть
𝑔𝑖(𝑥

′) ∈ 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑖), 𝑌 ). Пусть 𝑥𝑖 ∈ (𝑓 ′𝑖)
−1(𝑥′). Тогда

𝑔𝑖(𝑓
′
𝑖(𝑥𝑖))(𝑥̄) = Φ′(𝑓 ′1(𝑥1), ..., 𝑓

′
𝑖−1(𝑥𝑖−1), 𝑓

′
𝑖(𝑥𝑖), 𝑓

′
𝑖+1(𝑥𝑖+1), ..., 𝑓

′
𝑛(𝑥𝑛))

= Φ′ ∘ 𝑓 ′(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = Φ(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 𝛿(Φ)

𝑖 (𝑥𝑖)(𝑥̄).

Следовательно, 𝑔𝑖 ∘ 𝑓 ′𝑖 = 𝛿(Φ)

𝑖 , 𝑔𝑖(𝑋 ′𝑖) = ̃︀𝑋𝑖 и 𝑔 ∘ 𝑓 ′ = 𝛿(Φ), где 𝑔 =
∏︀𝑛

𝑖=1 𝑔𝑖 и
𝑓 ′ =

∏︀𝑛
𝑖=1 𝑓

′
𝑖 .

Нам осталось проверить непрерывность отображения 𝑔𝑖. Предбазу про-
странства 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑖), 𝑌 ) ⊃ ̃︀𝑋𝑖 образуют множества вида

𝑊 (𝑥̄, 𝑈) = {𝑥̃ ∈ 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑖), 𝑌 ) : 𝑥̃(𝑥̄) ∈ 𝑈},
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где 𝑥̄ ∈ 𝑋(𝑖) и 𝑈 ⊂ 𝑌 открыто. Тогда

𝑔−1𝑖 (𝑊 (𝑥̄, 𝑈)) = {𝑥′ ∈ 𝑋 ′𝑛 : 𝑞𝑖(𝑥̄)(𝑥
′) = 𝑔𝑖(𝑥

′)(𝑥̄) ∈ 𝑈}.

Так как отображение 𝑞𝑖(𝑥̄)(𝑥′) непрерывно, то множество 𝑔−1𝑖 (𝑊 (𝑥̄, 𝑈)) откры-
то.

(5) 𝑠𝑐-факторизация (𝛿(̃︀Φ) ∘ 𝛿(Φ),
̃︀̃︀𝑋, ̃︀̃︀Φ) больше или равна 𝑠𝑐-факторизации

(𝛿(Φ), ̃︀𝑋, ̃︀Φ). Так как (𝛿(Φ), ̃︀𝑋, ̃︀Φ) максимальная 𝑠𝑐-факторизация, то отображе-

ние 𝛿(̃︀Φ) : ̃︀𝑋 → ̃︀̃︀𝑋 является гомеоморфизмом, то есть 𝛿(̃︀Φ)

𝑖 : ̃︀𝑋𝑖 →
̃︀̃︀𝑋 𝑖 является

гомеоморфизмом для 𝑖 = 1, ..., 𝑛, что и означает, что ̃︀Φ определяет топологию
сомножителей ̃︀𝑋.

(6) Так как ̃︀𝑋𝑖 = Λ𝑖(𝑋𝑖) ⊂ 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑖), 𝑌 ) ⊂ 𝑌 𝑋(𝑖),

то ̃︀𝑋 ⊂ 𝑌 𝐴, где 𝐴 = 𝑋(1) ∪𝑋(2) ∪ ... ∪𝑋(𝑛).

Из утверждения 2.5.1 вытекает следующее утверждение.

Предложение 2.5.2. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛, 𝑌 есть пространства, 𝑋 =∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑛, Φ : 𝑋 → 𝑌 раздельно непрерывное отображение.

(1) 𝑠𝑐-факторизация (𝛿(Φ), ̃︀𝑋, ̃︀Φ) является максимальной 𝑠𝑐-факторизацией
и ̃︀Φ определяет топологию сомножителей ̃︀𝑋. Пространство ̃︀𝑋 вкла-
дывается в 𝑌 𝐴 для некоторого множества 𝐴.

(2) Отображение Φ определяет топологию сомножителей 𝑋 если и толь-
ко если тождественная 𝑠𝑐-факторизация (id𝑋 , 𝑋,Φ) является макси-
мальной.

Нас интересует следующий общий вопрос.

Задача 2.33. Пусть 𝒜 и ℬ классы пространств. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛 ∈ 𝒜 и
Φ : 𝑋 =

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → 𝑌 раздельно непрерывное отображение. Существует ли

𝑠𝑐-факторизация (𝑓,𝑋 ′,Φ′) отображения ℱ через произведение 𝑋 ′ =
∏︀𝑛

𝑖=1𝑋
′
𝑖,

где 𝑋 ′1, 𝑋 ′2, ..., 𝑋 ′𝑛 ∈ ℬ?

Как показывает предложение 2.5.2, в случае, когда класс 𝒜 инвариантен
относительно непрерывных образов, задача 2.33 эквивалентна следующей за-
даче.

Задача 2.34. Пусть 𝒜 и ℬ классы пространств. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛 ∈ 𝒜
и отображение Φ : 𝑋 =

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 → 𝑌 раздельно непрерывно и определяет

топологию сомножителей в 𝑋. Верно ли, что 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛 ∈ ℬ?
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Предложение 2.5.3. Пусть 𝑋1 и 𝑋2 есть компактные пространства, 𝑋 =
𝑋1 ×𝑋2, Φ ∈ 𝑆𝐶(𝑋) определяет топологию сомножителей в произведении
𝑋. Тогда 𝑋1 и 𝑋2 компакты Эберлейна.

Доказательство. Так как Φ определяет топологию сомножителей, то отобра-
жения 𝛿(Φ)

1 : 𝑋1 → 𝐶𝑝(𝑋2) и 𝛿(Φ)

2 : 𝑋2 → 𝐶𝑝(𝑋1) являются топологическими
вложениями. Так как компактные подпространства пространства функций
над компактами в топологии поточечной сходимости являются компактами
Эберлейна, то 𝑋1 и 𝑋2 являются компактами Эберлейна.

Предложение 2.5.4. Пусть 𝑋1, 𝑋2 и 𝑋3 есть компактные пространства,
у пространство 𝑋3 сепарабельно, 𝑋 = 𝑋1 ×𝑋2 ×𝑋3, Φ ∈ 𝑆𝐶(𝑋) определя-
ет топологию сомножителей в произведении 𝑋. Тогда 𝑋1 и 𝑋2 компакты
Эберлейна.

Доказательство. Так как Φ определяет топологию сомножителей, то отоб-
ражение 𝛿(Φ)

1 : 𝑋1 → 𝑆𝐶𝑝(𝑋(1)) являются топологическим вложением. Пусть
𝑀 ⊂ 𝑋3 есть счетное плотное множество. Отображение

𝜋 : 𝑆𝐶𝑝(𝑋(1))→ (𝐶𝑝(𝑋2))
𝑀 , 𝜋(𝑓)(𝑚)(𝑥2) = 𝑓(𝑥2,𝑚)

непрерывно и взаимнооднозначно. Следовательно,𝑋1 вкладывается в (𝐶𝑝(𝑋2))
𝑀 .

Компактные подпространства 𝐶𝑝(𝑋2) являются компактами Эберлейна и клас-
сы компактов Эберлейна замкнуты относительно счетных произведений, пе-
реходу к замкнутым подпространствам. Поэтому 𝑋1 компакт Эберлейна. Ана-
логично, 𝑋2 компакт Эберлейна.

Предложение 2.5.5 (Theorem 2.1 [52]). Пусть 𝑋1, 𝑋2 и 𝑋3 есть компакт-
ные пространства, у пространства 𝑋3 счетное число Суслина, 𝑋 = 𝑋1 ×
𝑋2 ×𝑋3, Φ ∈ 𝑆𝐶(𝑋) определяет топологию сомножителей в произведении
𝑋. Тогда 𝑋1 и 𝑋2 компакты Корсона.

Предложение 2.5.6. Пусть 𝑋1 и 𝑋2 есть компактные пространства, 𝑋 =
𝑋1×𝑋2, 𝑌 есть такое пространство, что любое компактное подмножество
𝑌 метризуемо, Φ ∈ 𝑆𝐶(𝑋, 𝑌 ) определяет топологию сомножителей в про-
изведении 𝑋. Тогда

(1) 𝑑(𝑋1) = 𝑑(𝑋2) = 𝑤(𝑋1) = 𝑤(𝑋2);

(2) компакты 𝑋1 и 𝑋2 монолитны.

Доказательство. (1) Покажем, что 𝑤(𝑋1) ≤ 𝑑(𝑋2). Пусть 𝐷 ⊂ 𝑋2 ⊂ 𝐷.
Отображение 𝛿(Φ)

1 : 𝑋1 → 𝐶𝑝(𝑋2, 𝑌 ) является топологическим вложением.
Отображение

𝜙 : 𝐶𝑝(𝑋2, 𝑌 )→ 𝑋𝐷, 𝑓 ↦→ 𝑓 |𝐷
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непрерывно и иньективно. Тогда отображение 𝜙 ∘ 𝛿(Φ)

1 : 𝑋1 → 𝑌 𝐷 непрерывно
и иньективно. Так как 𝑋1 компакт, то 𝜙∘𝛿(Φ)

1 является топологическим вложе-
нием и 𝐾 = 𝜙(𝛿(Φ)

1 (𝑋1)) гомеоморфно 𝑋1. Тогда 𝐾 вкладывается в
∏︀

𝛼∈𝐷𝐾𝛼,
где 𝐾𝛼 есть проекция 𝐾 на 𝑌𝛼, 𝐾𝛼 = {𝑓(𝛼) : 𝑓 ∈ 𝐾}. Пространство 𝐾𝛼 ⊂ 𝑌
компактно и метризуемо, следовательно 𝑤(𝐾) ≤ 𝜔 · |𝐷|.

Аналогично, 𝑤(𝑋2) ≤ 𝑑(𝑋1). Получаем 𝑤(𝑋1) ≤ 𝑑(𝑋2) ≤ 𝑤(𝑋2) ≤ 𝑑(𝑋1) ≤
𝑤(𝑋1).

(2) Пусть 𝑀 ⊂ 𝑋1. Положим 𝑆1 = 𝑀 , 𝑆2 = 𝑋2, 𝑆 = 𝑆1 × 𝑆2, Ψ = Φ|𝑆.
Так как 𝛿(Φ)

1 является топологическим вложением, то 𝛿(Ψ)

1 = 𝛿(Φ)

1

⃒⃒
𝑆1

также явля-
ется топологическим вложением и 𝑆1 гомеоморфно ̃︀𝑆1 = 𝛿(Ψ)

1 (𝑆1). Так как, в
силу предложения 2.5.2, ̃︀Ψ определяет топологию в произведении ̃︀𝑆1×̃︀𝑆2 и про-
странства ̃︀𝑆1 и ̃︀𝑆2 компактны, то из (1) вытекает, что 𝑤(𝑀) = 𝑤(̃︀𝑆1) ≤ |𝑀 |.

На произведении 𝑋 рассмотрим топологию 𝒯𝑆𝐶 , которая порождена все-
ми раздельно непрерывным функциями на 𝑋, относительно этой топологии,
отображение

△
𝑓∈𝑆𝐶(𝑋)

𝑓 : (𝑋, 𝒯𝑆𝐶)→ R𝑆𝐶(𝑋)

является топологическим вложением. Пространство (𝑋, 𝒯𝑆𝐶) будем обозна-
чать как (𝑋)𝑆𝐶 . Тогда

𝐶𝑝((𝑋)𝑆𝐶) = 𝑆𝐶𝑝(𝑋).

Утверждение 2.5.7. Если 𝑋𝑖 с калибром 𝜔1 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛, то (𝑋)𝑆𝐶 с
калибром 𝜔1.

Доказательство. Докажем индукцией по 𝑛. Для 𝑛 = 1 утверждение очевид-
но. Пусть 𝑛 > 1. Пусть 𝛾 есть несчетное семейство открытых множеств в
(𝑋)𝑆𝐶 . Отображение 𝜋𝑛 : (𝑋)𝑆𝐶 → 𝑋𝑛 открыто. Тогда {𝜋𝑛(𝑈) : 𝑈 ∈ 𝛾} есть
несчетное семейство открытых множеств в 𝑋𝑛. Так как у 𝑋𝑛 калибр 𝜔1, то
существует 𝑥𝑛 ∈

⋂︀
{𝜋𝑛(𝑈) : 𝑈 ∈ 𝛾′} ≠ ∅ для некоторого несчетно 𝛾′ ⊂ 𝛾. По-

ложим 𝑋 ′ = 𝜋−1𝑛 (𝑥𝑛). Пространство 𝑋 ′ гомеоморфно (
∏︀𝑛−1

𝑖=1 𝑋𝑖)𝑆𝐶 . Несчетное
семейство {𝑈 ∩𝑋 ′ : 𝑈 ∈ 𝛾′} состоит из непустых открытых подмножеств 𝑋 ′.
По предположению индукции, у пространства 𝑋 ′ калибр 𝜔1. Следовательно,
∅ ̸=

⋂︀
{𝑈 ∩ 𝑋 ′ : 𝑈 ∈ 𝛾′′} ⊂

⋂︀
{𝑈 : 𝑈 ∈ 𝛾′′} для некоторого несчетного

𝛾′′ ⊂ 𝛾′ ⊂ 𝛾.

Утверждение 2.5.8. Пусть Φ ∈ 𝑆𝐶(𝑋) определяет топологию сомножи-
телей в 𝑋. Положим

Ψ : 𝑋1×𝑋2 → 𝑌 = 𝑆𝐶𝑝(𝑋3×...×𝑋𝑛),Ψ(𝑥1, 𝑥2)(𝑥3, ..., 𝑥𝑛) = Φ(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ..., 𝑥𝑛).

Тогда Ψ определяет топологию сомножителей в 𝑋1 ×𝑋2.
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Доказательство. Для естественных гомеоморфизмов

𝑗1 : 𝐶𝑝(𝑋2, 𝑌 )→ 𝑆𝐶𝑝(𝑋(1)), 𝑗1(𝑓)(𝑥2, 𝑥3, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥2)(𝑥3, ..., 𝑥𝑛),

𝑗2 : 𝐶𝑝(𝑋1, 𝑌 )→ 𝑆𝐶𝑝(𝑋(2)), 𝑗2(𝑔)(𝑥1, 𝑥3, ..., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥1)(𝑥3, ..., 𝑥𝑛),

следующие диаграммы коммутативны:

𝑋1

𝐶𝑝(𝑋2, 𝑌 ) 𝑆𝐶𝑝(𝑋(1))

𝑋2

𝐶𝑝(𝑋1, 𝑌 ) 𝑆𝐶𝑝(𝑋(2))

𝛿
(Ψ)
1 𝛿

(Φ)
1

𝑗1

𝛿
(Ψ)
2 𝛿

(Φ)
2

𝑗2

Следовательно, для 𝑖 = 1, 2, из того, что 𝛿(Φ)

𝑖 является топологическим вложе-
нием, вытекает, что 𝛿(Ψ)

𝑖 является топологическим вложением.

Предложение 2.5.9 (Theorem 11.12 [64]). Пусть 𝑋 пространство с калиб-
ром 𝜔1. Тогда любой монолитный компакт в 𝐶𝑝(𝑋) метризуем.

Предложение 2.5.10. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛 есть компактные простран-
ства с калибром 𝜔1, 𝑋 =

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑛 и 𝑌 есть сепарабельное метризуемое про-

странство. Тогда любое компактное подмножество 𝑆𝐶𝑝(𝑋, 𝑌 ) метризуемо.

Доказательство. Пространство 𝑌 вкладывается в R𝜔, поэтому 𝑆𝐶𝑝(𝑋, 𝑌 )
вкладывается в 𝑆𝐶𝑝(𝑋,R𝜔). Пространство 𝑆𝐶𝑝(𝑋,R𝜔) гомеоморфно 𝑆𝐶𝑝(𝑋,R)𝜔.
Любое компактное подпространство 𝑆𝐶𝑝(𝑋, 𝑌 ) вкладывается в 𝑆𝐶𝑝(𝑋)𝜔, так
что достаточно показать, что любое компактное подпространство 𝑆𝐶𝑝(𝑋) мет-
ризуемо.

Докажем индукцией по 𝑛. Для 𝑛 = 0, 𝑆𝐶𝑝(𝑋) гомеоморфно R. Пусть 𝑛 > 0
и 𝑋𝑛+1 ⊂ 𝑆𝐶𝑝(𝑋) есть компактное подпространство.

Лемма. Компакт 𝑋𝑛+1 монолитен.

Доказательство. Положим

Φ : 𝑋 ′ = 𝑋 ×𝑋𝑛+1 =
𝑛+1∏︁
𝑖=1

𝑋𝑖 → R, (𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ↦→ 𝑥𝑛+1(𝑥1, ..., 𝑥𝑛).

Функция Φ раздельно непрерывно. Отображение

𝛿(Φ)

𝑛+1 : 𝑋𝑛+1 → 𝑆𝐶𝑝(𝑋
′
(𝑛+1)) = 𝑆𝐶𝑝(𝑋)
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есть тождественное отображение 𝑋𝑛+1 на ̃︀𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛+1. Функция ̃︀Φ опре-
деляет топологию сомножителей в ̃︁𝑋 ′ = ∏︀𝑛+1

𝑖=1
̃︀𝑋𝑖. Положим 𝑋 ′′ =

∏︀𝑛−1
𝑖=1

̃︀𝑋𝑖,
𝑌 = 𝑆𝐶𝑝(𝑋

′′) = 𝐶𝑝((𝑋
′′)𝑆𝐶) и

Ψ : ̃︀𝑋𝑛 × ̃︀𝑋𝑛+1 → 𝑌, Ψ(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)(𝑥1, ..., 𝑥𝑛−1) = ̃︀Φ(𝑥1, ..., 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1).

Из утверждения 2.5.8 вытекает, что Ψ определяет топологию сомножителей в̃︀𝑋𝑛 × ̃︀𝑋𝑛+1. Для 𝑖 = 1, ..., 𝑛 − 1, компакт ̃︀𝑋𝑖 является непрерывным образом
компакта 𝑋𝑖 с калибром 𝜔1, поэтому ̃︀𝑋𝑖 с калибром 𝜔1. Из предположения
индукции вытекает, что каждое компактное подмножество 𝑌 метризуемо. Из
предложения 2.5.6 вытекает, что компакты ̃︀𝑋𝑛 и ̃︀𝑋𝑛+1 монолитны. Так как̃︀𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛+1, то 𝑋𝑛+1 монолитный компакт.

Из утверждения 2.5.7 вытекает, что у пространства (𝑋)𝑆𝐶 калибр 𝜔1. Мо-
нолитный компакт𝑋𝑛+1 есть подпространство пространства 𝑆𝐶𝑝(𝑋) = 𝐶𝑝((𝑋)𝑆𝐶).
Из предложения 2.5.9 вытекает, что 𝑋𝑛+1 метризуемо.

Предложение 2.5.11. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛 есть компактные простран-
ства, у пространства 𝑋𝑖 калибр 𝜔1 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛−1, 𝑋 =

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 и 𝑌 есть

сепарабельное метризуемое пространство. Если Φ ∈ 𝑆𝐶𝑝(𝑋, 𝑌 ) определяет
топологию сомножителей, то 𝑋 метризуемо.

Доказательство. Отображение 𝛿(Φ)

𝑛 вкладывает компакт 𝑋𝑛 в 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑛), 𝑌 ).
Из предложения 2.5.10 вытекает, что любое компактное подпространство 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑛), 𝑌 )

метризуемо, в частности 𝛿(Φ)

𝑖 (𝑋𝑖) = ̃︀𝑋𝑖 ⊂ 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑛), 𝑌 ) метризуемо. Так как
𝛿(Φ)

𝑛 : 𝑋𝑛 → ̃︀𝑋𝑛 есть гомеоморфизм, то 𝑋𝑛 метризуемо. У метризуемых ком-
пактов калибр 𝜔1, так что у 𝑋𝑛 калибр 𝜔1.

Пусть 𝑖 ∈ 1, 2, ..., 𝑛− 1. Отображение 𝛿(Φ)

𝑖 вкладывает компакт𝑋𝑖 в 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑖), 𝑌 ).
У всех пространств 𝑋1, ..., 𝑋𝑖−1, 𝑋𝑖+1, ..., 𝑋𝑛 калибр 𝜔1. Из предложения 2.5.10
вытекает, что любое компактное подпространство 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑖), 𝑌 ) метризуемо, в
частности 𝛿(Φ)

𝑖 (𝑋𝑖) = ̃︀𝑋𝑖 ⊂ 𝑆𝐶𝑝(𝑋(𝑖), 𝑌 ) метризуемо. Так как 𝛿(Φ)

𝑖 : 𝑋𝑖 → ̃︀𝑋𝑖

есть гомеоморфизм, то 𝑋𝑖 метризуемо.

Теорема 2.35. Пусть 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛 есть компактные пространства, у
пространства 𝑋𝑖 калибр 𝜔1 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛 − 1, 𝑋 =

∏︀𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 и 𝑌 есть се-

парабельное метризуемое пространство, Φ : 𝑋 → 𝑌 раздельно непрерывное
отображение. Тогда отображение Φ 𝑠𝑐-факторизуется через метризуемые
компакты, то есть существуют метризуемые компакты ̃︀𝑋1, ̃︀𝑋2, ..., ̃︀𝑋𝑛,
непрерывные отображения 𝛿𝑖 : 𝑋𝑖 → ̃︀𝑋𝑖 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛 и раздельно непрерыв-
ное отображение ̃︀𝐹 :

∏︀𝑛
𝑖=1

̃︀𝑋𝑖 → 𝑌 так что

Φ = ̃︀Φ ∘ 𝑛∏︁
𝑖=1

𝛿𝑖.
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Доказательство. Пусть (𝛿(Φ), ̃︀𝑋, ̃︀Φ) есть максимальной 𝑠𝑐-факторизация отоб-
ражения Φ. Из предложения 2.5.2 вытекает, что ̃︀Φ определяет топологию со-
множителей в ̃︀𝑋. Положим 𝛿𝑖 = 𝛿(Φ)

𝑖 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛. Так как ̃︀𝑋𝑖 есть непре-
рывный образ 𝑋𝑖, то у ̃︀𝑋𝑖 калибр 𝜔1 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛−1. Из предложения 2.5.11
вытекает, что ̃︀𝑋𝑖 метризуемо для 𝑖 = 1, ..., 𝑛.

Теорема 2.36. Пусть 𝑋1, 𝑋2 есть компактные пространства, у простран-
ства 𝑋1 счетное число Суслина, 𝑋 = 𝑋1×𝑋2 и 𝑌 есть сепарабельное мет-
ризуемое пространство, Φ : 𝑋 → 𝑌 раздельно непрерывное отображение.
Тогда отображение Φ 𝑠𝑐-факторизуется через метризуемые компакты.

Доказательство. Пусть (𝛿(Φ), ̃︀𝑋, ̃︀Φ) есть максимальной 𝑠𝑐-факторизация отоб-
ражения Φ. Из предложения 2.5.2 вытекает, что ̃︀Φ определяет топологию со-
множителей в ̃︀𝑋. Из предложения 2.5.3 вытекает, что ̃︀𝑋1 и ̃︀𝑋2 компакты Эбер-
лейна. Так как у компакта Эберлейна ̃︀𝑋1 счетное число Суслина, то из теоре-
ма Розенталя 2.4 вытекает, что компакт ̃︀𝑋1 метризуем. Так как ̃︀Φ определяет
топологию сомножителей в ̃︀𝑋, то из предложения 2.5.11 вытекает, что ̃︀𝑋2

метризуем.

Теорема 2.37. Пусть 𝑋1, 𝑋2 и 𝑋3 есть компактные пространства, у про-
странства 𝑋1 счетное число Суслина, у пространства 𝑋2 калибр 𝜔1, 𝑋 =
𝑋1×𝑋2×𝑋3 и 𝑌 есть сепарабельное метризуемое пространство, Φ : 𝑋 → 𝑌
раздельно непрерывное отображение. Тогда отображение Φ 𝑠𝑐-факторизуется
через метризуемые компакты.

Доказательство. Пусть (𝛿(Φ), ̃︀𝑋, ̃︀Φ) есть максимальной 𝑠𝑐-факторизация отоб-
ражения Φ. Из предложения 2.5.2 вытекает, что ̃︀Φ определяет топологию со-
множителей в ̃︀𝑋. У пространства ̃︀𝑋1 счетное число Суслина и у пространства̃︀𝑋2 калибр 𝜔1. Из предложения 2.5.5 вытекает, что компакты ̃︀𝑋2 и ̃︀𝑋3 явля-
ются компактами Корсона. В компактах Корсона счетная теснота, поэтому из
теоремы Шапировского 2.1 вытекает, что ̃︀𝑋2 сепарабелен. Так как компакты
Корсона монолитны, то ̃︀𝑋2 метризуем. Из предложения 2.5.4 вытекает, что ̃︀𝑋1

и ̃︀𝑋3 компакты Эберлейна. Так как у компакта Эберлейна ̃︀𝑋1 счетное число
Суслина, то из теорема Розенталя 2.4 вытекает, что компакт ̃︀𝑋1 метризуем.
Компакты ̃︀𝑋1 и ̃︀𝑋2 метризуемы, следовательно имеют калибр 𝜔1. Из предло-
жения 2.5.11 вытекает, что ̃︀𝑋3 метризуемо.

Факторизация раздельно непрерывных операций и
вложение алгебр в произведение метризуемых алгебр

Пусть 𝑋 и 𝑌 множества, 𝑛 ∈ 𝜔 и 𝑓 : 𝑋𝑛 → 𝑋 есть 𝑛-арная операция.
Отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 назовем 𝑓 -морфизмом, если существует 𝑛-арная
операция 𝑔 на 𝑌 , такая что 𝜙 является гомоморфизмом алгебр (𝑋, 𝑓) и (𝑌, 𝑔).
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В этом разделе мы будем рассматривать алгебры (𝑋, 𝑓), где 𝑋 является
топологическим пространством и операция 𝑓 раздельно непрерывна. Непре-
рывное отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 будем называть называть 𝑓 -морфизмом,
если существует 𝑛-арная раздельно непрерывная операция на 𝑌 , такая что 𝜙
является гомоморфизмом алгебр.

Пусть 𝜓 : 𝑋 → 𝑍 есть непрерывное отображение пространств, 𝑌 про-
странство, отображения 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 , 𝜃 : 𝑌 → 𝑍 непрерывны. Тройку (𝜙, 𝑌, 𝜃)
назовем факторизацией отображения 𝜓, если 𝜙 является сюрьективным отоб-
ражением и 𝜓 = 𝜃 ∘ 𝜙, то есть следующая диаграмма коммутативна:

𝑋 𝑍

𝑌

𝜓

𝜙 𝜃

На множестве всех факторизаций отображения 𝜓 рассмотрим частичный по-
рядок, (𝜙, 𝑌, 𝜃) ≤ (𝜙′, 𝑌 ′, 𝜃′) если существует непрерывное отображение 𝜉 :
𝑌 → 𝑌 ′, для которого следующая диаграмма коммутативна:

𝑋 𝑍

𝑌

𝑌 ′

𝜓

𝜙

𝜙′

𝜃

𝜉

𝜃′

Наименьшей факторизацией является факторизация (id𝑋 , 𝑋, 𝜓). Если ℱ =
{(𝜙𝛼, 𝑌𝛼, 𝜃𝛼) : 𝛼 ∈ 𝐴} есть множество факторизаций отображения 𝜓, то фак-
торизацию (𝜙, 𝑌, 𝜃) назовем инфинумум множества факторизаций ℱ (обо-
значим через inf ℱ), если

(1) факторизация (𝜙, 𝑌, 𝜃) меньше каждой факторизации (𝜙𝛼, 𝑌𝛼, 𝜃𝛼);

(2) если некоторая факторизация (𝜙′, 𝑌 ′, 𝜃′) меньше каждой факторизации
(𝜙𝛼, 𝑌𝛼, 𝜃𝛼), то (𝜙′, 𝑌 ′, 𝜃′) меньше (𝜙, 𝑌, 𝜃).

Инфинум (𝜙, 𝑌, 𝜃) = inf ℱ существует и единственен, при этом 𝑌 вкладыва-
ется в

∏︀
𝛼∈𝐴 𝑌𝛼,

𝜙 = △
𝛼∈𝐴

: 𝑋 →
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑌𝛼, 𝑌 = 𝜙(𝑋).

Если 𝜉𝛼 есть проекция 𝑌 на 𝑌𝛼 и 𝜃 = 𝜃𝛼 ∘ 𝜉𝛼 то (𝜙, 𝑌, 𝜃) = inf ℱ есть фактори-
зация 𝜓.
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Факторизации (𝜙, 𝑌, 𝜃) и (𝜙′, 𝑌 ′, 𝜃′) эквивалентны, если (𝜙, 𝑌, 𝜃) ≤ (𝜙′, 𝑌 ′, 𝜃′)
и (𝜙, 𝑌, 𝜃) ≥ (𝜙′, 𝑌 ′, 𝜃′), то есть отображение 𝜉 в диаграмме выше является го-
меоморфизмом.

Факторизацию (𝜙, 𝑌, 𝜃) назовем 𝑓 -факторизацией, если отображение 𝜙 яв-
ляется 𝑓 -морфизмом.

Факторизацию (𝜙, 𝑌, 𝜃) назовем 𝑓 -отмеченной, если существует раздель-
но непрерывное отображение 𝑔 : 𝑌 𝑛 → 𝑍, такая что следующая диаграмма
коммутативна:

𝑋 𝑍

𝑋𝑛 𝑌 𝑛

𝜓

𝜙𝑛

𝑓 𝑔 (2.1)

𝑓 -Факторизация является 𝑓 -отмеченной.

Предложение 2.5.12. Пусть Υ и Θ направленные множества, {𝑋𝛼, 𝜐
𝛽
𝛼,Υ}

и {𝑌𝛾, 𝜃𝛿𝛾,Θ} есть обратные спектры пространств,

𝑋 = lim
←−
{𝑋𝛼, 𝜐

𝛽
𝛼,Υ},

𝑌 = lim
←−
{𝑌𝛾, 𝜃𝛿𝛾,Θ}

есть пределы обратных спектров, 𝑛 ∈ 𝜔, 𝜉 : Θ → Υ есть неубывающая
функция и

𝑔𝛾 : 𝑋
𝑛
𝜉(𝛾) → 𝑌𝛾

есть раздельно непрерывное отображение для 𝛾 ∈ Θ и

𝑔 = lim
←−
{𝜉, 𝑔𝛾} : 𝑋𝑛 → 𝑌

есть отображение предела обратного спектра пространств

𝑋𝑛 = lim
←−
{𝑋𝑛

𝛼 , (𝜐
𝛽
𝛼)
𝑛,Υ}

в 𝑌 . Тогда отображение 𝑔 раздельно непрерывно.

Доказательство. Пусть 𝑘 ∈ {1, 2, ..., 𝑛}, 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 для 𝑖 ̸= 𝑘,

𝑠 : 𝑋 → 𝑋𝑛, 𝑥 ↦→ (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘−1, 𝑥, 𝑥𝑘+1, ..., 𝑥𝑛).

Для раздельной непрерывности 𝑔 надо показать, что отображение 𝑔 ∘ 𝑠 непре-
рывно. Пусть 𝜐𝛼 есть проекция предела обратного спектра 𝑋 на 𝑋𝛼 для 𝛼 ∈ Υ
и 𝜃𝛾 есть проекция предела обратного спектра 𝑌 на 𝑌𝛾 для 𝛾 ∈ Θ. Положим

𝑠𝛼 : 𝑋𝛼 → 𝑋𝑛
𝛼 , 𝑥 ↦→ (𝜐𝛼(𝑥1), 𝜐𝛼(𝑥2), ..., 𝜐𝛼(𝑥𝑘−1), 𝑥, 𝜐𝛼(𝑥𝑘+1), ..., 𝜐𝛼(𝑥𝑛))
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для 𝛼 ∈ Υ. Тогда
𝑔 ∘ 𝑠 = lim

←−
{𝜉, 𝑔𝛾 ∘ 𝑠𝜉(𝛾)} : 𝑋 → 𝑌.

Так как 𝑔𝛾 раздельно непрерывное отображение, то отображение

𝑔𝛾 ∘ 𝑠𝜉(𝛾) : 𝑋𝜉(𝛾) → 𝑌

непрерывно для 𝛾 ∈ Θ. Следовательно, отображение 𝑔𝛾 ∘ 𝑠 непрерывно.

Предложение 2.5.13. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝜓 : 𝑋 → 𝑍 есть непре-
рывное отображение, (𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖), 𝑖 ∈ 𝜔 есть убывающая последовательность
факторизаций отображения 𝜓 и

(𝜙, 𝑌, 𝜃) = inf
𝑖∈𝜔

(𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖).

(1) Пространство 𝑌 вкладывается в
∏︀

𝑖∈𝜔 𝑌𝑖.

(2) Пусть

(a) 𝑓 есть раздельно непрерывная 𝑛-арная операция на 𝑋;

(b) 𝜋𝑖+1
𝑖 : 𝑌𝑖+1 → 𝑌𝑖 есть непрерывное отображение и 𝜋𝑖+1

𝑖 ∘ 𝜙𝑖+1 = 𝜙𝑖
для 𝑖 ∈ 𝜔;

(c) факторизация (𝜙𝑖+1, 𝑌𝑖+1, 𝜋
𝑖+1
𝑖 ) отображения 𝜙𝑖 является 𝑓 -отмеченной

факторизацией для 𝑖 ∈ 𝜔.

Тогда (𝜙, 𝑌, 𝜃) является 𝑓 -факторизацией.

Доказательство. Так как последовательность 𝜉 = (𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖)𝑖 убывающая, то
существуют 𝜋𝑖+1

𝑖 как в подпункте (b) пункта (2), положим

𝜋𝑗𝑖 = 𝜋𝑖+1
𝑖 ∘ 𝜋𝑖+2

𝑖+1 ∘ ... ∘ 𝜋
𝑗
𝑗−1 : 𝑌𝑗 → 𝑌𝑖

для 𝑖 < 𝑗 < 𝜔; Пусть
𝑌 = lim

←−
{𝑌𝑖, 𝜋𝑗𝑖 , 𝜔}

есть обратный предел последовательности пространств,

𝜙 = lim
←−

(𝜙𝑖)𝑖∈𝜔 : 𝑋 → 𝑌

есть предельное отображение, индуцированное семейством (𝜙𝑖)𝑖∈𝜔 и 𝜋𝑖 есть
проекция предела 𝑌 обратной последовательности на 𝑌𝑖. Положим 𝜃 = 𝜃0 ∘𝜋0.
Тогда (𝜙, 𝑌, 𝜃) инфинум.

(1) Так как 𝑌 есть обратный предел последовательности пространств {𝑌𝑖, 𝜋𝑗𝑖 , 𝜔},
то 𝑌 вкладывается в

∏︀
𝑖∈𝜔 𝑌𝑖.
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(2) Из (c) вытекает, что существует непрерывное отображение 𝑔𝑖 : 𝑌 𝑛
𝑖+1 →

𝑌𝑖, для которого 𝜙𝑖 ∘ 𝑓 = 𝜙𝑛𝑖+1 ∘ 𝑔𝑖 для 𝑖 ∈ 𝜔. Пусть

𝜉 : 𝜔 → 𝜔, 𝑚 ↦→ 𝑚+ 1,

{𝜉, 𝑔𝑖} : {𝑌 𝑛
𝑖 , (𝜋

𝑗
𝑖 )
𝑛, 𝜔} → {𝑌𝑖, 𝜋𝑗𝑖 , 𝜔}

есть отображение обратной последовательности пространств {𝑌 𝑛
𝑖 , (𝜋

𝑗
𝑖 )
𝑛, 𝜔} в

обратную последовательность пространств {𝑌𝑖, 𝜋𝑗𝑖 , 𝜔} и

𝑔 = lim
←−
{𝜉, 𝑔𝑖} : 𝑌 𝑛 → 𝑌

есть отображение пределов обратных последовательностей, индуцированное
отображением обратных последовательностей. Тогда следующая диаграмма
коммутативна:

𝑌

𝑋

... 𝑌𝑖 𝑌𝑖−1 ... 𝑌1 𝑌0

... 𝑌 𝑛
𝑖+1 𝑌 𝑛

𝑖 ... 𝑌 𝑛
2 𝑌 𝑛

1

𝑋𝑛

𝑌 𝑛

𝜋𝑖 𝜋𝑖−1 𝜋1 𝜋0

𝜙

𝜙𝑖 𝜙𝑖−1 𝜙1 𝜙0

𝜋𝑖+1
𝑖 𝜋𝑖

𝑖−1 𝜋𝑖−1
𝑖−2

𝜋2
1 𝜋1

0

(𝜋𝑖+2
𝑖+1)

𝑛

𝑔𝑖

(𝜋𝑖+1
𝑖 )𝑛

𝑔𝑖−1

(𝜋𝑖
𝑖−1)

𝑛 (𝜋3
2)

𝑛

𝑔1

(𝜋2
1)

𝑛

𝑔0𝑓

𝜙𝑛

(𝜙𝑖+1)
𝑛 (𝜙𝑖)

𝑛 (𝜙2)
𝑛 (𝜙1)

𝑛

𝑔

(𝜋𝑖+1)
𝑛 (𝜋𝑖)

𝑛 (𝜋2)
𝑛 (𝜋1)

𝑛

Следовательно, 𝜙∘𝑓 = 𝑔∘𝜙𝑛, то есть диаграмма (1.1) коммутативна. Из пред-
ложения 2.5.12 вытекает, что отображение 𝑔 раздельно непрерывно. Следова-
тельно, отображение 𝜙 является 𝑓 -гомоморфизмом и (𝜙, 𝑌, 𝜃) есть 𝑓 -факторизацией.

Предложение 2.5.14. Пусть 𝑋 есть пространство с раздельно непрерыв-
ной операцией 𝑓 и 𝜓 : 𝑋 → 𝑍 есть непрерывное отображение. Среди всех
𝑓 -отмеченных факторизаций отображения 𝜓 существует максимальная 𝑓 -
отмеченная факторизация (𝜙, 𝑌, 𝜃). При этом выполняются условия:
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(1) пространство 𝑌 вкладывается в 𝑍𝐴 для некоторого множества 𝐴;

(2) если 𝑋 компактное пространство с калибром 𝜔1 и 𝑍 есть сепарабель-
ное метризуемое пространство, то 𝑌 метризуемый компакт.

Доказательство. Пусть 𝑋1 = 𝑋2 = ... = 𝑋𝑛 = 𝑋, 𝑃 = 𝑋𝑛 =
∏︀𝑛

𝑖=1𝑋𝑖,
Φ = 𝜓 ∘ 𝑓 : 𝑃 → 𝑍. Из предложения 2.5.2 вытекает, что 𝑠𝑐-факторизация
(𝛿(Φ), ̃︀𝑋, ̃︀Φ) является максимальной 𝑠𝑐-факторизацией раздельно непрерывного
отображения Φ. Пусть

𝛿 =
𝑛

△
𝑖=1

𝛿(Φ)

𝑖 : 𝑋 → ̃︀𝑋 =
𝑛∏︁
𝑖=1

̃︀𝑋𝑖,

𝑆 = 𝛿(𝑋), 𝜙 = 𝛿△𝜓, 𝑌 = 𝜙(𝑋) и 𝜃 = 𝜋𝑍 |𝑌 , где

𝜋𝑆 : 𝑆 × 𝑍 → 𝑆, (𝑠, 𝑧) ↦→ 𝑠, 𝜋𝑍 : 𝑆 × 𝑍 → 𝑍, (𝑠, 𝑧) ↦→ 𝑧.

Пусть 𝛿𝑖 : 𝑆 → 𝑋𝑖 есть проекция 𝑆 на 𝑋𝑖, 𝛿(Φ)

𝑖 = 𝛿𝑖 ∘ 𝛿 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛. Тогда
для

𝑔 = (𝜋𝑆)
𝑛 ∘

𝑛∏︁
𝑖=1

𝛿𝑖 ∘ ̃︀Φ : 𝑌 𝑛 → 𝑍

следующая диаграмма коммутативна

𝑌

𝑋 𝑍

𝑋𝑛 𝑌 𝑛 𝑆𝑛 ̃︀𝑋

𝜃

𝜓

𝜙

𝜙𝑛

𝑓

𝛿(Φ)

Φ

(𝜋𝑆)
𝑛

𝑔

∏︀𝑛
𝑖=1 𝛿𝑖

̃︀Φ

Отображение 𝑔 раздельно непрерывно, как композиция непрерывных и раз-
дельно непрерывных отображений и диаграмма 2.1 коммутативна. Следова-
тельно, (𝜙, 𝑌, 𝜃) является 𝑓 -отмечанной факторизацией отображения 𝜓.

Покажем, что (𝜙, 𝑌, 𝜃) является максимальной 𝑓 -отмеченной факторизаци-
ей среди всех 𝑓 -отмеченных факторизаций отображения 𝜓. Пусть (𝜌, 𝑇, 𝜈) есть
𝑓 -отмеченная факторизация отображения 𝜓, ℎ : 𝑇 𝑛 → 𝑍 раздельно непре-
рывное отображение и Φ = 𝜓 ∘ 𝑓 = ℎ ∘ 𝜌𝑛, то есть следующая диаграмма
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коммутативна

𝑋 𝑍

𝑋𝑛 𝑇 𝑛

𝜓

𝜌𝑛

𝑓
Φ

ℎ

Тройка (𝜌𝑛, 𝑇 𝑛, ℎ) является 𝑠𝑐-факторизацией отображения Φ, поэтому из то-
го, что 𝑠𝑐-факторизация (𝛿(Φ), ̃︀𝑋, ̃︀Φ) является максимальной 𝑠𝑐-факторизацией
раздельно непрерывного отображения Φ вытекает, что существуют непрерыв-
ные отображения 𝜂𝑖 : 𝑇 → ̃︀𝑋𝑖 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛 такие что следующая диаграмма
коммутативна:

𝑋𝑛 𝑍

𝑇 𝑛 ̃︀𝑋

Φ

𝜌𝑛 𝛿(Φ)

∏︀𝑛
𝑖=1 𝜂𝑖

̃︀Φ

Положим
𝜂 =

𝑛

△
𝑖=1

𝜂𝑖 : 𝑇 → ̃︀𝑋.
Так как 𝛿(Φ)

𝑖 = 𝜂𝑖 ∘ 𝜌 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛 и 𝛿 = △𝑛
𝑖=1 𝛿

(Φ)

𝑖 , то 𝛿 = 𝜂 ∘ 𝜌. Тогда

𝜙 = 𝛿△𝜓 = (𝜂 ∘ 𝜌)△𝜓 = (𝜂 ∘ 𝜌)△(𝜈 ∘ 𝜌) = (𝜂△ 𝜈) ∘ 𝜌.

Следовательно, факторизация (𝜌, 𝑇, 𝜈) меньше факторизации (𝜙, 𝑌, 𝜃).
Докажем (1). Пространство 𝑌 вкладывается в ̃︀𝑋 × 𝑍, пространство ̃︀𝑋, в

силу предложения 2.5.2, вкладывается в некоторую степень 𝑍.
Докажем (2). Из предложения 2.5.2 вытекает что ̃︀Φ определяет топологию

сомножителей ̃︀𝑋. Для 𝑖 = 1, ..., 𝑛, так как ̃︀𝑋𝑖 есть непрерывный образ компак-
та𝑋𝑖 с калибром 𝜔1, то ̃︀𝑋𝑖 есть компакт с калибром 𝜔1. Так как 𝑍 метризуемое
сепарабельное пространство, то из предложения 2.5.11 вытекает, что компакт̃︀𝑋 метризуем. Так как 𝑌 вкладывается в ̃︀𝑋 × 𝑍, то 𝑌 метризуем.

Предложение 2.5.15. Пусть 𝑋 есть пространство с раздельно непрерыв-
ной операцией 𝑓 и 𝜓 : 𝑋 → 𝑍 есть непрерывное отображение. Среди всех 𝑓 -
факторизаций отображения 𝜓 существует максимальная 𝑓 -факторизация
(𝜙, 𝑌, 𝜃). При этом выполняются условия:

(1) пространство 𝑌 вкладывается в 𝑍𝐴 для некоторого множества 𝐴;

(2) если 𝑋 компактное пространство с калибром 𝜔1 и 𝑍 есть сепарабель-
ное метризуемое пространство, то 𝑌 метризуемый компакт.
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Доказательство. Индукцией по 𝑖 ∈ 𝜔 построим убывающею последователь-
ность факторизаций (𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖)𝑖∈𝜔 отображения 𝜓. Положим 𝑌0 = 𝜓(𝑋), 𝜙0 =
𝜓 и 𝜃0 = id𝑌0. Для 𝑖 > 0, пусть (𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜋

𝑖
𝑖−1) есть максимальная среди 𝑓 -

отмеченных факторизаций отображения 𝜙𝑖−1, которая существует в силу пред-
ложения 2.5.14. Положим 𝜃𝑖 = 𝜃𝑖−1 ∘ 𝜋𝑖𝑖−1.

Положим (𝜙, 𝑌, 𝜃) = inf𝑖∈𝜔(𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖). Из предложения 2.5.13 вытекает, что
(𝜙, 𝑌, 𝜃) является 𝑓 -факторизацией отображения 𝜓.

Докажем (1). Пространство 𝑌 вкладывается в
∏︀

𝑖∈𝜔 𝑌𝑖, 𝑌0 ⊂ 𝑍 и, в силу
предложения 2.5.14, 𝑌𝑖 вкладывается в некоторую степень пространства 𝑌𝑖−1
для 𝑖 > 0.

Докажем (2). Покажем индукцией по 𝑖 ∈ 𝜔, что 𝑌𝑖 есть метризуемый ком-
пакт. Так 𝑌0 ⊂ 𝑍 и 𝑌0 непрерывный образ 𝑋, то 𝑌0 метризуемый компакт.
Для 𝑖 > 0, 𝑌𝑖−1 есть метризуемый компакт и (𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜋

𝑖
𝑖−1) есть максимальная

среди 𝑓 -отмеченных факторизаций отображения 𝜙𝑖−1. Так как 𝑋 компакт-
ное пространство с калибром 𝜔1, то из предложения 2.5.14 вытекает, что 𝑌𝑖
есть метризуемый компакт. Так как 𝑌 вкладывается в

∏︀
𝑖∈𝜔 𝑌𝑖, то 𝑋 является

метризуемым компактом.

Теорема 2.38. Пусть X = (𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚) есть алгебра с раздельно непре-
рывными операциями 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚 и типом 𝑛̄ = (𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑚). Пусть 𝑍 есть
пространство и 𝜓 : 𝑋 → 𝑍 непрерывное отображение. Существует алгебра
Y = (𝑌, 𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑚) с раздельно непрерывными операциями и с типом 𝑛̄,
непрерывные отображения 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 и 𝜃 : 𝑌 → 𝑍 с 𝜓 = 𝜃 ∘ 𝜙, таким
образом, что 𝜙 : X → Y является непрерывным гомоморфизмом алгебр и
выполняются следующие условия:

(1) если S = (𝑆, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛) есть алгебра с раздельно непрерывными операци-
ями и с типом 𝑛̄, отображения 𝜇 : 𝑋 → 𝑆 и 𝜈 : 𝑆 → 𝑍 непрерывны
с 𝜓 = 𝜈 ∘ 𝜇, отображение 𝜇 : X → S есть непрерывный гомоморфизм,
то существует непрерывное отображение 𝜐 : 𝑆 → 𝑌 таким образом,
что 𝜙 = 𝜐 ∘ 𝜇, то есть следующая диаграмма коммутативна:

𝑋 𝑍

𝑆 𝑌

𝜓

𝜇
𝜙 𝜈

𝜐

𝜃

(2) пространство 𝑌 вкладывается в 𝑍𝐴 для некоторого множества 𝐴;

(3) если 𝑍 метризуемое сепарабельное пространство и 𝑋 компакт с ка-
либром 𝜔1, то 𝑌 является метризуемым компактом.
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Доказательство. Индукцией по 𝑖 ∈ 𝜔 построим убывающею последователь-
ность факторизаций (𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖)𝑖∈𝜔 отображения 𝜓. Положим 𝑌0 = 𝜓(𝑋), 𝜙0 =
𝜓 и 𝜃0 = id𝑌0. Пусть 𝑖 > 0 и 𝑖 = 𝑞𝑚 + 𝑟, где 𝑞, 𝑟 ∈ 𝜔 и 𝑟 < 𝑚. Пусть
(𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜋

𝑖
𝑖−1) есть максимальная среди 𝑓𝑟+1-факторизаций отображения 𝜙𝑖−1,

которая существует в силу предложения 2.5.15. Положим 𝜃𝑖 = 𝜃𝑖−1 ∘ 𝜋𝑖𝑖−1.
Положим

𝜋𝑗𝑖 = 𝜋𝑖𝑖+1 ∘ 𝜋𝑖+1
𝑖+2 ∘ ... ∘ 𝜋

𝑗
𝑗−1

для 𝑖 < 𝑗.
Положим (𝜙, 𝑌, 𝜃) = inf𝑖∈𝜔(𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖). Пусть 𝑘 ∈ {1, 2, ...,𝑚}. Пусть 𝑞 > 0 и

𝑖 = 𝑞𝑚 + 𝑘 − 1. Так как (𝜋𝑖𝑖−1, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖 является 𝑓𝑘-факторизацией отображения
𝜙𝑖−1 и 𝜋𝑖𝑖−𝑚 = 𝜋𝑖−1𝑖−𝑚 ∘ 𝜋𝑖𝑖−1, то (𝜋𝑖𝑖−𝑚, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖) является 𝑓𝑘-факторизацией отобра-
жения 𝜙𝑖−𝑚 и, тем более, является 𝑓𝑘-отмеченной факторизацией отображения
𝜙𝑖−𝑚. Так как

(𝜙, 𝑌, 𝜃) = inf
𝑞∈𝜔

(𝜙𝑞𝑚+𝑘−1, 𝑌𝑞𝑚+𝑘−1, 𝜃𝑞𝑚+𝑘−1),

то из предложения 2.5.13 вытекает, что 𝜙 является 𝑓𝑘-гомоморфизмом. Пусть
𝑔𝑘 есть такая раздельно непрерывная операция на 𝑌 , относительно которой
отображение 𝜙 : (𝑋, 𝑓𝑘)→ (𝑌, 𝑔𝑘) является гомоморфизмом.

Для Y = (𝑌, 𝑔1, 𝑔2, ..., 𝑔𝑚), отображение 𝜙 : X→ Y является гомоморфиз-
мом.

Докажем (1). Так как (𝜙, 𝑌, 𝜃) = inf𝑖∈𝜔(𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖), то достаточно показать,
что (𝜇, 𝑆, 𝜈) меньше (𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖) для всех 𝑖 ∈ 𝜔. Докажем это индукцией по
𝑖 ∈ 𝜔. Так как (𝜇, 𝑆, 𝜈) есть факторизация 𝜓, то (𝜇, 𝑆, 𝜈) меньше (𝜙0, 𝑌0, 𝜃0).
Пусть 𝑖 > 0 и 𝑖 = 𝑞𝑚 + 𝑟, где 𝑞, 𝑟 ∈ 𝜔 и 𝑟 < 𝑚. Так как (𝜇, 𝑆, 𝜈) меньше
(𝜙𝑖−1, 𝑌𝑖−1, 𝜃𝑖−1), то 𝜙𝑖−1 = 𝜐𝑖−1 ∘𝜇 для некоторого непрерывного отображения
𝜐𝑖−1 : 𝑆 → 𝑌𝑖−1. Так как 𝜇 является 𝑓𝑟+1-гомоморфизмом, то (𝜇, 𝑆, 𝜐𝑖−1) яв-
ляется 𝑓𝑟+1-факторизацией отображения 𝜙𝑖−1. Так как (𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜋

𝑖
𝑖−1) есть мак-

симальная среди 𝑓𝑟+1-факторизаций отображения 𝜙𝑖−1, то (𝜇, 𝑆, 𝜐𝑖−1) меньше
(𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜋

𝑖
𝑖−1). Следовательно, 𝜙𝑖 = 𝜐𝑖 ∘𝜇 для некоторого непрерывного отобра-

жения 𝜐𝑖 : 𝑆 → 𝑌𝑖 и (𝜇, 𝑆, 𝜈) меньше (𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜃𝑖).
Докажем (2). Пространство 𝑌 вкладывается в

∏︀
𝑖∈𝜔 𝑌𝑖, 𝑌0 ⊂ 𝑍 и, в силу

предложения 2.5.15, 𝑌𝑖 вкладывается в некоторую степень пространства 𝑌𝑖−1
для 𝑖 > 0.

Докажем (3). Покажем индукцией по 𝑖 ∈ 𝜔, что 𝑌𝑖 есть метризуемый ком-
пакт. Так 𝑌0 ⊂ 𝑍 и 𝑌0 непрерывный образ 𝑋, то 𝑌0 метризуемый компакт.
Пусть 𝑖 > 0 и 𝑖 = 𝑞𝑚 + 𝑟, где 𝑞, 𝑟 ∈ 𝜔 и 𝑟 < 𝑚. Тогда 𝑌𝑖−1 есть метризуемый
компакт и (𝜙𝑖, 𝑌𝑖, 𝜋

𝑖
𝑖−1) есть максимальная среди 𝑓𝑟+1-отмеченных факториза-

ций отображения 𝜙𝑖−1. Так как 𝑋 компактное пространство с калибром 𝜔1, то
из предложения 2.5.14 вытекает, что 𝑌𝑖 есть метризуемый компакт. Так как 𝑌
вкладывается в

∏︀
𝑖∈𝜔 𝑌𝑖, то 𝑋 является метризуемым компактом.
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Теорема 2.39. Пусть X = (𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚) есть алгебра с раздельно непре-
рывными операциями 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚 и типом 𝑛̄ = (𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑚). Предполо-
жим, что 𝑋 компакт с калибром 𝜔1. Тогда алгебра X гомоморфно вклады-
вается в произведение метризуемых компактных алгебр с раздельно непре-
рывными операциями.

Подробнее, существует индексное множество 𝐴 и семейство алгебр {X𝛼 :
𝛼 ∈ 𝐴}, так что у алгебры X𝛼 = (𝑋𝛼, 𝑓𝛼,1, 𝑓𝛼,2, ..., 𝑓𝛼,𝑚) тип 𝑛̄, операции 𝑓𝛼,𝑖
для 𝑖 = 1, ...,𝑚 раздельно непрерывны, 𝑋𝛼 метризуемый компакт для 𝛼 ∈ 𝐴
и алгебра X вкладывается в алгебру

∏︀
𝛼∈𝐴X𝛼 как подалгебра.

Доказательство. Заиндексируем множество 𝐶(𝑋) некоторым индексным мно-
жеством 𝐴: 𝐶(𝑋) = {𝜓𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴}. Пусть 𝛼 ∈ 𝐴. Из теоремы 2.38 вытекает,
что существует алгебра X𝛼 = (𝑋𝛼, 𝑓𝛼,1, 𝑓𝛼,2, ..., 𝑓𝛼,𝑚) с типом 𝑛̄ и непрерывные
отображения 𝜙𝛼 : 𝑋 → 𝑋𝛼 и 𝜃𝛼 : 𝑋𝛼 → R, так что 𝑋𝛼 есть метрический
компакт, 𝜓𝛼 = 𝜃𝛼 ∘ 𝜙𝛼 и отображение 𝜙𝛼 : X→ X𝛼 является гомоморфизмом
алгебр. Положим

𝜙 = △
𝛼∈𝐴

𝜙𝛼 : 𝑋 →
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑋𝛼.

Тогда 𝜙 : X →
∏︀

𝛼∈𝐴X𝛼 является гомоморфизмом алгебр и топологическим
вложением.

Из теоремы 2.39 и следствия 2.29 вытекает следующие утверждение.

Теорема 2.40. Пусть X = (𝑋, 𝑓1, 𝑓2, ..., 𝑓𝑚) есть псевдокомпактная алгеб-
ра с раздельно непрерывными операциями и 𝜔1 является предкалибром 𝑋.
Предположим выполняется одно из перечисленных ниже условий:

(1) операции X 2-квазинепрерывны;

(2) операции X непрерывны;

(3) (𝑋,𝑋) есть пара Гротендика;

(4) 𝑋 есть пространство pc-Гротендика;

(5) 𝑋 принадлежит одному из перечисленных ниже классам пространств:

(a) счетно компактные пространства;
(b) пространства счетной тесноты;
(c) сепарабельные пространства;
(d) 𝑘-пространства;
(e) пространства с плотным 𝜎-компактным подпространством.

Тогда алгебра X гомоморфно вкладывается в произведение метризуемых ком-
пактных алгебр с раздельно непрерывными операциями.
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Глава 3

Классы бэровских пространств
определяемые с помощью
топологических игр и диагонали

3.1 Модификации игры Банаха-Мазура
Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть пространство, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}. Обозначим

V(𝑋) := {(𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ (𝒯 *)𝜔 : 𝑉𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔}.

Положим

U(𝑋) := {Υ ∈ (Exp*(𝒯 *))𝒯
*
: Υ(𝑈) есть 𝜋-база в 𝑈 ∈ 𝒯 *}.

Пусть 𝒫 есть некоторая 𝜋-база пространства𝑋. Определим Υ𝑡(𝑋),Υ𝑟(𝑋),Υ𝑝(𝑋,𝒫) ∈
(Exp(𝒯 *))𝒯 *. Для 𝑈 ∈ 𝒯 * положим

Υ𝑡(𝑋)(𝑈) = {𝑉 ∈ 𝒯 * : 𝑉 ⊂ 𝑈}, Υ𝑝(𝑋,𝒫)(𝑈) = {𝑉 ∈ 𝒫 : 𝑉 ⊂ 𝑈},
Υ𝑟(𝑋)(𝑈) = {𝑉 ∈ 𝒯 * : 𝑉 ⊂ 𝑈}, Υ𝑝𝑟(𝑋,𝒫)(𝑈) = {𝑉 ∈ 𝒫 : 𝑉 ⊂ 𝑈}.

Очевидно, Υ𝑡(𝑋),Υ𝑝(𝑋,𝒫) ∈ U(𝑋) и если пространство 𝑋 квазирегулярно,
то Υ𝑟(𝑋),Υ𝑝𝑟(𝑋,𝒫) ∈ U(𝑋).

Определим игры 𝐵𝑀(𝑋,𝒱 ; Υ,Ψ) и 𝑀𝐵(𝑋,𝒱 ; Υ,Ψ). Пусть 𝒱 ⊂ V(𝑋) и
Υ,Ψ ∈ U(𝑋). Играют два игрока, 𝛼 и 𝛽. Эти игры отличаются первым ходом
игрока 𝛼. На первом ходу игрок 𝛼 выбирает 𝑈0 = 𝑋 в игре 𝐵𝑀(𝑋,𝒱 ; Υ,Ψ)
и 𝑈0 ∈ Υ(𝑋) в игре 𝑀𝐵(𝑋,𝒱 ; Υ,Ψ). Игрок 𝛽 выбирает 𝑉0 ∈ Ψ(𝑈0). На 𝑛-том
ходу 𝛼 выбирает 𝑈𝑛 ∈ Υ(𝑉𝑛−1) и 𝛽 выбирает 𝑉𝑛 ∈ Ψ(𝑈𝑛). После счетного числа
ходов определяется победитель: игрок 𝛼 выиграл, если (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒱 .

Положим

𝐵𝑀(𝑋,𝒱) := 𝐵𝑀(𝑋,𝒱 ; Υ𝑡(𝑋),Υ𝑡(𝑋)),

𝑀𝐵(𝑋,𝒱) :=𝑀𝐵(𝑋,𝒱 ; Υ𝑡(𝑋),Υ𝑡(𝑋)).

87



Определение 3.1. Пусть 𝑋 пространство. Семейство 𝒱 ⊂ V(𝑋) назовем
монолитным (monolithic) если выполняется условие:

Пусть (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V(𝑋) и (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒱 . Если 𝑈𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 ⊂ 𝑈𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔,
то (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒱 .

Замечание 3.2. В [34] вводится схожее понятие устойчивого (stable) семейства,
а в [81] понятие монотонного (monotonic) семейства. Монотонное семейство
является устойчивым и монолитным. Причина, по которой вводится новый
класс монолитных семейств, заключается в том, что V𝐵𝑀(𝑋) (см. раздел 3.2)
является монолитным, но не монотонным или устойчивым семейством.

Предложение 3.1.1. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒱 ⊂ V(𝑋), Υ,Ψ ∈
U(𝑋). Если 𝒱 есть монолитное семейство, то

𝐵𝑀(𝑋,𝒱) ∼ 𝐵𝑀(𝑋,𝒱 ; Υ,Ψ), 𝑀𝐵(𝑋,𝒱) ∼𝑀𝐵(𝑋,𝒱 ; Υ,Ψ).

Замечание 3.3. Предложение 3.1.1 докажем после 3.1.3. Предложение 3.1.1
позволяет переходить от игры 𝐵𝑀(𝑋,𝒱) к игре 𝐵𝑀(𝑋,𝒱 ; Υ,Ψ) в которой
игроки выбирают открытые множества не произвольно, а неким специальным
способом, например, из какой либо удобной 𝜋-базы.

Пусть

W(𝑋) := {(𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ (𝒯 * × Exp*(𝑋))𝜔 : 𝑀𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 и
𝑉𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔}.

Определим игры 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ) и 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ). Пусть𝒩 есть
𝜋-сеть пространства 𝑋, 𝒲 ⊂ W(𝑋) и Υ,Ψ ∈ U(𝑋). Играют два игрока,
𝛼 и 𝛽. Эти игры отличаются первым ходом игрока 𝛼. На первом ходу иг-
рок 𝛼 выбирает 𝑈0 = 𝑋 в игре 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ) и 𝑈0 ∈ Υ(𝑋) в игре
𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ). Игрок 𝛽 выбирает 𝑉0 ∈ Ψ(𝑈0) и 𝑀0 ∈ 𝒩 , 𝑀0 ⊂ 𝑈0.
На 𝑛-том ходу 𝛼 выбирает 𝑈𝑛 ∈ Υ(𝑉𝑛−1) и 𝛽 выбирает 𝑉𝑛 ∈ Ψ(𝑈𝑛) и 𝑀𝑛 ∈ 𝒩 ,
𝑀𝑛 ⊂ 𝑈𝑛. После счетного числа ходов определяется победитель: игрок 𝛼 вы-
играл, если (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 .

Положим

𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲) := 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ𝑡(𝑋),Υ𝑡(𝑋)),

𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲) := 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ𝑡(𝑋),Υ𝑡(𝑋)).

Определение 3.4. Пусть 𝑋 пространство. Семейство 𝒲 ⊂ W(𝑋) назовем
монолитным (monolithic) если выполняется условие:

Пусть (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V(𝑋) и (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 . Если 𝑈𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 ⊂ 𝑈𝑛 для
𝑛 ∈ 𝜔, то (𝑈𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 .
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Предложение 3.1.2. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒩 есть 𝜋-сеть про-
странства 𝑋, 𝒲 ⊂ W(𝑋), Υ,Ψ ∈ U(𝑋). Если 𝒲 есть монолитное семей-
ство, то

𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲) ∼ 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ),

𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲) ∼ 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ).

Предложение 3.1.2 докажем позднее, смотри предложение 3.5.10.
Пусть 𝒱 ⊂ V(𝑋). Положим

W𝑣(𝑋,𝒱) := {(𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈W(𝑋) : (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒱}.

Предложение 3.1.3. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒱 ⊂ V(𝑋), 𝒩 𝜋-сеть
пространства 𝑋, 𝒲 = W𝑣(𝑋,𝒱), Υ,Ψ ∈ U(𝑋). Тогда

𝐵𝑀(𝑋,𝒱 ; Υ,Ψ) ∼ 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ), 𝑀𝐵(𝑋,𝒱 ; Υ,Ψ) ∼ 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ).

Доказательство. Для 𝒲 = W𝑣(𝑋,𝒱) исход игр 𝑂𝐷 и 𝐷𝑂 не зависит от
выбора 𝑀𝑛, поэтому стратегии из игр 𝐵𝑀 и 𝑀𝐵 подойдут для игр 𝑂𝐷 и
𝐷𝑂.

Предложение 3.1.3 показывает, что игры вида 𝐵𝑀 (𝑀𝐵) являются част-
ным случаем игр 𝑂𝐷 (𝐷𝑂).

Доказательство предложения 3.1.1. Пусть 𝒩 есть какая нибудь 𝜋-сеть про-
странства 𝑋, 𝒲 = W𝑣(𝑋,𝒱). Из предложения 3.1.3 вытекает, что

𝐵𝑀(𝑋,𝒱 ; ...) ∼ 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; ...), 𝑀𝐵(𝑋,𝒱 ; ...) ∼ 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; ...).

Семейство𝒲 является монолитным если и только если семейство 𝒱 монолит-
но. Осталось применить предложение 3.1.2.

Предложение 3.1.4. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒲 ⊂ W(𝑋), Υ,Ψ ∈
U(𝑋), 𝒩1 и 𝒩2 есть 𝜋-сети пространства 𝑋. Предположим что выполня-
ются условия:

(1) для 𝑀1 ∈ 𝒩1 существует 𝑀2 ∈ 𝒩2 так что 𝑀2 ⊂ 𝑀1 и для 𝑀2 ∈ 𝒩2

существует 𝑀1 ∈ 𝒩1 так что 𝑀1 ⊂𝑀2;

(2) если (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲, 𝑀𝑛 ⊂ 𝐿𝑛 ⊂ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔, то (𝑉𝑛, 𝐿𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲.

Тогда

𝑂𝐷(𝑋,𝒩1,𝒲 ; Υ,Ψ) ∼ 𝑂𝐷(𝑋,𝒩2,𝒲 ; Υ,Ψ),

𝐷𝑂(𝑋,𝒩1,𝒲 ; Υ,Ψ) ∼ 𝐷𝑂(𝑋,𝒩2,𝒲 ; Υ,Ψ).
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Доказательство. Зафиксируем 𝜙1 : 𝒩1 → 𝒩2 и 𝜙2 : 𝒩2 → 𝒩1 так что
𝜙1(𝑀1) ⊂𝑀1 для 𝑀1 ∈ 𝒩1 и 𝜙2(𝑀2) ⊂𝑀2 для 𝑀2 ∈ 𝒩2.

Пусть у игрока 𝛼 в игре 𝐺1 = 𝑂𝐷(𝑋,𝒩1,𝒲 ; Υ,Ψ) есть выигрышная стра-
тегия 𝑠1. Укажем выигрышную стратегию 𝑠2 для 𝛼 в игре𝐺2 = 𝑂𝐷(𝑋,𝒩2,𝒲 ; Υ,Ψ).
Положим

𝑠2(𝑈0, 𝑉0,𝑀0, ..., 𝑉𝑛−1,𝑀𝑛−1) = 𝑈𝑛 = 𝑠1(𝑈0, 𝑉0, 𝜙2(𝑀0), ..., 𝑉𝑛−1, 𝜙2(𝑀𝑛−1)).

Пусть у игрока 𝛽 в игре 𝐺1 есть выигрышная стратегия 𝑠1. Укажем выиг-
рышную стратегию 𝑠2 для 𝛽 в игре 𝐺2. Игрок 𝛽 в игре 𝐺2 выбирает на 𝑘-ом
шаге открытое 𝑉𝑘 и 𝐿𝑘 ∈ 𝒩1, 𝐿𝑘 ⊂ 𝑉𝑘, 𝑀𝑘 = 𝜙1(𝐿𝑘). Положим

(𝑉𝑛, 𝐿𝑛) = 𝑠1(𝑈0, 𝑉0, 𝐿0, ..., 𝑉𝑛−1, 𝐿𝑛−1, 𝑈𝑛),

𝑀𝑛 = 𝜙1(𝐿𝑛),

𝑠2(𝑈0, 𝑉0,𝑀0, ..., 𝑉𝑛−1,𝑀𝑛−1, 𝑈𝑛) = (𝑉𝑛,𝑀𝑛).

Для игры 𝐷𝑂 доказательство аналогично.

Определение 3.5. Стратегию игрока 𝛼 в играх 𝐵𝑀,𝑀𝐵,𝑂𝐷,𝐷𝑂 будем на-
зывать регулярной стратегией, если 𝑈𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔.

Предложение 3.1.5. Пусть 𝑋 квазирегулярное пространство, 𝐺 есть одна
из игр 𝐵𝑀(𝑋,𝒱),𝑀𝐵(𝑋,𝒱), 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲), 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲), где 𝒱 ⊂ V(𝑋),
𝒩 есть 𝜋-сеть пространства 𝑋, 𝒲 ⊂ W(𝑋), 𝒱 и 𝒲 есть монолитные
семейства.

(1) Если у 𝛼 есть выигрышная стратегия в 𝐺, то есть выигрышная регу-
лярная стратегия.

(2) Предположим, игрок 𝛽 выбрал стратегию 𝑠 в 𝐺 и у игрока 𝛼 есть
стратегия, которая выигрывает у стратегии 𝑠. Тогда у игрока 𝛼 есть
регулярная стратегия, которая выигрывает у стратегии 𝑠.

Доказательство. Если 𝑋 квазирегулярное пространство, то Υ = Υ𝑟(𝑋) ∈
U(𝑋). Пусть Ψ = Υ𝑡(𝑋) ∈ U(𝑋). Тогда, в силу предложений 3.1.1 и 3.1.2,

𝐵𝑀(𝑋,𝒱) ∼ 𝐵𝑀(𝑋,𝒱 ; Υ,Ψ), 𝑀𝐵(𝑋,𝒱) ∼𝑀𝐵(𝑋,𝒱 ; Υ,Ψ),

𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲) ∼ 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ), 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲) ∼ 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ).
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3.2 Обобщение бэровости и тучности с
помощью игр

Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть пространство, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}. Обозначим

V𝐵𝑀(𝑋) := {(𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V(𝑋) :
⋂︁
𝑛∈𝜔

𝑉𝑛 ̸= ∅},

V*𝐵𝑀(𝑋) := V(𝑋) ∖V𝐵𝑀(𝑋),

V𝑅(𝑋) := {(𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V(𝑋) : 𝑉𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔}.

Игра 𝐵𝑀(𝑋) = 𝐵𝑀(𝑋,V𝐵𝑀(𝑋)) это классическая игра Банаха-Мазура,
положим 𝐵𝑀(𝑋) = 𝐵𝑀(𝑋,V𝐵𝑀(𝑋)).

Теорема 3.6 (Банаха-Окстоби (Banach-Oxtoby) [143], см. также [34; 81]).
Пусть 𝑋 пространство.

(1) 𝑋 бэровское если и только если 𝐵𝑀(𝑋) 𝛽-неблагоприятна;

(2) 𝑋 тучное если и только если 𝑀𝐵(𝑋) 𝛽-неблагоприятна.

Определение 3.7. Пусть 𝑋 пространство, 𝒱 ⊂ V(𝑋), 𝒱* = 𝒱 ∪ V*𝐵𝑀(𝑋).
Назовем пространство 𝑋

• Γ𝐵𝑀(𝒱)-тучным, если 𝑀𝐵(𝑋,𝒱) 𝛽-неблагоприятна;

• Γ𝐵𝑀(𝒱)-бэровским, если 𝐵𝑀(𝑋,𝒱) 𝛽-неблагоприятна;

• Γ𝐵𝑀(𝒱)-пространством, если 𝐵𝑀(𝑋,𝒱*) 𝛼-благоприятна.

Предложение 3.2.1. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒱1 ⊂ 𝒱2 ⊂ V(𝑋).

(1) Если 𝑋 Γ𝐵𝑀(𝒱1)-тучное, то 𝑋 Γ𝐵𝑀(𝒱2)-тучное.

(2) Если 𝑋 Γ𝐵𝑀(𝒱1)-бэровское, то 𝑋 Γ𝐵𝑀(𝒱2)-бэровское.

(3) Если 𝑋 Γ𝐵𝑀(𝒱1)-пространство, то Γ𝐵𝑀(𝒱2)-пространство.

Доказательство. Игрок 𝛼 в играх 𝑀𝐵(𝑋,𝒱2) и 𝐵𝑀(𝑋,𝒱2) использует стра-
тегию из игр 𝑀𝐵(𝑋,𝒱1) и 𝐵𝑀(𝑋,𝒱1), соответственно.

Предложение 3.2.2. Пусть 𝑋 есть пространство, семейство 𝒱 ⊂ V(𝑋)
монолитно.

(1) Если 𝑋 тучное и 𝑋 Γ𝐵𝑀(𝒱)-пространство, то 𝑋 Γ𝐵𝑀(𝒱)-тучное.

(2) Если 𝑋 бэровское и 𝑋 Γ𝐵𝑀(𝒱)-пространство, то 𝑋 Γ𝐵𝑀(𝒱)-бэровское.
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Замечание 3.8. В [34] доказывается Theorem 4.3., которая похожа на предло-
жение 3.2.2. В [34] рассматривается игра 𝐺𝒱 , которая незначительно отличает-
ся от 𝐵𝑀(𝑋,𝒱) функцией выигрыша: в игре 𝐵𝑀(𝑋,𝒱) игрок 𝛼 выиграл если
(𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒱 , а в игре 𝐺𝒱 если (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒱 . Для реально используемых в при-
ложениях 𝒱 игры 𝐺𝒱 и 𝐵𝑀(𝑋,𝒱) эквивалентны. Ниже, после предложения
3.2.5, мы приведем еще одно доказательство предложения 3.2.2.

Положим

W𝑒(𝑋) := {(𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈W(𝑋) :
⋂︁
𝑛∈𝜔

𝑉𝑛 = ∅}.

Определение 3.9. Пусть 𝑋 пространство, 𝒩 есть 𝜋-сеть 𝑋, 𝒲 ⊂ W(𝑋),
𝒲* =𝒲 ∪W𝑒(𝑋). Назовем пространство 𝑋

• Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-тучным, если 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲) 𝛽-неблагоприятна;

• Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-бэровским, если 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲) 𝛽-неблагоприятна;

• Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-пространством, если 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲*) 𝛼-благоприятна.

Предложение 3.2.3. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒩1,𝒩2 есть 𝜋-сети 𝑋,
𝒩2 ⊂ 𝒩1, 𝒲1 ⊂ 𝒲2 ⊂W(𝑋).

(1) Если 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩1,𝒲1)-тучное, то 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩2,𝒲2)-тучное.

(2) Если 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩1,𝒲1)-бэровское, то 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩2,𝒲2)-бэровское.

(3) Если 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩1,𝒲1)-пространство, то Γ𝑂𝐷(𝒩2,𝒲2)-пространство.

Доказательство. Игрок 𝛼 в играх 𝑂𝐷(𝑋,𝒩2,𝒲2) и 𝐷𝑂(𝑋,𝒩2,𝒲2) исполь-
зует стратегию из игр 𝑂𝐷(𝑋,𝒩1,𝒲1) и 𝐷𝑂(𝑋,𝒩1,𝒲1), соответственно.

Для 𝒲 ⊂W(𝑋) положим

V𝑤(𝑋,𝒩 ,𝒲) := {(𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V(𝑋) : если 𝑀𝑛 ⊂ 𝑉𝑛 и 𝑀𝑛 ∈ 𝒩
для 𝑛 ∈ 𝜔, то (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲}.

Предложение 3.2.4. Пусть 𝑋 пространство, 𝒩 𝜋-сеть 𝑋, 𝒲 ⊂ W(𝑋),
𝒱 = V𝑤(𝑋,𝒩 ,𝒲).

(1) Если 𝑋 Γ𝐵𝑀(𝒱)-тучное, то 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-тучное.

(2) Если 𝑋 Γ𝐵𝑀(𝒱)-бэровское, то 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-бэровское.

Доказательство. (1) эквивалентно тому, что если𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲) 𝛽-благоприятна,
то 𝐵𝑀(𝑋,𝒱) 𝛽-благоприятна. Стратегию для 𝛽 в игре 𝐵𝑀(𝑋,𝒱) заключает-
ся в том, что 𝛽 выбирает 𝑉𝑛 в соответствии с выигрышной стратегией в игре
𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ) и 𝑀𝑛 ∈ 𝒩 , 𝑀𝑛 ⊂ 𝑉𝑛 произвольно. (2) доказывается также как и
(1).
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Предложение 3.2.5. Пусть 𝑋 пространство, 𝒩 есть 𝜋-сеть 𝑋, 𝒲 ⊂
W(𝑋) есть монолитное семейство.

(1) Если 𝑋 тучное и 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-пространство, то 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲))-тучное.

(2) Если 𝑋 бэровское и 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-пространство, то 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-
бэровское.

Замечание 3.10. В [6] (Предложение 3) предложение 3.2.5 доказывается для
нескольких конкретных 𝒲 и 𝒩 , но идея доказательства годится и для об-
щего случая. Ниже мы приведем доказательство предложения 3.2.5, смотри
предложение 3.5.11.

Доказательство предложения 3.2.2. Пусть 𝒱* = 𝒱∪V*𝐵𝑀(𝑋),𝒲 = W𝑣(𝑋,𝒱),
𝒲* = 𝒲 ∪ W𝑒(𝑋). Из предложения 3.1.3 вытекает, что игры 𝐵𝑀(𝑋,𝒱),
𝑀𝐵(𝑋,𝒱) и 𝐵𝑀(𝑋,𝒱*) эквивалентны играм 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲), 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲) и
𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲*), соответственно. Следовательно, свойства Γ𝐵𝑀(𝑋,𝒱)-тучность,
Γ𝐵𝑀(𝑋,𝒱)-бэровость и Γ𝐵𝑀(𝑋,𝒱)-пространство совпадают со свойствами Γ𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲)-
тучность, Γ𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲)-бэровость и Γ𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲)-пространство, соответствен-
но. Из того что 𝒱 монолитно вытекает, что𝒲 монолитно. Теперь предложение
3.2.2 вытекает из предложения 3.2.5.

Для 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘} определим семейства W𝑞(𝑋) ⊂ W(𝑋), последовательность
(𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈W(𝑋) принадлежит W𝑞(𝑋) если выполняется условие (W𝑞):

(W𝑙) lt𝑛∈𝜔𝑀𝑛 ∩
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛 ̸= ∅;

(W𝑘) существует последовательность (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔, так что выполняется условие:

(𝐿𝑆𝑄) 𝑥𝑛 ∈ 𝑀𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔 и для каждого 𝑝 ∈ 𝜔* существует 𝑥 ∈
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛,

так что 𝑥 = lim𝑝𝑥𝑛.

Отметим, что если 𝑋 регулярное пространство, то условие (𝐿𝑆𝑄) эквива-
лентно условию

(𝐿𝑆𝑄)′ 𝑥𝑛 ∈𝑀𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔, подпространство {𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔} компактно и lt𝑛∈𝜔 𝑥𝑛 ⊂⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛.

Обозначим

L((𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔) = {(𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝑋𝜔 : для (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔

выполняется условие (𝐿𝑆𝑄)}

(𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈W𝑘(𝑋) если и только если L((𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔) ̸= ∅.
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Положим

𝒩𝑜(𝑋) := 𝒯 *, 𝒩𝑝(𝑋) := {{𝑥} : 𝑥 ∈ 𝑋},
V𝑜(𝑋) := V𝑤(𝑋,𝒩𝑜(𝑋),W𝑙(𝑋)), V𝑝(𝑋) := V𝑤(𝑋,𝒩𝑝(𝑋),W𝑙(𝑋)),

V𝑓(𝑋) := {(𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V𝐵𝑀(𝑋) : для некоторого 𝑥 ∈
⋂︁
𝑛∈𝜔

𝑈𝑛

семейство (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 образует базу в точке 𝑥},
V𝑘(𝑋) := {(𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V𝐵𝑀(𝑋) :

⋂︁
𝑛∈𝜔

𝑈𝑛 =𝑀 компактно и семейство (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔

является внешней базой множества 𝑀}.

Отметим, что

• (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V𝑜(𝑋) если и только если (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V𝐵𝑁(𝑋) и для для любой
последовательности открытых непустых множеств (𝑀𝑛)𝑛∈𝜔, 𝑀𝑛 ⊂ 𝑉𝑛
для 𝑛 ∈ 𝜔 выполняется lt𝑛∈𝜔𝑀𝑛 ⊂

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛;

• (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V𝑝(𝑋) если и только если (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V𝐵𝑁(𝑋) и для для лю-
бой последовательности точек (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔, 𝑥𝑛 ∈ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔 выполняется
lt𝑛∈𝜔 𝑥𝑛 ⊂

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛.

Несложно проверяется следующее предложение.

Предложение 3.2.6. Пусть 𝑋 пространство. Семейства V𝑟(𝑋) и W𝑞(𝑋)
являются монолитными для 𝑟 ∈ {𝑜, 𝑝, 𝑓, 𝑘} и 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘}.

Для 𝑟 ∈ {𝑜, 𝑝, 𝑓, 𝑘} определим игры

𝐵𝑀𝑟(𝑋) := 𝐵𝑀(𝑋,𝒱), 𝑀𝐵𝑟(𝑋) :=𝑀𝐵(𝑋,𝒱),
𝐵𝑀 *

𝑟 (𝑋) := 𝐵𝑀(𝑋,𝒱*), 𝑀𝐵*𝑟 (𝑋) :=𝑀𝐵(𝑋,𝒱*)
где

𝒱 = V𝑟(𝑋), 𝒱* = 𝒱 ∪V*𝐵𝑀(𝑋).

Для 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘} определим игры

𝑂𝐷𝑡,𝑞(𝑋) := 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲), 𝐷𝑂𝑡,𝑞(𝑋) := 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲),

𝑂𝐷*𝑡,𝑞(𝑋) := 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲*), 𝐷𝑂*𝑡,𝑞(𝑋) := 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲*)
где 𝒩 = 𝒩𝑡(𝑋),

𝒲 = W𝑞(𝑋), 𝒲* =𝒲 ∪W𝑒(𝑋).

Определение 3.11. Пусть 𝑋 пространство, 𝑟 ∈ {𝑜, 𝑝, 𝑓, 𝑘}. Назовем про-
странство 𝑋
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• Γ𝐵𝑀

𝑟 -тучным, если 𝑋 (𝛽,𝑀𝐵𝑟)-неблагоприятно;

• Γ𝐵𝑀

𝑟 -бэровским, если 𝑋 (𝛽,𝐵𝑀𝑟)-неблагоприятно;

• Γ𝐵𝑀

𝑟 -пространством, если 𝑋 (𝛼,𝐵𝑀 *
𝑟 )-благоприятно.

Класс Γ𝐵𝑀

𝑟 -пространств будем обозначать как Γ𝐵𝑀

𝑟 .

Пусть 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘}. Назовем пространство 𝑋

• Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 -тучным, если 𝑋 (𝛽,𝐷𝑂𝑡,𝑞)-неблагоприятно;

• Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 -бэровским, если 𝑋 (𝛽,𝑂𝐷𝑡,𝑞)-неблагоприятно;

• Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 -пространством, если 𝑋 (𝛼,𝑂𝐷*𝑡,𝑞)-благоприятно.

Класс Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 -пространств будем обозначать как Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 .

Определение 3.12. Пусть 𝑋 пространство, 𝑥 ∈ 𝑋. Пусть 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝, 𝑘, 𝑓}.
Назовем точку 𝑥 𝑞𝑡-точкой, если существует (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V𝑡(𝑋) так что 𝑥 ∈⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛.

Напомним, точка 𝑥 ∈ 𝑋 называется 𝑞-точкой если существует (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈
V𝐵𝑀(𝑋) так что 𝑥 ∈

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛 и для любая последовательность (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔, 𝑥𝑛 ∈ 𝑉𝑛

для 𝑛 ∈ 𝜔, накапливается к некоторой точке, смотри [132]. Если 𝑋 регулярное
пространство, то 𝑥 является 𝑞-точкой если и только если 𝑥 является 𝑞𝑝-точкой.
Пространства точечно-счетного типа это в точности пространства, в которых
каждая точка является 𝑞𝑘-точкой. Точка является 𝑞𝑓 -точкой если и только
если в точке есть счетная база.

Из определений вытекает

Предложение 3.2.7. Пусть 𝑋 пространство, 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝, 𝑘, 𝑓}. Если 𝑋 яв-
ляется Γ𝐵𝑀

𝑡 -тучным (-бэровским) пространством, то в 𝑋 существуют 𝑞𝑡-
точки (множество 𝑞𝑡-точек плотно в 𝑋).

Определение 3.13 ([6]). Пусть 𝑋 пространство, 𝑌 ⊂ 𝑋. Назовем 𝑌 𝐶–
плотным, если 𝑌 = 𝑋 и для любого счетного семейства 𝛾 открытых под-
множеств 𝑋, семейство 𝛾 локально конечно если и только если семейство
{𝑈 ∩ 𝑌 : 𝑈 ∈ 𝛾} локально конечно в 𝑌 .

Для тихоновского 𝑋, 𝑌 𝐶–плотно в 𝑋 если и только если 𝑌 плотно в 𝑋 и
𝐶–вложено в 𝑋.

Предложение 3.2.8 ([6]). Если 𝑋 квазирегулярное пространство, 𝑌 ⊂ 𝑋 ⊂
𝑌 . Пусть Γ ∈ {Γ𝐵𝑀

𝑜 ,Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 }.

(1) Если 𝑌 есть Γ-тучное (Γ-бэровское) пространство, то 𝑋 есть Γ-тучное
(Γ-бэровское) пространство.
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(2) Пусть 𝑋 квазирегулярное пространство и 𝑌 𝐶–плотно в 𝑋. Простран-
ство 𝑌 Γ-тучное (Γ-бэровское) если и только если 𝑌 Γ-тучное (Γ-
бэровское).

Доказательство. (1) Каждой стратегии игрока 𝛼 в игре на 𝑌 ставится в со-
ответствие стратегия на 𝑋. Пусть к 𝑛му ходу построены открытые множества
𝑈0, 𝑉0, ... пространства 𝑋. В соответствии со стратегией на 𝑌 , игрок 𝛼 выбира-
ет открытое в 𝑌 множество 𝑈 ′𝑛 ⊂ 𝑌 в зависимости от множеств 𝑈0∩𝑌, 𝑉0∩𝑌, ....
Открытое множество 𝑈𝑛 ⊂ 𝑋 выбираем таким образом, что 𝑈𝑛 ∩ 𝑌 = 𝑈 ′𝑛 и
𝑈𝑛 ⊂ 𝑉𝑛−1. Если 𝛼 выигрывает в игре на 𝑌 , то тогда выиграет и в игре на 𝑋.

(2) В силу (1), достаточно показать, что если 𝑌 𝐶–плотно в 𝑋, то если 𝑋
есть Γ-тучное (Γ-бэровское) пространство, то 𝑌 есть Γ-тучное (Γ-бэровское)
пространство. В силу предложения 3.1.5, у 𝛼 есть регулярная стратегия на 𝑋.
Регулярной стратегии игрока 𝛼 в игре на 𝑋 ставится в соответствие стратегия
на 𝑌 . Пусть к 𝑛-му ходу построены открытые множества 𝑈 ′0, 𝑉 ′0 , ... простран-
ства 𝑌 . В соответствии со стратегией на 𝑋, игрок 𝛼 выбирает открытое в
𝑋 множество 𝑈𝑛 ⊂ 𝑈𝑛 ⊂ 𝑉𝑛−1 в зависимости от множеств 𝑈0 = Int𝑈 ′0, 𝑉0 =
Int𝑉 ′0 , .... Положим 𝑈 ′𝑛 = 𝑈𝑛 ∩ 𝑌 . Если 𝛼 выигрывает в игре на 𝑋, то тогда
выиграет и в игре на 𝑌 .

Из предложений 3.2.1, 3.2.3, 3.2.4 и теоремы 3.6 вытекает

Предложение 3.2.9. Пусть 𝑋 пространство. В диаграммах ниже, стрелка

𝐴→ 𝐵

означает, что

(1) Если 𝑋 является 𝐴-тучным пространством, то 𝑋 является 𝐵-тучным
пространством;

(2) если 𝑋 является 𝐴-бэровским пространством, то 𝑋 является 𝐵-бэровским
пространством;

(3) если 𝑋 является 𝐴-пространством, то 𝑋 является 𝐵-пространством.

Нижняя стрелка означает, что из 𝐴-тучности и 𝐴-бэровости вытекает
тучность и бэровость.
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Γ𝐵𝑀

𝑓 Γ𝐵𝑀

𝑘

Γ𝐵𝑀

𝑜 Γ𝐵𝑀

𝑝

Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑘 Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑘

Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙

Γ𝐵𝑀

3.3 Γ𝐵𝑀𝑟 и Γ𝑂𝐷𝑡,𝑞 пространства

В этом разделе изучаются какие пространства являются Γ𝐵𝑀

𝑟 и Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 про-
странствами. Значение этих пространств определяет следующее предложение,
которое вытекает из предложений 3.2.2 и 3.2.5.

Предложение 3.3.1. Пусть 𝑋 пространство, Γ ∈ {Γ𝐵𝑀

𝑟 ,Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 }, где 𝑟 ∈ {𝑜, 𝑝, 𝑓, 𝑘},
𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘}.

(1) Если 𝑋 тучное и 𝑋 Γ-пространство, то 𝑋 Γ-тучное.

(2) Если 𝑋 бэровское и 𝑋 Γ-пространство, то 𝑋 Γ-бэровское.

Предложение 3.3.2. Пусть 𝑋 пространство, Υ,Ψ ∈ U(𝑋), 𝑟 ∈ {𝑜, 𝑝, 𝑓, 𝑘},
𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘}. Тогда

𝐵𝑀 *
𝑟 (𝑋) ∼ 𝐵𝑀(𝑋,𝒱*; Υ,Ψ), 𝑂𝐷*𝑡,𝑞(𝑋) ∼ 𝑂𝐷(𝑋,𝒩𝑡(𝑋),𝒲*; Υ,Ψ),

где 𝒱* = V𝑟(𝑋) ∪V*𝐵𝑀(𝑋) и 𝒲* = W𝑞(𝑋) ∪W𝑒(𝑋). Если 𝒫 𝜋-база в 𝑋, то
Υ𝑝(𝑋,𝒫) ∈ U(𝑋) и если пространство 𝑋 квазирегулярно, то Υ𝑟(𝑋),Υ𝑝𝑟(𝑋,𝒫) ∈
U(𝑋).

(1) 𝑋 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 если и только если 𝐵𝑀(𝑋,𝒱*; Υ,Ψ) 𝛼-благоприятна.

(2) 𝑋 ∈ Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 если и только если 𝑂𝐷(𝑋,𝒩𝑡(𝑋),𝒲*; Υ,Ψ) 𝛼-благоприятна.

(3) 𝑋 ∈ Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑞 если и только если 𝑂𝐷(𝑋,𝒫 ,𝒲*; Υ,Ψ) 𝛼-благоприятна если
и только если 𝑂𝐷(𝑋,𝒫 ,𝒲*; ̃︀Υ, ̃︀Υ) 𝛼-благоприятна, где ̃︀Υ = Υ𝑝(𝑋,𝒫).
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(4) если 𝑋 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 , то для любого 𝑛 ∈ 𝜔 существует выигрышная страте-
гия 𝑠 для игрока 𝛼, такая что выполняется условие: если игрок 𝛽 на
шаге 𝑘 < 𝑛 выбирает 𝑉𝑘 = 𝑋, то 𝛼 выбирает 𝑈𝑘+1 = 𝑋.

(5) если 𝑋 ∈ Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 , то для любого 𝑛 ∈ 𝜔 существует выигрышная страте-
гия 𝑠 для игрока 𝛼, такая что выполняется условие: если игрок 𝛽 на
шаге 𝑘 < 𝑛 выбирает 𝑉𝑘 = 𝑋, то 𝛼 выбирает 𝑈𝑘+1 = 𝑋.

(6) если 𝑋 ∈ Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑞 , то существует выигрышная стратегия 𝑠 для игрока
𝛼, такая что выполняется условие: если игрок 𝛽 на шаге 𝑛 выбирает
𝑉𝑛 = 𝑋 и 𝑀𝑛 = 𝑋, то 𝛼 выбирает 𝑈𝑛+1 = 𝑋.

Доказательство. Эквивалентность игр и пункты (1) и (2) вытекают из пред-
ложений 3.1.1 и 3.2.6. Пункт (3) вытекает из предложения 3.1.4.

Докажем (4). Пусть 𝑠 есть выигрышная стратегия для 𝛼. Определим стра-
тегию 𝑠. Пусть 𝑘 > 0 и сделано 𝑘 ходов: 𝑈0, 𝑉0, 𝑈1, ..., 𝑈𝑘, 𝑉𝑘. Выберем
𝑈𝑘+1 в соответствии со стратегией 𝑠. Если 𝑉𝑘 = 𝑋 и 𝑘 < 𝑛, то 𝑈𝑘+1 = 𝑋.
В противном случае положим, 𝑛0 = min{𝑙, 𝑛 : 𝑙 < 𝑛, 𝑉𝑙 ̸= 𝑋}, 𝑈𝑘+1 =
𝑠(𝑈𝑛0, 𝑉𝑛0, 𝑈𝑛0+1, ..., 𝑈𝑘, 𝑉𝑘).

Докажем (5). Пусть 𝑠 есть выигрышная стратегия для 𝛼. Определим стра-
тегию 𝑠. Пусть 𝑘 > 0 и сделано 𝑘 ходов: 𝑈0, 𝑉0, 𝑀0, 𝑈1, ..., 𝑈𝑘, 𝑉𝑘, 𝑀𝑘.
Выберем 𝑈𝑘+1 в соответствии со стратегией 𝑠. Если 𝑉𝑘 = 𝑋 и 𝑘 < 𝑛, то
𝑈𝑘+1 = 𝑋. В противном случае положим, 𝑛0 = min{𝑙, 𝑛 : 𝑙 < 𝑛, 𝑉𝑙 ̸= 𝑋},
𝑈𝑘+1 = 𝑠(𝑈𝑛0, 𝑉𝑛0,𝑀𝑛0, 𝑈𝑛0+1, ..., 𝑈𝑘, 𝑉𝑘,𝑀𝑘).

Докажем (6). Пусть 𝑠 есть выигрышная стратегия для 𝛼. Определим стра-
тегию 𝑠. Пусть 𝑘 > 0 и сделано 𝑘 ходов: 𝑈0, 𝑉0, 𝑀0, 𝑈1, ..., 𝑈𝑘, 𝑉𝑘, 𝑀𝑘. Выберем
𝑈𝑘+1 в соответствии со стратегией 𝑠. Если 𝑉𝑘 = 𝑋 и 𝑀𝑘 = 𝑋, то 𝑈𝑘+1 = 𝑋.
В противном случае положим, 𝑛0 = min{𝑙 < 𝑘 : 𝑉𝑙 ̸= 𝑋 или 𝑀𝑙 ̸= 𝑋},
𝑈𝑘+1 = 𝑠(𝑈𝑛0, 𝑉𝑛0,𝑀𝑛0, 𝑈𝑛0+1, ..., 𝑈𝑘, 𝑉𝑘,𝑀𝑘).

Пусть 𝐷 есть индексное множество, (𝑋𝛿, 𝒯𝛿) есть пространство и 𝒯 *𝛿 =
𝒯𝛿 ∖ {∅} для 𝛿 ∈ 𝐷, 𝑋 =

∏︀
𝛿∈𝐷𝑋𝛿. Для (𝑈𝛿)𝛿∈𝐷 ∈

∏︀
𝛿∈𝐷 𝒯 *𝛿 обозначим

supp((𝑈𝛿)𝛿∈𝐷) = {𝛿 ∈ 𝐷 : 𝑈𝛿 ̸= 𝑋𝛿}. Семейство

P [(𝑋𝛿)𝛿∈𝐷] := {
∏︁
𝛿∈𝐷

𝑈𝛿 : (𝑈𝛿)𝛿∈𝐷 ∈
∏︁
𝛿∈𝐷

𝒯 *𝛿 и | supp((𝑈𝛿)𝛿∈𝐷)| < 𝜔}

является базой пространства 𝑋.
Из предложения 3.3.2 вытекает

Предложение 3.3.3. Пусть 𝑟 ∈ {𝑜, 𝑝, 𝑓, 𝑘}, 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘}, 𝐷 есть индексное
множество, (𝑋𝛿, 𝒯𝛿) есть пространство для 𝛿 ∈ 𝐷, 𝑋 =

∏︀
𝛿∈𝐷𝑋𝛿. Пусть

ℬ = P [(𝑋𝛿)𝛿∈𝐷], 𝒱* = V𝑟(𝑋) ∪ V*𝐵𝑀(𝑋), 𝒲* = W𝑞(𝑋) ∪ W𝑒(𝑋) и Υ =
Υ𝑝(𝑋,ℬ).
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(1) 𝑋 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 если и только если 𝐵𝑀(𝑋,𝒱*; Υ,Υ) 𝛼-благоприятна.

(2) 𝑋 ∈ Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑞 если и только если 𝑂𝐷(𝑋,𝒩𝑝(𝑋),𝒲*; Υ,Υ) 𝛼-благоприятна.

(3) 𝑋 ∈ Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑞 если и только если 𝑂𝐷(𝑋,ℬ,𝒲*; Υ,Υ) 𝛼-благоприятна.

Предложение 3.3.4. Пусть 𝑟 ∈ {𝑜, 𝑝}, 𝑋 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 , 𝑌 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑘 . Тогда 𝑋 × 𝑌 ∈
Γ𝐵𝑀

𝑟 .

Доказательство. Пусть 𝑠𝑋 и 𝑠𝑌 есть выигрышные стратегии для 𝛼 на 𝑋 и
𝑌 , соответственно. Опишем выигрышную стратегию для 𝛼. Из предложения
3.3.3 вытекает, что достаточно рассмотреть случай, когда игрок 𝛽 выбирает
множества вида 𝑉𝑛 = 𝑉𝑋,𝑛 × 𝑉𝑌,𝑛 ⊂ 𝑋 × 𝑌 . На 𝑛-ом шаге, положим 𝑈𝑋,𝑛 =
𝑠𝑋(𝑈𝑋,0, 𝑉𝑋,0, ..., 𝑉𝑋,𝑛−1), 𝑈𝑌,𝑛 = 𝑠𝑌 (𝑈𝑌,0, 𝑉𝑌,0, ..., 𝑉𝑌,𝑛−1) и 𝑈𝑛 = 𝑈𝑋,𝑛×𝑈𝑌,𝑛.

Предложение 3.3.5. Пусть 𝑟 ∈ {𝑘, 𝑓}, 𝑋𝑛 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 для 𝑛 ∈ 𝜔. Тогда 𝑋 =∏︀
𝑛∈𝜔𝑋𝑛 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 .

Доказательство. Опишем выигрышную стратегию для 𝛼. Пусть 𝑠𝑛 есть вы-
игрышная стратегия для 𝛼 на 𝑋𝑛, для которой выполняется условие (4) пред-
ложения 3.3.2. Обозначим ℬ = P [(𝑋𝑛)𝑛∈𝜔]. Из предложения 3.3.3 вытекает,
что достаточно рассмотреть случай, когда игрок 𝛽 выбирает множества вида
𝑉𝑘 =

∏︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛,𝑘 ∈ ℬ. На 𝑘-ом шагу, положим 𝑈𝑛,𝑘 = 𝑠𝑛(𝑈𝑛,0, 𝑉𝑛,0, ..., 𝑉𝑛,𝑘−1) для

𝑛 ∈ 𝜔 и 𝑈𝑘 =
∏︀

𝑛∈𝜔 𝑈𝑛,𝑘.

Утверждение 3.3.6. Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть квазирегулярное пространство,
𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}, 𝛾𝑛 ⊂ 𝒯 *,

⋃︀
𝛾𝑛 = 𝑋 для 𝑛 ∈ 𝜔, 𝒱 ⊂ V(𝑋), 𝒱* = 𝒱 ∪V*𝐵𝑀(𝑋).

Предположим выполняется условие:

• если (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V𝑅(𝑋), 𝑈0 = 𝑋 и для каждого 𝑛 > 0 существует
𝑊𝑛 ∈ 𝛾𝑛, так что 𝑈𝑛 ⊂ 𝑊𝑛, то либо

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑈𝑛 = ∅ либо (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒱.

Тогда 𝐵𝑀(𝑋,𝒱*) 𝛼-благоприятна.

Доказательство. Опишем выигрышную стратегию для 𝛼. Положим 𝑈0 = 𝑋.
Для 𝑛 > 0, на 𝑛-ом шаге игрок 𝛼 выбирает 𝑈𝑛 ∈ 𝒯 * таким образом, чтобы
выполнялось условия:

• 𝑈𝑛 ⊂ 𝑉𝑛−1;

• 𝑈𝑛 ⊂ 𝑊𝑛 для некоторого 𝑊𝑛 ∈ 𝛾𝑛.

Теорема 3.14. (1) Γ𝐵𝑀

𝑓 ⊂ Γ𝐵𝑀

𝑘 ⊂ Γ𝐵𝑀

𝑝 ⊂ Γ𝐵𝑀

𝑜 .

(2) Пусть 𝑟 ∈ {𝑜, 𝑝}, 𝑋 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 , 𝑌 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑘 . Тогда 𝑋 × 𝑌 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 .

99



(3) Пусть 𝑟 ∈ {𝑘, 𝑓}, 𝑋𝑛 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 для 𝑛 ∈ 𝜔. Тогда
∏︀

𝑛∈𝜔𝑋𝑛 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 .

(4) Для 𝑟 ∈ {𝑓, 𝑘, 𝑝, 𝑜}, если 𝑋 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 и 𝑈 ⊂ 𝑋 открытое подпространство,
то 𝑈 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 .

(5) Для 𝑟 ∈ {𝑓, 𝑘, 𝑝, 𝑜}, если пространство 𝑋 локально Γ𝐵𝑀

𝑟 (т.е. у любой
точки есть окрестность 𝑈 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 ), то 𝑋 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 .

(6) Если 𝑋 квазирегулярное пространство и принадлежит одному из клас-
сов, перечисленных в пункте (Γ𝐵𝑀

𝑡 ) для 𝑡 ∈ {𝑓, 𝑘, 𝑝, 𝑜}, то 𝑋 является
Γ𝐵𝑀

𝑡 -пространством.

(Γ𝐵𝑀

𝑓 ) метризуемые пространства, моровские пространства, разлагае-
мое пространство, полурегулярные 𝜎-пространства и полурегу-
лярные пространства со счетной сетью;

(Γ𝐵𝑀

𝑘 ) компактные пространства, 𝑝-пространства, полурегулярные силь-
но Σ-пространства;

(Γ𝐵𝑀

𝑝 ) счетно компактные пространства, полурегулярные Σ-пространства,
𝑤∆-пространства;

(Γ𝐵𝑀

𝑜 ) слабо компактные пространства.

Доказательство. Пункт (1) вытекает из предложения 3.2.9, пункт (2) выте-
кает из предложения 3.3.4 и пункт (3) вытекает из предложения 3.3.5.

Докажем (4). Игрок 𝛼 придерживается выигрышной стратегии игры на 𝑋.
Докажем (5). После первого хода, игрок 𝛼 выбирает 𝑈1 ⊂ 𝑉0 таким обра-

зом, что 𝑈1 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 , далее придерживается выигрышной стратегии для 𝑈1.
Докажем (6). Пусть 𝒯 есть топология𝑋 и 𝒯 * = 𝒯 ∖{∅}. Для ℱ ⊂ Exp*(𝑋)

обозначим

Ω(ℱ) = {𝑈 ∈ 𝒯 * : либо 𝑈 ∩𝑀 = ∅ либо 𝑈 ⊂𝑀 для 𝑀 ∈ ℱ}.

Если ℱ локально конечно, то
⋃︀

Ω(ℱ) = 𝑋. Для 𝑡 ∈ {𝑓, 𝑘, 𝑝, 𝑜} и 𝒱 = V𝑡(𝑋)
построим (𝛾𝑛)𝑛∈𝜔 как в утверждении 3.3.6.

(Γ𝐵𝑀

𝑓 ) Пусть𝑋 разлагаемое пространство. Возьмем (𝛾𝑛)𝑛∈𝜔 разложение (development)
пространства 𝑋.

Пусть 𝑋 полурегулярные 𝜎-пространство. Пусть (ℱ𝑛)𝑛∈𝜔 последователь-
ность локально конечных семейств, так что

⋃︀
𝑛∈𝜔 ℱ𝑛 сеть. Положим 𝛾𝑛 =

Ω(ℱ𝑛).

(Γ𝐵𝑀

𝑘 ) Пусть 𝑋 компактные пространство. Положим 𝛾𝑛 = {𝑋}.
Пусть𝑋 𝑝-пространства. Положим 𝛾𝑛 = 𝒰𝑛 из определения 𝑝-пространств
(Defenition 3.15, [87]).
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Пусть 𝑋 сильно Σ-пространства. Положим 𝛾𝑛 = Ω(ℱ𝑛), где ℱ =
⋃︀
𝑛ℱ𝑛

𝜎-дискретное семейство из (Defenition 4.13, [87]).

(Γ𝐵𝑀

𝑝 ) Пусть 𝑋 счетно компактные пространства. Положим 𝛾𝑛 = {𝑋}.
Пусть 𝑋 Σ-пространства. Положим 𝛾𝑛 = Ω(ℱ𝑛), где ℱ =

⋃︀
𝑛ℱ𝑛 𝜎-

дискретное семейство из (Defenition 4.13, [87]).

Пусть 𝑋 𝑤∆-пространство. Положим 𝛾𝑛 = 𝒢𝑛 (Defenition 3.1, [87]).

(Γ𝐵𝑀

𝑜 ) Пусть 𝑋 слабо компактное пространство. Положим 𝛾𝑛 = {𝑋}.

В [34] доказано (Γ𝐵𝑀

𝑘 ) для 𝑝-пространств.

Предложение 3.3.7 ([6]). Пусть 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝}, 𝑋 есть Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑘 -пространства и 𝑌
есть Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑙 -пространство. Тогда 𝑋 × 𝑌 есть Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑙 -пространство.

Доказательство. Открытые множества вида 𝑉 × 𝑈 , где 𝑉 ⊂ 𝑋 и 𝑈 ⊂ 𝑌 ,
образуют базу ℬ пространства 𝑋 × 𝑌 . Определим выигрышную стратегию
для 𝛼. В силу предложения 3.3.2, достаточно рассматривать случай, когда
игроки 𝛼 и 𝛽 выбирают открытые множества вида 𝑉 × 𝑈 ∈ ℬ и 𝛽 выбирает
множества 𝑀𝑛 вида 𝑀𝑛 =𝑀𝑋,𝑖×𝑀𝑌,𝑖, 𝑀𝑋,𝑖 ∈ 𝒩𝑡(𝑋) и 𝑀𝑌,𝑖 ∈ 𝒩𝑡(𝑌 ). На 𝑛-ом
ходу выберем открытые непустые 𝑈𝑋,𝑛 ⊂ 𝑉𝑋,𝑛−1 и 𝑈𝑌,𝑛 ⊂ 𝑉𝑌,𝑛−1 в соответствии
со стратегиями на 𝑋 и 𝑌 , где 𝑉𝑛−1 = 𝑉𝑋,𝑛−1×𝑉𝑌,𝑛−1 и 𝑀𝑛−1 =𝑀𝑋,𝑛−1×𝑀𝑌,𝑛−1
есть выбор 𝛽 на 𝑛−1-ом шаге. Положим 𝑈𝑛 = 𝑈𝑋,𝑛×𝑈𝑌,𝑛. Проверим выигрыш
игрока 𝛼.

Пусть (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ L((𝑉𝑋,𝑛,𝑀𝑋,𝑛)𝑛∈𝜔). Пусть 𝑦 ∈ lt𝑛∈𝜔𝑀𝑌,𝑛 ∩
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑌,𝑛. По-

ложим 𝑁(𝑈) = {𝑛 ∈ 𝜔 : 𝑀𝑌,𝑛 ∩ 𝑈 ̸= ∅} для 𝑈 ⊂ 𝑌 и ℱ = {𝑁(𝑈) :
𝑈 есть окрестность точки 𝑥}. Семейство ℱ является фильтром на 𝜔. Пусть
𝑝 ∈ 𝜔* есть некоторый ультрафильтр, содержащийℱ . Существует 𝑥 ∈

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑋,𝑛,

для которого 𝑥 = lim𝑝(𝑥𝑛)𝑛∈𝜔. Тогда (𝑥, 𝑦) ∈ lt𝑛∈𝜔𝑀𝑛 ∩
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛.

Предложение 3.3.8 ([6]). Пусть 𝐷 есть индексное множество, 𝑋𝛿 есть
Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑘-пространство для 𝛿 ∈ 𝐷. Тогда 𝑋 =
∏︀

𝛿∈𝐷𝑋𝛿 есть Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑘-пространство.

Доказательство. В силу предложения 3.3.3 (3), достаточно рассмотреть слу-
чай, когда игроки 𝛼 и 𝛽 выбирают множества 𝑈𝑛, 𝑉𝑛,𝑀𝑛 из ℬ = P [(𝑋𝛿)𝛿∈𝐷].

Определим выигрышную стратегию для игрока 𝛼. Пусть 𝑠𝛿 есть выигрыш-
ная стратегия для 𝛼 на 𝑋𝛿, для которой выполняется условие (6) из предло-
жения 3.3.2. Пусть сделано 𝑛− 1 ходов и выбраны множества 𝑈𝑘, 𝑉𝑘,𝑀𝑘 ∈ ℬ,
𝑈𝑘 =

∏︀
𝛿∈𝐷 𝑈𝛿,𝑘, 𝑉𝑘 =

∏︀
𝛿∈𝐷 𝑉𝛿,𝑘, 𝑀𝑘 =

∏︀
𝛿∈𝐷𝑀𝛿,𝑘 для 𝑘 < 𝑛. Положим

𝑈𝛿,𝑛 = 𝑠𝛿(𝑈𝛿,0, 𝑉𝛿,0,𝑀𝛿,0, ..., 𝑈𝛿,𝑛−1, 𝑉𝛿,𝑛−1,𝑀𝛿,𝑛−1)

для 𝛿 ∈ 𝐷 и 𝑈𝑛 =
∏︀

𝛿∈𝐷 𝑈𝛿,𝑛. Так как 𝑈𝛿,𝑘 = 𝑉𝛿,𝑘 = 𝑀𝛿,𝑘 = 𝑋𝛿 для почти всех
𝛿, то 𝑈𝑛 ∈ ℬ.
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Предложение 3.3.9. Пусть 𝑋𝑛 есть Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑘-пространство для 𝑛 ∈ 𝜔. Тогда
𝑋 =

∏︀
𝑛∈𝜔𝑋𝑛 есть Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑘-пространство.

Доказательство. Опишем выигрышную стратегию для 𝛼. Пусть 𝑠𝑛 есть вы-
игрышная стратегия для 𝛼 на 𝑋𝑛, для которой выполняется условие (5) пред-
ложения 3.3.2. Обозначим ℬ = P [(𝑋𝑛)𝑛∈𝜔]. Из предложения 3.3.3 вытекает,
что достаточно рассмотреть случай, когда игроки 𝛼 и 𝛽 выбирает множества
𝑈𝑘, 𝑉𝑘 ∈ ℬ. Предположим, что выбраны 𝑈𝑗, 𝑉𝑗 ∈ ℬ, 𝑥𝑗 ∈ 𝑋, 𝑈𝑗 =

∏︀
𝑛∈𝜔 𝑈𝑗,𝑛,

𝑉𝑗 =
∏︀

𝑛∈𝜔 𝑉𝑗,𝑛, 𝑥𝑗 = (𝑥𝑗,𝑛)𝑛∈𝜔 для 𝑗 < 𝑘. Положим 𝑈𝑛,𝑘 = 𝑠𝑛(𝑈𝑛,0, 𝑉𝑛,0, 𝑥𝑛,0, ..., 𝑉𝑛,𝑘−1, 𝑥𝑛,𝑘−1)
для 𝑛 ∈ 𝜔 и 𝑈𝑘 =

∏︀
𝑛∈𝜔 𝑈𝑛,𝑘.

Теорема 3.15. (1) В диаграмме ниже, стрелка 𝐴→ 𝐵 означает, что 𝐴 ⊂
𝐵.

Γ𝐵𝑀

𝑜 Γ𝐵𝑀

𝑘 Γ𝐵𝑀

𝑝

Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑘 Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑘

Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙

(2) Пусть 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝}, 𝑋 есть Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑘 -пространства и 𝑌 есть Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑙 -пространство.
Тогда 𝑋 × 𝑌 есть Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑙 -пространство.

(3) Пусть 𝐷 есть индексное множество, 𝑋𝛿 есть Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑘-пространство для
𝛿 ∈ 𝐷. Тогда

∏︀
𝛿∈𝐷𝑋𝛿 есть Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑘-пространство.

(4) Пусть 𝑋𝑛 есть Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑘-пространство для 𝑛 ∈ 𝜔. Тогда
∏︀

𝑛∈𝜔𝑋𝑛 есть Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑘-
пространство.

(5) Для 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘}, если 𝑋 ∈ Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 и 𝑈 ⊂ 𝑋 открытое подпро-
странство, то 𝑈 ∈ Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 .

(6) Для 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘}, если пространство 𝑋 локально Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 (т.е. у
любой точки есть окрестность 𝑈 ∈ Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 ), то 𝑋 ∈ Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 .

(7) Если 𝑋 квазирегулярное пространство и принадлежит одному из клас-
сов, перечисленных в пункте (Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 ) для 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘}, то 𝑋
является Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 -пространством.

(Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑘) метризуемые пространства, моровские пространства, разлагае-
мое пространство, полурегулярные 𝜎-пространства и полурегу-
лярные пространства со счетной сетью, компактные простран-
ства, 𝑝-пространства, полурегулярные сильно Σ-пространства;
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(Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 ) счетно компактные пространства, полурегулярные Σ-пространства,
𝑤∆-пространства;

(Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 ) слабо компактные пространства.

Доказательство. Пункт (1) вытекает из предложения 3.2.9, пункт (2) выте-
кает из предложения 3.3.7, пункт (3) вытекает из предложения 3.3.8 и пункт
(4) вытекает из предложения 3.3.9.

Докажем (5). Игрок придерживается выигрышной стратегии из 𝑋.
Докажем (6). После первого хода, игрок 𝛼 выбирает 𝑈1 ⊂ 𝑉0 таким обра-

зом, что 𝑈1 ∈ Γ𝐵𝑀

𝑟 , далее придерживается выигрышной стратегии для 𝑈1.
Пункт (7) вытекает из теоремы 3.14.

3.4 Игра против тактик
Стратегия в последовательной игре называется тактикой (tactic) если иг-

рок в своем выборе учитывает только предыдущий ход противника.
Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть пространство, 𝒯 * = 𝒯 ∖{∅},𝒩 есть 𝜋-сеть𝑋. Обозначим

𝑇 (𝑋,𝒩 ) := {𝜓 ∈ 𝒩 𝒯 *
: 𝑀 ⊂ 𝑈 для 𝑈 ∈ 𝒯 * и 𝑀 = 𝜓(𝑈)},

𝑇𝐵𝑀(𝑋) := 𝑇 (𝑋, 𝒯 *),
𝑇𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ) := 𝑇 (𝑋, 𝒯 *)× 𝑇 (𝑋,𝒩 ).

Каждому 𝜙 ∈ 𝑇𝐵𝑀(𝑋) однозначно соответствует тактика игрока 𝛽 в играх
𝐵𝑀(𝑋,𝒱) и 𝑀𝐵(𝑋,𝒱): на 𝑛-ом ходу игрок 𝛽 выбирает 𝑉𝑛 = 𝜙(𝑈𝑛). Каждо-
му (𝜙, 𝜓) ∈ 𝑇𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ) однозначно соответствует тактика игрока 𝛽 в играх
𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲) и 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲): на 𝑛-ом ходу игрок 𝛽 выбирает 𝑉𝑛 = 𝜙(𝑈𝑛) и
𝑀𝑛 = 𝜓(𝑈𝑛).

Модификацию игр 𝐵𝑀 , 𝑀𝐵, 𝑂𝐷 и 𝐷𝑂, в которых игрок 𝛽 использует
только тактики, будем обозначать tg𝐵𝑀 , tg𝑀𝐵, tg𝑂𝐷, tg𝐷𝑂, соответствен-
но.

Будем считать, что

• 𝑇𝐵𝑀(𝑋) есть множество стратегий игрока 𝛽 в играх tg𝐵𝑀 и tg𝑀𝐵;

• 𝑇𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ) есть множество стратегий игрока 𝛽 в играх tg𝑂𝐷 и tg𝐷𝑂.

В этом разделе мы дадим варианты определений, в которых игры заменя-
ются на игры "с крышечкой", то есть такие, в которых игрок 𝛽 использует
только тактики.

Определение 3.16. Пусть 𝑋 пространство, 𝒱 ⊂ V(𝑋), 𝒱* = 𝒱 ∪ V*𝐵𝑀(𝑋),
𝒩 есть 𝜋-сеть 𝑋, 𝒲 ⊂W(𝑋), 𝒲* =𝒲 ∪W𝑒(𝑋). Назовем пространство 𝑋

• Γ̂︂𝐵𝑀(𝒱)-тучным, если tg𝑀𝐵(𝑋,𝒱) 𝛽-неблагоприятна;
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• Γ̂︂𝐵𝑀(𝒱)-бэровским, если tg𝐵𝑀(𝑋,𝒱) 𝛽-неблагоприятна;

• Γ̂︂𝐵𝑀(𝒱)-пространством, если tg𝐵𝑀(𝑋,𝒱*) 𝛼-благоприятна;

• Γ̂︁𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-тучным, если tg𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲) 𝛽-неблагоприятна;

• Γ̂︁𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-бэровским, если tg𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲) 𝛽-неблагоприятна;

• Γ̂︁𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-пространством, если tg𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲*) 𝛼-благоприятна.

Предложение 3.4.1. Пусть i есть игра с двумя игроками 𝛼 и 𝛽, 𝑇𝛽 ⊂ 𝑆𝛽
есть некоторое подмножество множества стратегий 𝑆𝛽 игрока 𝛽. Обозна-
чим через î игру, которая отличается от игры i тем, что игрок 𝛽 исполь-
зует только стратегии из 𝑇𝛽. Тогда

(1) если игра i 𝛼-благоприятна, то игра î 𝛼-благоприятна;

(2) если игра î 𝛽-неблагоприятна, то игра i 𝛽-неблагоприятна.

Доказательство. (1) Стратегия, выигрышная для 𝛼 в игре i будет выигрыш-
ной и в игре î. (2) Пусть 𝑠𝛽 ∈ 𝑇𝛽 есть стратегия для 𝛽 в игре î. Так как 𝑇𝛽 ⊂ 𝑆𝛽,
то 𝑠𝛽 ∈ 𝑆𝛽. Так как игра î 𝛽-неблагоприятна, то у игрока 𝛼 есть стратегия,
которая выигрывает у стратегии 𝑠𝛼.

Из предложения 3.4.1 вытекает

Предложение 3.4.2. Пусть 𝑋 пространство, 𝒱 ⊂ V(𝑋), 𝒱* = 𝒱∪V*𝐵𝑀(𝑋),
𝒩 есть 𝜋-сеть 𝑋, 𝒲 ⊂W(𝑋), 𝒲* =𝒲 ∪W𝑒(𝑋). Тогда

• если 𝑋 является Γ̂︂𝐵𝑀(𝒱)-тучным, то 𝑋 является Γ𝐵𝑀(𝒱)-тучным;

• если 𝑋 является Γ̂︂𝐵𝑀(𝒱)-бэровским, то 𝑋 является Γ𝐵𝑀(𝒱)-бэровским;

• если 𝑋 является Γ𝐵𝑀(𝒱)-пространством, то 𝑋 является Γ̂︂𝐵𝑀(𝒱)-пространством;

• если 𝑋 является Γ̂︁𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-тучным, то 𝑋 является Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-тучным;

• если 𝑋 является Γ̂︁𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-бэровским, то 𝑋 является Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-
бэровским;

• если 𝑋 является Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-пространством, то 𝑋 является Γ̂︁𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-
пространством.

По аналогии с определением 3.11 дадим следующее определения.
Для 𝑟 ∈ {𝑜, 𝑝, 𝑓, 𝑘} определим игры

tg𝐵𝑀𝑟(𝑋) := tg𝐵𝑀(𝑋,𝒱), tg𝑀𝐵𝑟(𝑋) := tg𝑀𝐵(𝑋,𝒱)
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где 𝒱 = V𝑟(𝑋). Для 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘} определим игры

tg𝑂𝐷𝑡,𝑞(𝑋) := tg𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲), tg𝐷𝑂𝑡,𝑞(𝑋) := tg𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲)

где 𝒩 = 𝒩𝑡(𝑋) и 𝒲 = W𝑞(𝑋).

Определение 3.17. Пусть 𝑋 пространство, 𝑟 ∈ {𝑜, 𝑝, 𝑓, 𝑘}. Назовем про-
странство 𝑋

• Γ̂︂𝐵𝑀

𝑟 -тучным, если 𝑋 (𝛽, tg𝑀𝐵𝑟)-неблагоприятно;

• Γ̂︂𝐵𝑀

𝑟 -бэровским, если 𝑋 (𝛽, tg𝐵𝑀𝑟)-неблагоприятно.

Пусть 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и 𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘}. Назовем пространство 𝑋

• Γ̂︁𝑂𝐷

𝑡,𝑞 -тучным, если 𝑋 (𝛽, tg𝐷𝑂𝑡,𝑞)-неблагоприятно;

• Γ̂︁𝑂𝐷

𝑡,𝑞 -бэровским, если 𝑋 (𝛽, tg𝑂𝐷𝑡,𝑞)-неблагоприятно.

Из предложения 3.4.2 вытекает

Предложение 3.4.3. Пусть 𝑋 пространство, 𝑟 ∈ {𝑜, 𝑝, 𝑓, 𝑘}, 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и
𝑞 ∈ {𝑙, 𝑘}. Тогда

• если 𝑋 является Γ̂︂𝐵𝑀

𝑟 -тучным (Γ̂︂𝐵𝑀

𝑟 -бэровским), то 𝑋 является Γ𝐵𝑀

𝑟 -
тучным (Γ𝐵𝑀

𝑟 -бэровским);

• если 𝑋 является Γ̂︁𝑂𝐷

𝑡,𝑞 -тучным (Γ̂︁𝑂𝐷

𝑡,𝑞 -бэровским), то 𝑋 является Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 -
тучным (Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 -бэровским).

Из определений несложно выводится

Предложение 3.4.4. Пусть 𝑋 пространство.

• Пусть 𝒱 ⊂ V(𝑋). Пространство 𝑋 является Γ̂︂𝐵𝑀(𝒱)-тучным (Γ̂︂𝐵𝑀(𝒱)-
бэровским) если и только если для любого 𝜙 ∈ 𝑇𝐵𝑀(𝑋) существует
(𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V(𝑋) (для которого 𝑈0 = 𝑋), так что

– 𝑉𝑛 = 𝜙(𝑈𝑛), 𝑈𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔;

– (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒱.

• Пусть 𝒩 есть 𝜋-сеть 𝑋, 𝒲 ⊂ W(𝑋). Пространство 𝑋 является
Γ̂︁𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-тучным (Γ̂︁𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-бэровским) если и только если для лю-
бого (𝜙, 𝜓) ∈ 𝑇𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ) существует (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V(𝑋) (для которого
𝑈0 = 𝑋), так что

– 𝑉𝑛 = 𝜙(𝑈𝑛), 𝑀𝑛 = 𝜓(𝑈𝑛) и 𝑈𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔;

– (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲.
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3.5 Модификации игры Банаха-Мазура с
четырьмя игроками

Определение игры ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω)

Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть пространство, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}. Пусть 𝒩 есть 𝜋-сеть про-
странства 𝑋, 𝒲 ⊂W(𝑋) и Ω ⊂ 𝒯 *.

Параметры игры: 𝑋,𝒩 ,𝒲 и Ω.

Множество игроков игры: 𝑃 = {𝛼, 𝛾, 𝛽, 𝛿} есть множество игроков, иг-
рают четыре игрока.

Определение 𝑛-го хода. На 𝑛-ом ходу игроки выбирают множества

𝑈𝑛, 𝐺𝑛,𝒢𝑛, 𝑉𝑛,𝑀𝑛, 𝐷𝑛,𝒟𝑛,

более подробно:

игрок выбор
𝛼 𝑈𝑛 𝑈𝑛 ∈ 𝒯 *
𝛾 𝐺𝑛,𝒢𝑛 𝐺𝑛 ∈ 𝒯 *, 𝒢𝑛 ⊂ 𝒯 *
𝛽 𝑉𝑛,𝑀𝑛 𝑉𝑛 ∈ 𝒯 *, 𝑀𝑛 ∈ 𝒩
𝛿 𝐷𝑛,𝒟𝑛 𝐷𝑛 ∈ 𝒯 *, 𝒟𝑛 ⊂ 𝒯 *

Для 𝑈 ∈ 𝒯 * обозначим

Π(𝑈) = {(𝑉,𝒫) ∈ 𝒯 * × Exp*(𝒯 *) : 𝒫 является 𝜋-базой 𝑉 }.

На первом ходу, для 𝑛 = 0, определим выбор игроков:

игрок выбор определение выбора
𝛼 𝑈0 𝑈0 ∈ Ω
𝛾 𝐺0,𝒢0 𝐺0 = 𝑈0 и (𝐺0,𝒢0) ∈ Π(𝑈0)
𝛽 𝑉0,𝑀0 𝑉0 ∈ 𝒢0, 𝑀0 ∈ 𝒩 и 𝑀0 ⊂ 𝑈0

𝛿 𝐷0,𝒟0 (𝐷0,𝒟0) ∈ Π(𝑉0)

На 𝑛-ом ходу, для 𝑛 > 0, определим выбор игроков:

игрок выбор определение выбора
𝛼 𝑈𝑛 𝑈𝑛 ∈ 𝒟𝑛−1
𝛾 𝐺𝑛,𝒢𝑛 (𝐺𝑛,𝒢𝑛) ∈ Π(𝑈𝑛)
𝛽 𝑉𝑛,𝑀𝑛 𝑉𝑛 ∈ 𝒢𝑛, 𝑀𝑛 ∈ 𝒩 и 𝑀𝑛 ⊂ 𝑈𝑛
𝛿 𝐷𝑛,𝒟𝑛 (𝐷𝑛,𝒟𝑛) ∈ Π(𝑉𝑛)

Отметим, что для 𝑛 ∈ 𝜔

𝑈0 = 𝐺0 ⊃ ... ⊃ 𝑈𝑛 ⊃ 𝐺𝑛 ⊃ 𝑉𝑛 ⊃ 𝐷𝑛 ⊃ 𝑈𝑛+1 ⊃ ... и 𝑀𝑛 ⊂ 𝑈𝑛.

106



Условия выигрыша игроков. Игрок 𝛼 выиграл если (𝑈𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 .
Игрок 𝛽 выиграл если (𝑈𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 /∈ 𝒲 . Игроки 𝛾 и 𝛿 являются природой, то
есть они всегда проигрывают.

Обозначение компонентов игры. Для 𝜅 ∈ 𝑃 обозначим через 𝑆𝜅 страте-
гию игрока 𝜅, 𝒮 = (𝑆𝜅)𝜅∈𝑃 . Обозначим через 𝜋 игровую функцию, 𝜋 = 𝒮 [𝑃 ] →
𝑅, где 𝑅 есть множество партий игры.

Определение игры ̃︂𝐵𝑀(𝑋 ; Ω)

Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть пространство, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅} и Ω ⊂ 𝒯 *.

Параметры игры: 𝑋 и Ω.

Множество игроков игры: 𝑃 = {𝛼, 𝛽} есть множество игроков, играют
два игрока.

Определение 𝑛-го хода. На 𝑛-ом ходу игроки выбирают множества

𝑈𝑛, 𝑉𝑛 ∈ 𝒯 *.

На первом ходу, для 𝑛 = 0, игрок 𝛼 выбирает 𝑈0 ∈ Ω, игрок 𝛽 выбирает
𝑉0 ∈ 𝒯 *, 𝑉0 ⊂ 𝑈0. На 𝑛-ом ходу, для 𝑛 > 0, игрок 𝛼 выбирает 𝑈𝑛 ∈ 𝒯 *,
𝑈𝑛 ⊂ 𝑉𝑛−1 игрок 𝛽 выбирает 𝑉𝑛 ∈ 𝒯 *, 𝑉𝑛 ⊂ 𝑈𝑛.

Условия выигрыша игроков. Игрок 𝛼 выиграл если
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛 ̸= ∅, в про-

тивном случае выиграл игрок 𝛽.

Связь игр 𝑀𝐵, 𝐵𝑀 и ̃︂𝐵𝑀
Обозначим Ω𝐵𝑀 = {𝑋}, Ω𝑀𝐵 = 𝒯 *. Из построения вытекает

Утверждение 3.5.1.

̃︂𝐵𝑀(𝑋; Ω𝐵𝑀) ∼ 𝐵𝑀(𝑋),̃︂𝐵𝑀(𝑋; Ω𝑀𝐵) ∼𝑀𝐵(𝑋).

Из теоремы 3.6 Банаха-Окстоби вытекает

Предложение 3.5.2. Пусть 𝑋 есть пространство, Ω ⊂ 𝒯 *. Игра ̃︂𝐵𝑀(𝑋; Ω)
𝛽-неблагоприятна если и только если 𝑈 бэровское для некоторого 𝑈 ∈ Ω.
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Свойства игры ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω)

Зафиксируем отображение Λ : 𝒯 * × Exp*(𝒯 *) → 𝒯 , для которого выпол-
няются условие: если (𝑈,𝒫) ∈ 𝒯 × Exp*(𝒯 *) и 𝑉 = Λ(𝑈,𝒫), то

• 𝑉 = 𝑈 если 𝑈 ∈ 𝒫 ;

• 𝑉 ∈ 𝒫 ′ = {𝑊 ∈ 𝒫 : 𝑊 ⊂ 𝑈} если 𝒫 ′ ̸= ∅;

• 𝑉 = ∅ в противном случае.

Утверждение 3.5.3. Пусть (𝑠𝛼, 𝑠𝛾, 𝑠𝛿) ∈ 𝑆𝛼 × 𝑆𝛾 × 𝑆𝛿. Существует такая
стратегия 𝑞𝛼 ∈ 𝑆𝛼, так что для любого набора (𝑞𝛾, 𝑞𝛽, 𝑞𝛿) ∈ 𝑆𝛾 × 𝑆𝛽 × 𝑆𝛿
существует 𝑠𝛽 ∈ 𝑆𝛽 так что для 𝑠 = (𝑠𝜅)𝜅∈𝑃 , 𝑞 = (𝑞𝜅)𝜅∈𝑃 ,

(̃︀𝑈𝑛, ̃︀𝐺𝑛, ̃︀𝒢𝑛, ̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛, ̃︀𝐷𝑛, ̃︀𝒟𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋(𝑠),

(𝑈𝑛, 𝐺𝑛,𝒢𝑛, 𝑉𝑛,𝑀𝑛, 𝐷𝑛,𝒟𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋(𝑞)

выполняются условие:

(a) для 𝑛 ∈ 𝜔 выполняется

(1) ̃︀𝑈𝑛 ⊃ ̃︀𝐺𝑛 ⊃ 𝑈𝑛 ⊃ 𝐺𝑛 ⊃ 𝑉𝑛 ⊃ 𝐷𝑛 ⊃ ̃︀𝑉𝑛 ⊃ ̃︀𝐷𝑛 ⊃ ̃︀𝑈𝑛+1;

(2) ̃︁𝑀𝑛 =𝑀𝑛 ⊂ 𝑈𝑛 ⊂ ̃︀𝑈𝑛;
(3) ̃︀𝑉𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛+1 ⊂ ̃︀𝑉𝑛 ⊂ 𝑉𝑛.

(b) если семейство 𝒲 монолитно и (̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 то (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲.

Доказательство. Определим стратегии 𝑞𝛼 и 𝑠𝛽, так чтобы выполнялся пункт
(a). Пункт (b) вытекает из определения монолитности и пункта (a). На первом
ходу, для 𝑛 = 0, определим выбор игроков:

стратегия выбор определение выбора
𝑠𝛼 ̃︀𝑈0

𝑠𝛾 ̃︀𝐺0, ̃︀𝒢0
𝑞𝛼 𝑈0 𝑈0 = ̃︀𝑈0

𝑞𝛾 𝐺0,𝒢0
𝑞𝛽 𝑉0,𝑀0

𝑞𝛿 𝐷0,𝒟0

𝑠𝛽 ̃︀𝑉0,̃︁𝑀0
̃︀𝑉0 = Λ(𝐷0, ̃︀𝒢0), ̃︁𝑀0 =𝑀0

𝑠𝛿 ̃︀𝐷0, ̃︀𝒟0

На 𝑛-ом ходу, для 𝑛 > 0, определим выбор игроков:
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стратегия выбор определение выбора
𝑠𝛼 ̃︀𝑈𝑛
𝑠𝛾 ̃︀𝐺𝑛, ̃︀𝒢𝑛
𝑞𝛼 𝑈𝑛 𝑈𝑛 = Λ( ̃︀𝐺𝑛,𝒟𝑛−1)
𝑞𝛾 𝐺𝑛,𝒢𝑛
𝑞𝛽 𝑉𝑛,𝑀𝑛

𝑞𝛿 𝐷𝑛,𝒟𝑛
𝑠𝛽 ̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛

̃︀𝑉𝑛 = Λ(𝐷𝑛, ̃︀𝒢𝑛), ̃︁𝑀𝑛 =𝑀𝑛

𝑠𝛿 ̃︀𝐷𝑛, ̃︀𝒟𝑛
Утверждение 3.5.4. Пусть (𝑠𝛾, 𝑠𝛽, 𝑠𝛿) ∈ 𝑆𝛾 × 𝑆𝛽 × 𝑆𝛿. Существует такая
стратегия 𝑞𝛽 ∈ 𝑆𝛽, так что для любого набора (𝑞𝛼, 𝑞𝛾, 𝑞𝛿) ∈ 𝑆𝛼 × 𝑆𝛾 × 𝑆𝛿
существует 𝑠𝛼 ∈ 𝑆𝛼 так что для 𝑠 = (𝑠𝜅)𝜅∈𝑃 , 𝑞 = (𝑞𝜅)𝜅∈𝑃 ,

(̃︀𝑈𝑛, ̃︀𝐺𝑛, ̃︀𝒢𝑛, ̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛, ̃︀𝐷𝑛, ̃︀𝒟𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋(𝑠),

(𝑈𝑛, 𝐺𝑛,𝒢𝑛, 𝑉𝑛,𝑀𝑛, 𝐷𝑛,𝒟𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋(𝑞)

выполняются условие:

(a) для 𝑛 ∈ 𝜔 выполняется

(1) 𝑈𝑛 ⊃ 𝐺𝑛 ⊃ ̃︀𝑈𝑛 ⊃ ̃︀𝐺𝑛 ⊃ ̃︀𝑉𝑛 ⊃ ̃︀𝐷𝑛 ⊃ 𝑉𝑛 ⊃ 𝐷𝑛 ⊃ 𝑈𝑛+1;

(2) ̃︁𝑀𝑛 =𝑀𝑛 ⊂ ̃︀𝑈𝑛 ⊂ 𝑈𝑛;

(3) 𝑉𝑛+1 ⊂ ̃︀𝑉𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 ⊂ ̃︀𝑉𝑛;
(b) если семейство 𝒲 монолитно и (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 то (̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲.

Доказательство. Определим стратегии 𝑠𝛼 и 𝑞𝛽, так чтобы выполнялся пункт
(a). Пункт (b) вытекает из определения монолитности и пункта (a). На первом
ходу, для 𝑛 = 0, определим выбор игроков:

стратегия выбор определение выбора
𝑞𝛼 𝑈0

𝑞𝛾 𝐺0,𝒢0
𝑠𝛼 ̃︀𝑈0

̃︀𝑈0 = 𝐺0 = 𝑈0

𝑠𝛾 ̃︀𝐺0, ̃︀𝒢0
𝑠𝛽 ̃︀𝑉0,̃︁𝑀0

𝑠𝛿 ̃︀𝐷0, ̃︀𝒟0

𝑞𝛽 𝑉0,𝑀0 𝑉0 = Λ( ̃︀𝐷0,𝒢0), 𝑀0 = ̃︁𝑀0

𝑞𝛿 𝐷0,𝒟0

На 𝑛-ом ходу, для 𝑛 > 0, определим выбор игроков:
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стратегия выбор определение выбора
𝑞𝛼 𝑈𝑛
𝑞𝛾 𝐺𝑛,𝒢𝑛
𝑠𝛼 ̃︀𝑈𝑛 ̃︀𝑈𝑛 = Λ(𝐺𝑛, ̃︀𝒟𝑛)
𝑠𝛾 ̃︀𝐺𝑛, ̃︀𝒢𝑛
𝑠𝛽 ̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛

𝑠𝛿 ̃︀𝐷𝑛, ̃︀𝒟𝑛
𝑞𝛽 𝑉𝑛,𝑀𝑛 𝑉𝑛 = Λ( ̃︀𝐷𝑛,𝒢𝑛), 𝑀𝑛 = ̃︁𝑀𝑛

𝑞𝛿 𝐷𝑛,𝒟𝑛

Теорема 3.18. Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть пространство, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}, 𝒩 есть 𝜋-
сеть пространства 𝑋, Ω ⊂ 𝒯 * и семейство 𝒲 ⊂W(𝑋) монолитно. Пусть
g = ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω).

(1) Игра g 𝛼-благоприятна если и только если g {𝛼, 𝛾, 𝛿}-благоприятна.

(2) Игра g 𝛽-благоприятна если и только если g {𝛾, 𝛽, 𝛿}-благоприятна.

(3) Игра g 𝛼-неблагоприятна если и только если g {𝛼, 𝛾, 𝛿}-неблагоприятна.

(4) Игра g 𝛽-неблагоприятна если и только если g {𝛾, 𝛽, 𝛿}-неблагоприятна.

Доказательство. Пункт (3) и (4) вытекают из (1) и (2).
Докажем (1). В силу утверждения 1.4.1, достаточно показать, что если игра

g {𝛼, 𝛾, 𝛿}-благоприятна, то g 𝛼-благоприятна. Пусть {𝛼 → 𝑠𝛼, 𝛾 → 𝑠𝛾, 𝛿 →
𝑠𝛿} есть {𝛼, 𝛾, 𝛿}-выигрышная стратегия. Пусть 𝑞𝛼 ∈ 𝑆𝛼 есть стратегия из
утверждения 3.5.3. Покажем что 𝑞𝛼 есть выигрышная стратегия для игрока
𝛼. Пусть (𝑞𝛾, 𝑞𝛽, 𝑞𝛿) ∈ 𝑆𝛾 × 𝑆𝛽 × 𝑆𝛿. Из утверждения 3.5.3 (b) и того что 𝒲
монолитно вытекает что существует 𝑠𝛽 ∈ 𝑆𝛽 так что для 𝑠 = (𝑠𝜅)𝜅∈𝑃 , 𝑞 =
(𝑞𝜅)𝜅∈𝑃 ,

(̃︀𝑈𝑛, ̃︀𝐺𝑛, ̃︀𝒢𝑛, ̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛, ̃︀𝐷𝑛, ̃︀𝒟𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋(𝑠),

(𝑈𝑛, 𝐺𝑛,𝒢𝑛, 𝑉𝑛,𝑀𝑛, 𝐷𝑛,𝒟𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋(𝑞)

выполняются условие: если семейство (̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 то (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 .
Так как {𝛼 → 𝑠𝛼, 𝛾 → 𝑠𝛾, 𝛿 → 𝑠𝛿} есть {𝛼, 𝛾, 𝛿}-выигрышная стратегия, то
(̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 . Следовательно (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 и игрок 𝛼 выиграл с помо-
щью стратегии 𝑞𝛼.

Докажем (1). В силу утверждения 1.4.1, достаточно показать, что если игра
g {𝛾, 𝛽, 𝛿}-благоприятна, то g 𝛽-благоприятна. Пусть {𝛾 → 𝑠𝛾, 𝛽 → 𝑠𝛽, 𝛿 →
𝑠𝛿} есть {𝛾, 𝛽, 𝛿}-выигрышная стратегия. Пусть 𝑞𝛽 ∈ 𝑆𝛽 есть стратегия из
утверждения 3.5.4. Покажем что 𝑞𝛽 есть выигрышная стратегия для игрока
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𝛽. Пусть (𝑞𝛼, 𝑞𝛾, 𝑞𝛿) ∈ 𝑆𝛼 × 𝑆𝛾 × 𝑆𝛿. Из утверждения 3.5.4 (b) и того что 𝒲
монолитно вытекает что существует 𝑠𝛼 ∈ 𝑆𝛼 так что для 𝑠 = (𝑠𝜅)𝜅∈𝑃 , 𝑞 =
(𝑞𝜅)𝜅∈𝑃 ,

(̃︀𝑈𝑛, ̃︀𝐺𝑛, ̃︀𝒢𝑛, ̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛, ̃︀𝐷𝑛, ̃︀𝒟𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋(𝑠),

(𝑈𝑛, 𝐺𝑛,𝒢𝑛, 𝑉𝑛,𝑀𝑛, 𝐷𝑛,𝒟𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋(𝑞)

выполняются условие: если семейство (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 то (̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 .
Так как {𝛾 → 𝑠𝛾, 𝛽 → 𝑠𝛽, 𝛿 → 𝑠𝛿} есть {𝛾, 𝛽, 𝛿}-выигрышная стратегия, то
(̃︀𝑉𝑛,̃︁𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 /∈ 𝒲 . Следовательно (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 /∈ 𝒲 и игрок 𝛽 выиграл с помо-
щью стратегии 𝑞𝛽.

Из определения игры ̃︂𝑂𝐷 и теоремы 3.18 вытекает

Теорема 3.19. Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть пространство, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}, 𝒩 есть
𝜋-сеть пространства 𝑋, Ω ⊂ 𝒯 *, 𝒲 ⊂ W(𝑋), 𝐾 = {𝛾, 𝛿}. Пусть g =̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω).

(1) Коалиция 𝐾 является природой для игры g.

(2) Если семейство 𝒲 монолитно, то 𝐾 является фиктивной коалицией.

Утверждение 3.5.5. Стратегия 𝑠 = {𝛾 → 𝑠𝛾, 𝛿 → 𝑠𝛿} ∈ 𝒮 [{𝛾,𝛿}] является
стратегией коалиции {𝛾, 𝛿}.

Пусть 𝑈 ∈ Ω ⊂ 𝒯 *. Если игра ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω𝐵𝑀) 𝛼-благоприятна, то
существует выигрышная для игрока 𝛼 стратегия 𝑠𝛼 в игре ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω),
так что игрок 𝛼 выбирает на первом ходу 𝑈0 = 𝑈 , то есть 𝑈 = 𝑠𝛼(∅).

Утверждение 3.5.6. Пусть 𝑈 ∈ Ω ⊂ 𝒯 *. Если игра ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω𝐵𝑀)
𝛼-благоприятна, то существует выигрышная для игрока 𝛼 стратегия 𝑠𝛼 в
игре ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω), так что игрок 𝛼 выбирает на первом ходу 𝑈0 = 𝑈 , то
есть 𝑈 = 𝑠𝛼(∅).

Доказательство. Пусть 𝑠𝛼 есть выигрышная для игрока 𝛼 стратегия 𝑠𝛼 в
игре ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω𝐵𝑀). Определим выигрышную для игрока 𝛼 стратегию
𝑠𝛼 в игре ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω).

На первом ходу игрок 𝛼 выбирает 𝑈0 = 𝑈 . На 𝑛-ом ходу игрок 𝛼 выбирает

𝑈𝑛 = 𝑠𝛼(𝑋,𝐺0,𝒢0, 𝑉0, 𝐷0,𝒟0, ..., 𝑈𝑛−1, 𝐺𝑛−1,𝒢𝑛−1, 𝑉𝑛−1, 𝐷𝑛−1,𝒟𝑛−1).

Утверждение 3.5.7. Пусть (𝑠𝛼, 𝑠𝛾, 𝑠𝛽) ∈ 𝑆𝛼 × 𝑆𝛾 × 𝑆𝛽, 𝑈 = 𝑠𝛼(∅), 𝜋𝐵𝑀
есть игровая функция в игре 𝐵𝑀(𝑈). Существует стратегия 𝑞𝛽 игрока 𝛽
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в игре 𝐵𝑀(𝑈) так что для любой стратегии 𝑞𝛼 игрока 𝛼 в игре 𝐵𝑀(𝑈)
существует стратегия 𝑠𝛿 ∈ 𝑆𝛿 так что для 𝑠 = (𝑠𝜅)𝜅∈𝑃 , 𝑞 = (𝑞𝜅)𝜅∈{𝛼,𝛽},

(𝑈𝑛, 𝐺𝑛,𝒢𝑛, 𝑉𝑛,𝑀𝑛, 𝐷𝑛,𝒟𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋(𝑠),

(̃︀𝑈𝑛, ̃︀𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋𝐵𝑀(𝑞).

выполняется условие:̃︀𝑉𝑛 = 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔 и ̃︀𝑈0 = 𝑈 , ̃︀𝑈𝑛 = 𝐷𝑛−1 для 𝑛 > 0.

Доказательство. Определим искомые стратегии 𝑞𝛼 и 𝑠𝛿. На первом ходу, для
𝑛 = 0, определим выбор игроков:

ход стратегия выбор определение выбора
0 𝑞𝛼 ̃︀𝑈0 = 𝑈
0 𝑠𝛼 𝑈0 = 𝑈
0 𝑠𝛾 𝐺0,𝒢0
0 𝑠𝛽 𝑉0,𝑀0

0 𝑞𝛽 ̃︀𝑉0 ̃︀𝑉0 = 𝑉0
1 𝑞𝛼 ̃︀𝑈1

0 𝑠𝛿 𝐷0,𝒟0 𝐷0 = ̃︀𝑈1, 𝒟0 = {𝑉 ∈ 𝒯 * : 𝑉 ⊂ 𝐷0}
На 𝑛-ом ходу определим выбор игроков:

ход стратегия выбор определение выбора
𝑛 𝑠𝛼 𝑈𝑛
𝑛 𝑠𝛾 𝐺𝑛,𝒢𝑛
𝑛 𝑠𝛽 𝑉𝑛,𝑀𝑛

𝑛 𝑞𝛽 ̃︀𝑉𝑛 ̃︀𝑉𝑛 = 𝑉𝑛
𝑛+ 1 𝑞𝛼 ̃︀𝑈𝑛+1

𝑛 𝑠𝛿 𝐷𝑛,𝒟𝑛 𝐷𝑛 = ̃︀𝑈𝑛+1, 𝒟𝑛 = {𝑉 ∈ 𝒯 * : 𝑉 ⊂ 𝐷𝑛}

Теорема 3.20. Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть пространство, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}, 𝒩 есть 𝜋-
сеть пространства 𝑋, Ω ⊂ 𝒯 * и 𝒲 ⊂ W(𝑋). Пусть g = ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω),
𝒲* = 𝒲 ∪W𝑒(𝑋), g* = ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲*; Ω𝐵𝑀), g𝐵𝑀 = ̃︂𝐵𝑀(𝑋; Ω). Если g*

𝛼-благоприятно и g𝐵𝑀 𝛽-неблагоприятно, то g {𝛾, 𝛽}-неблагоприятно.

Доказательство. Пусть (𝑠𝛾, 𝑠𝛽) ∈ 𝑆𝛾 × 𝑆𝛽. Нам надо найти такие стратегии
(𝑠𝛼, 𝑠𝛿) ∈ 𝑆𝛼 × 𝑆𝛿 так что для 𝑠 = (𝑠𝜅)𝜅∈𝑃 ,

(𝑈𝑛, 𝐺𝑛,𝒢𝑛, 𝑉𝑛,𝑀𝑛, 𝐷𝑛,𝒟𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋(𝑠)

выполняется (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 .
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Так как g𝐵𝑀 𝛽-неблагоприятно то из предложения 3.5.2 вытекает, что су-
ществует бэровское 𝑈 ∈ Ω. Пусть 𝑠𝛼 есть выигрышная стратегия для игрока
𝛼 в игре g*. Из предложения 3.5.6 вытекает, что существует выигрышная для
игрока 𝛼 стратегия 𝑠𝛼 в игре ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲*; Ω), так что игрок 𝛼 выбирает
на первом ходу 𝑈0 = 𝑈 . Пусть 𝑞𝛽 есть стратегия игрока 𝛽 в игре 𝐵𝑀(𝑈) из
предложения 3.5.7. Так как 𝑈 бэровское пространство, то, в силу теоремы 3.6
Банаха-Окстоби, игра 𝐵𝑀(𝑈) 𝛽-неблагоприятна. Следовательно, существует
стратегия 𝑞𝛼 игрока 𝛼 в игре 𝐵𝑀(𝑈) так что для 𝑞 = (𝑞𝜅)𝜅∈{𝛼,𝛽},

(̃︀𝑈𝑛, ̃︀𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋𝐵𝑀(𝑞).

выполняется ⋂︁
𝑛∈𝜔

̃︀𝑈𝑛 = ⋂︁
𝑛∈𝜔

̃︀𝑉𝑛 ̸= ∅.

Из утверждения 3.5.7 вытекает что существует 𝑠𝛿 ∈ 𝑆𝛿 так что для 𝑠 = (𝑠𝜅)𝜅∈𝑃 ,

(𝑈𝑛, 𝐺𝑛,𝒢𝑛, 𝑉𝑛,𝑀𝑛, 𝐷𝑛,𝒟𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝜋(𝑠)

выполняется условие:̃︀𝑉𝑛 = 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔 и ̃︀𝑈0 = 𝑈 , ̃︀𝑈𝑛 = 𝐷𝑛−1 для 𝑛 > 0.

Следовательно,
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛 ̸= ∅ и (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 /∈ W𝑒(𝑋). Так как стратегия 𝑠𝛼

выигрышная для 𝛼 в игре ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲*; Ω), то (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲* = 𝒲 ∪
W𝑒(𝑋). Получаем (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝒲 .

Связь игр 𝑂𝐷, 𝐷𝑂 и ̃︂𝑂𝐷
Пусть Υ,Ψ ∈ U(𝑋). Определим стратегию 𝑠𝛾 для игрока 𝛾: на 𝑛-ом шагу

игрок 𝛾 выбирает 𝐺𝑛 = 𝑈𝑛 и 𝒢𝑛 = Υ(𝐺𝑛). Определим стратегию 𝑠𝛿 для игрока
𝛿: на 𝑛-ом шагу игрок 𝛿 выбирает 𝐷𝑛 = 𝑉𝑛 и 𝒟𝑛 = Ψ(𝐷𝑛). Стратегия 𝑠 = {𝛾 →
𝑠𝛾, 𝛿 → 𝑠𝛿} ∈ 𝒮 [{𝛾,𝛿}] является стратегией коалиции {𝛾, 𝛿}. Из построения игр
вытекает

Утверждение 3.5.8.

̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω𝐵𝑀)[𝑠] ∼ 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ),̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω𝑀𝐵)[𝑠] ∼ 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ),

Определим стратегию 𝑠𝛾 для игрока 𝛾: на 𝑛-ом шагу игрок 𝛾 выбирает
𝐺𝑛 = 𝑈𝑛 и 𝒢𝑛 = {𝑈 ∈ 𝒯 * : 𝑈 ⊂ 𝐺𝑛}. Определим стратегию 𝑠𝛿 для игрока
𝛿: на 𝑛-ом шагу игрок 𝛿 выбирает 𝐷𝑛 = 𝑉𝑛 и 𝒟𝑛 = {𝑈 ∈ 𝒯 * : 𝑈 ⊂ 𝐷𝑛}.
Стратегия 𝑠 = {𝛾 → 𝑠𝛾, 𝛿 → 𝑠𝛿} ∈ 𝒮 [{𝛾,𝛿}] является стратегией коалиции
{𝛾, 𝛿}. Из построения игр вытекает
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Утверждение 3.5.9.

̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω𝐵𝑀)[𝑠] ∼ 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲),̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω𝑀𝐵)[𝑠] ∼ 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲),

Из утверждений 3.5.8 и 3.5.9, теоремы 3.19 и и предложения 1.4.2 вытекает

Предложение 3.5.10 (Предложение 3.1.2). Пусть 𝑋 есть пространство,
𝒩 есть 𝜋-сеть пространства 𝑋, 𝒲 ⊂ W(𝑋), Υ,Ψ ∈ U(𝑋). Если 𝒲 есть
монолитное семейство, то

𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲) ∼ 𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ),

𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲) ∼ 𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Υ,Ψ).

Предложение 3.5.11 (Предложение 3.2.5). Пусть 𝑋 пространство, 𝒩 есть
𝜋-сеть 𝑋, 𝒲 ⊂ W(𝑋) есть монолитное семейство. Пусть 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-
пространство.

(1) Если 𝑋 тучное, то 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲))-тучное.

(2) Если 𝑋 бэровское, то 𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-бэровское.

Доказательство. Пусть 𝒲* = 𝒲 ∪W𝑒(𝑋). Из утверждения 3.5.9, теоремы
3.18 и того, что𝑋 Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲)-пространство вытекает, что игра ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲*; Ω𝐵𝑀)
𝛼-благоприятна.

Докажем (1). Из утверждения 3.5.1 и теоремы 3.6 Банаха-Окстоби вытека-
ет что 𝑋 тучное если и только если игра ̃︂𝐵𝑀(𝑋; Ω𝑀𝐵) 𝛽-неблагоприятна. Из
теоремы 3.20 вытекает что игра ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω𝑀𝐵) {𝛾, 𝛽}-неблагоприятна и,
тем более 𝛽-неблагоприятна. Из теоремы 3.18 вытекает, что игра ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω𝑀𝐵)
{𝛾, 𝛽, 𝛿}-неблагоприятна. Из утверждения 3.5.9 вытекает, что игра𝐷𝑂(𝑋,𝒩 ,𝒲)
𝛽-неблагоприятна, то есть 𝑋 является Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲))-тучным пространством.

Докажем (2). Из утверждения 3.5.1 и теоремы 3.6 Банаха-Окстоби вытека-
ет что 𝑋 бэровское если и только если игра ̃︂𝐵𝑀(𝑋; Ω𝐵𝑀) 𝛽-неблагоприятна.
Из теоремы 3.20 вытекает что игра ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω𝐵𝑀) {𝛾, 𝛽}-неблагоприятна
и, тем более 𝛽-неблагоприятна. Из теоремы 3.18 вытекает, что игра ̃︂𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲 ; Ω𝐵𝑀)
{𝛾, 𝛽, 𝛿}-неблагоприятна. Из утверждения 3.5.9 вытекает, что игра𝑂𝐷(𝑋,𝒩 ,𝒲)
𝛽-неблагоприятна, то есть 𝑋 является Γ𝑂𝐷(𝒩 ,𝒲))-тучным пространством.
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3.6 Полуоткрытые окрестности диагонали
Пусть 𝑋 множество, 𝑃,𝑄 ⊂ 𝑋 ×𝑋. Обозначим

𝑃 (𝑥) := {𝑦 ∈ 𝑋 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃},
𝑃 (𝑀) := {𝑦 ∈ 𝑋 : существует 𝑥 ∈𝑀 , так что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃} =

⋃︁
𝑥∈𝑀

𝑃 (𝑥),

𝑃 |𝑀 := 𝑃 ∩ (𝑀 ×𝑀),

𝑃−1 := {(𝑥, 𝑦) : (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑃},
𝑃 ∘𝑄 := {(𝑥, 𝑦) : существует 𝑧 ∈ 𝑋 так что (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑃 и (𝑧, 𝑦) ∈ 𝑄}

для 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑀 ⊂ 𝑋.

Определение 3.21. Пусть 𝑋 пространство, 𝑃 ⊂ 𝑋 ×𝑋. Назовем множество
𝑃 полуоткрытым (semiopen) если каждое 𝑃 (𝑥) открыто. Назовем 𝑃 полу-
окрестностью диагонали, если 𝑥 ∈ Int𝑃 (𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑋. Обозначим через
S(𝑋) семейство всех полуокрестностей диагонали пространства 𝑋.

Замечание 3.22. В работе [6] в определении полуокрестностьи диагонали пред-
полагалось, что множество 𝑃 (𝑥) открыто, то есть предполагалось что 𝑃 полу-
открыто. Понятие полуоткрытой полуокрестности диагонали по сути совпада-
ет с понятием соответствия окрестности [43]: отображение 𝑃 : 𝑋 → 𝒯 называ-
ется соответствием окрестности (neighbourhood assignment) если 𝑥 ∈ 𝑃 (𝑥)
и 𝑃 (𝑥) открыто для 𝑥 ∈ 𝑋.

Множество 𝑃 является полуокрестностью диагонали если и только если в
𝑃 лежит некоторая полуоткрытая полуокрестность диагонали.

Если 𝑋 топологическое пространство, то обозначим

𝑃
𝑣
:= {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 : 𝑦 ∈ 𝑃 (𝑥)}.

Ясно, что 𝑃 𝑣
(𝑥) = 𝑃 (𝑥) для 𝑥 ∈ 𝑋.

Предложение 3.6.1. Пусть 𝑋 пространство, 𝑃 ⊂ 𝑋 ×𝑋. Тогда

𝑃 (𝑥) =
⋂︁
{𝑃 (𝑈) : 𝑈 есть окрестность точки 𝑥}

для 𝑥 ∈ 𝑋. Соответственно,

𝑃 =
⋂︁
{𝑄 ∘ 𝑃 𝑣

: 𝑄 ∈ S(𝑋)}.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃 если и только если 𝑦 ∈ 𝑃 (𝑈)
для каждой окрестности 𝑈 точки 𝑥.
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Введем на Exp(S(𝑋)) отношение порядка и связанное с ним отношение
эквивалентности. Для 𝒫 ,𝒬 ⊂ S(𝑋) положим

• 𝒫 ≼ 𝒬 если и только если для любого 𝑄 ∈ 𝒬 существует 𝑃 ∈ 𝒫 , так что
𝑃 ⊂ 𝑄;

• 𝒫 ∼ 𝒬 если и только если 𝒫 ≼ 𝒬 и 𝒬 ≼ 𝒫 .

Отметим, что если 𝒫 ⊃ 𝒬, то 𝒫 ≼ 𝒬. Для 𝒫 ⊂ S(𝑋) обозначим

Ψ𝑒(𝒫) := {𝑅 ∈ S(𝑋) : 𝑃 ⊂ 𝑅, для некоторого 𝑃 ∈ 𝒫}.

Предложение 3.6.2. Пусть 𝑋 пространство. Для 𝒫 ,𝒬 ⊂ S(𝑋)

• 𝒫 ≼ 𝒬 если и только если Ψ𝑒(𝒫) ⊃ Ψ𝑒(𝒬);

• 𝒫 ∼ 𝒬 если и только если Ψ𝑒(𝒫) = Ψ𝑒(𝒬).

Для 𝒫 ⊂ S(𝑋) обозначим

Ψ(𝒫) := 𝒫 ,
Ψ+(𝒫) := {𝑄 ∘ 𝑃 : 𝑄 ∈ S(𝑋) и 𝑃 ∈ 𝒫},
Ψ𝑣(𝒫) := {𝑃 𝑣

: 𝑃 ∈ 𝒫},
Ψ𝑐(𝒫) := {𝑃 : 𝑃 ∈ 𝒫},
Ψ𝑐

+(𝒫) := Ψ𝑣(Ψ+(𝒫)).

Из предложения 3.6.1 вытекает

Предложение 3.6.3. Пусть 𝑋 пространство. Для 𝒫 ⊂ S(𝑋)

• 𝒫 ≼ Ψ+(𝒫) ≼ Ψ𝑐
+(𝒫)

• 𝒫 ≼ Ψ𝑣(𝒫) ≼ Ψ𝑐(𝒫) ≼ Ψ𝑐
+(𝒫)

Пусть 𝜆 есть ординал, 𝑃𝛼 ⊂ 𝑋 × 𝑋 для 𝛼 < 𝜆. Индукцией по 𝛽 < 𝛾
определим множества p𝛽(𝒮𝛽), p𝑐𝛽(𝒮𝛽) ⊂ 𝑋 ×𝑋, где 𝒮𝛽 = (𝑃𝛼)𝛼<𝛽.

𝛽 = 0. Положим
p0(𝒮0) := p𝑐0(𝒮0) := {∅}.

𝛽 = 1. Положим

p1(𝒮1) := 𝑃0, p𝑐1(𝒮1) := 𝑃0.

1 < 𝛽 ≤ 𝛾. Положим

p𝛽(𝒮𝛽) :=

{︃
𝑄𝛽, если 𝛽 предельный кардинал
𝑄𝛽 ∘ 𝑃𝛽′, если 𝛽 = 𝛽′ + 1

p𝑐𝛽(𝒮𝛽) :=

{︃
𝑄𝑐
𝛽, если 𝛽 предельный кардинал

𝑄𝑐
𝛽 ∘ 𝑃𝛽′, если 𝛽 = 𝛽′ + 1
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где
𝑄𝛽 =

⋃︁
𝛼<𝛽

p𝛼(𝒮𝛼) и 𝑄𝑐
𝛽 =

⋃︁
𝛼<𝛽

p𝑐𝛼(𝒮𝛼).

Для 𝒫 ⊂ S(𝑋) обозначим

Ψ𝛾(𝒫) := {p𝛾(𝒮) : 𝒮 ∈ 𝒫𝛾},
Ψ𝑐
𝛾(𝒫) := {p𝑐𝛾(𝒮) : 𝒮 ∈ 𝒫𝛾},
𝒫|𝑌 := {𝑃 |𝑌 : 𝑃 ∈ 𝒫}

для 𝑌 ⊂ 𝑋.
Из предложения 3.6.3 и определений вытекает

Предложение 3.6.4. Пусть 𝑋 пространство, 𝒫 ⊂ S(𝑋) и 1 < 𝛼 < 𝛽
ординалы. Тогда

Ψ+(𝒫) ≼ Ψ2(𝒫) ≼Ψ𝛼(𝒫) ≼ Ψ𝛽(𝒫) ≼ Ψ𝑐
𝛽(𝒫)

Ψ𝑐(𝒫) = Ψ𝑐
1(𝒫) ≼Ψ𝑐

𝛼(𝒫) ≼ Ψ𝑐
𝛽(𝒫)

Ψ𝑐(𝒫) ≼ Ψ𝑐
+(𝒫) ≼Ψ𝑐

2(𝒫)

Предложение 3.6.5. Пусть 𝑋 пространство, 𝑌 ⊂ 𝑋, 𝒫 ⊂ S(𝑋) и 𝛾 орди-
налы. Если Ψ̃ ∈ {Ψ𝑣,Ψ𝑐,Ψ+,Ψ

𝑐
+,Ψ𝛾,Ψ

𝑐
𝛾}, то

Ψ̃(𝒫|𝑌 ) ≼ Ψ̃(𝒫)
⃒⃒⃒
𝑌
.

Предложение 3.6.6. Пусть 𝑋 пространство, 𝜆 ординал и 𝑈 ⊂ 𝑋 есть
непустое открытое подмножество 𝑋. Тогда

Ψ𝛾(S(𝑋))|𝑈 ∼ Ψ𝛾(S(𝑈)),

Ψ𝑐
𝛾(S(𝑋))

⃒⃒
𝑈
∼ Ψ𝑐

𝛾(S(𝑈)).

Определение 3.23. Пусть (𝑋, 𝒯 ) пространство, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}, 𝒫 ⊂ S(𝑋).
Назовем семейство 𝒫 делимым (partible) если выполняются условие

(𝑃 ) Пусть 𝐴 индексное множество, семейство {𝑈𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} ⊂ 𝒯 * дизюнкт-
но, {𝑃𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} ⊂ 𝒫 . Тогда существуют 𝑃 ∈ 𝒫 , семейство открытых
множеств {𝑉𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} ⊂ 𝒯 * так что для каждого 𝛼 ∈ 𝐴 выполняются
условия:

(1) 𝑉𝛼 ⊂ 𝑈𝛼 ⊂ 𝑉𝛼;

(2) 𝑃 (𝑉𝛼) ⊂ 𝑈𝛼;

(3) если 𝑥 ∈ 𝑉𝛼, то 𝑃 (𝑥) ⊂ 𝑃𝛼(𝑥).

Из определения вытекает
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Предложение 3.6.7. Для пространства 𝑋 семейство S(𝑋) является де-
лимым.

Предложение 3.6.8. Пусть 𝑋 пространство, 𝒫 ,𝒬 ⊂ S(𝑋), ℛ = {𝑃 ∘𝑄 :
𝑃 ∈ 𝒫 и 𝑄 ∈ 𝒬}. Если 𝒫 и 𝒬 делимые семейства, то ℛ делимое семейство.

Доказательство. Пусть 𝒯 есть топология пространства 𝑋, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}.
Пусть 𝐴 индексное множество, семейство {𝑈𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} ⊂ 𝒯 * дизюнктно,

{𝑅𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} ⊂ ℛ. Пусть 𝑅𝛼 = 𝑃𝛼 ∘ 𝑄𝛼 для 𝛼 ∈ 𝐴. Так как 𝒫 делимое
семейство, то существуют такое 𝑃 ∈ 𝒫 , семейство открытых множеств {𝑊𝛼 :
𝛼 ∈ 𝐴} ⊂ 𝒯 * так что для каждого 𝛼 ∈ 𝐴 выполняются условия: 𝑊𝛼 ⊂ 𝑈𝛼 ⊂
𝑊𝛼; 𝑃 (𝑊𝛼) ⊂ 𝑈𝛼; если 𝑥 ∈ 𝑊𝛼, то 𝑃 (𝑥) ⊂ 𝑃𝛼(𝑥). Так как𝒬 делимое семейство,
то существуют такое 𝑄 ∈ 𝒬, семейство открытых множеств {𝑉𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} ⊂
𝒯 * так что для каждого 𝛼 ∈ 𝐴 выполняются условия: 𝑉𝛼 ⊂ 𝑊𝛼 ⊂ 𝑉𝛼; 𝑄(𝑉𝛼) ⊂
𝑊𝛼; если 𝑥 ∈ 𝑉𝛼, то 𝑄(𝑥) ⊂ 𝑄𝛼(𝑥).

Положим 𝑅 = 𝑃 ∘ 𝑄. Тогда для каждого 𝛼 ∈ 𝐴 выполняются условия:
𝑉𝛼 ⊂ 𝑈𝛼 ⊂ 𝑉𝛼; 𝑅(𝑉𝛼) ⊂ 𝑈𝛼; если 𝑥 ∈ 𝑉𝛼, то 𝑅(𝑥) ⊂ 𝑅𝛼(𝑥).

Предложение 3.6.9. Пусть (𝑋, 𝒯 ) квазирегулярное пространство. Для каж-
дого открытого непустого 𝑈 ⊂ 𝑋 существует дизьюнктное семейство 𝛾
открытых подмножеств 𝑋, так что

(1)
⋃︀
𝛾 ⊂ 𝑈 ⊂

⋃︀
𝛾;

(2) 𝑉 ⊂ 𝑈 для каждого 𝑉 ∈ 𝛾.

Доказательство. Пусть 𝒯 есть топология пространства 𝑋, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅} и

𝜈 = {𝑉 ∈ 𝒯 * : 𝑉 ⊂ 𝑈}.

Возьмем 𝛾 ⊂ 𝜈 максимальное дизьюнктное подсемейство 𝜈.

Утверждение 3.6.10. Пусть (𝑋, 𝒯 ) квазирегулярное пространство, 𝒯 * =
𝒯 ∖{∅}, 𝒫 ⊂ S(𝑋) есть делимое семейство. Пусть 𝐴 индексное множество,
семейство {𝑈𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} ⊂ 𝒯 * дизюнктно, {𝑃𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} ⊂ 𝒫. Тогда
существуют 𝑃 ∈ 𝒫, семейство открытых множеств {𝑉𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} ⊂ 𝒯 *
так что для каждого 𝛼 ∈ 𝐴 выполняются условия:

(1) 𝑉𝛼 ⊂ 𝑈𝛼 ⊂ 𝑉𝛼;

(2) 𝑃 (𝑉𝛼) ⊂ 𝑈𝛼;

(3) если 𝑥 ∈ 𝑉𝛼, то 𝑃 (𝑥) ⊂ 𝑃𝛼(𝑥).
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Доказательство. Воспользуемся предложением 3.6.9 и для каждого 𝛼 ∈ 𝐴
выберем дизьюнктное семейство 𝛾𝛼 ⊂ 𝒯 * так что

⋃︀
𝛾𝛼 ⊂ 𝑈𝛼 ⊂

⋃︀
𝛾𝛼 и 𝑈 ⊂ 𝑈𝛼

для каждого 𝑈 ∈ 𝛾𝛼. Обозначим 𝛼(𝑈) = 𝛼 и 𝑃𝑈 = 𝑃𝛼 для 𝑈 ∈ 𝛾𝛼. Положим
𝛾 =

⋃︀
𝛼∈𝐴 𝛾𝛼. Так как 𝒫 делимое семейство, то существуют такое 𝑃 ∈ 𝒫 ,

семейство открытых множеств {𝑉𝑈 : 𝑈 ∈ 𝛾} ⊂ 𝒯 * так что для каждого
𝑈 ∈ 𝛾 выполняются условия:

• 𝑉𝑈 ⊂ 𝑈 ⊂ 𝑉𝑈 ;

• 𝑃 (𝑉𝑈) ⊂ 𝑈 ;

• если 𝑥 ∈ 𝑉𝑈 , то 𝑃 (𝑥) ⊂ 𝑃𝑈(𝑥).

Положим 𝑉𝛼 =
⋃︀
{𝑉𝑈 : 𝑈 ∈ 𝛾𝛼} для 𝛼 ∈ 𝐴. По построению, пункты (1) и (3)

выполняются.
Проверим (2). Пусть 𝑥 ∈ 𝑉𝛼. Тогда 𝑥 ∈ 𝑉𝑈 для некоторого 𝑈 ∈ 𝛾𝛼. Полу-

чаем
𝑃 (𝑉𝑈) ⊂ 𝑃 (𝑉𝑈) = 𝑈 ⊂ 𝑈𝛼.

Из предложения 3.6.1 вытекает, что 𝑃 (𝑥) ⊂ 𝑃 (𝑉𝑈) ⊂ 𝑈𝛼.

Из предложений 3.6.7, 3.6.8 и утверждения 3.6.10 вытекает

Предложение 3.6.11. Пусть 𝑋 пространство, 𝒫 ⊂ S(𝑋) делимое семей-
ство.

• Семейства Ψ+(𝒫), Ψ𝑛(𝒫) для 𝑛 < 𝜔 являются делимыми.

• Если 𝑋 квазирегулярное пространство, то семейства Ψ𝑣(𝒫), Ψ𝑐(𝒫),
Ψ𝑐

+(𝒫), Ψ𝑐
𝑛(𝒫) для 𝑛 < 𝜔 являются делимыми.

Определение 3.24. Пусть 𝑋 пространство, 𝒫 ⊂ S(𝑋). Обозначим

Aut𝒫(𝑋) := {𝑓 ∈ Aut(𝑋) : (𝑓 × 𝑓)(𝑃 ) ∈ 𝒫 и
(𝑓−1 × 𝑓−1)(𝑃 ) ∈ 𝒫
для всех 𝑃 ∈ 𝒫}.

Пространство 𝑋 назовем 𝒫-однородным, если для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 существует
𝑓 ∈ Aut𝒫(𝑋) так что 𝑓(𝑥) = 𝑦.

Из определений вытекает

Предложение 3.6.12. Пусть 𝑋 пространство, 𝒫 ⊂ S(𝑋), 𝛼 есть ординал,
𝒬 ∈ {Ψ𝑒(𝒫),Ψ𝑣(𝒫),Ψ𝑐(𝒫),Ψ+(𝒫),Ψ𝑐

+(𝒫),Ψ𝛼(𝒫),Ψ𝑐
𝛼(𝒫)}. Тогда

• Aut𝒫(𝑋) ⊂ Aut𝒬(𝑋);

• если 𝑋 является 𝒫-однородным, то 𝑋 является 𝒬-однородным.
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Предложение 3.6.13. Пусть 𝑋 пространство, 𝒫 = S(𝑋), 𝛼 есть ординал,
𝒬 ∈ {𝒫 ,Ψ𝑒(𝒫),Ψ𝑣(𝒫),Ψ𝑐(𝒫),Ψ+(𝒫),Ψ𝑐

+(𝒫),Ψ𝛼(𝒫),Ψ𝑐
𝛼(𝒫)}. Тогда

• Aut(𝑋) = Aut𝒬(𝑋);

• если 𝑋 является однородным, то 𝑋 является 𝒬-однородным.

3.7 Нормальные функторы квадрата
Функтор Q, который топологическому пространству 𝑋 ставит в соответ-

ствие семейство Q(𝑋) ⊂ Exp*(𝑋×𝑋) непустых подмножеств 𝑋×𝑋, назовем
функтором квадрата. Функтор квадрата Q назовем нормальным функтором
квадрата (NFS), если выполняются условия:

(𝑄1) если 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 есть гомеоморфизм, то

Q(𝑌 ) = {(𝑓 × 𝑓)(𝑃 ) : 𝑃 ∈ Q(𝑋)};

(𝑄2) если 𝑈 есть открытое непустое подмножество 𝑋, то

Q(𝑈) = Q(𝑋)|𝑈 ;

(𝑄3) если 𝑆 ∈ Q(𝑋), 𝑆 ⊂ 𝑄 ⊂ 𝑋 ×𝑋, то 𝑄 ∈ Q(𝑋);

(𝑄4) если 𝑆 ∈ Q(𝑋) то 𝑆 = 𝑋 ×𝑋.

На нормальных функторах квадрата введем отношение порядка. Для NFS
Q и R выполняется Q ≼ R если и только если Q(𝑋) ⊃ R(𝑋) для любого
пространства 𝑋.

Определим NFS, которые мы будем использовать. Пусть 𝑘 ∈ {𝑑, ℎ, 𝑣, 𝑠, 𝑎},
𝑋 есть пространство, 𝑆 ∈ Exp*(𝑋 ×𝑋). Тогда 𝑆 ∈ Q𝑘(𝑋) если и только если
выполняется условие (𝐿𝑘):

(𝐿𝑑) 𝑆 = 𝑋 ×𝑋;

(𝐿𝑣) 𝑆(𝑥) = 𝑋 для любого 𝑥 ∈ 𝑋;

(𝐿ℎ) 𝑆−1(𝑥) = 𝑋 для любого 𝑥 ∈ 𝑋;

(𝐿𝑠) 𝑀 ×𝑋 ⊂ 𝑆 для некоторого 𝑀 ⊂ 𝑋 =𝑀 ;

(𝐿𝑎) 𝑆 = 𝑋.

Из определения вытекает
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Предложение 3.7.1. Пусть 𝑘 ∈ {𝑑, ℎ, 𝑣, 𝑠, 𝑎}, 𝑋 есть пространство и 𝑆 ∈
Exp*(𝑋×𝑋). Тогда 𝑆 ∈ Q𝑘(𝑋) если и только если для любого 𝑥 ∈ 𝑋 и любой
окрестности 𝑈 ⊂ 𝑋 точки 𝑥 выполняется условие (𝐿′𝑘):

(𝐿′𝑑) 𝑆(𝑈) = 𝑋;

(𝐿′𝑣) 𝑆(𝑥) = 𝑋;

(𝐿′ℎ) 𝑆(𝑈) = 𝑋;

(𝐿′𝑠) 𝑆(𝑧) = 𝑋 для некоторого 𝑧 ∈ 𝑈 ;

(𝐿′𝑎) 𝑆(𝑥) = 𝑋.

Предложение 3.7.2. Для любого NFS Q

Q𝑑 ≼ Q ≼ Q𝑎,

Qℎ ≼ Q𝑠.

Введем на NFS операцию инкрементирования: для NFS Q определим NFS
Q+. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝑄 ∈ Exp*(𝑋 ×𝑋). Тогда 𝑄 ∈ Q+(𝑋) если и
только если 𝑃 ∘ 𝑆 ⊂ 𝑄 для некоторых 𝑃 ∈ S(𝑋) и 𝑆 ∈ Q(𝑋).

Предложение 3.7.3.

Q𝑣 ≼ Q+
𝑑

Q𝑎 = Q+
𝑠 = Q+

ℎ

3.8 Δ(𝒫 ;Q)-бэровские пространства
Определение 3.25. Пусть Q есть нормальный функтор квадрата, (𝑋, 𝒯 )
пространство, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}, 𝒫 ⊂ S(𝑋). Назовем 𝑋

• ∆(𝒫 ;Q)-тучным (∆(𝒫 ;Q)-nonmeagre) пространством, если для любого
𝑃 ∈ 𝒫 существует 𝑉 ∈ 𝒯 *, так что 𝑃 |𝑉 ∈ Q(𝑉 );

• ∆(𝒫 ;Q)-бэровским (∆(𝒫 ;Q)-Baire space) пространством, если для лю-
бого 𝑃 ∈ 𝒫 и любого 𝑈 ∈ 𝒯 * существует открытое непустое 𝑉 ⊂ 𝑈 , так
что выполняется условие 𝑃 |𝑉 ∈ Q(𝑉 ).

Из определений вытекает

Предложение 3.8.1. Пусть 𝑋 есть пространство, Q, R есть NFS, 𝒫 ,ℛ ⊂
S(𝑋). Предположим, что Q ≽ R и 𝒫 ≼ ℛ.
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• Если 𝑋 ∆(𝒫 ;Q)-бэровское пространство, то 𝑋 ∆(ℛ;R)-бэровское про-
странство.

• Если 𝑋 ∆(𝒫 ;Q)-тучное пространство, то 𝑋 ∆(ℛ;R)-тучное про-
странство.

Для 𝑃 ⊂ 𝑋 ×𝑋 обозначим

𝒲(𝑃,Q) := {𝑉 ∈ 𝒯 * : 𝑃 |𝑉 ∈ Q(𝑉 )},
𝑊 (𝑃,Q) :=

⋃︁
𝒲(𝑃,Q).

Для 𝒫 ⊂ S(𝑋) обозначим

ℬ(𝒫 ,Q) := {𝑉 ∈ 𝒯 * : 𝑉 является ∆(𝒫|𝑉 ;Q)-бэровским},
𝐵(𝒫 ,Q) :=

⋃︁
ℬ(𝒫 ,Q).

Непосредственно проверяются следующие три утверждения.

Утверждение 3.8.2. 𝐵(𝒫 ,Q) ⊂ 𝑊 (𝑃,Q) для 𝑃 ∈ 𝒫.

Утверждение 3.8.3. Пространство 𝑋 является

• ∆(𝒫 ;Q)-тучным пространством, если и только если 𝑊 (𝑃,Q) ̸= ∅

• ∆(𝒫 ;Q)-бэровским, если и только если 𝑊 (𝑃,Q) = 𝑋

для любого 𝑃 ∈ 𝒫.

Утверждение 3.8.4. 𝑊 (𝑃,Q) ∩ 𝑉 = 𝑊 (𝑃 |𝑉 ,Q) для 𝑉 ∈ 𝒯 *.

Из утверждения 3.8.3 вытекает

Предложение 3.8.5. Пусть 𝑋 есть пространство, Q есть NFS, 𝒫 ⊂ S(𝑋).
Если 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-бэровским, то 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-тучным.

Из утверждений 3.8.3 и 3.8.4 вытекает

Предложение 3.8.6. Пусть 𝑋 есть пространство, Q есть NFS, 𝒫 ⊂ S(𝑋).

(1) Пространство 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-бэровским если и только если 𝑈
является ∆(𝒫|𝑈 ;Q)-тучным пространством для любого непустого от-
крытого 𝑈 ⊂ 𝑋.

(2) Если 𝑈 ⊂ 𝑋 непустое открытое и 𝑈 является ∆(𝒫|𝑈 ;Q)-тучным
пространством, то 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-тучным.

Утверждение 3.8.7. Если 𝑃,𝑄 ∈ S(𝑋), то 𝑊 (𝑄,Q) ⊂ 𝑊 (𝑃 ∘𝑄,Q+).
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Доказательство. Достаточно проверить 𝒲(𝑄,Q) ⊂ 𝒲(𝑃 ∘ 𝑄,Q+). Пусть
𝑉 ∈ 𝒲(𝑄,Q). Тогда 𝑄|𝑉 ∈ Q(𝑉 ) и, следовательно, 𝑃 |𝑉 ∘ 𝑄|𝑉 ∈ Q+(𝑋). Так
как 𝑃 |𝑉 ∘ 𝑄|𝑉 ⊂ (𝑃 ∘𝑄)|𝑉 , то (𝑃 ∘𝑄)|𝑉 ∈ Q+(𝑉 ).

Из утверждений 3.8.3 и 3.8.7 вытекает

Предложение 3.8.8. Пусть 𝑋 есть пространство, Q есть NFS, 𝒫 ⊂ S(𝑋).

(1) Если 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-тучным пространством, то 𝑋 является
∆(Ψ+(𝒫);Q+)-тучным пространством.

(2) Если 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-бэровским пространством, то 𝑋 является
∆(Ψ+(𝒫);Q+)-бэровским пространством.

Утверждение 3.8.9. Если 𝑃 ∈ S(𝑋), то 𝑊 (𝑃,Q𝑑) ⊂ 𝑊 (𝑃 ,Q𝑎).

Доказательство. Достаточно проверить 𝒲(𝑃,Q𝑑) ⊂ 𝒲(𝑃 ,Q𝑎). Пусть 𝑉 ∈
𝒲(𝑃,Q𝑑). Тогда 𝑃 |𝑉 ∈ Q𝑑(𝑉 ) и, следовательно, 𝑉 × 𝑉 ⊂ 𝑃 |𝑉 ⊂ 𝑃 .

Из утверждений 3.8.3 и 3.8.9 вытекает

Предложение 3.8.10. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒫 ⊂ S(𝑋).

(1) Если 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q𝑑)-тучным пространством, то 𝑋 является
∆(Ψ𝑐(𝒫);Q𝑎)-тучным пространством.

(2) Если 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q𝑑)-бэровским пространством, то 𝑋 является
∆(Ψ𝑐(𝒫);Q𝑎)-бэровским пространством.

Из предложения 3.8.10 вытекает

Предложение 3.8.11. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒫 ⊂ S(𝑋), Ψ𝑐(𝒫) =
𝒫, Q есть NFS. Тогда

(1) 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-тучным пространством если и только если 𝑋
является ∆(𝒫 ;Q𝑎)-тучным пространством;

(2) 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-бэровским пространством если и только если 𝑋
является ∆(𝒫 ;Q𝑎)-бэровским пространством.

Из предложений 3.6.3, 3.6.4, 3.7.2, 3.7.3, 3.8.1, 3.8.8, 3.8.10 и 3.8.11 вытекает

Предложение 3.8.12. Пусть 𝑋 пространство, 𝒫 ⊂ S(𝑋). В диаграммах
ниже, стрелка

(𝐹 )𝑘 → (𝐺)𝑙

означает, что 𝐹,𝐺 : Exp(S(𝑋)) → Exp(S(𝑋)) есть отображения, 𝑘, 𝑙 ∈
{𝑑, 𝑣, ℎ, 𝑠, 𝑎} и выполняются условия
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(1) Если 𝑋 является ∆(𝐹 (𝒫);Q𝑘)-тучным пространством, то 𝑋 явля-
ется ∆(𝐺(𝒫);Q𝑙)-тучным пространством и

(2) если 𝑋 является ∆(𝐹 (𝒫);Q𝑘)-бэровским пространством, то 𝑋 явля-
ется ∆(𝐺(𝒫);Q𝑙)-бэровским пространством.

(Ψ𝑐)𝑣 (Ψ𝑐)𝑎 (Ψ𝑐)𝑠 (Ψ𝑐)ℎ (Ψ𝑐)𝑑

(Ψ)𝑎 (Ψ)𝑠 (Ψ)ℎ

(Ψ)𝑣 (Ψ)𝑑

(Ψ+)𝑎 (Ψ+)𝑣 (Ψ𝑐
+)𝑎 (Ψ𝑐)𝑎

(Ψ2)𝑎 (Ψ2)𝑠 (Ψ2)ℎ (Ψ𝑐
1)𝑎

(Ψ2)𝑣 (Ψ2)𝑑 (Ψ𝑐
2)𝑎

Пусть 1 < 𝛼 < 𝛽 ординалы.

(Ψ𝑐
𝛼)𝑣 (Ψ𝑐

𝛼)𝑎 (Ψ𝑐
𝛼)𝑠 (Ψ𝑐

𝛼)ℎ (Ψ𝑐
𝛼)𝑑

(Ψ𝛼)𝑎 (Ψ𝛼)𝑠 (Ψ𝛼)ℎ

(Ψ𝛼)𝑣 (Ψ𝛼)𝑑

(Ψ𝛽)𝑎 (Ψ𝛽)𝑠 (Ψ𝛽)ℎ (Ψ𝑐
𝛼)𝑎

(Ψ𝛽)𝑣 (Ψ𝛽)𝑑 (Ψ𝑐
𝛽)𝑎

Несложно проверяется следующие два утверждения.

124



Утверждение 3.8.13. Пусть 𝑋 есть пространство, Q есть NFS, 𝑃 ∈
S(𝑋). Если 𝑓 ∈ Aut(𝑋), то

𝑓(𝑊 (𝑃,Q)) = 𝑊 ((𝑓 × 𝑓)(𝑃 ),Q).

Утверждение 3.8.14. Пусть 𝑋 есть пространство, Q есть NFS, 𝒫 ⊂
S(𝑋). Если 𝑓 ∈ Aut𝒫(𝑋), то

𝑓(𝐵(𝒫 ,Q)) = 𝐵(𝒫 ,Q).

Утверждение 3.8.15. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒫 ⊂ S(𝑋), Q есть
NFS. Если 𝑋 является 𝒫-однородным пространством и 𝐵(𝒫 ,Q) ̸= ∅, то 𝑋
является ∆(𝒫 ;Q)-бэровским.

Доказательство. Пусть 𝑈 = 𝐵(𝒫 ,Q). Покажем что 𝑈 = 𝑋. Возьмем произ-
вольное 𝑦 ∈ 𝑋. Пусть 𝑥 ∈ 𝑈 . Так как пространство𝑋 является 𝒫-однородным,
то существует 𝑓 ∈ Aut𝒫(𝑋) такое что 𝑓(𝑥) = 𝑦. Из утверждения 3.8.14 выте-
кает что 𝑓(𝑈) = 𝑈 . Следовательно 𝑦 ∈ 𝑈 . Доказано 𝑈 = 𝑋.

Пусть 𝑃 ∈ 𝒫 . Из утверждения 3.8.2 вытекает, что 𝑈 ⊂ 𝑊 (𝑃,Q). Сле-
довательно, 𝑊 (𝑃,Q) = 𝑋. Из утверждения 3.8.3 вытекает, что 𝑋 является
∆(𝒫 ;Q)-бэровским.

Утверждение 3.8.16. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒫 ⊂ S(𝑋) делимое
семейство, Q есть NFS. Пространство 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-тучным если
и только если 𝐵(𝒫 ,Q) ̸= ∅.

Доказательство. Пусть 𝒯 есть топология пространства 𝑋, 𝒯 * = 𝒯 ∖{∅}. Из
предложений 3.8.5 и 3.8.6 вытекает, что если 𝑈 является ∆(𝒫|𝑈 ;Q)-бэровским
пространством для некоторого 𝑈 ∈ 𝒯 *, то 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-тучным.

Докажем обратное утверждение. Предположим противное: 𝐵(𝒫 ,Q) = ∅.
Тогда 𝑈 не является ∆(𝒫|𝑈 ;Q)-бэровским пространством для любого 𝑈 ∈ 𝒯 *.
Из предложения 3.8.6 вытекает, что 𝑉 не является ∆(𝒫|𝑉 ;Q)-тучным для
некоторого 𝑉 ∈ 𝒯 *, 𝑉 ⊂ 𝑈 . Положим

𝜈 = {𝑉 ∈ 𝒯 * : 𝑉 не является ∆(𝒫|𝑉 ;Q)-тучным}.

Семейство 𝜈 является 𝜋-базой𝑋. Пусть 𝛾 ⊂ 𝜈 есть максимальное дизъюнктив-
ное подсемейство семейства 𝜈. Тогда

⋃︀
𝛾 = 𝑋. Из утверждения 3.8.3 вытекает,

что для каждого 𝑉 ∈ 𝛾 существует 𝑃𝑉 ∈ 𝒫 , для которого

𝑊 (𝑃𝑉 ,Q) ∩ 𝑉 = 𝑊 (𝑃𝑉 |𝑉 ,Q) = ∅.

Так как 𝒫 является делимым семейством, то существуют 𝑃 ∈ 𝒫 , 𝑊𝑉 ∈ 𝒯 *
для 𝑉 ∈ 𝛾, так что выполняются условия

• 𝑊𝑉 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑊𝑉 ;

125



• 𝑃 (𝑊𝑉 ) ⊂ 𝑉 ;

• если 𝑥 ∈ 𝑊𝑉 , то 𝑃 (𝑥) ⊂ 𝑃𝑉 (𝑥).

Получаем 𝑊 (𝑃,Q) ∩ 𝑊𝑉 ⊂ 𝑊 (𝑃𝑉 ,Q) ∩ 𝑊𝑉 и 𝑊 (𝑃,Q) ∩ 𝑉 = ∅ для 𝑉 ∈
𝛾. Следовательно, 𝑊 (𝑃,Q) = ∅. Из утверждения 3.8.3 вытекает, что 𝑋 не
∆(𝒫 ;Q)-тучное. Противоречие.

Предложение 3.8.17. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒫 ⊂ S(𝑋) делимое се-
мейство, Q есть NFS. Предположим, что 𝑋 является 𝒫-однородным про-
странством. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) Пространство 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-бэровским.

(2) Пространство 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-тучным.

Доказательство. Импликация (1) =⇒ (2) вытекает из предложения 3.8.5.
Докажем (2) =⇒ (1). Из утверждения 3.8.16 вытекает, что 𝐵(𝒫 ,Q) ̸= ∅. Из
утверждения 3.8.15 вытекает, что 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q)-бэровским.

Из предложения 3.7.1 вытекает

Предложение 3.8.18. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝒫 ⊂ S(𝑋), 𝑌 ⊂ 𝑋 =
𝑌 , 𝒬 = 𝒫|𝑌 .

(1) Если 𝑌 является ∆(𝒬;Q𝑑)-тучным, то 𝑋 является ∆(𝒫 ;Q𝑑)-тучным.

(2) Пусть 𝑘 ∈ {ℎ, 𝑠}. Если 𝑌 является ∆(𝒬;Q𝑘)-тучным, то 𝑋 является
∆(Ψ𝑣(𝒫);Q𝑘)-тучным.

3.9 Δ(Q)-бэровские пространства
Определение 3.26. Пусть Q есть нормальный функтор квадрата, 𝑋 есть
пространство, 𝛾 есть ординал, 𝒫 = S(𝑋). Пусть Ψ𝑘

𝑙 : Exp(S(𝑋))→ Exp(S(𝑋))
есть одно из отображений, рассматриваемых в разделе 3.6:

Ψ𝑘
𝑙 ∈ {Ψ,Ψ𝑒,Ψ𝑣,Ψ𝑐,Ψ+,Ψ

𝑐
+,Ψ𝛾,Ψ

𝑐
𝛾}.

Будем говорить, 𝑋 является 𝑘∆ 𝑙(Q)-бэровским ( 𝑘∆ 𝑙(Q)-тучным) простран-
ством, если𝑋 является ∆(Ψ𝑘

𝑙 (S(𝑋));Q)-бэровским (∆(Ψ𝑘
𝑙 (S(𝑋));Q)-тучным)

пространством. Для

∆̃ ∈ {∆, 𝑒∆ , 𝑣∆ , 𝑐∆ ,∆+, 𝑐∆ +,∆𝛾, 𝑐∆ 𝛾}

мы определили ∆̃(Q)-бэровские (∆̃(Q)-тучные) пространства. Для

𝑘 ∈ {𝑑, ℎ, 𝑣, 𝑠, 𝑎}
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будем говорить, 𝑋 является ∆̃𝑘-бэровским (∆̃𝑘-тучным) пространством, если
𝑋 является ∆̃(Q𝑘)-бэровским (∆̃(Q𝑘)-тучным) пространством. Для

˜̃∆ ∈ {∆𝑘,
𝑒∆ 𝑘,

𝑣∆ 𝑘,
𝑐∆ 𝑘,∆

+
𝑘 ,

𝑐∆ +

𝑘 ,∆
𝛾

𝑘,
𝑐∆ 𝛾

𝑘}

мы определили ˜̃∆-бэровские ( ˜̃∆-тучные) пространства. Также, если нижний
индекс не написан, подразумевается 𝑑: 𝑘∆ 𝑙-тучность ( 𝑘∆ 𝑙-бэровость) это 𝑘∆ 𝑙

𝑑-
тучность ( 𝑘∆ 𝑙

𝑑-бэровость). Отдельное непосредственное определение для наи-
более важных классов пространств: пространство 𝑋 называется

(1) ∆-тучным (∆-бэровским) если𝑋 является ∆(S(𝑋);Q𝑑)-тучным (∆(S(𝑋);Q𝑑)-
бэровским);

(2) ∆ℎ-тучным (∆ℎ-бэровским) если𝑋 является ∆(S(𝑋);Qℎ)-тучным (∆(S(𝑋);Qℎ)-
бэровским);

(3) ∆𝑠-тучным (∆𝑠-бэровским) если𝑋 является ∆(S(𝑋);Q𝑠)-тучным (∆(S(𝑋);Q𝑠)-
бэровским);

(4) ∆𝛾-тучным (∆𝛾-бэровским) если 𝑋 является ∆(Ψ𝛾(S(𝑋));Q𝑑)-тучным
(∆(Ψ𝛾(S(𝑋));Q𝑑)-бэровским);

(5) 𝑐∆ 𝛾-тучным ( 𝑐∆ 𝛾-бэровским) если𝑋 является ∆(Ψ𝑐
𝛾(S(𝑋));Q𝑑)-тучным

(∆(Ψ𝑐
𝛾(S(𝑋));Q𝑑)-бэровским);

Так как Ψ+(S(𝑋)) = Ψ2(S(𝑋)), то классы ∆+(Q)-бэровских (∆+(Q)-
тучных) и ∆2(Q)-бэровских (∆2(Q)-тучных) пространств совпадают.

Замечание 3.27. Пространства, которые здесь называются "∆-тучными" в ра-
ботах [6; 22; 29] назывались "∆-бэровскими". Я решил переименовать класс
∆-бэровских пространств из-за того, что, как показывает предложение 3.9.4,
∆-бэровость является обобщением беровости и ∆-тучность является обобще-
нием тучности.

Из предложений 3.6.11, 3.6.13, 3.8.17 и утверждения 3.8.16 вытекает

Предложение 3.9.1. Пусть 𝑋 есть пространство, Q есть NFS и 𝑛 ∈ 𝜔.
Рассмотрим условие

(*) (1) Пространство 𝑋 является ∆̃(Q)-тучным если и только если неко-
торое непустое открытое 𝑈 ⊂ 𝑋 является ∆̃(Q)-бэровским.

(2) Если пространство 𝑋 однородно, то 𝑋 является ∆̃(Q)-тучным
если и только если 𝑋 является ∆̃(Q)-бэровским.

(1) Если ∆̃ ∈ {∆,∆𝑛}, то выполняться (*).
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(2) Если пространство 𝑋 квазирегулярно и ∆̃ ∈ {∆,∆𝑛, 𝑣∆ , 𝑐∆ , 𝑐∆ +, 𝑐∆ 𝑛},
то выполняться (*).

Утверждение 3.9.2. Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть квазирегулярное пространство,
𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}. Пространство 𝑋 является тощим если и только если су-
ществует последовательность 𝛾𝑛 ⊂ 𝒯 * семейств открытых множеств,
для которой выполняются условия:

(1) 𝛾0 = {𝑋} ;

(2) семейство 𝛾𝑛 дизьюнктно,
⋃︀
𝛾𝑛 = 𝑋 и 𝛾𝑛+1 вписано в 𝛾𝑛;

(3) 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ для различных 𝑈, 𝑉 ∈ 𝛾𝑛;

(4) если 𝑉 ∈ 𝛾𝑛+1, 𝑈 ∈ 𝛾𝑛 и 𝑉 ∩ 𝑈 ̸= ∅, то 𝑉 ⊂ 𝑈 ;

(5) семейство 𝛾 =
⋃︀
𝑛∈𝜔

𝛾𝑛 точечно конечно;

где 𝑛 ∈ 𝜔.

Доказательство. Если 𝛾𝑛 с перечисленными свойствами существуют, то 𝐹𝑛 =
𝑋 ∖

⋃︀
𝛾𝑛 нигде не плотно, 𝑋 =

⋃︀
𝑛∈𝜔 𝐹𝑛 и, следовательно, 𝑋 есть тощее про-

странство.
Предположим, что 𝑋 есть тощее пространство. Тогда существуют нигде не

плотные замкнутые множества 𝐹𝑛 ⊂ 𝑋, 𝑛 ∈ 𝜔, так что 𝑋 =
⋃︀
𝑛∈𝜔 𝐹𝑛. Можно

считать, что 𝐹0 = ∅ и 𝐹𝑛 ⊂ 𝐹𝑛+1 для 𝑛 ∈ 𝜔. Индукцией по 𝑛 построим 𝛾𝑛.
Положим 𝛾0 = {𝑋}.
Предположим, 𝛾𝑛 построено. Пусть 𝑈 ∈ 𝛾𝑛. Из предложения 3.6.9 вытекает,

что существует такое дизъюнктивное семейство 𝜈𝑈 ⊂ 𝒯 *, так что

(1)
⋃︀
𝜈𝑈 ⊂ 𝑈 ∖ 𝐹𝑛+1 ⊂

⋃︀
𝜈𝑈 ;

(2) 𝑉 ⊂ 𝑈 ∖ 𝐹𝑛+1 для 𝑉 ∈ 𝜈𝑈 ;

(3) 𝑊 ∩ 𝑉 = ∅ для различных 𝑊,𝑉 ∈ 𝜈𝑈 .

Положим 𝛾𝑛+1 =
⋃︀
{𝜈𝑈 : 𝑈 ∈ 𝛾𝑛}.

Утверждение 3.9.3. Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть тощее квазирегулярное простран-
ство, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}. Тогда существуют такие 𝑃𝑛 ∈ S(𝑋) для 𝑛 ∈ 𝜔, что

(1) 𝑃𝑛 нигде не плотно в 𝑋;

(2) 𝑃0 ∘ 𝑃𝑛 = 𝑃𝑛;

(3) 𝑃𝑛 ∘ 𝑃𝑛 ⊂ 𝑃2𝑛;
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(4) 𝑃𝑛 ⊂ 𝑃𝑛+1;

(5)
⋃︀
𝑛∈𝜔

𝑃𝑛 = 𝑋 ×𝑋.

Доказательство. Возьмем 𝛾𝑛, 𝑛 ∈ 𝜔 как в утверждении 3.9.2. Положим

𝑓(𝑥) = max{𝑚 ∈ 𝜔 : 𝑥 ∈
⋃︁

𝛾𝑚},
𝑓𝑛(𝑥) = max{0, 𝑓(𝑥)− 𝑛}

для 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑛 ∈ 𝜔. Положим

𝑃𝑛 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 : существует 𝑈 ∈ 𝛾𝑙, где 𝑙 = 𝑓𝑛(𝑥),

так что 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈}.

Проверим (1). Пусть 𝑈, 𝑉 ∈ 𝒯 *. Пусть 𝑦 ∈ 𝑉 . Положим 𝑚 = 𝑓(𝑦) + 𝑛 + 1.
Возьмем такое 𝑊 ∈ 𝛾𝑚, что 𝑈 ′ = 𝑊 ∩ 𝑈 ̸= ∅. Возьмем такое 𝑈 ′′ ∈ 𝛾𝑚−𝑛,
что 𝑊 ⊂ 𝑈 ′′. Тогда 𝑃𝑛(𝑈

′) ⊂ 𝑈 ′′ и 𝑦 /∈ 𝑈 ′′. Положим 𝑉 ′ = 𝑉 ∖ 𝑈 ′′. Тогда
∅ ̸= 𝑈 ′ × 𝑉 ′ ⊂ 𝑈 × 𝑉 и 𝑃𝑛 ∩ 𝑈 ′ × 𝑉 ′ = ∅.

Проверим (2). Пусть 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑚 = 𝑓(𝑥). Если 𝑚 ≤ 𝑛, то 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑋.
Рассмотрим случай 𝑚 > 𝑛. Возьмем 𝑉 ∈ 𝛾𝑚 и 𝑈 ∈ 𝛾𝑚−𝑛 так что 𝑥 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑈 .
Тогда 𝑃0(𝑥) = 𝑉 , 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑈 и 𝑃𝑛(𝑉 ) = 𝑈 .

Проверим (3). Пусть 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑚 = 𝑓(𝑥). Если 𝑚 ≤ 2𝑛, то 𝑃2𝑛(𝑥) = 𝑋 ⊃
𝑃𝑛(𝑥). Рассмотрим случай 𝑚 > 2𝑛. Возьмем 𝑉 ∈ 𝛾𝑚−𝑛 и 𝑈 ∈ 𝛾𝑚−2𝑛 так что
𝑥 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑈 . Тогда 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑉 , 𝑃2𝑛(𝑥) = 𝑈 и 𝑃𝑛(𝑉 ) ⊂ 𝑈 .

Проверим (4). Из построения, 𝑃𝑛
𝑣 ⊂ 𝑃𝑛+1. Из предложения 3.6.1 вытекает,

что 𝑃𝑛 ⊂ 𝑃0 ∘ 𝑃𝑛
𝑣. Так как, в силу (2), 𝑃𝑛 = 𝑃0 ∘ 𝑃𝑛, то 𝑃𝑛 ⊂ 𝑃𝑛+1.

Проверим (5). Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑚 = 𝑓(𝑥). Тогда 𝑃2𝑚(𝑥) = 𝑋 и (𝑥, 𝑦) ∈
𝑃2𝑚.

Предложение 3.9.4. Пусть 𝑋 есть квазирегулярное пространство, Q есть
NFS и 𝑛 ∈ 𝜔. Если ∆̃ ∈ {∆,∆𝑛, 𝑣∆ , 𝑐∆ , 𝑐∆ +, 𝑐∆ 𝑛}, то

(1) если 𝑋 является ∆̃(Q)-тучным, то 𝑋 является тучным;

(2) если 𝑋 является ∆̃(Q)-бэровским, то 𝑋 является бэровским.

Доказательство. В силу предложения 3.9.1 достаточно доказать (1). Пред-
положим противное, то есть 𝑋 есть тощее пространство. Возьмем 𝑃𝑛 ∈ S(𝑋),
𝑛 ∈ 𝜔 как в утверждение 3.9.3. Если 𝒫 = S(𝑋) и

𝒬 ∈ {𝒫 ,Ψ𝑣(𝒫),Ψ𝑐(𝒫),Ψ𝑐
+(𝒫),Ψ𝑛(𝒫),Ψ𝑐

𝑛(𝒫)},

то 𝑃𝑚 ∈ Ψ𝑒(𝒬) для некоторого 𝑚 ∈ 𝜔. Так как 𝑃𝑚 нигде не плотно в 𝑋 ×𝑋,
то 𝑋 не является ∆(𝒬;Q)-тучным. Противоречие.
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Предложение 3.9.5. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝑌 ⊂ 𝑋 = 𝑌 .

(1) Пусть ∆̃ ∈ {∆,∆𝑛, 𝑣∆ , 𝑐∆ , 𝑐∆ +, 𝑐∆ 𝑛}. Если 𝑌 является ∆̃-тучным,
то 𝑋 является ∆̃-тучным.

(2) Предположим, что каждая точка множества 𝑌 является точкой по-
лу регулярности пространства 𝑋, например, 𝑋 полу регулярное про-
странство. Если 𝑌 является ∆𝑠-тучным, то 𝑋 является ∆𝑠-тучным.

Доказательство. Пункт (1) вытекает из предложений 3.6.5 и 3.8.18. Дока-
жем (2). Пусть 𝑃 ∈ S(𝑋). Возьмем такое 𝑄 ∈ S(𝑋), что 𝑄(𝑦) ⊂ 𝑃 (𝑦) и
𝑄(𝑦) есть каноническое открытое множество для 𝑦 ∈ 𝑌 . Так как 𝑌 ∆𝑠-тучное
пространство, то существует непустое открытое 𝑈 ⊂ 𝑋, так что 𝑅 ∈ Q𝑠(𝑆)
где 𝑆 = 𝑌 ∩ 𝑈 и 𝑅 = 𝑄|𝑆.
Лемма. Пусть 𝑦 ∈ 𝑆. Если 𝑆 = 𝑅(𝑦), то 𝑈 ⊂ 𝑄(𝑦) ⊂ 𝑃 (𝑦).

Доказательство. 𝑈 ⊂ Int𝑆 ⊂ Int𝑅(𝑦) ⊂ Int𝑄(𝑦) = 𝑄(𝑦).

Из леммы, 𝑅 ∈ Q𝑙(𝑆) и предложения 3.7.1 вытекает что 𝑃 |𝑈 ∈ Q𝑠(𝑈).

3.10 Связь Δ и Γ бэровские
В этом разделе устанавливается связь между свойствами типа беровости

и тучности, определяемые с помощью диагонали и топологических игр.

Предложение 3.10.1. Пусть (𝑋, 𝒯 ) пространство, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅}.

(1) Если 𝑋 является Γ̂︁𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -тучным (-бэровским), то 𝑋 является ∆-тучным
(-бэровским).

(2) Если 𝑋 является Γ̂︁𝑂𝐷

𝑝,𝑙 -тучным (-бэровским), то 𝑋 является ∆ℎ-тучным
(-бэровским).

(3) Если 𝑋 является Γ̂︂𝐵𝑀

𝑓 -тучным (-бэровским), то 𝑋 является ∆𝑠-тучным
(-бэровским).

Доказательство. Доказательства будем проводить от противного с использо-
ванием предложения 3.4.4. Доказательство проведем для обобщений тучных
пространств, для обобщений беровости доказательство такое же, только до-
полнительно обеспечиваем при построении что 𝑉0 = 𝜙(𝑋) не является обоб-
щенно тучным.

(1) Предположим, что 𝑋 не является ∆-тучным. Тогда существует почти
окрестность диагонали 𝑃 ∈ S(𝑋), так что 𝑃 |𝑈 /∈ Q𝑑(𝑈) для любого 𝑈 ∈ 𝒯 *.
Определим (𝜙, 𝜓) ∈ 𝑇𝑂𝐷(𝑋,𝒩𝑜(𝑋)). Напомним, 𝒩𝑜(𝑋) = 𝒯 *. Пусть 𝑈 ∈ 𝒯 *.
Так как 𝑃 |𝑈 /∈ Q𝑑(𝑈) то, в силу предложения 3.7.1, существует такое 𝑉 ⊂ 𝑈 ,
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𝑉 ∈ 𝒯 *, что 𝑈 ̸⊂ 𝑃 (𝑉 ). Положим 𝜙(𝑈) = 𝑉 и 𝜓(𝑈) =𝑀 , где 𝑀 = 𝑈 ∖ 𝑃 (𝑉 ).
Отметим, 𝑀∩𝑃 (𝑉 ) = ∅. Отображения 𝜙 и 𝜓 построены. В силу предложения
3.4.4, существует (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V(𝑋), так что

(a) 𝑉𝑛 = 𝜙(𝑈𝑛), 𝑀𝑛 = 𝜓(𝑈𝑛), 𝑈𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔;

(b) (𝑉𝑛,𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ∈W𝑙(𝑋), то есть lt𝑛∈𝜔𝑀𝑛 ∩
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛 ̸= ∅.

Из построения 𝜓 вытекает

(c) 𝑀𝑛 ∩ 𝑃 (𝑉𝑛) = ∅ для любого 𝑛 ∈ 𝜔.

Пусть 𝑥* ∈ lt𝑛∈𝜔𝑀𝑛 ∩
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛. Тогда 𝑀𝑛 ∩ 𝑃 (𝑥*) ̸= ∅ для некоторого 𝑛 ∈ 𝜔.

Получаем 𝑀𝑛 ∩ 𝑃 (𝑉𝑛) ̸= ∅. Противоречие с (c).
(2) Предположим, что 𝑋 не является ∆ℎ-тучным. Тогда существует почти

окрестность диагонали 𝑃 ∈ S(𝑋), так что 𝑃 |𝑈 /∈ Qℎ(𝑈) для любого 𝑈 ∈ 𝒯 *.
Определим (𝜙, 𝜓) ∈ 𝑇𝑂𝐷(𝑋,𝒩𝑝(𝑋)). Напомним, 𝒩𝑝(𝑋) = {{𝑥} : 𝑥 ∈ 𝑋}.
Пусть 𝑈 ∈ 𝒯 *. Так как 𝑃 |𝑈 /∈ Qℎ(𝑈) то, в силу предложения 3.7.1, существует
такое 𝑉 ⊂ 𝑈 , 𝑉 ∈ 𝒯 *, что 𝑈 ̸⊂ 𝑃 (𝑉 ). Положим 𝜙(𝑈) = 𝑉 и 𝜓(𝑈) = {𝑥}, где
𝑥 ∈ 𝑈 ∖ 𝑃 (𝑉 ). Отметим, 𝑥 /∈ 𝑃 (𝑉 ). Отображения 𝜙 и 𝜓 построены. В силу
предложения 3.4.4, существует (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V(𝑋), так что

(a) 𝑉𝑛 = 𝜙(𝑈𝑛), {𝑥𝑛} = 𝜓(𝑈𝑛), 𝑈𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔;

(b) (𝑉𝑛, {𝑥𝑛})𝑛∈𝜔 ∈W𝑙(𝑋), то есть lt𝑛∈𝜔 𝑥𝑛 ∩
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛 ̸= ∅.

Из построения 𝜓 вытекает

(c) 𝑥𝑛 /∈ 𝑃 (𝑉𝑛) для любого 𝑛 ∈ 𝜔.

Пусть 𝑥* ∈ lt𝑛∈𝜔 𝑥𝑛 ∩
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛. Тогда 𝑥𝑛 ∈ 𝑃 (𝑥*) для некоторого 𝑛 ∈ 𝜔. Полу-

чаем 𝑥𝑛 ∈ 𝑃 (𝑉𝑛). Противоречие с (c).
(3) Предположим, что 𝑋 не является ∆𝑠-тучным. Тогда существует почти

окрестность диагонали 𝑃 ∈ S(𝑋), так что 𝑃 |𝑈 /∈ Qℎ(𝑈) для любого 𝑈 ∈ 𝒯 *.
Определим 𝜙 ∈ 𝑇𝐵𝑀(𝑋). Пусть 𝑈 ∈ 𝒯 *. Так как 𝑃 |𝑈 /∈ Q𝑠(𝑈) то, в силу
предложения 3.7.1, существует такое 𝑉 ⊂ 𝑈 , 𝑉 ∈ 𝒯 *, что 𝑈 ̸⊂ 𝑃 (𝑥) для
любого 𝑥 ∈ 𝑉 . Положим 𝜙(𝑈) = 𝑉 . Отображение 𝜙 : 𝒯 * → 𝒯 * построено. В
силу предложения 3.4.4, существует (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V(𝑋), так что

(a) 𝑉𝑛 = 𝜙(𝑈𝑛), 𝑈𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔;

(b) (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ V𝑓(𝑋), то есть
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛 ̸= ∅ и семейство (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 является

базой некоторой точки 𝑥* ∈
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛.

Из построения 𝜙 вытекает

(c) 𝑈𝑛 ̸⊂ 𝑃 (𝑥) для любого 𝑛 ∈ 𝜔 и 𝑥 ∈ 𝑉𝑛.
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Отметим, что семейство (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 также является базой точки 𝑥*. Существует
такое 𝑛 ∈ 𝜔 что 𝑈𝑛 ⊂ 𝑃 (𝑥*). Так как 𝑥* ∈ 𝑉𝑛, то получаем противоречие с
(c).

Из предложений 3.10.1, 3.8.12, 3.4.3, 3.3.1 и теорем 3.14, 3.15 вытекает

Теорема 3.28. Пусть 𝑋 пространство. В диаграмме ниже, стрелка

𝐴→ 𝐵

означает, что

(1) Если 𝑋 является 𝐴-тучным пространством, то 𝑋 является 𝐵-тучным
пространством;

(2) если 𝑋 является 𝐴-бэровским пространством, то 𝑋 является 𝐵-бэровским
пространством.

Γ𝐵𝑀

𝑓 Γ̂︂𝐵𝑀

𝑓 ∆𝑠

Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 Γ̂︁𝑂𝐷

𝑝,𝑙 ∆ℎ

Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 Γ̂︁𝑂𝐷

𝑜,𝑙 ∆

Пусть 𝒫𝑘 (𝒫𝑐) есть наименьший класс пространств, который

• содержит 𝑝-пространства и сильно Σ-пространства;

• замкнут относительно произвольных (счетных) произведений;

• переходу к открытым подпространствам.

Для ̃︀∆ ∈ {∆𝑠,∆ℎ,∆}, если регулярное бэровское (тучное) пространство
𝑋 принадлежит классу пространств, описанных в пункте (̃︀∆), то 𝑋 явля-
ется ̃︀∆-бэровским (̃︀∆-тучным).

(∆𝑠) 𝜎-пространства.

(∆ℎ) наименьший класс пространств, который

– содержит Σ-пространства и 𝑤∆-пространства;
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– замкнут относительно произведений на пространства из класса
𝒫𝑐;

– переходу к открытым подпространствам.

(∆) наименьший класс пространств, который

• содержит Σ-пространства, 𝑤∆-пространства и слабо компактные про-
странства;

• замкнут относительно произведений на пространства из класса 𝒫𝑘;

• переходу к открытым подпространствам.

3.11 CDP-бэровские пространства
Пусть 𝑋 пространство, 𝒢 семейство открытых подмножеств 𝑋. Обозначим

𝐵(𝑋,𝒢) := {𝑥 ∈ 𝑋 : семейство

{st(𝑥, 𝛾) : 𝛾 ∈ 𝒢 и 𝑥 ∈
⋃︁

𝛾}
является базой в точке 𝑥}

dev(𝑋) := min{ |𝒢| : 𝒢 семейство открытое покрытие 𝑋
и 𝑋 = 𝐵(𝑋,𝒢), }.

Пусть 𝑌 ⊂ 𝑋, 𝒩 есть семейство всех нигде не плотных подмножеств 𝑋.
Если 𝑌 ̸⊂

⋃︀
𝒩 , то положим Nov(𝑌,𝑋) :=∞, в противном случае

Nov(𝑌,𝑋) := min{|ℒ| : ℒ ⊂ 𝒩 и 𝑌 ⊂
⋃︁
ℒ},

Nov(𝑋) := Nov(𝑋,𝑋).

Определение 3.29. Пусть 𝑋 пространство.

• Назовем пространство CDP-пространством, если dev(𝑋) < Nov(𝑋), то
есть если существует семейство 𝒫 открытых покрытий пространства 𝑋,
так что |𝒫| < Nov(𝑋) и 𝐵(𝑋,𝒫) = 𝑋.

• Назовем пространство CDP0-пространством, если существует семей-
ство 𝒫 открытых разбиений пространства 𝑋, так что |𝒫| < Nov(𝑋)
и 𝐵(𝑋,𝒫) = 𝑋.

• Назовем пространство 𝑋 CDP-тучным, если существует семейство 𝒢
открытых семейств пространства 𝑋, так что |𝒢| < Nov(𝑌,𝑋) для 𝑌 =
𝐵(𝑋,𝒫).
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• Назовем пространство 𝑋 CDP-бэровским, если каждое непустое откры-
тое подмножество 𝑋 является CDP-тучным пространством.

В статье [35] изучают пространства, для которых dev(𝑋) < Nov(𝑋), то
есть CDP-пространства. Метризуемые тучные пространства являются CDP-
пространствами. Примеры неметризуемых CDP-пространств можно получить
используя аксиому Мартина (𝑀𝐴).

Напомним топологическую характеристику утверждения 𝑀𝐴(𝜏):

𝑀𝐴(𝜏) если 𝑋 есть компактное хаусдорфово пространство со счетным числом
Суслина, то 𝑋 нельзя представить в виде объединения не более 𝜏 нигде
не плотных множеств (т.е. Nov(𝑋) > 𝜏 ).

Аксиома Мартина (MA): для всех 𝜏 < 2𝜔, выполняется 𝑀𝐴(𝜏).
Если 𝑋 есть 𝐺𝜏 подмножества пространства 𝑌 с Nov(𝑌 ) > 𝜏 , то Nov(𝑋) >

𝜏 . Поэтому верно следующее утверждение.

Предложение 3.11.1. (𝑀𝐴(𝜏)) Если 𝑋 есть абсолютное 𝐺𝜏 пространство
со счетным числом Суслина, то Nov(𝑋) > 𝜏 .

Из предложения 3.11.1 вытекает следующее утверждение.

Предложение 3.11.2 (Theorem 2.3 [119]). (𝑀𝐴) Пусть 𝜏 < 2𝜔 бесконечный
кардинал, 𝑋 есть абсолютное 𝐺𝜏 пространство со счетным числом Сусли-
на. Тогда Nov(𝑋) ≥ 2𝜔.

Из предложения 3.11.2 вытекает

Предложение 3.11.3. (𝑀𝐴) Пусть 𝜏 < 2𝜔 бесконечный кардинал, 𝑋 есть
абсолютное 𝐺𝜏 пространство со счетным числом Суслина и dev(𝑋) ≤ 𝜏 ,
например 𝑋 = R𝜏 . Тогда 𝑋 является CDP-пространством.

Из предложения 3.11.1 вытекает более точная форма предложения 3.11.3.

Предложение 3.11.4. (𝑀𝐴(𝜏)) Пусть 𝑋 есть абсолютное 𝐺𝜏 простран-
ство со счетным числом Суслина и dev(𝑋) ≤ 𝜏 . Тогда 𝑋 является CDP-
пространством.

Следствие 3.30. (𝑀𝐴(𝜏)) Пусть 𝑋 есть компактное хаусдорфово простран-
ство со счетным числом Суслина и 𝑤(𝑋) ≤ 𝜏 . Тогда 𝑋 является CDP-
пространством.

Ясно, CDP-пространство является CDP0-пространством.

Предложение 3.11.5. Пусть 𝑋 есть CDP-тучное пространство.
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(1) Тогда некоторое непустое открытое подмножество 𝑈 ⊂ 𝑋 содержит
плотное CDP0-пространство 𝑌 ⊂ 𝑈 ⊂ 𝑌 .

(2) Если 𝑋 является 𝜋-полурегулярным пространством, то 𝑈 и 𝑌 можно
выбрать таким образом, что 𝑋 полу регулярно в каждой точке из 𝑌 .

Доказательство. Пусть 𝒢 = {𝛾𝛼 : 𝛼 < 𝜏} есть такое семейство открытых
семейств пространства 𝑋, так что 𝜏 = |𝒢| < Nov(𝑆,𝑋) для 𝑆 = 𝐵(𝑋,𝒢).

Пусть 𝛼 < 𝜏 . Существует открытое дизъюнктивное семейство 𝜈𝛼, так что

• если 𝑈 ∈ 𝜈𝛼 и 𝑈 ∩
⋃︀
𝛾𝛼 ̸= ∅, то 𝑈 ⊂ 𝑉 для некоторого 𝑉 ∈ 𝛾𝛼;

•
⋃︀
𝜈𝛼 = 𝑋.

Если 𝑋 является 𝜋-полурегулярным пространством, то дополнительно можно
обеспечить условие

• семейство 𝜈𝛼 состоит из канонически замкнутых множеств.

Пусть 𝐺𝛼 =
⋃︀
𝜈𝛼 и 𝐹𝛼 = 𝑋 ∖𝐺𝛼. Множество 𝐹𝛼 нигде не плотно в 𝑋.

Положим 𝒱 = {𝜈𝛼 : 𝛼 < 𝜏}, 𝐺 =
⋂︀
{𝐺𝛼 : 𝛼 < 𝜏}, 𝐹 =

⋃︀
{𝐹𝛼 : 𝛼 < 𝜏},

𝑍 = 𝐺 ∩𝐵(𝑋,𝒱).

Тогда 𝑆 ∖ 𝐹 ⊂ 𝑍 и Nov(𝑍,𝑋) ≥ Nov(𝑌,𝑋) > 𝜏 . Положим 𝑈 = Int𝑍. Так как
Nov(𝑍,𝑋) несчетно, то 𝑈 ̸= ∅. Положим 𝑌 = 𝑍∩𝑈 . Пространство 𝑌 является
CDP0-пространством, 𝑌 ⊂ 𝑈 ⊂ 𝑌 . Если семейства 𝜈𝛼 состояли из канонически
замкнутых множеств, то 𝑋 полурегулрно в каждой точке из 𝑌 .

Предложение 3.11.6. Пусть 𝑋 есть пространство, 𝑈 открытое подмно-
жество 𝑋, 𝑌 ⊂ 𝑈 ⊂ 𝑌 ⊂ 𝑋. Если 𝑌 CDP-бэровское и 𝑋 полурегулярно в
точках из 𝑌 , то 𝑋 CDP-тучное.

Доказательство. Возьмем семейство 𝒫 открытых в 𝑌 покрытий простран-
ства 𝑌 , так что |𝒫| < Nov(𝑌 ) и 𝐵(𝑌,𝒫) = 𝑌 . Для 𝛾 ∈ 𝒫 положим 𝛾 =

{Int𝑉 : 𝑉 ∈ 𝛾}. Положим ̃︀𝒫 = {𝛾 : 𝛾 ∈ 𝒫}. Тогда 𝑌 ⊂ ̃︀𝑌 = 𝐵(𝑋, ̃︀𝒫) и
| ̃︀𝒫| < Nov(𝑌 ) ≤ Nov(̃︀𝑌 ,𝑋).

Из предложений 3.11.5 и 3.11.6 вытекает

Теорема 3.31. Пусть 𝑋 есть полурегулярное пространство. Следующие
условия эквивалентны

(1) 𝑋 есть CDP-бэровское пространство;

(2) некоторое непустое открытое подмножество 𝑈 ⊂ 𝑋 содержит плот-
ное CDP-пространство 𝑌 ⊂ 𝑈 ⊂ 𝑌 ;
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(2) некоторое непустое открытое подмножество 𝑈 ⊂ 𝑋 содержит плот-
ное CDP0-пространство 𝑌 ⊂ 𝑈 ⊂ 𝑌 ;

Из теоремы 3.31 вытекает

Предложение 3.11.7. Пусть 𝑋 есть полурегулярное пространство. Если
в 𝑋 есть метризуемое тучное подпространство, то 𝑋 CDP-тучное про-
странство.

3.12 Δ𝑠-бэровские пространства
Из теоремы 3.28 вытекает, что Γ𝐵𝑀

𝑓 -бэровское (-тучное) пространство яв-
ляется ∆𝑠-бэровским (-тучным) пространством. Предложение 3.3.1 и теорема
3.14 дают следующие примеры Γ𝐵𝑀

𝑓 -бэровских (-тучных) пространств; бэров-
ские (тучные) пространства из перечисленных ниже классов пространств яв-
ляются Γ𝐵𝑀

𝑓 -бэровскими (-тучными):

метризуемые пространства, моровские пространства, разлагаемое про-
странство, полурегулярные 𝜎-пространства и полурегулярные простран-
ства со счетной сетью.

Предложение 3.12.1. Пусть 𝑋 есть пространство. Если 𝑋 является CDP-
тучным (бэровским), то 𝑋 является ∆𝑠-тучным (бэровским).

Доказательство. Докажем предложения для случая когда 𝑋 является CDP-
тучным. Пусть 𝒢 есть такое семейство открытых семейств пространства 𝑋,
так что |𝒢| < Nov(𝑌,𝑋) для 𝑌 = 𝐵(𝑋,𝒢). Пусть 𝑃 ∈ S(𝑋) есть почти
окрестность диагонали 𝑋×𝑋. Для каждого 𝑦 ∈ 𝑌 существует 𝛾𝑦 ∈ 𝒢 так что
st(𝑦, 𝛾𝑦) ⊂ 𝑃 (𝑦). Положим 𝑌𝛾 = {𝑦 ∈ 𝑌 : 𝛾𝑦 = 𝛾}. Так как |𝒢| < Nov(𝑌,𝑋) то
𝑌 ′𝛾 не является нигде не плотным для некоторого 𝛾′ ∈ 𝒢. Выберем 𝑦′ ∈ 𝑉 ∩ 𝑌 ,
где 𝑉 = Int(𝑌𝛾′). Пусть 𝑊 ∈ St(𝑦′, 𝛾′). Положим 𝑈 = 𝑊 ∩ 𝑉 и 𝑀 = 𝑈 ∩ 𝑌 .
Тогда 𝑀 плотно в 𝑈 и для 𝑦 ∈𝑀 выполняется

𝑈 ⊂ 𝑊 ⊂ st(𝑦, 𝛾′) ⊂ 𝑃 (𝑦).

Следовательно, 𝑀 × 𝑈 ⊂ 𝑃 .

Примеры ∆𝑠-тучных пространств, которые получаются из Γ𝐵𝑀

𝑓 -тучных про-
странств, всегда содержат точки с первой аксиомой счетности. Из предложе-
ний 3.12.1 и 3.11.3 вытекает что в предположении MA+¬CH пространство R𝜔1

является ∆𝑠-тучным.
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3.13 Примеры
В этом разделе мы изучаем насколько различны введенные классы про-

странств.
На следующей диаграмме отображается взаимоотношение наиболее инте-

ресных классов пространств.
Любая стрелка 𝐴 ... → 𝐵 означает что любое 𝐴-бэровское пространство

является 𝐵-бэровским пространством. Дополнительно, стрелка 𝐴 𝐵

означает, что обратное утверждение не верно; стрелка 𝐴 𝐵 означает,
что неизвестно, обратное утверждение верно или нет; стрелка 𝐴 𝐵
означает, что есть контрпример для обратного утверждения в предположении
дополнительных аксиом теории множеств ZFC.

Диаграмма вытекает из предложений 3.2.9 и 3.12.1 и теоремы 3.28. Контр-
примеры будут построены ниже.

Γ𝐵𝑀

𝑜 Γ𝐵𝑀

𝑝 Γ𝐵𝑀

𝑘

Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑘 Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑘

Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 Γ𝐵𝑀

𝑓

∆ ∆ℎ ∆𝑠 CDP

Обозначим через D дискретное двоеточии {0, 1}. Базу топологии в D𝐶 об-
разуют множества вида

𝑊 (𝐴,𝐵,𝐶) := {(𝑥𝛼)𝛼∈𝐶 ∈ D𝐶 : 𝑥𝛼 = 0 для 𝛼 ∈ 𝐴 и 𝑥𝛽 = 1 для 𝛽 ∈ 𝐵}

для конечных непересекающихся 𝐴,𝐵 ⊂ 𝐶.
Из предложений 3.3.1, 3.2.7 и теорем 3.14, 3.15 вытекает

Утверждение 3.13.1. Пусть 𝑋 регулярное пространство без изолирован-
ных точек.

(1) Если 𝑋 компактно, то 𝑋 Γ𝐵𝑀

𝑘 -бэровское.

(2) Если 𝑋 Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑘-тучное, то 𝑋 содержит бесконечный компакт.

(3) Если 𝑋 счетно компактно, то 𝑋 Γ𝐵𝑀

𝑝 -бэровское.

(4) Если 𝑋 Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 -тучное, то 𝑋 содержит не дискретное счетное простран-
ство.
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(5) Если 𝑋 псевдокомпактно, то 𝑋 Γ𝐵𝑀

𝑜 -бэровское.

(6) Если 𝑋 Γ𝐵𝑀

𝑓 -тучное, то 𝑋 содержит точки со счетной базой.

(7) Если 𝑋 Γ𝐵𝑀

𝑜 -тучное, то 𝑋 содержит 𝑞𝑜-точки.

(8) Если 𝑋 есть произведение локально компактных пространств (напри-
мер, 𝑋 = R𝜏), то 𝑋 Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑘-бэровское.

Предложение 3.13.2 (Theorem 4 [66]). Пусть 𝑋 есть пространство, такое
что 𝑋𝜔 есть псевдокомпактное пространство. Пусть 𝐻 есть такая абе-
лева группа что |𝑋| ≤ |𝐻| = |𝐻|𝜔. Тогда существует полутопологическая
группа 𝐺, так что 𝐺𝜔 есть псевдокомпактное пространство, 𝐺 непрерывно
отображается на 𝑋 и существует гомоморфизм 𝐻 → 𝐺.

Напомним, группа называется булевой если в ней выполняется тождество
𝑔2 = 𝑒. В булевой группе взятие обратного элемента является тождественной
операцией. Полутопологическая булева группа является квазитопологической
группой. Пусть 𝐻 булева группа, для которой |𝑋| ≤ |𝐻| = |𝐻|𝜔. Тогда из
предложения 3.13.2 получаем следующее следствие.

Следствие 3.32. Пусть 𝑋 есть пространство, такое что 𝑋𝜔 есть псевдо-
компактное пространство. Тогда существует квазитопологическая булева
группа 𝐺, так что 𝐺𝜔 есть псевдокомпактное пространство, 𝐺 непрерывно
отображается на 𝑋.

Пусть 𝑋 есть компакт с несчетным числом Суслина. Тогда из следствия
3.32 получаем следующее следствие.

Следствие 3.33. Существует псевдокомпактная булева квазитопологиче-
ская группа 𝐺 c несчетным числом Суслина, такая что 𝐺𝜔 псевдокомпакт-
но.

У псевдокомпактных топологических групп счетное число Суслина, следо-
вательно, из следствия 3.33 вытекает следующее утверждение.

Следствие 3.34 (А.Коровин). Существует псевдокомпактная булева ква-
зитопологическая группа, которая не является топологической группой.

Предложение 3.13.3 ([17]). Для кардинала 𝜏 , для которого 𝜏 = 𝜏𝜔, суще-
ствует псевдокомпактное пространство 𝑋, для которого |𝑋| = 𝜏 и 𝑀 ⊂ 𝑋
дискретно и замкнуто, если |𝑀 | < 𝜏 .

Доказательство. Пусть 𝐼 = [0, 1], 𝑄 есть все функции в 𝐼, область определе-
ния которых счетна и лежит в 𝜏 2. Тогда |𝑄| = 𝜏 , занумеруем 𝑄 = {𝑞𝑡 : 𝑡 < 𝜏}.
Пусть 𝐵𝑡 есть область определения 𝑞𝑡. Определим функцию 𝑓𝑡 : 𝜏 2 → 𝐼:
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𝑓𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑞𝑡(𝑥, 𝑦) если (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵𝑡; 𝑓𝑡(𝑥, 𝑦) = 1 если 𝑥 = 𝑡 и (𝑥, 𝑦) /∈ 𝐵𝑡;
𝑓𝑡(𝑥, 𝑦) = 0 в остальных случаях. Положим 𝑋 = {𝑓𝑡 : 𝑡 ∈ 𝐼}. Пространство
𝑋 заполняет счетные грани

(︀
𝜏 2
)︀𝐼 , поэтому оно псевдокомпактно [82]. Пусть

𝑀 ⊂ 𝜏 , |𝑀 | < 𝜏 , 𝑡 ∈ 𝜏 ∖𝑀 . Возьмем 𝑦 < 𝜏 таким образом, что (𝑡, 𝑥) /∈ 𝐵𝑡 и
(𝑡, 𝑥) /∈ 𝐵𝑞 для 𝑞 ∈ 𝑀 . Тогда 𝑓𝑡(𝑡, 𝑦) = 1 и 𝑓𝑞(𝑡, 𝑦) = 0 для 𝑞 ∈ 𝑀 . Следова-
тельно, 𝑓𝑡 /∈ {𝑓𝑞 : 𝑞 ∈𝑀}.

Приведем примеры, которые различают перечисленные классы пространств.
В примерах ниже запись 𝐴 ↛ 𝐵: 𝑋 означает что 𝑋 является 𝐴-бэровским
пространством, которое не является 𝐵-тучным.

Пример 3.35. Γ𝐵𝑀

𝑜 ↛ Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 : 𝑋𝑝. Пусть 𝑋𝑝 есть пространство из предложения
3.13.3 для 𝜏 = 2𝜔 — бесконечное псевдокомпактное пространство без изолиро-
ванных точек, в котором все счетные подмножества дискретны и замкнуты.
Утверждение 3.13.1 (5) и (4).

Пример 3.36. Γ𝐵𝑀

𝑝 ↛ Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑘: 𝑋𝑐. Пусть 𝑋𝑐 есть бесконечное счетно компакт-
ное пространство без изолированных точек, которое не содержит бесконечных
компактов, например 𝑋𝑐 = 𝑋 ∖ 𝜔, где 𝑋 счетно компактное плотное подпро-
странство 𝛽𝜔 мощности 2𝜔 (Предложение 16 [7]). Утверждение 3.13.1 (3) и
(2).

Пример 3.37. Γ𝐵𝑀

𝑘 ↛ Γ𝐵𝑀

𝑓 : D𝜔1. Пространство D𝜔1 есть компакт без точек с
первой аксиомой счетности (Утверждение 3.13.1 (1) и (6)).

Пример 3.38. Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑘 ↛ Γ𝐵𝑀

𝑜 : R𝜔1. Утверждение 3.13.1 (8) и (7).

Пример 3.39. Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑘 ↛ Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑘: Y. Положим

𝑌0 = {(𝑥𝛼)𝛼<𝜔1
∈ D𝜔1 : |{𝛼 < 𝜔1 : 𝑥𝛼 = 0}| ≤ 𝜔},

𝑌1 = {(𝑥𝛼)𝛼<𝜔1
∈ D𝜔1 : |{𝛼 < 𝜔1 : 𝑥𝛼 = 1}| < 𝜔},

𝑌 = 𝑌0 ∪ 𝑌1.

Покажем, что 𝑂𝐷𝑜,𝑘(𝑌 ) 𝛼-благоприятно, предъявим выигрышную стратегию
для 𝛼. Выберем 𝑈𝑛 таким образом, что 𝑈𝑛 ⊂ 𝑉𝑛−1. Пусть 𝑥𝑛 ∈𝑀𝑛 ∩ 𝑌0. Тогда
𝐾 = {𝑥𝑛 : 𝑛 < 𝜔} компактно.

Покажем, что 𝐷𝑂𝑝,𝑘(𝑌 ) 𝛽-благоприятно, предъявим выигрышную стра-
тегию для 𝛽. Выберем 𝑉𝑛 = 𝑊 (𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝜔1) таким образом, что 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝑛−1,
𝐵𝑛 ⊂ 𝐵𝑛−1 и |𝐴𝑛| ≥ 𝑛, 𝑥𝑛 ∈ 𝑉𝑛 ∩ 𝑌1, 𝑀𝑛 = {𝑥𝑛}. Тогда (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 дискретная и
замкнутая последовательность в 𝑌 .

Пример 3.40. CDP ↛ Γ𝐵𝑀

𝑓 : R𝜔1 (в предположение MA+¬CH). Утверждение
3.13.1 (7) и предложение 3.11.3.
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Пример 3.41. ∆𝑠 ↛ Γ𝐵𝑀

𝑘 : D2𝜔 . Обозначим 𝑋 = D2𝜔 . Пространство 𝑋 яв-
ляется Γ𝐵𝑀

𝑘 -бэровским (утверждение 3.13.1 (1)). Покажем, что 𝑋 не является
∆𝑠-тучным. Существует покрытие {𝐹𝛼 : 𝛼 < 2𝜔} пространства 𝑋 мощно-
сти 2𝜔, состоящее из нигде ни плотных замкнутых множеств. Зафиксируем
𝛼𝑥 < 2𝜔 для 𝑥 ∈ 𝑋 таким образом что 𝑥 ∈ 𝐹𝛼𝑥

. Положим 𝑥̃ = (𝑥̃𝛼)𝛼∈2𝜔 , где
𝑥̃𝛼 = 𝑥𝛼 для 𝛼 ̸= 𝛼𝑥 и 𝑥̃𝛼𝑥

̸= 𝑥𝛼𝑥
. Определим почти окрестность 𝑃 диагонали

𝑋 × 𝑋, для 𝑥 ∈ 𝑋 положим 𝑃 (𝑥) = 𝑋 ∖ {𝑥̃}. Покажем, что 𝑃 |𝑉 /∈ Q𝑠(𝑉 )
для любого открытого непустого 𝑉 ⊂ 𝑋. Пусть 𝑈 = 𝑊 (𝐴,𝐵, 2𝜔) ⊂ 𝑉 для
некоторых конечных непересекающихся 𝐴,𝐵 ⊂ 2𝜔. Положим

𝑊 = 𝑉 ∖
⋃︁

𝛼∈𝐴∪𝐵

𝐹𝛼.

Тогда 𝑊 плотно и открыто в 𝑈 и 𝑥̃ ∈ 𝑈 для 𝑥 ∈ 𝑊 . Следовательно

𝑀 = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑈 ⊂ 𝑃 (𝑥)} ∩𝑊 = ∅

и множество 𝑀 нигде не плотно в 𝑈 .

Пример 3.42. Γ𝐵𝑀

𝑜 ↛ ∆ℎ: 𝐺. Пусть 𝐺 есть псевдокомпактная булева квази-
топологическая группа, которая не является топологической группой (След-
ствие 3.34). Пространство 𝐺 является Γ𝐵𝑀

𝑜 -бэровским пространством. Из тео-
ремы 4.31, что 𝐺 не является ∆ℎ-тучным пространством.

Задача 3.43. (1) Существует ли ∆-бэровское не Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -тучное пространство?
(2) Существует ли ∆ℎ-бэровское не Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 -тучное пространство? (3) Существу-
ет ли ∆𝑠-бэровское не CDP-тучное пространство? (4) Существует ли наивный
пример ∆𝑠-бэровского не Γ𝐵𝑀

𝑓 -тучного пространства? (5) Существует ли наив-
ный пример CDP-пространства без точек с первой аксиомой счетности?

Задача 3.44. Пусть Γ ∈ {Γ𝐵𝑀

𝑟 : 𝑟 ∈ {𝑓, 𝑘, 𝑝, 𝑜}} ∪ {Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 : 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и 𝑞 ∈
{𝑙, 𝑘}}.

(1) Выяснить, существуют ли Γ-бэровское пространство, которое не являет-
ся Γ-пространством.

(2) Будет ли класс Γ-пространств мультипликативен, то есть если 𝑋, 𝑌 ∈ Γ,
то 𝑋 × 𝑌 ∈ Γ?

(3) Пусть 𝑋, 𝑌 есть Γ-бэровские пространства и 𝑋×𝑌 бэровское простран-
ство. Верно ли, что 𝑋 × 𝑌 является Γ-бэровским пространством?

Задача 3.45. Пусть Γ ∈ {Γ𝐵𝑀

𝑟 : 𝑟 ∈ {𝑓, 𝑘, 𝑝, 𝑜}} ∪ {Γ𝑂𝐷

𝑡,𝑞 : 𝑡 ∈ {𝑜, 𝑝} и 𝑞 ∈
{𝑙, 𝑘}}.

(1) Выяснить, существуют ли Γ-бэровское пространство, которое не являет-
ся Γ-пространством.
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(2) Будет ли класс Γ-пространств мультипликативен, то есть если 𝑋, 𝑌 ∈ Γ,
то 𝑋 × 𝑌 ∈ Γ?

(3) Пусть 𝑋, 𝑌 есть Γ-бэровские пространства и 𝑋×𝑌 бэровское простран-
ство. Верно ли, что 𝑋 × 𝑌 является Γ-бэровским пространством?

Самым маленьким классом пространств из перечисленных это Γ𝐵𝑀

𝑓 -пространства,
самый большой, Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -пространства.

Задача 3.46. Пусть 𝑋 есть регулярное Γ𝐵𝑀

𝑓 -бэровское пространство.

(1) Верно ли, что 𝑋 является Γ𝐵𝑀

𝑓 -пространством и содержит плотное мет-
ризуемое бэровское подпространство?

(2) Верно ли, что 𝑋 является Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -пространством?

Пространство 𝑋 называется слабо псевдокомпактным если существует
компактное хаусдорфово расширение 𝑏𝑋 пространства 𝑋, в котором про-
странство 𝑋 𝐺𝛿-плотно, то есть 𝑋 пересекается с любым непустым 𝐺𝛿 под-
множеством 𝑏𝑋 [9]. Ясно, произведение слабо псевдокомпактных пространств
слабо псевдокомпактно, в частности, произведение псевдокомпактных про-
странств слабо псевдокомпактно.

Следующий вопрос является версией вопроса 3.44, пункты (2) и (3).

Задача 3.47. Пусть 𝑋 есть слабо псевдокомпактное пространство (𝑋 есть
произведение псевдокомпактных пространств). Каким из перечисленных клас-
сов принадлежит 𝑋:

Γ𝐵𝑀

𝑜 -пространства, Γ𝐵𝑀

𝑜 -бэровские пространства, Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -пространства, Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -
бэровские пространства, ∆-бэровские пространства?

Паратопологическая регулярная ∆-тучная группа является топологиче-
ской группой (Теоремы 4.26 и 4.29).

Задача 3.48. Пусть𝐺 есть слабо псевдокомпактное (произведение псевдоком-
пактных пространств) паратопологическая группа. Верно ли что 𝐺 является
топологической группой?

Задача 3.49. Пусть 𝑋 и 𝑌 есть (вполне) регулярные счетно компактные
пространства. Каким из перечисленных классов принадлежит произведение
𝑋 × 𝑌 :

Γ𝐵𝑀

𝑝 -пространства, Γ𝐵𝑀

𝑝 -бэровские пространства, Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 -пространства, Γ𝑂𝐷

𝑝,𝑙 -
бэровские пространства, Γ𝐵𝑀

𝑜 -пространства, Γ𝐵𝑀

𝑜 -бэровские пространства,
Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -пространства, Γ𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -бэровские пространства, ∆ℎ-бэровские простран-
ства, ∆-бэровские пространства?
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Глава 4

Непрерывность операций в группах и
мальцевских пространствах

4.1 Разновидности непрерывности в группах
Лемма 4.1.1. Пусть 𝐺 есть право полутопологическая группа, 𝑀 ⊂ 𝐺,
𝑊 ∈ 𝒩𝑒. Тогда 𝑀 ⊂ 𝑊−1𝑀 .

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝑀 . Тогда 𝑊𝑥 ∩ 𝑀 ̸= ∅. Следовательно, 𝑥 ∈
𝑊−1𝑀 .

Предложение 4.1.2. Далее (𝐴)→ (𝐵) означает, что 𝑂(𝐴)-топологическая
группа является 𝑂(𝐵)-топологической группой а (𝐴) ↔ (𝐵) означает, что
𝐺 является 𝑂(𝐴)-топологической группой тогда и только тогда, когда 𝐺
является 𝑂(𝐵)-топологической группой.

(𝑝, 𝑖)↔ (𝑡) (𝑙, 𝑟)↔ (𝑠) (𝑠, 𝑝𝑒)↔ (𝑝) (𝑠, 𝑖𝑒)↔ (𝑠, 𝑖)

(𝑙, 𝑖)↔ (𝑟, 𝑖)↔ (𝑠, 𝑖)

(𝑝)→ (𝑠) (𝑝)→ (𝑝𝑒)→ (𝑠𝑞𝑝𝑒) (𝑖)→ (𝑖𝑒)→ (𝑓𝑖𝑒)

(𝑙)→ (𝑓𝑙)→ (𝑑𝑓𝑙)

(𝑖𝑒)→ (𝑛𝑖𝑒)→ (𝑠𝑖𝑒) (𝑖𝑒)→ (𝑞𝑖𝑒)→ (𝑠𝑖𝑒) (𝑞𝑖𝑒)→ (𝑓𝑖𝑒)

(𝑑𝑓𝑙*, 𝑓𝑖𝑒, 𝑟)→ (𝑓𝑙, 𝑓𝑖) (𝑑𝑓𝑙*, 𝑓𝑝𝑒, 𝑟)→ (𝑠𝑞𝑝𝑒)

(𝑝𝑒, 𝑠𝑖𝑒, 𝑟)→ (𝑖𝑒) (𝑝, 𝑠𝑖𝑒)→ (𝑡) (𝑑𝑓𝑙*, 𝑖𝑒, 𝑝𝑒, 𝑟)→ (𝑡)

Доказательство. Большинство этих утверждений либо тривиальны, либо ши-
роко известны (см. [35] и [36]). Докажем новые нетривиальные утверждения.

(𝑝𝑒, 𝑠𝑖𝑒, 𝑟)→ (𝑖𝑒). Пусть 𝑉 ∈ 𝒩𝑒. Так как 𝐺 𝑂(𝑝𝑒)-топологическая группа,
то 𝑈 3 ⊂ 𝑉 для некоторого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒. Положим 𝑆 = 𝑈 ∩ 𝑈−1. Так как 𝐺
𝑂(𝑠𝑖𝑒)-топологическая группа, то Int𝑆 ̸= ∅. Нам надо показать, 𝑒 ∈ Int𝑉 −1.
Пусть 𝑠 ∈ 𝑆 ∩ Int𝑆. Из леммы 4.1.1 вытекает, что 𝑆 ⊂ 𝑈−1𝑆. Следовательно,
𝑠 ∈ Int𝑈−1𝑆. Так как 𝑠−1 ∈ 𝑆, то 𝑒 ∈ Int𝑈−1𝑆𝑆. Так как 𝑆 ⊂ 𝑈−1, то
𝑒 ∈ Int(𝑈−1)3 ⊂ 𝑉 −1.

(𝑝, 𝑠𝑖𝑒)→ (𝑡). Теорема 2.3 из [35], Лемма 1.2 из [9]. Вытекает из (𝑝𝑒, 𝑠𝑖𝑒, 𝑟)→
(𝑖𝑒).
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(𝑑𝑓𝑙*, 𝑓𝑖𝑒, 𝑟) → (𝑓𝑙, 𝑓𝑖). Покажем, что (𝑑𝑓𝑙*, 𝑓𝑖𝑒, 𝑟) → (𝑓𝑖). Пусть 𝑈 ∈ 𝒯 *.
Возьмем 𝑔 ∈ Λ*𝑓(𝐺) ∩ 𝑈 . Из

𝑈−1 = 𝑔−1(𝑈𝑔−1)−1

следует, что Int𝑈−1 ̸= ∅. Покажем (𝑓𝑙). Имеем ℎ𝑈 = (𝑈−1ℎ−1)−1 для любого
ℎ ∈ 𝐺. Так как (𝑓𝑖, 𝑟), то Intℎ𝑈 ̸= ∅.

(𝑑𝑓𝑙*, 𝑖𝑒, 𝑝𝑒, 𝑟) → (𝑡). Из предыдущего пункта следует, что 𝐺 является
𝑂(𝑓𝑙)-топологической группой. В силу (𝑠, 𝑝𝑒) ↔ (𝑝) и (𝑠, 𝑖𝑒) ↔ (𝑠, 𝑖), доста-
точно доказать, что 𝐺 является 𝑂(𝑙)-топологической группой. Пусть 𝑔 ∈ 𝐺
и 𝑈 ∈ 𝒯 *. Вам нужно проверить, что 𝑔𝑈 открыт. Пусть 𝑞 ∈ 𝑈 . Достаточно
проверить, что 𝑔𝑞 ∈ Int 𝑔𝑈 , что эквивалентно 𝑔 ∈ Int 𝑔𝑉 , где 𝑉 = 𝑈𝑞−1 ∈ 𝒩𝑒.
Существует 𝑊 ∈ 𝒩𝑒, для которого 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑉 . Пусть 𝑠 ∈ Int 𝑔𝑊 и 𝑤 =
𝑔−1𝑠 ∈ 𝑊 . Существует 𝑆 ∈ 𝒩𝑒, поэтому 𝑆𝑠 ⊂ 𝑔𝑊 . Тогда 𝑠 = 𝑔𝑤, 𝑔 = 𝑠𝑤−1 и

𝑆𝑔 = 𝑆𝑠𝑤−1 ⊂ 𝑔𝑊𝑤−1 ⊂ 𝑔𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑔𝑉.

Следовательно, 𝑔 ∈ Int 𝑔𝑉 .
(𝑑𝑓𝑙*, 𝑓𝑝𝑒, 𝑟) → (𝑠𝑞𝑝𝑒). Пусть 𝑈 ∈ 𝒩𝑒. Тогда 𝑊𝑉 𝑥 ⊂ 𝑈 для некоторых

𝑥 ∈ 𝐺, 𝑊 ∈ 𝒯 * и 𝑉 ∈ 𝒩𝑒. Пусть 𝑦 ∈ Λ*𝑓(𝐺) ∩ 𝑊 . Тогда 𝑆𝑦 ⊂ 𝑊 для
некоторого 𝑆 ∈ 𝒩𝑒. Для некоторых 𝑧 ∈ Int 𝑦𝑉 и 𝑄 ∈ 𝒩𝑒 𝑄𝑧 ⊂ 𝑦𝑉 . Получаем
𝑆𝑄𝑧𝑥 ⊂ 𝑈 .

4.2 Непрерывность операций в
псевдокомпактных группах и мальцевских
пространствах

Теорема 4.1. Пусть 𝐺 есть псевдокомпактная группа с топологией, 𝑋 —
пространство, 𝛼 : 𝐺 × 𝑋 → 𝑋 есть раздельно непрерывное транзитивное
действие 𝐺 на 𝑋, 𝑔𝑥 = 𝛼(𝑔, 𝑥) для 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑥 ∈ 𝑋. Следующие условия
эквивалентны:

(1) действие 𝛼 непрерывно;

(2) действие 𝛼 квазинепрерывно;

(3) действие 𝛼 продолжается до раздельно непрерывного отображения 𝛼̂ :
𝛽 𝐺× 𝛽 𝑋 → 𝛽 𝑋;

(4) действие 𝛼 продолжается до непрерывного отображения 𝛼̂ : 𝛽 𝐺 ×
𝛽 𝑋 → 𝛽 𝑋.
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Доказательство. Пространство 𝑋 псевдокомпактно, как непрерывный образ
𝐺, при отображение 𝐺→ 𝑋, 𝑔 ↦→ 𝑔𝑥, где 𝑥 ∈ 𝑋.

Очевидно, (4) ⇒ (3), (4) ⇒ (1) ⇒ (2). Из следствия 2.19 вытекает (2) ⇔
(3).

Докажем (3) ⇒ (4). Для непрерывности отображения 𝛼̂ достаточно про-
верить непрерывность функции ̂︀Φ = 𝑓 ∘ 𝛼̂ для любого 𝑓 ∈ 𝐶(𝛽 𝐺). Положим
𝑓 = 𝑓

⃒⃒⃒
𝑋

, Φ = 𝑓 ∘ 𝛼 : 𝐺 ×𝑋 → R и 𝜙 : 𝐺 → 𝐶(𝑋), 𝜙(𝑔)(𝑥) = Φ(𝑔, 𝑥). Функ-

ция ̂︀Φ является раздельно непрерывным продолжением функции Φ. Так как
Φ раздельно непрерывно, то 𝜙 : 𝐺 → 𝐶𝑝(𝑋) непрерывно. Так как Φ продол-
жается до раздельно непрерывной функции на 𝛽 𝐺 × 𝛽 𝑋, то из теоремы 2.7
вытекает, что 𝜙(𝐺) есть компактное подмножество 𝐶𝑝(𝑋).

Лемма. Топологии поточечной и равномерной сходимости совпадают на
𝜙(𝐺).

Доказательство. Так как 𝜙(𝐺) компактно в 𝐶𝑝(𝑋), то из теоремы 2.8 выте-
кает, что топологии поточечной и равномерной сходимости на 𝜙(𝐺) совпадают
в некоторой точке 𝑓 ′ ∈ 𝜙(𝐺). Действие 𝛼 группы 𝐺 на 𝑋 индуцирует действие
на 𝐶(𝑋): положим 𝛾(𝑔, 𝑞)(𝑥) = 𝑞(𝛼(𝑔−1, 𝑥)) для 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑞 ∈ 𝐶(𝑋) и 𝑥 ∈ 𝑋.
Функция 𝛾(𝑔, 𝑞) непрерывна, так как действие 𝛼 раздельно непрерывно. Отоб-
ражение 𝛾 : 𝐺 × 𝐶(𝑋) → 𝐶(𝑋) является действием 𝐺 на 𝐶(𝑋). Множество
𝜙(𝐺) является орбитой функции 𝑓 при действии 𝐺 на 𝐶(𝑋): 𝜙(𝑔) = 𝛾(𝑔−1, 𝑓)
для 𝑔 ∈ 𝐺.

Покажем, что топологии поточечной и равномерной сходимости на 𝜙(𝐺)
совпадают в любой точке 𝑓 ′′ ∈ 𝜙(𝐺). Так как действие 𝛾 транзитивно на
𝜙(𝐺), то существует 𝑔 ∈ 𝐺, так что 𝑓 ′′ = 𝛾(𝑔, 𝑓 ′). Положим 𝛾𝑔 : 𝐶(𝑋) →
𝐶(𝑋), 𝛾𝑔(𝑞) = 𝛾(𝑔, 𝑞). Тогда 𝑓 ′′ = 𝛾𝑔(𝑓

′), 𝜙(𝐺) = 𝛾𝑔(𝜙(𝐺)). Положим 𝛼ℎ :
𝑋 → 𝑋, 𝛼ℎ(𝑥) = 𝛼(ℎ, 𝑥) для ℎ ∈ 𝐺. Так как действие 𝛼 раздельно непре-
рывно, то отображения 𝛼ℎ и 𝛼ℎ−1 = (𝛼ℎ)

−1 непрерывны и являются гомео-
морфизмами. Так как 𝛾𝑔(𝑞) = 𝑞 ∘ 𝛼𝑔−1 для 𝑞 ∈ 𝐶(𝑋), то 𝛾𝑔 : 𝐶(𝑋) → 𝐶(𝑋)
является гомеоморфизмом как относительно топологии по точечно сходимо-
сти, так и относительно топологии равномерной сходимости на 𝐶(𝑋). Так
как 𝜆𝑔(𝜙(𝐺)) = 𝜙(𝐺), то отображение 𝜓 = 𝜆𝑔|𝜙(𝐺) : 𝜙(𝐺) → 𝜙(𝐺) является
гомеоморфизмом как относительно топологии по точечно сходимости, так и
относительно топологии равномерной сходимости. Так как 𝜓(𝑓 ′) = 𝑓 ′′ и топо-
логии поточечной и равномерной сходимости на 𝜙(𝐺) совпадают в точке 𝑓 ′, то
топологии поточечной и равномерной сходимости на 𝜙(𝐺) совпадают в точке
𝑓 ′′.

Так как 𝜙 : 𝐺 → 𝐶𝑝(𝑋) непрерывно, то учитывая лемму, получаем, что
отображение 𝜙 : 𝐺 → 𝐶𝑢(𝑋) тоже непрерывно. Так как 𝜙(𝐺) компактно, то
из предложения 2.2.3 вытекает, что функция Φ продолжается до непрерывной
функции на 𝛽 𝐺× 𝛽 𝑋, это продолжение совпадает с ̂︀Φ.
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Теорема 4.2. Пусть 𝐺 есть псевдокомпактная полутопологическая группа.
Следующие условия эквивалентны:

(1) 𝐺 является топологической группой;

(2) умножение m непрерывно (то есть 𝐺 есть паратопологическая груп-
па);

(3) умножение m квазинепрерывно;

(4) умножение m продолжается до раздельно непрерывного отображения
m : 𝛽 𝐺× 𝛽 𝐺→ 𝛽 𝐺;

(5) умножение m продолжается до непрерывного отображения m : 𝛽 𝐺×
𝛽 𝐺→ 𝛽 𝐺, относительно которого 𝛽 𝐺 является топологической груп-
пой.

Доказательство. Очевидно, (5) ⇒ (1) ⇒ (2) ⇒ (3). Группа 𝐺 левыми сдви-
гами раздельно непрерывно и транзитивно действует на себя: 𝛼 : 𝐺 × 𝐺 →
𝐺, 𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦. Из теоремы 4.1 вытекает (3)⇔ (4).

Докажем (4)⇒ (5). Из теоремы 4.1 вытекает что действие 𝛼 = m продол-
жается до непрерывного отображения m̂ : 𝛽 𝐺 × 𝛽 𝐺 → 𝛽 𝐺. Проверим, что
𝛽 𝐺 является топологической группой относительно операции умножения m̂.
Для 𝑔, ℎ ∈ 𝛽 𝐺 будем писать m̂(𝑔, ℎ) = 𝑔ℎ. Непрерывные отображения

𝑓1 : (𝛽 𝐺)
3 → 𝛽 𝐺, (𝑎, 𝑏, 𝑐) ↦→ (𝑎𝑏)𝑐, 𝑓2 : (𝛽 𝐺)

3 → 𝛽 𝐺, (𝑎, 𝑏, 𝑐) ↦→ 𝑎(𝑏𝑐)

совпадают на всюду плотном множестве 𝐺3. Следовательно, операция m̂ тран-
зитивна, то есть 𝛽 𝐺 является полугруппой. Непрерывные отображения

𝑔1 : 𝛽 𝐺→ 𝛽 𝐺, 𝑎 ↦→ 𝑎𝑒, 𝑔2 : 𝛽 𝐺→ 𝛽 𝐺, 𝑎 ↦→ 𝑒𝑎, 𝑔3 : 𝛽 𝐺→ 𝛽 𝐺, 𝑎 ↦→ 𝑎,

совпадают на всюду плотном множестве 𝐺. Следовательно, 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎 = 𝑎 для
всех 𝑎 ∈ 𝛽 𝐺, то есть 𝑒 есть единица 𝛽 𝐺. Положим𝐻 = {(𝑔, ℎ) ∈ (𝛽 𝐺)2 : 𝑔ℎ =
𝑒}. Так как отображение m̂ непрерывно, то 𝐻 есть замкнутое подмножество
компакта (𝛽 𝐺)2. Обозначим проекции

𝜋1 : (𝛽 𝐺)
2 → 𝛽 𝐺, (𝑎, 𝑏) ↦→ 𝑎, 𝜋2 : (𝛽 𝐺)

2 → 𝛽 𝐺, (𝑎, 𝑏) ↦→ 𝑏.

Так как 𝐻 компактно, то 𝜋1(𝐻) и 𝜋2(𝐻) компактно и, следовательно, замкну-
то в 𝛽 𝐺. Так как 𝐺 есть группа, то 𝐺 ⊂ 𝜋1(𝐻) и 𝐺 ⊂ 𝜋2(𝐻). Следовательно,
𝛽 𝐺 = 𝜋1(𝐻) = 𝜋2(𝐻). Получаем, что в полугруппе 𝛽 𝐺 для каждого 𝑔 ∈ 𝛽 𝐺
существуют ℎ1, ℎ2 ∈ 𝛽 𝐺, так что 𝑔ℎ1 = ℎ2𝑔 = 𝑒. То есть в полугруппе 𝛽 𝐺 у
каждого элемента существует левый и правый обратный. Следовательно, 𝛽 𝐺
есть группа и 𝐻 = {(𝑔, 𝑔−1) : 𝑔 ∈ 𝛽 𝐺}. Обозначим 𝜃1 = 𝜋1|𝐻 и 𝜃2 = 𝜋2|𝐻 .
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Отображения 𝜃1 и 𝜃2 непрерывны, взаимнооднозначны и определены на ком-
пакте 𝐾. Следовательно, отображения 𝜃1 и 𝜃2 являются гомеоморфизмами.
Следовательно, операция î = 𝜃2 ∘ 𝜃−11 взятия обратного элемента в 𝛽 𝐺 непре-
рывна. В группе 𝛽 𝐺 умножение m̂ и инверсия î непрерывны, то есть 𝛽 𝐺 есть
топологическая группа.

Отметим, что (1) ⇔ (5) в теореме 4.2 вытекает из теоремы Комфорда–
Росса [129, Theorem 4.1].

Из теорем 2.21 и 4.2 вытекает следующее утверждение.

Теорема 4.3. Пусть 𝐺 есть псевдокомпактная полутопологическая группа
и (𝐺,𝐺) есть пара Гротендика. Тогда 𝐺 есть топологическая группа.

Следствие 4.4. Пусть 𝐺 есть псевдокомпактная полутопологическая груп-
па pc-Гротендика. Тогда 𝐺 есть топологическая группа.

Теорема 4.5. Пусть 𝑋 есть псевдокомпактное пространство с раздельно
непрерывной операцией Мальцева 𝑀 : 𝑋3 → 𝑀 . Следующие условия эквива-
лентны:

(1) операция Мальцева 𝑀 продолжается до раздельно непрерывной опера-
цией Мальцева ̂︁𝑀 : (𝛽 𝑋)3 → 𝛽 𝑋;

(2) отображение 𝑀 продолжается до раздельно непрерывного отображе-
ния ̂︁𝑀 : (𝛽 𝑋)3 → 𝛽 𝑋;

(3) отображение 𝑀 2-𝛽-продолжаемое;

(4) отображение 𝑀 2-квазинепрерывное.

Доказательство. Очевидно, (1) ⇒ (2). Из теоремы 2.18 вытекает (2) ⇔
(3)⇔ (4). Докажем (2)⇒ (1). Для этого достаточно проверить, что ̂︁𝑀 являет-
ся операцией Мальцева, то есть проверить тождества ̂︁𝑀(𝑥, 𝑥, 𝑦) = ̂︁𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑥) =

𝑦 для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝛽 𝑋. Проверим сначала тождество ̂︁𝑀(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑦.

Лемма. ̂︁𝑀(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑦 для 𝑥 ∈ 𝛽 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑋.

Доказательство. Положим Φ(𝑢, 𝑣) = ̂︁𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑦) для 𝑢, 𝑣, 𝑦 ∈ 𝛽 𝑋. Отобра-
жение Φ : 𝛽 𝑋 × 𝛽 𝑋 → 𝛽 𝑋 раздельно непрерывно. Так как 𝑀 операция
Мальцева, то 𝑀(𝑥, 𝑥, 𝑦) = Φ(𝑥, 𝑥) = 𝑦 для 𝑥 ∈ 𝑋. Из следствия 2.28 вытекает,
что ̂︁𝑀(𝑥, 𝑥, 𝑦) = Φ(𝑥, 𝑥) = 𝑦 для 𝑥 ∈ 𝛽 𝑋.

Положим Ω(𝑧) = ̂︀Φ(𝑧, 𝑥, 𝑥) для 𝑧 ∈ 𝛽 𝑋. Из леммы вытекает, что Ω(𝑧) = 𝑧
для 𝑧 ∈ 𝑋. Так как отображение Ω : 𝛽 𝑋 → 𝛽 𝑋 непрерывно, то Ω(𝑧) = 𝑧 для
𝑧 ∈ 𝛽 𝑋. Получаем ̂︀Φ(𝑦, 𝑥, 𝑥) = Ω(𝑦) = 𝑦.

Тождество ̂︁𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑥) = 𝑦 доказывается аналогично.
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Из теорем 2.21 и 4.5 вытекает следующее утверждение.

Теорема 4.6. Пусть 𝑋 есть псевдокомпактное пространство с раздельно
непрерывной операцией Мальцева 𝑀 : 𝑋3 → 𝑀 и (𝑋,𝑋) есть пара Гротен-
дика. Тогда операция Мальцева 𝑀 продолжается до раздельно непрерывной
операции Мальцева ̂︁𝑀 : (𝛽 𝑋)3 → 𝛽 𝑋.

Следствие 4.7. Пусть 𝑋 есть псевдокомпактное пространство pc-Гротендика
с раздельно непрерывной операцией Мальцева 𝑀 : 𝑋3 → 𝑀 . Тогда операция
Мальцева 𝑀 продолжается до раздельно непрерывной операции Мальцева̂︁𝑀 : (𝛽 𝑋)3 → 𝛽 𝑋.

4.3 Симметризация группы
Для группы 𝐺 с топологией обозначим через Inv𝐺 группу, которая как

группа совпадает с 𝐺. Топологию Inv𝐺 образуют множества вида 𝑈−1, где 𝑈
открыто в 𝐺.

Инверсия i : 𝐺 → Inv𝐺, 𝑔 ↦→ 𝑔−1 является гомеоморфизмом топологиче-
ских пространств.

Обозначим через Sym𝐺 группу 𝐺 с топологией, базу которой образуют
множества вида 𝑉 ∩ 𝑈−1, где 𝑉 и 𝑈 открытые подмножества 𝐺.

Предложение 4.3.1. Пусть 𝐺 группа с топологией.

(1) Тождественное отображение id𝐺 : Sym𝐺→ 𝐺 непрерывно.

(2) Взятие обратного элемента в Sym𝐺, i : Sym𝐺 → Sym𝐺, является
гомеоморфизмом.

(3) Отображение
𝛿 : Sym𝐺→ 𝐺× Inv𝐺, 𝑔 ↦→ (𝑔, 𝑔)

является вложением группы Sym𝐺 с топологией в группу 𝐺× Inv𝐺.

(4) Отображение
𝜃 : Sym𝐺→ 𝐺×𝐺, 𝑔 ↦→ (𝑔, 𝑔−1)

является вложением пространства Sym𝐺 в 𝐺×𝐺.

(5) Диаграмма
Sym𝐺

𝐺×𝐺 𝐺× Inv𝐺
𝜃

𝛿

id𝐺×i

коммутативна и отображение id𝐺×i является гомеоморфизмом.
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(6) Если 𝐺 является полутопологической группой, то Inv𝐺 является по-
лутопологической группой и Sym𝐺 является квазитопологической груп-
пой.

(7) Если 𝐺 является паратопологической группой, то Sym𝐺 является то-
пологической группой.

Доказательство. Пункты (1)–(5) очевидны.
(6) Пусть 𝑈, 𝑉 ⊂ 𝐺 открытые множества, 𝑔 ∈ 𝐺. Тогда 𝑔𝑈−1 и 𝑈−1𝑔 от-

крыты в Inv𝐺; 𝑔(𝑉 ∩ 𝑈−1) и (𝑉 ∩ 𝑈−1)𝑔 открыты в Sym𝐺, то есть Sym𝐺
является полутопологической группой. Из (2) вытекает, что Sym𝐺 квазито-
пологическая группа.

(7) Из (6) вытекает, что Sym𝐺 квазитопологическая группа. Базу 𝑒 в
Sym𝐺 образуют множества вида 𝑈 ∩ 𝑈−1, где 𝑈 открытая окрестность 𝑒 в
𝐺. Пусть 𝑉 2 ⊂ 𝑈 для 𝑉 ∋ 𝑒 открытого в 𝐺 множества. Тогда (𝑉 ∩ 𝑉 −1)2 ⊂
𝑈 ∩ 𝑈−1.

Определение 4.8. Группу 𝐺 назовем почти паратопологической, если 𝐺 по-
лутопологическая группа и для любого 𝑔 ∈ 𝐺, так ого что 𝑒 /∈ {𝑔}, существует
окрестность 𝑈 единицы 𝑒, так что 𝑈 2 ⊂ 𝐺 ∖ {𝑔}.

Ясно, паратопологическая группа является почти паратопологической.

Предложение 4.3.2. Пусть 𝐺 есть группа с топологией. Если выполняет-
ся одно из перечисленных ниже условий, то 𝐺 является почти паратополо-
гической группой.

(1) 𝐺 подгруппа почти паратопологической группы.

(2) 𝐺 полутопологическая группа и иньективным непрерывным гомомор-
физмом отображается на почти паратопологическую группу.

(3) 𝐺 есть произведение почти паратопологических групп.

(4) 𝐺 паратопологическая группа.

(5) 𝐺 хаусдорфова квазитопологическая группа.

Доказательство. Пункты (1), (2) и (4) очевидны.
(3) Пусть 𝐺 =

∏︀
𝛼∈𝐴𝐺𝛼, где 𝐺𝛼 почти паратопологическая группа для

𝛼 ∈ 𝐴. Пусть 𝑔 = (𝑔𝛼)𝛼∈𝐴 ∈ 𝐺. Если 𝑒 /∈ {𝑔}, то 𝑒 /∈ {𝑔}𝛼 для некоторого
𝛼 ∈ 𝐴. Существует открытая окрестность 𝑉 единицы в группе 𝐺𝛼, так что
𝑉 2 ⊂ 𝐺𝛼 ∖ {𝑔}𝛼. Тогда 𝑈 2 ⊂ 𝐺 ∖ {𝑔}, где 𝑈 = 𝜋−1𝛼 (𝑉 ) и 𝜋𝛼 : 𝐺 → 𝐺𝛼 есть
проекция.
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(5) Пусть 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ̸= 𝑒. Существует симметричная окрестность 𝑈 = 𝑈−1

единицы, так что 𝑒𝑈 ∩ 𝑔𝑈 = ∅. Тогда 𝑈 2 ⊂ 𝐺 ∖ {𝑔}.

Следствие 4.9. Если полутопологическая группа 𝐺 иньективным непре-
рывным гомоморфизмом отображается в произведение паратопологической
группы и хаусдорфовой квазитопологической группы, то 𝐺 является почти
паратопологической группой.

Теорема 4.10. Пусть 𝐺 группа с топологией. Группа Sym𝐺 изоморфна диа-
гонали ∆ = 𝛿(Sym𝐺) в 𝐺× Inv𝐺, где

𝛿 : Sym𝐺→ 𝐺× Inv𝐺, 𝑔 ↦→ (𝑔, 𝑔).

Диагональ ∆ замкнута в 𝐺× Inv𝐺 если и только если 𝐺 есть 𝑇1 простран-
ство и 𝐺 является почти паратопологической группой.

Доказательство. Предположим, что ∆ замкнута в 𝐺 × Inv𝐺. Пусть 𝑔 ∈
𝐺 ∖ {𝑒}. Тогда (𝑔, 𝑒) /∈ ∆ и 𝑔𝑈 ∩ 𝑈−1 = ∅ для некоторой окрестности еди-
ницы 𝑈 . Следовательно 𝑒 /∈ 𝑔𝑈 и 𝑔 /∈ {𝑒}. Так как 𝑔 ∈ 𝐺 ∖ {𝑒} мы брали
произвольно, то {𝑒} замкнуто в 𝐺 и 𝐺 является 𝑇1 пространством. Так как
(𝑒, 𝑔) /∈ ∆, то 𝑈 ∩ 𝑔𝑈−1 = ∅ для некоторой окрестности единицы 𝑈 . Тогда
𝑔 /∈ 𝑈 2. Следовательно, 𝐺 почти паратопологическая группа.

Пусть 𝐺 является 𝑇1 почти паратопологической группой. Пусть (𝑥, 𝑦) ∈
𝐺× Inv𝐺 ∖∆. Существует такая окрестность единицы 𝑈 , так что 𝑥−1𝑦 /∈ 𝑈 2.
Тогда 𝑥𝑈 ∩ 𝑦𝑈−1 = ∅. Следовательно, (𝑥, 𝑦) /∈ ∆.

Из теоремы 4.10 и предложения 4.3.1 вытекает следующие два следствия.

Следствие 4.11. Если 𝐺 есть 𝑇1 почти паратопологическая группа, то
Sym𝐺 является квазитопологической группой и замкнуто вкладывается в
𝐺2.

Следствие 4.12. Если 𝐺 есть 𝑇1 паратопологическая группа, то Sym𝐺 яв-
ляется топологической группой и замкнуто вкладывается в 𝐺2.

Теорема 4.13. Пусть 𝐺 есть 𝑇1 паратопологическая группа. Если выполня-
ется одно из перечисленных ниже условий, то 𝐺 является топологической
группой.

(1) 𝐺 есть бэровское пространство и 𝑒(𝐺2) ≤ 𝜔.

(2) 𝐺2 счетно компактное пространство.

Доказательство.

Лемма. Int𝑈 ∩ 𝑈−1 ̸= ∅ для любой окрестности 𝑈 единицы.
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Доказательство. Множество 𝑆 = 𝑈 ∩ 𝑈−1 открытая окрестность единицы
в Sym𝐺. Из следствия 4.12 вытекает, что Sym𝐺 является топологической
группой и Sym𝐺 замкнуто вкладывается в 𝐺2.

Случай (1). Тогда 𝑒(Sym𝐺) ≤ 𝜔. Следовательно, топологическая группа
Sym𝐺 является 𝜔-ограниченной [36][Proposition 5.2.2]. Поэтому 𝐺 =𝑀𝑆 для
некоторого не более чем счетного 𝑀 . Так как 𝐺 бэровское пространство, то
Int𝑥𝑆 ̸= ∅ для некоторого 𝑥 ∈𝑀 . Тогда Int𝑆 ̸= ∅.

Случай (2). Тогда Sym𝐺 счетно компактное пространство. Следовательно,
Sym𝐺 является предкомпактной группой [36][Theorem 3.7.2]. Поэтому 𝐺 =
𝑀𝑆 для некоторого конечного 𝑀 .

Следовательно, топологическая группа Sym𝐺 является 𝜔-ограниченной
[36][Proposition 5.2.2]. Поэтому 𝐺 =𝑀𝑆 для некоторого не более чем счетного
𝑀 = {𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}. Пространство не может быть объединением конечного
числа нигде не плотных множеств, поэтому Int𝑥𝑆 ̸= ∅ для некоторого 𝑥 ∈𝑀 .
Тогда Int𝑆 ̸= ∅.

Из леммы вытекает, что операция взятия обратного элемента i является
полу преднепрерывным. Из предложения 4.1.2 (𝑝, 𝑠𝑖𝑒) → (𝑡) вытекает, что 𝐺
есть топологическая группа.

4.4 𝑅-топологичиские группы
Назовем группу 𝐺

• 𝑅-полутопологической если 𝐺 является 𝑂(𝑟)-топологической группой,
то есть 𝐺 является право полутопологической группой;

• 𝑅-паратопологической если 𝐺 является 𝑂(𝑝𝑒, 𝑟)-топологической груп-
пой;

• 𝑅-квазитопологической если 𝐺 является 𝑂(𝑖𝑒, 𝑟)-топологической груп-
пой;

• 𝑅-топологической если 𝐺 является 𝑂(𝑖𝑒, 𝑝𝑒, 𝑟)-топологической группой.

Пусть 𝑁 есть вещественная функция на 𝐺. Назовем 𝑁 a преднормой ([36],
Section 3.3) на 𝐺 если выполняются следующие условия для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺:

(PN1) 𝑁(𝑒) = 0;

(PN2) 𝑁(𝑥𝑦) ≤ 𝑁(𝑥) +𝑁(𝑦);

(PN3) 𝑁(𝑥−1) = 𝑁(𝑥).

Если, дополнительно, выполняется условие

150



(PN4) 𝑁(𝑥) ̸= 0 для 𝑥 ̸= 𝑒,

то 𝑁 называется нормой (norm). В [37] преднорма называется псевдонормой
(pseudo-norm).

Утверждение 4.4.1 (Proposition 3.3.1 и Proposition 3.3.2 из [36]). Пусть 𝑁
есть преднорма на группе 𝐺. Тогда для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺

• 𝑁(𝑥) ≥ 0;

• |𝑁(𝑥)−𝑁(𝑦)| ≤ 𝑁(𝑥𝑦−1).

Утверждение 4.4.2. Пусть (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 есть последовательность подмножеств
группы 𝐺, так что 𝑈𝑛 = 𝑈−1𝑛 и 𝑈 2

𝑛+1 ⊂ 𝑈𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔.

(1) Существует такая преднорма 𝑁 на 𝐺, что

{𝑥 ∈ 𝐺 : 𝑁(𝑥) < 1/2𝑛} ⊂ 𝑈𝑛 ⊂ {𝑥 ∈ 𝐺 : 𝑁(𝑥) ≤ 2/2𝑛}

для 𝑛 ∈ 𝜔.

(2) Если 𝐺 есть 𝑅-полутопологическая группа и 𝑒 ∈ Int𝑈𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔, то
преднорма 𝑁 непрерывна.

Доказательство. Пункт (1) фактически доказан в Lemma 3.3.10 из [36]. До-
кажем (2). Пусть 𝑦 ∈ 𝐺 и 𝜀 > 0. Существует 𝑛 ∈ 𝜔, для которого 2/2𝑛 < 𝜀.
Тогда 𝑦 ∈ Int𝑈𝑛𝑦. Пусть 𝑥 ∈ 𝑈𝑛𝑦. Тогда 𝑥𝑦−1 ∈ 𝑈𝑛 и

|𝑁(𝑥)−𝑁(𝑦)| ≤ 𝑁(𝑥𝑦−1) ≤ 2/2𝑛 < 𝜀.

Для преднормы 𝑁 обозначим

𝐵𝑁 := {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑁(𝑔) < 1}.

Предложение 4.4.3. Пусть 𝐺 есть 𝑅-топологическая группа и 𝑈 ∈ 𝒩𝑒.
Тогда 𝑒 ∈ 𝐵𝑁 ⊂ 𝑈 для некоторой непрерывной преднормы 𝑁 на 𝐺.

Доказательство. Существует (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 есть последовательность подмножеств
группы 𝐺, так что 𝑈 = 𝑉0, 𝑉𝑛 ∈ 𝒩𝑒 и 𝑉 2

𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔. Положим 𝑈𝑛 =
𝑉𝑛 ∩ 𝑉 −1𝑛 . Преднорма 𝑁 из утверждения 4.4.2 искомая.

Обозначим

𝑑𝑁(𝑥, 𝑦) := 𝑁(𝑥𝑦−1) и 𝐵𝑁(𝑥, 𝑟) := {𝑦 ∈ 𝐺 : 𝑑𝑁(𝑥, 𝑦) < 𝑟}

для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 и 𝑟 > 0. Функция 𝑑𝑁 является правоинвариантной песевдомет-
рикой на 𝐺 и 𝑑𝑁 непрерывна, если непрерывна преднорма 𝑁 . Правориантная
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метрика 𝑑 определяет преднорму 𝑁𝑑: 𝑁𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑒, 𝑥). Отметим, что 𝑑 = 𝑑𝑁𝑑
.

Таким образом между преднормами и правоинвариантными мектриками на 𝐺
есть естественное взамнооднозначное соответствие, непрерывным преднормам
соответствуют непрерывные правоинвариантные псевдометрики.

Семейство {𝑑𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} псевдометрик на пространстве 𝑋 задают тополо-
гию пространства 𝑋 если семейство открытых относительно 𝑑𝛼 множеств для
𝛼 ∈ 𝐴 образуют предбазу 𝑋.

Предложение 4.4.4. Пусть 𝐺 есть группа с топологией. Группа 𝐺 явля-
ется 𝑅-топологическая группой если и только если топология 𝐺 задается
семейством правоинвариантных псевдометрик.

Доказательство. Пусть𝐺 является𝑅-топологической группой. Из предложе-
ния 4.4.3 вытекает, что для 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 существует 𝑁𝑈 непрерывная преднорма,
для которой 𝐵𝑁𝑈

⊂ 𝑈 . Пусть 𝑑𝑈 = 𝑑𝑁𝑈
. Семейство {𝑑𝑈 : 𝑈 ∈ 𝒩𝑒} непрерыв-

ных правоинвариантных метрик задают топологию 𝐺.
Пусть {𝑁𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} есть семейство непрерывных преднорм так что

{𝑑𝑁𝛼
: 𝛼 ∈ 𝐴} есть семейство правоинвариантных метрик, задающих тополо-

гию 𝐺. Правые сдвиги 𝜌𝑔 непрерывны в 𝐺. Пусть 𝑈 ∈ 𝒩𝑒. Существует 𝜀 > 0 и
конечное 𝐵 ⊂ 𝐴 так что

⋂︀
𝛼∈𝐵 𝐵𝑁𝛼

(𝑒, 𝜀) ⊂ 𝑈 . Положим 𝑉 =
⋂︀
𝛼∈𝐵 𝐵𝑁𝛼

(𝑒, 𝜀/2).
Тогда 𝑉 ∈ 𝒩𝑒, 𝑉 = 𝑉 −1 и 𝑉 2 ⊂ 𝑈 .

Предложение 4.4.5. Пусть 𝐺 есть отделимая 𝑅-топологическая группа.

(1) Если 𝐺 пространство с первой аксиомой счетности, то существует
непрерывная правоинвариантная метрика 𝑑 на 𝐺, которая задает то-
пологию на 𝐺.

(2) Если 𝐺 пространство счетного псевдохарактера, то существует непре-
рывная правоинвариантная метрика 𝑑.

Доказательство. Пусть (𝑊𝑛)𝑛∈𝜔 есть последовательность окрестностей еди-
ницы, которая в случае (1) образует базу в 𝑒 и {𝑒} =

⋂︀
𝑛∈𝜔𝑊𝑛 в случае

(2). Существует последовательность (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 окрестностей единицы, так что
𝑉 2
𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 ⊂ 𝑊𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔. Положим 𝑈𝑛 = 𝑈𝑛 ∩𝑈−1𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔. Пусть 𝑁 есть

преднорма как в утверждении 4.4.2 и 𝑑 = 𝑑𝑁 .

Теорема 4.14. Пусть 𝐺 есть отделимая 𝑅-топологическая группа.

(1) Группа 𝐺 метризуема если и только если 𝐺 с первой аксиомой счет-
ности.

(2) Группа 𝐺 субметризуема если и только если 𝐺 со счетным псевдоха-
рактером.
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Теорема 4.14 является обобщением теоремы Биркгофа-Какутани, смотри
Theorem 3.3.12 и Theorem 3.3.16 из [36].

Из предложения 4.1.2 вытекает

Теорема 4.15. Пусть 𝐺 есть 𝑅-топологическая группа. Если множество

𝐻𝑓𝑙 = {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜆𝑔 является слабым гомеоморфизмом}

плотно в 𝐺, то 𝐺 является топологической группой.

Пример 4.16. Опишем Example (d) из [63]. Пусть T = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1},
𝜙 : T → T разрывный автоморфизм группы T, для которого 𝜙2 = idT. Поло-
жим 𝐻 = {idT, 𝜙} с дискретной топологией, 𝐺 = T ⋊𝐻, 𝐺 как множество и
пространство гомеоморфно T × 𝐻. Напомним определение умножения в по-
лупрямом произведении 𝐺:

(𝑡1, ℎ1) · (𝑡2, ℎ2) = (𝑡1ℎ1(𝑡2), ℎ1ℎ2).

Группа 𝐺 является компактной метризуемой право полутопологической груп-
пой. Подгруппа T нормальна и открыто замкнута в 𝐺. Так как T являет-
ся топологической группой, то 𝐺 является 𝑂(𝑖𝑒, 𝑝𝑒)-топологической группой.
Окончательно, 𝐺 есть метризуемая компактная 𝑅-топологическая группа, ко-
торая не является топологической группой.

4.5 Свойства групп, определяемые с помощью
инвариантных полу окрестностей
диагонали

В этом разделе (𝐺, 𝒯 ) право полутопологическая группа, 𝒯 * = 𝒯 ∖ {∅},
𝒩𝑒 семейство открытых окрестностей единицы, ̃︀𝒩𝑒 семейство окрестностей
единицы, не обязательно открытых.

Полу окрестности диагонали в группах

Множество 𝑃 ⊂ 𝐺×𝐺 назовем правоинвариантным, если

{(𝑥𝑔, 𝑦𝑔) : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃} = 𝑃

для всех 𝑔 ∈ 𝐺. Для 𝑀 ⊂ 𝐺 положим

N(𝑀) := {(𝑥, 𝑔𝑥) : 𝑔 ∈𝑀 и 𝑥 ∈ 𝐺}.
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Если 𝑃 = N(𝑀), то 𝑃 (𝑔) = 𝑀𝑔. Множество N(𝑀) правоинвариантно. Отоб-
ражение N устанавливает взаимно однозначное соответствие между подмно-
жествами 𝐺 и правоинвариантными подмножествами 𝐺×𝐺. Если 𝑃 ⊂ 𝐺×𝐺
правоинваритантное подмножество, то 𝑃 = N(𝑃 (𝑒)). Обозначим

𝑀
𝑑
:=

⋂︁
{𝑀𝑉 : 𝑉 ∈ 𝒩𝑒},

𝑀
ℎ
:=

⋂︁
{𝑀𝑉 : 𝑉 ∈ 𝒩𝑒}.

Утверждение 4.5.1. Пусть 𝐿,𝑀 ⊂ 𝐺. Тогда

(1) (𝑥, 𝑦) ∈ N(𝑀) если и только если 𝑦𝑥−1 ∈𝑀 ;

(2) (N(𝑀))−1 = N(𝑀−1);

(3) N(𝑀) = N(𝑀
𝑑
);

(4) N(𝑀) ∘N(𝐿) = N(𝐿𝑀).

Доказательство. (1) (𝑥, 𝑦) ∈ N(𝑀) ⇐⇒ 𝑦 = 𝑔𝑥 для некоторого 𝑔 ∈ 𝑀
⇐⇒ 𝑦𝑥−1 ∈𝑀 .

(2) (𝑥, 𝑦) ∈ (N(𝑀))−1 ⇐⇒ (𝑦, 𝑥) ∈ N(𝑀) ⇐⇒ 𝑥𝑦−1 ∈ 𝑀 ⇐⇒
(𝑥, 𝑦) ∈ N(𝑀−1.

(3) (𝑥, 𝑦) ∈ N(𝑀) ⇐⇒ (𝑉 𝑥×𝑈𝑦)∩N(𝑀) ̸= ∅ для любых 𝑉, 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 ⇐⇒
𝑀𝑈𝑥 ∩ 𝑉 𝑦 ̸= ∅ для любых 𝑉, 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 ⇐⇒ 𝑦 ∈ 𝑀𝑈𝑥 для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒

⇐⇒ 𝑦 ∈𝑀 𝑑
𝑥.

(4) (𝑥, 𝑦) ∈ N(𝑀) ∘N(𝐿) ⇐⇒ (𝑥, 𝑧) ∈ N(𝑀) и (𝑧, 𝑦) ∈ N(𝐿) для некото-
рого 𝑧 ∈ 𝐺 ⇐⇒ 𝑧 ∈𝑀𝑥 и 𝑦 ∈ 𝐿𝑧 для некоторого 𝑧 ∈ 𝐺 ⇐⇒ 𝑦 ∈ 𝐿𝑀𝑥.

Обозначим

S𝑔(𝐺) := {𝑃 ∈ S(𝐺) : 𝐺 есть правоинваринтное подмножество}.

Отображение N устанавливает биекцию между ̃︀𝒩𝑒 и S𝑔(𝐺).
Введем на Exp( ̃︀𝒩𝑒) отношение порядка и связанное с ним отношение эк-

вивалентности. Для 𝒰 ,𝒱 ⊂ ̃︀𝒩𝑒 положим

• 𝒰 ≼ 𝒱 если и только если для любого 𝑉 ∈ 𝒱 существует 𝑈 ∈ 𝒰 , так что
𝑈 ⊂ 𝑉 ;

• 𝒰 ∼ 𝒱 если и только если 𝒰 ≼ 𝒱 и 𝒱 ≼ 𝒰 .

Отметим, что если 𝒰 ⊃ 𝒱 , то 𝒰 ≼ 𝒱 . Для 𝒰 ⊂ ̃︀𝒩𝑒 обозначим

N𝑒(𝒰) := {𝑊 ∈ ̃︀𝒩𝑒 : 𝑈 ⊂ 𝑊, для некоторого 𝑈 ∈ 𝒰}.

Предложение 4.5.2. Для 𝒰 ,𝒱 ⊂ ̃︀𝒩𝑒
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• 𝒰 ≼ 𝒱 если и только если N𝑒(𝒰) ⊃ N𝑒(𝒱);

• 𝒰 ∼ 𝒱 если и только если N𝑒(𝒰) = N𝑒(𝒱).

Для 𝒰 ⊂ ̃︀𝒩𝑒 обозначим

N(𝒰) := 𝒰 ,
N+(𝒰) := {𝑈𝑉 : 𝑉 ∈ ̃︀𝒩𝑒 и 𝑈 ∈ 𝒰},
N𝑣(𝒰) := {𝑈 : 𝑈 ∈ 𝒰},

N𝑐(𝒰) := {𝑈 𝑑
: 𝑈 ∈ 𝒰},

N𝑐+(𝒰) := N𝑣(N+(𝒰)).

Из определений вытекает

Предложение 4.5.3. Пусть 𝑋 пространство. Для 𝒰 ⊂ ̃︀𝒩𝑒

• 𝒰 ≼ N+(𝒰) ≼ N𝑐+(𝒰)

• 𝒰 ≼ N𝑣(𝒰) ≼ N𝑐(𝒰) ≼ N𝑐+(𝒰)

Пусть 𝜆 есть ординал, 𝑀𝛼 ⊂ 𝐺 для 𝛼 < 𝜆. Индукцией по 𝛽 < 𝛾 определим
множества n𝛽(𝒮𝛽), n𝑐𝛽(𝒮𝛽) ⊂ 𝐺, где 𝒮𝛽 = (𝑀𝛼)𝛼<𝛽.

𝛽 = 0. Положим
n0(𝒮0) := n𝑐0(𝒮0) := {∅}.

𝛽 = 1. Положим

n1(𝒮1) :=𝑀0, n𝑐1(𝒮1) :=𝑀0
𝑑
.

1 < 𝛽 ≤ 𝛾. Положим

n𝛽(𝒮𝛽) :=

{︃
𝑄𝛽, если 𝛽 предельный кардинал
𝑀𝛽′𝑄𝛽, если 𝛽 = 𝛽′ + 1

n𝑐𝛽(𝒮𝛽) :=

{︃
𝑄𝑐
𝛽

𝑑
, если 𝛽 предельный кардинал

𝑀𝛽′𝑄𝑐
𝛽

𝑑
, если 𝛽 = 𝛽′ + 1

где
𝑄𝛽 =

⋃︁
𝛼<𝛽

n𝛼(𝒮𝛼) и 𝑄𝑐
𝛽 =

⋃︁
𝛼<𝛽

n𝑐𝛼(𝒮𝛼).

Для 𝒰 ⊂ ̃︀𝒩𝑒 обозначим

N𝛾(𝒰) := {n𝛾(𝒮) : 𝒮 ∈ 𝒰𝛾},
N𝑐𝛾(𝒰) := {n𝑐𝛾(𝒮) : 𝒮 ∈ 𝒰𝛾}.

Из предложения 4.5.3 и определений вытекает
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Предложение 4.5.4. Пусть 𝒰 ⊂ ̃︀𝒩𝑒 и 1 < 𝛼 < 𝛽 ординалы. Тогда

N+(𝒰) ≼ N2(𝒰) ≼N𝛼(𝒰) ≼ N𝛽(𝒰) ≼ N𝑐𝛽(𝒰)
N𝑐(𝒰) = N𝑐1(𝒰) ≼N𝑐𝛼(𝒰) ≼ N𝑐𝛽(𝒰)
N𝑐(𝒰) ≼ N𝑐+(𝒰) ≼N𝑐2(𝒰)

Для ℬ ⊂ ̃︀𝒩𝑒, ℬ ∼ ̃︀𝒩𝑒 если и только если ℬ является базой в 𝑒.

Утверждение 4.5.5. Пусть 𝐺 есть 𝑅-паратопологическая группа.

(1) N𝛾( ̃︀𝒩𝑒) ∼ ̃︀𝒩𝑒 для 0 < 𝛾 ≤ 𝜔.

(2) Если 𝐺 есть регулярное пространство, то N𝑐𝛾( ̃︀𝒩𝑒) ∼ ̃︀𝒩𝑒 для 0 < 𝛾 < 𝜔.

Доказательство. (1) Пусть 𝑈 ∈ ̃︀𝒩𝑒. Существует 𝒮 = (𝑈𝑛)𝑛<𝜆 ⊂ ̃︀𝒩𝑒, так что
𝑈 2
0 ⊂ 𝑈 и 𝑈 2

𝑛+1 ⊂ 𝑈𝑛 для 𝑛 < 𝜆. Тогда 𝑉 = n𝛾(𝒮) ∈ N𝛾( ̃︀𝒩𝑒) и 𝑉 ⊂ 𝑈 .
(2) Докажем индукцией по 𝛾. Для 𝛾 = 1 утверждение очевидно. Пусть

𝛾 = 𝑛 + 1 и 𝑈 ∈ ̃︀𝒩𝑒. Тогда 𝑉 2
𝑑 ⊂ 𝑉 3 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑉 ∈ ̃︀𝒩𝑒. По

предположению индукции 𝑆 ⊂ 𝑉 для некоторого 𝑆 ∈ N𝑐𝑛( ̃︀𝒩𝑒). Тогда 𝑄 =

𝑉 𝑆
𝑑 ∈ N𝑐𝛾( ̃︀𝒩𝑒) и 𝑄 ⊂ 𝑈 .

Из определений и утверждения 4.5.1 вытекает

Предложение 4.5.6. Пусть 𝒰 ⊂ ̃︀𝒩𝑒, 𝒫 = N(𝒰) и 𝛾 ординал. Тогда

Ψ𝑣(𝒫) = N(N𝑣(𝒰)), Ψ𝑐(𝒫) = N(N𝑐(𝒰)),
Ψ+(𝒫) ≼ N(N+(𝒰)), Ψ𝑐

+(𝒫) ≼ N(N𝑐+(𝒰)),
Ψ𝛾(𝒫) = N(N𝛾(𝒰)), Ψ𝑐

𝛾(𝒫) = N(N𝑐𝛾(𝒰)).

𝑔Δ(𝒰 ;Q)-бэровские группы

Определение 4.17. Пусть Q есть нормальный функтор квадрата, 𝒰 ⊂ ̃︀𝒩𝑒.
Назовем группу 𝐺 𝑔∆(𝒰 ;Q)-бэровской (𝑔∆(𝒰 ;Q)-Baire) группой, если 𝐺 яв-
ляется ∆(N(𝒰);Q)-бэровским пространством.

Любой элемент 𝑃 ∈ N(𝒰) является правоинвариантным подмножеством и
𝜌𝑔 × 𝜌𝑔(𝑃 |𝑊 ) = 𝑃 |𝜌𝑔(𝑊 ) для 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑊 ∈ 𝒯 *. Поэтому, если 𝑃 |𝑊 ∈ Q(𝑊 ), то
𝑃 |𝑊𝑔 ∈ Q(𝑊𝑔). Получаем, что 𝐺 является ∆(N(𝒰);Q)-бэровским простран-
ством если и только если 𝐺 является ∆(N(𝒰);Q)-тучным пространством.

Из определений вытекает

Предложение 4.5.7. Пусть Q, R есть NFS, 𝒰 ,𝒱 ⊂ ̃︀𝒩𝑒. Предположим,
что Q ≽ R и 𝒰 ≼ 𝒱. Если 𝐺 𝑔∆(𝒰 ;Q)-бэровская группа, то 𝐺 𝑔∆(𝒱 ;R)-
бэровская группа.
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Аналогично предложению 3.8.12 проверяется

Предложение 4.5.8. Пусть 𝒰 ⊂ ̃︀𝒩𝑒. Если в диаграмме из предложения
3.8.12 заменить Ψ на N, то стрелка

(𝐹 )𝑘 → (𝐺)𝑙

означает, что 𝐹,𝐺 : Exp( ̃︀𝒩𝑒)→ Exp( ̃︀𝒩𝑒) есть отображения, 𝑘, 𝑙 ∈ {𝑑, 𝑣, ℎ, 𝑠, 𝑎}
и выполняются условие:

если 𝐺 является 𝑔∆(𝐹 (𝒰);Q𝑘)-бэровской группой, то 𝐺 является
𝑔∆(𝐺(𝒰);Q𝑙)-бэровской группой.

Предложение 4.5.9. Пусть 𝐺 есть 𝑅-полутопологическая группа, 𝑀 ⊂ 𝐺.
Тогда

𝑀
ℎ
=𝑀−1−1.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝐺. Тогда 𝑥 ∈𝑀 ℎ если и только если для любого
𝑉 ∈ 𝒩𝑒 выполняется 𝑥 ∈ 𝑀𝑉 ⇐⇒ 𝑥−1 ∈ 𝑉 −1𝑀−1 ⇐⇒ 𝑉 𝑥−1 ∩𝑀−1 ̸= ∅,
то есть 𝑥−1 ∈𝑀−1 и 𝑥 ∈𝑀−1−1.

Предложение 4.5.10. Пусть 𝑈 ∈ ̃︀𝒩𝑒 и 𝑊 ∈ 𝒯 *. Для 𝑘 ∈ {𝑑, 𝑣, ℎ, 𝑠, 𝑎},
N(𝑈)|𝑊 ∈ Q𝑘(𝑊 ) если и только если выполняется условие (𝐿𝑔𝑘):

(𝐿𝑔𝑑) 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈
𝑑;

(𝐿𝑔𝑣) 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈 ;

(𝐿𝑔ℎ) 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈−1 или, эквивалентно, 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈
ℎ;

(𝐿𝑔𝑠) 𝑊𝑀−1 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑀 ⊂ 𝑊 ⊂𝑀 ;

(𝐿𝑔𝑎) 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈 .

Доказательство. (𝐿𝑔𝑎) Для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊 , (𝑥, 𝑦) ∈ N(𝑈) если и только если
𝑦𝑥−1 ∈ 𝑈 .

(𝐿𝑔𝑠) Для 𝑥 ∈𝑀 , {𝑥} ×𝑊 ⊂ N(𝑈) если и только если 𝑊𝑥−1 ∈ 𝑈 .

(𝐿𝑔ℎ) 𝑊 ⊂ 𝑈−1𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑊 если и только если 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈−1. Из
предложения 4.5.9 вытекает, что условие 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈−1 эквивалентно
тому что 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈

ℎ.

(𝐿𝑔𝑣) 𝑊 ⊂ 𝑈𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑊 если и только если 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈 .

(𝐿𝑔𝑣) Вытекает из N(𝑈) = N(𝑈
𝑑
) и (𝐿𝑔𝑎).
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𝑔Δ(Q)-бэровские группы

Определение 4.18. Пусть Q есть нормальный функтор квадрата, 𝐺 есть
𝑅-топологическая группа, 𝛾 есть ординал, 𝒰 = ̃︀𝒩𝑒. Пусть N𝑘𝑙 : Exp( ̃︀𝒩𝑒) →
Exp( ̃︀𝒩𝑒) есть одно из отображений, рассматриваемых в разделе 4.5:

N𝑘𝑙 ∈ {N,N𝑒,N𝑣,N𝑐,N+,N
𝑐
+,N𝛾,N

𝑐
𝛾}.

Будем говорить, 𝐺 является 𝑘g∆ 𝑙(Q)-бэровской группой, если 𝐺 является
𝑔∆(N𝑘𝑙 (

̃︀𝒩𝑒);Q)-бэровской группой. Для

∆̃ ∈ {𝑔∆, 𝑒g∆ , 𝑣g∆ , 𝑐g∆ , 𝑔∆+, 𝑐g∆ +, 𝑔∆𝛾, 𝑐g∆ 𝛾}

мы определили ∆̃(Q)-бэровские группы. Для

𝑘 ∈ {𝑑, ℎ, 𝑣, 𝑠, 𝑎}

будем говорить, 𝐺 является ∆̃𝑘-бэровской группой, если 𝐺 является ∆̃(Q𝑘)-
бэровской группой. Для

˜̃∆ ∈ {𝑔∆𝑘,
𝑒g∆ 𝑘,

𝑣g∆ 𝑘,
𝑐g∆ 𝑘, 𝑔∆

+
𝑘 ,

𝑐g∆ +

𝑘 , 𝑔∆
𝛾

𝑘,
𝑐g∆ 𝛾

𝑘}

мы определили ˜̃∆-бэровские группы. Также, если нижний индекс не написан,
подразумевается 𝑑: 𝑘g∆ 𝑙-бэровость это 𝑘g∆ 𝑙

𝑑-бэровость. Отдельное непосред-
ственное определение для наиболее важных классов групп: группа 𝐺 называ-
ется

• 𝑔∆-бэровской если 𝐺 является 𝑔∆( ̃︀𝒩𝑒;Q𝑑)-бэровской;

• 𝑔∆ℎ-бэровской если 𝐺 является 𝑔∆( ̃︀𝒩𝑒;Qℎ)-бэровской;

• 𝑔∆𝑠-бэровской если 𝐺 является 𝑔∆( ̃︀𝒩𝑒;Q𝑠)-бэровской;

• 𝑔∆𝑣-бэровской если 𝐺 является 𝑔∆( ̃︀𝒩𝑒;Q𝑣)-бэровской;

• 𝑔∆𝑎-бэровской если 𝐺 является 𝑔∆( ̃︀𝒩𝑒;Q𝑎)-бэровской;

• 𝑔∆𝛾-бэровской если 𝐺 является 𝑔∆(N𝛾( ̃︀𝒩𝑒);Q𝑑)-бэровской;

• 𝑐g∆ 𝛾-бэровской если 𝐺 является 𝑔∆(N𝑐𝛾( ̃︀𝒩𝑒);Q𝑑)-бэровской.

• 𝑔∆𝛾
𝑎-бэровской если 𝐺 является 𝑔∆(N𝛾( ̃︀𝒩𝑒);Q𝑎)-бэровской;

Так как N+( ̃︀𝒩𝑒) = N2( ̃︀𝒩𝑒), то классы 𝑔∆+(Q)-бэровских и 𝑔∆2(Q)-бэровских
групп совпадают.

Так как N( ̃︀𝒩𝑒) = S𝑔(𝐺) ⊂ S(𝐺), то из предложения 4.5.6 вытекает
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Предложение 4.5.11. Пусть Q есть нормальный функтор квадрата, 𝐺
есть 𝑅-топологическая группа, 𝛾 есть ординал,

N𝑙𝑚 ∈ {N,N𝑒,N𝑣,N𝑐,N+,N
𝑐
+,N𝛾,N

𝑐
𝛾}.

Если 𝐺 является 𝑙∆𝑚(Q)-бэровским пространством, то 𝐺 является 𝑙g∆𝑚(Q)-
бэровской группой.

Пусть

𝑙g∆ 𝑚

𝑘 ∈ {𝑔∆𝑘,
𝑒g∆ 𝑘,

𝑣g∆ 𝑘,
𝑐g∆ 𝑘, 𝑔∆

+
𝑘 ,

𝑐g∆ +

𝑘 , 𝑔∆
𝛾

𝑘,
𝑐g∆ 𝛾

𝑘}

где 𝑘 ∈ {𝑑, ℎ, 𝑣, 𝑠, 𝑎}. Если 𝐺 является 𝑙∆ 𝑚

𝑘 -бэровским пространством, то
𝐺 является 𝑙g∆ 𝑚

𝑘 -бэровской группой.

Из предложения 4.5.10 вытекает

Предложение 4.5.12. Пусть

∆̃ ∈ {𝑔∆, 𝑔∆ℎ, 𝑔∆𝑠, 𝑔∆𝑣, 𝑔∆𝑎}.

Группа 𝐺 является ∆̃-бэровской, если для любого 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 существует 𝑊 ∈
𝒩𝑒, так что выполняется условие (∆̃):

(𝑔∆) 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈
𝑑;

(𝑔∆ℎ) 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈−1 или, эквивалентно, 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈
ℎ;

(𝑔∆𝑠) 𝑊𝑀−1 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑀 ⊂ 𝑊 ⊂𝑀 ;

(𝑔∆𝑣) 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈 ;

(𝑔∆𝑎) 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈 .

Предложение 4.5.13. Пусть 𝛾 есть ординал и

∆̃ ∈ {𝑔∆𝛾, 𝑐g∆ 𝛾, 𝑔∆𝛾
𝑎}.

Группа 𝐺 является ∆̃-бэровской, если для любого 𝒮 = (𝑊𝛼)𝛼<𝛾 ∈ 𝒩 𝛾
𝑒 суще-

ствует 𝑊 ∈ 𝒩𝑒, так что выполняется условие (∆̃):

(𝑔∆𝛾) 𝑊𝑊−1 ⊂ n𝛾(𝒮)
𝑑
;

( 𝑐g∆ 𝛾) 𝑊𝑊−1 ⊂ n𝑐𝛾(𝒮);

(𝑔∆𝛾
𝑎) 𝑊𝑊−1 ⊂ n𝛾(𝒮).

Из предложения 3.8.12 вытекает
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Предложение 4.5.14. В диаграммах ниже, стрелка

𝐴→ 𝐵

означает, что если 𝐺 является 𝐴-бэровской группой, то 𝐺 является 𝐵-
бэровской группой.

𝑔∆𝑎 𝑔∆𝑠

𝑔∆𝑣 𝑔∆ℎ

𝑔∆

4.6 Непрерывность в 𝑅-полутопологических
группах

Теорема 4.19.

(1) 𝑅-полутопологическая группа 𝐺 является 𝑅-топологической группой
если и только если 𝐺 является 𝑔∆𝑎-бэровской.

(2) 𝑅-квазитопологическая группа 𝐺 является 𝑔∆𝑣-бэровской если и толь-
ко если 𝐺 является 𝑔∆ℎ-бэровской.

(3) Полурегулярная 𝑅-полутопологическая группа 𝐺 является 𝑅-топологической
группой если и только если 𝐺 является 𝑔∆𝑣-бэровской.

(4) Полурегулярная 𝑅-квазитопологическая группа 𝐺 является 𝑅-топологической
группой если и только если 𝐺 является 𝑔∆ℎ-бэровской.

(5) Полурегулярная 𝑅-паратопологическая группа 𝐺 является 𝑅-топологической
группой если и только если 𝐺 является 𝑔∆-бэровской.

(6) Пусть 𝛾 ≤ 𝜔. 𝑅-паратопологическая группа 𝐺 является 𝑅-топологической
группой если и только если 𝐺 является 𝑔∆𝛾

𝑎-бэровской.

(7) Пусть 𝛾 < 𝜔. Регулярная 𝑅-паратопологическая группа 𝐺 являет-
ся 𝑅-топологической группой если и только если 𝐺 является 𝑐g∆ 𝛾-
бэровской.

Доказательство. (1) Вытекает из предложения 4.5.12 (𝑔∆𝑎).
(2) Вытекает из предложения 4.5.12 (𝑔∆𝑣) и (𝑔∆ℎ).
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(3) Пусть 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 есть канонически открытое множество. Из предложения
4.5.12 (𝑔∆𝑣) вытекает, что 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑊 ∈ 𝒩𝑒. Так как
𝑊𝑊−1 открыто, то 𝑊𝑊−1 ⊂ Int𝑈 = 𝑈 .
(4) Вытекает из (2) и (3).
(5) Пусть 𝑈 ∈ 𝒩𝑒 есть канонически открытое множество. Для некоторого
𝑉 ∈ 𝒩𝑒, 𝑉 2 ⊂ 𝑈 . Из предложения 4.5.12 (𝑔∆) вытекает, что 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑉

𝑑 ⊂
𝑉 2 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑊 ∈ 𝒩𝑒. Тогда 𝑊𝑊−1 ⊂ Int𝑈 = 𝑈 .
(6) Вытекает из предложения 4.5.13 (𝑔∆𝛾

𝑎) и утверждения 4.5.5 (1).
(7) Вытекает из предложения 4.5.13 ( 𝑐g∆ 𝛾) и утверждения 4.5.5 (2).

Теорема 4.20. Пусть 𝐺 есть 𝑅-полутопологическая 𝑔∆𝑠-бэровская группа,
Тогда Λ*𝑓(𝐺) является топологической группой и 𝜆𝑔 является гомеоморфиз-
мом для всех 𝑔 ∈ Λ*𝑓(𝐺).

Доказательство. Множество 𝐻 = Λ*𝑓(𝐺) есть подгруппа в 𝐺. Пусть 𝑔 ∈ 𝐻.
Покажем, что 𝜆𝑔 является гомеоморфизмом. Для 𝑈 ∈ 𝒯 * обозначим

̃︀𝑈 = Int 𝑔−1 Int 𝑔𝑈 = Int𝜆−1𝑔 (Int𝜆𝑔(𝑈)).

Отметим, что ̃︀𝑈 ∈ 𝒯 *, ̃︀𝑈 ⊂ 𝑈 ⊂ ̃︀𝑈 , ̃︁𝑈𝑥 = ̃︀𝑈𝑥 для 𝑥 ∈ 𝐺 и ̃︀𝑉 ⊂ ̃︁𝑊 для
𝑉 ⊂ 𝑈 , 𝑉 ∈ 𝒯 *. Предположим, что 𝜆𝑔 не является гомеоморфизмом. Тогда
𝑥 /∈ ̃︁𝑈𝑥 = ̃︀𝑈𝑥 для некоторого 𝑥 ∈ 𝐺 и 𝑈 ∈ 𝒯 *. Тогда 𝑒 /∈ ̃︀𝑈 .

Лемма 4.6.1. Пусть 𝑈 ∈ 𝒩𝑒. Тогда 𝑊𝑀−1 ⊂ 𝑈 для некторого 𝑊 ∈ 𝒯 * и
𝑀 ⊂ 𝑊 ⊂𝑀 так что 𝑒 ∈𝑀 и 𝑊 ⊂ 𝑈 .

Доказательство. Так как 𝐺 есть 𝑔∆𝑠-бэровская группа, то из предложения
4.5.10 вытекает, что 𝑊*𝑀−1

* ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑊* ∈ 𝒩𝑒 и 𝑀* ⊂ 𝑊 ⊂ 𝑀 *.
Положим 𝑊 = 𝑊* ∩ 𝑈 и 𝑀 =𝑀* ∪ {𝑒}.

Из леммы 4.6.1 вытекает, что 𝑊𝑀−1 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑊 ∈ 𝒩𝑒, 𝑊 ⊂ 𝑈
и 𝑀 ⊂ 𝑊 ⊂ 𝑀 . Так как ̃︁𝑊 открыто и плотно в 𝑊 и 𝑀 плотно в 𝑊 , то
существует 𝑦 ∈ ̃︁𝑊 ∩𝑀 . Так как 𝑊𝑦−1 ⊂ 𝑈 , то

𝑒 ∈ ̃︁𝑊𝑦−1 ⊂ 𝑊𝑦−1 ⊂ ̃︀𝑈.
Противоречие с тем что 𝑒 /∈ ̃︀𝑈 .

Группа 𝐻 является полутопологической группой.

Лемма 4.6.2. Пусть 𝑀 ⊂ 𝐺, 𝑊 ∈ 𝒩𝑒. Тогда 𝐻 ∩𝑀 ⊂𝑀𝑊−1.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝐻 ∩ 𝑀 . Тогда 𝑥𝑊 ∩ 𝑀 ̸= ∅. Следовательно,
𝑥 ∈𝑀𝑊−1.
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Покажем, что 𝐻 является квазитопологической группой, то есть для 𝑈 ∈
𝒩𝑒 существет такое 𝑊 ∈ 𝒩𝑒, для которого 𝐻 ∩ 𝑊 ⊂ 𝑈−1. Из леммы 4.6.1
вытекает, что 𝑊𝑀−1 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑊 ∈ 𝒩𝑒 и 𝑀 ⊂ 𝑊 ⊂𝑀 . Из леммы
4.6.2 вытекает, что

𝐻 ∩𝑊 ⊂ 𝐻 ∩𝑀 ⊂𝑀𝑊−1 ⊂ 𝑈−1.

Покажем, что𝐻 является паратопологической группой, то есть для 𝑈 ∈ 𝒩𝑒

существет такое 𝑆 ∈ 𝒩𝑒, для которого (𝐻∩𝑆)2 ⊂ 𝑈 . Из леммы 4.6.1 вытекает,
что 𝑊𝑀−1 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑊 ∈ 𝒩𝑒 и 𝑀 ⊂ 𝑊 ⊂ 𝑀 так что 𝑒 ∈ 𝑀 и
𝑊 ⊂ 𝑈 . Также 𝑉 𝐿−1 ⊂ 𝑊 для некоторого 𝑉 ∈ 𝒩𝑒 и 𝐿 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑉 так что 𝑒 ∈ 𝐿
и 𝑉 ⊂ 𝑊 . Тогда 𝑀𝐿𝑉 −1 ⊂ 𝑈−1. Из леммы 4.6.2 вытекает, что 𝐻 ∩𝑀𝐿 ⊂
𝑀𝐿𝑉 −1 ⊂ 𝑈−1. Положим 𝑊* = 𝑊 ∩𝐻 и 𝑉* = 𝑉 ∩𝐻. Так как 𝑀𝐿 ⊂ 𝑀𝐿 и
𝑊* ⊂ 𝑀 , то 𝑊*𝐿 ⊂ 𝑀𝐿. Так как 𝑉* ⊂ 𝐿 и 𝑊* ⊂ 𝐻, то 𝑊*𝑉* ⊂ 𝑊*𝐿 ⊂ 𝑀𝐿.
Получаем 𝑊*𝑉* ⊂ 𝑈 1. Так как 𝑉* ⊂ 𝑊*, то (𝑉 ∩ 𝐻)2 ⊂ 𝑈−1. Так как 𝐻
квазитопологиская группа, то 𝑆 ∩ 𝐻 ⊂ 𝑉 −1 для некоторого 𝑆 ∈ 𝒩𝑒. Тогда
(𝐻 ∩ 𝑆)2 ⊂ 𝑈 .

Из теоремы 4.20 вытекает

Теорема 4.21. Пусть 𝐺 есть 𝑅-полутопологическая 𝑂(𝑓𝑙)-топологическая
𝑔∆𝑠-бэровская группа. Тогда 𝐺 является топологической группой.

Теорема 4.22. Пусть 𝐺 есть 𝑅-полутопологическая 𝑂(𝑑𝑓𝑙)-топологическая
𝑔∆𝑠-бэровская группа. Тогда

(1) 𝐺 является 𝑔∆𝑣-бэровской группой;

(2) если 𝐺 полурегулярна, то 𝐺 является топологической группой.

Доказательство. Пункт (2) вытекает из пункта (1), теоремы 4.19 (3) и тео-
ремы 4.15. Докажем (1). Из теоремы 4.20 вытекает, что 𝐻 = Λ*(𝐺) плотно в
𝐺 и 𝐻 является топологической группой.

Лемма 4.6.3. Пусть 𝑈 ∈ 𝒩𝑒. Существует такое 𝑉 ∈ 𝒩𝑒, что 𝑉 2 ⊂ 𝑈 .

Доказательство. Существует такое 𝑉 ∈ 𝒩𝑒, что 𝑉* = 𝑉 −1* и 𝑉 2
* ⊂ 𝑈 , где

𝑉* = 𝑉 ∩𝐻. Тогда 𝑉*𝑉* ⊂ 𝑈 и 𝑉* 𝑉* ⊂ 𝑈 . Так как 𝑉* = 𝑉 , то 𝑉 2 ⊂ 𝑈 .

В силу предложения 4.5.12 (𝑔∆𝑠), достаточно показать, что для 𝑈 ∈ 𝒩𝑒

существует такое 𝑊 ∈ 𝒩𝑒, что 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈 . Из леммы 4.6.3 вытекает, что
существуют такие 𝑉, 𝑆 ∈ 𝒩𝑒 что 𝑉

2 ⊂ 𝑈 и 𝑆
2 ⊂ 𝑉 . Тогда 𝑆−1𝑆−1 ⊂ 𝑉

−1.
Из леммы 4.1.1 вытекает 𝑆−1 ⊂ 𝑉

−1. Так как 𝐻 плотно в 𝐺 и 𝐻 является
топологической группой, то 𝑒 ∈ Int𝑆−1. Положим 𝑊 = 𝑉 ∩ Int𝑆−1. Тогда
𝑊 ∈ 𝒩𝑒, 𝑊−1 ⊂ 𝑉 и 𝑊 ⊂ 𝑉 . Получаем 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑉

2 ⊂ 𝑈 .
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Лемма 4.6.4. Пусть 𝐺 есть 𝑅-полутопологическая 𝑂(𝑞𝑝𝑒)-топологическая
группа, 𝑈 ∈ 𝒯 * и 𝑀 ⊂ 𝐺 = 𝑀 . Для любого положительного 𝑛 ∈ 𝜔 суще-
ствует 𝑥 ∈𝑀 и 𝑉 ∈ 𝒩𝑒, так что 𝑉 𝑛𝑥 ⊂ 𝑈 .

Доказательство. Докажем индукцией по 𝑛.
𝑛 = 1. Пусть 𝑥 ∈ 𝑈 ∩𝑀 и 𝑉 = 𝑈𝑥−1.
𝑛 > 1. По предположению индукции, существует 𝑥* ∈ 𝑈∩𝑀 и 𝑉* ∈ 𝒩𝑒, для

которых 𝑉 𝑛−1
* 𝑥* ⊂ 𝑈 . Пусть ℎ ∈ 𝑉*𝑥*. Так как 𝐺 есть 𝑂(𝑞𝑝𝑒)-топологическая

группа, то существует 𝑔 ∈ 𝑉*𝑥*ℎ−1 и 𝑆 ∈ 𝒩𝑒, так что 𝑆2𝑔 ⊂ 𝑉*𝑥*ℎ
−1. Пусть

𝑥 ∈ 𝑆𝑔ℎ ∩𝑀 и
𝑉 = 𝑆𝑔ℎ𝑥−1 ∩ 𝑆 ∩ 𝑉*.

Тогда 𝑉 2𝑥 ⊂ 𝑆𝑆𝑔ℎ ⊂ 𝑉*𝑥* и 𝑉 𝑛𝑥 ⊂ 𝑉 𝑛−1
* 𝑥* ⊂ 𝑈 .

Теорема 4.23. Пусть 𝐺 есть 𝑅-полутопологическая 𝑂(𝑑𝑓𝑙, 𝑓𝑝𝑒)-топологическая
𝑔∆-бэровская группа.

(1) Если 𝐺 𝜋-полурегулярное пространство, то 𝐺 является 𝑔∆𝑣-бэровской
группой;

(2) Если 𝐺 полурегулярное пространство, то 𝐺 является топологической
группой.

Доказательство. Группа𝐻 = Λ*𝑓(𝐺) плотна в𝐺. Из предложения 4.1.2 ((𝑑𝑓𝑙, 𝑓𝑝𝑒, 𝑟)→
(𝑞𝑝𝑒)) вытекает, что 𝐺 является 𝑂(𝑞𝑝𝑒)-топологической группой, то есть умно-
жение в 𝐺 квази непрерывно по первой координате в (𝑒, 𝑒).

Лемма 4.6.5. Int𝑆−1 ̸= ∅ для любого канонически открытого 𝑆 ∈ 𝒯 *.

Доказательство. Из леммы 4.6.4 вытекает, что существует 𝑔 ∈ 𝑆 ∩𝐻 и 𝑈 ∈
𝒩𝑒, так что 𝑈 2𝑔 ⊂ 𝑆. Из предложения 4.5.12 (𝑔∆) вытекает, что 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈

𝑑

для некоторого 𝑊 ∈ 𝒩𝑒. Так как 𝑈 𝑑 ⊂ 𝑈 2, то

𝑊𝑊−1𝑔 ⊂ 𝑈
𝑑
𝑔 ⊂ 𝑈 2𝑔 ⊂ 𝑆.

Так как 𝑆 канонически открытое подмножество 𝐺 и 𝑊𝑊−1𝑔 открыто, то
𝑊𝑊−1𝑔 ⊂ 𝑆. Тогда 𝑔−1𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑆−1. Так как 𝑔 ∈ 𝐻, то Int 𝑔−1𝑊𝑊−1 ̸= ∅.
Следовательно, Int𝑆−1 ̸= ∅.

Пункт (2) вытекает из пункта (1) и теоремы 4.19. Докажем (1). Так как 𝐺
𝜋-полурегулярное пространство, то из леммы 4.6.5 вытекает, что 𝐺 является
𝑂(𝑓𝑖𝑒)-топологической группой. Из предложения 4.1.2 ((𝑑𝑓𝑙, 𝑓𝑖𝑒, 𝑟)→ (𝑓𝑙, 𝑓𝑖))
вытекает, что 𝐺 является 𝑂(𝑓𝑙, 𝑓𝑖)-топологической группой. Итак, группа 𝐺
является 𝑂(𝑓𝑙, 𝑞𝑝𝑒, 𝑓𝑖, 𝑟)-топологической группой. Пусть 𝑈 ∈ 𝒩𝑒. Покажем,
что Int𝑈

𝑑 ⊂ 𝑈 . Предположим противное. Тогда 𝑆 = Int𝑈
𝑑∖𝑈 ̸= ∅. Из леммы

4.6.4 вытекает, что существует 𝑞 ∈ 𝑆 и 𝑄 ∈ 𝒩𝑒, так что 𝑄2𝑞 ⊂ 𝑆. Так как 𝐺
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является𝑂(𝑓𝑖)-топологической группой, то Int(𝑄𝑞)−1 ̸= ∅ и 𝑉 𝑔−1 ⊂ Int(𝑄𝑞)−1

для некоторых 𝑔 ∈ 𝑄𝑞 и 𝑉 ∈ 𝒩𝑒. Получаем 𝑔𝑉 −1 ⊂ 𝑄𝑞 и 𝑄𝑔𝑉 −1 ⊂ 𝑄2𝑞 ⊂ 𝑆.
Так как 𝑄𝑔𝑉 −1 ∩ 𝑈 = ∅, то 𝑄𝑔 ∩ 𝑈𝑉 = ∅ и 𝑔 ̸∈ 𝑈𝑉 ⊃ 𝑈

𝑑. Противоречие с
тем, что 𝑔 ∈ 𝑆 ⊂ 𝑈

𝑑.
Мы показали, что Int𝑈

𝑑 ⊂ 𝑈 . Из предложения 4.5.12 (𝑔∆) вытекает, что
𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈

𝑑 для некоторого 𝑊 ∈ 𝒩𝑒. Так как 𝑊𝑊−1 ∈ 𝒯 *, то 𝑊𝑊−1 ⊂
Int𝑈

𝑑 ⊂ 𝑈 .

Предложение 4.6.6. Пусть 𝐺 есть 𝑅-полутопологическая 𝑂(𝑞𝑝𝑒)-топологической
𝑔∆ℎ-бэровская группа. Тогда 𝐺 является квази регулярным пространством.

Доказательство. Пусть 𝑈 ∈ 𝒯 *. Из леммы 4.6.4 вытекает, что 𝑉 3𝑔 ⊂ 𝑈 для
некоторых 𝑔 ∈ 𝑈 и 𝑉 ∈ 𝒯 *. Так как 𝑉 ℎ ⊂ 𝑉 2, то из предложения 4.5.12 (𝑔∆ℎ)
вытекает, что 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑉

ℎ ⊂ 𝑉 2 для некоторого 𝑊 ∈ 𝒩𝑒. Тогда 𝑆𝑉 𝑔 ⊂ 𝑈 ,
где 𝑆 = 𝑊𝑊−1. Так как 𝑆 = 𝑆−1, то из леммы 4.1.1 вытекает, что 𝑉 ⊂ 𝑆𝑉 .
Следовательно, 𝑉 𝑔 ⊂ 𝑈 .

Теорема 4.24. Пусть 𝐺 есть 𝑅-полутопологическая 𝑂(𝑑𝑓𝑙, 𝑓𝑝𝑒)-топологическая
𝑔∆ℎ-бэровская группа. Тогда

(1) 𝐺 является 𝑔∆𝑣-бэровской группой;

(2) если 𝐺 полурегулярное пространство, то 𝐺 является топологической
группой.

Доказательство. Пункт (1) вытекает из теоремы 4.23 (1) и предложения
4.6.6. Пункт (2) вытекает из пункта (1) и теоремы 4.19. Также, пункт (2)
вытекает из теоремы 4.23 (2).

Теорема 4.25. Пусть 𝐺 есть полутопологическая 𝑂(𝑑𝑙, 𝑓𝑖𝑒)-топологическая
𝑔∆ℎ-бэровская группа. Тогда

(1) 𝐺 является 𝑔∆𝑣-бэровской группой;

(2) если 𝐺 полурегулярное пространство, то 𝐺 является топологической
группой.

Доказательство. Пункт (2) вытекает из пункта (1) и теоремы 4.19. Докажем
(1). Из предложения 4.1.2 ((𝑑𝑓𝑙, 𝑓𝑖𝑒, 𝑟) → (𝑓𝑙, 𝑓𝑖)) вытекает, что 𝐺 является
𝑂(𝑓𝑖)-топологической группой. Группа 𝐻 = Λ*(𝐺) плотна в 𝐺. Пусть 𝑈 ∈ 𝒩𝑒.

Лемма 4.6.7. Int𝑈 ℎ ⊂ 𝑈 .
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Доказательство. Предположим противное. Тогда 𝑆 = Int𝑈
ℎ ∖ 𝑈 ̸= ∅. Так

как 𝐺 является 𝑂(𝑓𝑖)-топологической группой, то Int𝑆−1 ̸= ∅. Тогда 𝑄𝑔−1 ⊂
Int𝑆−1 для некоторого 𝑔 ∈ 𝐻 ∩𝑆 и 𝑄 ∈ 𝒩𝑒. Тогда 𝑔𝑄−1 ⊂ 𝑆 и 𝑄−1 ⊂ 𝑔−1𝑆. Из
предложения 4.5.12 (𝑔∆ℎ) вытекает, что 𝑉 = 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑄−1 для некоторого
𝑊 ∈ 𝒩𝑒. Тогда 𝑔𝑉 ⊂ 𝑆 и 𝑔𝑉 ∩ 𝑈 = ∅. Следовательно, 𝑔 /∈ 𝑈𝑉 ⊃ 𝑈

ℎ.
Противоречие с 𝑔 ∈ 𝑆 ⊂ 𝑈

ℎ.

Из предложения 4.5.12 (𝑔∆ℎ) вытекает, что 𝑊𝑊−1 ⊂ 𝑈
ℎ для некоторого

𝑊 ∈ 𝒩𝑒. Тогда 𝑊𝑊−1 ⊂ Int𝑈
ℎ ⊂ 𝑈 .

4.7 Основные результаты о
𝑅-полутопологических группах

В этом разделе мы сформулируем следствия из раздела 4.6.
Пусть 𝐺 право полутопологическая группа. Множество 𝑃 ⊂ 𝐺×𝐺 называ-

ется полуокрестностью диагонали, если 𝑃 (𝑥) = {𝑦 ∈ 𝐺 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃} является
окрестностью (не обязательно открытой) точки 𝑥 ∈ 𝐺. Для окрестности еди-
ницы 𝑈 ∈ 𝒩𝑒, N(𝑈) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺2 : 𝑦𝑥−1 ∈ 𝑈} есть полуокрестностью
диагонали.

Для ̃︀∆ ∈ {∆,∆𝑔,∆𝑠}, пространство 𝐺 (право полутопологическая груп-
па 𝐺) является ̃︀∆-тучным (𝑔̃︀∆-бэровской), если для любой полуокрестности
диагонали 𝑃 (полуокрестности диагонали вида 𝑃 = N(𝑈), где 𝑈 окрестность
единицы) существует открытое непустое 𝑊 ⊂ 𝐺, так что выполняется условие
(̃︀∆):

(∆) 𝑊 ×𝑊 ⊂ 𝑃 ∩ (𝑊 ×𝑊 );

(∆ℎ) 𝑊 ⊂ {𝑥 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃} для всех 𝑦 ∈ 𝑊 ;

(∆𝑠) 𝑊 ⊂ {𝑥 : {𝑥} ×𝑊 ⊂ 𝑃}.

Пусть 𝒫𝑘 (𝒫𝑐) есть наименьший класс пространств, который

• содержит 𝑝-пространства и сильно Σ-пространства;

• замкнут относительно произвольных (счетных) произведений;

• переходу к открытым подпространствам.

Пусть 𝒟𝑑 наименьший класс пространств, который

• содержит Σ-пространства, 𝑤∆-пространства и слабо компактные про-
странства;
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• замкнут относительно произведений на пространства из класса 𝒫𝑘;

• переходу к открытым подпространствам.

Пусть 𝒟ℎ наименьший класс пространств, который

• содержит Σ-пространства и 𝑤∆-пространства;

• замкнут относительно произведений на пространства из класса 𝒫𝑐;

• переходу к открытым подпространствам.

Пусть 𝒟𝑠 есть класс полурегулярных пространств, которые содержат метри-
зуемое тучное подмножество. К этому классу принадлежат бэровские полуре-
гулярные пространства из следующих классов:

• 𝜎-пространства, пространства со счетной сетью;

• моровские, разлагаемые пространства.

Теорема 4.26. Пусть 𝐺 есть право полутопологическая группа.

(𝑔∆) Право полутопологическая группа 𝐺 является 𝑔∆-бэровской если 𝐺 яв-
ляется ∆-тучным пространством. Класс ∆-тучных пространств со-
держит Γ̂︁𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -тучные пространства, которые содержат регулярные бэ-
ровские пространства из класса 𝒟𝑑.

(𝑔∆ℎ) право полутопологическая группа является 𝑔∆ℎ-бэровской если 𝐺 яв-
ляется ∆ℎ-тучным пространством. Класс ∆ℎ-тучных пространств
содержит Γ̂︁𝑂𝐷

𝑝,𝑙 -тучные пространства, которые содержат регулярные
бэровские пространства из класса 𝒟ℎ.

(𝑔∆𝑠) Право полутопологическая группа является 𝑔∆𝑠-бэровской если она яв-
ляется ∆𝑠-тучным пространством. Класс ∆𝑠-тучных пространств
содержит Γ̂︂𝐵𝑀

𝑓 -тучные и CDP-тучные пространства. Классы ∆𝑠-тучных
и CDP-тучных пространств содержат класс 𝒟𝑠.

Доказательство. (𝑔∆) Из предложения 4.5.12 вытекает, что право полуто-
пологическая группа является 𝑔∆-бэровской если 𝐺 является ∆-тучным про-
странством. Из предложения 3.10.1 (1) вытекает, что Γ̂︁𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -тучные простран-
ство является ∆-тучным. Из теоремы 3.28 вытекает, что класс Γ̂︁𝑂𝐷

𝑜,𝑙 -тучных
пространств содержит регулярные бэровские пространства из класса 𝒟𝑑.

(𝑔∆ℎ) Из предложения 4.5.12 вытекает, что право полутопологическая груп-
па является 𝑔∆ℎ-бэровской если 𝐺 является ∆ℎ-тучным пространством. Из
предложения 3.10.1 (2) вытекает, что Γ̂︁𝑂𝐷

𝑝,𝑙 -тучные пространство является ∆ℎ-
тучным. Из теоремы 3.28 вытекает, что класс Γ̂︁𝑂𝐷

𝑝,𝑙 -тучных пространств содер-
жит регулярные бэровские пространства из класса 𝒟ℎ.
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(𝑔∆𝑠) Из предложения 4.5.12 вытекает, что право полутопологическая груп-
па является 𝑔∆𝑠-бэровской если 𝐺 является ∆𝑠-тучным пространством. Из
предложения 3.10.1 (3) вытекает, что Γ̂︂𝐵𝑀

𝑓 -тучные пространство является ∆𝑠-
тучным. Из теоремы 3.28 вытекает, что класс Γ̂︂𝐵𝑀

𝑓 -тучных пространств содер-
жит регулярные бэровские пространства из класса 𝒟𝑠. Из предложения 3.12.1
вытекает, что CDP-тучные пространства являются ∆𝑠-тучными пространства-
ми. Из предложения 3.11.7 вытекает, что пространства из класса 𝒟𝑠 являются
CDP-тучными.

Теорема 4.27 (Предложения 4.1.2 (𝑝𝑒, 𝑠𝑖𝑒, 𝑟) → (𝑖𝑒)). Пусть 𝐺 есть 𝑅-
паратопологическая группа с полу преднепрерывной в 𝑒 операцией 𝑔 ↦→ 𝑔−1

взятия обратного элемента. Тогда 𝐺 является 𝑅-топологической группой.

Теорема 4.28 (Теорема 4.15). Пусть 𝐺 есть 𝑅-топологическая группа. Если
множество Λ*𝑓(𝐺) плотно в 𝐺, то 𝐺 является топологической группой.

Теорема 4.29. Пусть 𝐺 есть 𝑔∆-бэровская право полутопологическая груп-
па.

(1) Если 𝐺 является 𝑅-паратопологической группой, то 𝐺 является 𝑅-
топологической группой.

(2) Если 𝐺 полурегулярное пространство, множество Λ*𝑓(𝐺) плотно в 𝐺
и умножение m : 𝐺×𝐺→ 𝐺, (𝑔, ℎ) ↦→ 𝑔ℎ слабо непрерывно в (𝑒, 𝑒), то
𝐺 является топологической группой.

Доказательство. Пункт (1) вытекает из теоремы 4.19 (5). Пункт (2) вытекает
из теоремы 4.23.

Лемма 4.7.1. Пусть 𝐺 есть компактная хаусдофова право полутопологи-
ческая группа. Тогда Λ(𝐺) = Λ*(𝐺).

Доказательство. Ясно, Λ(𝐺) ⊃ Λ*(𝐺). Пусть 𝑔 ∈ Λ(𝐺). Отображение 𝜆𝑔 :
𝐺 → 𝐺 есть биективное непрерывно отображение компактных хаусдофовых
пространств. Следовательно, 𝜆𝑔 является гомеоморфизмами и отображение
(𝜆𝑔)

−1 = 𝜆𝑔−1 непрерывно, то есть 𝑔−1 ∈ Λ*(𝐺).

Следствие 4.30 ([23, Proposition 3.2]). Если 𝐺 — CHART группа со слабо
непрерывным умножением, то 𝐺 — топологическая группа.

Доказательство. Из леммы 4.7.1 вытекает, что Λ(𝐺) = Λ*(𝐺) ⊂ Λ*𝑓(𝐺) и
Λ*𝑓(𝐺) плотно в𝐺. Из теоремы 4.29 (2) вытекает, что𝐺 топологическая группа.

Теорема 4.31. Пусть 𝐺 есть полурегулярная 𝑔∆ℎ-бэровская право полуто-
пологическая группа.
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(1) Если 𝐺 𝑅-квазитопологическая группа, то 𝐺 является 𝑅-топологической
группой.

(2) Если множество Λ*(𝐺) плотно в 𝐺 и отображение взятия обратного
элемента i : 𝐺 → 𝐺, 𝑔 ↦→ 𝑔−1 слабо непрерывно в 𝑒, то 𝐺 является
топологической группой.

Доказательство. Пункт (1) вытекает из теоремы 4.19 (2) и (4). Пункт (2)
вытекает из теоремы 4.25.

Теорема 4.32. Пусть 𝐺 есть 𝑔∆𝑠-бэровская право полутопологическая груп-
па.

(1) Если 𝜆𝑔 слабо непрерывно для любого 𝑔 ∈ 𝐺, то 𝐺 является топологи-
ческой группой.

(2) Если 𝐺 полурегулярное пространство и множество Λ*𝑓(𝐺) плотно в
𝐺, то 𝐺 является топологической группой.

Доказательство. Пункт (1) вытекает из теоремы 4.21. Пункт (2) вытекает из
теоремы 4.22.

Следствие 4.33. (MA(𝜏 )) Пусть 𝐺 есть CHART группа и 𝑤(𝐺) < 𝜏 . Тогда 𝐺
является топологической группой.

Доказательство. У CHART групп существует правоинвариантная мера Ха-
ара [24; 67]. Следовательно, у 𝐺 счетное число Суслина. Из следствия 3.30
вытекает, что 𝐺 является CDP-пространством. Следовательно, 𝑋 является
является CDP-тучным пространством. Из теоремы 4.32 (2) вытекает, что 𝐺
топологическая группа.

Так как 𝑀𝐴(𝜔) выполняется в ZFC, то из следствия 4.33 вытекает

Следствие 4.34 (Theorem 2.1 [124]). Пусть 𝐺 есть метризуемая CHART
группа. Тогда 𝐺 является топологической группой.

4.8 Примеры
Пример 4.35 (Пример 4.16). Существует метризуемая компактная𝑅-топологическая
не топологическая группа.

Пример 4.36. Пусть 𝐺 = R с топологией, открытые множества которой име-
ют вид 𝑈 ∖𝑃 , где 𝑈 открыто в R и 𝑃 нигде не плотно в R. Группа 𝐺 является
квазитопологической 𝑂(𝑞𝑝𝑒)-топологической квазирегулярной хаусдорфовой
𝑔∆𝑣-бэровской 𝑔∆ℎ-бэровской ∆-бэровской не ∆ℎ-тучной группой, которая не
является топологической группой.
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Пример 4.37. Пусть 𝐺 = R2 с топологией, у которой база точки (𝑥*, 𝑦*) ∈ 𝐺
образуют множества вида

(𝑈 ∩ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 : 𝑦 > 𝑦*}) ∪ {(𝑥*, 𝑦*)},

где 𝑈 есть открытая окрестность (𝑥*, 𝑦*) в стандартной топологии R2 [35].
Группа 𝐺 является хаусдорфовой квазирегулярной не регулярной паратопо-
логической группой.

Пример 4.38 (Example 2.13 [35]). Существует метризуемая бэровская лево
полутопологическая группа 𝐺, которая не является право полутопологиче-
ской, в которой инверсия почти непрерывна, но не слабо непрерывна. Группа
𝐺 является ∆𝑠-бэровской.

Пример 4.39. Пусть 𝐺 есть псевдокомпактная булева квазитопологическая
группа, которая не является топологической группой (Пример 3.42). Группа
𝐺 является тихоновской ∆-бэровской не 𝑔∆ℎ-бэровской группой.

Задача 4.40. Пусть 𝐺 есть (полу) регулярная 𝑅-полутопологическая группа.
Какие из перечисленных ниже условий влекут, что 𝐺 есть 𝑅-топологическая
группа?

(1) Группа 𝐺 является 𝑔∆-бэровской (∆-бэровской, псевдокомпактной) и
умножение m в 𝐺 квази (слабо) непрерывно (в (𝑒, 𝑒)).

(2) Группа 𝐺 является 𝑔∆ℎ-бэровской (∆ℎ-бэровской, счетно компактной,
компактной) и умножение m в 𝐺 квази (слабо) непрерывно (в (𝑒, 𝑒)).

(3) Группа 𝐺 является 𝑔∆𝑠-бэровской (∆𝑠-бэровской, метризуемой бэров-
ской) и умножение m в 𝐺 квази (слабо) непрерывно (в (𝑒, 𝑒)).

(4) Группа 𝐺 является 𝑔∆ℎ-бэровской (∆ℎ-бэровской, счетно компактной,
компактной) и операция взятия обратного i в 𝐺 квази (слабо) непрерыв-
на (в 𝑒).

(5) Группа 𝐺 является 𝑔∆𝑠-бэровской (∆𝑠-бэровской, метризуемой бэров-
ской) и операция взятия обратного i в 𝐺 квази (слабо) непрерывна (в
𝑒).

Задача 4.41. Пусть 𝐺 есть (полу) регулярная 𝑔∆ℎ-бэровская (∆ℎ-бэровской,
счетно компактная, компактная) 𝑅-полутопологическая группа,

𝐻𝑓𝑙 = {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜆𝑔 и 𝜆𝑔−1 слабо непрерывно},
𝐻𝑙 = {𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜆𝑔 и 𝜆𝑔−1 непрерывно}.

Какие из перечисленных ниже условий влекут, что 𝐺 есть топологическая
группа?
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(1) 𝐺 = 𝐻𝑓𝑙.

(2) 𝐺 = 𝐻𝑙.

(3) 𝐺 = 𝐻𝑓𝑙.

Пространство 𝑋 называется слабо псевдокомпактным если существует
компактное хаусдорфово расширение 𝑏𝑋 пространства 𝑋, в котором про-
странство 𝑋 𝐺𝛿-плотно, то есть 𝑋 пересекается с любым непустом 𝐺𝛿 под-
множеством 𝑏𝑋 [9]. Ясно, произведение слабо псевдокомпактных пространств
слабо псевдокомпактно, в частности, произведение псевдокомпактных про-
странств слабо псевдокомпактно.

Задача 4.42. Пусть 𝐺 есть (полу) регулярная полутопологическая группа.
Какие из перечисленных ниже условий влекут, что 𝐺 есть топологическая
группа?

(1) Группа 𝐺 является 𝑔∆ℎ-бэровской (∆ℎ-бэровской).

(2) Группа𝐺 является паратопологической и𝐺 слабо псевдокомпактна (про-
изведение псевдокомпактных пространств, произведение двух псевдо-
компактных пространств) (Вопрос 3.47).

(3) Группа 𝐺 слабо компактна и принадлежит одному из следующих клас-
сов пространств: сепарабельна; счетной тесноты; 𝑘-пространство (Problem
3.5 [29]).
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Глава 5

Топологические свойства однородных
пространств, мальцевских пространств и
групп с топологией

5.1 Предварительные результаты

Последовательности в пространствах

Определение 5.1. Последовательность 𝜁 = (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 назовем почти точной
если существут 𝑁 ∈ 𝜔 так что 𝑥𝑛 ̸= 𝑥𝑚 для 𝑛 ̸= 𝑚 и 𝑛,𝑚 > 𝑁 . Последо-
вательность 𝜁 назовем почти стационарной если существут 𝑁 ∈ 𝜔 так что
𝑥𝑛 = 𝑥𝑚 для 𝑛,𝑚 > 𝑁 .

Утверждение 5.1.1. Пусть 𝑋 =
∏︀

𝑛∈𝜔𝑋𝑛 есть произведение пространств,
𝑀 ⊂ 𝑋 бесконечное подмножество, 𝜋𝑛 : 𝑋 → 𝑋𝑛 проекция. Тогда суще-
ствует точная последовательность (𝑥𝑘)𝑘∈𝜔 ⊂ 𝑀 , так что (𝜋𝑛(𝑥𝑘)𝑘∈𝜔 либо
почти стационарная, либо почти точная дискретная последовательность
в 𝑋𝑛 для всех 𝑛.

Доказательство. Без труда по индукции строиться последовательность бес-
конечных множеств (𝑀𝑛 ⊂ 𝑀)𝑛∈𝜔, так что для всех 𝑛 𝑀𝑛+1 ⊂ 𝑀𝑛 и либо
|𝜋𝑛(𝑀𝑛)| = 1 либо 𝜋𝑛 ↾𝑀 иньективное отображение и множество 𝜋𝑛(𝑀𝑛) дис-
кретно в 𝑋𝑛. Пусть (𝑥𝑘)𝑘∈𝜔 точная последовательность, для которой 𝑥𝑘 ∈𝑀𝑘

для всех 𝑘.

Утверждение 5.1.2. Пусть 𝑋 пространство, (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ O(𝑋). Существу-
ет бесконечное 𝑀 ⊂ 𝜔 и семейство непустых открытых множеств (𝑉𝑛)𝑛∈𝑀
так что 𝑉𝑛 ⊂ 𝑈𝑛 для 𝑛 ∈𝑀 и выполняется одно из условий:

(1) {𝑉𝑛 : 𝑛 ∈𝑀} дизъюнктное семейство;

(2) все 𝑉𝑛 сопадают и состоят из одной точки.

Доказательство. Рассмотрим два случая.

171



Первый случий. Для любого конечного множество 𝑈𝑛∖𝐾 не пусто 𝐾 и бес-
конечно многих 𝑛. Тогда по индукции строится бесконечное 𝑀 ′ ⊂ 𝜔 и после-
довательность (𝑥𝑛)𝑛∈𝑀 ′ так что 𝑥𝑛 ∈ 𝑈𝑛 и 𝑥𝑚 ̸= 𝑥𝑛 для различных 𝑛,𝑚 ∈𝑀 ′.
Выберем бесконечное 𝑀 ⊂ 𝑀 ′ так что множество {𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ 𝑀} дискрет-
но. Возмем окрестности 𝑊𝑛 так что семейство {𝑊𝑛 : 𝑛 ∈ 𝑀} дизъюнктно.
Положим 𝑉𝑛 = 𝑈𝑛 ∩𝑊𝑛. Тогда выпоняется (1).

Второй случай. Существует конечное 𝐾 ⊂ 𝑋, которое содержит 𝑈𝑛 для
почти всех 𝑛. Тогда сущестут 𝑈 ⊂ 𝐾 и бесконечное 𝑀 ⊂ 𝜔 так что 𝑈𝑛 = 𝑈
для 𝑛 ∈𝑀 . Пуст 𝑢 ∈ 𝑈 и 𝑉𝑛{𝑢} для 𝑛 ∈𝑀 . Тогда выпоняется (2).

Утверждение 5.1.3. Пусть 𝑋 =
∏︀

𝑛∈𝜔𝑋𝑛 есть произведение пространств,
(𝑊𝑘)𝑘∈𝜔 ∈ O(𝑋). Существует возрастающая последовательность (𝑛𝑘)𝑘∈𝜔 ⊂
𝜔, (𝑈𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔 ∈ O(𝑋𝑛) для 𝑛 ∈ 𝜔 так что

∏︀
𝑛∈𝜔 𝑈𝑛,𝑘 ⊂ 𝑊𝑛𝑘 и для 𝜁𝑛 = {𝑈𝑛,𝑘 :

𝑘 > 𝑛} выполняется одно из условий

(1) 𝜁𝑛 дизъюнктное семейство;

(2) 𝜁𝑛 состоит из совпадающих одноточечных элементов

для каждого 𝑛 ∈ 𝜔.

Доказательство. Существуют (𝑉𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔 ∈ O(𝑋𝑛) для 𝑛 ∈ 𝜔 так что
∏︀

𝑛∈𝜔 𝑉𝑛,𝑘 ⊂
𝑊𝑘.

Используя утверждение 5.1.2 несложно строиться убывающая последова-
тельность (𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 бесконечных подмножеств 𝜔 и семейство последовательно-
стей (𝑄𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔 ∈ O(𝑋𝑛) так что 𝑄𝑛,𝑘 ⊂ 𝑉𝑛,𝑘 для всех 𝑛, 𝑘 и выполняется одно
из условий:

(1) {𝑄𝑛,𝑘 : 𝑘 ∈𝑀𝑛} дизъюнктное семейство;

(2) {𝑄𝑛,𝑘 : 𝑘 ∈𝑀𝑛} состоит из совпадающих одноточечных элементов.

Существует возрастающая последовательность (𝑛𝑘)𝑘∈𝜔 ⊂ 𝜔, так что 𝑛𝑘 ∈ 𝑀𝑘

для 𝑘 ∈ 𝜔. Положим 𝑈𝑛,𝑘 = 𝑄𝑛,𝑛𝑘 для 𝑘, 𝑛 ∈ 𝜔.

Утверждение 5.1.4. Пусть 𝑋 пространство, (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔, (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ O𝑑(𝑋).
Выполняется одно из условий:

(1) 𝑈𝑛 = 𝑉𝑛 и |𝑈𝑛| = 1 для почти всех 𝑛;

(2) существует бесконечное 𝑀 ⊂ 𝜔 и семейства непустых открытых
множеств (𝑈 ′𝑛)𝑛∈𝑀 , (𝑉

′
𝑛)𝑛∈𝑀 так что

⋃︀
𝑛∈𝑀 𝑈 ′𝑛 ∩

⋃︀
𝑛∈𝑀 𝑉 ′𝑛 = ∅ и 𝑈 ′𝑛 ⊂

𝑈𝑛, 𝑉 ′𝑛 ⊂ 𝑉𝑛 для всех 𝑛 ∈𝑀 .
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Доказательство. Предположим что (1) не выполняется. Тогда существует
бесконечное𝑀 ′ ⊂ 𝜔 и семейства непустых открытых множеств (𝑈 ′′𝑛)𝑛∈𝑀 , (𝑉 ′′𝑛 )𝑛∈𝑀
так что 𝑈 ′′𝑛 ∩ 𝑉 ′′𝑛 = ∅ и 𝑈 ′′𝑛 ⊂ 𝑈𝑛, 𝑉 ′′𝑛 ⊂ 𝑉𝑛 для всех 𝑛 ∈ 𝑀 ′. Положим 𝐴𝑛 =
{𝑚 ∈ 𝑀 ′ : 𝑈 ′′𝑛 ∩ 𝑉 ′′𝑚 ̸= ∅, 𝑚 > 𝑛} и 𝐵𝑛 = {𝑚 ∈ 𝑀 ′ : 𝑈 ′′𝑚 ∩ 𝑉 ′′𝑛 ̸= ∅, 𝑚 > 𝑛}
для 𝑛 ∈𝑀 ′. Рассмотрим три случая.

Первый случай. Множество 𝐴𝑛 бесконечно для некоторого 𝑛 ∈ 𝑀 ′. Поло-
жим 𝑀 = 𝐴𝑛, 𝑈 ′𝑚 = 𝑈 ′′𝑚, 𝑉 ′𝑚 = 𝑉 ′′𝑚 ∩ 𝑈𝑛 для 𝑚 ∈𝑀 .

Второй случай. Множество 𝐵𝑛 бесконечно для некоторого 𝑛 ∈ 𝑀 ′. Поло-
жим 𝑀 = 𝐵𝑛, 𝑈 ′𝑚 = 𝑈 ′′𝑚 ∩ 𝑉𝑛, 𝑉 ′𝑚 = 𝑉 ′′𝑚 для 𝑚 ∈𝑀 .

Третий случай. Множества 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 конечны для всех 𝑛 ∈𝑀 ′. Существут
последовательность (𝑚𝑘)𝑘∈𝜔 ⊂ 𝑀 ′, так что 𝑚𝑘+1 > 𝑚𝑘, 𝑚𝑘+1 > max𝐴𝑚𝑘

,
𝑚𝑘+1 > max𝐵𝑚𝑘

для всех 𝑘. Положим 𝑀 = {𝑚𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}, 𝑈 ′𝑚 = 𝑈 ′′𝑚, 𝑉 ′𝑚 =
𝑉 ′′𝑚 ∩ 𝑈𝑛 для 𝑚 ∈𝑀 .

Экстремально несвязные пространства и ультрафильтры

Утверждение 5.1.5. [69; 116; 136] Следующие условия эквивалентны для
тихоновского пространства 𝑋:

(1) 𝑋 экстремально несвязно;

(2) каждое плотное подмножество 𝑋 экстремально несвязно;

(3) каждое открытое подмножество 𝑋 экстремально несвязно;

(4) каждое плотное подмножество 𝑋 𝐶*-вложенно;

(5) каждое открытое подмножество 𝑋 𝐶*-вложенно.

Из определений вытекает

Утверждение 5.1.6. Пространство 𝑋 𝛽𝜔 пространство если и только если
|𝑢𝑥(𝜁)| ≤ 1 для 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝜁 ∈ s𝑑𝑘(𝑋).

Предложение 5.1.7. Пусть 𝑋 пространство.

(1) если 𝑋 содержит бесконечный компакт, то sp𝑘(𝑋) = 𝜔*;

(2) если 𝑋 однородное пространство, то sp(𝑋) = sp(𝑥,𝑋) и sp𝑘(𝑋) =
sp𝑘(𝑥,𝑋) для любого 𝑥 ∈ 𝑋.

Доказательство. (1) Так как 𝑋 содержит бесконечный компакт, то s𝑑𝑘(𝑋) ̸=
∅. Если 𝜁 ∈ s𝑑𝑘(𝑋), то 𝑢𝑋(𝜁) = 𝜔*. (2) Из однородности 𝑋 вытекает что
sp(𝑥,𝑋) = sp(𝑦,𝑋) и sp𝑘(𝑥,𝑋) = sp𝑘(𝑦,𝑋) для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.
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Предложение 5.1.8. (Фролик, [128]) Пусть 𝑋 ED пространство, 𝑥 ∈ 𝑋.
Множество sp(𝑥,𝑋) линейно упорядоченно относительно порядка Кейслера-
Рудин.

Предложение 5.1.9. Пусть 𝑋 𝛽𝜔 пространство, 𝑥 ∈ 𝑋. Множество sp𝑘(𝑥,𝑋)
линейно упорядоченно относительно порядка Кейслера-Рудин.

Доказательство. Пусть 𝑝, 𝑞 ∈ sp𝑘(𝑥,𝑋). Тогда для некоторых 𝜁, 𝜉 ∈ s𝑑𝑘(𝑋)
выполняется {𝑝} = 𝑢𝑥(𝜁) и {𝑞} = 𝑢𝑥(𝜁). Пусть 𝑀 есть множество изолиро-
ванных точек 𝜁 ∪ 𝜉, 𝐾 = 𝑀 . Тогда 𝜁, 𝜉 ⊂ 𝐾 и 𝑝, 𝑞 ∈ sp(𝑥,𝐾). Так как 𝐾
гомеоморфно 𝛽𝜔 и экстремально несвязно то из предложения 5.1.8 вытекает
что 𝑝 и 𝑞 сравнимы.

Предложение 5.1.10. (Kunen, Lemma 4, [73]) Пусть 𝑝, 𝑞 ∈ 𝜔* есть сла-
бые 𝑃 -точки и несравнимы относительно порядка Кейслера-Рудин. Пусть
𝑋 есть компактное 𝐹 -пространство и 𝜁 = (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ s𝑑(𝑋), 𝜉 = (𝑦𝑛)𝑛∈𝜔 ∈
s(𝑋). Предположим что 𝑥 = lim𝑝 𝜁 = lim𝑞 𝜉. Тогда {𝑛 : 𝑦𝑛 = 𝑥} ∈ 𝑞. .

Из предложения 5.1.10 вытекает

Предложение 5.1.11. Пусть 𝑝, 𝑞 ∈ 𝜔* есть слабые 𝑃 -точки и несравнимы
относительно порядка Кейслера-Рудин. Пусть 𝑋 есть 𝐹 -пространство и
𝜁 = (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ s𝑑𝑘(𝑋), 𝜉 = (𝑦𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ s𝑘(𝑋). Предположим что 𝑥 = lim𝑝 𝜁 =
lim𝑞 𝜉. Тогда {𝑛 : 𝑦𝑛 = 𝑥} ∈ 𝑞. .

Предложение 5.1.12. (Simon, [83], см. также [108; 109]) Существует 𝐶 ⊂
𝜔*, |𝐶| = 22

𝜔, состоящее из попарно несравнимых относительно порядка
Кейслера-Рудин слабо 𝑃 ультрафильтров.

Предложение 5.1.13. [144] (CH) Существует 𝐶 ⊂ 𝜔*, |𝐶| = 22
𝜔, состоя-

щее из попарно несравнимых относительно порядка Кейслера-Рудин селек-
тивных ультрафильтров.

Утверждение 5.1.14. Пусть 𝑋 𝛽𝜔 пространство, 𝐴 множество, 𝐾 ком-
пактное подпространство 𝑋𝐴. Предположим выполняется одно из условий:

(1) 𝐴 конечно и 𝐾 бесконечно;

(2) 𝐴 бесконечно и 𝑤(𝐾) > |𝐴|.

Тогда в 𝐾 вкладывается 𝛽𝜔.

Доказательство. Для 𝛼 ∈ 𝐴 пусть 𝜋𝛼 : 𝑋𝐴 → 𝑋 есть проекция на 𝛼-ый
сомножитель. Существует 𝛼 ∈ 𝐴, для которого 𝜋𝛼(𝐾) бесконечно. Пусть 𝑀
есть счетное дискретное подпространство 𝐾, для которого 𝜋𝛼 ↾𝑀 иньективно
и 𝜋𝛼(𝑀) есть дискретное подпространство 𝑋. Тогда 𝑀 гомеоморфно 𝛽𝜔.
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Утверждение 5.1.15. Пусть 𝑋 𝛽𝜔 пространство, 𝑝 ∈ 𝜔* селективный
ультрафильтр, 𝜁 = (𝑧𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ s(𝑋𝜔), 𝑧 = lim𝑝 𝜁 ∈ 𝑋𝜔. Предположим что
{𝑧} ∪ {𝑧𝑛 : 𝑛 ∈ 𝑀} неметризуемо для любого 𝑀 ∈ 𝑝. Пусть 𝜋𝑘 : 𝑋𝜔 → 𝑋
есть проекция 𝑋𝜔 на 𝑘-ый сомножитель. Тогда существует 𝑚 ∈ 𝜔 и 𝑁 ∈ 𝑝
так что последовательность (𝜋𝑚(𝑧𝑛))𝑛∈𝑁 является дискретной и точной,
то есть множество {𝜋𝑚(𝑧𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑁} дискретно и 𝜋𝑚(𝑥𝑗) ̸= 𝜋𝑚(𝑥𝑖) для
различных 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 .

Доказательство. Сначала найдем такое 𝑚 ∈ 𝜔, что 𝜋𝑚(𝑀) бесконечно для
для любого 𝑀 ∈ 𝑝. Предположим что такого 𝑚 не существует. Для каждого
𝑚 ∈ 𝜔 зафиксируем 𝑀𝑚 ∈ 𝑝 так что |𝜋𝑚(𝑀𝑚)| = 1. Так как 𝑝 селективный
ультрафильтр, то существует 𝑀 ∈ 𝑝 так что 𝑀𝑚 ∖ 𝑀 конечно для любого
𝑚 ∈ 𝜔. Тогда {𝑧} ∪ {𝑧𝑛 : 𝑛 ∈𝑀} метризуемо. Противоречие.

Пусть (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔 есть такая последовательность окрестностей точки 𝜋𝑚(𝑧)
так что 𝜋𝑚(𝜁)∩

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑈𝑛 состоит не более чем из одной точки и 𝑈𝑖+1 ⊂ 𝑈𝑖+1 ⊂ 𝑈𝑖

для 𝑖 ∈ 𝜔. Обозначим 𝑁𝑛 = {𝑖 ∈ 𝜔 : 𝜋𝑚(𝑥)𝑖) ∈ 𝑈𝑛}. Тогда 𝑁𝑛 ∈ 𝑝. Так как
𝑝 селективный ультрафильтр, то существует 𝑁 ∈ 𝑝 так что |𝑁 ∩𝑁𝑖 ∖𝑁𝑖+1| ≤
1 для 𝑖 ∈ 𝜔. Тогда {𝜋𝑚(𝑧𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑁} дискретно и 𝜋𝑚(𝑥𝑗) ̸= 𝜋𝑚(𝑥𝑖) для
различных 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 .

Cчетно компактные и псевдокомпактные произведение
пространств

Несложно проверяется

Утверждение 5.1.16. Пусть {𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} семейство простравнств, 𝜁𝛼 =
(𝑅𝛼,𝑛)𝑛∈𝜔 последовательность непустых подмножеств 𝑋𝛼, 𝑅𝑛 =

∏︀
𝛼∈𝜔 𝑅𝛼,𝑛.

Последовательность (𝑅𝑛))𝑛∈𝜔 локально конечна (иными словами, не имеет
точек накопления) в

∏︀
𝛼∈𝐴𝑋𝛼 если и только если

⋂︀
𝛼∈𝐴 𝑢𝑋𝛼

(𝜁𝛼) = ∅.

Предложение 5.1.17. Пусть 𝑋 пространство и 𝜏 кардинал.

(a) Следущие условия эквивалентны:

(1) 𝑋 счетно компактно;

(2) 𝑢(𝜁) ̸= ∅ для всех 𝜁 ∈ s(𝑋);

(3) 𝑢(𝜁) ̸= ∅ для всех 𝜁 ∈ s𝑑(𝑋).

(b) Следущие условия эквивалентны:

(1) 𝑋𝜔 счетно компактно;

(2)
⋂︀
𝜁∈𝛾 𝑢(𝜁) ̸= ∅ для всех 𝛾 ⊂ s(𝑋), |𝛾| ≤ 𝜔;

(3)
⋂︀
𝜁∈𝛾 𝑢(𝜁) ̸= ∅ для всех 𝛾 ⊂ s𝑑(𝑋), |𝛾| ≤ 𝜔.
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(с) Следущие условия эквивалентны:

(1) 𝑋𝜏 счетно компактно;

(2)
⋂︀
𝜁∈𝛾 𝑢(𝜁) ̸= ∅ для всех 𝛾 ⊂ s(𝑋), |𝛾| ≤ 𝜏 .

Доказательство. Из утверждения 5.1.16 вытекает эквивалентность пунктов
(1) и (2) в (a), (b) и (c). В разделах (a) и (b), импликация (2) =⇒ (3) очевидно.
В (a), (3) =⇒ (2) вытекает из того что каждое счетное множество содержит
дискретное счетное подпространство.

Докажем (3) =⇒ (2) для (b). Обозначим через 𝜋𝑛 проекцию 𝑋𝜔 на 𝑛-
ый сомножитель. Пусть 𝑀 ⊂ 𝑋 бесконечное подмножество. Из утвержде-
ния 5.1.1 вытекает, что существует точная последовательность (𝑥𝑘)𝑘∈𝜔 ⊂ 𝑀 ,
так что (𝜋𝑛(𝑥𝑘)𝑘∈𝜔 либо почти стационарная, либо почти точная дискрет-
ная последовательность в 𝑋. Из (3) вытекает, что 𝑃 =

⋂︀
𝜁∈𝛾 𝑢(𝜁) ̸= ∅, где

𝛾 = {(𝜋𝑛(𝑥𝑘)𝑘∈𝜔 : 𝑛 ∈ 𝜔}. Возмем 𝑝 ∈ 𝑃 . Пусть 𝑦𝑛 есть 𝑝-предел последова-
тельности (𝜋𝑛(𝑥𝑘)𝑘∈𝜔, 𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛∈𝜔. Тогда точка 𝑦 является 𝑝-пределом (𝑥𝑘)𝑘∈𝜔.
Следовательно, 𝑦 есть точка накопления множества 𝑀 .

Предложение 5.1.18. Пусть 𝑋 пространство и 𝜏 бесконечный кардинал.

(a) Следущие условия эквивалентны:

(1) 𝑋 псевдокомпактно;

(2) 𝑢(𝜁) ̸= ∅ для всех 𝜁 ∈ O(𝑋);

(3) 𝑢(𝜁) ̸= ∅ для всех 𝜁 ∈ O𝑑(𝑋).

(b) Следущие условия эквивалентны:

(1) 𝑋𝜔 псевдокомпактно;

(2)
⋂︀
𝜁∈𝛾 𝑢(𝜁) ̸= ∅ для всех 𝛾 ⊂ O(𝑋), |𝛾| ≤ 𝜔;

(3)
⋂︀
𝜁∈𝛾 𝑢(𝜁) ̸= ∅ для всех 𝛾 ⊂ O𝑑(𝑋), |𝛾| ≤ 𝜔;

(4) 𝑋𝜏 псевдокомпактно.

Доказательство. Пункт (a) вытекает из утверждения 5.1.2. Докажем (b).
(1) =⇒ (2) Пусть 𝛾 = {(𝑈𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔 : 𝑛 ∈ 𝜔} ⊂ O(𝑋). Положим

𝑉𝑛,𝑘 =

{︃
𝑋 𝑘 < 𝑛

𝑈𝑛,𝑘 𝑘 ≥ 𝑛

Отметим, 𝑢((𝑈𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔) = 𝑢((𝑉𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔). Множество 𝑉𝑘 =
∏︀

𝑛∈𝜔 𝑉𝑛,𝑘 открыто, в
𝑋𝜔. Из псевдокомпактности𝑋𝜔 вытекает, что (𝑉𝑘)𝑘∈𝜔 не локально конечное се-
мейство. Из утверждения 5.1.16 вытекает, что

⋂︀
𝜁∈𝛾 𝑢(𝜁) =

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑢((𝑉𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔) ̸=

∅.
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(2) =⇒ (1). Пусть (𝑊𝑘)𝑘∈𝜔 ∈ O(𝑋𝜔). Существуют такие (𝑉𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔 ∈ O(𝑋)
так что

∏︀
𝑛∈𝜔 𝑉𝑛,𝑘 ⊂ 𝑉𝑘. Из утверждения 5.1.16 вытекает, что (𝑉𝑘)𝑘∈𝜔 не ло-

кально конечно.
(2) =⇒ (3) очевидно.
(3) =⇒ (1). Пусть (𝑊𝑘)𝑘∈𝜔 ∈ O(𝑋𝜔). В силу утверждения 5.1.3, существует

возрастающая последовательность (𝑛𝑘)𝑘∈𝜔 ⊂ 𝜔, (𝑈𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔 ∈ O(𝑋) для 𝑛 ∈ 𝜔
так что

∏︀
𝑛∈𝜔 𝑈𝑛,𝑘 ⊂ 𝑊𝑛𝑘 и для 𝜁𝑛 = {𝑈𝑛,𝑘 : 𝑘 > 𝑛} выполняется одно из

условий

(1) 𝜁𝑛 дизьюнктное семейство;

(2) 𝜁𝑛 состоит из совпадающих одноточечных элементов

для каждого 𝑛 ∈ 𝜔. Из (3) вытекает, что
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑢((𝑈𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔) ̸= ∅. Из утвержде-

ния 5.1.16 вытекает, что (𝑊𝑘)𝑘∈𝜔 не локально конечно.
(3)⇐⇒ (4) доказано в [137].

Определение 5.2. Пусть 𝑝 ∈ 𝜔* ультрафильтр. Пространство 𝑋 назовем
дискретно 𝑝-компактным если для любой дискретной точной последователь-
ности (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 ⊂ 𝑋 существует 𝑝-предел.

Определение 5.3. Пусть 𝑝 ∈ 𝜔* ультрафильтр. Пространство 𝑋 назовем
секвенциально 𝑝-компактным если для каждого бесконечного 𝑀 ⊂ 𝑋 суще-
ствует бесконечное 𝐿 ⊂ 𝑀 так что для любой точной последовательности
(𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 ⊂ 𝐿 существует 𝑝-предел.

Так как в каждом бесконечном множестве можно выбрать бесконечное
дискретное подпространство, то верно

Предложение 5.1.19. Пусть 𝑝 ∈ 𝜔* ультрафильтр. Любое дискретно 𝑝-
компактное пространство является секвенциально 𝑝-компактным простран-
ством.

Предложение 5.1.20. Пусть 𝑋 секвенциально 𝑝-компактное пространство.
Тогда 𝑋𝜔 секвенциально 𝑝-компактное пространство.

Доказательство. Пусть 𝑀 ⊂ 𝑋𝜔 бесконечно. В силу утверждения 5.1.1, су-
ществует точная последовательность (𝑥𝑘)𝑘∈𝜔 ⊂ 𝑀 , так что (𝜋𝑛(𝑥𝑘)𝑘∈𝜔 либо
почти стационарная, либо почти точная дискретная последовательность в 𝑋
для всех 𝑛, где 𝜋𝑛 : 𝑋 → 𝑋 проекция на 𝑛-ый сомножитель. Существует убы-
вающая последовательность (𝑆𝑛)𝑛∈𝜔 бесконечных подмножеств 𝜔, так что для
каждого 𝑛 ∈ 𝜔 выполняется одно из условий

(1) 𝜋𝑛(𝑥𝑖) = 𝜋𝑛(𝑥𝑗) для 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆𝑛;
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(2) 𝜋𝑛(𝑥𝑖) ̸= 𝜋𝑛(𝑥𝑗) для различных 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆𝑛 и для каждой точной последо-
вательности (𝑦𝑙)𝑙∈𝜔 ⊂ {𝜋𝑛(𝑥𝑘) : 𝑘 ∈ 𝑆𝑛} существует 𝑝-предел.

Возьмем такую точную последовательность (𝑠𝑛)𝑛∈𝜔 что 𝑠𝑛 ∈ 𝑆𝑛 для всех 𝑛.
Положим 𝐿 = {𝑥𝑠𝑘 : 𝑘 ∈ 𝜔}. Тогда для любой точной последовательности
(𝑦𝑛)𝑛∈𝜔 ⊂ 𝐿 существует 𝑝-предел.

Предложение 5.1.21. Пусть 𝑋 компактное 𝛽𝜔 пространство, 𝑀 ⊂ 𝑋,
|𝑀 | < 22

𝜔, 𝑌 = 𝑋 ∖𝑀 . Тогда 𝑌 дискретно 𝑝-компактное пространство для
некоторого 𝑝 ∈ 𝜔*.

Доказательство. Предположим противное, то есть для любого 𝑝 ∈ 𝜔* суще-
ствует 𝜁𝑝 ∈ s𝑑(𝑌 ), для которогой lim𝑝 𝜁𝑝 /∈ 𝑌 . В силу утверждения 5.1.12, су-
ществует 𝐶 ⊂ 𝜔*, |𝐶| = 22

𝜔 , состоящее из попарно несравнимых относительно
порядка Кейслера-Рудин ультрафильтров. Так как |𝐶| > |𝑀 | то 𝑥 = lim𝑝 𝜁𝑝 =
lim𝑞 𝜁𝑞 ∈𝑀 для некоторых различных 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐶. Тогда 𝑝, 𝑞 ∈ sp𝑘(𝑥,𝑋). Проти-
воречие с предложением 5.1.9.

5.2 Однородные пространства

Однородные произведения пространств

Пусть 𝐴, 𝐵 и 𝑋 множества, 𝜙 : 𝐵 → 𝐴 биекция, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋𝐴 и 𝜏 бесконечный
кардинал. Обозначим

𝐻(𝑋𝐴) := {𝑓 ∈ 𝑋𝐴 : |𝑓−1(𝑥)| = |𝐴| для всех 𝑥 ∈ 𝑋},
supp(𝑝, 𝑞) := {𝛼 ∈ 𝐴 : 𝑝(𝛼) ̸= 𝑞(𝛼)},
𝜎𝜏(𝑋

𝐴, 𝑝) := {𝑞 ∈ 𝑋𝐴 : | supp(𝑝, 𝑞)| < 𝜏},
Σ𝜏(𝑋

𝐴, 𝑝) := 𝜎𝜏+(𝑋
𝐴, 𝑝),

𝜙# : 𝑋𝐴 → 𝑋𝐵, 𝑟 ↦→ 𝑟 ∘ 𝜙.

Группа 𝑆(𝐴), множество всех биекций множества 𝐴, естественным образом
действует на 𝐴 и на 𝑋𝐴, 𝜃𝛼 = 𝜃(𝛼) и 𝜃𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜃−1, 𝜃𝑓(𝛼) = 𝑓(𝜃−1(𝛼)) для
𝜃 ∈ 𝑆(𝐴), 𝛼 ∈ 𝐴 и 𝑓 ∈ 𝑋𝐴. Для 𝜃 ∈ 𝑆(𝐴) обозначим

𝜃 : 𝑋𝐴 → 𝑋𝐴, 𝑓 ↦→ 𝜃𝑓.

Отметим, что 𝜃 = (𝜃−1)#.
Из определений вытекает следующее утверждение.

Утверждение 5.2.1.

(1) 𝜙# является биекцией 𝑋𝐴 на 𝑋𝐵.
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(2) 𝜙#(𝐻(𝑋𝐴)) = 𝐻(𝑋𝐵).

(3) 𝜙#(𝜎𝜏(𝑋
𝐴, 𝑝)) = 𝜎𝜏(𝑋

𝐵, 𝜙#(𝑝)).

Утверждение 5.2.2. Пусть 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑋𝐴 и 𝜃 ∈ 𝑆(𝐴). Тогда

(1) supp(𝑝, 𝑞) = supp(𝑞, 𝑝);

(2) supp(𝑝, 𝑟) ⊂ supp(𝑝, 𝑞) ∪ supp(𝑝, 𝑞);

(3) Следующие условия эквивалентны:

(a) 𝜎𝜏(𝑋
𝐴, 𝑝) = 𝜎𝜏(𝑋

𝐴, 𝑞);

(b) | supp(𝑝, 𝑞)| < 𝜏 ;

(c) 𝑞 ∈ 𝜎𝜏(𝑋𝐴, 𝑝);

(d) 𝑝 ∈ 𝜎𝜏(𝑋𝐴, 𝑞);

(4) 𝜃 supp(𝑝, 𝑞) = supp(𝜃𝑝, 𝜃𝑞);

(5) 𝜃𝜎𝜏(𝑋
𝐴, 𝑝) = 𝜎𝜏(𝑋

𝐴, 𝜃𝑝).

Доказательство. Пункты (1) и (2) очевидны.
(3) Эквивалентность (𝑏) ⇔ (𝑐) ⇔ (𝑐) вытекает из определений. Для дока-

зательства (𝑏) ⇒ (𝑐) достаточно показать, что 𝜎𝜏(𝑋𝐴, 𝑝) ⊃ 𝜎𝜏(𝑋
𝐴, 𝑞). Пусть

𝑟 ∈ 𝜎𝜏(𝑋𝐴, 𝑞). Тогда, в силу (2), supp(𝑝, 𝑟) ⊂ supp(𝑝, 𝑞) ∪ supp(𝑝, 𝑞) и

| supp(𝑝, 𝑟)| ≤ | supp(𝑝, 𝑞)|+ | supp(𝑝, 𝑞)| < 𝜏.

Следовательно, 𝑟 ∈ 𝜎𝜏(𝑋𝐴, 𝑝).
(4) Пусть 𝛼 ∈ 𝐴. Тогда 𝛼 ∈ 𝜃 supp(𝑝, 𝑞)⇔ 𝜃−1(𝛼) ∈ supp(𝑝, 𝑞)⇔ 𝑝(𝜃−1(𝛼)) ̸=

𝑞(𝜃−1(𝛼)) ⇔ 𝜃𝑝(𝛼) ̸= 𝜃𝑞(𝛼) ⇔ 𝛼 ∈ supp(𝜃𝑝, 𝜃𝑞).
𝜃𝜎𝜏(𝑋

𝐴, 𝑝) = 𝜎𝜏(𝑋
𝐴, 𝜃𝑝). (5) Пусть 𝑟 ∈ 𝑋𝐴. Тогда 𝑟 ∈ 𝜃𝜎𝜏(𝑋

𝐴, 𝑝) ⇔
𝜃−1𝑟 ∈ 𝜎𝜏(𝑋𝐴, 𝑝) ⇔ | supp(𝜃−1𝑟, 𝑝)| < 𝜏 . Из (4) вытекает, что 𝜃 supp(𝜃−1𝑟, 𝑝) =
supp(𝑟, 𝜃𝑝), следовательно, | supp(𝜃−1𝑟, 𝑝)| < 𝜏 ⇔ | supp(𝑟, 𝜃𝑝)| < 𝜏 ⇔ 𝑟 ∈
𝜎𝜏(𝑋

𝐴, 𝜃𝑝).

Утверждение 5.2.3.

(1) 𝐻(𝑋𝐴) ̸= ∅ если и только если |𝑋| ≤ |𝐴|.

(2) Множество 𝐻(𝑋𝐴) является орбитой действия группы 𝑆(𝐴) на мно-
жество 𝑋𝐴.

(3) Если 𝑝 ∈ 𝐻(𝑋𝐴) и 𝜏 ≤ |𝐴|, то 𝜎𝜏(𝑋𝐴, 𝑝) ⊂ 𝐻(𝑋𝐴).
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Доказательство. (1) Если 𝜃 ∈ 𝐻(𝑋𝐴), то 𝜃(𝑋) = 𝐴. Если |𝑋| ≤ |𝐴|, то
|𝑋 ×𝐴| = |𝐴| и 𝜃 = 𝜋 ∘ 𝑖 ∈ 𝐻(𝑋𝐴), где 𝑖 : 𝐴→ 𝑋 ×𝐴 биекция и 𝜋 : 𝑋 ×𝐴→
𝑋, (𝑥, 𝛼) ↦→ 𝑥 проекция.

(2) Пусть 𝑝 ∈ 𝐻(𝑋𝐴). Покажем, что 𝜃𝑝 ∈ 𝐻(𝑋𝐴) для 𝜃 ∈ 𝑆(𝐴). Так как
(𝜃𝑝)−1(𝑥) = 𝜃(𝑝−1(𝑥)) и |(𝜃𝑝)−1(𝑥)| = |𝑝−1(𝑥)| = |𝐴| для любого 𝑥 ∈ 𝑋, то есть
𝜃𝑝 ∈ 𝐻(𝑋𝐴).

Пусть 𝑞 ∈ 𝐻(𝑋𝐴). Покажем, что 𝑞 = 𝜃𝑝 для некоторого 𝜃 ∈ 𝑆(𝐴). Так
как |𝐴| ≥ |𝑋| и |𝑝−1(𝑥)| = |𝑞−1(𝑥)| = |𝐴| для 𝑥 ∈ 𝑋, то существуют биекции
𝑓, 𝑔 : 𝑋 × 𝐴 → 𝐴, так что 𝜋 = 𝑝 ∘ 𝑓 = 𝑞 ∘ 𝑔, где 𝜋 : 𝑋 × 𝐴 → 𝑋, (𝑥, 𝛼) ↦→ 𝑥
есть проекция. Положим 𝜃 = 𝑔 ∘ 𝑓−1. Тогда 𝜃 ∈ 𝑆(𝐴) и

𝜃𝑝 = 𝑝 ∘ 𝜃−1 = 𝑝 ∘ 𝑓 ∘ 𝑔−1 = 𝜋 ∘ 𝑔−1 = 𝑞.

(3) Пусть 𝑞 ∈ 𝜎𝜏(𝑋𝐴, 𝑝) и 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда supp(𝑞, 𝑝)| < 𝜏 и 𝑝−1(𝑥) ⊂ 𝑞−1(𝑥) ∪
supp(𝑞, 𝑝). Так как |𝑝−1(𝑥)| = |𝐴| и supp(𝑞, 𝑝)| < 𝜏 ≤ |𝐴|, то |𝑞−1(𝑥)| = |𝐴|.

Утверждение 5.2.4. Пусть |𝑋| ≤ |𝐴|, 𝜏 ≤ |𝐴|, 𝑝 ∈ 𝐻(𝑋𝐴), 𝑌 = 𝜎𝜏(𝑋
𝐴, 𝑝).

(1) Пусть 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑌 . Тогда 𝜃(𝑞) = 𝑟 для некоторого 𝜃 ∈ 𝑆(𝐴) и 𝜃(𝑌 ) = 𝑌 .

(2) Пусть 𝛼* /∈ 𝐴, 𝐴* = 𝐴 ∪ {𝛼*} и 𝑥* ∈ 𝑋. Обозначим

𝑝* : 𝐴* → 𝑋, 𝛼 ↦→

{︃
𝑝(𝛼), если 𝛼 ̸= 𝛼*,

𝑥*, если 𝛼 = 𝛼*,

𝑌 * = 𝜎𝜏(𝑋
𝐴*
, 𝑝*). Тогда 𝑝* ∈ 𝐻(𝑋𝐴*

) и существует биекция 𝜓 : 𝐴→ 𝐴*

так что 𝜓(𝑝) = 𝑝* и 𝑌 = 𝜓#(𝑌 *).

Доказательство. Докажем (1). Отображение 𝜃 биекция 𝑋𝐴 на себя, так как
(𝜇, 𝑠) ↦→ 𝜃𝑝 для 𝜇 ∈ 𝑆(𝐴) и 𝑠 ∈ 𝑋𝐴 является действием. Из утверждения
5.2.3 (3) вытекает, что 𝑌 ⊂ 𝐻(𝑋𝐴). Из утверждения 5.2.3 (2) вытекает, что
𝜃𝑞 = 𝑟 для некоторого 𝜃 ∈ 𝑆(𝐴). Из утверждения 5.2.2 (5) вытекает, что
𝜃𝜎𝜏(𝑋

𝐴, 𝑞) = 𝜎𝜏(𝑋
𝐴, 𝑟). Из утверждения 5.2.2 (3) вытекает, что

𝑌 = 𝜎𝜏(𝑋
𝐴, 𝑝) = 𝜎𝜏(𝑋

𝐴, 𝑞) = 𝜎𝜏(𝑋
𝐴, 𝑟).

Следовательно, 𝜃𝑌 = 𝑌 и 𝜃(𝑌 ) = 𝑌 .
Докажем (2). Так как |𝐴| = |𝐴*| и 𝑝−1(𝑥) ⊂ 𝑝*−1(𝑥) для 𝑥 ∈ 𝑋, то 𝑝* ∈

𝐻(𝑋𝐴*
). Так как множество 𝑝−1(𝑥*) бесконечно, то существует биекция 𝜓 :

𝐴 → 𝐴* так что 𝜓(𝛼) = 𝛼 если 𝑝(𝛼) ̸= 𝑥* и 𝜓(𝛼) ∈ 𝑝−1(𝑥*) ∪ {𝛼*} если
𝑝(𝛼) = 𝑥*. По построению, 𝜓#(𝑝*) = 𝑝. Из утверждения 5.2.1 вытекает, что
𝜓#(𝑌 *) = 𝑌
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Далее, 𝑋 есть топологическое пространство с топологией 𝒯 . Пусть 𝜆 ест
кардинал. Обозначим через ℬ𝜆(𝑋𝐴) топологию на 𝑋𝐴, базу которой образуют
множества вида

∏︀
𝛼∈𝐴 𝑈𝛼, где 𝑈𝛼 ∈ 𝒯 для 𝛼 ∈ 𝐴 и |{𝛼 ∈ 𝐴 : 𝑈𝛼 ̸= 𝑋}| < 𝜆.

Назовем топологию ℬ𝜆(𝑋𝐴) 𝜆-ящечной топологией на 𝑋𝐴. 𝜔-ящечная топо-
логия это тихоновская топология на 𝑋𝐴. Если 𝜆 > 𝜏 , то 𝜆-ящечная топология
это ящичная топология на 𝑋𝐴.

Пусть 𝑑 есть ограниченная метрика на 𝑋. Положим

𝜌[𝑋𝐴,𝑑](𝑝, 𝑞) := sup{𝑑(𝑝(𝛼), 𝑞(𝛼)) : 𝛼 ∈ 𝐴}

для 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋𝐴. Функция 𝜌[𝑋𝐴,𝑑] это sup-метрика на 𝑋𝐴.

Утверждение 5.2.5.

(1) Отображение 𝜙# : 𝑋𝐴 → 𝑋𝐵 является гомеоморфизмом относитель-
но 𝜆-ящечных топологий и изометрией относительно sup-метрик.

(2) Для 𝜃 ∈ 𝑆(𝐴), отображение 𝜃 является автогомеоморфизмом про-
странства 𝑋𝐴 с 𝜆-ящечной топологией и изометрией пространства
𝑋𝐴 на себя с sup-метрикой.

Доказательство. Пункт (1) очевиден. Так как 𝜃 = (𝜃−1)#, то из (1) вытекает
(2).

Определение 5.4. Пусть 𝑋 множество, 𝒯 топология на 𝑋, 𝜏 и 𝜆 есть беско-
нечные кардиналы, 𝑑 метрика на 𝑋. Положим

𝐻𝜏(𝑋) := 𝜎𝜏(𝑋
𝐴, 𝑝),

𝐻𝜆
𝜏 (𝑋) := (𝐻𝜏(𝑋), 𝒯 ′),

𝐻𝐵𝜏(𝑋) := 𝐻𝜆
𝜏 (𝑋) если 𝜆 > 𝜏 |𝑋|,

𝐻𝑀𝑑
𝜏 (𝑋) := (𝐻𝜏(𝑋), 𝑑′),

где 𝐴 = 𝑋 × 𝑋 × 𝜏 ; 𝑝 : 𝐴 → 𝑋, (𝑥, 𝑦, 𝛼) ↦→ 𝑥; 𝒯 ′ есть топология на 𝐻𝜏(𝑋),
индуцированная с 𝑋𝐴 с 𝜆-ящечной топологии ℬ𝜆(𝑋𝐴); 𝑑′ есть sup-метрика
𝜌[𝑋𝐴,𝑑], ограниченная на 𝐻𝜏(𝑋).

Если 𝜏 = 𝜔, то |𝐴| = |𝑋| + 𝜔 и |𝐻𝜔(𝑋)| = |𝑋| + 𝜔. Получаем следующее
утверждение.

Предложение 5.2.6. |𝐻𝜔(𝑋)| = |𝑋|+ 𝜔.

Теорема 5.5. Пусть 𝑋 пространство, 𝜏 и 𝜆 бесконечные кардиналы и 𝑌 =
𝐻𝜆
𝜏 (𝑋). Тогда

(1) 𝑋 × 𝑌 гомеоморфно 𝑌 ;
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(2) 𝑌 однородное пространство.

Доказательство. Пусть 𝐴 = 𝑋×𝑋×𝜏 и 𝑝 : 𝐴→ 𝑋, (𝑥, 𝑦, 𝛼) ↦→ 𝑥. Очевидно,
𝑝 ∈ 𝐻(𝑋𝐴). Тогда 𝑌 = 𝜎𝜏(𝑋

𝐴, 𝑝) в 𝜆-ящечной топологией.
Докажем (1). Пусть 𝛼* /∈ 𝐴, 𝐴* = 𝐴 ∪ {𝛼*} и 𝑥* ∈ 𝑋. Обозначим

𝑝* : 𝐴* → 𝑋, 𝛼 ↦→

{︃
𝑝(𝛼), если 𝛼 ̸= 𝛼*,

𝑥*, если 𝛼 = 𝛼*,

𝑌 * = 𝜎𝜏(𝑋
𝐴*
, 𝑝*) в 𝜆-ящечной топологией. Из построения вытекает, что 𝑌 *

гомеоморфно 𝑋 × 𝑌 : 𝑞 ↦→ (𝑞(𝛼*), 𝑞|𝐴). Из утверждения 5.2.4(2) вытекает, что
существует биекция 𝜓 : 𝐴→ 𝐴* так что 𝑌 = 𝜓#(𝑌 *). Из утверждения 5.2.5(1)
вытекает, что 𝜓# есть гомеоморфизм. Следовотельно, 𝑌 гомеоморфно 𝑌 *.

Докажем (2). Пусть 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑌 . Тогда, в силу утверждения 5.2.4(1), 𝜃(𝑞) = 𝑟
для некоторого 𝜃 ∈ 𝑆(𝐴) и 𝜃(𝑌 ) = 𝑌 . Из утверждения 5.2.5(2) вытекает, что
𝜃 есть гомеоморфизм. Следовательно, 𝜈 = 𝜃

⃒⃒⃒
𝑌
∈ Aut(𝑌 ) и 𝑛𝑢(𝑞) = 𝑟.

Так как 𝐻𝐵𝜏(𝑋) = 𝐻𝜆
𝜏 (𝑋) для 𝜆 > 𝜏 |𝐴|, то из теоремы 5.5 вытекает

следующее утверждение.

Теорема 5.6. Пусть 𝑋 пространство, 𝜏 бесконечный кардинал и 𝑌 = 𝐻𝐵𝜏(𝑋).
Тогда

(1) 𝑋 × 𝑌 гомеоморфно 𝑌 ;

(2) 𝑌 однородное пространство.

Теорема 5.7. Пусть 𝑋 метрическое пространство, 𝜏 бесконечный и 𝑌 =
𝐻𝑀𝜏(𝑋). Тогда

(1) 𝑋 × 𝑌 изометрично 𝑌 ;

(2) 𝑌 метрически однородное пространство.

Доказательство. Пусть 𝐴 = 𝑋×𝑋×𝜏 и 𝑝 : 𝐴→ 𝑋, (𝑥, 𝑦, 𝛼) ↦→ 𝑥. Очевидно,
𝑝 ∈ 𝐻(𝑋𝐴). Тогда 𝑌 = 𝜎𝜏(𝑋

𝐴, 𝑝) с sup-метрикой.
Докажем (1). Пусть 𝛼* /∈ 𝐴, 𝐴* = 𝐴 ∪ {𝛼*} и 𝑥* ∈ 𝑋. Обозначим

𝑝* : 𝐴* → 𝑋, 𝛼 ↦→

{︃
𝑝(𝛼), если 𝛼 ̸= 𝛼*,

𝑥*, если 𝛼 = 𝛼*,

𝑌 * = 𝜎𝜏(𝑋
𝐴*
, 𝑝*) с sup-метрикой. Из построения вытекает, что 𝑌 * изометрично

𝑋 × 𝑌 : 𝑞 ↦→ (𝑞(𝛼*), 𝑞|𝐴). Из утверждения 5.2.4(2) вытекает, что существует
биекция 𝜓 : 𝐴 → 𝐴* так что 𝑌 = 𝜓#(𝑌 *). Из утверждения 5.2.5(1) вытекает,
что 𝜓# есть изометрия. Следовотельно, 𝑌 изометрично 𝑌 *.
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Докажем (2). Пусть 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑌 . Тогда, в силу утверждения 5.2.4(1), 𝜃(𝑞) = 𝑟
для некоторого 𝜃 ∈ 𝑆(𝐴) и 𝜃(𝑌 ) = 𝑌 . Из утверждения 5.2.5(2) вытекает, что
𝜃 есть изометрия. Следовательно, 𝜈 = 𝜃

⃒⃒⃒
𝑌
∈ AutM(𝑌 ) и 𝑛𝑢(𝑞) = 𝑟.

Множество 𝐻𝜔(𝑋) это 𝜎-произведение и 𝐻𝜔1
(𝑋) это Σ-произведение. Для

применения теорем сформулируем факты о 𝜎 и Σ произведениях.

Предложение 5.2.7. Пусть 𝒫 есть один из ниже перечисленных классов
пространств:

(1) 𝜎-компактные пространства;

(2) линделефовы Σ-пространства;

(3) 𝒦-аналитические пространства;

(4) пространства, линделефовые в конечных степенях;

(5) пространства, паракомпактные в конечных степенях;

(6) пространства, имеющие в конечных степенях счетную тесноту;

(7) счетные пространства.

Если 𝑋 ∈ 𝒫, то 𝐻𝜔
𝜔 (𝑋) ∈ 𝒫.

Доказательство. Пространство 𝐻𝜔
𝜔 (𝑋) это 𝜎-произведение в 𝑋𝐴 с топологи-

ей тихоновского произведения. Достаточно показать, что для 𝑋 ∈ 𝒫 любое
𝜎-произведение в 𝑋𝐴 принадлежит классу 𝒫 . Утверждения, соответствующие
пунктам (1), (2) и (3), доказаны в [95], (4) — в [111], (5) — в [120] и (6) — в
[121]. Пункт (7) вытекает из |𝐻𝜔

𝜔 (𝑋)| = |𝑋|+ 𝜔.

Утверждение 5.2.8. Пусть 𝒫 класс пространств, для которого выполня-
ются условия:

(1) если 𝑋 ∈ 𝒫, то 𝑋𝜔 ∈ 𝒫;

(2) если 𝑋 ∈ 𝒫 и 𝐹 ⊂ 𝑋 замкнуто, то 𝐹 ∈ 𝒫;

(3) если 𝑋 пространство и 𝑀 ∈ 𝒫 для всех счетных 𝑀 ⊂ 𝑋, то 𝑋 ∈ 𝒫.

Тогда если 𝑋 ∈ 𝒫, то 𝑌 ∈ 𝒫 для Σ-произведение 𝑌 = Σ𝜏(𝑋
𝐴, 𝑝) в 𝑋𝐴 с

топологией тихоновского произведения.

Доказательство. Любое счетное 𝑀 ⊂ 𝑌 лежит в замкнутом подпростран-
стве, гомеоморфном 𝑋𝜔. Из (1) и (2) вытекает, что 𝑀 ∈ 𝒫 . Из (3) вытекает
𝑌 ∈ 𝒫 .
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Предложение 5.2.9. Пусть 𝒫 есть один из ниже перечисленных классов
пространств:

(1) 𝜔-ограниченные пространства;

(2) секвенциально компактные пространства;

(3) тотально счетно компактные пространства;

(4) 𝒫 = {𝑋 : 𝑋 𝑝-компактное пространство}, где 𝑝 ∈ 𝜔*;

(5) 𝒫 = {𝑋 : 𝑋 секвенциально 𝑝-компактное пространство}, где 𝑝 ∈ 𝜔*;

(6) пространства, счетно компактные в счетной степени;

(7) пространства, псевдокомпактные в счетной степени.

Если 𝑋 ∈ 𝒫, то 𝐻𝜔
𝜔1
(𝑋) ∈ 𝒫.

Доказательство. Пространство 𝐻𝜔
𝜔1
(𝑋) это Σ-произведение в 𝑋𝐴 с тополо-

гией тихоновского произведения. Достаточно показать, что для 𝑋 ∈ 𝒫 любое
Σ-произведение в 𝑋𝐴 принадлежит классу 𝒫 . Утверждения, соответствующие
пунктам (1)–(6) вытекают из утверждения 5.2.8. Условие (1) утверждения 5.2.8
(сохранения счетной степенью класса пространств) несложно проверяются и
широко известны для классов пространств из (1)–(6), для пространств из (5)
сохранения счетной степенью вытекает из предложения 5.1.20.

Докажем (7). Пусть 𝑌 = 𝜎𝜔1
(𝑋𝐴, 𝑝) ⊂ 𝑋𝐴 Σ-произведение и (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔

есть счетная последовательность элементов стандартной базы в 𝑋𝐴, 𝑈𝑛 =∏︀
𝛼∈𝐴 𝑈𝑛,𝛼, 𝑆𝑛 = {𝛼 ∈ 𝐴 : 𝑈𝑛,𝛼 ̸= 𝑋}, |𝑆𝑛| < 𝜔 для 𝑛 ∈ 𝜔. Пусть 𝑆 =⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑆𝑛. Тогда |𝑆| ≤ 𝜔 и, так как 𝑋𝑆 псевдокампактно, последовательность

𝑈 ′𝑛 =
∏︀

𝛼∈𝑆 𝑈𝑛,𝛼 имеет предельную точку 𝑞′ в 𝑋𝑆. Определим 𝑞 ∈ 𝑋𝐴:

𝑞(𝛼) =

{︃
𝑞′(𝛼), 𝛼 ∈ 𝑆,
𝑝(𝛼), 𝛼 /∈ 𝑆,

для 𝛼 ∈ 𝐴. Тогда 𝑞 ∈ 𝑌 и 𝑞 есть предельная точка для последовательности
(𝑈𝑛 ∩ 𝑌𝑛)𝑛∈𝜔.

Предложение 5.2.10 (Теорема 6.2 [98]). Пространство 𝑋 является пара-
компактным 𝜎-пространством, если и только если на 𝑋 существует непре-
рывная метрика 𝑑 и в 𝑋 существует сеть, которая является 𝜎-дискретным
семейством в метрическом пространстве (𝑋, 𝑑).

Предложение 5.2.11. Пусть 𝑋 есть паракомпактное 𝜎-пространство, 𝑌 =
𝜎𝜔(𝑋

𝐴, 𝑝) 𝜎-произведение в 𝑋𝐴 с ящечной топологией. Тогда 𝑌 есть пара-
компактное 𝜎-пространство.
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Доказательство. Воспользуемся предложением 5.2.10 и возьмем непрерыв-
ную метрику 𝑑 на 𝑋 и 𝜎-дискретную сеть 𝒩 пространства 𝑋, которая яв-
ляется сетью для метрического пространства (𝑋, 𝑑). Можно считать, что 𝑑
ограниченная метрика. Положим

𝑌𝑛 = {𝑞 ∈ 𝑋𝐴 : | supp(𝑞, 𝑝)| = 𝑛},

𝑌 *𝑛 =
𝑛⋃︁
𝑖=0

𝑌𝑛 = {𝑞 ∈ 𝑋𝐴 : | supp(𝑞, 𝑝)| ≤ 𝑛},

ℒ𝑛 = {
∏︁
𝛼∈𝐴

𝑀𝛼 : 𝐵 = {𝛼 ∈ 𝐴 : 𝑀𝛼 ̸= {𝑝(𝛼)}}, |𝐵| = 𝑛,

𝑀𝛼 ∈ 𝒩 и 𝑝(𝛼) /∈𝑀𝛼 для 𝛼 ∈ 𝐵 }.

для 𝑛 ∈ 𝜔. Положим

𝜌 = 𝜌[𝑋𝐴,𝑑], ℒ =
⋃︁
𝑛∈𝜔
ℒ𝑛.

Ясно, ℒ𝑛 является 𝜎-дискретной сетью в 𝑌𝑛. Метрика 𝜌 непрерывна в ящечной
топологии, 𝑌 =

⋃︀
𝑛∈𝜔 𝑌𝑛 =

⋃︀
𝑛∈𝜔 𝑌

*
𝑛 , множество 𝑌 *𝑛 замкнуто в (𝑌, 𝜌), поэтому

множество 𝑌𝑛 типа 𝐹𝜎 в 𝑌 . Следовательно, ℒ есть 𝜎-дискретная сеть в 𝑌 и ℒ
является сетью в (𝑌, 𝜌).

Предложение 5.2.12. Пусть 𝒫 есть один из ниже перечисленных классов
пространств:

(1) кружевные пространства;

(2) паракомпактные 𝜎-пространства.

Если 𝑋 ∈ 𝒫, то 𝐻𝐵𝜔(𝑋) ∈ 𝒫.

Доказательство. Пространство 𝐻𝐵𝜔(𝑋) это 𝜎-произведение в 𝑋𝐴 с топо-
логией ящечного произведения. Достаточно показать, что для 𝑋 ∈ 𝒫 любое
𝜎-произведение в𝑋𝐴 с топологией ящечного произведения принадлежит клас-
су 𝒫 . Утверждение, соответствующие пункту (1), доказаны в [107]. Пункт (2)
вытекает из предложения 5.2.11.

Из теорем 5.5, 5.6 и 5.7 и предложений 5.2.7, 5.2.9 и 5.2.12 вытекает следу-
ющее утверждение.

Теорема 5.8. Пусть 𝒫 есть один из ниже перечисленных классов пространств:

(1) 𝜎-компактные пространства;

(2) линделефовы Σ-пространства;
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(3) 𝒦-аналитические пространства;

(4) пространства, линделефовые в конечных степенях;

(5) пространства, паракомпактные в конечных степенях;

(6) пространства, имеющие в конечных степенях счетную тесноту;

(7) счетные пространства;

(8) 𝜔-ограниченные пространства;

(9) секвенциально компактные пространства;

(10) тотально счетно компактные пространства;

(11) 𝒫 = {𝑋 : 𝑋 𝑝-компактное пространство}, где 𝑝 ∈ 𝜔*;

(12) 𝒫 = {𝑋 : 𝑋 секвенциально 𝑝-компактное пространство}, где 𝑝 ∈ 𝜔*;

(13) пространства, счетно компактные в счетной степени;

(14) пространства, псевдокомпактные в счетной степени;

(15) метризуемые пространства;

(16) кружевные пространства;

(17) паракомпактные 𝜎-пространства.

Если 𝑋 ∈ 𝒫, то существует такое однородное пространство 𝑌 ∈ 𝒫, так
что 𝑋 × 𝑌 гомеоморфно 𝑌 .

Следствие 5.9. Пусть 𝑋 компактное пространство и 𝒫 есть один из ниже
перечисленных классов пространств:

(1) 𝜎-компактные пространства;

(2) счетно компактное пространства.

Существует пространство 𝑌 ∈ 𝒫, так что 𝑋 × 𝑌 однородно.

Моторов [80] построил метризуемый компакт 𝑋, так что 𝑋 × 𝑌 не одно-
родно для любого компакта 𝑌 . Этот пример показывает, что условия (1) и (2)
в следствии 5.9 нельзя объединить.

Следствие 5.10. Пусть 𝑋 сепарабельное метризуемое пространство и 𝒫
есть один из ниже перечисленных классов пространств:

(1) линделефовы Σ-пространства;
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(2) метризуемые пространства.

Существует пространство 𝑌 ∈ 𝒫, так что 𝑋 × 𝑌 однородно.

Предложение 5.2.13. Пусть 𝑋 сильно жесткое пространство, 𝑋 ⊂ 𝑌 ,
пространство 𝑌 однородно и 𝑋 является ретрактом 𝑌 . Тогда 𝑠(𝑌 ) ≥ |𝑋|.

Доказательство. Пусть 𝑟 : 𝑌 → 𝑌 есть непрерывная ретракция такая что
𝑟(𝑌 ) = 𝑋. Пусть 𝑦* ∈ 𝑌 . Для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 зафиксируем автогомеоморфизм
𝑓𝑥 : 𝑌 → 𝑌 , так что 𝑓𝑥(𝑥) = 𝑦*. Пусть 𝜃 : 𝑋 → 𝑋 есть такое иньективное
отображение, что 𝜃(𝑥) ̸= 𝑥 для 𝑥 ∈ 𝑋. Положим 𝜉(𝑥) = 𝑓𝑥(𝜃(𝑥)) для 𝑥 ∈ 𝑋.

Лемма. (1) 𝜉(𝑥) ̸= 𝜉(𝑦) для различных 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋; (2) множество {𝜉(𝑥) : 𝑥 ∈
𝑋} дискретно.

Доказательство. (1) От противного, предположим 𝜉(𝑥) = 𝜉(𝑦) для некото-
рых различных 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Положим

ℎ = 𝑟 ∘ 𝑓−1𝑥 ∘ 𝑓𝑦
⃒⃒
𝑋
: 𝑋 → 𝑋.

Тогда ℎ(𝑦) = 𝑥 ̸= 𝑦. Так как 𝑋 сильно жесткое пространство и ℎ ̸= id𝑋 , то
ℎ(𝑋) = {𝑥}. Так как

𝑓𝑥(𝜃(𝑥)) = 𝜉(𝑥) = 𝜉(𝑦) = 𝑓𝑦(𝜃(𝑦)),

то

𝑥 = ℎ(𝜃(𝑦)) = 𝑟(𝑓−1𝑥 (𝑓𝑦(𝜃(𝑦)))) = 𝑟(𝑓−1𝑥 (𝑓𝑥(𝜃(𝑥)))) = 𝑟(𝜃(𝑥)) = 𝜃(𝑥).

Противоречие с 𝜃(𝑥) ̸= 𝑥.
(2) От противного. Тогда существует такое 𝑦 ∈ 𝑋, так что 𝜉(𝑦) ∈ 𝑀 ,

где 𝑀 = {𝜉(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦}. Положим 𝑞 = 𝑟 ∘ 𝑓−1𝑦 . Тогда 𝑞(𝑦*) = 𝑦

и 𝑞(𝜉(𝑦)) = 𝜃(𝑦) ̸= 𝑦. Так как отображение 𝑞 непрерывно и 𝜉(𝑦) ∈ 𝑀 , то
𝑞(𝜉(𝑥)) ̸= 𝑦 для некоторого 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦. Положим

ℎ = 𝑞 ∘ 𝑓𝑥|𝑋 : 𝑋 → 𝑋.

Тогда ℎ(𝑥) = 𝑞(𝑓𝑥(𝑥)) = 𝑞(𝑦*) = 𝑦 и ℎ(𝜃(𝑥)) = 𝑞(𝜉(𝑥)) ̸= 𝑦. Так как про-
странство 𝑋 сильно жесткое и ℎ(𝑥) = 𝑦 ̸= 𝑥, то ℎ ̸= id𝑋 и, следовательно,
ℎ(𝑋) = {𝑦}. Противоречие с тем, что ℎ(𝜃(𝑥)) ̸= 𝑦.

Из пункта (2) леммы вытекает, что 𝑠(𝑌 ) ≥ |𝑋|.

Следствие 5.11. Пусть 𝑋 и 𝑌 сепарабельные метризуемые пространства
и 𝑋 сильно жесткое пространство. Тогда пространство 𝑋×𝑌 не однородно.
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Пример 5.12. В [138] построено сепарабельное метризуемое сильно жесткое
пространство 𝑋.

Из следствия 5.11 вытекает, что если 𝑌 сепарабельное метрической про-
странство, то 𝑋 × 𝑌 не однородное пространство.

Этот пример показывает, что условия (1) и (2) в следствии 5.10 нельзя
объединить.

Предложение 5.2.14. Для любого 𝑝 ∈ 𝜔* существуют экстремально несвяз-
ные пространства 𝑋 и 𝑌 так что 𝑋 𝑝-компактно, 𝑌 секвенциально 𝑞-
компактно для некоторого 𝑞 ∈ 𝜔* и 𝑋 × 𝑌 не псевдокомпактно.

Доказательство. Пусть 𝑋 есть наименьшее 𝑝-компактное подпространство
𝛽𝜔, содержащие 𝜔. Тогда |𝑋| ≤ 2𝜔. Положим 𝑌 = 𝜔∪(𝛽𝜔∖𝑋). Так как𝑋∩𝑌 =
𝜔 то 𝑋×𝑌 не псевдокомпатно. Так как |𝛽𝜔∖𝑌 | ≤ |𝑋| ≤ 2𝜔 то из предложения
5.1.21 вытекает что 𝑌 секвенциально 𝑞-компактно для некоторого 𝑞 ∈ 𝜔*.

Теорема 5.13. Для любого 𝑝 ∈ 𝜔* существуют однородные пространства 𝑋
и 𝑌 так что 𝑋 𝑝-компактно, 𝑌 секвенциально 𝑞-компактно для некоторого
𝑞 ∈ 𝜔* и 𝑋 × 𝑌 не псевдокомпактно. Пространство 𝑋𝜏 счетно компактно
для любого 𝜏 и 𝑌 𝜔 счетно компактно.

Доказательство. В силу предложения 5.2.14, существуют экстремально несвяз-
ные пространства𝑋 ′ и 𝑌 ′ так что𝑋 ′ 𝑝-компактно, 𝑌 ′ секвенциально 𝑞-компактно
для некоторого 𝑞 ∈ 𝜔* и 𝑋 ′×𝑌 ′ не псевдокомпактно. Положим 𝑋 = 𝐻𝜔

𝜔1
(𝑋 ′),

𝑌 = 𝐻𝜔
𝜔1
(𝑌 ′). Из теоремы 5.5 вытекает что 𝑋, 𝑌 однородные пространства

и 𝑋 × 𝑌 непрерывно отображается на 𝑋 ′ × 𝑌 ′. Следовательно, 𝑋 × 𝑌 не
псевдокомпактно. Из предложения 5.2.9 вытекает что 𝑋 𝑝-компактно и 𝑌
секвенциально 𝑞-компактно. Из предложения 5.1.20 вытекает что 𝑌 𝜔 счетно
компактно.

Однородные подпространства произведений пространств

Теорема 5.14. Пусть 𝑋 однородное 𝛽𝜔 пространство. Тогда любое ком-
пактное подпространство 𝑋 конечно.

Доказательство. Предположим противное, то есть что 𝑋 содержит некото-
рое бесконечное компактное подпространство. Из предложения 5.1.7 вытекает
что sp𝑘(𝑥,𝑋) = 𝜔* для каждого 𝑥 ∈ 𝑋. Противоречие с предложениями 5.1.9
и 5.1.12.

Следствие 5.15. Пусть 𝑋 однородное экстемально несвязное простран-
ство. Тогда любое компактное подпространство 𝑋 конечно.

Следствие 5.15 также вытекает из Теоремы 2(c) из [103].
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Теорема 5.16. (CH) Пусть 𝑌 𝛽𝜔 пространство, 𝑋 ⊂ 𝑌 𝜔 однородное про-
странство. Тогда любое компактное подпространство 𝑋 метризуемо.

Доказательство. Предположим противное, то есть что 𝑋 содержит некото-
рое не метризуемое компактное подпространство 𝐾. Из утверждения 5.1.14
вытекает что существует 𝜁 = (𝑧𝑚)𝑚∈𝜔 ∈ s𝑑𝑘(𝑋) так что 𝜁 гомеоморфно 𝛽𝜔.
Пусть 𝑧 ∈ 𝑋. Для каждого 𝑝 ∈ 𝜔* зафиксируем 𝑓𝑝 ∈ Aut(𝑋), для которого
𝑓𝑝(lim𝑝 𝜁) = 𝑧.

В силу предложения 5.1.13 существует 𝐶 ⊂ 𝜔*, |𝐶| = 22
𝜔 , состоящее из по-

парно несравнимых относительно порядка Кейслера-Рудин селективных уль-
трафильтров.

В силу утверждения 5.1.15, для каждого 𝑝 ∈ 𝐶 существует𝑚𝑝 ∈ 𝜔 и𝑁𝑝 ∈ 𝑝
так что множество {𝜋𝑚𝑝

(𝑧𝑛) : 𝑛 ∈ 𝑁𝑝} дискретно и 𝜋𝑚𝑝
(𝑥𝑗) ̸= 𝜋𝑚𝑝

(𝑥𝑖) для
различных 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁𝑝. Так как |𝐶| > 𝜔 то существуют различные 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐶 так
что 𝑚 = 𝑚𝑝 = 𝑚𝑞. Тогда 𝑝, 𝑞 ∈ sp𝑘(𝜋𝑚(𝑧), 𝑋). Противоречие с предложением
5.1.9.

Следствие 5.17. (CH) Пусть 𝑌 𝛽𝜔 пространство, 𝑋 ⊂ 𝑌 𝜔 однородное ком-
пактное пространство. Тогда 𝑋 метризуемо.

Теорема 5.18. (CH) Пусть 𝑌 𝛽𝜔 пространство, 𝑛 ∈ 𝜔, 𝑋 ⊂ 𝑌 𝑛 однородное
пространство. Тогда любое компактное подпространство 𝑋 конечно.

Доказательство. Пусть 𝐾 ⊂ 𝑋 компакт. Из теоремы 5.16 вытекает что 𝐾
метризукемо. Так как метризуемые компакты в 𝛽𝜔 пространствах конечны, то
проекция 𝐾 на любой сомножитель в 𝑌 𝑛 конечна. Следовательно, 𝐾 конечно.

Вопрос 5.19. Можно ли доказать теоремы 5.16 и 5.18 наивно. Что если до-
полнительно предположить, что 𝑌 F-пространство (ED пространство)?

Ниже мы будем считать, что натуральное число есть совокупность чисел,
которые меньше него.

Пусть 𝑋 ⊂ 𝑌 𝑛, где 𝑋, 𝑌 множества и 𝑘, 𝑛 ∈ 𝜔. Будем писать dim𝑝(𝑋) ≥ 𝑘
если существует 𝑀 ⊂ 𝑛, |𝑀 | = 𝑘, (𝑥𝑖)𝑖∈𝜔 ⊂ 𝑋 так что 𝜋𝑚(𝑥𝑖) ̸= 𝜋𝑚(𝑥𝑗) для
𝑚 ∈𝑀 и различных 𝑖, 𝑗 ∈ 𝜔. Положим

dim𝑝(𝑋) = max{𝑚 : dim𝑝(𝑋) ≥ 𝑚}

Обозначим через 𝒮(𝑌, 𝑛, 𝑘) семейство множеств вида {𝑝} × 𝑌 𝑀 , где 𝑀 ⊂ 𝑛,
|𝑀 | = 𝑘 и 𝑝 ∈ 𝑌 𝑛∖𝑀 . Обозначим

𝒮*(𝑌, 𝑛, 𝑘) = {
⋃︁

𝛾 : 𝛾 ⊂ 𝒮(𝑌, 𝑛, 𝑘), |𝛾| < 𝜔}
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Пусть 𝑞 ∈ 𝑌 𝑛. Обозначим

𝒮𝑞(𝑌, 𝑛, 𝑘) = {{𝑞 ↾𝑛∖𝑀} × 𝑌 𝑀 : 𝑀 ⊂ 𝑛, |𝑀 | = 𝑘}
𝒮*𝑞 (𝑌, 𝑛, 𝑘) =

⋃︁
𝒮𝑞(𝑌, 𝑛, 𝑘)

Утверждение 5.2.15. Пусть 𝑌 бесконечное множества, 𝑛 ∈ 𝜔, 𝑘 ≤ 𝑛 и
𝑋 ⊂ 𝑌 𝑛.

(1) Если 𝑍 ⊂ 𝑋, то dim𝑝(𝑍) ≤ dim𝑝(𝑋).

(2) Если 𝑋1, 𝑋2 ⊂ 𝑌 𝑛 и 𝑋 = 𝑋1∩𝑋2, то dim𝑝(𝑋) = max(dim𝑝(𝑋1), dim𝑝(𝑋2)).

(3) dim𝑝(𝑍) = 𝑘 для всех 𝑍 ∈ 𝒮*(𝑌, 𝑛, 𝑘).

(4) Пусть 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑌 𝑛. 𝑞 ∈ 𝒮𝑟(𝑌, 𝑛, 𝑘) если и только если |{𝑖 < 𝑛 : 𝜋𝑖(𝑞) ̸=
𝜋𝑖(𝑟)}| ≤ 𝑘.

(5) dim𝑝(𝑋) ≤ 𝑘 если и только если 𝑋 ⊂𝑀 для некоторого𝑀 ∈ 𝒮*(𝑌, 𝑛, 𝑘).

(6) Пусть 𝑌 пространство. Если 𝑞 ∈ 𝑋, dim𝑝(𝑋) ≤ 𝑘, то 𝑞 ∈ int𝑋(𝑋 ∩
𝒮*𝑞 (𝑌, 𝑛, 𝑘)).

Доказательство. (1) Очевидно. (2) Если dim𝑝(𝑋) ≥ 𝑘 то из определения
вытекает, что либо dim𝑝(𝑋1) ≥ 𝑘 либо dim𝑝(𝑋2) ≥ 𝑘. (3) Очевидно, dim𝑝(𝑄) =
𝑘 для 𝑄 ∈ 𝒮(𝑌, 𝑛, 𝑘). Далее применяем (2). (4) Вытекает из определений.

Докажем (5). Из (1) и (3) вытекает, что если 𝑋 ⊂ 𝑀 для некоторо-
го 𝑀 ∈ 𝒮*(𝑌, 𝑛, 𝑘) то dim𝑝(𝑋) ≤ 𝑘. Докажем, что если dim𝑝(𝑋) ≤ 𝑘 то
𝑋 ⊂ 𝑀 для некоторого 𝑀 ∈ 𝒮*(𝑌, 𝑛, 𝑘). Предположим противное. Построим
индукцией по 𝑛 последовательность (𝑞𝑛)𝑛∈𝜔 ⊂ 𝑋. Возмем 𝑞0 ∈ 𝑋. Предпо-
ложим, построены 𝑞0, ..., 𝑞𝑛−1 ∈ 𝑋. Возмем 𝑞𝑛 ∈ 𝑋 ∖

⋃︀𝑛−1
𝑖=0 𝒮*𝑞𝑖(𝑌, 𝑛, 𝑘). Тогда

для 𝑚,𝑛 ∈ 𝜔 выполняется 𝑞𝑚 /∈ 𝒮*𝑞𝑛(𝑌, 𝑛, 𝑘). Из (4) вытекает |𝑀𝑛,𝑚| > 𝑘 где
𝑀𝑛,𝑚 = {𝑖 < 𝑛 : 𝜋𝑖(𝑞𝑛) ̸= 𝜋𝑚}. Пусть ℳ семейство конечных подмножеств
𝑛. Раскрасим полный граф над 𝜔 элементами ℳ. Поставим в соответствие
ребру {𝑛,𝑚} множество 𝑀𝑛,𝑚. Из теоремы Рамсея вытекает, что существует
бесконечное 𝑀 ⊂ 𝜔 так что 𝑀 = 𝑀𝑛,𝑚 = 𝑀𝑛′,𝑚′ для 𝑛,𝑚, 𝑛′𝑚′ ∈ 𝜔, 𝑛 ̸= 𝑚 и
𝑛′ ̸= 𝑚′. Из определения вытекает dim𝑝(𝑋) ≤ |𝑀 | > 𝑘.

Докажем (6). Из (5) вытекает что существует конечное 𝛾 ⊂ 𝒮(𝑌, 𝑛, 𝑘) так
что 𝑋 ⊂

⋂︀
𝛾. Так как 𝛾 состоит из замкнутые множеств, то 𝑥 ∈ int𝑋(𝑋∩

⋂︀
𝛾1)

и 𝑥 /∈ 𝑋 ∩
⋂︀
𝛾1 где 𝛾1 = {𝐹 ∈ 𝛾 : 𝑞 ∈ 𝐹} и 𝛾1 = {𝐹 ∈ 𝛾 : 𝑞 /∈ 𝐹}. Так как

𝛾1 ⊂ 𝒮𝑞(𝑌, 𝑛, 𝑘) то 𝑞 ∈ int𝑋(𝑋 ∩ 𝒮*𝑞 (𝑌, 𝑛, 𝑘)).

Предложение 5.2.16. Пусть 𝑌 𝐹 -пространство, 𝑛 ∈ 𝜔, 𝑛 > 1, 𝑋 ⊂ 𝑌 𝑛

однородное пространство. Тогда dim𝑝(𝐾) < 𝑛 − 1 для любое компактного
подпространства 𝐾 ⊂ 𝑋.
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Доказательство. Предположим противное. Тогда dim𝑝(𝐾) ≥ 𝑛 − 1. Суще-
ствует 𝑀 ⊂ 𝑛, |𝑀 | = 𝑛 − 1, 𝜁 = (𝑥𝑖)𝑖∈𝜔 ⊂ 𝐾 так что 𝜋𝑚(𝑥𝑖) ̸= 𝜋𝑚(𝑥𝑗) для
𝑚 ∈ 𝑀 . Без ограничение общности будем считать, что 𝑀 = {1, 2, ..., 𝑛 − 1}.
Если необходимо, переходя к подпоследовательностям, можно считать, что
𝜁𝑖 = (𝜋𝑖(𝑥𝑗))𝑗∈𝜔 дискретна и 𝜁𝑖 ∈ s𝑑𝑘(𝑋) для 𝑖 > 0. Из предложения 5.1.12
вытекает, что существуют три weak 𝑃 ультрафильтра 𝑝, 𝑞, 𝑟, попарно несрав-
нимых в порядке Рудин-Кейслер. Пусть 𝑥 = lim𝑝 𝜁 = (𝑥0, ..., 𝑥𝑛−1). Из пред-
ложения 5.1.7 вытекает, что sp𝑘(𝑥,𝑋) = 𝜔*. Существуют 𝜉 = (𝑢𝑛)𝑛∈𝜔, 𝜌 =
(𝑣𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ s𝑑𝑘(𝑋) так что 𝑥 = lim𝑞 𝜉 = lim𝑟 𝜌. Из предложения 5.1.11 вытекает,
что для 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 − 1 выполнятся 𝑀𝑖 = {𝑛 ∈ 𝜔 : 𝜋𝑖(𝑢𝑛) = 𝑥𝑖} ∈ 𝑞 и
𝑁𝑖 = {𝑛 ∈ 𝜔 : 𝜋𝑖(𝑣𝑛) = 𝑥𝑖} ∈ 𝑟. Положим 𝑀 =

⋂︀𝑛−1
𝑖=1 𝑀𝑖 и 𝑁 =

⋂︀𝑛−1
𝑖=1 𝑁𝑖. Тогда

𝑀 ∈ 𝑞,𝑁 ∈ 𝑟 и {𝑢𝑛 :∈ 𝑀} ⊂ 𝐹 и {𝑣𝑛 :∈ 𝑁} ⊂ 𝐹 , где 𝐹 = {(𝑤, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛−1 :
𝑤 ∈ 𝑌 }. Пространство 𝐹 гомеоморфно 𝑌 и 𝑞, 𝑟 ∈ sp𝑘(𝑥, 𝐹 ). Противоречие с
предложением 5.1.9.

Предложение 5.2.17. Пусть 𝑌 𝛽𝜔 пространство, 𝑛 ∈ 𝜔, 𝑋 ⊂ 𝑌 𝑛 однород-
ное пространство. Тогда dim𝑝(𝐾) > 1 для любого бесконечного компактного
подпространства 𝐾 ⊂ 𝑋.

Доказательство. Предположим противное, то есть 𝑋 содержит бесконечный
компакт и dim𝑝(𝐾) ≤ 1 для любого компактного подпространства 𝐾 ⊂ 𝑋.
Пусть 𝑞 ∈ 𝑋. Из предложения 5.1.7 вытекает что sp𝑘(𝑞,𝑋) = 𝜔*. Из пред-
ложения 5.1.12 вытекает, что существует 𝑛+ 1 попарно несравнимых ультра-
фильтров 𝑟0, 𝑟1, ..., 𝑟𝑛 ∈ 𝜔*. Для 𝑖 < 𝑛 + 1 возмем 𝜁𝑖 = (𝑥𝑖,𝑘)𝑘∈∈𝜔 ∈ s𝑑𝑘(𝑋) так
что 𝑞 = lim𝑟𝑖 𝜁𝑖. Пусть 𝐾 =

⋃︀𝑛
𝑖=0 𝜁𝑖. Тогда dim𝑝𝐾 = 1. Пусть 𝒮𝑞(𝑋.𝑛, 1) =

{𝐹0, 𝐹1, ..., 𝐹𝑛−1}. Из утверждения 5.2.15(6) вытекает, что если 𝑖 ≤ 𝑛 то {𝑘 ∈
𝜔 : 𝑥𝑖,𝑘 ∈ 𝐹𝑚𝑖

} ∈ 𝜁𝑖 для некоторого 𝑚𝑖 < 𝑛. Тогда 𝑚 = 𝑚𝑖 = 𝑚𝑗 для неко-
торых 𝑖 < 𝑗 < 𝑛. Получаем 𝑟𝑖, 𝑟𝑗 ∈ sp𝑘(𝑞, 𝐹𝑚). Так как 𝐹𝑚 гомеоморфно
𝑌 и является 𝛽𝜔 пространством, то получаем противоречие с предложением
5.1.9.

Теорема 5.20. Пусть 𝑌 F-пространство, 𝑋 ⊂ 𝑌 3 однородное простран-
ство. Тогда любое компактное подпространство 𝑋 конечно.

Доказательство. Предположим противное, то есть 𝑋 содержит некоторый
бесконечный компакт𝐾. Из предложения 5.2.16 вытекает что dim𝑝𝐾 < 3−1 =
2. Из предложения 5.2.17 вытекает что dim𝑝𝐾 > 1.

Вопрос 5.21. Пусть 𝑌 F-пространство, 𝑋 ⊂ 𝑌 4 однородное пространство.
Верно ли что любое компактное подпространство 𝑋 конечно?

Предложение 5.2.18. Пусть 𝑌 пространство, 𝑛 ∈ 𝜔, 𝑋 ⊂ 𝑌 𝑛 нульмерное
однородное компактное подпространство, 𝑘 = dim𝑝𝑋. Тогда существует
конечное пространство 𝑍, так что 𝑋 вкладывается в 𝑍 × 𝑌 𝑘 и (𝑍 × 𝑌 )𝑘.
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Доказательство. Из утверждения 5.2.15(5) вытекает, что 𝑋 ⊂
⋃︀
𝛾 для неко-

торого конечного 𝛾 ⊂ 𝒮(𝑌, 𝑛, 𝑘). Так как 𝒮(𝑌, 𝑛, 𝑘) состоит из замкнутых
подмножеств, то int𝑋(𝑋 ∩𝐹 ) ̸= ∅ для некоторого 𝐹 ∈ 𝛾. Так как 𝑋 однород-
ный нульмерный компакт, то существует конечное разбиение 𝜆 пространства
𝑋 на открыто замкнутые подмножество, так что каждое 𝑈 ∈ 𝜆 вкладывается
в int𝑋(𝑋 ∩𝐹 ) ⊂ 𝐹 . Так как 𝐹 гомеоморфно 𝑌 𝑘 то 𝑋 вкладывается в 𝑍 × 𝑌 𝑘,
где 𝑍 дискретное конечное пространство, |𝑍| = |𝛾|.

Теорема 5.22. Пусть 𝑌 нульмерное F-пространство, 𝑛 ∈ 𝜔, 𝑋 ⊂ 𝑌 𝑛 одно-
родное компактное пространство. Тогда 𝑋 конечно.

Доказательство. Предположим противное, 𝑋 бесконечно. Можно считать
что 𝑛 это наименьшее из натуральных чисел 𝑚, для которых 𝑋 вкладыва-
ется в 𝑄𝑚 для некоторого 𝐹 -пространства 𝑄. Так как 𝑋 нульмерно, то из
предложения 5.2.18 вытекает, что dim𝑝𝑋 = 𝑛. Противоречие с предложением
5.2.16.

Максимально однородные пространства

Для пространства 𝑋 будем обозначать через Aut(𝑋) группу автогомео-
морфизмов пространства 𝑋. Обозначим

𝐻(𝑋) = {𝑔(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑔 ∈ Aut(𝛽𝑋)}

Из определений непосредственно вытекает

Утверждение 5.2.19. Если 𝑋 пространство, то 𝐻(𝐻(𝑋)) = 𝐻(𝑋). Если
𝑋 однородное пространство, то 𝐻(𝑋) однородное пространство.

Определение 5.23. Пространство 𝑋 назовем максимально однородным если
𝑋 однородное пространство и 𝐻(𝑋) = 𝑋.

Из определений непосредственно вытекает

Утверждение 5.2.20. Если 𝑋 однородное пространство, то 𝐻(𝑋) макси-
мально однородное пространство.

Утверждение 5.2.21. Пусть 𝑋 экстремально несвязное пространство, 𝑈, 𝑉 ⊂
𝑋 непустые открытые не пересекающие подмножества 𝑋, 𝑓 : 𝑈 → 𝑉
гомеоморфизм. Тогда существует 𝑓 ∈ Aut(𝛽𝑋), для которого 𝑓 ↾𝑈= 𝑓 ,
𝑓 ↾𝑉= 𝑓−1 и 𝑓 ↾𝑆= id𝑆 где 𝑆 = 𝛽𝑋 ∖ (𝑈 ∩ 𝑉 ).

Доказательство. Положим 𝑊 = 𝑈 ∪ 𝑉 . Определим гомеоморфизм 𝑔 : 𝑊 →
𝑊 ,

𝑔(𝑥) =

{︃
𝑓(𝑥) если 𝑥 ∈ 𝑈
𝑓−1(𝑥) если 𝑥 ∈ 𝑉
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Пусть 𝑔 : 𝛽𝑊 → 𝛽𝑊 есть продолжение 𝑔. Определим гомеоморфизм 𝑓 :
𝛽𝑋 → 𝛽𝑋,

𝑓(𝑥) =

{︃
𝑔(𝑥) если 𝑥 ∈ 𝛽𝑊
𝑥 если 𝑥 ∈ 𝛽𝑋 ∖ 𝛽𝑊

Из утверждения 5.2.21 вытекает

Следствие 5.24. Пусть 𝑋 максимально однородное экстремально несвязное
пространство, 𝑈, 𝑉 ⊂ 𝑋 непустые открытые не пересекающие подмноже-
ства 𝑋, 𝑓 : 𝑈 → 𝑉 гомеоморфизм. Тогда существует 𝑓 ∈ Aut(𝑋), для
которого 𝑓 ↾𝑈= 𝑓 , 𝑓 ↾𝑉= 𝑓−1 и 𝑓 ↾𝑆= id𝑆 где 𝑆 = 𝑋 ∖ (𝑈 ∩ 𝑉 ).

Утверждение 5.2.22. Пусть 𝑋 максимально однородное не дискретное экс-
тремально несвязное пространство. Пусть (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔, (𝑦𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ s𝑑(𝑋). Тогда
существует 𝑓 ∈ Aut(𝑋) так что 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑦𝑛 для всех 𝑛 ∈ 𝜔.

Доказательство. Существует открыто замкнутое непустое 𝑂 ⊂ 𝑋 так что

𝑂 ∩ (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 = 𝑂 ∩ (𝑦𝑛)𝑛∈𝜔 = ∅

Возьмем (𝑧𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ s𝑑(𝑋) так что (𝑧𝑛)𝑛∈𝜔 ⊂ 𝑂.
Покажем что существует 𝑔 ∈ Aut(𝑋) так что 𝑔(𝑥𝑛) = 𝑧𝑛 для всех 𝑛 ∈ 𝜔.

Для каждого 𝑛 ∈ 𝜔 возмем 𝑔𝑛 ∈ Aut(𝑋) так что 𝑔𝑛(𝑥𝑛) = 𝑧𝑛. Существуют
(𝑈𝑛)𝑛∈𝜔, (𝑉𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ O𝑑(𝑋) так что 𝑔𝑛(𝑈𝑛) = 𝑉𝑛, 𝑥𝑛 ∈ 𝑈𝑛 ⊂ 𝑋 ∖𝑊 , 𝑧𝑛 ∈ 𝑉𝑛 ⊂
𝑊 для каждого 𝑛 ∈ 𝜔. Положим 𝑈 =

⋃︀
𝑛∈𝜔 𝑈𝑛, 𝑉 =

⋃︀
𝑉𝑛∈𝜔 𝑈𝑛. Определим

гомеоморфизм 𝑔′ : 𝑈 → 𝑉 , 𝑔′(𝑥) = 𝑔𝑛(𝑥) если 𝑥 ∈ 𝑈𝑛 для некоторого 𝑛 ∈ 𝜔. Из
следствия 5.24 вытекает, что существует 𝑔 ∈ Aut(𝑋), для которого 𝑔 ↾𝑈= 𝑔′,
𝑔 ↾𝑉= 𝑔′−1 и 𝑔 ↾𝑆= id𝑆 где 𝑆 = 𝑋 ∖ (𝑈 ∩ 𝑉 ).

Аналогично доказывается, что существует ℎ ∈ Aut(𝑋) так что ℎ(𝑦𝑛) = 𝑧𝑛
для всех 𝑛 ∈ 𝜔. Положим 𝑓 = ℎ−1 ∘ 𝑔.

Следствие 5.25. Пусть 𝑋 максимально однородное экстремально несвязное
пространство. Тогда 𝑢(𝜁) = 𝑢(𝜌) для всех 𝜁, 𝜌 ∈ s𝑑(𝑋).

Предложение 5.2.23. Пусть 𝑋 максимально однородное экстремально несвяз-
ное пространство и содержит некоторое счетное дискретное не замкнутое
подпространство. Тогда 𝑋 дискретно 𝑝-компактно для некоторого свобод-
ного ультрафильтра 𝑝 ∈ 𝜔*.

Доказательство. Пусть 𝜁 ∈ s𝑑(𝑋) дискретная не замкнутая последователь-
ность. Тогда 𝑢(𝜁) ̸= ∅. Возьмем 𝑝 ∈ 𝑢(𝜁). Покажем что 𝑋 дискретно 𝑝-
компактно. Если 𝜌 ∈ s𝑑(𝑋) то из следствия 5.25 вытекает что 𝑢(𝜌) = 𝑢(𝜁) ∋ 𝑝.
Следовательно в 𝑋 есть 𝑝-предел 𝜌.
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Из предложений 5.2.23 и 5.1.20 вытекает

Следствие 5.26. Пусть 𝑋 счетно компактное максимально однородное экс-
тремально несвязное пространство. Тогда 𝑋𝜔 счетно компактно.

Лемма 5.2.24. Пусть 𝑋 экстремально несвязное пространство и 𝑋 не яв-
ляется 𝑃 -пространством. Тогда существут точка 𝑥* ∈ 𝑋 и (𝑂𝑛)𝑛∈𝜔 ∈
O(𝑋), так что 𝑂𝑛 открыто замкнуто, 𝑥* ∈ 𝑂𝑛+1 ⊂ 𝑂𝑛 для 𝑛 ∈ 𝜔 и мно-
жество

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑂𝑛 нигде не плотно в 𝑋.

Доказательство. Cуществут точка 𝑥* ∈ 𝑋 и (𝑈𝑛)𝑛∈𝜔O(𝑋), так что 𝑥* ∈
𝑈𝑛+1 ⊂⊂ 𝑂𝑛, 𝑈𝑛 открыто замкнуто для 𝑛 ∈ 𝜔 и 𝑥* /∈ int(𝐹 ) где 𝐹 =

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑂𝑛.

Множество 𝐹 замкнуто и так как 𝑋 экстремально несвязное пространство то
int(𝐹 ) открыто замкнутое множество. Положим 𝑂𝑛 = 𝑈𝑛 ∖ int(𝐹 ).

Предложение 5.2.25. Пусть 𝑋 максимально однородное экстремально несвяз-
ное пространство и 𝑋 не является 𝑃 -пространством. Тогда 𝑋𝜔 псевдоком-
пактное пространство.

Доказательство. Воспользуемся леммой 5.2.24 и возьмем 𝑥* ∈ 𝑋 и (𝑂𝑛)𝑛∈𝜔O(𝑋),
так что 𝑂𝑛 открыто замкнуто, 𝑥* ∈ 𝑂𝑛+1 ⊂ 𝑂𝑛, для 𝑛 ∈ 𝜔 и множество⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑂𝑛 нигде не плотно в 𝑋.

Пусть 𝜁𝑛 = (𝑈𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔 ∈ O𝑛(𝑋). В силу предложения 5.1.18 для доказатель-
ства предложения достаточно показать что

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑢(𝜁𝑛) ̸= ∅.

Так как 𝑋 нульмерное и однородное пространство, то для каждого 𝑘 ∈ 𝜔
существуют открыто замкнутые гомеоморфные подмножества 𝑉𝑘, 𝑉0,𝑘, 𝑉1,𝑘, ..., 𝑉𝑘,𝑘
так что 𝑥* ∈ 𝑉𝑘 ⊂ 𝑂𝑘, 𝑆𝑘 = 𝑉𝑘 ∖ 𝑉𝑘+1 ̸= ∅, 𝑉𝑛,𝑘 ⊂ 𝑈𝑛,𝑘 для 𝑛 = 0, 1, ..., 𝑘. Пусть
ℎ𝑛,𝑘 : 𝑉𝑘 → 𝑉𝑛,𝑘 гомеоморфизм и 𝑆𝑛,𝑘 = ℎ𝑛,𝑘(𝑆𝑘) для 𝑛 = 0, 1, ..., 𝑘. Положим

𝑊𝑛,𝑘 =

{︃
𝑈𝑛,𝑘 𝑘 < 𝑛

𝑆𝑛,𝑘 𝑘 ≥ 𝑛

для 𝑛, 𝑘 ∈ 𝜔.

Лемма 5.2.26. (1) 𝑢((𝑆𝑘)𝑘∈𝜔) ̸= ∅;

(2) 𝑢((𝑆𝑘)𝑘∈𝜔) = 𝑢((𝑊𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔) для любого 𝑛 ∈ 𝜔.

Доказательство. Обозначим 𝐹 =
⋂︀
𝑘∈𝜔 𝑉𝑘, 𝑄𝑘 =

⋃︀
𝑗≥𝑘 𝑆𝑗. По построению

𝑄𝑘 = 𝑉𝑘 ∖ 𝐹 .
(1) Так как 𝑃 =

⋂︀
𝑛∈𝜔 𝑂𝑛 нигде не плотно в 𝑋 и 𝐹 ⊂ 𝑃 , то 𝐹 нигде не

плотно в 𝑋. Следовательно, 𝑄0 = 𝑉0 ∖ 𝐹 = 𝑉0. Так как 𝑥* ∈ 𝐹 , то 𝑥* ∈
𝑄0 ∖𝑄0. Поэтому 𝑥* есть точка накопления для последовательности (𝑆𝑘)𝑘∈𝜔 и
𝑢((𝑆𝑘)𝑘∈𝜔) ̸= ∅.

(2) Положим 𝑃𝑛 =
⋃︀
𝑘≥𝑛 𝑆𝑛,𝑘. Определим гомеоморфизм 𝑓𝑛 : 𝑄𝑛 → 𝑃𝑛,

если 𝑥 ∈ 𝑆𝑘, то 𝑓𝑛(𝑥) = ℎ𝑛,𝑘(𝑥). Из следствия 5.24 вытекает что существует
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𝑓𝑛 ∈ Aut(𝑋), так что 𝑓𝑛 ↾𝑄𝑛
= 𝑓𝑛. Так как 𝑓𝑛(𝑆𝑘) = 𝑆𝑛,𝑘 = 𝑊𝑛,𝑘 для 𝑘 ≥ 𝑛, то

𝑢((𝑆𝑘)𝑘∈𝜔) = 𝑢((𝑊𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔)

Так как 𝑊𝑛,𝑘 ⊂ 𝑈𝑛,𝑘 для 𝑛, 𝑘 ∈ 𝜔, то из леммы вытекает⋂︁
𝑛∈𝜔

𝑢(𝜁𝑛) ⊃
⋂︁
𝑛∈𝜔

𝑢((𝑊𝑛,𝑘)𝑘∈𝜔) = 𝑢((𝑆𝑘)𝑘∈𝜔) ̸= ∅

5.3 Группы с топологией

Группы со счетным 𝜋-характером

Предложение 5.3.1 (А.В. Архангельский [36, Proposition 5.2.6]). Если 𝐺
есть топологическая группа, то 𝜒(𝐺) = 𝜋𝜒(𝐺).

Предложение 5.3.2 (Теорема Биркоффа-Какутани [36, Theorem 3.3.12]). Ес-
ли 𝐺 есть топологическая группа, то 𝐺 метризуема если и только если 𝐺
с первой аксиомой счетности.

Из теорем Архангельского и Биркоффа-Какутани вытекает, что топологи-
ческая группа со счетным 𝜋-характером метризуема.

Теорема 5.27. Пусть 𝐺 есть право полутопологическая группа и Λ(𝐺)−1

плотно в 𝐺. Тогда ∆(𝐺) ≤ 𝜋𝜒(𝐺).

Доказательство. Пусть 𝜏 = 𝜋𝜒(𝐺) и {𝑈𝛼 : 𝛼 < 𝜏} есть 𝜋-база в точке 𝑒.
Положим 𝐶 = Λ(𝐺) и

𝑊𝛼 =
⋃︁
𝑔∈𝐶

𝑔𝑈𝛼 × 𝑔𝑈𝛼

для 𝛼 < 𝜏 . Покажем, что
⋂︀
𝛼<𝜏 𝑊𝛼 = ∆𝑋 .

Покажем, что ∆𝑋 ⊂
⋂︀
𝛼<𝜏 𝑊𝛼. Пусть 𝑥 ∈ 𝐺 и 𝛼 < 𝜏 . Так как 𝐶−1 плотно

в 𝐺, то 𝑔−1 ∈ 𝑈𝛼𝑥−1 для некоторого 𝑔 ∈ 𝐶. Тогда

(𝑥, 𝑥) ∈ 𝑔𝑈𝛼 × 𝑔𝑈𝛼 ⊂ 𝑊𝛼.

Покажем, что
⋂︀
𝛼<𝜏 𝑊𝛼 ⊂ ∆𝑋 . Предположим противное, то есть существует

(𝑥, 𝑦) ∈
⋂︁
𝛼<𝜏

𝑊𝛼 ∖∆𝑋 .

Так как 𝑥 ̸= 𝑦 группа 𝐺 Хаусдорфово и право полутопологическая, то су-
ществует окрестность единицы 𝑈 , для которой 𝑈𝑥−1 ∩ 𝑈𝑦−1 = ∅. Так как
{𝑈𝛼 : 𝛼 < 𝜏} есть 𝜋-база в 𝑒, то 𝑈𝛼 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝛼 < 𝜏 . Существует
𝑔 ∈ 𝐶 так что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑔𝑈𝛼 × 𝑔𝑈𝛼. Тогда 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑔𝑈𝛼 и 𝑔 ∈ 𝑈𝛼𝑥

−1 ∩ 𝑈𝛼𝑦−1.
Следовательно, 𝑔 ∈ 𝑈𝑥−1 ∩ 𝑈𝑦−1, противоречие.
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Следствие 5.28 (Corollary 2.5 [9]). Если 𝐺 есть полутопологическая группа,
то ∆(𝐺) ≤ 𝜋𝜒(𝐺).

Предложение 5.3.3. Если 𝐺 есть CHART группа, то Λ(𝐺) = Λ(𝐺)−1.

Доказательство. Пусть 𝑔 ∈ Λ(𝐺). Так как 𝜆𝑔 непрерывная биекция компак-
та, то 𝜆𝑔 есть гомеоморфизм и отображение 𝜆−1𝑔 = 𝜆𝑔−1 непрерывно.

Теорема 5.29. Пусть 𝐺 есть CHART группа. Тогда 𝑤(𝐺) = 𝜋𝜒(𝐺).

Доказательство. Всегда 𝑤(𝐺) ≤ 𝜋𝜒(𝐺). Из предложения 5.3.3 и теоремы
5.27 вытекает ∆(𝑋) ≤ 𝜋𝜒(𝑋). Для компактных хаусдорфовых пространств
𝑤(𝐺) = ∆(𝐺) [88, Corollary 7.6]. Следовательно, 𝑤(𝐺) = 𝜋𝜒(𝐺).

Следствие 5.30. Пусть 𝐺 есть CHART группа. Тогда следующие условия
эквивалентны.

(1) 𝐺 метризуемо;

(2) 𝐺 с первой аксиомой счетности;

(3) 𝐺 Фреше–Урысона;

(4) 𝐺 со счетной теснотой;

(5) 𝐺 со счетным 𝜋-характером.

Доказательство. Всегда (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4). Так как для компактных
пространств 𝜋𝜒(𝐺) ≤ 𝑡(𝐺) [88, Theorem 7.13], то верно (4)⇒ (5). Из теоремы
5.29 вытекает (5)⇒ (1).

Секвенциально компактные компактные группы

Обозначим 𝐼 = [0, 1],

s = min{𝜏 : 𝐼𝜏 не секвенциально компактно}.

Кардинал s называется числом расщепления (splitting number), 𝜔 < s ≤ 2𝜔

[89; 90].

Предложение 5.3.4. Пусть 𝑋 есть секвенциально компактное компакт-
ное пространство. Тогда 𝜋𝜒(𝑥,𝑋) < s для некоторого 𝑥 ∈ 𝑋.

Доказательство. Предположим противное. Тогда 𝜋𝜒(𝑥,𝑋) ≥ s для всех 𝑥 ∈
𝑋. Из [102, Theorem 1] вытекает, что 𝑋 непрерывно отображается на 𝐼s. Так
как секвенциальная компактность сохраняется непрерывными отображени-
ями, то 𝐼s является секвенциально компактным пространством. Противоре-
чие.
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В однородном пространстве 𝐺, если в какой либо точке 𝜋-характер равен
𝜏 , то 𝜋-характер всего пространства равен 𝜏 . Поэтому из предложения 5.3.4 и
теоремы 5.29 вытекает следующее предложение.

Теорема 5.31. Пусть 𝐺 есть секвенциально компактная CHART группа.
Тогда 𝑤(𝐺) < s.

В предположении континуум гипотезы (CH), 𝜔 < s ≤ 2𝜔 = 𝜔1, то есть
s = 𝜔1. Из теоремы 5.31 вытекает следующее предложение.

Следствие 5.32. (CH) Пусть 𝐺 есть секвенциально компактная CHART
группа. Тогда 𝐺 метризуема.

5.4 Ретральные пространства
Пространство𝑋 называется ретральным, если𝑋 является ретрактом неко-

торой топологической группы.

Ко-неархимедовы пространства

Пусть 𝑋 нульмерное пространство. Обозначим через 𝐵(𝑋) множество всех
конечных подмножеств 𝑋. Мы рассматриваем 𝐵(𝑋) как аддитивную булеву
группу с нулем ∅ и групповая операция сложения есть симметрическая раз-
ность. Обозначим через Γ(𝑋) семейство всех открытых разбиений 𝑋. Для
𝛾 ∈ Γ(𝑋) положим

𝐻(𝛾) = {𝑔 ∈ 𝐵(𝑋) : |𝑔 ∩ 𝑈 | четно для 𝑈 ∈ 𝛾}.

Множество 𝐻(𝛾) является подгруппой в 𝐵(𝑋). Пусть 𝒢 ⊂ Γ(𝑋). Обозначим
через 𝐵𝑧(𝑋,𝒢) группу 𝐵(𝑋) с групповой топологией, предбазу в единице ко-
торой образуют множества вида 𝐻(𝛾) для 𝛾 ∈ 𝒢. Множество 𝑋 естественным
образом вкладывается в 𝐵(𝑋): 𝑖 : 𝑋 → 𝐵(𝑋), 𝑥 ↦→ {𝑥}. Это вложение будет
топологическим и 𝑖(𝑋) замкнуто в 𝐵(𝑋) если и только если

⋃︀⋃︀
𝒢 является

предбазой 𝑋. В дальнейшем мы будем отождествлять 𝑋 и 𝑖(𝑋).
Обозначим через 𝐵𝑧(𝑋) = 𝐵𝑧(𝑋,Γ(𝑋)). Пространство 𝑋 замкнуто вложе-

но в 𝐵𝑧(𝑋). Пусть 𝑌 ⊂ 𝑋. Обозначим

𝐵0
𝑧(𝑋) = {𝑔 ∈ 𝐵𝑧(𝑋) : |𝑔| четно}, 𝐵1

𝑧(𝑋) = {𝑔 ∈ 𝐵𝑧(𝑋) : |𝑔| нечетно},
𝐵𝑧(𝑋|𝑌 ) = {𝑔 ∈ 𝐵𝑧(𝑋) : 𝑔 ⊂ 𝑌 },
𝐵0
𝑧(𝑋|𝑌 ) = 𝐵𝑧(𝑋|𝑌 ) ∩𝐵0

𝑧(𝑋), 𝐵1
𝑧(𝑋|𝑌 ) = 𝐵𝑧(𝑋|𝑌 ) ∩𝐵1

𝑧(𝑋).

Множество 𝐵0
𝑧(𝑋) = 𝐻({𝑋}) является открыто замкнутой подгруппой ин-

декса два. Множество 𝐵1
𝑧(𝑋) = 𝐵𝑧(𝑋) ∖ 𝐵0

𝑧(𝑋) открыто замкнуто в 𝐵𝑧(𝑋) и
является смежным классом группы 𝐵0

𝑧(𝑋).
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Подмножество 𝑀 линейно упорядоченного множества 𝑋 называется вы-
пуклым, если для 𝑎, 𝑐 ∈𝑀 и 𝑏 ∈ 𝑋 выполняется 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐, то 𝑏 ∈𝑀 .

Пусть𝑋 есть неархимедово пространство с неархимедовой базой ℬ. Линей-
ный порядок ≤ на пространстве 𝑋 назовем согласованным с неархимедовой
базой ℬ, если любой элемент 𝑈 ∈ ℬ является выпуклым относительно порядка
≤.

На семействе множеств ℬ ⊂ Exp(𝑋) рассматривается порядок ⩽ℬ обрат-
ного включению: 𝐴 ⩽ℬ 𝐵 если 𝐵 ⊂ 𝐴.

Каждое неархимедово пространство имеет базу, являющуюся деревом от-
носительно обратного включению (Theorem 2.9 [54]), то есть для 𝑈 ∈ ℬ се-
мейство множеств prevℬ 𝑈 = {𝑉 ∈ ℬ : 𝑉 <ℬ 𝑈} относительно порядка ⩽ℬ
обратного включения является вполне упорядоченным множеством. Каждая
база, являющаяся деревом относительно обратного включения, является неар-
химедовой базой.

На дереве ℬ рассматривается отношение эквивалентности: 𝑈 ∼ 𝑉 если
prevℬ 𝑈 = prevℬ 𝑉 . Классы эквивалентности этого отношения эквивалентно-
сти называется узлами. Обозначим

nodeℬ(𝑈, 𝑉 ) = {𝑊 ∈ ℬ : prevℬ𝑊 = prevℬ 𝑈 ∩ prevℬ 𝑉 }

для различных 𝑈, 𝑉 ∈ ℬ. Множество nodeℬ(𝑈, 𝑉 ) является единственным уз-
лом, который пересекает prevℬ 𝑈 и prevℬ 𝑉 по различным элементам.

Если на каждом узле 𝒩 ⊂ ℬ задан некоторый линейный порядок <𝒩 , то
на ℬ определяется естественный порядок <: 𝑉 < 𝑈 если 𝑉 <ℬ 𝑈 или если
𝑉 ′ <𝒩 𝑈 ′, где 𝒩 = nodeℬ(𝑈, 𝑉 ), {𝑈 ′} = 𝒩 ∩ prevℬ 𝑈 и {𝑉 ′} = 𝒩 ∩ prevℬ 𝑉 .
Естественный порядок является линейным порядком и на каждом узле 𝒩
совпадает с <𝒩 .

Утверждение 5.4.1. На 𝑋 есть линейный порядок, согласованным с неар-
химедовой базой ℬ.

Доказательство. Пусть < есть какой нибудь естественный порядок на 𝑋.
Для различных 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 положим 𝑥 < 𝑦 если 𝑈 < 𝑉 для некоторых 𝑈, 𝑉 ∈ ℬ
таких что 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅, 𝑥 ∈ 𝑈 и 𝑦 ∈ 𝑉 . Это отношение является линейным
порядком, согласованным с ℬ.

Для 𝛾 ⊂ ℬ положим

min 𝛾 := {𝑈 ∈ 𝛾 : 𝑈 минимальный элемент 𝛾,
то есть 𝑉 ̸<ℬ 𝑈 для 𝑉 ∈ 𝛾}.

Множество 𝜇 ⊂ ℬ называется антицепью, если элементы 𝜇 попарно несрав-
нимы.
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Утверждение 5.4.2.

(1) min 𝛾 = 𝛾 ⇔ 𝛾 есть антицепь ⇔ семейство 𝛾 дизьюнктно;

(2) minmin 𝛾 = min 𝛾;

(3) min 𝛾 антицепь и для 𝑈 ∈ 𝛾 существует 𝑉 ∈ min 𝛾 так что 𝑉 ⩽ℬ 𝑈 ;

(4) семейство min 𝛾 дизюнктно, 𝛾 вписано в min 𝛾 и
⋃︀
𝛾 =

⋃︀
min 𝛾.

Доказательство. (1) и (2) очевидно.
(3) То что min 𝛾 антицепь вытекает из (1) и (2). Возьмем 𝑉 как минималь-

ный элемент {𝑊 ∈ 𝛾 : 𝑊 ⩽ℬ 𝑈}.
(4) вытекает из (1) и (3).

Определение 5.33. Пространство (𝑋, 𝒯 ) назовем ко-неархимедовым, если
существует более слабая отделимая неархимедова топология 𝒯𝑛𝑎 ⊂ 𝒯 на 𝑋 и
база 𝒞 пространства 𝑋, состоящая из замкнутых в (𝑋, 𝒯𝑛𝑎) множеств.

Теорема 5.34. Пусть 𝑋 ко-неархимедово пространство. Тогда простран-
ство 𝑋 является ретральным: существует непрерывная ретракция 𝑟 : 𝐵𝑧(𝑋)→
𝑋, так что 𝑟(𝑀) ∈𝑀 для 𝑀 ∈ 𝐵1

𝑧(𝑋).

Доказательство. Пусть 𝒯 топология 𝑋, 𝒯𝑛𝑎 ⊂ 𝒯 более слабая отделимая
неархимедова топология на 𝑋 и база 𝒞 пространства 𝑋, состоящая из за-
мкнутых в (𝑋, 𝒯𝑛𝑎) множеств.

Пусть ℬ есть база (𝑋, 𝒯𝑛𝑎), являющаяся деревом относительно обратного
включения. В силу утверждения 5.4.1, на 𝑋 есть линейный порядок <, со-
гласованный с неархимедовой базой ℬ. Определим отображение 𝑅 : 𝐵1

𝑧(𝑋)→
𝐵1
𝑧(𝑋). Пусть 𝑔 ∈ 𝐵1

𝑧(𝑋). Положим

Θ(𝑔) = {𝑈 ∈ ℬ : |𝑈 ∩ 𝑔| четно}, 𝜃(𝑔) = minΘ(𝑔),

𝑅(𝑔) = 𝑔 ∖
⋃︁

𝜃(𝑔).

Из утверждения 5.4.2 вытекает, что 𝜃(𝑔) ⊂ Θ(𝑔) дизьюнктно, Θ(𝑔) вписано
в 𝜃(𝑔) и

⋃︀
𝜃(𝑔) =

⋃︀
Θ(𝑔) = 𝑋 ∖ 𝑅(𝑔). Так как |𝑔 ∩ 𝑈 | четно для 𝑈 ∈ 𝜃(𝑔)

и семейство 𝜃(𝑔) дизьюнктно, то |𝑔 ∩
⋃︀
𝜃(𝑔)| четно. Следовательно, |𝑅(𝑔)|

нечетно, то есть 𝑅(𝑔) ∈ 𝐵1
𝑧(𝑋). Зафиксируем 𝑥* ∈ 𝑋. Определим ретракцию

𝑟 : 𝐵𝑧(𝑋)→ 𝑋, для 𝑔 ∈ 𝐵𝑧(𝑋) положим

𝑟(𝑔) =

{︃
𝑥*, 𝑔 ∈ 𝐵0

𝑥(𝑋),

min𝑅(𝑔) 𝑔 ∈ 𝐵1
𝑥(𝑋).

Здесь минимум множества 𝑅(𝑔) берется относительно линейног порядка <,
согласованного с неархимедовой базой ℬ. По построению, 𝑟(𝑔) ∈ 𝑅(𝑔) ⊂ 𝑔 для
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𝑔 ∈ 𝐵1
𝑥(𝑋). Следовательно, 𝑟({𝑥}) = 𝑥 для 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑟 является ретракцией.

Проверим, что отображение 𝑟 непрерывно. Так как 𝐵1
𝑥(𝑋) открыто замкнуто,

то непрерывность 𝑟 достаточно проверить в точках 𝑔 ∈ 𝐵1
𝑥(𝑋). Пусть 𝑊 есть

окрестность точки 𝑟(𝑔). Существует ̃︁𝑊 ∈ ℬ и 𝐶 ∈ 𝒞, так что 𝑟(𝑔) ⊂ 𝐶 ⊂
𝑊 ∩̃︁𝑊 и {𝑟(𝑔)} = 𝑔 ∩̃︁𝑊 = 𝑔 ∩ 𝐶. Положим

𝛾′′ = {𝑈 ∈ ℬ : 𝑈 ∩ 𝐶 = ∅ и |𝑈 ∩ 𝑔| ≤ 1}, 𝛾′ = min 𝛾′′,

𝛾0 = {𝑈 ∈ 𝛾′ : |𝑈 ∩ 𝑔| = 0}, 𝛾1 = {𝑈 ∈ 𝛾′ : |𝑈 ∩ 𝑔| = 1},
𝛾 = {𝐶} ∪ 𝛾′.

Ясно, 𝛾′ = 𝛾0 ∪ 𝛾1. Тогда 𝛾 ∈ Γ(𝑋) и 𝑔 +𝐻(𝛾) есть окрестность точки 𝑔. Нам
достаточно доказать, что 𝑟(𝑔 +𝐻(𝛾)) ⊂ 𝐶. Пусть ℎ ∈ 𝑔 +𝐻(𝛾). Тогда |𝐶 ∩ ℎ|
нечетно, |𝑈∩ℎ| нечетно для 𝑈 ∈ 𝛾1 и |𝑈∩ℎ| четно для 𝑈 ∈ 𝛾0. Следовательно,
𝛾0 ⊂ Θ(ℎ).

Определим 𝑈𝑥 ∈ ℬ для 𝑥 ∈ 𝑔. Положим 𝑈𝑥 = ̃︁𝑊 если 𝑥 = 𝑟(𝑔). Для
𝑥 ∈ 𝑔* = 𝑔 ∖ {𝑟(𝑔)} пусть 𝑈𝑥 ∈ 𝛾1 есть тот единственный элемент 𝛾′, для
которого 𝑥 ∈ 𝑈𝑥.
Лемма.

(1) 𝑥 ∈ 𝑈𝑥 ∈ ℬ и {𝑥} = 𝑈𝑥 ∩ 𝑔 для 𝑥 ∈ 𝑔;

(2) 𝑈𝑥 ∩ 𝑈𝑦 = ∅ для различных 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑔;

(3) 𝑅(ℎ) ⊂
⋃︀

𝑥∈𝑅(𝑔)
𝑈𝑥;

(4) 𝑅(ℎ) ∩ 𝑈𝑥 ̸= ∅ для 𝑥 ∈ 𝑅(𝑔);

(5) 𝑅(ℎ) ∩ 𝑈𝑟(𝑔) ⊂ 𝐶.

Доказательство. (1) вытекает из построения.
(2) Если 𝑈𝑥∩𝑈𝑦 ̸= ∅, то либо 𝑈𝑥 ⊂ 𝑈𝑦 либо 𝑈𝑦 ⊂ 𝑈𝑥. Тогда либо {𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑈𝑥

либо {𝑥, 𝑦} ⊂ 𝑈𝑦. Противоречие с (1).
(3) Обозначим 𝜇 = {𝑈 ∈ Θ(𝑔) : 𝑈 ∩ 𝑔 ̸= ∅}. Пусть 𝑈 ∈ 𝜇. Тогда |𝑈 ∩ 𝑔|

четно, |𝑈 ∩ 𝑔| > 1 и 𝑈 ∩ 𝑅(𝑔) = ∅. Так как 𝑟(𝑔) /∈ 𝑈 и ̃︁𝑊 ∩ 𝑔 = {𝑟(𝑔)}, то̃︁𝑊 ∩ 𝑈 = ∅ и 𝐶 ∩ 𝑈 = ∅. Тогда 𝑈 ⊂
⋃︀
𝛾′. Так как |𝑔 ∩ 𝑈 | > 1 и |𝑔 ∩ 𝑉 | ≤ 1

для 𝑉 ∈ 𝛾′, то 𝑈 =
⋃︀
𝜁, где 𝜁 = {𝑉 ∈ 𝛾′ : 𝑉 ⊂ 𝑈}. Положим 𝜁0 = 𝜁 ∩ 𝛾0

и 𝜁1 = 𝜁 ∩ 𝛾1. Тогда |𝜁1| = |𝑔 ∩ 𝑈 | четно. Так как |ℎ ∩ 𝑉 | четно для 𝑉 ∈ 𝜁0,
|ℎ ∩ 𝑉 | нечетно для 𝑉 ∈ 𝜁1, |𝜁1| четно, 𝜁 = 𝜁0 ∪ 𝜁1 и 𝑈 =

⋃︀
𝜁, то |𝑈 ∩ ℎ| четно.

Следовательно, 𝑈 ∈ Θ(ℎ). Получаем, 𝜇 ⊂ Θ(ℎ).
Так как 𝛾0 ⊂ Θ(ℎ) и 𝑅(ℎ) ∩

⋃︀
Θ(ℎ) = ∅, то 𝑅(ℎ) ∩

⋃︀
𝛾0 = ∅ и

𝑅(ℎ) ⊂ 𝑋 ∖
⋃︁

𝛾0 = 𝐶 ∪
⋃︁

𝛾1 ⊂
⋃︁
𝑥∈𝑔

𝑈𝑥.
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Если 𝑥 ∈ 𝑔 ∖ 𝑅(𝑔), то 𝑈𝑥 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑈 ∈ 𝜇 ⊂ Θ(ℎ). Следовательно,
𝑅(ℎ) ∩ 𝑈𝑥 = ∅. Получаем 𝑅(ℎ) ⊂

⋃︀
𝑥∈𝑅(𝑔) 𝑈𝑥.

(4) Предположим, что 𝑅(ℎ)∩𝑈𝑥 = ∅. Тогда для каждого 𝑦 ∈ ℎ∩𝑈𝑥 суще-
ствует 𝑉𝑦 ∈ 𝜃(ℎ) так что 𝑦 ∈ 𝑉𝑦 и |ℎ∩𝑉𝑦| четно. Семейство 𝜃(ℎ) дизьюнктно и
|𝑈𝑥∩ℎ| нечетно, поэтому 𝑆 = 𝑉𝑧 пересекается с ℎ∖𝑈𝑥 для некоторого 𝑧 ∈ ℎ∩𝑈𝑥.
Так как 𝑧 ∈ 𝑈𝑥 ∩ 𝑆 ̸= ∅, 𝑆 ̸⊂ 𝑈𝑥 и семейство ℬ неархимедово, то 𝑈𝑥 ⊂ 𝑆. Из
(1), (2) и 𝑈𝑥 ⊂ 𝑆 вытекает, что 𝑈𝑦 ⊂ 𝑆 для 𝑦 ∈𝑀 = 𝑆 ∩ 𝑔. Положим

𝜇′ = {𝑈 ∈ 𝛾′ : 𝑈 ⊂ 𝑆 ∖𝑀}, 𝜇 = 𝜇′ ∪ {𝑈𝑦 : 𝑦 ∈𝑀}.

Семейство 𝜇 дизьюнктно, 𝑆 =
⋃︀
𝜇 и 𝜇′ ⊂ 𝛾0. Тогда |𝑈 ∩ ℎ| и 𝑈 ∩ 𝑔 четно для

𝑈 ∈ 𝜇′, |𝑈𝑦 ∩ ℎ| и |𝑈𝑦 ∩ 𝑔| нечетно для 𝑦 ∈𝑀 . Следовательно, четность |𝑆 ∩ ℎ|
и |𝑆 ∩ 𝑔| одинакова. Так как |𝑆 ∩ ℎ| четно, то |𝑆 ∩ 𝑔| четно. Следовательно,
𝑆 ∈ Θ(𝑔), 𝑅(𝑔) ∩ 𝑔 = ∅ и 𝑅(𝑔) ∩ 𝑈𝑥 = ∅. Противоречие с 𝑥 ∈ 𝑅(𝑔).

(5) По построению, 𝑈𝑟(𝑔) = ̃︁𝑊 . Положим 𝜇′ = {𝑈 ∈ 𝛾′ : 𝑈 ⊂ ̃︁𝑊} и
𝜇 = 𝜇′ ∪ {𝐶}. Тогда ̃︁𝑊 =

⋃︀
𝜇 и 𝜇′ ⊂ 𝛾0. Получаем |𝑈 ∩ 𝑅(ℎ)| и |𝑈 ∩ 𝑅(𝑔)|

четно для 𝑈 ∈ 𝜇′. Следовательно, 𝜇′ ⊂ Θ(ℎ) и 𝑅(ℎ) ∩
⋃︀
𝜇′ = ∅. Так как⋃︀

𝜇′ = ̃︁𝑊 ∖ 𝐶, то 𝑅(ℎ) ∩̃︁𝑊 ⊂ 𝐶.

Пусть 𝑛 = |𝑅(𝑔)|. Монотонно занумеруем 𝑅(𝑔) в соответствие с натураль-
ным порядком < на 𝑋: 𝑅(𝑔) = {𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛} и 𝑥𝑖 < 𝑥𝑗 для 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛.
Так как 𝑟(𝑔) = min𝑅(𝑔), то 𝑟(𝑔) = 𝑥1. Из условий (1) и (2) леммы и выпук-
лости 𝑈𝑥𝑖 вытекает, что если 𝑥 ∈ 𝑈𝑥𝑖, 𝑦 ∈ 𝑈𝑥𝑗 и 𝑖 < 𝑗, то 𝑥 < 𝑦. Положим
𝑀𝑖 = 𝑅(ℎ) ∩ 𝑈𝑥𝑖 для 𝑖 = 1, ..., 𝑛. Из леммы вытекают следующие условия:

(1) 𝑅(ℎ) =
𝑘⋃︀
𝑖=1

𝑀𝑖;

(2) если 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑥 ∈𝑀𝑖 и 𝑦 ∈𝑀𝑗, то 𝑥 < 𝑦;

(3) 𝑀𝑖 ̸= ∅ для 𝑖 = 1, ..., 𝑛;

(4) 𝑀1 ⊂ 𝐶.

Так как 𝑟(ℎ) = min𝑅(ℎ) то из условий (1), (2), (3) и (4) вытекает, что 𝑟(ℎ) ∈
𝑀1 ⊂ 𝐶 ⊂ 𝑊 .

Для пространства (𝑋, 𝒯 ) и ℳ ⊂ Exp(𝑋) обозначим через 𝒯ℳ топологию
на 𝑋, предбазу которой образуют семейство 𝒯 ∪ℳ. Топологическое простран-
ство (𝑋, 𝒯ℳ) обозначим как 𝑋ℳ. Если 𝑀 ⊂ 𝑋 и ℳ = {{𝑥} : 𝑥 ∈ 𝑀}, то
обозначим 𝒯ℳ как 𝒯𝑀 и 𝑋ℳ как 𝑋𝑀 .

Пространство 𝑋 является ко-неархимедовым, если на 𝑋 есть отделимая
неархимедова топология 𝒯 и семействоℳ замкнутых в (𝑋, 𝒯 ) множеств, так
что 𝑋 совпадает с (𝑋, 𝒯ℳ).
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Нульмерные сепарабельные метризуемые пространства являются неархи-
медовами как подпространства неархимедового пространства, канторового мно-
жества.

Предложение 5.4.3. Следующие пространства являются ко-неархимедовыми:

(1) неархимедовы пространства;

(2) нульмерные сепарабельные метризуемые пространства;

(3) прямая Зоргенфрея;

(4) прямая Майкла;

(5) пространства вида 𝑋𝑀 , где 𝑋 неархимедовы пространство и 𝑀 ⊂ 𝑋;

(6) счетные пространства с одной неизолированной точкой.

Доказательство. (1) очевидно.
(2) Нульмерные сепарабельные метризуемые пространства неархимиедо-

вы.
(3) Пусть 𝒮 семейство замкнутых правых лучей [𝑎,+∞) на R. Прямая

Зоргенфрея S это R𝒮 . Пусть 𝒮 ′ = {[𝑎,+∞) : 𝑎 ∈ Q}. Пространство 𝑌 = R𝒮 ′
является нульмерным сепарабельным метризуемым пространством и S = 𝑌𝒮 .

(4) Прямая Майкла это RP. Пространство 𝑌 = RQ является нульмерным
сепарабельным метризуемым пространством и RP = 𝑌P.

(5) Если 𝑋 = 𝑌ℳ, где 𝑌 неархимедово пространство и ℳ семейство за-
мкнутых подмножеств 𝑌 , то 𝑋 = 𝑌ℳ′, гдеℳ′ =ℳ∪ {{𝑥} : 𝑥 ∈𝑀}.

(6) Пусть (𝑋, 𝒯 ) есть счетное пространство с одной неизолированной точ-
кой 𝑥*. Пусть 𝒯𝑠 есть топология сходящейся последовательности к точке 𝑥*
последовательности и 𝑌 = (𝑋, 𝒯𝑠). Положим ℳ = {𝑈 ∈ 𝒯 : 𝑥* ∈ 𝑈}. Про-
странство 𝑌 неархимедово, элементы семействаℳ замкнуты в 𝑌 и 𝑋 = 𝑌ℳ.
Следовательно, 𝑋 ко-неархимедово.

Примеры групп

Пример 5.35. Построим линделефову топологическую группу 𝐺, так что
𝑐(𝐺) = 2𝜔 [14].

Существует𝑀 ⊂ P, |𝑀 | = 2𝜔, так что𝑋 = P𝑀 в конечных степенях линде-
лефово [59]. Пространство𝑋 ко-неархимедово, поэтому𝑋 является ретрактом
𝐺 = 𝐵𝑧(𝑋). Так как 𝑋 в конечных степенях линделефово, то 𝐺 линделефово.
Так как 𝑋 ретракт 𝐺, то 𝑐(𝐺) ≥ 𝑐(𝑋) = 2𝜔.

Пусть𝑋 пространство. Назовем функцию 𝑓 : 𝑋2 → R 2-R-факторизуемой,
если существует сепарабельное метрическое пространство 𝑌 и непрерывные
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отображения 𝑔 : 𝑋 → 𝑌 и ℎ : 𝑌 2 → R, так что 𝑓 = ℎ∘𝑔×𝑔, то есть следующая
диаграмма коммутативна:

𝑋2 R

𝑌 2

𝑓

𝑔×𝑔 ℎ

Назовем пространство 𝑋 2-R-факторизуемым, если для любая непрерывная
функция 𝑓 : 𝑋2 → R 2-R-факторизуема.

Предложение 5.4.4. Пусть 𝑌 есть 2-R-факторизуемое пространство и
𝑋 ⊂ 𝑌 есть ретракт 𝑌 . Тогда 𝑋 есть 2-R-факторизуемое пространство.

Доказательство. Пусть 𝑟 : 𝑌 → 𝑋 есть непрерывная ретракция. Пусть 𝑓 :
𝑋2 → R есть непрерывная функция. Положим 𝑓 ′ = 𝑓 ∘ 𝑟 × 𝑟 : 𝑌 2 → R.
Так как 𝑌 есть 2-R-факторизуемое пространство, то существует сепарабельное
метрическое пространство 𝑆 и непрерывные отображения 𝑔′ : 𝑌 → 𝑆 и ℎ :
𝑆2 → R, так что 𝑓 ′ = ℎ ∘ 𝑔′ × 𝑔′. Положим 𝑔 = 𝑔′|𝑋 . Тогда 𝑓 = ℎ ∘ 𝑔 × 𝑔.

Предложение 5.4.5. Пусть 𝐺 есть топологическая группа и 𝐺2 есть R-
факторизумая группа. Тогда 𝐺 является 2-R-факторизуемым пространством.

Доказательство. Пусть 𝑓 : 𝐺2 → R есть непрерывная функция. Так как 𝐺2

R-факторизуемая группа, то существует сепарабельная метризуемая группа
𝐻, непрерывный гомоморфизм 𝑔 : 𝐺2 → 𝐻, непрерывная функция ℎ : 𝐻 → R,
так что 𝑓 = ℎ ∘ 𝑔. Положим 𝐻 ′ = 𝐻 ×𝐻 и

𝑔1 : 𝐺→ 𝐻, 𝑥 ↦→ 𝑔(𝑥, 𝑒),

𝑔2 : 𝐺→ 𝐻, 𝑥 ↦→ 𝑔(𝑒, 𝑥),

𝑔′ = 𝑔1△ 𝑔2 : 𝐺→ 𝐻 ′, 𝑥 ↦→ (𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥)) = (𝑔(𝑥, 𝑒), 𝑔(𝑒, 𝑥)),

ℎ′ : 𝐻 ′ ×𝐻 ′ → R, ((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) ↦→ ℎ(𝑥1𝑦2).

Тогда 𝐻 ′ есть сепарабельное метрическое пространство и 𝑓 = ℎ′ ∘ 𝑔′ × 𝑔′.

Из предложений 5.4.4 и 5.4.5 вытекает следующее утверждение.

Следствие 5.36. Пусть 𝐺 есть топологическая группа, 𝐺2 есть R-факторизумая
группа и 𝑋 ⊂ 𝐺 ретракт 𝐺. Тогда 𝑋 является 2-R-факторизуемым про-
странством.

Лемма 5.4.6. Пусть 𝑋 пространство, 𝑓 : 𝑋2 → R непрерывная функция,

𝜙 : 𝑋 → 𝐶𝑝(𝑋), 𝜙(𝑥)(𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦).

Если функция 𝑓 : 𝑋2 → R 2-R-факторизуема, то 𝑛𝑤(𝜙(𝑋)) ≤ 𝜔.
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Доказательство. Существует сепарабельное метрическое пространство 𝑌 и
непрерывные отображения 𝑔 : 𝑋 → 𝑌 и ℎ : 𝑌 2 → R, так что 𝑓 = ℎ ∘ 𝑔 × 𝑔.
Тогда 𝜙(𝑋) вкладывается в 𝐶𝑝(𝑌 ), 𝜙(𝑥) ↦→ 𝜓(𝑔(𝑥)), где 𝜓(𝑢)(𝑣) = ℎ(𝑢, 𝑣). Так
как 𝑛𝑤(𝐶𝑝(𝑌 )) ≤ 𝜔, то 𝑛𝑤(𝜙(𝑋)) ≤ 𝜔.

Предложение 5.4.7. Прямая Зоргенфрея S не 2-R-факторизуемое простран-
ство.

Доказательство. Положим

𝑓 : S× S→ R, (𝑥, 𝑦) ↦→

{︃
0, 𝑥+ 𝑦 < 0;

1, 𝑥+ 𝑦 ≥ 0.

Функция 𝑓 непрерывно и отображение 𝜙 : S → 𝐶𝑝(S), 𝜙(𝑥)(𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) го-
меоморфно вкладывает S в 𝐶𝑝(S). Из леммы 5.4.6 вытекает, что 𝑓 не 2-R-
факторизуема и, следовательно, 𝑋 не 2-R-факторизуемое пространство.

Пример 5.37. Построим сепарабельную не R-факторизуемую топологиче-
скую группу 𝐺 [8].

Пусть 𝐺 = 𝐵𝑧(S). Из предложения 5.4.3 вытекает, что прямая Зоргенфрея
S ко-неархимедово пространство. Из теоремы 5.34 вытекает, что S есть ретракт
𝐺. В силу предложения 5.4.7, S не 2-R-факторизуемое пространство. Из след-
ствие 5.36 вытекает, что 𝐺2 не R-факторизуемая группа. Так как S × {0, 1}
гомеоморфно S, то 𝐺2 изоморфно 𝐺. Так как S сепарабельно, то 𝐺 тоже се-
парабельно.

Ретральные пространства со счетным числом Суслина

Пусть 𝑋 — подпространство 𝑌 . Обозначим через 𝑐(𝑋, 𝑌 ) супремум 𝜏 —
мощности семейств попарно непересекающихся открытых подмножеств 𝑌 , каж-
дое из которых пересекает 𝑋. Таким образом, 𝑐(𝑋, 𝑌 ) означает относительное
число Суслина 𝑋 в 𝑌 .

Пусть 𝐹 (𝑋) — свободная группа над пространством 𝑋. Обозначим

𝑀𝐺(𝑋) = {𝑥𝑦−1𝑧 ∈ 𝐹 (𝑋) : 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋},
𝑀 : 𝑋3 →𝑀𝐺(𝑋), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ 𝑥𝑦−1𝑧.

Опишем топологию 𝑀𝐺(𝑋) в точках 𝑥 ∈ 𝑋. Обозначим

𝑊 (𝐴,𝐵) :=𝑀((𝐴×𝐵) ∪ (𝐵 × 𝐴)),

где 𝐴 ⊂ 𝑋 и 𝐵 ⊂ 𝑋2. Через 𝒰𝑋 обозначается универсальная равномерность
пространства 𝑋.
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Лемма 5.4.8. Пусть 𝐺 топологическая группа, 𝑋 ⊂ 𝐺, 𝑉 окрестность
единицы, 𝑈 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋2 : 𝑥𝑦−1, 𝑥−1𝑦 ∈ 𝑉 }. Тогда 𝑈 ∈ 𝒰𝑋 .

Доказательство. Существует непрерывная преднорма 𝑁 на 𝐺, так что {𝑔 ∈
𝐺 : 𝑁(𝑔) < 1} ⊂ 𝑉 [36, Theorem 3.3.9]. Положим 𝑑𝑟(𝑥, 𝑦) = 𝑁(𝑥𝑦−1) и
𝑑𝑙(𝑥, 𝑦) = 𝑁(𝑥−1𝑦) для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Тогда 𝑑𝑙 и 𝑑𝑟 есть непрерывные псевдометри-
ки на 𝑋. Положим

𝑈𝑙 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋2 : 𝑑𝑙(𝑥, 𝑦) < 1}, 𝑈𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋2 : 𝑑𝑟(𝑥, 𝑦) < 1}.

Тогда 𝑈𝑙, 𝑈𝑟, 𝑈𝑙 ∩ 𝑈𝑟 ∈ 𝒰𝑋 и 𝑈𝑙 ∩ 𝑈𝑟 ⊂ 𝑈 . Следовательно, 𝑈 ∈ 𝒰𝑋 .

Утверждение 5.4.9. Локальную базу 𝑥 в 𝑀𝐺(𝑋) образуют множества вида
𝑊 (𝑂,𝑈), где 𝑥 ∈ 𝑂 и 𝑈 ∈ 𝒰𝑋 .

Доказательство. Пусть 𝑊 есть окрестность 𝑥 в 𝐹 (𝑋). Существует окрест-
ность единицы 𝑉 , так что 𝑉 = 𝑉 −1, 𝑥𝑉 3 ⊂ 𝑊 и 𝑉 3𝑥 ⊂ 𝑊 . Положим
𝑂 = 𝑋 ∩ 𝑥𝑉 ∩ 𝑉 𝑥, 𝑈 = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑋2 : 𝑢𝑣−1, 𝑢−1𝑣 ∈ 𝑉 }. Тогда 𝑂 окрест-
ность 𝑥 и 𝑊 (𝑂,𝑈) ⊂ 𝑊 . Из леммы 5.4.8 вытекает, что 𝑈 ∈ 𝒰𝑋 .

Пусть 𝑂 ∋ 𝑥 открыто и 𝑈 ∈ 𝒰𝑋 . Существует псевдометрика 𝑑 на 𝑋, так
что {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑑(𝑥, 𝑦) < 1} ⊂ 𝑂 и {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑋2 : 𝑑(𝑢, 𝑣) < 1} ⊂ 𝑈 . Пусть
𝑑 есть граевское продолжение метрики 𝑑 до инвариантной метрики на 𝐹 (𝑋).
Инвариантная метрика 𝑑 непрерывна на 𝑋 [36, Theorem 7.2.2]. Положим 𝑉 =
{𝑔 ∈ 𝐹 (𝑋) : 𝑑(𝑔, 𝑒) < 1

3}. Тогда 𝑉 окрестность единицы и 𝑥𝑉 ∩𝑀𝐺(𝑋) ⊂
𝑊 (𝑂,𝑈).

Предложение 5.4.10. Для пространства (𝑋, 𝒯 ) следующие условия экви-
валентны:

(RCCC) 𝑐(𝑋,𝑀𝐺(𝑋)) ≤ 𝜔;

(TG𝑢) если (𝑂𝛼)𝛼<𝜔1
⊂ 𝒯 семейство открытых непустых множеств и (𝑈𝛼)𝛼<𝜔1

⊂
𝒰𝑋 семейство окружений диагонали, то существуют различные 𝛼, 𝛽 <
𝜔1, такие что

𝑊 (𝑂𝛼, 𝑈𝛼) ∩𝑊 (𝑂𝛽, 𝑈𝛽) ̸= ∅;

(TG) если (𝑂𝛼)𝛼<𝜔1
⊂ 𝒯 семейство открытых непустых множеств и (𝛾𝛼)𝛼<𝜔1

семейство нормальных открытых покрытий пространства 𝑋, то су-
ществуют различные 𝛼, 𝛽 < 𝜔1, такие что

st(𝑂𝛼, 𝛾𝛽) ∩ st(𝑂𝛽, 𝛾𝛼) ̸= ∅.

Доказательство. Эквивалентность (RCCC)⇔(TG𝑢) вытекает из утвержде-
ния 5.4.9. Докажем (TG𝑢)⇔(TG). Между нормальными открытыми покрыти-
ями пространства 𝑋 и окружениями диагонали из универсальной равномер-
ности 𝒰𝑋 пространства 𝑋 существует соответствие:
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•
⋃︀
𝑉 ∈𝛾 𝑉

2 ∈ 𝒰𝑋 для нормального открытого покрытия 𝛾;

• для каждого 𝑈 ∈ 𝒰𝑋 существует открытое нормальное покрытие 𝛾 про-
странства 𝑋, так что

⋃︀
𝑉 ∈𝛾 𝑉

2 ⊂ 𝑈 .

Поэтому для доказательства импликации (TG𝑢)⇔(TG) достаточно доказать,
что если 𝑂1 и 𝑂2 открытые непустые множества, 𝛾1 и 𝛾2 открытые нормальные
покрытия 𝑋, 𝑈1 =

⋃︀
𝑉 ∈𝛾1 𝑉

2 и 𝑈2 =
⋃︀
𝑉 ∈𝛾2 𝑉

2, то тогда следующие условия
эквивалентны:

(1) 𝑊 (𝑂1, 𝑈1) ∩𝑊 (𝑂2, 𝑈2) ̸= ∅;

(2) st(𝑂1, 𝛾2) ∩ st(𝑂1, 𝛾2) ̸= ∅.

Если 𝑂1∩𝑂2 ̸= ∅, то выполняется (1) и (2). Далее будем считать, что 𝑂1∩𝑂2 =
∅.

Докажем (1)⇒(2). Пусть 𝑥𝑦−1𝑧 ∈ 𝑊 (𝑂1, 𝑈1) ∩ 𝑊 (𝑂2, 𝑈2). Если 𝑥𝑦−1𝑧 ∈
𝑊 (𝑂1, 𝑈1), то либо 𝑥 ∈ 𝑂1 и (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑈1 либо (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈1 и 𝑧 ∈ 𝑂1. Для
определенности, далее будем считать, что 𝑥 ∈ 𝑂1 и (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑈1. Так как 𝑥 /∈ 𝑂2

и 𝑥𝑦−1𝑧 ∈ 𝑊 (𝑂2, 𝑈2), то (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈2 и 𝑧 ∈ 𝑂2. Существуют 𝑉1 ∈ 𝛾1 и 𝑉2 ∈ 𝛾2,
так что 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉1 и 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉2. Тогда 𝑥 ∈ 𝑂1 ∩ 𝑉2, 𝑦 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2 и 𝑧 ∈ 𝑂2 ∩ 𝑉1.
Следовательно, 𝑦 ∈ st(𝑂1, 𝛾2) ∩ st(𝑂1, 𝛾2).

Доказательство (2)⇒(1) проводятся так же как и (1)⇒(2), только в обрат-
ную сторону. Пусть 𝑦 ∈ st(𝑂1, 𝛾2) ∩ st(𝑂1, 𝛾2). Существуют такие 𝑉1 ∈ 𝛾1 и
𝑉2 ∈ 𝛾2, такие что 𝑂1 ∩ 𝑉2 ̸= ∅, 𝑦 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2 и 𝑂2 ∩ 𝑉1 ̸= ∅. Пусть 𝑥 ∈ 𝑂1 ∩ 𝑉2
и 𝑧 ∈ 𝑂2 ∩ 𝑉1. Тогда 𝑥 ∈ 𝑂1, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑈1, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈2 и 𝑧 ∈ 𝑂2. Следовательно,
𝑥𝑦−1𝑧 ∈ 𝑊 (𝑂1, 𝑈1) ∩𝑊 (𝑂2, 𝑈2).

Теорема 5.38. Пусть 𝑋 ретральное пространство. Тогда у 𝑋 счетное чис-
ло Суслина если и только если для 𝑋 выполняется условие (TG) из предло-
жения 5.4.10.

Доказательство. Пространство 𝑋 является ретральным если и только если
𝑋 является ретрактом 𝐹 (𝑋). Следовательно, 𝑋 есть ретракт 𝑀𝐺(𝑋). Тогда
𝑐(𝑋) = 𝑐(𝑋,𝑀𝐺(𝑋)). Осталось применить предложение 5.4.10.

Предложение 5.4.11. Предположим, что пространства 𝑋 выполняется
следующее условие:

(A) Пусть (𝑂𝛼)𝛼<𝜔1
семейство непустых открытых множеств 𝑋. Тогда

существует несчетное 𝐴 ⊂ 𝜔1 и 𝑥 ∈ 𝑋, так что

|{𝛼 ∈ 𝐴 : 𝑂𝛼 ∩ 𝑉 }| < 𝜔

для любой окрестности 𝑉 точки 𝑥.
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Тогда для 𝑋 выполняется (TG).

Доказательство. Пусть (𝑂𝛼)𝛼<𝜔1
семейство открытых непустых множеств и

(𝛾𝛼)𝛼<𝜔1
семейство нормальных открытых покрытий пространства 𝑋. Из (A)

вытекает, что существует несчетное 𝐴 ⊂ 𝜔1 и 𝑥 ∈ 𝑋, так что |{𝛼 ∈ 𝐴 :
𝑂𝛼 ∩ 𝑉 }| < 𝜔 для любой окрестности 𝑉 точки 𝑥. Положим 𝑀𝛼 = {𝛽 ∈ 𝐴 :
st(𝑥, 𝛾𝛼) ∩ 𝑂𝛽 = ∅} для 𝛼 ∈ 𝐴. Тогда каждое множество 𝑀𝛼 конечно. При-
меняя лемму о ∆ системе, находим несчетное 𝐵 ⊂ 𝐴, так что у семейства
{𝑀𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐵} есть некоторый корень 𝑀 ⊂ 𝐴, то есть 𝑀𝛼 ∩𝑀𝛽 =𝑀 для раз-
личных 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐵. Возьмем различные 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐵 ∖𝑀 . Тогда 𝛼 /∈𝑀𝛽 и 𝛽 /∈𝑀𝛼,
то есть 𝑂𝛼 ∩ st(𝑥, 𝛾𝛽) ̸= ∅ и 𝑂𝛽 ∩ st(𝑥, 𝛾𝛼) ̸= ∅. Следовательно,

𝑥 ∈ st(𝑂𝛼, 𝛾𝛽) ∩ st(𝑂𝛽, 𝛾𝛼).

Предложение 5.4.12. Пусть 𝑀 есть сепарабельное метрическое простран-
ство, 𝐴(𝜔1) есть одноточечная компактификация дискретно пространства
пространства мощности 𝜔1. Пусть 𝑋 ⊂𝑀×𝐴(𝜔1) и {𝑚 ∈𝑀 : (𝑚, 𝑦) ∈ 𝑋}
плотно в 𝑀 для всех 𝑦 ∈ 𝐴(𝜔1). Тогда для 𝑋 выполняется (TG) и 𝑋 не яв-
ляется ретральным пространством.

Доказательство. В силу предложения 5.4.11, достаточно проверить условие
(A). Пусть (𝑂𝛼)𝛼<𝜔1

есть семейство непустых открытых множеств 𝑋. Пусть
𝑦* есть единственная неизолированная точка 𝐴(𝜔1), 𝑌 = 𝐴(𝜔1) ∖ {𝑦*} и ℬ есть
счетная база 𝑀 . Для каждого 𝛼 < 𝜔1 существует 𝑦𝛼 ∈ 𝑌 и 𝑈𝛼 ∈ ℬ, так что
𝑈𝛼×{𝑦𝛼} ⊂ 𝑂𝛼. Так как множество ℬ счетно, то существует 𝑈 ∈ ℬ и несчетное
𝐴 ⊂ 𝜔1, так что 𝑈 = 𝑈𝛼 для некоторого 𝛼 ∈ 𝐴. Пусть 𝑚* ∈ {𝑚 ∈ 𝑈 : (𝑥, 𝑦) ∈
𝑋} ≠ ∅ и 𝑥 = (𝑚*, 𝑦*). Тогда для 𝑥 и 𝐴 выполняется условие (A).

Так как 𝑋 плотно в 𝑀 × 𝐴(𝜔1), то 𝑐(𝑋) = 𝜔1. Так как 𝑐(𝑋) > 𝜔 и для
𝑋 выполняется (TG), то из теоремы 5.38 вытекает, что 𝑋 не ретральное про-
странство.

5.5 Пространства с операцией Мальцева
Отображение 𝑀 : 𝑋3 → 𝑋 называется операцией Мальцева, если выпол-

няется тождество
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑦) =𝑀(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑥

для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. На группах есть естественная операция Мальцева:𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑥𝑦−1𝑧. На ретрактах множеств с операцией Мальцева есть операция Мальце-
ва: если 𝑟 : 𝑋 → 𝑋 ретракция, то положим 𝑀 ′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑟(𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)) для
𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑟(𝑋).
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Мы рассматриваем непрерывные и раздельно непрерывные операции Маль-
цева на топологических пространствах. Топологическое пространство с непре-
рывной операцией Мальцева называются мальцевскими пространствами.

𝜔-Клеточность и число Суслина пространств с
операцией Мальцева

В этом разделе у пространств не предполагаются какие либо дополнитель-
ные аксиомы отделимости.

Для пространства 𝑋 определим следующее свойство:

(Us) Пусть {𝑥𝛼 : 𝛼 < 𝜔1} ⊂ 𝑋 и для 𝛼 < 𝜔1 пусть ℱ𝛼 есть не более чем
счетное семейство замкнутых подмножеств 𝑋. Тогда существует 𝛽 < 𝜔1,
для которого выполняется условие:

(*) существует 𝑦 ∈ {𝑥𝛼 : 𝛼 < 𝛽}, такое что если 𝛾 < 𝛽, 𝐹 ∈ ℱ𝛾 и
𝑥𝛽 ∈ 𝐹 , то 𝑦 ∈ 𝐹 .

Свойство (Us) является усилением свойства (U) из [13; 77] в классе ти-
хоновских пространств. Свойство (Us) можно использовать для регулярных
пространств.

Утверждение 5.5.1. Пространство 𝑋 является Σ-пространством со счет-
ным экстендом если и только если существует счетное семейство 𝒮 и по-
крытие 𝒞 замкнутыми счетно компактными множествами, так что если
𝐶 ∈ 𝒞 и 𝑈 ⊃ 𝐶 открыто, то 𝐶 ⊂ 𝑆 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑆 ∈ 𝒮.

Доказательство. Пусть 𝒮 есть 𝜎-дискретное семейство и 𝒞 есть покрытие
замкнутыми счетно компактными множествами, так что если 𝐶 ∈ 𝒞 и 𝑈 ⊃
𝐶 открыто, то 𝐶 ⊂ 𝑆 ⊂ 𝑈 для некоторого 𝑆 ∈ 𝒮. Так как 𝑋 со счетным
экстендом, то 𝒮 счетно.

В обратную сторону, достаточно отметить, что счетное семейство является
𝜎-дискретным семейством.

Предложение 5.5.2. Пусть 𝑋 есть регулярное Σ-пространство со счет-
ным экстендом. Тогда для 𝑋 выполняется (Us).

Доказательство. Пусть 𝒮 и 𝒞 есть как в утверждении 5.5.1. Можно считать,
что семейство 𝒮 замкнуто относительно конечных пересечений. Пусть {𝑥𝛼 :
𝛼 < 𝜔1} ⊂ 𝑋 и для 𝛼 < 𝜔1 пусть ℱ𝛼 есть не более чем счетное семейство
замкнутых подмножеств 𝑋. Обозначим

𝐹 *𝛾 = {
⋂︁
ℱ : ℱ ⊂

⋃︁
𝛼<𝛾

ℱ𝛼, |ℱ| < 𝜔,
⋂︁
ℱ ̸= ∅},

𝑋𝛾 = {𝑥𝛼 : 𝛼 < 𝛾}
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для 𝛾 ≤ 𝜔1. Индукцией по 𝑛 ∈ 𝜔 построим возрастающую последовательность
счетных ординалов (𝛽𝑛)𝑛∈𝜔 так что для 𝑛 > 0 выполняется условие:

(𝑃𝑛) если 𝑥𝛾 ∈ 𝑆 ∩ 𝐹 для 𝛾 < 𝜔1, 𝑆 ∈ 𝒮 и 𝐹 ∈ ℱ*𝛽𝑛−1
, то существует 𝑦 ∈ 𝑋𝛽𝑛,

такое что 𝑦 ∈ 𝑆 ∩ 𝐹 .

Положим 𝛽0 = 𝜔. Предположим, что 𝑛 > 0 и построены 𝛽0 < 𝛽1 < ... < 𝛽𝑛−1 <
𝜔1. Для 𝑆 ∈ 𝒮 и 𝐹 ∈ ℱ*𝛽𝑛−1

обозначим

𝐴𝑆,𝐹 = {𝛼 < 𝜔1 : 𝑥𝛼 ∈ 𝑆 ∩ 𝐹}.

Если 𝐴𝑆,𝐹 ̸= ∅, то обозначим 𝛼𝑆,𝐹 = min𝐴𝑆,𝐹 . Положим

𝛽𝑛 = sup{𝛼𝑆,𝐹 : 𝑆 ∈ 𝒮, 𝐹 ∈ ℱ*𝛽𝑛−1
и 𝐴𝑆,𝐹 ̸= ∅}+ 1.

Последовательность (𝛽𝑛)𝑛∈𝜔 построена. Положим 𝛽 = sup{𝛽𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}.
Проверим (*) в определении (Us). Существует 𝐶 ∈ 𝒞, для которого 𝑥𝛽 ∈ 𝐶.
Положим

𝒮 ′ = {𝑆 ∈ 𝒮 : 𝐶 ⊂ 𝑆} = {𝑆 ′𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔},
ℱ ′ = {𝐹 ∈ ℱ*𝛽 : 𝑥𝛽 ∈ 𝐹} = {𝐹 ′𝑛 : 𝑛 ∈ 𝜔}.

Пусть 𝑛 ∈ 𝜔. Положим

𝑆𝑛 =
𝑛⋂︁
𝑖=0

𝑆 ′𝑖, 𝐹𝑛 =
𝑛⋂︁
𝑖=0

𝐹 ′𝑖 ,

𝛼𝑛 = 𝛼𝑆𝑛,𝐹𝑛
, 𝑦𝑛 = 𝑥𝛼𝑛

.

Так как ℱ*𝛽 =
⋂︀
𝑚∈𝜔 ℱ*𝛽𝑚, то 𝐹𝑛 ∈ ℱ*𝛽𝑚 для некоторого 𝑚 ∈ 𝜔. Так как 𝛽 ∈

𝐴𝑆𝑛,𝐹𝑛
̸= ∅, то 𝛼𝑛 = 𝛼𝑆𝑛,𝐹𝑛

≤ 𝛽𝑚+1 < 𝛽. Следовательно, 𝑦𝑛 ∈ 𝑋𝛽.
Из определения семейств 𝒮 и 𝒞 вытекает, что последовательность (𝑦𝑛)𝑛∈𝜔

накапливается к некоторой точке 𝑦 ∈ 𝐶 ∩
⋂︀
𝑛∈𝜔 𝐹𝑛. Так как (𝑦𝑛)𝑛∈𝜔 ⊂ 𝑋𝛽, то

𝑦 ∈ 𝑋𝛽.
Пусть 𝐹 ∈ ℱ𝛾 для 𝛾 < 𝛽 и 𝑥𝛽 ∈ 𝐹 . Тогда 𝐹 ∈ ℱ ′ и 𝐹 = 𝐹 ′𝑚 ⊂ 𝐹𝑚 для

некоторого 𝑚 ∈ 𝜔. Следовательно,

𝑦 ∈
⋂︁
𝑛∈𝜔

𝐹𝑛 ⊂ 𝐹𝑚 ⊂ 𝐹.

Предложение 5.5.3. Пусть 𝑋 есть регулярное пространство с раздельно
непрерывной операцией Мальцева и для 𝑋 выполняется (Us). Тогда 𝑋 явля-
ется 𝜔-клеточным пространством.
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Доказательство. Предположим противное. Тогда существует семейство {𝐾 ′𝛼 :
𝛼 < 𝜔1} непустых множеств типа 𝐺𝛿, так что

𝐾 ′𝛽 ̸⊂
⋂︁
𝛼<𝛽

𝐾 ′𝛼

для 𝛽 < 𝜔1. Выберем
𝑥𝛽 ∈ 𝐾 ′𝛽 ∖

⋂︁
𝛼<𝛽

𝐾 ′𝛼

и последовательность (𝑈𝛽,𝑛)𝑛∈𝜔 открытых множеств 𝑋, так что

𝑥𝛽 ∈ 𝑈𝑛+1 ⊂ 𝑈𝑛+1 ⊂ 𝑈𝑛

для 𝑛 ∈ 𝜔. Тогда
𝑥𝛽 ∈ 𝐾𝛽 =

⋂︁
𝑛∈𝜔

𝑈𝛽,𝑛 ⊂ 𝐾 ′𝛽

и
𝑥𝛽 /∈

⋃︁
𝛼<𝛽

𝐾𝛼. (5.1)

Для 𝛼, 𝛾 < 𝜔1 положим

ℎ𝛼,𝛾 : 𝑋 → 𝑋, 𝑥 ↦→𝑀(𝑥, 𝑥𝛼, 𝑥𝛾).

Отметим, что

ℎ𝛼,𝛾(𝑥𝛼) = 𝑥𝛾, ℎ𝛼,𝛼 = id𝑋 .

Положим

𝒫𝛽 = {ℎ−1𝛼,𝛾(𝑋 ∖ 𝑈𝛾,𝑛) : 𝛼, 𝛾 < 𝛽 и 𝑛 < 𝜔},
ℱ𝛽 = 𝒫𝛽+1.

Так как для 𝑋 выполняется условие (Us), то существует 𝛽 < 𝜔1 и

𝑦 ∈ {𝑥𝛼 : 𝛼 < 𝛽},

такое что если 𝛾 < 𝛽, 𝐹 ∈ ℱ𝛾 и 𝑥𝛽 ∈ 𝐹 , то 𝑦 ∈ 𝐹 . Тогда

если 𝑥𝛽 ∈ 𝐹 ∈ 𝒫𝛽, то 𝑦 ∈ 𝐹. (5.2)

Положим
𝑦𝛾 =𝑀(𝑥𝛽, 𝑦, 𝑥𝛾)

для 𝛾 < 𝛽.

Лемма. 𝑦𝛾 ∈ 𝐾𝛾.
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Доказательство. Предположим, что 𝑦𝛾 /∈ 𝐾𝛾. Тогда 𝑦𝛾 /∈ 𝑈𝛾,𝑛 для некоторого
𝑛 ∈ 𝜔. Положим

𝑈1 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑥𝛾) ∈ 𝑈𝛾,𝑛+1},
𝑈2 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑀(𝑥𝛽, 𝑥, 𝑥𝛾) ∈ 𝑋 ∖ 𝑈𝛾,𝑛+1}.

Множества 𝑈1 и 𝑈2 открыты. Так как

𝑥𝛾 =𝑀(𝑦, 𝑦, 𝑥𝛾) ∈ 𝑈𝛾,𝑛+1,

𝑦𝛾 =𝑀(𝑥𝛽, 𝑦, 𝑥𝛾) /∈ 𝑈𝛾,𝑛 ⊃ 𝑈𝛾,𝑛+1,

то 𝑦 ∈ 𝑈1 ∩ 𝑈2. Множество 𝑈1 ∩ 𝑈2 является открытой окрестностью 𝑦. Так
как 𝑦 ∈ {𝑥𝛼 : 𝛼 < 𝛽}, то 𝑥𝛼 ∈ 𝑈1 ∩ 𝑈2 для некоторого 𝛼 < 𝛽. Тогда

ℎ𝛼,𝛾(𝑦) =𝑀(𝑦, 𝑥𝛼, 𝑥𝛾) ∈ 𝑈𝛾,𝑛+1,

ℎ𝛼,𝛾(𝑥𝛽) =𝑀(𝑥𝛽, 𝑥𝛼, 𝑥𝛾) ∈ 𝑋 ∖ 𝑈𝛾,𝑛+1 ⊂ 𝑋 ∖ 𝑈𝛾,𝑛+1.

Следовательно

𝑥𝛽 ∈ ℎ−1𝛼,𝛾(𝑋 ∖ 𝑈𝛾,𝑛+1) = 𝐹 ∈ 𝒫𝛽,
𝑦 ∈ ℎ−1𝛼,𝛾(𝑈𝛾,𝑛+1) = 𝑋 ∖ 𝐹.

Противоречие с (5.2).

Положим
ℎ : 𝑋 → 𝑋, 𝑥 ↦→𝑀(𝑥𝛽, 𝑦, 𝑥).

Так как отображение ℎ непрерывно, 𝑦𝛾 = ℎ(𝑥𝛾) для 𝛾 < 𝛽 и 𝑦 ∈ {𝑥𝛾 : 𝛾 < 𝛽},
то

𝑥𝛽 =𝑀(𝑥𝛽, 𝑦, 𝑦) = ℎ(𝑦) ∈ ℎ({𝑥𝛾 : 𝛾 < 𝛽}) = {𝑦𝛾 : 𝛾 < 𝛽}.
Из леммы вытекает, что

𝑥𝛽 ∈
⋃︁
𝛾<𝛽

𝐾𝛾.

Противоречие с (5.1).

Из предложений 5.5.2 и 5.5.3 вытекает следующее предложение.

Теорема 5.39. Пусть 𝑋 есть регулярное Σ-пространство со счетным экс-
тендом и с раздельно непрерывной операцией Мальцева. Тогда 𝑋 является
𝜔-клеточным пространством.

Следствие 5.40. Пусть 𝑋 есть регулярное счетно компактное простран-
ство с раздельно непрерывной операцией Мальцева. Тогда 𝑋 является 𝜔-
клеточным пространством.
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Компактные и псевдокомпактные пространства с
раздельно непрерывной операцией Мальцева и
компакты Дугунджи

Предложение 5.5.4 (Э.Б.Шапировский, см. [13, Theorem 4.10]). Пусть 𝑋
есть компактное 𝜔-клеточное пространство. Тогда 𝜔1 является калибром
𝑋.

Если {𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} есть семейство пространств, то будем обозначать через
𝜋𝛼 проекцию произведения Π =

∏︀
𝛼∈𝐴𝑋𝛼 на𝑋𝛼 и будем обозначать для 𝐵 ⊂ 𝐴

через 𝜋𝐵 проекцию произведения Π на грань
∏︀

𝛼∈𝐵𝑋𝛼.

Предложение 5.5.5 (Е.В. Щепин, [99, Теорема 26]). Компакт 𝑋 является
компактом Дугунджи если и только если 𝑋 можно вложить в произведе-
ние

∏︀
𝛼∈𝐴𝑋𝛼 метризуемых компактов таким образом, что отображение

𝑝𝐵 = 𝜋𝐵|𝑋 : 𝑋 → 𝜋𝐵(𝑋)

открыто для всех 𝐵 ⊂ 𝐴.

Предложение 5.5.6 (А.Мальцев [145], см. также [13, Theorem 4.11]). Пусть
𝑋 есть пространство с раздельно непрерывной операцией Мальцева 𝑀 , 𝑌
есть пространство с раздельно непрерывной операцией Мальцева 𝐿, 𝑓 : 𝑋 →
𝑌 есть непрерывное сюрьективное факторное отображением, которое яв-
ляется гомоморфизмом алгебры (𝑋,𝑀) на алгебру (𝑌, 𝐿) (то есть 𝐿 ∘ 𝑓 3 =
𝑓 ∘𝑀). Тогда 𝑓 есть открытое отображение.

Теорема 5.41. Пусть 𝑋 есть компактное пространство с раздельно непре-
рывной операцией Мальцева. Тогда 𝑋 является компактом Дугунджи.

Доказательство. Из следствия 5.40 и предложения 5.5.4 вытекает что 𝜔1

является калибром пространства 𝑋. Пусть 𝑀 есть раздельно непрерывная
операция Мальцева на 𝑋. Из теоремы 2.39 вытекает, что существует семей-
ство метризуемых компактов с раздельно непрерывной операцией Мальцева
{(𝑋𝛼,𝑀𝛼) : 𝛼 ∈ 𝐴}, такое что 𝑋 вкладывается в Π =

∏︀
𝛼∈𝐴𝑋𝛼 таким обра-

зом, что алгебра (𝑋,𝑀) вложена в алгебру (Π, 𝐿) как подалгебра, где

𝐿(𝑥̄, 𝑦, 𝑧) = (𝑀𝛼(𝑥𝛼, 𝑦𝛼, 𝑧𝛼))𝛼∈𝐴, где 𝑥̄, 𝑦, 𝑧 ∈ Π и
𝑥̄ = (𝑥𝛼)𝛼∈𝐴, 𝑦 = (𝑦𝛼)𝛼∈𝐴, 𝑧 = (𝑧𝛼)𝛼∈𝐴.

Пусть
𝑝𝐵 = 𝜋𝐵|𝑋 : 𝑋 → 𝜋𝐵(𝑋)

для 𝐵 ⊂ 𝐴. Отображение 𝑝𝐵 является непрерывным гомоморфизмом маль-
цевских пространств с раздельно непрерывными операциями Мальцева. Отоб-
ражение 𝑝𝐵 сюрьективно. Так как 𝑋 компактно, то отображение 𝑝𝐵 замкнуто
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и, следовательно, факторно. Из предложения 5.5.6 вытекает что отображение
𝑝𝐵 открыто.

Итак, 𝑝𝐵 открыто для каждого 𝐵 ⊂ 𝐴. Из предложения 5.5.5 вытекает,
что 𝑋 компакт Дугунджи.

Из теорем 4.5 и 5.41 вытекает следующее утверждение.

Теорема 5.42. Пусть 𝑋 есть псевдокомпактное пространство с раздельно
непрерывной 2-квазинепрерывной операцией Мальцева. Тогда 𝛽 𝑋 является
компактом Дугунджи.

Теорема 5.43. Пусть 𝑋 есть псевдокомпактное пространство с непрерыв-
ной операцией Мальцева 𝑀 . Тогда 𝛽 𝑋 является компактом Дугунджи и
операция 𝑀 продолжается до непрерывной операции Мальцева ̂︁𝑀 : (𝛽 𝑋)3 →
𝛽 𝑋 на 𝛽 𝑋.

Доказательство. Из теоремы 5.42 вытекает, что 𝛽 𝑋 является компактом Ду-
гунджи. Компакты Дугунджи являются κ-метризуемыми компактами [106].
Плотные подпространства κ-метризуемых пространств κ-метризуемы, следо-
вательно, 𝑋 κ-метризуемое пространство. Так как произведение псевдоком-
пактных κ-метризуемых пространств псевдокомпактно [94], то 𝑋 в любой
степени псевдокомпактно. Следовательно, 𝑋3 псевдокомпактно. Из теоремы
Гликсберга [137] вытекает, что отображение 𝑀 продолжается до непрерывно-
го отображения ̂︁𝑀 : (𝛽 𝑋)3 → 𝛽 𝑋 на 𝛽 𝑋. Так как 𝑋 плотно в 𝛽 𝑋, то ̂︁𝑀
является операцией Мальцева.

Из теорем 4.6 и 5.41 вытекает следующее утверждение.

Теорема 5.44. Пусть 𝑋 есть псевдокомпактное пространство с раздель-
но непрерывной операцией Мальцева и (𝑋,𝑋) является парой Гротендика.
Тогда 𝛽 𝑋 является компактом Дугунджи.

Из следствия 4.7, предложения 2.1.2 и теоремы 4.6 вытекает следующее
утверждение.

Следствие 5.45. Пусть 𝑋 есть псевдокомпактное пространство с раздель-
но непрерывной операцией Мальцева и 𝑋 принадлежит какому либо из пе-
речисленных ниже классов пространств:

(1) счетно компактные пространства;

(2) пространства счетной тесноты;

(3) сепарабельные пространства;

(4) 𝑘-пространства;
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(5) пространства с плотным 𝜎-компактным подпространством.

Тогда 𝛽 𝑋 является компактом Дугунджи.

Пример 5.46. Из следствия 3.33 вытекает, что существует псевдокомпактная
булева квазитопологическая группа 𝐺 c несчетным числом Суслина, такая что
𝐺𝜔 псевдокомпактно. На 𝐺 есть раздельно непрерывная операция Мальцева
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦−1𝑧. В компактах Дугунджи счетное число Суслина. Следова-
тельно, 𝛽 𝐺 не компакт Дугунджи.

Для псевдокомпактного пространства 𝐺 с раздельно непрерывной опера-
цией Мальцева 𝑀 стоун-чеховское расширение 𝛽 𝐺 не является компактом
Дугунджи.

2-Мальцевские пространства

Пусть𝑋 множество. Операцию Мальцева𝑀 : 𝑋3 → 𝑋 назовем 2-мальцевской,
если 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {𝑥, 𝑧} для 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. Операцию Мальцева 𝑀 назовем 3-
мальцевской, если 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧} для 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. 3-Мальцевская опера-
ция характеризуется тем, что каждое подмножество 𝑌 ⊂ 𝑋 является подал-
геброй алгебры (𝑋,𝑀),

Пространство 𝑋 назовем 2-мальцевским пространством, если на 𝑋 суще-
ствует непрерывная 2-мальцевская операция.

Если 𝑀 (раздельно) непрерывная 3-мальцевская операция, то операция

̃︁𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

{︃
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧), если 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {𝑥, 𝑧}
𝑥, если 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) /∈ {𝑥, 𝑧}

будет (раздельно) непрерывной 2-мальцевской операцией.

Теорема 5.47. Пусть 𝑋 есть счетно компактное пространство с раздельно
непрерывной 2-мальцевской операцией.

(1) Если 𝑋 регулярное пространство, то спред 𝑠(𝑋) пространства 𝑋 сче-
тен.

(2) Если 𝑋 тихоновское пространство, то 𝑋 метризуемый компакт.

Доказательство. (1) Пусть 𝐷 дискретное подпространство 𝑋. Положим 𝑌 =
𝐷. Пространство 𝑌 является счетно компактным мальцевским регулярным
пространством. Из следствия 5.40 вытекает, что пространство 𝑌 𝜔-клеточно.
Так как 𝐷 открытое

(2) Пусть 𝑀 есть раздельно непрерывная операция на 𝑋. Из следствия 4.7
и предложения 2.1.2 вытекает, что𝑀 продолжается до раздельно непрерывной
операцией Мальцева ̂︁𝑀 : (𝛽 𝑋)3 → 𝛽 𝑋. Из теоремы 5.41 вытекает, что 𝛽 𝑋
является компактом Дугунджи.
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Покажем, что ̂︁𝑀 есть 2-мальцевская операция. Предположим противное.
Тогда существуют 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝛽 𝑋, для которых ̂︁𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) /∈ {𝑥, 𝑧}. Пусть 𝑈 и 𝑉
есть такие непересекающиеся открытые подмножества 𝛽 𝑋, что𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑈
и 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑉 . Из раздельной непрерывности ̂︁𝑀 вытекает, что существует 𝑦′ ∈ 𝑋
так что ̂︁𝑀(𝑥, 𝑦′, 𝑧) ∈ 𝑈 ; существует 𝑥′ ∈ 𝑉 ∩ 𝑋 так что ̂︁𝑀(𝑥′, 𝑦′, 𝑧) ∈ 𝑈 ;
существует 𝑧′ ∈ 𝑉 ∩ 𝑋 так что ̂︁𝑀(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) ∈ 𝑈 . Получаем 𝑀(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) =̂︁𝑀(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) ∈ 𝑈 и 𝑥′, 𝑧′ ∈ 𝑉 . Следовательно, 𝑀(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) /∈ {𝑥′, 𝑧′}. Противо-
речие с тем, что операция 𝑀 2-мальцевская.

Из (1) вытекает, что спред компакта 𝛽 𝑋 счетен. Для компактов счетный
спред влечет счетную тесноту [88, 7.15. Theorem]. Компакты Дугунджи яв-
ляются диадическими компактами и диадические компакты счетной тесноты
метризуемы [78, Теорема 33]. Следовательно, 𝑋 метризуемый компакт.

Обозначим

∆ = {(𝑥, 𝑥, 𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋}, Π1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋},
Π2 = {(𝑦, 𝑥, 𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋}, Π3 = {(𝑦, 𝑦, 𝑥) : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋},̃︀𝑋 = 𝑋3 ∖∆, Φ1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋3 : 𝑥 =𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)},
Φ2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋3 : 𝑦 =𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, Φ3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋3 : 𝑧 =𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)}.

Положим

̃︀Π𝑖 = Π𝑖 ∩ ̃︀𝑋, ̃︀Φ𝑖 = Φ𝑖 ∩ ̃︀𝑋
для 𝑖 = 1, 2, 3.

Из определений несложно вытекает следующее утверждение.

Предложение 5.5.7. Пусть 𝑀 есть 3-арная операция на пространстве 𝑋.

(1) Если 𝑀 непрерывная операция Мальцева на 𝑋, то тогда множества
Φ𝑖 замкнуты в 𝑋3 для 𝑖 = 1, 2, 3 и

Π1 ⊂ Φ1, Π3 ⊂ Φ3.

(2) Операция 𝑀 является непрерывной 3-мальцевской операцией если и
только если

(a) ∆ ⊂ Φ𝑖 для 𝑖 = 1, 2, 3;

(b) ̃︀Π1 ⊂ ̃︀Φ1 и ̃︀Π3 ⊂ ̃︀Φ3;

(c) ̃︀Φ1, ̃︀Φ2 и ̃︀Φ3 есть открыто замкнутое разбиение ̃︀𝑋.

(3) Операция 𝑀 является непрерывной 2-мальцевской операцией если и
только если
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(a) ∆ ⊂ Φ𝑖 для 𝑖 = 1, 3;

(b) ̃︀Π1 ⊂ ̃︀Φ1 и ̃︀Π3 ⊂ ̃︀Φ3;

(c) ̃︀Φ1 и ̃︀Φ3 есть открыто замкнутое разбиение ̃︀𝑋.

Из предложения 5.5.7 вытекает следующее утверждение.

Предложение 5.5.8. Пространство 𝑋 является 2-мальцевским если и толь-
ко если у ̃︀Π1 и ̃︀Π3 существуют открыто замкнутые непересекающиеся окрест-
ности в ̃︀𝑋.

Из предложения 5.5.8 вытекает следующее утверждение.

Предложение 5.5.9. Если пространство 𝑋 уплотняется на 2-мальцевское
пространство, то 𝑋 является 2-мальцевским пространством.

Теорема 5.48. Если пространство 𝑋 уплотняется на неархимедово про-
странство (например, на сепарабельное метризуемое нульмерное простран-
ство), то 𝑋 является 2-мальцевским пространством.

Доказательство. В силу предложения 5.5.9, достаточно показать, что если
𝑋 неархимедово пространство, то 𝑋 является 2-мальцевским пространством.
Это утверждение несложно вытекает из теоремы 5.34, но мы докажем этот
факт непосредственно, используя предложение 5.5.8.

Пусть ℬ есть неархимедова база пространства 𝑋. Положим

𝑊1 =
⋃︁
{𝑈 × 𝑉 × 𝑉 : 𝑈, 𝑉 ∈ ℬ и 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅},

𝑊3 =
⋃︁
{𝑉 × 𝑉 × 𝑈 : 𝑈, 𝑉 ∈ ℬ и 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅}.

Ясно, ̃︀Π1 ⊂ 𝑊1 ⊂ ̃︀𝑋, ̃︀Π3 ⊂ 𝑊3 ⊂ ̃︀𝑋,
𝑊1 и 𝑊3 открыты в ̃︀𝑋.

Докажем, что 𝑊1 ∩𝑊3 = ∅. Предположим противное, то есть существует
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑈1 ∩ 𝑈3. Тогда

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑈1 × 𝑉1 × 𝑉1 ∩ 𝑉2 × 𝑉2 × 𝑈2

для некоторых 𝑈1, 𝑉1, 𝑈2, 𝑉2 ∈ ℬ, для которых 𝑈1 ∩ 𝑉1 = 𝑈2 ∩ 𝑉2 = ∅. Тогда

𝑥 ∈ 𝑈1 ∩ 𝑉2, 𝑦 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2, 𝑧 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑈2.

Так как семейство ℬ неархимедово, 𝑈1 ∩ 𝑉1 = ∅, 𝑈1 ∩ 𝑉2 ̸= ∅ и 𝑉1 ∩ 𝑉2 ̸= ∅,
то 𝑈1, 𝑉1 ⊂ 𝑉2. Так как семейство ℬ неархимедово, 𝑈2 ∩ 𝑉2 = ∅, 𝑉1 ∩ 𝑉2 ̸= ∅ и
𝑉1 ∩ 𝑈2 ̸= ∅, то 𝑈2, 𝑉2 ⊂ 𝑉1. Следовательно,

𝑈1 ⊂ 𝑉2 = 𝑉1 ⊃ 𝑈2.
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Противоречие с 𝑈1 ∩ 𝑉1 = ∅. Мы доказали, что 𝑊1 ∩𝑊3 = ∅.
Докажем что 𝑊1 и 𝑊3 замкнуты в ̃︀𝑋. Пусть (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑊1∩ ̃︀𝑋. Если 𝑦 = 𝑧,

то (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ̃︀Π1 ⊂ 𝑊1. Рассмотрим случай 𝑦 ̸= 𝑧. Пусть 𝑥 ∈ 𝐴 ∈ ℬ, 𝑦 ∈ 𝐵 ∈ ℬ,
𝑧 ∈ 𝐶 ∈ ℬ, 𝐵 ∩ 𝐶 = ∅, 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ если 𝑥 ̸= 𝑦 и 𝐴 ∩ 𝐶 = ∅ если 𝑥 ̸= 𝑧. Тогда
𝐵 ∪ 𝐶 ̸⊂ 𝐴. Так как 𝐴×𝐵 × 𝐶 ∩𝑊1 ̸= ∅, то

𝐴×𝐵 × 𝐶 ∩ 𝑈 × 𝑉 × 𝑉 ̸= ∅

для некоторых непересекающихся 𝑈, 𝑉 ∈ ℬ. Так как 𝐵 ∩ 𝑉 ̸= ∅, 𝐶 ∩ 𝑉 ̸= ∅
и 𝐵 ∩ 𝐶 = ∅, то 𝐵,𝐶 ⊂ 𝑉 . Так как 𝐵 ∪ 𝐶 ̸⊂ 𝐴, 𝐵 ∪ 𝐶 ⊂ 𝑉 , 𝐴 ∩ 𝑈 ̸= ∅ и
𝑈 ∩ 𝑉 = ∅, то 𝐴 ∩ 𝑉 = ∅. Тогда

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐴× 𝑉 × 𝑉 ⊂ 𝑊1.

Следовательно, 𝑊1 замкнуто в ̃︀𝑋. Аналогично, 𝑊3 замкнуто в ̃︀𝑋.
Итак, мы нашли непересекающиеся открыто замкнутые окрестности 𝑊1

и 𝑊3 множеств ̃︀Π1 и ̃︀Π3, соответственно, в пространстве ̃︀𝑋. Из предложения
5.5.8 вытекает, что 𝑋 2-мальцевское пространство.

Счетное пространство уплотняется на метризуемое нульмерное простран-
ство, поэтому из теоремы 5.48 вытекает следующее утверждение.

Следствие 5.49. Счетное пространство является 2-мальцевским простран-
ством.

Мальцевские и ретральные пространства

Для пространства 𝑋 обозначим через 𝐹 (𝑋) свободную топологическую
группу над пространством 𝑋. Для 𝑆 ⊂ 𝐹 (𝑋) обозначим алгебраическую обо-
лочку 𝑆 как ⟨𝑆⟩.

Предложение 5.5.10 (О.В. Сипачева [72]). Мальцевское компактное про-
странство является ретральным пространством. Более того, если 𝑀 есть
непрерывная операция Мальцева на компакте 𝑋 и 𝑌 ⊂ 𝑋 является подалгеб-
рой мальцевского пространства (𝑋,𝑀) (т.е. 𝑀(𝑌 3) = 𝑌 ), то существует
непрерывная ретракция 𝑟 : 𝐹 (𝑋)→ 𝑋, для которой 𝑟(⟨𝑌 ⟩) = 𝑌 .

Теорема 5.50. Пусть 𝑋 псевдокомпактное мальцевское пространство. То-
гда 𝑋 является ретральным пространством.

Доказательство. Пусть 𝑀 есть непрерывная операция Мальцева на 𝑋. Из
теоремы 5.43 вытекает, что 𝑀 продолжается до непрерывной операции Маль-
цева ̂︁𝑀 : (𝛽 𝑋)3 → 𝛽 𝑋 на 𝛽 𝑋. Из предложения 5.5.10 вытекает, что существу-
ет непрерывная ретракция 𝑟 : 𝐹 (𝛽 𝑋)→ 𝛽 𝑋, таким образом что 𝑟(⟨𝑋⟩) = 𝑋.
Следовательно, пространство 𝑋 является ретрактом группы ⟨𝑋⟩.
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Пример 5.51. Пусть 𝐶 канторово множество, {𝐶𝛼 : 𝛼 ≤ 𝜔1} разбиение 𝐶 на
всюду плотные подмножества, 𝐴(𝜔1) = 𝑌 ∪ {𝑦*} одноточечная компактифи-
кация дискретного пространства 𝑌 = {𝑦𝛼 : 𝛼 < 𝜔1}. Положим

𝑋 = 𝐶𝜔1
× {𝑦*} ∪

⋃︁
𝛼<𝜔1

𝐶𝛼 × {𝑦𝛼} ⊂ 𝐶 × 𝐴(𝜔1).

Из предложения 5.4.12 вытекает, что 𝑋 не ретральное пространство. По по-
строению, проекция 𝑋 на 𝐶 является уплотнением. Из теоремы 5.48 вытекает,
что 𝑋 является 2-мальцевским и, тем более, мальцевским пространством.

Пространство 𝑋 является мальцевским не ретральным пространством.

5.6 Топологические свойства однородных
пространств и пространств с
алгебраической структурой

В этом разделе сравниваются топологические свойства однородных про-
странств, групп с топологией, мальцевских и ретральных пространств.

Счетные пространства

Предложение 5.6.1 (Е.Зеленюк [45, Theorem 1]). Если 𝑋 есть счетное од-
нородное пространство, то 𝑋 гомеоморфно некоторой квазитопологической
булевой группы.

Широко известны примеры счетных однородных пространств, на которых
нельзя ввести структуру топологической группы. Однако, неизвестно, мож-
но ли на таких пространствах ввести структуру паратопологической группы.
Неизвестно также, существуют ли счетные паратопологические группы, кото-
рые не изоморфны топологическим группам.

Для счетного пространства 𝑋 обозначим 𝐵𝑞(𝑋) = 𝐻𝜔
𝜔 (𝑋). Из предложе-

ния 5.2.6 вытекает, что |𝐵𝑞(𝑋)| = 𝜔. Из теоремы 5.5 вытекает, что 𝐵𝑞(𝑋)
однородное пространство и 𝐵𝑞(𝑋) ×𝑋 гомеоморфно 𝐵𝑞(𝑋). По построению,
𝐵𝑞(𝑋) есть некоторое 𝜎-произведение в 𝑋𝜔. Из предложения 5.6.1 вытека-
ет, что на 𝐵𝑞(𝑋) есть структура булевой квазитопологической группы, далее
будем рассматривать 𝐵𝑞(𝑋) как такую группу.

Предложение 5.6.2. Если 𝑋 сепарабельное ко-неархимедово пространство,
то 𝑋𝜔 ко-неархимедово пространство.

Доказательство. Пусть 𝒯 есть неархимедова топология на 𝑋 и ℱ есть база
𝑋, состоящая из замкнутых в 𝑌 = (𝑋, 𝒯 ) множеств, при этом ℱ содержит
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все открыто замкнутые подмножества (𝑋, 𝒯 ). Так как 𝑌 сепарабельно, то
топология 𝑌 метризуемое сепарабельное нульмерное пространство и 𝑌 𝜔 неар-
химедово пространство. Множества вида

∏︀
𝑖∈𝜔 𝐹𝑖, где 𝐹𝑖 ∈ ℱ и 𝐹𝑖 = 𝑋 для

𝑖 > 𝑛, замкнуты в 𝑌 𝜔 и образуют базу 𝑋𝜔.

Теорема 5.52. Пусть 𝑋 есть счетное пространство.

(1) 𝑋 2-мальцевское пространство;

(2) Если 𝑋 ко-неархимедово пространство, то 𝑋 ретракт топологической
булевой группы 𝐵𝑧(𝑋).

(3) Cчетная квазитопологическая булева группа 𝐵𝑞(𝑋) есть плотное 𝜎-
произведение в 𝑋𝜔, 𝐵𝑞(𝑋)×𝑋 гомеоморфно 𝐵𝑞(𝑋) и если 𝒫 есть один
из классов перечисленных ниже, то из 𝑋 ∈ 𝒫 вытекает 𝐵𝑞(𝑋) ∈ 𝒫.

(a) ко-неархимедовы пространства;

(b) кружевные пространства;

(c) пространства со счетным 𝜋-характером;

(d) бисеквенциальные пространства.

Доказательство. (1) Вытекает из следствия 5.49.
(2) Вытекает из теоремы 5.34.
(3) Достаточно показать, что если 𝑋 ∈ 𝒫 , то 𝑋𝜔 ∈ 𝒫 и если 𝑌 плотно

в 𝑋, то 𝑌 ∈ 𝒫 . Нетривиальная часть, что если 𝑋 ко-неархимедово, то 𝑋𝜔

ко-неархимедово, что вытекает из предложения 5.6.2.

Пусть ℱ есть фильтр на 𝜔. На множестве 𝑆 = 𝜔∪{𝑥∞} рассмотрим тополо-
гию, в которой точки 𝜔 изолированны, а базу в 𝑥∞ образуют множества вида
𝐹 ∪ {𝑥∞}, где 𝐹 ∈ ℱ . Это пространство обозначим 𝑆ℱ . Любое счетное про-
странство с одной неизолированной точкой гомеоморфно пространству вида
𝑆ℱ .

На множестве 𝜔<𝜔 конечных подмножеств 𝜔 есть структура булевой груп-
пы с операцией симметрической разницы. На 𝜔<𝜔 задается топология топо-
логической группы, базу в единице (пустом множестве) образуют подгруппы
𝐹 𝜔 = {𝑀 ⊂ 𝐹 : |𝑀 | < 𝜔} для 𝐹 ∈ ℱ . Обозначим 𝜔<𝜔 c этой топологией
как 𝐵𝑓(ℱ). Топологическая группа 𝐵0

𝑧(𝑆ℱ) топологически изоморфна группе
𝐵𝑓(ℱ), 𝑀 ↦→𝑀 ∩ 𝜔 для 𝑀 ∈ 𝐵0

𝑧(𝑆ℱ).
Точка 𝑥 в пространстве𝑋 называется 𝐹𝑈𝑓 -точкой, если для любого семей-

ства 𝒩 конечных подмножеств 𝑋 существует последовательность (𝑀𝑛)𝑛∈𝜔 ⊂
𝒩 , сходящаяся к точке 𝑥. Пространство 𝑋 называется 𝐹𝑈𝑓 пространством,
если каждая точка в 𝑋 является 𝐹𝑈𝑓 точкой [12].
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Предложение 5.6.3. Пусть 𝑋 пространство, 𝑥* ∈ 𝑋, 𝑝 = (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝑋𝜔,
𝑥𝑛 = 𝑥* для 𝑛 ∈ 𝜔, 𝑌 = 𝜎𝜔(𝑋

𝜔, 𝑝). Если 𝑥* 𝐹𝑈𝑓 -точка в 𝑋, то 𝑝 𝐹𝑈𝑓 -точка
в 𝑌 .

Доказательство. Пусть (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 есть последовательность в 𝑋, сходящаяся к
𝑥* и состоящая из попарно различных элементов. Пусть 𝜋𝑛 : 𝑋𝜔 → 𝑋 есть
проекция на 𝑛-ю координату,

𝑝𝑛(𝐿) = {𝑥𝑛} ∪ {𝜋𝑖(𝑞) : 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑞 ∈ 𝐿},

для 𝐿 ⊂ 𝑋𝜔 и 𝑛 ∈ 𝜔. Пусть (𝐿𝛼)𝛼∈𝐴 ⊂ 𝑌 <𝜔 есть 𝜋-сеть в точке 𝑝. Тогда
{𝑝𝑛(𝐿𝛼) : 𝑛 ∈ 𝜔, 𝛼 ∈ 𝐴} ⊂ 𝑋 есть 𝜋-сеть в 𝑥*. Так 𝑋 𝐹𝑈𝑓 в 𝑥*, то некоторая
последовательность (𝑝𝑛𝑘(𝐿𝛼𝑘

))𝑘∈𝜔 сходится к 𝑥*. Тогда (𝐿𝛼𝑘
)𝑘∈𝜔 сходится к 𝑝.

Теорема 5.53. Пусть 𝑋 есть счетное пространство с единственной не
изолированной точкой.

(1) Пространство 𝑋 является ретрактом кружевной топологической бу-
левой группы 𝐵𝑧(𝑋), при этом

(a) если 𝑋 = 𝑆ℱ и ℱ селективный ультрафильтр, то 𝐵𝑧(𝑋) экстре-
мально несвязная группа;

(b) если 𝑋 𝐹𝑈𝑓 -пространство, то 𝐵𝑧(𝑋) 𝐹𝑈𝑓 -пространство.

(2) Квазитопологическая булевой группа 𝐵𝑞(𝑋) является кружевным ко-
неархимедовым со счетным 𝜋-характером пространством, 𝑋 ×𝐵𝑞(𝑋)
гомеоморфно 𝑋×𝐵𝑞(𝑋) и если 𝑋 ∈ 𝒫 для некоторого из перечисленного
ниже класса пространств 𝒫, то 𝐵𝑞(𝑋) ∈ 𝒫.

(a) бисеквенциальные пространства;
(b) 𝐹𝑈𝑓 -пространства.

Доказательство. Пространство 𝑋 гомеоморфно 𝑆ℱ для некоторого фильтра
ℱ и 𝐵0

𝑧(𝑋) гомеоморфно 𝐵𝑓(ℱ). Счетное пространство с единственной неизо-
лированной точкой ко-неархимедово, кружевное и со счетным 𝜋-характером.

(1) Из теоремы 5.52(2) вытекает, что 𝑋 ретракт 𝐵𝑧(𝑋). Покажем, что
𝐵𝑓(ℱ) кружевное. Для непустых 𝑀 ∈ 𝜔<𝜔 положим 𝑉𝑀 = 𝑀 + (𝜔 ∖𝑀)<𝜔.
Тогда 𝑉𝑀 отрытая окрестность 𝑀 , 𝑉𝑀 ∩ 𝐹<𝜔 = ∅ если 𝑀 /∈ 𝐹<𝜔. Из леммы
23 и теоремы 24 из [11] вытекает, что 𝐵𝑓(ℱ) кружевная группа.

(a) Это теорема Тюммель (см. [25][Теорема 19]).
(b) Пусть {ℒ𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} есть семейство конечных подмножеств 𝜔<𝜔, ко-

торое образует 𝜋-сеть в единице ∅ группы. Тогда {
⋃︀
ℒ𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} образует

𝜋-сеть в 𝑥∞. Так как 𝑆ℱ 𝐹𝑈𝑓 -пространство, то (
⋃︀
ℒ𝛼𝑛

)𝑛∈𝜔 сходится к 𝑥∞ для
некоторых 𝛼𝑛 ∈ 𝐴, 𝑛 ∈ 𝜔. Тогда (ℒ𝛼𝑛

)𝑛∈𝜔 сходится к ∅.
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(2) Вытекает из теоремы 5.52(3), кроме (b). Проверим (b). По построению,
𝐵𝑞(𝑋) = 𝜎𝜔(𝑋

𝜔, 𝑝) для некоторого 𝑝 = (𝑥𝑛)𝑛∈𝜔 ∈ 𝑋𝜔. Положим 𝐴 = {𝑛 ∈ 𝜔 :
𝑥𝑛 = 𝑥*} и 𝐵 = 𝜔 ∖ 𝐴. Тогда

𝐵𝑞(𝑋) = 𝜎𝜔(𝑋
𝐴, 𝑝𝐴)× 𝜎𝜔(𝑋𝐵, 𝑝𝐵),

где 𝑝𝐴 = (𝑥𝑛)𝑛∈𝐴 и 𝑝𝐵 = (𝑥𝑛)𝑛∈𝐵. Из предложения 5.6.3 вытекает, что 𝑝𝐴
есть 𝐹𝑈𝑓 точка в 𝑝𝐴. Точка 𝑝𝐵 есть точка счетного характера в 𝜎𝜔(𝑋𝐵, 𝑝𝐵).
Из [12][Предложение 5] вытекает, что 𝑝 𝐹𝑈𝑓 точка в 𝐵𝑞(𝑋). Так как 𝐵𝑞(𝑋)
однородно, то 𝐵𝑞(𝑋) 𝐹𝑈𝑓 -пространство.

Неизвестно, будет ли каждое счетное пространство ретральным.

Счетное число Суслина

Широко известна проблема Эрика ван Дауна: существует ли однородный
компакт с числом Суслина больше 2𝜔? Примеры компактных однородных
пространств известны, это, например, счетная степень удвоения Александро-
ва канторовского множества. 𝜎-компактные однородные пространства имеют
неограниченное число Суслина, из теоремы 5.8(1) вытекает, что существует
однородное 𝜎-компактное пространство 𝑋, которое непрерывно отображается
на одноточечную компактификацию дискретного пространства мощности 𝜏 .
У этого пространства число Суслина не меньше 𝜏 .

Несколько аргументов влекут счетное число Суслина у компактной груп-
пы, это и существование меры Хаара и диадичность такой группы [139; 140].

Теорема 5.54. Пусть 𝑋 есть линделефово Σ-пространство. Если 𝑋 при-
надлежит одному из перечисленных ниже классов пространств, то 𝑋 𝜔-
клеточно:

(1) топологические группы (М.Г. Ткаченко [92]);

(2) мальцевские пространства (В.В. Успенский [85]);

(3) пространства с раздельно непрерывной операцией Мальцева (Е.А. Рез-
ниченко, В.В. Успенский [13]);

(4) паратопологические группы ([36]);

(5) квазитопологические группы;

(6) полутопологические группы, которые вкладываются в произведение па-
ратопологических и квазитопологических групп.
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Доказательство. У квазитопологической группы есть раздельно непрерыв-
ная операция Мальцева: 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦−1𝑧. Поэтому

(1)⇐ (2)⇐ (3)⇒ (5).

(3) вытекает из следствия 5.40. Ясно, (6)⇒ (4). Докажем (6). Из следствий 4.9
и 4.11 вытекает, что Sym𝑋 является квазитопологической группой и замкнуто
вкладывается в 𝑋2. Следовательно, Sym𝑋 линделефово Σ квазитопологиче-
ская группа. Из (5) вытекает, что Sym𝑋 𝜔-клеточно. Осталось заметить, что
Sym𝑋 непрерывно отображается на 𝑋.

Число Суслина 𝜎-компактной полутопологической группы неизвестно.

Свойства типа Фреше-Урысона

Свойства типа Фреше-Урысона рассматриваются в разделе 4.7 монографии
[36]. Свойство Фреше-Урысона имеет в топологических группах некоторую
специфику, не каждое пространство Фреше-Урысона вкладывается в груп-
пу Фреше-Урысона, топологическая группа Фреше-Урысона является сильно
Фреше-Урысона [36, Theorem 4.7.9].

В 1978 г. В.И. Малыхин поставил следующий вопрос [68, problem 6.11].
существует ли в ZFC неметризуемая сепарабельная топологическая группа
Фреше-Урысона? В разных моделях ZFC построено много примеров немет-
ризуемых сепарабельных топологических групп Фреше-Урысона, в том числе
с сильными дополнительными свойствами: существует сепарабельное полное
локально выпуклое пространство Фреше-Урысона [12]. В 2014 году Хрушак и
Рамос-Гарсия построили модель ZFC, в которой каждая сепарабельная топо-
логическая группа Фреше-Урысона метризуема [28].

Проблема Малыхина эквивалентна следующему вопросу: существует ли в
ZFC неметризуемая счетная топологическая группа Фреше-Урысона? Суще-
ствование счетных и сепарабельных неметризуемых Фреше-Урысона групп с
топологией в классах полутопологических, квазитопологических и паратопо-
логических группы не эквивалентны. Прямая Зонгенфрея сепарабельная не
метризуемая паратопологическая группа, однако неизвестно, существует ли
‘наивно’ счетная паратопологическая группа Фреше–Урысона.

Пример 5.55. Пусть 𝑋 счетное бисеквенциальное неметризуемое простран-
ство. В силу теоремы 5.52(3)(d), существует счетная бисеквенциальная квази-
топологическая группа 𝐺, для которой 𝐺 гомеоморфно 𝑋 ×𝐺.

Группа 𝐺 является счетной неметризуемой бисеквенциальной не метриз-
умой квазитопологической булевой группой.

Получаем, существует счетная неметризуемая квазитопологическая груп-
па Фреше–Урысона.
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Теорема Биркоффа-Какутани (Предложение 5.3.2) гласит, что топологи-
ческая группа с первой аксиомой счетности метризуема. Прямая Зонгенфрея
пример неметризуемой паратопологической группы со счетным характером.

Из теорем Архангельского (Предложение 5.3.1) вытекает, что топологиче-
ская группа со счетным 𝜋-характером будет со счетным характером и, следо-
вательно, метризуемая.

Неизвестно, существует ли (счетная) (бисеквенциальная) паратопологиче-
ская группа со счетным 𝜋-характером и без первой аксиомы счетности. При-
мер 5.55 показывает, что такие квазитопологические группы существуют.

Экстремальная несвязность

В 1967 году А.В. Архангельский [127] поставил следующий вопрос: суще-
ствует ли в ZFC недискретная экстремально несвязная топологическая груп-
па? В разных моделях ZFC, например в CH, существуют недискретные экстре-
мально несвязные топологические группы [53; 60; 115; 123; 126]. Большинство
из этих примеров счетно, хотя Малыхин построил в различных моделях ZFC
локально несчетную сепарабельную экстремально несвязную несвязную груп-
пу и недискретную экстремально несвязную группу, в которой все счетные
подмножества замкнуты и дискретны [105]. Существует модель ZFC, в кото-
рой каждая счетная экстремально несвязную группа дискретна [8].

Неизвестно, существует ли в ZFC экстремально несвязные не дискретные
группы.

Пример 5.56. Пусть 𝐵 есть счетная булева метризуемая недискретная груп-
па. Обозначим через 𝑎(𝐵) абсолют пространства 𝐵. Группа 𝐵 действует есте-
ственным образом на 𝑎(𝐵), 𝑔𝑥 = (𝜆𝑔)𝑎(𝑥) для 𝑔 ∈ 𝐵 и 𝑥 ∈ 𝑎(𝐵), где (𝜆𝑔)𝑎 :
𝑎(𝐵) → 𝑎(𝐵) есть продолжения сдвига 𝜆𝑔 : 𝐵 → 𝑉, ℎ ↦→ 𝑔 + ℎ. Пусть 𝐺 есть
какая либо орбита в 𝑎(𝐵) при действии группы 𝐺. При естественной проекции
𝑝 : 𝑎(𝐵)→ 𝐵 множество 𝐺 уплотняется на 𝐵, на 𝐺 введем такую групповую
структуру, так что 𝑝 есть изоморфизм групп.

Группа 𝐺 является квазитопологической булевой группой и является экс-
тремально несвязным недискретным пространством со счетным 𝜋-весом.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.

• Получены достаточных условий, когда в группах с топологиях проис-
ходит усиление непрерывности операций, в частности, когда CHART,
паратопологические и полутопологические группы являются топологи-
ческими группами.

• Характеризованы раздельно непрерывные отображения произведений
псевдокомпактных пространств, которые допускают раздельно непре-
рывное продолжение на произведение стоун–чеховских расширений про-
странств.

• Найдены условия, когда компактные универсальная алгебра с раздельно
непрерывными операциями вкладывается в произведение метризуемых
универсальных алгебр.

• Псевдокомпактные пространства с операцией Мальцева характеризова-
ны как ретракты топологической группы. Исследованы псевдокомпакт-
ные пространства с раздельно непрерывной операцией Мальцева. По-
строены мальцевские пространство не ретракты групп.

• Исследованы подклассы класса бэровских пространств, влекущие непре-
рывность в группах с топологией.

• Для нескольких классов пространств, найдены однородные произведе-
ния, в которых в качестве сомножителя реализуется любое пространство
из этого класса, исследованы однородные подпространства произведений
экстремально несвязных пространств.

• Найдены условия для групп с топологией, мальцевских пространств, их
ретрактов, влекущие счетное число Суслина, диагональ типа 𝐺𝛿, метри-
зуемость.
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