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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы исследования
В современной теоретической физике для описания моделей квантовой тео-
рии поля, квантовой механики и статистической физики используется несколь-
ко различных формализмов обладающих рядом преимуществ и недостатков.
Широкое применение получил метод описания, основанный на интегралах по
траекториям, предложенный Ричардом Фейнманом [1]. Из постулатов кван-
товой механики следует, что, вообще говоря, нельзя точно предсказать ре-
зультат эксперимента, однако можно вычислить вероятность того или иного
результата. Суть метода интеграла по траекториям заключается в том, что
для расчета амплитуды вероятности перехода системы из одного состояния в
другое необходимо учесть все возможные пути перехода. Например, для пе-
рехода частицы из одной точки в другую, необходимо учесть все возможные
траектории, причем вклады от каждой траектории различаются значением
фазы, где фаза вклада каждой траектории является комплексной величиной,
пропорциональной действию, вычисленному для этой траектории. Математи-
ческие конструкции этого подхода представляют собой формализм функци-
ональных интегралов [2].

С помощью функционального интеграла получается достаточно просто
записать формальное выражение для требуемой величины. Однако произ-
вести полное вычисление удается только в исключительных случаях, когда
известны решения уравнений движения. В моделях со взаимодействием при-
меняются методы, основанные на приближенном вычислении, например, тео-
рия возмущений. Теория возмущений позволила получить одно из наиболее
точных совпадений теоретических расчетов и эксперимента. Совпадение ре-
зультатов вычисления радиационных поправок к аномальному магнитному
моменту электрона с экспериментальными данными имеет точность поряд-
ка 10−10. Этот результат оказался возможным благодаря малости константы
взаимодействия в квантовой электродинамике (КЭД). Если же константа вза-
имодействия не является малой величиной, как, например, в квантовой хро-
модинамике (КХД), то метод теории возмущения уже не имеет обоснования
для применения, кроме того теряется возможность контролировать точность
результатов. Получающиеся в рамках теории возмущений ряды в квантовой
механике и квантовой теории поля являются асимптотическими рядами в
смысле Пуанкере [3], [4]. Отметим, что при вычислениях в рамках принято-
го формализма, каждый отдельный член ряда может быть расходящимся,
расходимости необходимо устранить в соответствии с известными правила-
ми [5]. После применения процедуры устранения расходимостей сумма ряда
является расходящейся в обычном смысле.

Суммирование расходящегося ряда теории возмущений можно провести
с помощью метода суммирования по Борелю [6], [7], [8], [9], [10]. Однако, для
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вычисления методом суммирования по Борелю необходимо находить асимп-
тотики разложения членов ряда, что представляет собой трудоемкую задачу.

Существуют методы, позволяющие аппроксимировать исходный функци-
ональный интеграл сходящимися рядами. В работах [11], [12], [13] специаль-
ное интегральное преобразование части действия с взаимодействием и после-
дующая регуляризация были применены для построения сходящейся теории
возмущений для моделей на решетке и интегралов по траекториям с гаус-
совой мерой, определяемой следом операторов. Регуляризация путем отсече-
ния больших флуктуаций полей в моделях на решетке была предложена в
работах [14], [15]. Метод, основанный на модификации силы взаимодействия
за счет применения представления промежуточного поля и на последующем
использовании лесной/древесной формулы [16], [17], был разработан в рабо-
тах [18], [19], [20], [21], [22]. Отметим, что вычисления с использованием всех
этих методов очень сложны.

Альтернативный подход к построению сходящихся пертурбативных рядов
в скалярных теориях поля, основанный на изменении исходного гауссовского
приближения на некоторую теорию взаимодействия, был предложен в рабо-
тах [23], [24], [25]. Позже независимо разработанные и сходные идеи стали
основой методов вариационной теории возмущений [26], [27], [28]. В [29] под-
ход [23], [24], [25] был расширен и построено разложение для ангармониче-
ского осциллятора с сильной связью. В работе [30] были выведены уравнения
ренормгруппы, согласующиеся с методом [23]. Критические показатели φ4 -
модели, полученные в рамках последних ренормгрупповых уравнений, нахо-
дятся в тесном согласии с численными результатами и соответствующими
экспериментальными измерениями для перехода жидкость-газ, He4 и бинар-
ных систем [30]. Однако строгое математическое доказательство сходимости
разложений [23], [24], [25], [30] все еще отсутствует.

Разработка эффективных вычислительных методов для систем с большим
числом степеней свободы является одной из основных открытых проблем в
современной теоретической физике. Обычно для решения проблем с вычис-
лительной сложностью, возрастающей с увеличением числа степеней свобо-
ды, используется численное моделирование методом Монте-Карло [31], [32].
Однако метод Монте-Карло имеет два важных ограничения. Во–первых, вы-
числения с бесконечным количеством степеней свободы - что для моделей,
определенных на решетке, эквивалентно бесконечному пределу объема – до-
ступны только как результаты процедуры экстраполяции. Во-вторых, моде-
лирование методом Монте-Карло основано на вероятностных интерпретаци-
ях веса Больцмана и, следовательно, неприменимо к системам, описываемым
сложными действиями (например, комплексными).

Метод Монте-Карло для функциональных интегралов является одним из
наиболее популярных численных подходов к исследованию квантовых си-
стем. Этот метод становится особенно полезным при исследовании свойств
квантовых систем многих тел. Уравнения Шредингера в этом случае стано-
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вятся трудными для изучения, но число квантовых степеней свободы все еще
не настолько велико, чтобы использовать квантовую статистику. Развитие
нейронных сетей [33], [34] дает новые возможности для численного расчета
функциональных интегралов методом Монте-Карло и является предметом
дальнейших исследований.

Существует множество физических проблем, связанных с исследовани-
ем релятивистских квантово-механических систем (подход релятивистской
гамильтоновой динамики). Релятивистские поправки играют очень важную
роль в физике атомных систем с тяжелыми элементами из-за сильных потен-
циалов взаимодействия. Проблемы с моделированием релятивистских кван-
товых систем могут возникнуть в ядерной физике, физике адронной струк-
туры и кварк–глюонной плазмы [35], [36]. Недавно возникло еще одно инте-
ресное применение релятивистской квантовой механики. Это так называемые
псевдорелятивистские системы из сжатого вещества, и одним из наиболее из-
вестных примеров таких систем является графен [37], [38].

Цели и задачи исследования
Целью диссертационного исследования является развитие методов вычисле-
ния функциональных интегралов в моделях релятивистской квантовой дина-
мики и квантовой теории поля.

Целью первой части работы было расширение возможностей применения
численного метода Монте-Карло для функциональных интегралов в моде-
лях релятивистской гамильтоновой динамики, построение матричного эле-
мента матрицы плотности в координатном представлении, адаптация алго-
ритма Метрополиса для вычисления функциональных интегралов в реляти-
вистском случае, исследование модели релятивистского осциллятора.

Вторая и третья часть работы посвящены построению сходящегося ря-
да на основе ряда теории возмущений в моделях скалярного поля с поли-
номиальным взаимодействием четной степени, определенных на конечной и
бесконечной решетках, доказательству существования и конечности суммы
построенного сходящегося ряда, применению метода к модели ϕ4, определен-
ной на решетке, сравнению с другими методами вычисления наблюдаемых.

Научная новизна
Исследована новая область приенения метода Монте-Карло для функцио-
нальных интегралов в моделях релятивистской гамильтоновой динамики [39].
Исследована система квантового релятивистского осциллятора. Показано со-
ответствие результатов численного моделирования с аналитическими реше-
ниями в предельных случаях.

Предложен новый метод построения сходящегося ряда для вычисления
наблюдаемых в моделях квантовой теории поля для скалярного поля с поли-
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номиальным взаимодействием четной степени, определенных на конечной и
бесконечной решетках [40], [41]. Доказаны существование и конечность суммы
построенного ряда. Произведено сравнение результатов численного модели-
рования с результатами, полученными методом сумирования по Борелю и
вычислениями методом Монте-Карло для функциональных интегралов для
модели ϕ4 скалярного поля.

Теоретическая и практическая значимость
Предложенное обобщение метода Монте-Карло для интеграла по траектори-
ям в квантовой механике позволяет проводить вычисления в релятивистских
теориях, что существенно расширяет круг задач, поддающихся численному
анализу, например, модель графена или модель столкновения тяжелых ионов.
Полученный метод суммирования расходящихся рядов в квантовой теории
поля дает возможность не только получать корректные значения наблюда-
емых величин в режиме сильной связи, но и возможность изучения моде-
лей, для которых неприменимы численные методы Монте-Карло. Результа-
ты сравнительного анализа показывают, что предложенный метод суммиро-
вания обладает лучшей скоростью сходимости по сравнению со стандартным
подходом суммирования по Борелю. А также в случае моделей, определенных
на конечной решетке, не возникает необходимость исследовать асимптотиче-
ское поведение членов ряда теории возмущений, как в методе суммирования
по Борелю.

Методология и методы исследования
В главе 2 аналитически строится решеточная аппроксимация релятивист-
ской квантово-механической модели, реализуется алгоритм Метрополиса ме-
тода Монте-Карло для вычисления функционального интеграла. С помощью
данного метода числено моделируются наблюдаемые значения (корреляцион-
ная функция и энергия) для модели квантового релятивистского осциллято-
ра. Полученные выражения сравниваются с аналитическими предсказаниями
модели в предельных случаях.

В главах 3 и 4 аналитически строится решеточная аппроксимация мо-
дели скалярного поля с полиномиальным взаимодействием четной степени
на примере модели ϕ4. Для полученной модели строится сходящийся ряд по
константе связи на основе ряда теории возмущений с помощью специального
выбора начального приближения. Аналитически исследуются свойства схо-
димости с помощью введения дополнительных регуляризаций ряда.
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Основные положения, выносимые на защиту
1. Построено обобщение метода Монте-Карло для функциональных инте-

гралов в моделях релятивистской гамильтоновой динамики. Получено
выражение среднего значения кинетической энергии для вычисления
методом Монте-Карло. Произведены аналитический и численный ана-
лиз корреляционной функции и энергии для системы релятивистского
осциллятора, который подтверждает корректность построенного обоб-
щения.

2. Предложен метод построения сходящихся рядов на основе ряда теории
возмущений для теории скалярного поля с полиномиальным взаимодей-
ствием четной степени, определенной на конечной решетке. Обнаруже-
на внутренняя симметрия, позволяющая существенно увеличить ско-
рость сходимости построенного ряда. На основе обнаруженной симмет-
рии введен вариационный ряд. Доказаны существование и конечность
построенного вариационного ряда в случае конечной решетки. Произ-
ведено численное моделирование результатов метода построения схо-
дящихся рядов и построенного вариационного ряда для наблюдаемой
⟨ϕ2

n⟩ модели ϕ4 скалярного поля, определенной на конечной решетке,
выполнено сравнение с результатами применения метода Монте-Карло
для функциональных интегралов и метода суммирования по Борелю,
подтверждающее корректность предложенного метода.

3. Предложен метод построения сходящихся рядов на основе ряда тео-
рии возмущений для теории скалярного поля с полиномиальным вза-
имодействием четной степени, определенной на бесконечной решетке.
Получено условие применимости метода построения сходящихся рядов
в случае бесконечной решетки. Произведено численное моделирование
результатов метода построения сходящихся для наблюдаемой ϕ2

n моде-
ли ϕ4 скалярного поля, определенной на бесконечной решетке, выпол-
нено сравнение с результатами применения метода Монте-Карло для
функциональных интегралов и метода суммирования по Борелю, под-
тверждающее корректность предложенного метода.

Степень достоверности и апробация результатов
Результаты, полученные автором, являются достоверными и обоснованны-
ми, так как являются развитием аппарата квантовой механики и квантовой
теории поля, все преобразования являются математически строгими, исполь-
зуются корректные численные методы, а также показано соответствие с ре-
зультатами в предельных случаях, имеющих точные аналитические решения.
Результаты работы опубликованы в ведущих международных рецензируемых
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журналах, индексируемых в WoS, Scopus, RSCI. Список работ приведен в
конце автореферата.

Результаты работы докладывались автором на международных школах и
конференциях, в том числе в следующих

1. Ivanov A.S., Pavlovsky O.V., Monte-Carlo calculations for Relativistic
Oscillator: Generalization of Path Integral Metropolis Algorithm // The
Helmholtz International Summer School "Lattice QCD, Hadron Structure
and Hadronic Matter". Dubna, Russia, from August 25 to September 6,
2014.

2. Иванов А.С., Павловский О.В., Вычисление функционального интегра-
ла методом Монте-Карло для релятивистского осциллятора// Между-
народный молодежный научный форум «ЛОМОНОСОВ-2015», Москва,
МГУ им. М.В. Ломоносова, 13 - 17 апреля 2015

3. Ivanov A.S., Pavlovsky O.V., Path Integral Monte-Carlo Calculations for
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Личный вклад автора
Все результаты, выносимые на защиту, в работах, написанных в соавторстве,
получены автором лично. В работах, выполненных вместе с соавторами, ав-
тор участвовал в постановке задачи, лично провел все необходимые анали-
тические вычисления, написал код программы для численного расчета с ис-
пользованием техники вычисления на суперкомпьютере, систематизировал
полученные данные, сформулировал окончательный результат и обосновал
его значимость.

Структура и объем диссертации
Диссертационная работа состоит из введения, трех глав, разбитых на 15 раз-
делов, заключения и списка литературы. Полный объем диссертации — 104
страницы, диссертация содержит 25 рисунков, 4 таблицы, список литературы
включает в себя 94 наименования.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Первая глава диссертации посвящена введению в проблемы вычисления на-
блюдаемых величин в моделях квантовой механики и квантовой теории поля.

Во второй главе диссертации построено обобщение метода Монте-Карло
для интегралов по траекториям квантово-механических моделей в реляти-
вистском случае. Получен матричный элемент матрицы плотности в коор-
динатном представлении. На примере модели с квадратичным потенциалом
V (q) = 1

2mω2q2 выполнены численные расчеты наблюдаемых величин. Для
модели релятивистского осциллятора вычислены средние значений кинетиче-
ской и потенциальной энергий, корреляционная функция и плотность вероят-
ности, а также приведено сравнение полученных результатов с результатами
в предельных случаях.

В третьей и четвертой главах диссертации проведено исследование мето-
да суммирования расходящихся рядов теории возмущений. Построен сходя-
щийся ряд (СР), коэффициенты которого определяются через коэффициенты
ряда теории возмущений. Представлено решение проблемы медленной сходи-
мости суммы ряда. Основные идеи продемонстрированы на примере модели
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ϕ4, определенной на решетке. Доказано, что сходящийся ряд может быть
построен для моделей скалярного поля с полиномиальным взаимодействием
четной степени, определенных на конечной решетке. Показано, что получен-
ный ряд является пересуммированием ряда теории возмущений. Во всех пет-
лях стандартной теории возмущений построенный СР обладает внутренней
симметрией, что позволяет ввести вариационный параметр. Значение вариа-
ционного параметра определяет “скорость“ сходимости СР. Для исследования
сходимости ряда с вариационным параметром (далее ВР - сходящийся ряд с
вариационным параметром) рассматриваются две регуляризации модели ϕ4,
определенной на конечной решетке. Первая регуляризованная модель, обо-
значенная как “η - регуляризация“, является естественным расширением ВР
и предоставляет аргументы относительно сходимости этого ряда. Вторая ре-
гуляризованная модель, обозначенная как “γ - регуляризация“, построена с
помощью математических выражений, используемых при построении ВР. До-
казано, что γ - регуляризованная модель аппроксимирует исходную модель
ϕ4 с любой наперед заданной точностью, а также, что функции Грина мо-
дели с γ - регуляризацией могут быть вычислены с помощью ВР, который
в данном случае является сходящимся. Показана непертурбативная незави-
симость от вариационного параметра ВР при снятии γ - регуляризации. С
помощью данного свойства предложен способ вычисления для бесконечной
решетки и проведено исследование для моделей скалярного поля с полино-
миальным взаимодействием четной степени, определенных на бесконечной
решетке. Выполнено сравнение результатов вычисления двухточечной функ-
ции Грина с результатами известных методов суммирования по Борелю и
численным методом Монте-Карло.

Рассмотрим содержание диссертационной работы подробнее.
Глава 2 диссертационной работы посвящена построению релятивистско-

го обобщения формализма интеграла по траекториям для квантовомехани-
ческих систем при конечной температуре [31]. Получено выражение для мат-
ричного элемента матрицы плотности в релятивистском случае, также про-
веден анализ системы – релятивистского гармонического осциллятора с га-
мильтонианом

H =
√
p2 +m2 +

1

2
mω2q2. (1)

Произведен численный расчет наблюдаемых: двухточечной корреляционной
функции и энергии основного состояния. Квантово-
механическая система с рассматриваемым гамильтонианом является точно
решаемой в двух предельных случаях: в пределе больших и малых масс. По-
лученные численные значения сравниваются с аналитическими решениями.
Полученные результаты согласуются в пределе двух и более стандартных
отклонений.

Раздел 2.1 посвящен вычислению матрицы плотности релятивистского
гармонического осциллятора. Среднее значение некоторого оператора A мо-
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жет быть найдено с помощью оператора матрицы плотности ρ = e−βH

⟨A⟩ = tr(Ae−βH)

tr(eβH)
, (2)

где β = 1/θ - обратная температура рассматриваемой системы. Среднее зна-
чение оператора A с помощью матрицы плотности может быть записано в
виде

⟨A⟩ =
∫
dqdq′ρ(q, q′; β)⟨q|A|q′⟩∫

dqρ(q, q; β)
. (3)

Матрица плотности в координатном представлении дается следующим выра-
жением

ρ(q0, qN ; β) =

∫
· · ·
∫

dq1 . . . dqNt−1ρ(q0, q1; τ) . . . ρ(qNt−1, qNt
, τ), (4)

где введено обозначение τ = β/Nt.
Рассмотрен гамильтониан вида H(p, q) = T (p)+V (q), где T (p) =

√
p2 +m2.

Получен матричный элемент матрицы плотности

ρ(q′′, q′; τ) =
m

π

√
1 +

(
q′′−q′

τ

)2K1

[
mτ

√
1 +

(q′′ − q′

τ

)2]
e−τV (q′). (5)

Вычисления в многомерном случае дают следующее выражение

ρ(q′′, q′; τ) =

(
mτ

π
√
τ 2 + (q′′ − q′)2

)(d+1)/2

·

·
K(d+1)/2(m

√
τ 2 + (q′′ − q′)2)

(2τ)(d−1)/2
e−τV (q′), (6)

где d = 1, 2, 3 - размерность пространства.
Раздел 2.2 диссертации посвящен описанию алгоритма Метрополиса для

вычисления функционального интеграла методом Монте-Карло [32]. Алго-
ритм Метрополиса для вычисления функциональных интегралов методом
Монте-Карло требует знание части матрицы плотности, соответствующей
определенной точке qi. В одномерном случае соответствующая часть мат-
рицы плотности имеет вид

π(qi) =
m2K1

[
mτ

√
1 +

(
qi−qi−1

τ

)2]
K1

[
mτ

√
1 +

(
qi+1−qi

τ

)2]
π2

√
1 +

(
qi−qi−1

τ

)2√
1 +

(
qi+1−qi

τ

)2 e−τV (qi). (7)
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Для вычисления функционального интеграла необходимо построить цепь Мар-
кова для величин qi с предельным распределением, пропорциональным π(qi).

Получено выражение среднего значения кинетической энергии для вы-
числения методом Монте-Карло для функциональных интегралов

⟨T (p)⟩ =
〈 mτ√

τ 2 + (∆q)2
K0(m

√
τ 2 + (∆q)2)

K1(m
√
τ 2 + (∆q)2)

+
τ 2 − (∆q)2

τ(τ 2 + (∆q)2)

〉
. (8)

В диссертации исследуются полная, кинетическая и потенциальная энергии,
а также двухточечная корреляционная функция

⟨E(p, q)⟩ = ⟨T (p) + V (q)⟩, (9)

⟨q(t)q(t+ nτ)⟩ = ⟨qiqi+n⟩. (10)

В разделе 2.3 диисертации исследуется модель релятивистского кван-
тового осциллятора. Гамильтониан релятивистского квантового осциллятора
имеет вид

H =
√
p2 +m2 +

1

2
mω2q2. (11)

Для проверки корректности предложенного подхода необходимо
иметь аналитические выражения для наблюдаемых. Рассматриваемая задача
имеет аналитические решения в пределе больших (m2 ≫ ⟨p2⟩) и малых (m2 ≪
⟨p2⟩) масс. В модели присутствуют всего два размерных параметра m и ω,
в диссертации сформулированы условия предельных переходов в терминах
этих параметров. Полученные значения для наблюдаемых используются в
дальнейшем для сравнения с результатами численного моделирования.

В разделе 2.4 приведены результаты численного моделирования мето-
дом Монте-Карло для функциональных интегралов в предельных и общем
случаях. Для подтверждения корректности предложенного метода расчета
производится аппроксимация полученных результатов аналитическими зави-
симостями. Погрешность метода Монте-Карло является стохастической по-
грешностью, таким образом, увеличивая статистику, можно добиться умень-
шения погрешности, но вместе с этим потребуется больше времени для вы-
числений. Приведенные результаты численного моделирования двухточечной
корреляционной функции и энергии для модели релятивистского осцилля-
тора в нерелятивистском и ультрарелятивистском пределах согласуются с
теоретическими предсказаниями в рамках двух и более стандартных откло-
нений. Для наглядности представлены результаты моделирования энергии в
общем случае, позволяющие сделать вывод о гладком переходе системы от
нерелятивистского к ультрарелятивистскому пределам.

В Главе 3 выполнено исследование метода сходящихся рядов на основе
ряда теории возмущений и представлено решение проблемы медленной схо-
димости. Приведены основные выводы на примере модели ϕ4, определенной
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на решетке, и выполнены обобщения, когда это необходимо. Доказано, что
сходящийся ряд может быть строго построен для любой модели скалярно-
го поля с полиномиальным взаимодействием четной степени, определенной
на конечной решетке, и что ряд представляется как пересуммирование ряда
теории возмущений.

В разделе 3.1 в качестве примера рассматривается модель ϕ4 скалярного
поля, определенная на конечной решетке

S[ϕ] =
1

2

V−1∑
m,n=0

ϕmKmnϕn +
λ

4!

V−1∑
n=0

ϕ4
n, (12)

где M - параметр массы, λ - константа связи, V - объем решетки, индексы
m и n обозначают узлы решетки, d = 1, 2 – размерность решетки, индекс
µ пробегает по всем пространственным координатам, а µ̂ обозначает единич-
ный вектор в соответствующем направлении. Предполагаются периодические
граничные условия во всех возможных направлениях.

Без потери общности, в качестве примера произвольной функции Гри-
на, рассмотривается двухточечная функция Грина (пропагатор). Следуя [23],
[25], разделим действие на новую невозмущенную часть N [ϕ] и возмущение:
S[ϕ] = N [ϕ] + (S[ϕ]−N [ϕ]). Для дальнейших вычислений удобно переписать
последнее выражение следующим образом:

Sη[ϕ] = N [ϕ] + η(S[ϕ]−N [ϕ]) (13)

где η ≤ 1 – параметр, обозначающий порядок нового пертурбативного разло-
жения. В текущем разделе получены выражения, содержащие η, имея в виду,
что исходная модель соответствует η = 1. Если

N [ϕ] ≥ S[ϕ], (14)

то изменение порядка суммирования и интегрирования при построении ря-
да по константе связи приводит к абсолютно сходящемуся ряду. Существует
множество способов выбрать новое начальное приближение N [ϕ], удовлетво-
ряющее неравенству, однако необходимо выбрать такое, чтобы модель была
решаемой. Выберем

N [ϕ] =
∑
n,m

1

2
ϕnKnmϕm + σ

(∑
n,m

1

2
ϕnKnmϕm

)2

(15)

где σ - параметр, обеспечивающий абсолютную сходимость ряда

σ ≥ λ

6M 4
. (16)

11



В итоге построен сходящийся ряд для пропагатора

⟨ϕiϕj⟩ =
∞∑
l=0

Jη(V, l)

[
l∑

k=0

Ck
l σ

l−k 2k!fk

Γ
(
V+4k+2

2

)] , (17)

где

Jη(V, l) =
ηl

l!

∫ ∞

0

dte−t2−σt4tV+4l+1, (18)

fk - коэффициенты ряда теории возмущений.
Основным результатом является сформулированное утверждение:
Утверждение Рассмотрим модель на конечной решетке, определяемую

полиномиальным действием S[ϕ] = P [ϕ] с четной старшей степенью взаимо-
действия deg(P ). Тогда всегда возможно построить сходящийся ряд для этой
модели с членами, которые могут быть выражены в виде линейных комби-
наций слагаемых стандартной теории возмущений.

В разделе 3.2 вводится вариационный ряд, полученный из сходящегося
ряда с помощью замены τ = V +α. Показано, что при перестановке порядка
суммирования, вариационный ряд пертурбативно эквивалентен ряду теории
возмущений. Из этого факта вытекают два важных следствия (непертурба-
тивные аналоги этих утверждений выводятся в следующих разделах):

1) Вся сумма ряда по l не зависит от τ . Следовательно, τ является вариа-
ционным параметром, и его значение может быть выбрано произвольно для
оптимизации сходимости ряда.

2) Метод построения сходящегося ряда это метод пересуммирования. Та-
ким образом, для вычисления связанных функций Грина (включая нормиро-
ванные к полной статистической сумме, который является предметом даль-
нейших численных исследований) можно использовать тот факт, что в тео-
рии возмущений связанные функции получаются из полных функций Грина
путем отбрасывания несвязных диаграмм Фейнмана из разложения.

Раздел 3.3 посвящен исследованию сходимости вариационного ряда. Что-
бы изучить сходимость и корректность вариационного ряда с аналитической
точки зрения, рассмотрены две регуляризации модели ϕ4 на решетке: η - регу-
ляризация и γ - регуляризация. В обоих случаях для вариационного ряда по-
строены верхние границы с конечными радиусами сходимости в терминах па-
раметров регуляризации. Для γ-регуляризации граница области сходимости
приближается к γ = 0, что соответствует нерегуляризованной модели. Пока-
зано, что исходная модель может быть аппроксимирована γ-регуляризацией
с любой произвольной точностью, и всегда возможно построить два связан-
ных сходящихся разложения для этой регуляризации. Следовательно, ряд с
γ-регуляризацией сам по себе может использоваться для непертурбативных
вычислений без использования вариационного ряда. Используя эту информа-
цию и тот факт, что сходимость рядов с регуляризацией должна быть лучше,
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чем сходимость их границ, делается вывод, что ряд вариационный ряд для
пропагатора сходится для любого τ > −2.

В разделе 3.4 приведены результаты численного моделирования. В этом
разделе представлены результаты вычислений оператора

〈
ϕ2
n

〉
методами схо-

дящихся рядов и вариационного ряда, и сравнение с результатами суммиро-
вания по Борелю и численным моделированием методом Монте-Карло для
функциональных интегралов. Вычисляется пропагатор ⟨ϕiϕj⟩, но для нагляд-
ности здесь представлены только результаты вычислений для

〈
ϕ2
n

〉
. Показаны

численные зависимости от вариационного параметра τ и параметра регуля-
ризации γ. Все вычисления выполняются при единичной массе M = 1 и для
констант связи λ ∈ [0; 10].

В главе 4 произведено обобщение метода построения сходящихся рядов
для моделей скалярного поля с полиномиальным взаимодействием четной
степени, определенных на бесконечной решетке. Показано, что суммируе-
мость по Борелю является достаточным условием корректности построенных
сходящихся рядов, применяемых к моделям, определенным на бесконечной
решетке. Для проверки корректности метода сходящихся рядов, проведено
исследование одномерной и двумерной модели ϕ4, определенных на бесконеч-
ной решетке. Сравнение результатов вычисления методом сходящихся рядов,
методом суммирования по Борелю и экстраполяции на бесконечную решетку
в ходе моделирования методом Монте-Карло показывают соответствие меж-
ду подходами.

Раздел 4.1 посвящен определению проблемы, связанной с размерной ре-
гуляризацей при применении метода сходящихся рядов. В случае бесконеч-
номерных интегралов γ - регуляризация недействительна. Это происходит
потому, что члены, аналогичные γS3

2 [x], нелокальны, а модели с локальными
и нелокальными действиями имеют разное поведение при V → ∞. Тем не ме-
нее, отметим, что невозможность применения регуляризации запрещающает
доказательство согласно результатам предыдущей главы для бесконечного
объема, но это не обязательно означает неприменимость метода сходящихся
рядов.

В разделе 4.2 в качестве примера рассматривается модель ϕ4 скалярного
поля, определенная на бесконечной решетке. Применяется метод построения
сходящихся рядов для пропагатора данной модели.

В разделе 4.3 представлены результаты вычислений методом сходящих-
ся рядов, суммированием по Борелю и моделирования методом Монте-Карло
на решетке. Вычисления методом сумиирования по Борелю основаны на сум-
мировании в 6 и 7 порядках стандартной теории возмущений в измерениях
D = 1 и D = 2 соответственно.

Раздел 4.4 посвящен исследованию применимости метода построения
сходящихся рядов к моделям скалярного поля с полиномиальным взаимодей-
ствием, определенным на бесконечной решетке. Показано, что условие при-
менимости метода построения сходящихся рядов следуют из суммируемости
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по Борелю ряда теории возмущений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Основные результаты, представленные в диссертации:

1. Произведено обобщение метода Монте-Карло для функциональных ин-
тегралов в моделях релятивистской квантовой динамики. Получено вы-
ражение для матрицы плотности системы, а также среднее значение
кинетической энергии для вычислений на решетке. Выполнено сравне-
ние результатов численного моделирования методом Монте-Карло для
системы релятивистского осциллятора с аналитическими предсказани-
ями в нерелятивистском и ультрарелятивистском случаях. Полученные
численные результаты демонстрируют справедливость применения по-
строенного обобщения для релятивистских систем квантовой механики.

2. Исследован метод построения сходящихся рядов на основе ряда теории
возмущений для моделей скалярного поля с полиномиальным взаимо-
действием четной степени, определенных на конечной решетке. Пока-
зано, что построенный ряд является пересуммированием ряда теории
возмущений. Обнаружена внутренняя симметрия построенного сходя-
щегося ряда, позволяющая значительно увеличить скорость сходимо-
сти. Рассмотрены две регуляризации построенного сходящегося ряда.
С помощью введенных регуляризаций доказаны существование и ко-
нечность построенного вариационного ряда.

3. Исследован метод построения сходящихся рядов на основе ряда тео-
рии возмущений для моделей скалярного поля с полиномиальным вза-
имодействием четной степени, определенных на бесконечной решетке.
Показано, что условием применимости метода сходящихся рядов для
моделей, определенных на бесконечной решетке, является условие сум-
мируемости ряда теории возмущений по Борелю.

4. Числено исследовано применение метода построения сходящихся рядов
к модели ϕ4 скалярного поля, определенной на конечной и бесконечной
решетках, выполнено сравнение результатов вычисления пропагатора
с результатами применения метода суммирования по Борелю и метода
Монте-Карло для функциональных интегралов. Полученные численные
результаты демонстрируют корректность применения предложенного
метода построения сходящихся рядов.
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Henri Poincaré. 208. 9. 403 – 424.

[19] Rivasseau V. Constructive field theory in zero dimension // Adv. Math. Phys.
2010. 2010. 180159.

[20] Rivasseau V., Wang Z. Loop vertex expansion for ϕ2K theory in zero
dimension // J. Math. Phys. 2010. 51. 092304.

[21] Rivasseau V., Wang Z. How to resum Feynman graphs // Ann. Henri
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