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Введение

Исследование осцилляций нейтрино является одним из важнейших на-
правлений современной физики. Когда Паули высказал гипотезу о суще-
ствовании нейтрино в письме Тюбингенскому конгрессу 1930 года, предпо-
лагалось, что экспериментальное обнаружение этой частицы невозможно.
Тем не менее, предположение о существовании нейтрино позволяло объ-
яснить наблюдаемый спектр бета-распада и обеспечить выполнение зако-
на сохранения энергии в этом процессе, что дало Э. Ферми возможность
разработать теорию бета-распада [1]. Однако несмотря на крайне малое
сечение взаимодействия с веществом, впоследствии все же удалось экспе-
риментально обнаружить реакторные антинейтрино [2–4]. Примерно в то
же время производилась безуспешная попытка детектирования нейтрино
от того же реактора [5], что доказало, что нейтрино и антинейтрино не
являются тождественными частицами.

Тем не менее, после экспериментального обнаружения нейтрино интерес
к этой частице не утих: еще в 1940-х годах Шоичи и Саката предположили
существование нейтрино различных типов [6]. Однако поиски второго типа
нейтрино начались значительно позже, а именно после публикации работ
Дж. Швингера [7] и Дж. Файнберга [8]. Вскоре действительно удалось до-
казать экспериментально, что мюонное и электронное нейтрино являются
разными частицами [9]. Открытие τ -лептона в середине 70-х годов [10,11] и
обнаружение третьего флейвора нейтрино [12], связанного с этой частицей,
разделяет почти 30 лет. Наличие третьего типа нейтрино хорошо согласует-
ся с идеологией Стандартной модели (см., например, [13–15]). В настоящее
время из исследований распада Z-бозона получена оценка на количество
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типов легких (m < mZ/2) массивных нейтрино 2.9963 ± 0.0074 [16, 17]
(см. также [18]). Предположение о существовании тяжелых нейтрино, поз-
воляющее, в частности, объяснить малость масс нейтрино за счет see-saw
механизма (см., например, [19–21]), является одной из гипотез, выходящих
за рамки Стандартной модели и пока никак не подтвержденных экспери-
ментально.

Однако, хотя наблюдаемое число типов нейтрино вполне соответствует
теоретическим предсказаниям, эта замечательная частица все же сумела
преподнести исследователям настоящий сюрприз. В конце 60-х годов вы-
яснилось, что верхнее экспериментальное ограничение на поток нейтрино
от Солнца [22] существенно меньше предсказанного теоретически значе-
ния [23]. Для объяснения дефицита солнечных нейтрино было предложено
много оригинальных идей. Однако в конце концов общепринятой стала
именно идея осцилляций нейтрино — самопроизвольных периодических
переходов нейтрино из одного типа в другой.

Еще в 1957 году Б. Понтекорво [24] предположил возможность пери-
одических переходов нейтрино в антинейтрино и обратно по аналогии с
осцилляциямиK0-мезонов [25], которые должны возникать вследствие об-
наруженного Дж. Крониным и В. Фитчем [26] нарушения CP -четности в
распадах этих частиц. В последствии оказалось, что осцилляции нейтрино
действительно существуют, однако представляют собой не переходы меж-
ду нейтрино и антинейтрино, а переходы нейтрино разныхфлейворов друг в
друга. Экспериментальное обнаружение осцилляций нейтрино [27,28] было
отмечено Нобелевской премией 2015 года, однако до сих пор нет единого
мнения по вопросу математически корректного описания этого явления.

Обычно для описания осцилляций используется феноменологическая
теория, основанная на идеях Б. Понтекорво [24,29], а также З.Маки,М. На-
кагавы и С. Сакаты [30]. Изложение ее основ дано в большом количестве
монографий и обзорных статей (см., например, [31–39]). Обязательным
условием наличия осцилляций в этой теории является наличие у нейтрино
трех различных масс, хотя бы две из которых отличны от нуля. Выводы
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феноменологической теории справедливы, когда энергия нейтрино велика
по сравнению с массами всех типов нейтрино m2

ν/E
2
ν � 1 (см., напри-

мер, [34, 35]), что вполне достаточно для описания всех существующих на
данный момент экспериментальных данных.

Использование феноменологической теории обусловлено тем, что ос-
цилляции нейтрино не описываются Стандартной моделью электрослабых
взаимодействий даже в ее минимально расширенном варианте, включа-
ющем правый синглет массивных нейтрино. Действительно, осцилляции
предполагают превращение друг в друга свободных фундаментальных фер-
мионов, имеющих одинаковые электрослабые квантовые числа. В отличие
от осцилляций K0-мезонов, являющихся составными частицами, такой
процесс невозможно описать с помощью фейнмановских диаграмм, со-
ответствующих взаимодействиям Стандартной модели.

Феноменологическая теория осцилляций предполагает, что в результа-
те процессов с участием частиц Стандартной модели должны образоваться
различные массовые состояния нейтрино. Это явление называется смеши-
ванием и не противоречит основным положениям квантовой теории поля –
аналогичное явление возникает и в процессах с участием кварков. Значения
элементов матрицы смешивания кварков, называемой матрицей Кабиббо–
Кобаяши–Маскавы [40, 41], измерены с хорошей точностью (см., напри-
мер, [18]), в то время как значения элементов матрицы смешивания леп-
тонов, которую принято называть матрицей Понтекорво–Маки–Накагавы–
Сакаты, измерены значительно менее точно.

Cмешивание является необходимым условием существования осцил-
ляций. Тем не менее, основное предположение, позволяющее описать ос-
цилляции, звучит несколько иначе. Считается, что в результате различных
процессов нейтрино рождается в так называемом флейворном состоянии
α (α = e, µ, τ для электронного, мюонного и таонного нейтрино) (см.,
например, [35])

|να〉 =
∑
k

U∗αk|νk〉,
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где Uαk элементы лептонной матрицы смешивания. При этом предпола-
гается, что волновую функцию флейворного состояния можно записать
как суперпозицию волновых функций разных массовых состояний. Далее
исследуется эволюция устроенного таким образом состояния, после чего
способом, хорошо известным из квантовой механики, вычисляется веро-
ятность обнаружения нейтрино в состоянии с флейвором β

Wα→β = |〈να(t)|νβ〉|2 =
∑
k,j

U∗αkUβkUαjU
∗
βje
−i(Ek−Ej)t.

В случае, если нейтрино являются ультрарелятивистскими и простран-
ственные компоненты 4-импульсов всех массовых состояний равны, в ре-
зультате получаются выражения для вероятностей, которые вполне согла-
суются с экспериментальными данными. Важно отметить, что эксперимен-
тальные данные на данный момент получены только для ультрарелятивист-
ских нейтрино.

Таким образом, наиболее спорная часть феноменологического подхо-
да состоит в правомерности записи волновой функции флейворного со-
стояния частицы как линейной комбинации волновых функций частиц с
разными массами. С точки зрения нерелятивисткой квантовой механики
состояния, описываемые такими волновыми функциями, запрещены [42].
То есть существует правило суперотбора, которое запрещает состояния,
описываемые суперпозицией волновых функций частиц с различными мас-
сами. Хорошо известно, что существует аналогичное правило суперотбора
по электрическому заряду [43].

Однако для обобщения Стандартной модели, в котором фермионы с
одинаковыми электрослабыми квантовыми числами объединены в мульти-
плеты, возможность построения состояний, описываемых суперпозицией
волновых функций массовых состояний, в рамках квантовой теории поля
была показанаА.Е.Лобановымв работах [44,45]. В диссертации разработан
метод описания взаимодействия нейтрино с веществом и электромагнит-
ным полем, основанный на данном подходе. При этом выявлены ранее неиз-
вестные закономерности взаимодействия нейтрино с внешними условиями
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и показано, что в частных случаях, для которых сделаны предсказания в
рамках феноменологической теории, полученные результаты согласуются
с ними.

Цели и задачи работы.Целью диссертации является исследование вли-
яния вещества и электромагнитного поля на распространение нейтрино в
рамках квантовополевого подхода.

Научная новизна. Все результаты, выносимые на защиту, являются
новыми и не имеют аналогов в научной литературе.

Объект исследования. В рамках данного исследования рассматривает-
ся эволюция нейтрино в плотной среде и электромагнитном поле в рамках
квантовополевого подхода.

Методы исследования. Исследование проводится на основе обобще-
ния Стандартной модели, предложенного в работах [44,45]. В диссертации
волновое уравнение для нейтрино в среде обобщается на случай одновре-
менного взаимодействия с веществом и электромагнитным полем. Так как
в настоящее время экспериментально наблюдаются только нейтрино уль-
трарелятивистских энергий, для исследования основных закономерностей
поведения нейтрино в диссертации выводится и используется квазиклас-
сический предел этого уравнения. Поскольку в общем случае для запи-
си аналитического решения квазиклассического уравнения эволюции даже
в случае постоянных внешних условий требуется решить алгебраическое
уравнение высокой степени, в диссертации в явном виде вычисляются веро-
ятности спин-флейворных переходов нейтрино в различных частных случа-
ях. Случай распространения нейтрино в неоднородном электромагнитном
поле исследуется в рамках адиабатического приближения. Все формулы
получены аналитически. Выводы делаются на основе этих формул.

Положения, выносимые на защиту:

1. Получено квазиклассическое уравнение эволюции нейтрино, позво-
ляющее описать как флейворные осцилляции, так и поворот спина
нейтрино в веществе и электромагнитном поле.
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2. Обнаружены корреляции между поворотом спина и осцилляциями
нейтрино в плотной среде в модели двух флейворов. Выявлена за-
висимость вероятностей спин-флейворных переходов от начального
флейвора нейтрино.

3. Исследовано распространение нейтрино в однородномэлектромагнит-
ном поле в приближении двухфлейворов с учетом переходныхмагнит-
ных моментов. Выявлена зависимость вероятностей спин-флейворных
переходов в электромагнитном поле от начального флейвора нейтри-
но.

4. Рассмотрено распространение нейтрино в переменном электромагнит-
ном поле в адиабатическом приближении. Показано, что поведение
вероятностей спин-флейворных переходов для нейтрино в электро-
магнитном поле при учете переходных магнитных моментов может
носить резонансный характер, причем наличие и выраженность ре-
зонанса в электромагнитном поле зависят от начальной поляризации
нейтрино.

5. Найдено, что при учете взаимодействия нейтрино одновременно как
с плотной средой, так и с электромагнитным полем, вероятности со-
держат нарушающие T -инвариантность вклады, которые отличны от
нуля даже в случае вещественной матрицы смешивания и являются
следствием влияния внешних условий. Показано, что в присутствии
электромагнитного поля поведение левого нейтрино в среде из частиц
и правого антинейтрино в среде из античастиц различно.

Теоретическая и практическая значимость работы. Основная тео-
ретическая значимость заключается в том, что построен способ описа-
ния ультрарелятивистских нейтрино, взаимодействующих с веществом и
электромагнитным полем, обоснованный в рамках квантовой теории поля.
Предложенный подход позволяет воспроизвести основные результаты фе-
номенологической теории осцилляций, однако также позволяет описать и
неизвестные ранее эффекты, что и сделано в диссертации.
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Достоверность и обоснованность результатов. Достоверность резуль-
татов подтверждается согласием частных случаев полученныхформул с ре-
зультатами феноменологического подхода. В частности, при изучении ре-
зонанса в электромагнитном поле получены выражения, похожие по форме
на выражения для резонанса Михеева–Смирнова–Вольфенштейна. Выра-
жения для вероятности поворота спина в поле дипольного поля согласуются
с вероятностью поворота спина массивной частицы в поле дипольного типа,
если положить массы различных состояний нейтрино равными. Все вероят-
ности, полученные в диссертации, сводятся к вероятностям осцилляций в
вакууме, если положить характеристики внешних условий равными нулю.

Личный вклад соискателя. Основные идеи и положения диссертации
изложены в работах [46–51]:

• Лобанов А. Е., Чухнова А. В. Осцилляции нейтрино в однородной
движущейся среде. // Вестник Московского университета. Серия 3:
Физика, астрономия. — 2017. — Т. 58, № 5. — С. 22. ИФWoS: 0.536.
Wos.

• Chukhnova A. V., Lobanov A. E. Neutrino flavor oscillations and spin
rotation in matter and electromagnetic field. // Phys. Rev. D. — 2020. —
Vol. 101. — P. 013003. ИФWoS: 5.296.Wos.

• Лобанов А. Е., Чухнова А. В. Асимметрия распространения левополя-
ризованных нейтрино в неоднородном магнитном поле. // ЖЭТФ. —
2021. — Т. 160, № 4(10). — С. 595. ИФWoS: 1.111.Wos.

• Chukhnova A. V., Lobanov A. E. Resonance enhancement of neutrino
oscillations due to transition magnetic moments. // Eur. Phys. J. C. —
2021. — Vol. 81. — P. 821. ИФWoS: 4.590.Wos.

• Chukhnova A. V., Lobanov A. E. T violation without complex entries in
the lepton mixing matrix. // Phys. Rev. D. — 2022. — Vol. 105. — P.
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• Лобанов А. Е., Чухнова А. В. Нарушение T -симметрии в осцилляциях
нейтрино. // ЖЭТФ.— 2022.— Т. 162.—С. 364.ИФWoS: 1.111.Wos.

Вклад автора в указанные работы является определяющим.
Апробация результатов. По результатам, изложенным в диссертации,

были сделаны следующие доклады на всероссийских и международных
конференциях и семинарах:

1. Лобанов А. Е., Чухнова А. В. «Осцилляции нейтрино в однородной
движущейся среде». Ломоносовские чтения – 2017, Москва, Россия,
17–26 апреля 2017.

2. Лобанов А. Е., Чухнова А. В. «Волновые функции нейтрино в веще-
стве». Ломоносовские чтения — 2018, Москва, Россия, 16–25 апреля
2018.

3. Chukhnova A. V., Lobanov A. E. «Stationary and non-stationary solutions
of the evolution equation for neutrino inmatter». 20th International Seminar
onHigh Energy Physics QUARKS-2018, Валдай, Россия, 27 мая – 2 июня
2018.

4. Chukhnova A. V., Lobanov A. E. «Quantum-field theoretical description of
neutrino propagation in dense matter and electromagnetic field». 19-я ло-
моносовская конференция по физике элементарных частиц, Москва,
Россия, 22–28 августа 2019.

5. Chukhnova A. V., Lobanov A. E. «Neutrino evolution in dense matter and
electromagnetic field».The XXIV International Workshop High Energy
Physics and Quantum Field Theory QFTHEP-2019, 22–29 сентября 2019.

6. Чухнова А. В. «Влияние движущейся среды и электромагнитного по-
ля на осцилляции нейтрино». Международная научная конференция
студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов-2020», 10–27
ноября 2020.
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7. Chukhnova A. V., Lobanov A. E. «T-violation in neutrino spin-flavor
transition probabilities in the two-flavor model» (стендовый). XXX Inter-
national Conference on Neutrino Physics and Astrophysics, Virtual Seoul,
Korea, 30 мая — 4 июня 2022.

8. Лобанов А. Е., Чухнова А. В. "Нарушение Т-инвариантности в осцил-
ляциях нейтрино в плотной среде и электромагнитном поле". Interna-
tional Conference on Quantum Field Theory, High-Energy Physics, and
Cosmology, Дубна, Россия, 17–22 июля 2022.

9. Chukhnova A. V. «T-violation in neutrino spin-flavor transition probabi-
lities in the case of real mixing matrix» (стендовый). Мемориальная
конференция памяти академика А.А. Славнова, Москва, Россия, 21—
22 декабря 2022.

Доклады 1–7, 9 были сделаны автором лично.
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

пяти глав, заключения, списка литературы и двух приложений. Полный
объем диссертации 126 страниц, число рисунков 12, список литературы
включает 139 ссылок.

В Главе 1 даны основы используемой модели и показана возможность
построения пространства Фока для нейтрино с определенным флейвором.
Далее в соответствии с работой [52] приведен квантовополевой вывод урав-
нения, которое описывает нейтрино в плотной среде. С учетом результатов
работ К. Фуджикавы и Р. Шрока [53, 54], в которых исследовалось взаимо-
действие нейтрино с электромагнитным полем (идея использованного ими
подхода восходит еще к работе В. Паули [55]), в работе [47] нам удалось за-
писать волновое уравнение в случае одновременного взаимодействия ней-
трино как с веществом, так и с электромагнитным полем. Так как все экспе-
риментальные результаты в настоящее время удается получить только для
нейтрино ультрарелятивистских энергий, именно этот случай заслуживает
особого внимания. Для описания ультрарелятивистских нейтрино в кон-
це Главы 1 выведено уравнение эволюции нейтрино в квазиклассическом
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приближении [46, 47], описывающее как осцилляции, так и поворот спина
нейтрино в веществе и электромагнитном поле. На основе этого уравнения
в последующих главах получены аналитические выражения для вероятно-
стей спин-флейворных переходов в различных случаях.

В Главе 2 исследуется распространение нейтрино в среде. Как в боль-
шинстве работ, посвященных данному вопросу, исследование производит-
ся в модели двух флейворов. Принципиальное отличие используемого под-
хода от феноменологической теории состоит в том, что наряду с флейвор-
ными осцилляциями в нашей модели автоматически учитывается явление
поворота спина нейтрино.

Как хорошо известно, в рамках феноменологической теории осцилля-
ций взаимодействие нейтрино с веществом описывается эффективным по-
тенциалом, связанным с рассеянием нейтрино вперед на фермионах сре-
ды [56]. Это взаимодействие меняет картину флейворных осцилляций. В
частности, если среда не является однородной, оно приводит к эффекту
Михеева–Смирнова–Вольфенштейна [57], который может быть использо-
ван для объяснения дефицита солнечных нейтрино. Данный вопрос был
детально рассмотрен в работе [58]. В диссертации взаимодействие ней-
трино с веществом описывается с помощью четырехмерных эффектив-
ных потенциалов, которые учитывают как скорость движения различных
компонент среды, так и их поляризацию. В соответствии с результатами
наших работ [46, 47] в Главе 2 исследованы корреляции между флейвор-
ными осцилляциями и поворотом спина нейтрино в веществе. Показано,
что в случае движущейся или поляризованной среды эти процессы нель-
зя рассматривать независимо. Более того, из явного вида выражений для
вероятностей следует, что вероятности переходов существенно зависят от
начального флейвора нейтрино.

В Главе 3 исследуется распространение нейтрино в электромагнитном
поле. В соответствии с [47] в модели двух флейворов показывается необхо-
димость введения эффективного угла смешивания для нейтрино в случае,
если учитываются не только диагональные, но и переходные магнитные
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моменты нейтрино. При этом в общем случае требуется вводить два угла
смешивания — по одному на каждое из собственных состояний спинового
интеграла движения нейтрино. Важно отметить, что выражение для коси-
нуса одного из этих углов содержит в знаменателе величину, имеющую
минимум при определенном значении энергии нейтрино и напряженно-
сти внешнего поля, что указывает на возможность резонансного поведения
вероятностей спин-флейворных переходов в электромагнитном поле, на-
поминающего резонанс Михеева–Смирнова–Вольфенштейна в веществе.

Вообще говоря, наличие резонансного знаменателя у косинуса эффек-
тивного угла смешивания не обязательно должно приводить к резонанс-
ному поведению вероятностей переходов. Поэтому в Главе 4 детально
исследуется случай неоднородного электромагнитного поля. В этой главе,
в соответствии с работой [48] получено условие адиабатичности, которое
позволяет по аналогии с эффектом Михеева–Смирнова–Вольфенштейна
исследовать поведение вероятностей при медленно меняющемся поле, и
проверено предположение о наличии резонанса в указанном случае. При
исследовании магнитного поля с медленно меняющейся напряженностью
показано, что резонанс действительно имеет место. Также обнаружена су-
щественная зависимость поведения вероятностей как от угла между ско-
ростью нейтрино и вектором магнитной индукции, так и от поляризации
нейтрино. Из полученных выражений следует, что при определенной по-
ляризации нейтрино резонанса может не быть вовсе. Также в Главе 4
рассматривается поведение нейтрино в дорезонансной области, которое
исследовалось в работе [49]. В этом случае влияние переходных магнит-
ных моментов не является существенным вследствие их малой величины,
и удается получить явный вид вероятностей в модели трех флейворов.
При исследовании частного случая поля дипольного типа обнаружена уг-
ловая асимметрия вероятности обнаружения нейтрино, имеющего левую
спиральность, на больших расстояниях от источника.

В Главе 5 на основе наших работ [50, 51] рассматривается одновре-
менное влияние вещества и электромагнитного поля на распространение
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нейтрино. Оказалось, что даже в модели двух флейворов, в которой все
элементы матрицы смешивания вещественны, за счет влияния постоянных
внешних условий возможно нарушение T -инвариантности в выражениях
для вероятностей спин-флейворных переходов уже в простейшем случае,
когда взаимодействие со средой осуществляется только через нейтральные
токи и учитываются только диагональные магнитные моменты нейтрино.
Далее получено достаточное условие T -нарушения в общем случае, а также
показано, что в модели трех флейворов T -нарушение может быть вызвано
не только наличием мнимого вклада в матрицу смешивания, описываемого
инвариантом Ярлског [59], но и влиянием внешних условий. В результа-
те анализа полученных формул в этой главе делается вывод, что в при-
сутствии электромагнитного поля поведение левого нейтрино в среде из
частиц и правого антинейтрино в среде из античастиц отличаются знаком
T -нарушающего слагаемого.

В Заключении приведены итоги выполненного исследования.
ВПриложениях приведен вывод достаточно простых, но полезныхфор-

мул, которые используются при вычислениях.
В диссертационной работе используется хевисайдова система единиц, в

которой ~ = c = 1.



Глава 1

Квантовополевое описание эволюции
нейтрино

1.1 Используемая модель

Исследованиюосцилляций нейтрино посвящено большое количество ра-
бот, основанных на использовании различных подходов [60–73]. В рамках
феноменологической теорииширокое развитие получили исследования как
с точки зрения квантовой механики (см., например, [60]), так и с привле-
чением методов квантовой теории поля (см., например, [61]). На данный
момент широко используется описание осцилляций на основе волновых
пакетов (см. [63, 64]). Более полный список работ, основанных на таком
подходе, можно найти, например, в монографии [35]. Также популярен под-
ход к объяснению осцилляций на основе вида пропагатора нейтрино [61].
Описание осцилляций с помощью модифицированного пропагатора ней-
трино в рамках квантовой теории поля предложено в работах И.П. Волобу-
ева [65, 66].

Тем не менее, для исследования нейтрино на основе формализма мат-
рицы рассеяния, являющегося общепринятым в квантовой теории поля и
предложенного еще в работах [74–76], необходимо построить простран-
ство Фока. Попытки построить пространство Фока для флейворных состо-
яний нейтрино, являющихся суперпозицией состояний с разными массами,
предпринимались неоднократно [67–73], однако долгое время оставались
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безуспешными в связи с математическими трудностями, обсуждение кото-
рых можно найти, например, в кратком обзоре [77].

Одна из первых таких попыток была выполнена в работе [67], однако
полученные в этой работе операторы рождения и уничтожения не удовле-
творяют каноническим коммутационным соотношениям, что делает невоз-
можным использование теории возмущений в представлении взаимодей-
ствия. Для решения этой проблемы Бласон и Витиелло (см., например, [69])
предложили использовать операцию, аналогичную преобразованию Бого-
любова. Однако, как было показано в работе [68], при таком подходе вакуум
теории является нестабильным (см. также [78]). Возникновение указанных
проблем обусловлено тем, что переход от массового базиса к флейворно-
му, осуществляемый только с помощью унитарной матрицы смешивания,
не является унитарной операцией (см., например, [79]).

Квантовополевое описание состояния частицы, представляющего со-
бой суперпозицию состояний с разными массами, оказывается в принципе
невозможным, если считать, что частица описывается неприводимым пред-
ставлением группы Пуанкаре, как это делается обычно1 (см., например,
[80]). Действительно, хорошо известно, что неприводимые представления
группы Пуанкаре характеризуются двумя операторами Казимира, один из
которых представляет собой квадрат канонического импульса и определяет
квадрат массы частицы m2, а второй представляет собой квадрат вектора
Паули–Любаньского–Баргмана и определяет произведение −m2s(s + 1),
где s — спин частицы (см. [81]). Таким образом, невозможно построить
представление группы Пуанкаре, описывающее частицу с неопределенной
массой. Тот факт, что экспериментальные данные вполне согласуются с фе-
номенологической теорией осцилляций, приводит к необходимости либо
полностью переопределить понятие частицы в релятивистской квантовой
теории, либо отождествить частицу с представлением более общей группы
симметрии. Именно последний вариант был реализован в работах [44, 45],

1Для описания частиц со спином 1/2, как правило, используется дираковское представление группы
Пуанкаре.
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что позволило построить единое пространство волновых функций для всех
трех типов нейтрино.

Как хорошо известно [82–85], взаимодействующие поля удается описать
только в том случае, если расширенная группа симметрии устроена как пря-
мое произведение группы Пуанкаре и группы внутренней симметрии. По
этой причине мы будем рассматривать группу симметрии, представляю-
щую собой прямое произведение группы Пуанкаре и группы внутренней
симметрии SU(3). При таком подходе частицы разных поколений, облада-
ющие одинаковыми электрослабыми квантовыми числами, объединяются
в мультиплеты.

В связи с теоремой Йоста2 [86,87] обычно делается вывод, что построе-
ние мультиплета, характеризующегося несколькими различными массами,
невозможно (см., например, [88]). Тем не менее, если построить представ-
ление прямого произведения указанных групп так, как было сделано в
работах [44, 45], то возможно описать мультиплет частиц с разными мас-
сами. Для построенного в этих работах представления сумма квадратов
операторов дифференцирования по координатам не является оператором
Казимира, и, таким образом, может быть различна для разных компонент
мультиплета. Стоит отметить, что на возможность построения такого пред-
ставления есть косвенные указания еще в книге [89], написанной до ра-
бот [86, 87].

1.2 Группа симметрии теории

Как указывалось выше, выберем в качестве расширенной группы сим-
метрии прямое произведение группы Пуанкаре и группы SU(3). Выбор в
качестве группы внутренней симметрии группы SU(3) отвечает экспери-

2Пусть G— конечномерная связная группа Ли, содержащая группу Пуанкаре в качестве аналитической
подгруппы. Пусть U — непрерывное унитарное представление G в гильбертовом пространстве H , а Pµ –
оператор 4-импульса. Пусть спектр Pµ содержится в {0} ∪ V +, где V + — конус будущего в пространстве
МинковскогоM4. Если оператормассыm = (PµP

µ)1/2 имеет изолированное собственное значениеm1 > 0,
то соответствующее собственное подпространство H1 инвариантно относительно U .
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ментальным данным о существовании трех поколений нейтрино, а также
соответствует стандартным предположениям, используемым в феномено-
логической теории осцилляций.

Построим неприводимое представление расширенной группы симмет-
рии как тензорное произведение фундаментального представления группы
SU(3) и дираковского представления группы Пуанкаре. Генераторы фун-
даментального представления группы SU(3) можно выбрать в виде матриц
Гелл–Манна. Для дираковского представления группы Пуанкаре вид гене-
раторов хорошо известен

Pµ = i∂µ, Mµν = i

(
(xµ∂ν − xν∂µ) +

γµγν − γνγµ
4

)
. (1.1)

Явный вид элементов алгебрыЛидля расширенной группы симметриимож-
но выбрать какматрицыГелл-Манна и генераторы (1.1), умноженные на I—
единичную матрицу 3× 3. Условие неприводимости такого представления
выглядит следующим образом:

(iγµ∂µI−mI)Ψ(x) = 0, (1.2)

где Ψ(x) — 12-компонентные функции, на которые действуют операторы
представления группы симметрии теории, иm— вещественное число.

Для решений с положительной частотой можно выбрать базис

Ψp,ζ,l(x) =
1√
2p0

up,ζe
−i(px)e(l), (1.3)

где e(l) (l = 1, 2, 3) — базис трехмерного векторного пространства над
полем комплексных чисел, который для определенности можно выбрать
как e(1) = {1, 0, 0}T , e(2) = {0, 1, 0}T , e(3) = {0, 0, 1}T . В выражении (1.3)
p0 =

√
p2 +m2, а up,ζ — биспинор, являющийся решением уравнения Ди-

рака с массой m и нормированный условием ūp,ζup,ζ ′ = 2mδζ,ζ ′ (индексы
ζ, ζ ′ = ±1 соответствуют поляризации частиц). Базис волновых функций
с отрицательной частотой также строится аналогичным образом на осно-
ве соответствующих решений уравнения Дирака. Явный вид биспиноров
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up,ζ , а также биспиноров u−p,ζ , требующихся для построения решений с
отрицательной частотой, можно найти, например, в книге [90].

Введем скалярное произведение в виде

(Ψ,Φ) =
3∑
l=1

∫
dxΨ†l (x, t)Φl(x, t), (1.4)

где суммирование производится по трем компонентам вектора при разло-
жении по базису e(l), которые представляют собой биспиноры Ψl, Φl. Тогда
исследуемое пространство является прямой суммой пространств непри-
водимых представлений группы Пуанкаре, отвечающих массе m. Таким
образом, построенное пространство представления описывает мультиплет,
все компоненты которого имеют одну и ту же массуm.

Однако возможно и представление, которое описывает мультиплет ча-
стиц с разными массами. Такое пространство представления удается по-
строить, так как алгебра дифференцирований группы Пуанкаре содержит
не только генераторы трансляций P µ и генераторы лоренцевских пово-
ротов Mµν , но и генератор дилатаций (растяжений) D, удовлетворяющий
следующим коммутационным соотношениям (см., например, [88])

[P µ, D] = P µ, [Mµν, D] = 0, (1.5)

Наличие такого элемента в алгебре дифференцирований приводит к суще-
ствованию внешнего автоморфизма. Используя оператор дилатаций, мож-
но построить сплетающий оператор, связывающий описанное выше пред-
ставление с отличным от него представлением расширенной группы сим-
метрии. Так как масса частицы связана с операторами дифференцирования
по координатам, то именно сплетающий оператор, содержащий растяжение
координатного пространства, позволяет от пространства представления,
характеризующегося всего одной массой m, перейти к другому простран-
ству представления, характеризующемуся сразу несколькими различными
массами. В этом смысле различие масс фермионов Стандартной модели
можно рассматривать как следствие изменения координат пространства
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событий для разных частиц, а параметры растяжения связать с юкавскими
константами.

Получим явный вид сплетающего оператора. Для этого сначала подей-
ствуем на выбранные ранее базисные векторы e(l) унитарной матрицей Vi

и получим новый ортонормированный базис n(l)

n(l)
s =

3∑
r=1

V i
sre

(l)
r . (1.6)

Мы можем проводить эту операцию для разных мультиплетов частиц, ис-
пользуя в общем случае различные матрицыVi, индекс i может принимать
значения i = e, ν, u, d для заряженных лептонов, нейтрино, верхних квар-
ков или нижних кварков соответственно.

Далее с помощью полученного таким образом базиса запишем ортого-
нальные проекторы

P
(i)
l = n(l) ⊗ n∗(l), P

(i)
l P

(i)
k = δlkP

(i)
l ,

∑
l=1,2,3

P
(i)
l = I. (1.7)

Используя соображения, приведенные в работах [44, 45], можно записать
явный вид искомого сплетающего оператора как

K(i) =
3∑
l=1

D
(i)
(l)(n

(l) ⊗ e(l)), (1.8)

где D(i)
(l) определяются выражением

D
(i)
(l) = exp

(
lnµ

(i)
l

(
xν∂

ν +
3

2

))
(1.9)

и зависят от произвольных положительных чисел µ(i)
l , физический смысл

которых будет ясен позже.
Сплетающий оператор (1.8) позволяет построить новое пространство

представления, для которого условие неприводимости выглядит следую-
щим образом:

K(i) (iγµ∂
µI−mI)K(i)−1Ψ(i)(x) = 0. (1.10)
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Построенное таким образом представление унитарно эквивалентно тензор-
ному, однако, как будет видно далее, оно может иметь совершенно другой
физический смысл, в связи с чем уместно вспомнить замечание Дирака,
произнесенное во время дискуссии на XII Сольвеевском конгрессе “Теория
поля” 3.

Приведем соотношение (1.10) к более привычному виду. Так как на
решениях уравнения Дирака выполняется соотношение

[(iγµ∂µI−mI), D] = iγµ∂µI = mI, (1.11)

то оператор в левой части уравнения (1.10) можно переписать как

K(i) (iγµ∂
µI−mI)K(i)−1 =

(
iγµ∂

µN(i) −mI
)
, (1.12)

где

N(i) =
3∑
l=1

(µ
(i)
l )−1P

(i)
l . (1.13)

МатрицыN(i) невырожденные, если все три числа µ(i)
l выбраны отличными

от нуля. В этом случае существует обратная матрица(
N(i)

)−1

=
3∑
l=1

µ
(i)
l P

(i)
l (1.14)

и условие неприводимости построенного таким образом представления
принимает более привычный вид(

iγµ∂
µI−M(i)

)
Ψ(i) = 0, (1.15)

гдеM(i) = m
(
N(i)

)−1. Диагональную матрицуM(i) с собственными значе-
ниями m(i)

l = mµ
(i)
l мы будем называть массовой матрицей мультиплета.

3В книге: П.А.М. Дирак, Cобрание научных трудов, том 3. стр. 341. М.: Физматлит, 2004.: “Некоторые
из моих коллег, мыслящих математически, говорили мне о том, что все представления неоднородной
группы Лоренца давно известны. Под этими словами неявно подразумевается, что они знают все пред-
ставления, необходимые в квантовой теории поля. Однако эти математики предполагают, что два
представления эквивалентны, если они связаны унитарным преобразованием. При этом подразумевает-
ся, что нахождение любого унитарного преобразования тривиально. Огромные усилия в атомной физике
сосредоточены на попытках найти S-матрицу, которая, будучи унитарным преобразованием, при этом
отнюдь не является тривиальной.”



Квантовополевое описание эволюции нейтрино 23

Таким образом, для того, чтобы получить массовую матрицу, собствен-
ные значения которой совпадают с массами частиц Стандартной модели,
требуется специальным образом выбрать параметры µ

(i)
l , содержащиеся в

операторе (1.9) и, следовательно, в сплетающем операторе (1.8). При этом
пространства представлений, построенные таким образом для разныхмуль-
типлетов частиц, в общем случае не совпадают.

Введем базис Ψ
(i)

q,ζ,µ
(i)
l

в пространстве волновых функций нейтрино. Его

можно построить, подействовав оператором K(i) на функции (1.3)

Ψ
(i)

q,ζ,µ
(i)
l

(x) =
(µ

(i)
l )3/2√
2q0

uq,ζe
−iµ

(i)
l (qx)n(l), (1.16)

где q0 =
√

q2 +m2, а биспиноры uq,ζ удовлетворяют уравнению

(γµqµ −m)uq,ζ = 0, ūq,ζuq,ζ ′ = 2mδζ,ζ ′. (1.17)

Явный вид генераторов представления можно найти в работах [44, 45].
Для нас наиболее интересным является тот факт, что генераторы трансля-
ций построенного таким образом представления отличаются от канониче-
ского импульса:

P (i)
µ = K(i)PµK

(i)−1 = i∂µN
(i), (1.18)

а генераторы лоренцевских поворотов свой вид не меняют, так как комму-
тируют с оператором дилатаций (см. (1.5)).

Оператор Казимира P (i)
µ P µ(i) для этого представления имеет то же соб-

ственное значение, что и для тензорного произведения представлений

P (i)
µ P µ(i)Ψ(i) = m2Ψ(i), (1.19)

однако теперь вид этого оператора отличается от суммы квадратов диф-
ференцирования по координатам, и мы не интерпретируемm2 как квадрат
наблюдаемой массы частицы.

Так как коммутатор (1.11) отличен от нуля при m 6= 0, то можно по-
строить разные пространства представления, описывающие мультиплеты
массивных фермионов, которые будут отличаться выбранными значения-
ми µ(i)

l . При этом конкретное значение m не играет существенной роли,
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так как смысл наблюдаемых масс фермионов имеют произведения mµ(i)
l .

Таким образом, одно и то же пространство возможно построить, используя
разные затравочные массыm. Последнийфакт позволяет выбрать параметр
m одинаковым для всех мультиплетов и связать эту величину с вакуумным
ожиданием поля Хиггса, а параметры µ(i)

l — с юкавскими константами.
Используя такой подход, можно рассматривать нейтрино с разными мас-

сами не как самостоятельные частицы, а как различные квантовые состоя-
ния одного и того же мультиплета. Для того, чтобы работать с построенны-
ми мультиплетами в рамках квантовой теории поля, требуется обобщить
лагранжиан Стандартной модели, оставив при этом основные его свойства
неизменными. При этом под Стандартной моделью будем понимать Стан-
дартную модель, дополненную правыми синглетами массивных нейтрино.

1.3 Квантовополевое описание нейтрино в вакууме

Объединим в мультиплеты все фундаментальные частицы, обладаю-
щие одинаковыми электрослабыми квантовыми числами. Таким образом,
лагранжиан будет записан для четырех мультиплетов фермионов, то есть
для нейтрино, заряженных лептонов, верхних кварков и нижних кварков.
Лагранжиан L электрослабого сектора Стандартной модели будет иметь
следующий вид:

L = L0 + Lint, (1.20)

где

L0 =
i

2

∑
i=ν,e,u,d

[Ψ̄(i)γµ(∂µΨ(i))−(∂µΨ̄(i))γµΨ(i)]−
∑

i=ν,e,u,d

Ψ̄(i)M(i)Ψ(i) (1.21)
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лагранжиан свободных полей, а

Lint = −
∑

i=ν,e,u,d

Ψ̄(i)M(i)(H/v)Ψ(i)−

− g

2
√

2

(
Ψ̄(e)γµ

(
1 + γ5

)
Ψ(ν)W−

µ + Ψ̄(ν)γµ
(
1 + γ5

)
Ψ(e)W+

µ

)
−

− g

2
√

2

(
Ψ̄(d)γµ

(
1 + γ5

)
Ψ(u)W−

µ + Ψ̄(u)γµ
(
1 + γ5

)
Ψ(d)W+

µ

)
−

− e
∑
i=e,u,d

Q(i)Ψ̄(i)γµΨ(i)Aµ−

− g

2 cos θW

∑
i=ν,e,u,d

Ψ̄(i)γµ
(
T (i) − 2Q(i) sin2 θW + T (i)γ5

)
Ψ(i)Zµ (1.22)

лагранжиан взаимодействия с векторными бозонами W±
µ , Zµ, Aµ и полем

Хиггса H . Здесь v — вакуумное среднее поля Хиггса, g — константа сла-
бого взаимодействия, θW —угол Вайнберга, e = g sin θW —электрический
заряд позитрона, Q(i) — электрический заряд мультиплета в единицах за-
ряда позитрона, T i — проекция слабого изоспина (T (ν) = T (u) = 1/2,
T (e) = T (d) = −1/2).

В лагранжиане (1.22) в явном виде не фигурирует матрица смешивания.
Смешивание возникает в представлении взаимодействия за счет использо-
вания 12-компонентных волновых функций мультиплетов. Если матрицы
V(i), связанные с нейтрино и с заряженными лептонами, одинаковы, мы
приходим к модели, описывающей три независимых поколения фермионов.
Однако при построении пространства представления мы работали с муль-
типлетами по отдельности и вполне можем взять эти матрицы различными.
В этом случае в членах, описывающих взаимодействие через заряженные
токи, автоматически появляется смешивание. Для всех мультиплетов ча-
стиц матрицы V(i), содержащиеся в выражении (1.6) и, соответственно, в
сплетающих операторах вида (1.8), следует выбрать таким образом, чтобы
определяющая смешивание лептонов матрица

UPMNS = V(e)†V(ν) (1.23)

совпадала с матрицей смешивания Понтекорво–Маки–Накагавы–Сакаты,
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а определяющая смешивание кварков матрица

UCKM = V(u)†V(d) (1.24)

совпадала с матрицей Кабиббо–Кобаяши–Маскавы. При этом, по крайней
мере в древесном приближении, результаты вычислений процессов будут
совпадать с результатами общепринятого подхода, что проиллюстрировано
на примере распада π+-мезона в работе [45].

При квантовании полевых функций используем стандартную процедуру,
описанную, например, в книге [91]. Компоненты полевойфункции запишем
в виде

Ψ(x)(i) =
1

(2π)3/2

3∑
l=1

∑
ζ=±1

∫
dq√
2q0

(µ
(i)
l )3/2n(l)

s ×

× [e−iµ
(i)
l (qx)uq,ζa

−
l,ζ,(i)(q) + eiµ

(i)
l (qx)u−q,ζa

+
l,ζ,(i)(q)], (1.25)

Ψ̄(x)(i) =
1

(2π)3/2

∑
l=1

3
∑
ζ=±1

∫
dq√
2q0

(µ
(i)
l )3/2n∗(l)s ×

× [e−iµ
(i)
l (qx)ū−q,ζa

∗−
l,ζ,(i)(q) + eiµ

(i)
l (qx)ūq,ζa

∗+
l,ζ,(i)(q)]. (1.26)

В работах [44,45] показано, что операторы a∗+l,ζ(q) и a−l,ζ(q) можно интер-
претировать как операторы рождения и уничтожения нейтрино, причем эти
операторы удовлетворяют каноническим коммутационным соотношениям[

a−l,ζ,(i)(q), a∗+k,ζ ′,(i) (q′)
]

+
= δlkδζζ ′δ (q− q′),[

a∗−l,ζ,(i)(q), a+
k,ζ ′,(i) (q′)

]
+

= δlkδζζ ′δ (q− q′).
(1.27)

Также удовлетворяет каноническим коммутационным соотношениям и их
линейные комбинации вида

a±α,ζ(q) =
∑
l=1,2,3

Uα,la
±
l,ζ(q), a∗±α,ζ(q) =

∑
l=1,2,3

U∗α,la
∗±
l,ζ (q), (1.28)

где Uα,l — элементы произвольной унитарной матрицы 3 × 3. Если в ка-
честве такой матрицы выбрать матрицу UPMNS, то соотношение (1.28)
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означает, что построенные операторы являются операторами рождения и
уничтожения состояний нейтрино, которые в ультрарелятивистском пре-
деле примерно соответствуют флейворным состояниям, используемым в
феноменологической теории осцилляций. Отличие заключается в том, что
все компоненты, соответствующие разным массовым состояниям, в нашем
случае характеризуются одним квантовым числом qµ, которое не совпада-
ет с импульсом нейтрино. Использование такого квантового числа отчасти
напоминает приближение равных скоростей в феноменологической теории
осцилляций.

Теперь для суперпозиции массовых состояний нейтрино указан способ
построения пространства Фока. Как следствие, для описания процессов
с участием нейтрино в рамках используемой модели можно использовать
все стандартные методы квантовой теории поля, в том числе разложение
Дайсона. Возможность использования теории возмущений в свою очередь
позволяет работать в картине Фарри [92], то есть рассматривать процессы
при наличии внешних полей4.

В указанном подходе осцилляции нейтрино в вакууме получаются ав-
томатически, так как построенные волновые функции могут описывать
частицу, находящуюся в состоянии, являющемся суперпозицией массовых
состояний. При этом выражение для длины осцилляций зависит от вы-
бранного набора непрерывных квантовых чисел, описывающих состояние
нейтрино. В ультрарелятивистском подходе результаты согласуются с вы-
водами феноменологической теории осцилляций, которые подтверждены
экспериментально.

4Отметим, что в отечественной литературе этот подход также называют методом точных решений Со-
колова.
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1.4 Уравнение, описывающее взаимодействие
с веществом и электромагнитным полем

Как уже указывалось ранее, волновые функции нейтрино удовлетворяют
модифицированному уравнению Дирака (1.15)(

iγµ∂µI−M(ν)
)
Ψ (ν)(x) = 0,

где массовая матрица мультиплета нейтрино может быть представлена в
виде

M(ν) =
3∑
l=1

m
(ν)
l P

(ν)
l . (1.29)

Так как пространство Фока для модели успешно построено, использова-
ние диаграммной техники возможно не только в древесном приближении,
но и для расчета радиационных поправок. В том числе можно записать
уравнение, аналогичное уравнению Дирака–Швингера квантовой электро-
динамики (см., например, [91]).

Будем рассматривать распространение нейтрино в среде, состоящей из
электронов, протонов и нейтронов (e, p, n). Таким образом, мы предполага-
ем, что плотность потока нейтрино достаточно мала для того, чтобы можно
было пренебречь эффектом коллективных осцилляций нейтрино, исследо-
ванным, например, в работах [93, 94]. Следуя [52], получим уравнение,
описывающее взаимодействие нейтрино с веществом. Это взаимодействие,
связанное с упругим рассеянием нейтрино вперед на фермионах среды, в
рамках квантовой теории поляможно учесть, добавив в волновое уравнение
массовый оператор нейтрино. В низшем порядке теории возмущения ана-
лог уравнения Дирака–Швингера для нейтринного мультиплета принимает
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вид(
iγµ∂µI−M(ν)

)
Ψ (ν)(x)+

+ i
g2

8

∫
d4y γµ(1 + γ5)S(e)(x, y|g)γν(1 + γ5)DW

νµ(y − x)Ψ(y)−

− i
g2

8 cos2 θW
I
∑
i=e,p,n

∫
d4y γµ(1 + γ5)DZ

µν(x− y)×

× Tr
{
γν
(
T (i) − 2Q(i) sin2 θW + T (i)γ5

)
S(i)(y, y|g)

}
Ψ (ν)(x) = 0. (1.30)

Функции Грина свободных W и Z бозонов обозначены как DW
µν(x − y)

и DZ
µν(x − y), а S(i)(x, y|g) — функции Грина мультиплетов фермионов в

формализме реального времени [95] (см. также [96,97] и цитированную там
литературу) с учетом влияния внешних условий g, то есть температуры и
химического потенциала системы.

Для относительно низких энергий нейтрино, когда Eν � M 2
W/EF .

M 2
W/Tf , EF . Tf � MW , где EF , Tf — энергия Ферми и температура

фермионов среды (см., например, [98]), можно использовать приближение
Ферми. Тогда

DW
µν(x− y) ≈ gµν

M 2
W

δ(x− y), DZ
µν(x− y) ≈ gµν

M 2
Z

δ(x− y) (1.31)

и уравнение (1.30) принимает вид(
iγµ∂µI−M(ν)

)
Ψ (ν)(x) + i

GF√
2

{
γµ(1 + γ5)S(e)(x, x|g)γµ(1 + γ5)−

− γµ(1 + γ5) I
∑
i=e,p,n

Tr
{
γµ

(
T (i)−2Q(i) sin2 θW+T (i)γ5

)
S(i)(x, x|g)

}}
×

× Ψ (ν)(x) = 0, (1.32)

где GF — константа Ферми.
Мнимая часть функции Грина после суммирования по квантовым чис-

лам фермионов среды сводится к матрице плотности, то есть S(i)(x, x|g)⇒
−i%(i)(x, x|g). Структура матриц плотности для фермионов со спином 1/2

известна из общих соображений [99]. Так как теперь необходимо рассмат-
ривать составляющие частицы среды как компоненты мультиплета, для
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соответствующих матриц плотности имеем

%(i)(x, x|g) =
∑
l=1,2,3

P
(i)
l

n
(i)
l

4p
0(i)
l

(γαp
α(i)
l +m

(i)
l )(1− γ5γβs

β(i)
l ), (1.33)

где m(i)
l — массы компонент мультиплета, n(i)

l — плотности компонент
мультиплетов, а pα(i)

l , s
β(i)
l —усредненные 4-импульс и 4-поляризация ком-

понент мультиплета.
Уравнение (1.32) может быть представлено в более наглядном виде, если

мы введем эффективные потенциалы, связанные с 4-векторами тока jµ(i)
l и

поляризации λµ(i)
l фермионов среды типа (i)

j
µ(i)
l = n

(i)
l

p
µ(i)
l

p
0(i)
l

= {n̄(i)
l v

0(i)
l , n̄

(i)
l v

(i)
l }, (1.34)

λ
µ(i)
l = n

(i)
l

s
µ(i)
l

p
0(i)
l

=

{
n̄

(i)
l (ζ

(i)
l v

(i)
l ), n̄

(i)
l

(
ζ

(i)
l +

v
(i)
l (ζ

(i)
l v

(i)
l )

1 + v
0(i)
l

)}
. (1.35)

В этих формулах n̄(i)
l и ζ

(i)
l (0 6 |ζ(i)

l |2 6 1) — плотности и средние значе-
ния вектора поляризации компонент среды в системе отсчета, где средний
импульс фермионов (i) равен нулю. 4-скорость системы отсчета обозначена
как vµ(i)

l = {v0(i)
l ,v

(i)
l } . Ток j

µ(i)
l и поляризация λµ(i)

l характеризуют ферми-
оны среды как целое. Мы вводим эффективные потенциалы fµ(e) и fµ(N),
таким образом обобщая подход, предложенный в работе [56]. Потенциал

fµ(e) =
√

2GF

(
jµ(e) − λµ(e)

)
(1.36)

определяет взаимодействие со средой через заряженные токи, потенциал

fµ(N) =
√

2GF

∑
i=e,p,n

(
jµ(i)

(
T (i) − 2Q(i) sin2 θW

)
− λµ(i)T (i)

)
(1.37)

определяет взаимодействие со всеми фермионами среды через нейтраль-
ные токи. Таким образом, волновое уравнение нейтрино принимает вид(

iγµ∂µI−M−
1

2
γµf (e)

µ (1 + γ5)P(e)− 1

2
γµf (N)

µ (1 + γ5)I

)
Ψ(x) = 0, (1.38)
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где P(e) — проектор на состояние нейтрино с электронным флейвором,
M ≡M(ν) и Ψ(x) ≡ Ψ (ν)(x).

Подчеркнем, что волновые функции Ψ(x) описывают нейтринный муль-
типлет в целом. Они представляют собой 12-компонентные объекты, ко-
торые преобразуются по тензорному произведению дираковского пред-
ставления группы Пуанкаре и фундаментального представления группы
SU(3). Уравнение (1.38) обобщает уравнение, которое использовалось в
работах [100, 101] для описания прецессии спина нейтрино в плотной сре-
де. Если потенциалы не зависят от координат пространства событий, то
решения этого уравнения можно записать в виде матричных экспонент,
используя метод, развитый в работах [102,103].

Уравнение (1.38) можно обобщить, добавив в него слагаемые, отвечаю-
щие за взаимодействие с электромагнитным полем. Как уже упоминалось,
будучи дираковской частицей, нейтрино обладает аномальным магнитным
моментом. Вследствие наличия смешивания, нейтрино рождаются и детек-
тируются в определенных состояниях, которые называютсяфлейворными и
обычно описываются суперпозицией волновых функций массовых состоя-
ний. При этом в рамкахСтандартноймоделимагнитныемоменты определе-
ны для массовых состояний нейтрино, причем матрица магнитных момен-
тов содержит как диагональные элементы, так и недиагональные, которые
называются переходными магнитными моментами. Кроме того, нейтрино
также характеризуется дипольными электрическими моментами, матрица
которых не содержит элементов на диагонали. Теоретические предсказания
для величин этих моментов в рамках Стандартной модели получены еще в
работе [54] (см. также [104]), экспериментальное измерение этих величин
крайне затруднено вследствие их малых значений.

Таким образом, чтобы обобщить уравнение (1.38) на случай нейтрино,
взаимодействующего как с веществом, так и с электромагнитным полем,
следует добавить слагаемые, описывающие прямое взаимодействие ней-
трино с полем за счет наличия у нейтрино аномальных магнитных и элек-
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трических моментов [47] аналогично уравнению Дирака–Паули [55](
iγµ∂µI−M−

1

2
γµf (e)

µ (1 + γ5)P(e) − 1

2
γµf (N)

µ (1 + γ5) I−

− i

2
F µνσµνMd −

i

2
F µνσµνMh −

i

2
?F µνσµνMah

)
Ψ(x) = 0. (1.39)

Здесь F µν —тензор электромагнитного поля, ?F µν = −1
2e
µνρλFρλ —дуаль-

ный к нему тензор. Взаимодействие с µ(ij), ε(ij) определено с помощью
эрмитовых матриц переходных магнитных моментов Mh и переходных
электрических моментов Mah. В низшем порядке разложения по степе-
ням величиныM 2

l /M
2
W , гдеMl (l = e, µ, τ ) — массы заряженных лептонов,

MW — масса W -бозона, матрица диагональных магнитных моментов Md

пропорциональна массовой матрице с коэффициентом

µ0 =
3eGF

8
√

2π2
. (1.40)

Уравнение (1.39) можно унитарным поворотом привести к такому виду, что
содержащаяся в нем массовая матрица M будет иметь диагональный вид.
В этом случае матрицы магнитных и электрических переходных моментов
определяются формулами

Mh =
1

2

 0 (m1 +m2)k12 (m1 +m3)k13

(m2 +m1)k21 0 (m2 +m3)k23

(m3 +m1)k31 (m3 +m2)k32 0

 , (1.41)

Mah = − i

2

 0 (m1 −m2)k12 (m1 −m3)k13

(m2 −m1)k21 0 (m2 −m3)k23

(m3 −m1)k31 (m3 −m2)k32 0

 , (1.42)

где

kij = −µ0

2

∑
l=e,µ,τ

U∗liUlj
M 2

l

M 2
W

, (1.43)

гдеMl (l = e, µ, τ )—массы заряженных лептонов,MW —массаW -бозона,
Ulj — элементы матрицы смешивания лептонов U.



Квантовополевое описание эволюции нейтрино 33

Так как в нашей модели уравнение (1.39) возникает вследствие редук-
ции массового оператора нейтрино, диапазон энергий, для которых оно
применимо, ограничен только сверху. При этом для нейтрино произвольно
низких энергий уравнение остается справедливо и может быть использова-
но даже для описания реликтовых нейтрино. Стоит отметить, что альтерна-
тивный подход к описанию осцилляций нейтрино в электромагнитном по-
ле, основанный на квантовой теории поля, был использован в работе [105],
обобщающей предложенный И.П. Волобуевым метод описания осцилляций
нейтрино в вакууме [65, 66].

Уравнение (1.39) справедливо для случая, когда внешние условия ме-
няются достаточно медленно и значения внешних полей и потенциалов
невелики. Тем не менее, матричная структура уравнения в произвольном
случае остается той же.

1.5 Массовые и флейворные состояния

Рассмотрим структуру уравнения (1.38). Как уже было сказано, волно-
вые функции Ψ(x) являются 12-компонентными объектами. Удобно ввести
блочную структуру этих объектов, которая определяет волновую функцию
как набор дираковских биспиноров ψi(x) следующим образом

Ψ(x) =

ψ1(x)

ψ2(x)

ψ3(x)

 . (1.44)

При этом γ-матрицы в уравнении эволюции действуют на компоненты ди-
раковских биспиноров, в то время как матрицы M, P(e), Md, Mh и Mah

переставляют местами ψi(x) в Ψ(x).
Аналогично γ-матрицам в обычном уравнении Дирака, матрицыM,P(e),

Mh и Mah, действующие на векторы в флейворном пространстве, могут
быть записаны в разных представлениях, связанных между собой унитар-
ными преобразованиями. Назовем “массовым представлением” такое пред-
ставление, при котором массовая матрица диагональна, то есть принимает
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вид

Mmass =

m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3

 . (1.45)

“Флейворным представлением” назовем такое, в котором проекторы на
флейворные состояния принимают вид

P
(e)
fl =

1 0 0

0 0 0

0 0 0

 , P
(µ)
fl =

0 0 0

0 1 0

0 0 0

 , P
(τ)
fl =

0 0 0

0 0 0

0 0 1

 . (1.46)

Массовая матрица и проекторы на состояния с определенным флейво-
ром связаны матрицей смешивания Понтекорво–Маки–Накагавы–Сакаты
U (см. [18])

P(l)
mass = U†P

(l)
flU, Mfl = UMmassU

†. (1.47)

Аналогично матрицу любого оператора также можно преобразовать из
массового представления в флейворное, используя матрицу смешивания

U = UU ′U†, (1.48)

гдеU ′—матрица вмассовомпредставлении, которая в общемслучаеможет
зависеть от координат, U — матрица того же оператора в флейворном
представлении.

Любое решение уравнения (1.38) соответствует какому-то состоянию
нейтрино. Мы определяем массовые состояния нейтрино как состояния,
описываемые волновыми функциями Ψ ′i(x) (i = 1, 2, 3), которые в любой
точке пространства-времени принимают вид

Ψ ′1(x) =

ψ
′
1(x)

0

0

 , Ψ ′2(x) =

 0

ψ′2(x)

0

 , Ψ ′3(x) =

 0

0

ψ′3(x)

 . (1.49)

Стоит отметить, что в случае, если массовая матрица не коммутирует с
оператором уравнения (1.38), решений волнового уравнения, соответству-
ющих массовым состояниям, может не существовать. Другими словами,
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решения уравнения (1.38) не всегда могут принимать вид (1.49) во всех
точках пространства.

Очевидно, что аналогичное определение флейворных состояний ней-
трино невозможно ввиду наличия осцилляций даже при распространении
в вакууме. Поэтому состояниями нейтрино с определенным флейвором в
точке с координатами xµ мы назовем состояния, которые именно в этой
точке описываются волновыми функциями Ψi(x) (i = 1, 2, 3), имеющими в
флейворном представлении вид

Ψ1(x) =

ψ1(x)

0

0

 , Ψ2(x) =

 0

ψ2(x)

0

 , Ψ3(x) =

 0

0

ψ3(x)

 . (1.50)

Именно состояния, определенные таким образом, далее будут называться
состояниями с определенным флейвором.

1.6 Квазиклассическое приближение

Используя уравнение (1.38), можно изучать поведение нейтрино сколько
угодно низких энергий, в том числе и реликтовые нейтрино. Тем не менее,
все экспериментальные результаты в физике нейтрино были получены для
нейтрино с энергиями, удовлетворяющими условию m2

l /E
2
ν � 1. Для та-

ких энергий феноменологический подход к описанию осцилляций вполне
справедлив. В нашем подходе в этом случае можно использовать квазиклас-
сическое приближение уравнение (1.38) для описания осцилляций нейтри-
но. Так как для ультрарелятивистских нейтрино длина волны де Бройля
мала, координату пространства событий xµ в уравнении (1.38) можно ин-
терпретировать как координату нейтрино. В работе [45] было показано,
что различные массовые состояния нейтрино в вакууме могут характери-
зоваться одним и темже непрерывным квантовым числомuµ, которое имеет
смысл 4-скорости. Как было показано в работе [103], выбор аналогичного
квантового числа возможен и для описания распространения незаряжен-
ной дираковской массивной частицы, взаимодействующей одновременно
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со средой и электромагнитным полем. Поэтому условие m2
l /E

2
ν � 1 дает

возможность считать, что даже при распространении в веществе и электро-
магнитном поле мультиплет нейтрино обладает 4-скоростью uµ = {u0,u},
которая определяет его прямолинейную траекторию. Тогда эволюция ча-
стицы определяется только поворотом ее спина и вращением во флейвор-
ном пространстве.

Если мы рассмотрим мультиплет нейтрино, характеризующийся посто-
янной 4-скоростью uµ (u2 = 1), то можно сделать подстановку xµ = τuµ.
Таким образом, эволюция нейтрино характеризуется единственным пара-
метром — собственным временем нейтрино τ . Собственное время связано
с длиной пробега L следующим образом

τ = L/|u|. (1.51)

Введем объекты Ψ (ν)(τ), которые, по аналогии со спиновыми квазиклас-
сическими волновыми функциями, введенными для описания вращения
спина нейтральных частиц в работе [106], назовем спин-флейворными ква-
зиклассическими волновыми функциями. Эти волновые функции описыва-
ют когерентные спин-флейворные состояния нейтрино. Соответствующее
уравнение эволюции следует из (1.39), если сделать подстановку

γµ∂µ ⇒ γµ
(
∂τ

∂xµ

)
d

dτ
= γµuµ

d

dτ
. (1.52)

Стоит отметить, что подстановка (1.52) вполне корректна только в случае
uµ = const. В этом случае спин-флейворные квазиклассические волновые
функции нейтрино удовлетворяют условию γµuµΨ(τ) = Ψ(τ), уравнение
эволюции принимает вид (

iI
d

dτ
− F

)
Ψ(τ) = 0, (1.53)

где

F = M−Mdγ
5γµ ?Fµνu

ν −Mhγ
5γµ ?Fµνu

ν +Mahγ
5γµFµνu

ν+

+
1

2
(f (e)u)P(e)+

1

2
(f (N)u)I+

1

2
ReP

(e)γ5γσs(e)
σ γ

µuµ+
1

2
RNIγ

5γσs(N)
σ γµuµ.

(1.54)
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В уравнении (1.54) мы используем следующие обозначения

R(f) =
√

(fu)2 − f 2, sµ(f) =
uµ(fu)− fµ√

(fu)2 − f 2
, (1.55)

Re = R(f (e)), RN = R(f (N)), sµ(e) = sµ(f (e)), sµ(N) = sµ(f (N)). (1.56)

Так как описание нейтрино производится на основе представления пря-
мого произведения группы внутренней симметрии и группыПуанкаре, есте-
ственным образом учитываются как флейворные осцилляции, так и пово-
рот спина нейтрино, который возникает при распространении массивной
частицы во внешних полях. Как хорошо известно, в квазиклассическом
приближении уравнение, описывающее поворот спина, называется уравне-
нием Баргмана–Мишеля–Телегди [107], хотя было получено еще в работе
Томаса [108]5. Для нейтрино в электромагнитном поле эффект поворота
спина без учета осцилляций активно исследовался в работах М. Б. Воло-
шина, М. И. Высоцкого и Л. Б. Окуня [110, 111] (см. также обзор [104]).
В работе [112] было показано, что наличие плотной среды также приводит
к повороту спина нейтрино. Обзор результатов изучения этого эффек-
та можно найти в работе [113]. Получение релятивистки ковариантного
уравнения в виде (1.39), описывающего как осцилляции, так и поворот
спина нейтрино в поляризованной движущейся среде и электромагнитном
поле, впервые обосновано в нашей работе [47]. Это уравнение обобщает
уравнение, использованное в работах [100, 101] для описания прецессии
спина массовых состояний нейтрино в веществе. Уравнение, описывающее
прецессию спина массового состояния нейтрино и учитывающее взаимо-
действие как со средой, так и с электромагнитным полем, было детально
исследовано в работе [103]. Следует также отметить, что исследование
одновременно поворота спина и осцилляций на основе уравнения, практи-
чески совпадающего с полученным нами, хотя и записанного без строгого
вывода, производилось в работах М. С. Дворникова (см., например, [114]).

Когда среда неоднородна, входящие в уравнение (1.53) эффективные
потенциалы f (e)

µ , f
(N)
µ можно считать некоторыми функциями собственного

5Здесь можно вспомнить нулевую теорему истории науки, она же — принцип Арнольда [109].
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времени τ . Условия, которые должны выполняться, чтобы такое описание
оставалось корректно, будут обсуждаться в главе, посвященной распро-
странению нейтрино в неоднородном электромагнитном поле.



Глава 2

Взаимодействие нейтрино с веществом

2.1 Вероятности спин-флейворных переходов
в модели двух флейворов

Для начала рассмотрим один из наиболее простых частных случаев. В
модели двухфлейворов найдем вероятности переходовмежду состояниями
с определенным флейвором и поляризацией в случае, если нейтрино рас-
пространяется в движущейся с постоянной скоростью однородной среде,
поляризация которой постоянна. В уравнении эволюции нейтрино (1.53),
то есть в уравнении (

iI
d

dτ
− F

)
Ψ(τ) = 0,

матрица F определяется формулой (1.54), которая в исследуемом частном
случае выглядит следующим образом

F = M+
1

2
(f (e)u)P(e) +

1

2
(f (N)u)I+

+
1

2
ReP

(e)γ5γσs(e)
σ γ

µuµ +
1

2
RNIγ

5γσs(N)
σ γµuµ. (2.1)

В выражении (2.1) учтено, что взаимодействие со средой может происхо-
дить как через заряженные, так и через нейтральные токи.

Решение уравнения (1.53) можно записать с помощью оператора эволю-
ции U(τ) в виде

Ψ(τ) =
1√
2u0

U(τ)Ψ0 , (2.2)
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где
Ψ0 =

1

2
(1− γ5γµs

µ
0) (γνuν + 1)

(
ψ0 ⊗ ej

)
, Ψ̄0Ψ0 = 2. (2.3)

Здесь ψ0 — постоянный биспинор, нормированный таким образом, что
Ψ̄0Ψ0 = 2, ej — произвольный единичный вектор в трехмерном векторном
пространстве над полем комплексных чисел, который позволяет задать на-
чальное состояние мультиплета как состояние с определенным флейвором,
а sµ0 — 4-вектор поляризации начального состояния нейтрино, удовлетво-
ряющий условию (us0) = 0. Оператор эволюции уравнения (1.53) в случае
постоянных внешних условий задается выражением

U(τ) = e−iτF. (2.4)

Когда матрица F определяется выражением (2.1), матричная экспонента
U(τ) выглядит следующим образом

U(τ) = exp

{
− iτ

(
M+

1

2
(f (e)u)P(e) +

1

2
(f (N)u)I+

+
1

2
ReP

(e)γ5γσs(e)
σ γ

µuµ +
1

2
RNIγ

5γσs(N)
σ γµuµ

)}
. (2.5)

Если среда неполяризована и все ее компоненты движутся с одинаковой
скоростью, то эффективные потенциалы, связанные с заряженными и ней-
тральными токами, пропорциональны. Далее мы будем обозначать как fµ

потенциал взаимодействия через заряженные токи f (e)µ, тогда f (N)µ = afµ.
Выражение для коэффициента пропорциональности a следует из формул
(1.36), (1.37)

a =
∑
i=e,p,n

n(i)

n(e)
(T (i) − 2 sin2 θWQ

(i)), (2.6)

где n(i) — плотность компоненты среды в системе отсчета наблюдателя.
Тогда вследствие определения (1.55) 4-векторы s(e)µ и sµN равны, а величины
RN и Re пропорциональны с коэффициентом a. Введем обозначение R =

Re, тогдаRN = aR. Также введем для равных 4-векторов новое обозначение
sµ = s(e)µ = s(N)µ. Тогда выражение (2.5) можно записать в виде

U(τ) = exp

{
−iτ

(
M+

1

2
(P(e) + aI) +

1

2
R(P(e) + aI)γ5γσsσγ

µuµ

)}
. (2.7)
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Введем спиновый проектор

Λζ =
1

2

[
1− ζγ5γσsσγ

µuµ
]
, (2.8)

имеющий собственные значения ζ = ±1. В этом случае экспонента сво-
дится к виду (см. Приложение A)

U(τ) =
∑
ζ=±1

exp

{
− iτ

(
1

2

(
(fu)− ζR

)(
P(e) + aI

)
+M

)}
Λζ . (2.9)

Так как явный вид матриц P(e) иM в показателе матричной экспоненты
(2.9) известен, можно записать решение уравнения эволюции и получить
вероятности спин-флейворных переходов нейтрино в явном виде. Однако
полученные таким образом вероятности переходов в модели трех флейво-
ров будут громоздкими и не очень наглядными. Поэтому, хотя известно,
что числофлейворов нейтрино равно трем, мы ограничимся исследованием
поведения нейтрино в модели двух флейворов, в которой рассматривает-
ся смешивание только двух массовых состояний. Серьезное преимущество
модели двух флейворов заключается в сравнительной простоте вычисле-
ний и итоговых формул. По этой причине многие эффекты качественно
исследуются именно в модели двух флейворов.

В модели двух флейворов матрица смешивания задается всего одним
углом смешивания θ и является действительной

U =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
. (2.10)

Таким образом, матрицу смешивания можно записать через матрицыПаули
σi (i = 1, 2, 3) в виде

U = cos θ + iσ2 sin θ. (2.11)

Так как вероятности переходов между двумя состояниями не зависят
от выбора базиса, будем работать во флейворном представлении, в кото-
ром флейворные проекторы диагональны и имеют единственный отличный
от нуля элемент, равный единице (см. Раздел 1.5 диссертации). Поэтому
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в модели двух флейворов проектор на состояние с флейвором α можно
записать следующим образом

Pα =
1

2
(1 + ξασ3), (2.12)

где ξα = ±1. Для записи проектора на состояние с электроннымфлейвором
следует выбрать ξα = 1, тогда соответствующий проектор принимает вид

P(e) =
1

2
(1 + σ3). (2.13)

Чтобы записать в этом представлениимассовуюматрицу, воспользуемся
формулой (1.47). В результате получаем следующее выражение

M =
1

2

(
m1 +m2

)
− 1

2

(
m2 −m1

)[
σ3 cos 2θ − σ1 sin 2θ

]
. (2.14)

Коммутационные соотношения для матриц Паули хорошо известны, что
позволяет раскрыть матричную экспоненту (подробнее см. Приложение B)
и привести оператор эволюции к виду

U(τ) =
∑
ζ=±1

exp

{
− i

2
τ

((
(fu)− ζR

)(
1/2 + a

)
+
(
m1 +m2

))}
×

×
{

cos(τZζ/2)− i sin(τZζ/2) [σ1Xζ − σ3Yζ ]
}

Λζ . (2.15)

Здесь

Xζ =
1

Zζ

((
m2 −m1

)
sin 2θ

)
,

Yζ =
1

Zζ

((
m2 −m1

)
cos 2θ −

(
(fu)− ζR

)
/2
)
,

Zζ =

{((
(fu)− ζR

)
/2−

(
m2 −m1

)
cos 2θ

)2

+
((
m2 −m1

)
sin 2θ

)2
}1/2

.

(2.16)
Если считать, что u0 ≈ |u|, то для покоящейся среды

Y+ = cos 2θ, X+ = sin 2θ,

Y− = cos 2θeff , X− = sin 2θeff ,
(2.17)

где θeff — эффективный угол смешивания в веществе, хорошо известный
в феноменологической теории осцилляций.
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Так какX2
ζ +Y 2

ζ = 1, можно определить величину θζ следующимобразом

Xζ = sin 2θζ , Yζ = cos 2θζ (2.18)

и трактовать θζ как эффективный угол смешивания. Эффективный угол
смешивания определяет связь между состояниями нейтрино с определен-
ным флейвором и стационарными состояниями, которые в веществе не
являются массовыми [115].

Для вычисления вероятностей переходов из одного состояния нейтрино
в другое удобно использовать квазиклассические спин-флейворные матри-
цы плотности, которые вводятся аналогично квазиклассическим спиновым
матрицам плотности (см. [106]). Матрица плотности состояния, характери-
зующаяся в начальныймомент поляризацией s(α)µ

0 ифлейворомα, в момент
времени τ имеет вид

ρα(τ) =
1

4
U(τ)

[
1− γ5γµs

(α)µ
0

]
PαŪ(τ). (2.19)

гдеPα—проектор на состояние с флейворомα. В уравнении (2.19) исполь-
зуется обозначения Ū(τ) = γ0U †(τ)γ0. Вероятность перехода из состояния
α в состояние β за время τ , которое связано с расстоянием от источника
до детектора соотношением (1.51), определяется выражением [116,117]

Wα→β = Tr ρα(τ)ρ†β(0). (2.20)

Так как в нашем случае состояния мультиплета нейтрино с точки зрения
квантовой механики являются чистыми состояниями, все результаты мож-
но получить, используя только волновые функции нейтрино, а не матрицы
плотности. Тем не менее, использование матриц плотности оказывается
удобнее, так как в противном случае может оказаться необходимым рас-
писывать в явном виде волновую функцию мультиплета, которая в модели
двух флейворов представляет собой 8-компонентный объект, а в реали-
стичной модели трех флейворов — 12-компонентный.

Воспользуемся выражением для оператора эволюции (2.15). Уравнение
(2.20) содержит прямое произведение дираковских и флейворных матриц.
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Как хорошо известно, след прямого произведения произвольных матриц
A и B может быть вычислен как Tr(A ⊗ B) = TrATrB. Используя это
свойство, получим все вероятности переходов между состояниями с опре-
деленным флейвором и спиральностью.

Будем полагать, что переходы происходят между флейворными состоя-
ниями нейтрино, для которых проекторы задаются матрицами

Pα =
1

2
(1 + ξασ3) , Pβ =

1

2
(1 + ξβσ3) , ξα, ξβ = ±1. (2.21)

Чтобы получить проекторы на начальное и конечное состояния нейтрино с
электронным флейвором, следует выбрать ξα, ξβ = 1, для нейтрино второ-
го флейвора ξα, ξβ = −1. Также будем считать, что начальное и конечное
состояния характеризуются определенной поляризацией. Вообще говоря,
можно вычислить вероятности переходов между состояниями, характери-
зующимися различными 4-векторами поляризации s

(α)µ
0 и s

(β)µ
0 . Однако

наиболее интересен случай переходов между состояниями, характеризу-
ющимися определенной спиральностью. Для таких состояний 4-векторы
поляризации задаются выражениями

s
(α)µ
0 = ζαs

µ
sp, s

(β)µ
0 = ζβs

µ
sp, (2.22)

где
sµsp =

{
|u|, u0

u

|u|

}
. (2.23)

Для нейтрино, имеющего левую спиральность, в выражениях (2.22) следует
выбрать ζα, ζβ = −1, для нейтрино с правой спиральностью ζα, ζβ = 1.

Результат вычисления вероятностей переходов между состояниями с
определенным флейвором и поляризацией удобно представить в следую-
щем виде

Wα→β =
1 + ξαξβ

2

1 + ζαζβ
2

W1 +
1 + ξαξβ

2

1− ζαζβ
2

W2+

+
1− ξαξβ

2

1 + ζαζβ
2

W3 +
1− ξαξβ

2

1− ζαζβ
2

W4, (2.24)
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гдеW1 — вероятность выживания нейтрино с определенным флейвором и
поляризацией, W2 — вероятность перехода между состояниями с одина-
ковым флейвором и противоположной поляризацией, W3 — вероятность
перехода между состояниями с различными флейворами и одинаковой по-
ляризацией,W4 —вероятность перехода с изменением и флейвора, и поля-
ризации. Используя формулу (2.20), получаем следующие выражения для
этих вероятностей

W1 =
1

2

(
1

2
(1−ζα(sssp))

2(1− S2
+1X

2
+1) +

1

2
(1+ζα(sssp))

2(1− S2
−1X

2
−1)+

+ (1− (sssp)
2)(C+1C−1 + S+1S−1Y+1Y−1) cos(ωτ)+

+ ξα(1− (sssp)
2)(S−1Y−1C+1 − C−1S+1Y+1) sin(ωτ)

)
,

W2 =
1

2

(
1

2
(1− (sssp)

2)(2− S2
+1X

2
+1 − S2

−1X
2
−1)−

− (1− (sssp)
2)(C+1C−1 + S+1S−1Y+1Y−1) cos(ωτ)−

− ξα(1− (sssp)
2)(S−1Y−1C+1 − C−1S+1Y+1) sin(ωτ)

)
,

W3 =
1

2

(
1

2
(1− ζα(sssp))

2S2
+1X

2
+1 +

1

2
(1 + ζα(sssp))

2S2
−1X

2
−1+

+ (1− (sssp)
2)S+1S−1X+1X−1 cos(ωτ)

)
,

W4 =
1

2

(
1

2
(1− (sssp)

2)(S2
+1X

2
+1 + S2

−1X
2
−1)−

− (1− (sssp)
2)S+1S−1X+1X−1 cos(ωτ)

)
.

(2.25)
Здесь

C±1 = cos
(
τZ±1/2

)
, S±1 = sin

(
τZ±1/2

)
, ω = R(1/2 + a). (2.26)

В общем случае все вероятности в уравнении (2.25) отличны от нуля.
Таким образом, в движущейся среде у массивных нейтрино изменяется
не только флейвор, но и спиральность. Так как вероятности зависят от
коэффициента a, заданного формулой (2.6), то в эффект поворота спина
дают существенный вклад и заряженные, и нейтральные токи. Посколь-
ку эффективно регистрируются только левополяризованные нейтрино, то
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вследствие перехода нейтрино в правополяризованное состояние результа-
ты измерений потока нейтрино будут зависеть от скорости внешней среды
относительно наблюдателя, то есть, фактически, от выбора системы от-
счета. На это обстоятельство указывалось еще в работе [112], и в нем нет
ничего странного, так как для массивной частицы спиральность действи-
тельно зависит от системы отсчета.

В общем случае спин-флейворные переходы характеризуются шестью
частотами и, таким образом, шестью длинами осцилляций. Если считать,
что u0 ≈ |u|, то параметр

L0
osc =

2π|u|
Z+1

(2.27)

представляет собой длину флейворных осцилляций в вакууме, а параметр

Lfosc =
2π|u|
Z−1

(2.28)

— длину флейворных осцилляций в веществе [56]. Четыре комбинацион-
ные длины осцилляций

Lcosc =

∣∣∣∣ 4π|u|
Z−1 ± Z+1 ± 2ω

∣∣∣∣ (2.29)

возникают из-за корреляций между флейворными переходами и перево-
ротом спиральности. Число таких длин при определенных условиях мо-
жет стать равным двум. Так, для электрически нейтральной среды, когда
плотность электронов равна плотности протонов, коэффициент a пропор-
ционален отношению плотностей нейтронов и электронов: если плотности
нейтронов и электронов в среде равны, то параметр ω обращается в нуль.

Стоит отметить, что формулы (2.25) применимы для исследования пе-
реходов между спиновыми состояниями, которые отличны от спиральных,
но задаются одинаковыми с точностью до знака 4-векторами поляризации
нейтрино sµ0 , если во всех выражениях сделать замену sµsp → sµ0 .

Особого внимания заслуживает случай, когда доля электронов в веще-
стве мала и можно положить f (e)

µ = 0. При этом взаимодействие с веще-
ством идет только через нейтральные токи. Такая ситуация приближенно
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имеет место, когда нейтрино проходит через нейтронную звезду (см., на-
пример, [118]). Тогда уравнение (1.53) сводится к(

i
d

dτ
−M− 1

2

[
(f (N)u) +RNγ

5γσs(N)
σ γµuµ

]
I

)
Ψ (ν)(τ) = 0. (2.30)

Оператор эволюции этого уравнения факторизуется

U(τ) = exp
{
− iτM

}
Urot(τ). (2.31)

Поэтому вероятности переходов сводятся к произведению вероятностей
флейворных осцилляций в вакууме и вероятностей переворота спина. Часть
оператора эволюции Urot(τ), описывающая поворот спина, удовлетворяет
уравнению(

i
d

dτ
− 1

2

[
(f (N)u) +RNγ

5γσs(N)
σ γµuµ

])
Urot(τ) = 0, (2.32)

которое разрешимо в квадратурах в ряде частных случаев. Например, если
среда однородна и ее поляризация сохраняется, то

Urot(τ) =
1

2

∑
ζ=±1

e−iτ((f (N)u)−ζRN)/2
[
1− ζγ5γσs(N)

σ γµuµ

]
. (2.33)

Поведение спина нейтрино в такой среде детально изучено в работе [103].
Вероятности переходов в этом случае выражаются формулами

W1 =
(
1− S2 sin2 2θ

) [
1−

(
1− (s(N)ssp)

2
)

sin2(ωτ)
]
,

W2 =
(
1− S2 sin2 2θ

) (
1− (s(N)ssp)

2
)

sin2(ωτ),

W3 = S2 sin2 2θ
[
1−

(
1− (s(N)ssp)

2
)

sin2(ωτ)
]
,

W4 = S2 sin2 2θ
(

1− (s(N)ssp)
2
)

sin2(ωτ).

(2.34)

Здесь

S = sin(πL/Losc), Losc =
2π|u|
|m2 −m1|

≈ 4πEν
|m2

2 −m2
1|
, (2.35)

где Eν — энергия нейтрино. Таким образом, полученная нами величина
Losc представляет собой хорошо известную из феноменологической теории
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длину флейворных осцилляций в вакууме, выраженную в терминах других
квантовых чисел.

Когда внешняя среда покоится, а именно этот случай детально исследо-
ван в работах по осцилляциям нейтрино, имеем

sµ = sµsp, (sssp) = −1. (2.36)

Следовательно, переходы с изменением спиральности отсутствуют (см.
(2.25)). То естьW2,W4 = 0, а

W1 =
1

2
(1 + ζα)(1− S2 sin2 2θ) +

1

2
(1− ζα)(1− S2

eff sin2 2θeff),

W3 =
1

2
(1 + ζα)S2 sin2 2θ +

1

2
(1− ζα)S2

eff sin2 2θeff ,

(2.37)

где

Seff = sin(πL/Lmatterosc ),

Lmatterosc ≈ 4πEν√
(2f 0Eν − (m2

2 −m2
1) cos 2θ)2 + (m2

2 −m2
1)

2 sin2 2θ
. (2.38)

Это выражение для Lmatterosc в феноменологической теории называется дли-
ной осцилляций нейтрино в веществе. Таким образом, формулы (2.37) и
(2.38) означают, что флейворные осцилляции левополяризованных ней-
трино в покоящейся среде определяются хорошо известными формулами
феноменологической теории для осцилляций в веществе, при этом флей-
ворные осцилляции правополяризованных нейтрино определяются извест-
ными формулами для осцилляций в вакууме (см., например, [34, 35]).

Интересно заметить, что и в модели с тремя флейворами спиральность
нейтрино в неподвижной неполяризованной среде сохраняется. Для ней-
трино, имеющего определенную спиральность, уравнение эволюции сво-
дится к(

i
d

dτ
−M− 1

2

(
u0 − ζα|u|

) (
f (e)0P(e) + f (N)0I

))
Ψ(τ) = 0. (2.39)

Как видно из (2.39), в этом случае взаимодействие через нейтральные токи
приводит, даже если среда неоднородна, только к появлению в решении
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фазового фактора, который не влияет на вероятности переходов. При этом
взаимодействие с заряженными токами существенно влияет на выражения
для вероятностей флейворных переходов и, как уже говорилось, в случае
неоднородной среды может приводить к известному эффекту Михеева–
Смирнова–Вольфенштейна.

2.2 Вероятность переворота спина

В общем случае переходы характеризуются шестью частотами, четыре
из которых возникают вследствие корреляций между флейворными осцил-
ляциями и поворотом спиральности.

Исследуем детально вероятность W переворота спина нейтрино с уче-
том корреляций с флейворными осцилляциями. Она равна суммеW2 иW4

и определяется выражением

W =
1

2
A(A1(1−cosω1τ)+A2(1−cosω2τ)+A3(1−cosω3τ)+A4(1−cosω4τ)),

(2.40)
где

A = 1− (sssp)
2. (2.41)

ВероятностьW характеризуется только четырьмя частотами

ω1 = ω +
Z+1 + Z−1

2
, ω2 = ω +

Z+1 − Z−1

2
,

ω3 = ω − Z+1 − Z−1

2
, ω4 = ω − Z+1 + Z−1

2
.

(2.42)

Соответствующие амплитуды осциллирующих членов определяются фор-
мулами

A1 =
1

4
(1− Y+1Y−1 −X+1X−1 + ξα(Y+1 − Y−1)),

A2 =
1

4
(1 + Y+1Y−1 +X+1X−1 + ξα(Y+1 + Y−1)),

A3 =
1

4
(1 + Y+1Y−1 +X+1X−1 − ξα(Y+1 + Y−1)),

A4 =
1

4
(1− Y+1Y−1 −X+1X−1 − ξα(Y+1 − Y−1)),

(2.43)
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из которых следует, что

A1 + A2 + A3 + A4 = 1. (2.44)

Таким образом, вероятность переворота спина ограничена сверху вели-
чиной (2.41)

A =
(v2

0 − 1) sin2 ϑ

(v0u0 −
√
u2

0 − 1
√
v2

0 − 1 cosϑ)2 − 1
, (2.45)

которую мы будем называть полной амплитудой вероятности. Она зависит
от 4-скоростей среды vµ и нейтрино uµ, но не зависит от плотности среды.
Через ϑ обозначен угол между векторами скорости нейтрино и среды в
системе отсчета наблюдателя. Здесь u0, v0 — лоренц-факторы нейтрино и
среды соответственно.

Если скорость нейтрино больше скорости среды, полная амплитуда при-
нимает максимальное значение, когда

cosϑmax =

√
v2

0 − 1/v0√
u2

0 − 1/u0

, (2.46)

то есть когда косинус ϑmax равен отношению скоростей среды и нейтрино.
Значение полной амплитуды при этом равно

Amax =
v2

0 − 1

u2
0 − 1

. (2.47)

Если скорость нейтрино меньше скорости среды, полная амплитуда прини-
мает максимальное значение, когда

cosϑmax =

√
u2

0 − 1/u0√
v2

0 − 1/v0

, (2.48)

то есть когда косинус ϑmax равен отношению скоростей нейтрино и среды.
Значение полной амплитуды при этом равно

Amax = 1. (2.49)

Для нейтрино в покоящейся среде эффект переворота спина отсутству-
ет. Так как в этом случае v0 = 1, как видно из формулы (2.45), полная
амплитуда вероятности равна нулю.
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Еще раз отметим, что мы рассматриваем нейтрино ультрарелятивист-
ских энергий. Из формулы (2.47) следует, что при скоростях среды, зна-
чительно меньших скорости нейтрино, эффект переворота спина нейтрино
существенно подавлен. Для сред, движущихся примерно с той же скоро-
стью, что и нейтрино, вероятности переходов с переворотом спина достига-
ют наибольшего значения при почти сонаправленном движении нейтрино и
среды (см. выражения (2.46)-(2.49)). Характерный вид зависимости полной
амплитуды A переворота спина от угла ϑ между направлением движения
нейтрино и среды приведен на Рис. 2.1.

Рис. 2.1: Зависимость полной амплитуды переворота спина от угла ϑ

Чтобы проиллюстрировать основные закономерности эволюции спина
нейтрино в веществе, рассмотрим среду, состоящую только из электронов.
В этом случае коэффициент пропорциональности между 4-потенциалами
взаимодействия с веществом через заряженные и через нейтральные токи
составляет a = −1/2 + 2 sin2 θW. Графики зависимости вероятности пере-
ворота спина от расстояния между источником и детектором L построены
как функции безразмерного параметра L/Losc, где Losc — длина флейвор-
ных осцилляций в вакууме (см. (2.35)). При этом поведение вероятности
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зависит от безразмерного параметра

k =

√
2GFn

(e)

|m1 −m2|
, (2.50)

в котором n(e) — плотность электронов в системе отсчета наблюдателя.
При построении графиков для определенности мы выбираем значение угла
смешивания sin2 θ = 0.437, что примерно соответствует θ23 [18].

Рис. 2.2: Вероятность переворота спина при ξα = ±1, u0 = 10, v0 = 50, k = 10, cosϑ =

cosϑmax

На Рис. 2.2 представлена зависимость вероятности переворота спина от
расстояния между источником и детектором, когда скорость среды боль-
ше скорости нейтрино. Здесь выбран угол между скоростями нейтрино и
среды, который соответствует максимальному значению полной амплиту-
ды переворота спина (cosϑmax ≈ 0.995, см. формулу (2.48)). Параметр k,
определяющийплотность среды, выбран равным 10. Как видно из графиков,
характер спиновых осцилляций существенно зависит от исходного флей-
вора нейтрино ξα. Для нейтрино, которые изначально имели электронный
флейвор (ξα = +1), переворот спина происходит чаще, чем для нейтрино
другого флейвора (ξα = −1). При увеличении плотности среды, как видно
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Рис. 2.3: Вероятность переворота спина при ξα = ±1, u0 = 10, v0 = 50, k = 20, cosϑ =

cosϑmax

из Рис. 2.3 (здесь k = 20), различие характеров эволюции спина для ней-
трино, имеющих разные исходные флейворы, становится более заметно.

Рис. 2.4: Вероятность переворота спина при ξα = ±1, u0 = 10, v0 = 50, k = 10, cosϑ = 0.9

Если представленные на Рис. 2.2, 2.3 графики построены при значе-
нии угла ϑ, соответствующем максимальному значению полной амплитуды
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вероятности поворота спина нейтрино, то на Рис. 2.4 изображена зависи-
мость вероятности переворота спина от параметра L/Losc при cosϑ = 0.9,
то есть при большем значении угла между направлениями движения ней-
трино и среды. В этом случае максимальное значение вероятности пе-
реворота спина для любого начального флейвора нейтрино значительно
меньше единицы, а характерные частоты значительно больше, чем в случае
cosϑ = cosϑmax при том же значении k = 10.

Рис. 2.5: Вероятность переворота спина при ξα = ±1, u0 = 50, v0 = 10, k = 10, cosϑ =

cosϑmax

Рис. 2.5 отвечает случаю, когда нейтрино движется быстрее, чем среда.
Хотя при построении графика выбрано значение ϑ = ϑmax, соответствую-
щее максимуму полной амплитуды вероятности переворота спина, видно,
что полная амплитуда осцилляций существенно меньше, чем в случае, рас-
смотренном ранее.

В заключение перечислим основные закономерности поведения спина
нейтрино в движущейся среде. Вероятность переворота спина нейтрино
при учете флейворных осцилляций в модели двух флейворов характеризу-
ется четырьмя частотами, при этом характер спиновых осцилляций суще-
ственно зависит от исходного флейвора нейтрино. Полная амплитуда веро-
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ятности переворота спина зависит только от скоростей среды и нейтрино
относительно наблюдателя, но не зависит от плотности среды. Вероятность
переворота спина подавлена, если скорость среды значительно меньше ско-
рости нейтрино. В случае сопоставимых по величине скоростей нейтрино
и среды максимальное значение вероятности переворота спиральности до-
стигается при практически сонаправленном движении нейтрино и среды
относительно наблюдателя.



Глава 3

Нейтрино в постоянном
электромагнитном поле

3.1 Вероятности переходов в модели двух флейворов

Найдем вероятности спин-флейворных переходов нейтрино в постоян-
ном электромагнитном поле. Как уже указывалось выше, уравнение эволю-
ции нейтрино (1.53) (

iI
d

dτ
− F

)
Ψ(τ) = 0

определяется матрицей F, которая задана формулой (1.54). Для нейтрино,
распространяющегося в электромагнитном поле эта матрица принимает
вид

F = M−Mdγ
5γµ ?Fµνu

ν −Mhγ
5γµ ?Fµνu

ν +Mahγ
5γµFµνu

ν. (3.1)

Стоит отметить, что в рамках Стандартной модели отношение всех пе-
реходных моментов к диагональным очень мало, так как оно задается квад-
ратом отношения масс лептонов и W -бозона (см. формулы (1.41),(1.42) и
(1.43)). При этом электрические переходные моменты, пропорциональные
разнице масс, несколько меньше магнитных переходных моментов, кото-
рые с тем же коэффициентом пропорциональны сумме масс. Так как учет
переходных электрических моментов существенно затрудняет получение
аналитического решения уравнения, далее мы не будем учитывать электри-
ческие моменты нейтрино.



Нейтрино в постоянном электромагнитном поле 57

Для нейтрино в электромагнитном поле оператор эволюции U(τ), кото-
рый при постоянных внешних условиях задается матричной экспонентой
(2.4), принимает вид

U(τ) = exp
{
−iτ

(
M−Mdγ

5γµ ?Fµνu
ν −Mhγ

5γµ ?Fµνu
ν
)}
. (3.2)

Как и в прошлой главе, для нахождения вероятностей найдем явный вид
оператора эволюции U(τ).

В рассматриваемом случае существует спиновый интеграл движения,
который определяет проекцию спина на направление магнитного поля в
системе покоя нейтрино. Этот интеграл движения задается выражением

S = γ5γµ ?Fµνu
ν/N, N =

√
uµ

?F µα ?Fανu
ν. (3.3)

Соответствующий 4-вектор поляризации нейтрино определяется как

s̄µ = −?F µνuν/N. (3.4)

Тогда (см. Приложение A) выражение (3.2) можно переписать в виде

U(τ) =
∑
ζ=±1

e−iτ(M−ζMdN−MhζN)Λζ , (3.5)

где спиновые проекторы задаются выражениями

Λζ =
1

2
(1 + ζS) , [γµuµ,Λζ ] = 0, ζ = ±1. (3.6)

Если учитывать также переходные электрические моменты нейтрино, то
поиск интегралов движения задачи становится существенно сложнее, так
как чисто спинового интеграла движения не существует.

Матричную экспоненту можно раскрыть в общем случае, но как и в про-
шлой главе, для наглядности мы будем рассматривать модель двух флей-
воров, где Ψ(τ) представляет собой 8-компонентный объект. Так как в
массовом представлении массовая матрица диагональна, то в модели двух
флейворов она может быть записана через матрицы Паули σi (i = 1, 2, 3)
следующим образом

M =
1

2

(
(m1 +m2) + σ3(m1 −m2)

)
. (3.7)
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Матрица диагональных магнитных моментов в этом случае принимает вид

Md =
1

2

(
(µ1 + µ2) + σ3(µ1 − µ2)

)
, (3.8)

где µ1, µ2 — значения диагональных магнитных моментов.
Матрица переходных магнитных моментов, определяемая выражением

(1.41), эрмитова, симметрична и имеет на диагонали нули, поэтому вмодели
двух флейворов ее можно определить следующим образом

Mh = µ12σ1, (3.9)

где коэффициент µ12 задает значение переходных магнитных моментов.
Используя свойства матриц Паули (см. Приложение B), можно получить

явный вид оператора эволюции в массовом представлении

U ′(τ) =
∑
ζ=±1

e−iτ T̃ζ/2
(

cos (τZ̃ζ/2)− i(X̃ ′ζσ1 − Ỹ ′ζσ3) sin (τZ̃ζ/2)
)
Λζ , (3.10)

где

X̃ ′ζ =
1

Z̃ζ

(
− 2ζµ12N

)
,

Ỹ ′ζ =
1

Z̃ζ

(
m2 −m1 − ζ(µ2 − µ1)N

)
,

Z̃ζ =

{(
m2 −m1 − ζ(µ2 − µ1)N

)2

+
(

2µ12N
)2
}1/2

,

T̃ζ = m2 +m1 − ζ(µ2 + µ1)N.

(3.11)

Обратим внимание, что в этой главе для оператора эволюции в массовом
представлении и величин, входящих в него, используются обозначения со
штрихом. Для оператора эволюции и соответствующих величин в флейвор-
ном представлении используются обозначения без штриха.

Используя преобразование (1.48), запишем выражение для оператора
эволюции в флейворном представлении

U(τ) =
∑
ζ=±1

e−iτ T̃ζ/2
(

cos (τZ̃ζ/2)− i(X̃ζσ1 − Ỹζσ3) sin (τZ̃ζ/2)
)
Λζ , (3.12)
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где

X̃ζ =
1

Z̃ζ

((
m2 −m1 − ζ(µ2 − µ1)N

)
sin 2θ − 2ζµ12N cos 2θ

)
,

Ỹζ =
1

Z̃ζ

((
m2 −m1 − ζ(µ2 − µ1)N

)
cos 2θ + 2ζµ12N sin 2θ

)
.

(3.13)

Введем следующие обозначения

X̃ ′ζ = sin 2θmζ , Ỹ ′ζ = cos 2θmζ , (3.14)

где θmζ — вещественное число. Такое переобозначение возможно, так как
X̃

′2
ζ + Ỹ

′2
ζ = 1. Тогда

X̃ζ = sin 2θζ = sin 2(θmζ + θ), Ỹζ = cos 2θζ = cos 2(θmζ + θ). (3.15)

Оператор эволюции (3.12) имеет ту же матричную структуру, что и опе-
ратор эволюции в флейворном представлении для нейтрино в веществе
(2.15). Этот факт дает нам возможность трактовать величину θζ как эф-
фективный угол смешивания в электромагнитном поле для нейтрино, по-
ляризация которого задается 4-вектором ζs̄µ. Как уже указывалось выше,
эффективный угол смешивания необходим, когда стационарные состоя-
ния нейтрино, распространяющегося в среде или веществе, отличаются от
массовых состояний. Если для угла смешивания в веществе такое отличие
обусловлено разным характером взаимодействия электронных нейтрино
и нейтрино остальных флейворов со средой, то в электромагнитном по-
ле оно возникает вследствие наличия у нейтрино переходных магнитных
моментов.

Если мы не учитываем переходные магнитные моменты, то θmζ = 0.
Именно в этом случае волновые функции нейтрино с определенным флей-
вором можно рассматривать как суперпозиции волновых функций массо-
вых состояний, и только в этом случае массовые состояния нейтрино явля-
ются стационарными состояниями в квантовомеханическом смысле. Вели-
чина θζ определяет, как волновая функция флейворного состояния может
быть разложена на волновые функции стационарных состояний. Аналогич-
но величина θmζ определяет, как волновая функция массового состояния
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может быть представлена в виде линейной комбинации волновых функ-
ций стационарных состояний. Таким образом, величину θmζ можно назвать
углом смешивания для массовых состояний в электромагнитном поле, а
величину θζ — углом смешивания для флейворных состояний в электро-
магнитном поле.

Выражения (3.15) задают различные эффективные углы смешивания для
нейтрино различной поляризации. Так как при распространении нейтрино
в покоящейся среде сохраняется спиральность, а правополяризованные
нейтрино почти не взаимодействуют с веществом, при определении угла
смешивания обычно подразумевается тот факт, что исследуются именно
нейтрино с левой спиральностью. В нашем случае сохраняется не спи-
ральность нейтрино, а проекция спина на направление магнитного поля в
системе покоя нейтрино. Таким образом, оба угла смешивания θζ влияют
на выражения для вероятностей.

Теперь вычислим вероятности спин-флейворных переходов между раз-
личными состояниями нейтрино. Для этого удобно записать матрицу опе-
ратора эволюции в флейворном представлении, то есть использовать выра-
жение (3.10). Будем рассматривать переходы между состояниями с опреде-
ленным флейвором и спиральностью. Определим проекторы на состояния
с определенным флейвором так же, как и в прошлой главе, то есть фор-
мулой (2.21). При этом ξα, ξβ = 1 соответствуют электронному флейвору
нейтрино, а ξα, ξβ = −1 — второму флейвору. В модели двух флейворов
все вероятности можно представить в виде (2.24), то есть в виде выражения

Wα→β =
1 + ξαξβ

2

1 + ζαζβ
2

W1 +
1 + ξαξβ

2

1− ζαζβ
2

W2+

+
1− ξαξβ

2

1 + ζαζβ
2

W3 +
1− ξαξβ

2

1− ζαζβ
2

W4,

где начальному и конечному состояниям с правой спиральностью соответ-
ствуют значения ζα, ζβ = 1, а с левой спиральностью ζα, ζβ = −1. Как и в
прошлой главе, зная явный вид оператора эволюции (3.12) в флейворном
представлении и используя матрицу плотности (2.19), по формуле (2.20)
получим явный вид вероятности перехода с сохранением флейвора и поля-
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ризацииW1, вероятность перехода с сохранением флейвора и изменением
поляризацииW2, вероятность перехода с изменением флейвора и сохране-
нием поляризации W3 и вероятность перехода с изменением флейвора и
поляризацииW4. Полученные таким образом вероятности имеют вид

W1 =
1

2

(
1

2
(1−ζα(s̄ssp))

2(1− S2
+1X̃

2
+1) +

1

2
(1+ζα(s̄ssp))

2(1− S2
−1X̃

2
−1)+

+ (1− (s̄ssp)
2)(C+1C−1 + S+1S−1Ỹ+1Ỹ−1) cos(ω̃τ)+

+ ξα(1− (s̄ssp)
2)(S−1Ỹ−1C+1 − C−1S+1Ỹ+1) sin(ω̃τ)

)
,

W2 =
1

2

(
1

2
(1− (s̄ssp)

2)(2− S2
+1X̃

2
+1 − S2

−1X̃
2
−1)−

− (1− (s̄ssp)
2)(C+1C−1 + S+1S−1Ỹ+1Ỹ−1) cos(ω̃τ)−

− ξα(1− (s̄ssp)
2)(S−1Ỹ−1C+1 − C−1S+1Ỹ+1) sin(ω̃τ)

)
,

W3 =
1

2

(
1

2
(1− ζα(s̄ssp))

2S2
+1X̃

2
+1 +

1

2
(1 + ζα(s̄ssp))

2S2
−1X̃

2
−1+

+ (1− (s̄ssp)
2)S+1S−1X̃+1X̃−1 cos(ω̃τ)

)
,

W4 =
1

2

(
1

2
(1− (s̄ssp)

2)(S2
+1X̃

2
+1 + S2

−1X̃
2
−1)−

− (1− (s̄ssp)
2)S+1S−1X̃+1X̃−1 cos(ω̃τ)

)
,

(3.16)
где для краткости использованы следующие обозначения

C±1 = cos
(
τZ̃±1/2

)
, S±1 = sin

(
τZ̃±1/2

)
,

ω̃ = (µ2 + µ1)N.
(3.17)

Вероятности переходов, определяемые выражением (3.16), зависят от
шести частот. Вполне естественно, что вероятности перехода без измене-
ния спиральности W1 и W3 зависят от начальной поляризации ζα. Более
интересно, что вероятности перехода с сохранением флейвора W1 и W2

также зависят от начального флейвора ξα.
Если пренебречь переходными моментами в уравнении (3.16) (то есть

положить µ12 = 0), а также положить (s̄ssp) = 0, то есть рассматривать
нейтрино, движущееся перпендикулярно магнитному полю в лабораторной
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системе отсчета, то выражения для вероятностей переходов, которые в
данном случае мы обозначим какW 0, выглядят следующим образом

W 0
1 =

1

4

(
2− (S

′2
+1 + S

′2
−1) sin2 2θ + 2(C ′+1C

′
−1 + S ′+1S

′
−1 cos2 2θ) cos(ω̃τ)+

+ 2ξα(S ′−1C
′
+1 − C ′−1S

′
+1) cos 2θ sin(ω̃τ)

)
,

W 0
2 =

1

4

(
2− (S

′2
+1 + S

′2
−1) sin2 2θ − 2(C ′+1C

′
−1 + S ′+1S

′
−1 cos2 2θ) cos(ω̃τ)−

− 2ξα(S ′−1C
′
+1 − C ′−1S

′
+1) cos 2θ sin(ω̃τ)

)
,

W 0
3 =

1

4

(
S

′2
+1 + S

′2
−1 + 2S ′+1S

′
−1 cos(ω̃τ)

)
sin2 2θ,

W 0
4 =

1

4

(
S

′2
+1 + S

′2
−1 − 2S ′+1S

′
−1 cos(ω̃τ)

)
sin2 2θ,

(3.18)
где

C ′±1 = cos
(
τZ̃ ′±1/2

)
, S ′±1 = sin

(
τZ̃ ′±1/2

)
, Z̃ ′ζ =

(
m2−m1− ζ(µ2−µ1)N

)
.

(3.19)
Если в начальный момент времени нейтрино имеет электронный флейвор
(ξα = 1), то формулы (3.18) совпадают с полученными в работах [119,120].
Вероятности в этом случае все еще зависят от шести частот. Следует отме-
тить, что выбор направления скорости нейтрино перпендикулярно направ-
лению магнитного поля приводит к тому, что зависимость от начальной
поляризации нейтрино ζα исчезает.

Выражения (3.16) по структуре полностью совпадают с выражениями
(2.25), хотя физическое содержание этих формул различно. Это связано с
тем, что как для нейтрино в движущейся поляризованной среде, так и для
нейтрино в электромагнитном поле, существует чисто спиновый интеграл
движения. В общем случае однако все интегралы движения задаютсяматри-
цами, содержащими одновременно как спиновые операторы, так иматрицы,
перемешивающие флейворные компоненты. Этот случай не рассматрива-
ется в диссертации, так как для нахождения собственных значений таких
матриц даже в модели двух флейворов необходимо решать уравнение по
крайней мере четвертой степени, а в более реалистичной модели трех флей-
воров степень характеристического уравнения будет не ниже шестой.
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Как и в случае взаимодействия с веществом знаменатели функций
Ỹζ = cos 2θζ и X̃ζ = sin 2θζ , которые определяют эффективный угол сме-
шивания, имеют резонансный характер. Условием такого резонанса будет
обращение в нуль величины Ỹζ = cos 2θζ , то есть условие резонанса имеет
вид ∣∣∣∣µ2 − µ1 − 2µ12tg2θ

m2 −m1

∣∣∣∣N = 1. (3.20)

Вследствие малости переходных магнитных моментов, для нейтрино,
описываемого в рамках Стандартной модели, резонансное условие
cos 2θζ = 0 в первом приближении принимает вид µ0N = 1, где µ0 —коэф-
фициент пропорциональности между массами нейтрино и диагональными
магнитными моментами. В частном случае распространения нейтрино па-
раллельно полю это условие было получено в работе [121].

Важно понимать, что обращение в нуль косинуса двойного эффективно-
го угла смешивания еще не обязательно означает резонансное поведение
вероятностей. Для проверки существования резонанса необходимо рас-
смотреть случаймедленноменяющегося поля по аналогии с тем, как это де-
лается при исследовании резонанса Михеева–Смирнова–Вольфенштейна.
Анализ этой ситуации приведен в главе, посвященной распространению
нейтрино в неоднородном электромагнитном поле.

3.2 Вероятность переворота спина

Так как выражения для нейтрино в электромагнитном поле по форме
совпадают с выражениями для нейтрино в веществе, также приведем здесь
анализ выражений для вероятности переворота спина W = W2 + W4 для
нейтрино в магнитном поле, аналогичный выполненному в Разделе 2.2 дис-
сертации. Вероятность переворота спина имеет вид

W =
1

2
A(A1(1−cosω1τ)+A2(1−cosω2τ)+A3(1−cosω3τ)+A4(1−cosω4τ)),

(3.21)
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где
A = 1− (s̄ssp)

2, (3.22)

а коэффициентыAi (i = 1...4) задаются выражениями, аналогичными (2.43)
с точностью до замены Xζ → X̃ζ , Yζ → Ỹζ . Вероятность поворота спина
при этом характеризуется четырьмя частотами

ω1 = ω̃ +
Z̃+1 + Z̃−1

2
, ω2 = ω̃ +

Z̃+1 − Z̃−1

2
,

ω3 = ω̃ − Z̃+1 − Z̃−1

2
, ω4 = ω̃ − Z̃+1 + Z̃−1

2
.

(3.23)

Частоты Z̃+1 и Z̃−1 характеризуют флейворные осцилляции нейтрино раз-
личной поляризации. Четыре комбинационные частоты ω̃ ± (Z̃+1 ± Z̃−1)/2

возникают вследствие корреляций между флейворными осцилляциями и
поворотом спина нейтрино. Зависимость вероятностей перехода в различ-
ные состояния от расстояния носит характер достаточно сложных биений.

Когда нейтрино распространяется в магнитном поле, полная амплитуда
переходов с переворотом спина (3.22) может быть представлена в виде

A =
u2

0 sin2 ϑM
u2

0 − |u|2 cos2 ϑM
, (3.24)

где ϑM —угол между направлением распространения нейтрино и вектором
индукции магнитного поля. Таким образом, полная амплитуда зависит от
скорости нейтрино и направления магнитного поля, однако не зависит от
величины магнитной индукции.

Полная амплитуда (3.24) отличается от единицы только тогда, когда
ϑM ≈ 0 или ϑM ≈ π. Более того, диапазон углов, для которых это отличие
существенно, сужается при росте лоренц-фактора нейтрино u0. Зависи-
мость полной амплитуды A от угла ϑM проиллюстрирована на Рис. 3.1.

Так как переходный момент для нейтрино, описывающегося Стандарт-
ной моделью, крайне мал, то вдали от точки резонанса, определяемой усло-
вием µ0N = 1, выполняются следующие соотношения

Ỹζ ≈ cos 2θ, X̃ζ ≈ sin 2θ, (3.25)
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Рис. 3.1: Полная амплитуда поворота спина
в электромагнитном поле. Пунктирная ли-
ния соответствует u0 = 10, сплошная соот-
ветствует u0 = 100.

иными словами, эффективный угол смешивания практически совпадает с
вакуумным. Таким образом, коэффициенты, соответствующие осциллиру-
ющим членам, выглядят следующим образом

A1 ≈ 0, A2 ≈
1

2
(1+ξα cos 2θ), A3 ≈

1

2
(1−ξα cos 2θ), A4 ≈ 0. (3.26)

То есть, биения эффективно характеризуются только частотами ω2 и ω3.
Напротив, если выполняется условие резонанса µ0N ≈ 1, то

Ỹ+1 ≈ sin 2θ, X̃+1 ≈ − cos 2θ,

Ỹ−1 ≈ cos 2θ, X̃−1 ≈ sin 2θ.
(3.27)

Для соответствующих осциллирующих членов получаем

A1 ≈
1

4
(1 + ξα(sin 2θ − cos 2θ)),

A2 ≈
1

4
(1 + ξα(sin 2θ + cos 2θ)),

A3 ≈
1

4
(1− ξα(sin 2θ + cos 2θ)),

A4 ≈
1

4
(1− ξα(sin 2θ − cos 2θ)).

(3.28)



Нейтрино в постоянном электромагнитном поле 66

Все эти коэффициенты отличны от нуля. Однако в случае резонанса только
две частоты существенно отличаются друг от друга. Таким образом, в этом
случае биения тоже характеризуются двумя частотами.

Отметим, что как и в случае распространения нейтрино в веществе,
формулу (3.16) можно использовать не только для исследования нейтрино
с определенной спиральностью, но и для исследования нейтрино с про-
извольной поляризацией. Для этого достаточно заменить sµsp в выражении
(3.16) произвольным 4-вектором поляризации sµ0 . В этом случае вероятно-
сти могут вести себя иначе. Как уже указывалось, спиральность нейтрино
не меняется при распространении в покоящейся неполяризованной среде
или вдоль линии магнитного поля. Тем не менее, если выбрать начальную
поляризацию нейтрино, отличающуюся от продольной, даже в этих случаях
возможен переворот спина.



Глава 4

Нейтрино в неоднородном
магнитном поле

4.1 Резонанс в электромагнитном поле

В общем случае матрица оператора эволюции может быть записана как
мультипликативный интеграл Вольтерра (см., например, [122]), или, что
фактически то же самое, с помощью T -экспоненты, однако записать вы-
ражение в явном виде возможно только в нескольких частных случаях. По
этой причине мы ограничимся исследованием эволюции нейтрино в неод-
нородном электромагнитном поле в адиабатическом приближении.

Как мы уже видели, когда магнитная индукция поля является постоян-
ной, оператор (3.3)

S = γ5γµ ?Fµνu
ν/N, N =

√
uµ

?F µα ?Fανu
ν

является интегралом движения для уравнения эволюции (1.53) и опреде-
ляет проекцию спина на направление магнитного поля в системе покоя
нейтрино. Соответствующий вектор поляризации нейтрино определен сле-
дующим образом (3.4)

s̄µ = − ?F µνuν/N.

Если магнитное поля меняется медленно, оператор S можно рассматривать
как приближенный интеграл движения в случае, если энергия взаимодей-
ствия нейтрино с полем за счет наличия магнитного момента существенно
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превышает обратное время изменения поля. Более аккуратно условие при-
менимости этого приближения получено в работе [106] и выглядит следу-
ющим образом κ

2µ0N
� 1, (4.1)

κ
κ
� 1, (4.2)

где
κ =

√
H2Ḣ2 − (HḢ)2/N 2,

κ =
N

H2Ḣ2 − (HḢ)2
eαβγδḦαḢβHγuδ.

(4.3)

Здесь Hµ = ?F µνuν , точкой обозначено дифференцирование по собствен-
ному времени.

При преобразовании Лоренца в систему покоя нейтрино продольная
компонента магнитного поля остается той же, в то время как попереч-
ная компонента возрастает пропорционально лоренц-фактору нейтрино u0.
Так как значение лоренц-фактора достаточно велико u0 � 1, направление
магнитной индукции в системе покоя нейтрино становится почти перпен-
дикулярно скорости этой системы отсчета, за исключением случая, когда
нейтрино распространяется в точности вдоль или против направления по-
ля. Кроме указанного случая, направления первой и второй производной
магнитного поля также почти перпендикулярны скорости нейтрино, вслед-
ствие чего условие (4.2) для ультрарелятивистских нейтрино выполняется
почти всегда.

Когда внешние условия меняются медленно, наличие приближенного
интеграла движения S с собственными значениями ζ позволяет записать в
явном виде оператор эволюции U(τ). В этом случае матрицу, определяю-
щую эволюцию нейтрино, можно записать в виде

F =
∑
ζ=±1

FζΛζ , (4.4)

где
Fζ(τ) = M− ζMdN(τ)− ζMhN(τ),

Λζ =
1

2
(1 + ζS) , [γµuµ,Λζ ] = 0, ζ = ±1.

(4.5)
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Каждая из матриц (4.5), определяющих эволюцию состояний с опреде-
ленной поляризацией ζ = ±1, может быть диагонализована в произвольный
момент времени τ . Если все матрицы записаны в массовом представлении,
то эти матрицы диагонализуются поворотом с помощью матрицы

U
(eff)
ζ (τ) =

(
cos θ′ζ(τ) sin θ′ζ(τ)

− sin θ′ζ(τ) cos θ′ζ(τ)

)
, (4.6)

где θ′ζ(τ) —угол смешивания для массовых состояний нейтрино в электро-
магнитном поле (см. Раздел 3.1 диссертации). Диагонализованная матрица
при этом принимает вид

F
′diag
ζ (τ) = U

(eff)†
ζ (τ)F′(τ)U

(eff)
ζ (τ) (4.7)

и, с учетом определения (3.14), сводится к виду

F
′diag
ζ (τ) =

(
Tζ(τ)−Zζ(τ)

2 0

0
Tζ(τ)+Zζ(τ)

2

)
. (4.8)

Адиабатическое приближение справедливо, если поле меняется доста-
точно медленно, то есть когда |θ̇ζ | � Z̃ζ , где Z̃ζ определяется формулой
(3.11). Можно получить параметр адиабатичности Γ для нейтрино в элек-
тромагнитном поле по аналогии с тем, что обычно делается для нейтрино
в веществе (см., например, [123]). Условие адиабатичности принимает вид

Γ =
Z3
ζ

µ12|Ṅ(τ)|(m2 −m1)
� 1. (4.9)

Если выполняется это условие, то оператор эволюции в адиабатическом
приближении можно записать в виде [124]

U(τ) =
∑
ζ=±1

U
(eff)
ζ (τ)e

−i
τ∫
0

dτ̃F′
diag(τ̃)

U
(eff)†
ζ (0)Λζ . (4.10)

Указанный алгоритм вполне идентичен тому, что обычно делается для
описания резонанса Михеева–Смирнова–Вольфенштейна. Фактически в
этом методе предполагается, что стационарные состояния, описываемые
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собственными функциями матрицы F, с некоторой точностью остаются
стационарными в любой момент времени.

Таким образом, оператор эволюции U ′(τ) в массовом представлении в
адиабатическом приближении принимает вид

U ′(τ) =
∑
ζ=±1

e
−i

τ∫
0

(Tζ(τ̃)/2)dτ̃
×
(
Cζ cos(θ′ζ(τ)− θ′ζ(0))−

− iSζσ1 sin(θ′ζ(τ) + θ′ζ(0)) + iCζσ2 sin(θ′ζ(τ)− θ′ζ(0))+

+ iSζσ3 cos(θ′ζ(τ) + θ′ζ(0))
)

Λζ , (4.11)

где введены следующие обозначения

Sζ = sin

τ∫
0

(
Zζ(τ̃)/2

)
dτ̃ , Cζ = cos

τ∫
0

(
Zζ(τ̃)/2

)
dτ̃ ,

Tζ(τ) =
(
m2 +m1 − ζ(µ1 + µ2)N(τ)

)
,

(4.12)

которые обобщают обозначения, использованные в Главе 3 для нейтрино
в постоянном электромагнитном поле.

Чтобы получить оператор эволюции в флейворном представлении, сле-
дует использовать соотношение (1.48). Полученное в результате этого пре-
образования выражение имеет ту же форму, что и (4.11), но зависит от
эффективного угла смешивания дляфлейворных состояний, который опре-
деляется как θζ(τ) = θ + θ′ζ(τ):

U(τ) =
∑
ζ=±1

e
−i

τ∫
0

(Tζ(τ̃)/2)dτ̃
×
(
Cζ cos(θζ(τ)− θζ(0))−

− iSζσ1 sin(θζ(τ) + θζ(0)) + iCζσ2 sin(θζ(τ)− θζ(0))+

+ iSζσ3 cos(θζ(τ) + θζ(0))
)

Λζ . (4.13)

Как и в предыдущих главах, зная явный вид оператора эволюции, полу-
чим вероятности спин-флейворных переходов нейтрино в виде (2.24)

Wα→β =
1 + ξαξβ

2

1 + ζαζβ
2

W1 +
1 + ξαξβ

2

1− ζαζβ
2

W2+

+
1− ξαξβ

2

1 + ζαζβ
2

W3 +
1− ξαξβ

2

1− ζαζβ
2

W4,
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где

W1 =
1

8

(
(1−ζα(s̄ssp))

2
(
1 + C2

+1 cos 2∆+1(τ) + S2
+1cos 2Θ+1(τ)

)
+

+(1+ζα(s̄ssp))
2
(
1 + C2

−1cos 2∆−1(τ) + S2
−1cos 2Θ−1(τ)

))
+

+
1

2
(1−(s̄ssp)

2)
(
ξαF1(τ) sin Φ(τ) +D1(τ) cos Φ(τ)

)
,

W2 =
1

8

(
(1−(s̄ssp)

2)
(
1 + C2

+1 cos 2∆+1(τ) + S2
+1 cos 2Θ+1(τ)

)
+

+ (1−(s̄ssp)
2)
(
1 + C2

−1 cos 2∆−1(τ) + S2
−1cos 2Θ−1(τ)

))
−

−1

2
(1−(s̄ssp)

2)
(
ξαF1(τ) sin Φ(τ) +D1(τ) cos Φ(τ)

)
,

W3 =
1

8

(
(1−ζα(s̄ssp))

2
(
1− C2

+1cos 2∆+1(τ)− S2
+1cos 2Θ+1(τ)

)
+

+(1+ζα(s̄ssp))
2
(
1− C2

−1cos 2∆−1(τ)− S2
−1cos 2Θ−1(τ)

))
+

+
1

2
(1−(s̄ssp)

2)
(
ξαF2(τ) sin Φ(τ)+D2(τ) cos Φ(τ)

)
,

W4 =
1

8

(
(1−(s̄ssp)

2)
(
1− C2

+1cos 2∆+1(τ)− S2
+1cos 2Θ+1(τ)

)
+

+(1−(s̄ssp)
2)
(
1− C2

−1cos 2∆−1(τ)− S2
−1cos 2Θ−1(τ)

))
−

−1

2
(1−(s̄ssp))

2)
(
ξαF2(τ) sin Φ(τ)+D2(τ) cos Φ(τ)

)
.

(4.14)
Здесь используются следующие обозначения

Φ(τ) = (µ1 + µ2)

τ∫
0

N(τ̃)dτ̃ ,

F1(τ) = C+1S−1 cos ∆+1(τ) cos Θ−1(τ)− S+1C−1 cos Θ+1(τ) cos ∆−1(τ),

D1(τ) = C+1C−1 cos ∆+1(τ) cos ∆−1(τ) + S+1S−1 cos Θ+1(τ) cos Θ−1(τ),

F2(τ) = C+1S−1 sin ∆+1(τ) sin Θ−1(τ)− S+1C−1 sin Θ+1(τ) sin ∆−1(τ),

D2(τ) = C+1C−1 sin ∆+1(τ) sin ∆−1(τ) + S+1S−1 sin Θ+1(τ) sin Θ−1(τ),
(4.15)

где

∆±1(τ) = θ±1(τ)− θ±1(0), Θ±1(τ) = θ±1(τ) + θ±1(0). (4.16)
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4.2 Зависимость резонанса от поляризации

В общем случае выражения для вероятностей оказываются достаточно
громоздкими даже в модели двух флейворов. По этой причине мы рас-
смотрим частный случай нейтрино, сгенерированных внутри области с до-
статочно большими значениями магнитного поля и зарегистрированных на
большом удалении от источника, то есть положим значение магнитного
поля в конечной точке равным нулю. Такая модель вполне применима для
описания нейтрино, исходящихот астрофизических объектов, обладающих
большим магнитным полем.

При такой постановке задачи значение эффективного угла смешивания
для флейворных нейтрино в конечном состоянии совпадает с вакуумным
θζ(τ) = θ, а значение эффективного угла смешивания в начальный мо-
мент времени мы обозначим как θ0

ζ = θζ(0). Так как, вообще говоря, у нас
нет точной информации о точке рождения нейтрино, целесообразно усред-
нить вероятности по собственному времени τ . После усреднения значения
вероятностей задаются в виде

W1 =
1

8

(
(1− ζα(s̄ssp))

2
(
1 + cos 2θ cos 2θ0

+1

)
+

+ (1 + ζα(s̄ssp))
2
(
1 + cos 2θ cos 2θ0

−1

))
,

W2 =
1

8
(1− (s̄ssp)

2)
(
2 + cos 2θ(cos 2θ0

+1 + cos 2θ0
−1)
)
,

W3 =
1

8

(
(1− ζα(s̄ssp))

2
(
1− cos 2θ cos 2θ0

+1

)
+

+ (1 + ζα(s̄ssp))
2
(
1− cos 2θ cos 2θ0

−1

))
,

W4 =
1

8
(1− (s̄ssp)

2)
(
2− cos 2θ(cos 2θ0

+1 + cos 2θ0
−1)
)
.

(4.17)

Для нейтрино высоких энергий предположение (s̄ssp) = 0 хорошо вы-
полняется для всех направлений скорости нейтрино за исключением доста-
точно узкого диапазона углов, когда скорость нейтрино почти параллельна
направлению магнитного поля (см. Рис. 3.1). Таким образом, вероятности
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принимают вид

W1,2 =
1

8

(
2 + cos 2θ(cos 2θ0

+1 + cos 2θ0
−1)
)
,

W3,4 =
1

8

(
2− cos 2θ(cos 2θ0

+1 + cos 2θ0
−1)
)
.

(4.18)

Учитывая формулы (3.11)-(3.15), получаем

cos 2θ0
ζ = Y ′ζ cos 2θ −X ′ζ sin 2θ. (4.19)

В явном виле это выражение записывается следующим образом

cos 2θ0
ζ =

(
(m2 −m1 − ζ(µ2 − µ1)N(0)) cos 2θ + 2ζµ12N(0) sin 2θ

)
×

×
((

(m2 −m1 − ζ(µ2 − µ1)N(0))
)2

+
(
2µ12N(0)

)2
)−1/2

. (4.20)

Как уже указывалось ранее (см. выражение (3.20)), условие резонанса имеет
вид

N
|µ2 − µ1|
|m2 −m1|

= |1− rtg2θ|−1,

где r = 2µ12/|µ2 − µ1|.
Рис. 4.1 иллюстрирует поведение вероятности сохранения флейвора

W1 +W2 для разных значений r в случае, когда скорость нейтрино перпен-
дикулярна вектору магнитной индукции. Значение вакуумного угла сме-
шивания для определенности выбрано sin2 θ = 0.307.

В соответствии с теоретическими предсказаниями Стандартной моде-
ли, µ12/µi ∼ 10−4 · (m1 + m2)/mi, и, как уже указывалось, диагональные
магнитные моменты в первом приближении пропорциональны массам ней-
трино µi = µ0mi. Как следствие, можно ожидать, что r � 1, и условие
резонанса сводится к виду

µ0N = 1.

Тогда вероятности переходов принимают вид

W1,2 =
1

8

(
2+
(

1+sgn
(
1− µ0N(0)

))
cos2 2θ

)
,

W3,4 =
1

8

(
2−
(

1+sgn
(
1− µ0N(0)

))
cos2 2θ

)
.

(4.21)
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Рис. 4.1: Зависимость вероятности сохра-
нения флейвора от начального значения
магнитной индукции при r = 0.005 (сплош-
ная линия) и при r = 0.1 (пунктирная ли-
ния) при распространении нейтрино пер-
пендикулярно полю.
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Рис. 4.2: Зависимость вероятности сохра-
нения флейвора нейтрино от начального
значения магнитной индукции при распро-
странении левополяризованных нейтрино
против поля (или правополяризованных
вдоль поля) при r = 0.005 (сплошная ли-
ния) и при r = 0.1 (пунктирная линия).

Очевидно, когда µ0N(0) ≈ 1, выражение (4.21) неприменимо, и требуется
использовать более точную формулу (4.18).

Несмотря на то, что в большинстве случаев условие (s̄ssp) = 0 вы-
полняется, есть достаточно узкий диапазон углов, для которого векторы
магнитной индукции и скорости нейтрино почти параллельны. Как уже
указывалось, для ультрарелятивистских энергий нейтрино даже небольшое
отклонение от параллельного распространения приводит к тому, что ней-
трино ведет себя так же, как в случае распространения перпендикулярно
полю [47]. Вследствие этой неустойчивости, исследование указанного слу-
чая имеет не очень много практического смысла.

Тем не менее, именно указанный случай помогает разобраться, почему
число нейтрино второго флейвора может возрастать слабее (см. Рис. 4.1),
чем в случае эффекта Михеева–Смирнова–Вольфенштейна. Рассмотрим
предельный случай, когда нейтрино движется по полю или против поля.
В этом случае оператор спиральности становится интегралом движения, и
переходы с переворотом спина становятся невозможными. Математически
это следует из того, что (s̄ssp) = ±1, то естьW2 = W4 = 0.
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Для нейтрино, распространяющегося против направления поля, получа-
ем (s̄ssp) = 1. Таким образом,

W1 =
1− ζα

4
(1 + cos 2θ cos 2θ0

+1) +
1 + ζα

4
(1 + cos 2θ cos 2θ0

−1),

W3 =
1− ζα

4
(1− cos 2θ cos 2θ0

+1) +
1 + ζα

4
(1− cos 2θ cos 2θ0

−1).
(4.22)

Для нейтрино Стандартной модели можно записать приближенные выра-
жения для вероятностей переходов

W1 =
1−ζα

4

(
1+sgn

(
1− µ0N(0)

)
cos22θ

)
+

1+ζα
4

(1+cos2 2θ),

W3 =
1−ζα

4

(
1−sgn

(
1− µ0N(0)

)
cos22θ

)
+

1+ζα
4

(1−cos2 2θ).
(4.23)

В соответствии с этими формулами, резонанс присутствует для нейтри-
но левой поляризации, в то время как для правополяризованных нейтри-
но резонанс отсутствует. Зависимость вероятности сохранения флейвора
W1 + W2 от значения магнитной индукции для левополяризованных ней-
трино проиллюстрирована на Рис. 4.2.

Если нейтрино распространяется вдоль направления магнитного поля,
то (s̄ssp) = −1. Вероятности переходов в этом случае можно получить,
заменив ζα → −ζα в выражениях (4.22), (4.23). В этом случае, резонанс
присутствует только для нейтрино правой поляризации, которые не наблю-
даются в эксперименте. Таким образом, и при распространении нейтрино
вдоль поля, и при распространении против поля вероятности переходов
носят резонансных характер, если начальное направление спина нейтрино
— вдоль вектора магнитной индукции, а в случае, если направление спина
против поля, резонанс полностью отсутствует.

Таким образом мы приходим к важному выводу. Наличие резонанса
зависит от поляризации нейтрино. Для левополяризованной массивной ча-
стицы, распространяющейся ортогонально магнитному полю, вероятности
обнаружить проекцию спина в направлениях по полю и против поля рав-
ны 1/2, и вероятности спин-флейворных переходов нейтрино (4.18) равны
полусумме резонансного и нерезонансного слагаемого. Хорошо известно,
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что резонансМихеева–Смирнова–Вольфенштейна возможен только для ле-
вополяризованных нейтрино. Так как для нейтрино в покоящейся среде
спиральность сохраняется, связь возможности резонанса с поляризацией
частиц не исследовалась при изучении резонанса в веществе. Вследствие
эффекта поворота спина описание резонанса в магнитном поле является
более сложной задачей.

Для достаточно высоких значений магнитного поля все вероятности
спин-флейворных переходов становятся равными

W1 = W2 = W3 = W4 =
1

4
. (4.24)

Это означает, что теряется любая информация о начальном состоянии
нейтрино. Стоит отметить, что условие r � 1, вообще говоря, не требуется
для того, чтобы выражение (4.24) следовало из (4.18).

Тем не менее, когда не выполняется условие адиабатичности, получен-
ные выражения для вероятностей не являются справедливыми. Таким об-
разом, даже для начальных значений поля, превышающих резонансное зна-
чение, мы не получаем резонансное поведение вероятностей. Так как в об-
ласти резонанса Zζ ≈ 2µ12N , то параметр адиабатичности Γ в (4.9) стано-
вится пропорционален µ2

12. Несмотря на то, что величина µ12 существенно
меньше величины диагональных магнитных моментов µi и по этой причине
может быть опущена в выражении (4.21), наличие резонанса обусловлено
именно отличными от нуля недиагональными элементами матрицы магнит-
ных моментов.

Коэффициент r влияет на диапазон полей, при которых величиной µ12

можно пренебречь: чем больше r, тем шире область резонанса, а для мень-
ших значений r условие адиабатичности (4.9) приводит к более строгим
ограничениям на возможные значения градиента поля.

Несмотря на то, что наличие ненулевых переходных электрических
моментов не позволяет получить аналитическое решение задачи, можно
утверждать, что резонансное поведение вероятностей флейворных пере-
ходов в этом случае сохранится. Действительно, резонансное поведение
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вероятностей определяется диагональными в массовом представлении эле-
ментами матрицы F, содержащейся в волновом уравнении нейтрино. Для
нейтрино в Стандартной модели влияние переходных моментов становится
существенным, только когда значение начального магнитного поля нахо-
дится в области резонанса µ0N(0) ≈ 1. Таким образом, резонансный зна-
менатель эффективного угла смешивания содержит значение Zζ , которое
примерно равно

Zζ ≈
((

(m2 −m1 − ζ(µ2 − µ1)N)
)2

+
(
2µ12N

)2
+
(
2αε12Ñ

)2
)1/2

, (4.25)

где ε12 — переходный электрический момент, α — коэффициент, для ко-
торого выполняется |α| ≤ 1. Действительно, взаимодействие с переходным
электрическим моментом определяется спиновым оператором

S̃ = −γ5γµFµνu
ν/Ñ, Ñ =

√
uµF

µαFανu
ν, (4.26)

который, в отличие от оператора (3.3), определяется обычным тензором
электромагнитного поля, а не дуальным тензором. Квадрат этого опера-
тора, как квадрат любого спинового оператора, равен единице, откуда и
получено приближенное соотношение (4.25). Когда переходные электри-
ческие моменты учитываются, не существует чисто спинового интеграла
движения уравнения (1.53), то есть интеграла движения, не содержаще-
го флейворных матриц. Как следствие, собственное состояние, в котором
нейтрино распространяется, устроено более сложно, чем состояние с опре-
деленной поляризацией. Это может привести к следующим последствиям.
Во-первых, само значение резонансного поля может немного измениться.
Во-вторых, вероятностиW1 иW2 могут отличаться друг от друга, как могут
отличатьсяW3 иW4 (см. (4.18)).

Как уже указывалось ранее, условие резонанса задается приближен-
ным равенством µ0N ≈ 1, то есть определяется значением магнитной
индукции в системе покоя нейтрино. Так как значение µ0, заданное Стан-
дартной моделью, мало, требуются чрезвычайно большие поля для того,
чтобы это условие выполнилось. Для нейтрино, распространяющегося пер-
пендикулярно полю, резонанс достигается при u0B/B0 ≈ 1.3 × 1013, где
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B0 = 4.41× 1013 Гаусс — швингеровское магнитное поле. Таким образом,
B ≈ 5.8 × 1026(mν/Eν) Гаусс, где mν — характерная масса нейтрино, а
Eν — энергия нейтрино. Для нейтрино с массой mν = 0.033 эВ в маг-
нитном поле B = 1016 Гаусс для достижения резонанса требуется энергия
примерно равная 1.9 ГэВ.

В связи с этим возникает вопрос, возможен ли поворот спина в наблю-
даемых на данный момент астрофизических объектах. Для выбранных зна-
чений массы нейтрино и магнитной индукции характерная длина поворота
спина оказывается равной L = π/(µνB) ≈ 1070 км. Здесь для магнитного
момента нейтрино мы использовали оценку в рамках Стандартной модели
µi = µ0mi ≈ 3 · 10−19(mν/1eV)µB. Таким образом, L существенно превы-
шает характерные размеры магнетаров, которые составляютRmgt ≈ 20−30

км. Еще раз отметим, что даже использованное нами значение магнитной
индукцииB = 1016 Гаусс не наблюдается для известных на данный момент
астрономических объектов. Кроме того, чем меньше поле, тем больше дол-
жен быть размер астрофизического объекта для того, чтобы поворот спина
нейтрино при распространении внутри него был существенным. Однако,
как будет показано в следующих разделах этой главы, дополнительный
вклад в поворот спина может дать поле вокруг компактного астрофизиче-
ского объекта, например магнетара. При этом для решения такой задачи
отсутствует необходимость хорошо знать структуру объекта, и можно огра-
ничиться лишь общими достаточно реалистичными предположениями об
его устройстве.

Также важно учитывать, что для нейтрино Стандартной модели r � 1,
а значит, условие адиабатичности (4.9), которое может быть переписано в
виде

r2(m2
2 −m2

1)

Eν
� |dN/dx|

N
, (4.27)

задает достаточно строгие ограничения на значение градиента магнитно-
го поля dN/dx. Здесь Eν — энергия нейтрино, а x — пространственная
координата вдоль траектории нейтрино. Даже когда магнитное поле и энер-
гия нейтрино достигают резонансных значений, если нарушено условие
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(4.27), резонансного поведения вероятностей наблюдаться не будет. Ука-
занный резонанс может стать наблюдаемым для нейтрино, описываемых в
рамках Стандартной модели, если будет обнаружен достаточно крупный
астрофизический объект с существенно большим магнитным полем, чем у
известных на данный момент магнетаров. Тем не менее, понимание приро-
ды указанного резонанса, как и учет явления поворота спина, могут быть
полезны при исследовании процессов в Ранней Вселенной, так как эти эф-
фекты изменяют флейвор и спиральность потоков нейтрино и могут таким
образом влиять на взаимодействие нейтрино и фонового вещества.

Тем не менее, есть теории, выходящие за рамками Стандартной мо-
дели, которые предполагают значения магнитного момента, значительно
превышающие значения µi = µ0mi ∼ 3 · 10−19

( mν

1eV

)
µB. В связи с тем,

что текущее экспериментальное ограничение µi < 2.9 · 10−11µB [125, 126]
существенно менее строгое, такие модели на данный момент нельзя исклю-
чить. Если одна из них подтвердится экспериментально, то вблизи магнета-
ров эффект поворота спина и даже резонансного поведения вероятностей
вполне может наблюдаться (см. Рис. 4.1). Для таких моделей матрица диа-
гональных магнитных моментов не обязательно будет пропорциональна
массовой матрице. В этом случае наши результаты также могут быть при-
менены, если значения переходных моментов будут существенно меньше,
чем диагональных.

Если же величины переходных моментов сопоставимы с величинами
диагональных и справедливо r & 1, то условие адиабатичности принимает
вид

(m2
2 −m2

1)

Eν
� |dN/dx|

N
. (4.28)

Тогда следующие эффекты могут стать наблюдаемыми. Поворот спина мо-
жет существенно ослаблять поток левых нейтрино, испущенных магнета-
ром или другим компактным объектом с высоким полем. Так как только
левые нейтрино наблюдаются с помощью детекторов, эффективно мы уви-
дим уменьшение потока нейтрино по сравнению с исходным потоком. Для
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солнечных нейтрино влияние поворота спина на поток нейтрино обсуж-
далось еще в работе [111]. Также флейворный состав нейтрино, рождаю-
щихся внутри компактного астрофизического объекта, может существенно
отличаться от флейворного состава того же потока, измеряемого в земных
условиях, вследствие наличия резонанса. Стоит отметить, что возможность
и выраженность этих эффектов зависит от конкретного значения µi. Для
подобных моделей в случае высоких значений магнитного поля все ве-
роятности спин-флейворных переходов при усреднении также становятся
равны и составляют 1/4.

4.3 Вероятности переходов в дорезонансной области
в модели трех флейворов

Как было показано выше (см. также [47, 48]), влияние переходных мо-
ментов на эволюцию нейтрино существенно только при энергиях, близких
к энергии резонанса. Таким образом, рассматривая случай дорезонансных
энергий нейтрино, можно положить в уравнении (1.53)Mh иMah равными
нулю. Вычисление вероятностей переходов мы будем производить, исполь-
зуя оператор эволюции (2.4) для этого уравнения. Такая постановка задачи
позволяет получить вероятности переходов даже в модели трех флейворов.

Так как мы пренебрегаем переходными моментами нейтрино, то смеши-
вание в рассматриваемом случае определяется вакуумной матрицей сме-
шивания, а волновая функция нейтрино является линейной комбинацией
волновых функций массовых состояний. Это обстоятельство позволяет по-
лучить явное решение уравнения.

Если направление магнитного поля остается неизменным на траекто-
рии нейтрино, то при равенстве нулю переходных магнитных моментов
для уравнения (1.53) существует спиновый интеграл движения S, заданный
выражением (3.3)

S = γ5γµ ?Fµνu
ν/N, N =

√
uµ

?F µα ?Fανu
ν
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и определяющий проекцию спина на нейтрино на направление магнитного
поля в системе покоя. Этому интегралу движения соответствует 4-вектор
поляризации нейтрино, заданный формулой (3.4)

s̄µ = − ?Fµνu
ν/N.

Для нейтрино в чисто магнитном поле с индукциейB величинаN опре-
деляется выражением N = |B|

√
u2

0 − |u|2 cos2 ϑM , где ϑM — угол между
направлением движения нейтрино и вектором магнитной индукции в лабо-
раторной системе отсчета. В этом случае мы получаем точное выражение
для оператора эволюции в следующем виде

U(τ) =
1

2

∑
i=1,2,3

∑
ζ=±1

e
−i

τ∫
0

(mi−ζµiN(τ̃))dτ̃
×
(
1− ζγ5γµs̄µ

)
Pi, (4.29)

где Pi представляет собой проектор на состояние с определенной массой
mi. Суммирование по ζ = ±1 соответствует различным значениям про-
екции спина нейтрино на направление магнитного поля в системе покоя
нейтрино.

Пусть направление магнитного поля достаточно медленно меняется от-
носительно направления скорости нейтрино, а именно скорость изменения
направления поля удовлетворяет условиям (4.1), (4.2). Тогда оператор S

можно рассматривать как интеграл движения приближенно, и можно запи-
сать приближенно с достаточно хорошей точностью как оператор эволюции
(4.29), так и выражения для вероятностей переходов между состояниями с
определенными флейвором и спиральностью.

Получим вероятности переходов из состояния с определенным флей-
вором α и спиральностью ζα (ζα = −1 для левополяризованных нейтрино
и ζα = 1 для правополяризованных нейтрино) в состояние с конечным
флейвором β и конечной спиральность ζβ.

При вычислении следа по формуле (2.20) учтем соотношение

Tr{PkPαPl†Pβ†} = Tr{PkU†Pα0UPlU†P
β
0U} =

= U∗αkUαlU
∗
βlUβk = Rklαβ + iIklαβ, (4.30)
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где Rijαβ — вещественная часть четверного произведения элементов мат-
рицы смешивания, Iklαβ — мнимая часть, причем Rklαβ = Rlkαβ, а Ilkαβ =

−Iklαβ (см. [35]). В этом выражении Pα0 и Pβ0 — проекторы на флейворные
состояния во флейворном представлении, которые связаны с использован-
ными нами ранее проекторами в массовом представлении соотношениями
Pα = U†Pα0U, Pβ = U†P

β
0U, где U — матрица смешивания Понтекорво–

Маки–Накагавы–Сакаты, а Uαk — ее матричные элементы. След матриц
Дирака вычисляется стандартным образом.

Врезультатемыполучаемвыражениядля вероятностей спин-флейворных
переходов нейтрино

W(α),ζα→(β),ζβ =
1

4

3∑
k,l=1

U∗αkUαlU
∗
βlUβk

∑
ζ,ζ ′=±1

e−i(mkτ−ζΦk(τ))e i(mlτ−ζ ′Φl(τ))×

×
{

1 + ζαζβ
2

(
1− ζα(ζ + ζ ′)(s̄ssp) + ζζ ′(s̄ssp)

2
)
+

+ +
1− ζαζβ

2
ζζ ′
(
1− (s̄ssp)

2
)}

, (4.31)

где

Φk(τ) = µk

τ∫
0

Ndτ. (4.32)

Для удобства записи вероятностей переходов далее мы используем обо-
значения

∆Φkl = Φk(τ)− Φl(τ), ∆mkl = mk −ml. (4.33)

Суммируя по индексам ζ, ζ ′, получаем вероятность перехода нейтрино из
состояния с флейвором α и поляризацией ζα в состояние с флейвором β



Нейтрино в неоднородном магнитном поле 83

без изменения спиральности в виде

W(α),ζα→(β),ζβ=ζα =
3∑

k=1

|Uαk|2|Uβk|2
(
cos2 Φk(τ) + (s̄ssp)

2 sin2 Φk(τ)
)

+

+
3∑
k>l

Rαβkl

{1

2

(
1− ζα(s̄ssp)

)2
cos
(
τ∆mkl−∆Φkl

)
+

+
1

2

(
1 + ζα(s̄ssp)

)2
cos
(
τ∆mkl+∆Φkl

)
+

+
(
1− (s̄ssp)

2
)

cos(τ∆mkl) cos
(
Φk(τ)+Φl(τ)

)}
+

+
3∑
k>l

Iαβkl

{1

2

(
1− ζα(s̄ssp)

)2
sin
(
τ∆mkl−∆Φkl

)
+

+
1

2

(
1 + ζα(s̄ssp)

)2
sin
(
τ∆mkl+∆Φkl

)
+

+
(
1− (s̄ssp)

2
)

sin(τ∆mkl) cos
(
Φk(τ)+Φl(τ)

)}
.

(4.34)
Вероятность перехода с изменением спиральности определяется выраже-
нием

W(α),ζα→(β),ζβ 6=ζα =
3∑

k=1

|Uαk|2|Uβk|2
(
1− (s̄ssp)

2
)

sin2 Φk(τ)+

+
3∑
k>l

Rαβkl

{1

2

(
1− (s̄ssp)

2
)

cos
(
τ∆mkl−∆Φkl

)
+

+
1

2

(
1− (s̄ssp)

2
)

cos
(
τ∆mkl+∆Φkl

)
−

−
(
1− (s̄ssp)

2
)

cos(τ∆mkl) cos
(
Φk(τ)+Φl(τ)

)}
+

+
3∑
k>l

Iαβkl

{1

2

(
1− (s̄ssp)

2
)

sin
(
τ∆mkl−∆Φkl

)
+

+
1

2

(
1− (s̄ssp)

2
)

sin
(
τ∆mkl+∆Φkl

)
−

−
(
1− (s̄ssp)

2
)

sin(τ∆mkl) cos
(
Φk(τ)+Φl(τ)

)}
.

(4.35)

Естественно, в модели двух флейворов, когда матрица смешивания приоб-
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ретает вид (2.10), формулы (4.34), (4.35) согласуются с полученными ранее
при исследовании поведения нейтрино как в постоянном однородном, так
и в слабо меняющемся поле. Следует отметить, что если пренебречь влия-
нием поля, т.е. положить N = 0, то полученные соотношения переходят в
стандартные выражения для осцилляций нейтрино в вакууме (см., напри-
мер, [35]), полученные в рамках феноменологического подхода. Очевидно,
что в вакууме переходы с переворотом спина отсутствуют.

Как было показано выше, величины полей, необходимые для сколько-
нибудь значимого проявления эффекта поворота спина нейтрино, очень
велики. Однако даже если использовать экспериментальное ограничение
на величину магнитного момента µν < 2.7 · 10−11µB [125, 126], ясно, что
поля, которые можно получить в земных условиях, явно недостаточны для
наблюдения указанного эффекта. Поэтому имеет смысл рассматривать
только удаленные источники нейтрино. Поскольку нас интересуют поля,
которые могут быть сгенерированы локализованным источником, то для
достаточно больших τ у фаз Φk(τ) существует конечный предел:

Φk(τ)
τ→∞

→ Φk. (4.36)

Следовательно, на больших расстояниях от источника эволюция нейтрино
характеризуется вакуумными длинами осцилляций, а параметры Φk опре-
деляют только сдвиги фаз. В этом случае, если считать, что разброс рас-
стояний между источником нейтрино и точкой регистрации значительно
превосходит характерную длину вакуумных осцилляций нейтрино, необ-
ходимо произвести усреднение вероятностей переходов по собственному
времени. В результате получаем

W(α),ζα→(β),ζβ=ζα =
3∑

k=1

|Uαk|2|Uβk|2
(
cos2 Φk + (s̄ssp)

2 sin2 Φk

)
,

W(α),ζα→(β),ζβ=−ζα =
3∑

k=1

|Uαk|2|Uβk|2
(
1− (s̄ssp)

2
)

sin2 Φk.

(4.37)

Вероятность сохранения спиральности, котораяпредставляет собой сум-
му вероятностей переходов в состояния со всеми возможными флейворами
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β, задается формулой

W(α)ζα→ζα =
∑
(β)

W(α),ζα→(β),ζβ=ζα =
3∑

k=1

|Uαk|2(cos2 Φk + (s̄ssp)
2 sin2 Φk).

(4.38)
Как хорошо известно, с высокой точностью только нейтрино левой поляри-
зации взаимодействуют с частицами Стандартной модели. Поэтому если
считать, что ζα = −1, то с помощью этого соотношения можно опреде-
лить величину потока нейтрино, который возможно зарегистрировать на
больших расстояниях от источника.

Соответствующая вероятность процесса с переворотом спина имеет вид

W(α)ζα→−ζα =
∑
(β)

W(α),ζα→(β),ζβ=−ζα =
3∑

k=1

|Uαk|2(1− (s̄ssp)
2) sin2 Φk.

(4.39)
Так как правополяризованные нейтрино почти стерильны, то это соотноше-
ние определяет различие между исходным потоком нейтрино от источника
и потоком нейтрино, который может наблюдаться.

4.4 Нейтрино в поле точечного диполя

В качестве примера рассмотрим нейтрино в поле точечного диполя,
которое, как хорошо известно, задается формулой [127]

B = B0
R3

0

r5
(3r(mr)− r2m). (4.40)

Здесь m — направление оси диполя, r — радиус-вектор, проведенный из
центра диполя, а B0 — величина магнитного поля на расстоянии R0 от
центра при (mr) = 0.

Если скорость нейтрино направлена по радиусу, то
N

|u|
=B0

R3
0

r3

√
sin2 ϕ+(3 cos2 ϕ+1)/|u|2 ≈ B0

R3
0

r3
sinϕ, (4.41)

где ϕ— угол между осью диполя и направлением вылета нейтрино. Стоит
отметить, что в этом случае использование адиабатического приближения
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не является необходимым, поскольку полученное решение уравнения эво-
люции является точным.

Пусть нейтрино летит по направлению из центра диполя и имеет опре-
деленный флейвор α и спиральность ζα на расстоянии R0 от центра. Тогда

Φk =
µk
|u|

∞∫
R0

Ndr =
R0

2
µkB0 sinϕ =

πR0

Lk
sinϕ, (4.42)

где
Lk =

2π

µkB0
(4.43)

— характерная длина поворота спина. Если Lk существенно превышает
радиус объекта, то влияние магнитного поля на эволюцию нейтрино прене-
брежимо мало. Однако если Lk . R0, влияние магнитного поля становится
существенным.

Так как мы не знаем точных значений масс нейтрино, то исследовать
следствия формулы (4.38) в полном объеме не представляется возможным.
Поэтомурассмотримнаиболее наглядный случай квазивырожденного спек-
тра масс нейтрино, когда все массы почти равны между собой mk ≈ m, и,
следовательно, Φk ≈ Φ, Lk ≈ L0 (k = 1, 2, 3). В этом случае вероятность
сохранения спиральности и вероятность поворота спина определяются со-
отношениями

W(α)ζα→ζα = cos2 Φ + (s̄ssp)
2 sin2 Φ,

W(α)ζα→−ζα =
(
1− (s̄ssp)

2
)

sin2 Φ,
(4.44)

которые не зависят от углов смешивания.
Для простоты мы положим (s̄ssp) = 0. Величина (s̄ssp) зависит от угла

ϑ между направлением распространения нейтрино и вектором магнитной
индукции, однако для нейтрино ультрарелятивистских энергий эта вели-
чина отлична от нуля только внутри узкого диапазона углов вблизи ϑ = 0

и ϑ = π, имеющего ширину порядка обратного лоренц-фактора нейтрино
(подробнее см. Главу 3), поэтому такое приближение вполне состоятельно.
Тогда

W(α)ζα→ζα = cos2 Φ, (4.45)

W(α)ζα→−ζα = sin2 Φ. (4.46)
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Рис. 4.3: Угловое распределение вероят-
ности сохранения спиральности нейтри-
но для b ≈ 0.3
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Рис. 4.4: Угловое распределение вероят-
ности сохранения спиральности нейтри-
но для b ≈ 0.65
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Рис. 4.5: Угловое распределение вероят-
ности сохранения спиральности нейтри-
но для b ≈ 0.95
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Рис. 4.6: Угловое распределение вероят-
ности сохранения спиральности нейтри-
но для b ≈ 1.15

Вероятность сохранения спиральности (4.45) в случае поля точечного ди-
поля принимает вид

W(α)ζα→ζα = cos2

(
πR0

L0
sinϕ

)
= cos2

(
πb sinϕ

)
(4.47)
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и определяется только параметром

b = R0/L0 =
R0

2π
µB0, (4.48)

который пропорционален как размеру источника, так и величине поля на
его поверхности.

Для различных значений параметра b распределение потоков нейтрино в
пространстве существенно меняется. На Рис. 4.3–4.6 показана зависимость
вероятности сохранения спиральности в зависимости от угла между осью
диполя и направлением вылета нейтрино. С увеличением b анизотропия
углового распределения левополяризованных нейтрино становится более
ярко выраженной, причем когда выполняется условие b > 1/2, появляют-
ся выделенные направления, при распространении вдоль которых поток
потенциально наблюдаемых нейтрино полностью исчезает.



Глава 5

T -нарушение в осцилляциях нейтрино

5.1 Формальное решение уравнения эволюции нейтрино
в веществе и электромагнитном поле

Рассмотрим теперь нейтрино, взаимодействующее как с веществом, так
и с электромагнитным полем. В этом разделе мы будем рассматривать
только случай неизменных во времени и пространстве внешних условий,
а именно электромагнитного поля и потенциалов взаимодействия с веще-
ством.

Как уже говорилось вГлаве 2 иГлаве 3, когда внешнее поле и эффектив-
ные потенциалы не зависят от координат пространства событий, матрицу
оператора эволюции U(τ) уравнения (1.53) можно записать в виде матрич-
ной экспоненты (2.4). Однако матричная структура уравнения показывает,
что хотя эффективные потенциалы не зависят от координат пространства
событий, в общем случае не удается разделить спиновые и флейворные
степени свободы. Иными словами, не всегда существуют интегралы движе-
ния, которые характеризуют отдельно флейворные осцилляции и поворот
спина. Когда таких интегралов не существует, стационарными являются
достаточно сложно устроенные спин-флейворные состояния нейтрино, вол-
новыефункции которых не удается записать в явном виде, так как для этого
требуется решать алгебраические уравнения высших степеней.

Тем не менее, мы в состоянии вычислить вероятность перехода из со-
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стояния α в состояние β в момент времени τ , которая определяется выра-
жением (2.20)

Wα→β = Tr
{
ρα(τ)ρ†β(τ = 0)

}
.

Для этого можно, используя формулу Бейкера–Кэмпбелла–Хаусдорфа, за-
писать эту вероятность в виде ряда

Wα→β =
1

2u0
Tr
{
e−iτFP

(α)
0 eiτFP

(β)
0 (γµuµ + 1)γ0

}
=

=
1

2u0

∞∑
n=0

(−iτ)n

n!
Tr
{
DnP

(β)
0 (γµuµ + 1)γ0

}
, (5.1)

где
D0 = P

(α)
0 , D1 = [F,P

(α)
0 ], D2 = [F, [F,P

(α)
0 ]]... (5.2)

Здесь P(α)
0 и P

(β)
0 — проекторы на состояния с определенным флейвором

и поляризацией. Проектор на начальное спин-флейворное состояние P
(α)
0

может быть представлен как произведение флейворного проектора Pα0 и
спинового проектора

1

2

(
1− γ5γµs

(α)µ
0

)
, ζα, ζβ = ±1, (5.3)

где s(α)µ
0 — 4-вектор, определяющий начальную поляризацию нейтрино.

Аналогично может быть представлен проектор на конечное спин-флейвор-
ное состояние P(β)

0 .
Вследствие соотношения между собственным временем и длиной про-

бега нейтрино (1.51), параметр разложения в формуле (5.1) представляет
собой отношение расстояния между источником и детектором к длине ос-
цилляций в вакууме L/Losc.

Выражение (5.1) хорошо сходится, так как представляет собой ряд экс-
поненциального типа. Таким образом, его удобно использовать для нахож-
дения вероятностей переходов. Такой подход позволяет избежать проблем,
возникающих при прямом вычислении вероятностей переходов с исполь-
зованием численных решений уравнения (1.53), так как не предполагает
численное интегрирование быстро осциллирующих функций.
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5.2 Достаточное условие T -нарушения

Исследование свойств дискретных симметрий может быть важно для по-
нимания эволюции Вселенной, так как без нарушения CP -инвариантности
невозможно объяснить асимметрию вещества и антивещества [128]. Как
известно, нарушение CP -инвариантности имеет место в кварковом секто-
ре и обусловлено наличием комплексных элементов в матрице смешивания
Кабиббо–Кобаяши–Маскавы [41]. Матрицу смешивания дираковских фер-
мионов удобно параметризовать тремя углами и одной CP -нарушающей
фазой. При этом CP -нарушение определяется инвариантом Ярлског [59].
Тем не менее, нарушения CP -инвариантности за счет мнимой части мат-
рицы смешивания для кварков оказывается недостаточно для обеспечения
существующей асимметрии вещества и антивещества во Вселенной (см.,
например, [129–131]).

В качестве дополнительного источника CP -нарушения можно рассмат-
ривать процессы с участием нейтрино. На данныймомент не доказано нали-
чие отличной от нуляCP -нарушающейфазы вматрицеПонтекорво–Маки–
Накагавы–Сакаты [24, 30], определяющей смешивание лептонов. Наличие
такой фазы должно приводить к нарушению T -инвариантности вероятно-
стей осцилляций нейтрино в вакууме (см., например, [35]).

Однако такой механизм нарушения T -инвариантности даже для ней-
трино, описываемого в рамках Стандартной модели, оказывается не един-
ственно возможным. Из вида уравнения (5.1) следует, что взаимодействие
с веществом и электромагнитным полем может менять величину нечетного
по τ вклада в вероятности нейтрино спин-флейворных переходов нейтрино.
Нарушение T -симметрии возможно тогда и только тогда, когда какие-либо
слагаемые нечетной по τ степени в выражении (5.1) отличны от нуля. Так
как линейный по τ член тождественно равен нулю, достаточным условием
нарушения T -симметрии является отличие от нуля члена третьей степе-
ни по τ . В вакуумном случае это условие может выполняться только если
матрица смешивания нейтрино содержит комплексные элементы. В общем
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случае взаимодействие со средой и электромагнитным полем может при-
вести к наличию нетривиального коэффициента перед τ 3 даже тогда, когда
CP -нарушающаяфаза в матрице смешивания равна нулю. Указанный нами
механизм нарушения T -симметрии для нейтрино Стандартной модели за
счет влияния электромагнитного поля или окружающих потоков вещества
может оказаться полезным при построении космологических моделей.

5.3 Нарушение T -инвариантности
в модели двух флейворов

Исходя из характера смешивания в веществе, авторы работ, где ранее
исследовалась возможность T -нарушения в модели двух флейворов (см.,
например, [132–134]), делали заключение, что такое нарушение невозмож-
но. Однако этот вывод справедлив, только если нейтрино распространяется
в неподвижной среде. Принципиальное отличие исследуемого нами случая
состоит в том, что учет движения или поляризации среды приводит к по-
явлению корреляций между осцилляциями и поворотом спина нейтрино,
вследствие чего нельзя рассматривать эти процессы независимо. Таким
образом, недостаточно рассматривать флейворные осцилляции, не учиты-
вая возможность поворота спина нейтрино. Рассматриваемый нами случай
является более общим, чем исследованный в указанных выше работах.

Будем исследовать T -нарушение в случае постоянных характеристик
среды и электромагнитного поля. Если нейтрино распространяется в пе-
ременном электромагнитном поле или неоднородной среде, то формаль-
ная симметрия по отношению к операции обращения времени очевидным
образом нарушается (см. Главу 4), так как начальное и конечное состоя-
ния системы соответствуют разным внешним условиям. Так как в общем
случае результат зависит от поведения плотности вещества и характери-
стик электромагнитного поля, достаточно сложно разделить T -нарушение
вследствие симметрии взаимодействия и наличия нечетных по τ вкладов,
определяемых выбором конкретного профиля полей и потенциалов. Исхо-
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дя из аналогичных соображений, начальное и конечное состояния нейтри-
но мы описываем в терминах квантовых чисел, соответствующих одним и
тем же операторам наблюдаемых. В частности, для ультрарелятивистких
нейтрино естественно рассматривать начальное и конечное состояния ней-
трино, соответствующие собственным векторам оператора спиральности.
Соответствующий 4-вектор поляризации нейтрино задается выражением
(2.23)

sµsp =

{
|u|, u0

u

|u|

}
.

Рассматривать задачу, в которой начальное и конечное состояния задаются
разными операторами, также возможно, но, как и в случае неоднородных
полей, возникающий в этом случае нечетный по времени вклад в веро-
ятностях переходов уже не свидетельствует о T -нарушении, связанном с
симметрией взаимодействия.

Исследование всех возможных случаев T -нарушения за счет влияния
внешних условий на основе формулы (5.1) является достаточно громозд-
кой задачей. Поэтому рассмотрим достаточно простой частный случай,
допускающий аналитическое решение, и на его примере убедимся в воз-
можности возникновения указанного эффекта в модели двух флейворов.

Найдем в явном виде вероятности переходов нейтрино, взаимодейству-
ющего с веществом через нейтральные токи и с электромагнитным полем.
Рассматривая взаимодействие с электромагнитнымполем, будемучитывать
только диагональные магнитные моменты.

С учетом этих ограничений, матрица F, определяющая уравнение эво-
люции (1.53) (

iI
d

dτ
− F

)
Ψ(τ) = 0,

принимает вид

F = M+
1

2
(f (N)u)I+

1

2
RNIγ

5γσs(N)
σ γµuµ −Mdγ

5γµ ?Fµνu
ν. (5.4)

Поскольку матрица (5.4) коммутирует с массовой матрицей, то есть
[M,F] = 0, решения уравнения эволюции представляют собой линейные
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комбинации волновыхфункциймассовых состояний нейтрино. Таким обра-
зом, эффективный угол смешивания при распространении нейтрино равен
вакуумному, что позволяет получить явный вид решения задачи.

Получим решение уравнения (1.53) с помощью оператора эволюции. В
исследуемом случае оператор эволюцииможет быть получен какматричная
экспонента (2.4), и, таким образом, принимает вид

U(τ) = exp

{
−iτ

(
M+

1

2
(f (N)u)I+

1

2
RNIγ

5γσs(N)
σ γµuµ−Mdγ

5γµ ?Fµνu
ν

)}
.

(5.5)
Так как в модели двух флейворов массовая матрица и матрица диагональ-
ных магнитных моментов в массовом представлении могут быть записаны
с помощью матриц Паули в виде (3.7) и (3.8), то оператор эволюции опре-
деляется соотношением

U(τ)=
1

4

∑
ζ=±1

∑
k=1,2

exp

{
−iτ

[
mk + (f (N)u)− 1

2
ζRk

]}
×

×
(

1− (−1)kσ3

)(
1− ζγ5γµs

µ
k

)
, (5.6)

где индексы k = 1, 2 соответствуют массовым состояниям нейтрино. Здесь
использованы следующие обозначения

sµk = (uµ(f (N)u)− f (N)µ − 2µk
?F µνuν)/Rk,

Rk =
(

(f (N)u)2 − (f (N))2 + 4µ2
k u

µ?Fµα
?F ανuν − 4µkf

(N)
µ

?F µνuν

)1/2

.
(5.7)

Запись оператора эволюции в виде (5.6) оказывается возможна, так как
следствием определения (5.7) является тождество

γ5
(
γµ

1

2
RNs

(N)µ−µkγµ ?F µνuν
)
(1− ζγ5γσs

σ
k) = −1

2
ζRk(1− ζγ5γµs

µ
k). (5.8)

Как и в предыдущих разделах, зная явный вид оператора эволюции,
найдем вероятность перехода из состояния с флейвором α и поляризацией
ζα в состояние с флейвором β и поляризацией ζβ. В модели двух флей-
воров проекторы на состояния с определенным флейвором в флейворном
представлении задается выражением (2.12), где ξα = 1 соответствует элек-
тронному флейвору, а ξα = −1 — второму рассматриваемому флейвору.
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Однако, так как в рассматриваемом в этом разделе случае не учитывает-
ся взаимодействие через заряженные токи, результаты применимы и для
исследования переходов между мюонными и таонными нейтрино.

Полученная на основе оператора эволюции (5.6) вероятность может быть
представлена в виде (2.24)

Wα→β =
1 + ξαξβ

2

1 + ζαζβ
2

W1 +
1 + ξαξβ

2

1− ζαζβ
2

W2+

+
1− ξαξβ

2

1 + ζαζβ
2

W3 +
1− ξαξβ

2

1− ζαζβ
2

W4,

где

W1 =
1

8

{(
1− ξα cos 2θ

)2(
1 + (s2ssp)

2
)

+
(
1 + ξα cos 2θ

)2(
1 + (s1ssp)

2
)
+

+
(
1− ξα cos 2θ

)2(
1− (s2ssp)

2
)

cos τR2+

+
(
1 + ξα cos 2θ

)2(
1− (s1ssp)

2
)

cos τR1+

+ sin2 2θ
[(

1− ζα(s2ssp)
)(

1− ζα(s1ssp)
)

cos ∆(−)+

+
(
1 + ζα(s2ssp)

)(
1 + ζα(s1ssp)

)
cos ∆(+)+

+
(
1− ζα(s2ssp)

)(
1 + ζα(s1ssp)

)
cos Φ(−)+

+
(
1 + ζα(s2ssp)

)(
1− ζα(s1ssp)

)
cos Φ(+)

]}
,

(5.9)

W2 =
1

8

{(
1− ξα cos 2θ

)2(
1− (s2ssp)

2
)

+
(
1 + ξα cos 2θ

)2(
1− (s1ssp)

2
)
−

−
(
1− ξα cos 2θ

)2(
1− (s2ssp)

2
)

cos τR2−
−
(
1 + ξα cos 2θ

)2(
1− (s1ssp)

2
)

cos τR1−
− sin2 2θ

(
(s2s1) + (s2ssp)(s1ssp)

)
×

×
[

cos ∆(−) + cos ∆(+) − cos Φ(−) − cos Φ(+)
]
+

+ ζα sin2 2θ eµνρλu
µsνsps

ρ
1s
λ
2

[
sin ∆(−) + sin ∆(+) − sin Φ(−) − sin Φ(+)

]}
,

(5.10)
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W3 =
1

8
sin2 2θ

{(
1 + (s2ssp)

2
)

+
(
1 + (s1ssp)

2
)
+

+
(
1− (s2ssp)

2
)

cos τR2 +
(
1− (s1ssp)

2
)

cos τR1−
−
[(

1− ζα(s2ssp)
)(

1− ζα(s1ssp)
)

cos ∆(−)+

+
(
1 + ζα(s2ssp)

)(
1 + ζα(s1ssp)

)
cos ∆(+)+

+
(
1− ζα(s2ssp)

)(
1 + ζα(s1ssp)

)
cos Φ(−)+

+
(
1 + ζα(s2ssp)

)(
1− ζα(s1ssp)

)
cos Φ(+)

]}
,

(5.11)

W4 =
1

8
sin2 2θ

{(
1− (s2ssp)

2
)

+
(
1− (s1ssp)

2
)
−

−
(
1− (s2ssp)

2
)

cos τR2 −
(
1− (s1ssp)

2
)

cos τR1+

+
(
(s2s1) + (s2ssp)(s1ssp)

)[
cos ∆(−)+cos ∆(+)−cos Φ(−)−cos Φ(+)

]
−

− ζα eµνρλuµsνsps
ρ
1s
λ
2

(
sin ∆(−)+sin ∆(+)−sin Φ(−)−sin Φ(+)

)}
.

(5.12)
Здесь

∆(±) = τ ((m2 −m1)± (R2 −R1)/2) ,

Φ(±) = τ ((m2 −m1)± (R2 +R1)/2) .
(5.13)

В отличие от вакуумного случая, выражения для вероятностей пере-
ходов для нейтрино в веществе и электромагнитном поле не являются
T -четными. Слагаемые, нарушающие T -инвариантность, появляются в вы-
ражениях для вероятностей переходов c изменением поляризацииW2 иW4.
Эти слагаемые пропорциональны величине ζαeµνρλuµsνsps

ρ
i s
λ
j . Эту величину

можно переписать, используя трехмерные величины, которые определены
в лабораторной системе отсчета

ζαeµνρλu
µsνsps

ρ
i s
λ
j = 2ζα

µj − µi
RiRj

1

|u|
([u× f ](u0B− [u× E])). (5.14)

Здесь E, B — напряженности электрического и магнитного полей, f —
пространственная часть 4-потенциала взаимодействия со средой, которая
определяется скоростью движения среды как целого и ее поляризацией.
T -нарушающий вклад обращается в нуль, когда как минимум два из трех
векторов u, f и (u0B − [u × E]) коллинеарны. То есть, вероятности не T -
инвариантны только тогда, когда внешние условия характеризуются двумя
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выделенными пространственными направлениями. В частности, когда мы
рассматриваем нейтрино в покоящейся неполяризованной среде, все выра-
жения для вероятностей переходов T -четны.

Стоит отметить, что переход в систему отсчета, где среда покоится, мож-
но сделать, но для этого необходимо учитывать, что левая часть выражения
(5.14) представляет собой лоренцевский скаляр. Поэтому для перехода в
систему отсчета, где среда неподвижна, следует преобразовать 4-векторы
uµ, sνsp, s

ρ
i и sλj , входящие в левую часть выражения (5.14). Так как нейтри-

но имеет массу, в системе покоя среды 4-вектор поляризации нейтрино не
будет иметь вид (2.23), а значит, в этой системе отсчета нейтрино не будет
характеризоваться определенной спиральностью. Таким образом, вероят-
ности, полученные из выражений (5.9) и (5.10) переходом в систему покоя
среды, не будут представлять собой вероятности переходов между состоя-
ниями нейтрино с определенной спиральностью в неподвижной среде.

Если положить значение потенциала взаимодействия с веществом и тен-
зора электромагнитного поля равными нулю, то вероятности, определяе-
мые формулами (5.9)–(5.12), в ультрарелятивистском приближении не про-
тиворечат общеизвестным выражениям (см., например, [35]). Вероятности
переходов с поворотом спина нейтрино W2 и W4 в вакууме оказываются
равными нулю для любых флейворов. Вид формул для W1 и W3, получен-
ный из (5.9) и (5.11) при переходе к вакуумному случаю, отличается от
стандартного за счет того, что для описания осцилляций мы используем не
канонический импульс, а квантовое число uµ. В эквивалентности формул,
выраженных через указанные квантовые числа, наиболее легко убедиться,
произведя замену |p| = |u|(m1 +m2)/2.

Таким образом, мы убедились, что T -нарушение возникает уже в моде-
ли двух флейворов, когда нейтрино распространяется в веществе и элек-
тромагнитном поле. В этом случае T -нарушение обусловлено влиянием
внешних условий и не требует наличия комплексных элементов в матрице
смешивания. Более того, в рассмотренном выше случае взаимодействие с
веществом происходит только за счет нейтральных токов. Как хорошо из-
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вестно, взаимодействие нейтрино с покоящейся средой через нейтральные
токи не дает вклада в вероятности переходов. Однако, когда присутствует
также взаимодействие с электромагнитным полем, а среда движется, даже
взаимодействие с веществом через нейтральные токи приводит к появле-
нию T -нарушающих вкладов в вероятности переходов. Следует отметить,
что, хотя T -нарушающие вклады в нашем случае присутствуют только в
вероятностях переходов с переворотом спина, тем не менее T -нарушение
не наблюдается для массовых состояний нейтрино, распространяющих-
ся в веществе и электромагнитном поле [103]. Это означает, что причи-
ной T -нарушения является не поворот спина и не характер смешивания в
веществе сами по себе, а наличие корреляций между этими процессами.
При такой трактовке становится вполне очевидно, почему для моделей,
не предполагающих возможность поворота спина нейтрино, была доказана
невозможность T -нарушения в модели двух флейворов.

5.4 Нарушение T -инвариантности в модели трех
флейворов

Результаты, полученные в модели двух флейворов, интересно обобщить
для реалистичной модели трех флейворов. Как уже говорилось, элементы
матрицы смешивания нейтрино в модели трех флейворов могут содержать
мнимуючасть. Такимобразом,T -нарушениеможет возникать даже в случае
осцилляций нейтрино в вакууме. Однако при наличии внешних полей и
потенциалов взаимодействия с веществом в общем случае также возможны
корреляции между двумя типами T -нарушающих вкладов.

В модели трех флейворов оператор эволюции так же, как и в модели
двух флейворов, определяется матричной экспонентой (5.5)

U(τ) = exp

{
−iτ

(
M+

1

2
(f (N)u)I+

1

2
RNIγ

5γσs(N)
σ γµuµ−Mdγ

5γµ ?Fµνu
ν

)}
,

однако массовая матрица и матрица диагональных магнитных моментов
являются матрицами 3 × 3, диагональными в массовом представлении. В
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явном виде оператор эволюции можно записать следующим образом:

U(τ) =
1

2

∑
i=1,2,3

∑
ζi=±1

exp

{
−iτ

(
mi +

1

2
(fu)− 1

2
ζiRi

)}
Pi
(
1− ζiγ5γµs

µ
i

)
,

(5.15)
где Pi — проектор на состояния с определенной массой mi (i = 1, 2, 3). В
выражении (5.15) используются обозначения

sµi =
(
uµ(fu)− fµ − 2µi

?F µ
νu

ν
)
/Ri,

Ri =
√

(fu)2 − f 2 + 4µ2
i (uα

?F αµ ?Fµνuν)− 4µi(fµ ?Fµνuν),

где µi — диагональные магнитные моменты нейтрино.
Таким образом, вероятности спин-флейворных переходов задаются со-

отношением

Wα→β =
1

8

∑
i,j

e−iτ(mi−mj)
∑
ζi,ζj

eiτ(ζiRi−ζjRj)/2Tr{PiPαPj†Pβ†}×

× 1

4
Tr{(1−ζiγ5γµs

µ
i )(1−ζαγ5γσs

σ
sp)(1−ζjγ5γνs

ν
j )(1−ζβγ5γρs

ρ
0)(γλu

λ+1)}.

(5.16)

При вычислении следа матриц Дирака важно, что начальная и конеч-
ная поляризация нейтрино характеризуются одинаковыми (с точностью до
знака) 4-векторами sµsp

1

4
Tr{(1−ζiγ5γµs

µ
i )(1−ζαγ5γσs

σ
sp)(1−ζjγ5γνs

ν
j )(1−ζβγ5γρs

ρ
sp)(γλu

λ+1)} =

= (1 + ζαζβ)(1− ζα(ζi(sissp) + ζj(sjssp)) + ζiζj(sissp)(sjssp))+

+ (1− ζαζβ)ζiζj(−(sissp)(sjssp)− ζαieµνρλs
µ
i s

ν
js
ρ
spu

λ − (sisj)). (5.17)

В случае, если начальное и конечное состояния отличаются от состояний
с определенной спиральностью, но характеризуются одинаковыми с точ-
ностью до знака 4-векторами поляризации ζαsµ0 и ζβsµ0 , все выводы этого
раздела останутся справедливы. Однако если начальное и конечное состо-
яния характеризуются разными 4-векторами поляризации, то выражение
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для следа матриц Дирака будет иметь более сложную структуру, чем вы-
ражение (5.17). При этом в выражениях для вероятностей появятся допол-
нительные T -нечетные слагаемые. Как уже указывалось, появление этих
слагаемых обусловлено выбором начальных условий, но не отражает свой-
ства симметрии взаимодействия.

Для записи итоговых формул введем обозначения для вещественной и
мнимой части входящего в выражение (5.16) следа флейворных матриц.
След флейворных матриц вычисляется по формуле, аналогичной (4.30)

Tr{PiPαPj†Pβ†} = U∗αiUαjU
∗
βjUβi = Rijαβ + iIijαβ, (5.18)

где Rijαβ — вещественная часть четверного произведения элементов мат-
рицы смешивания, Iijαβ — мнимая.

Таким образом, вероятность перехода с сохранением поляризации зада-
ется выражением
W+ =

∑
i

|Uαi|2|Uβi|2(cos2 Riτ

2
+ sin2 Riτ

2
(sspsi)

2)+

+ 2
∑
i<j

(Rijαβ cos(mj −mi)τ − Iijαβ sin(mj −mi)τ)×

× (cos
Riτ

2
cos

Rjτ

2
+ sin

Riτ

2
sin

Rjτ

2
(sissp)(sjssp))+

+ 2
∑
i<j

(Rijαβ sin(mj −mi)τ + Iijαβ cos(mj −mi)τ)×

× (− sin
Riτ

2
cos

Rjτ

2
ζα(sissp) + cos

Riτ

2
sin

Rjτ

2
ζα(sjssp)), (5.19)

а вероятность перехода с изменением поляризации задается выражением

W− =
∑
i

|Uiα|2|Uiβ|2(1− (sissp)
2)+

+ 2
∑
i<j

(Rijαβ cos(mj −mi)τ − Iijαβ sin(mj −mi)τ)×

× sin
Ri

2
τ sin

Rj

2
τ(−(sisj)− (sissp)(sjssp))+

+ 2
∑
i<j

ζα(Rijαβ sin(mj −mi)τ + Iijαβ cos(mj −mi)τ)×

× sin
Ri

2
τ sin

Rj

2
τeµνρλs

µ
i s

ν
js
ρ
spu

λ. (5.20)
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T -нарушение в вероятностях переходов с сохранением поляризации опре-
деляется только мнимой частью следа (5.18), то есть инвариантом Ярлског
Iijαβ. Однако в выражениях для переходов с переворотом спина в T -
нарушение также вносят вклад слагаемые, пропорциональные веществен-
ной части следа (5.18) и величине eµνρλsµi sνjsρspuλ. Множители такого же
типа определяли T -нарушение в модели двух флейворов.

Интересно отметить, что вклад, нарушающий T -инвариантность вслед-
ствие влияния внешних условий, не содержит зависимости от мнимой части
матрицы смешивания, а определяется только ее действительной частью.
Именно этот факт является причиной того, что в модели двух флейворов
T -нарушение также присутствует.

В полученных нами вероятностях T -нарушение за счет влияния внеш-
них условий присутствует только в вероятностях переходов с переворотом
спина. Тем не менее, это является не общим свойством такого типа на-
рушения, а следствием выбора нами упрощенной модели взаимодействия
со средой. Как показано в работе [46], при наличии взаимодействия со
средой через нейтральные и заряженные токи присутствуют корреляции
между флейворными осцилляциями и переворотом спина нейтрино. Таким
образом, в общем случае можно ожидать, что вероятности флейворных пе-
реходов с сохранением поляризации в общем случае такжемогут содержать
T -нарушающие слагаемые, обусловленные влиянием внешних условий.

5.5 Дискретные симметрии вероятностей переходов

В квазиклассическом приближении операции T -отражения соответству-
ет изменение знака собственного времени τ . Операция P -отражения яв-
ляется хорошо определенной формальной операцией, производимой над
квантованной волновой функцией частицы. Далее мы будем исследовать
свойства симметрии итоговых выражений для вероятностей, которые пред-
ставляют собой наблюдаемые величины. Как хорошо известно, P -отраже-
ние приводит к изменению знака поляризации частицы в выражениях для
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вероятностей процессов (см. [18]). Следовательно, в качестве процедуры
P -отражения можно рассматривать изменение знаков ζα и ζβ, определяю-
щих начальную и конечную поляризации нейтрино. Операцию зарядового
сопряжения следует производить для решений волнового уравнения (1.39)
обычным образом [135] (см. также [90]). Физический смысл этой операции
прост: вместо нейтрино мы исследуем антинейтрино, фоновое электромаг-
нитное поле и характеристики среды остаются неизменными. При этом
система, полученная в результате указанного выше преобразования, отли-
чается от исходной. В уравнении (1.39) в результате C-сопряжения меня-
ется киральный проектор, знаки потенциалов взаимодействия с веществом
и знак магнитного момента. В модели трех флейворов в этом уравнении
также необходимо сделать комплексное сопряжение флейворных матриц.
В результате последней операции меняет знак мнимая часть следа (5.18),
входящего в выражения для вероятностей. В выражениях для вероятно-
стей переходов зарядовое сопряжение приводит к следующим изменени-
ям. Во-первых, меняются все знаки магнитных моментов. Во-вторых, од-
новременная замена кирального проектора и знака потенциала приводит к
следующему правилу: когда потенциал входит в вектор спина sµi , знак его
не меняется, в противном случае необходимо изменить знак потенциала.
В-третьих, меняют знак величины Iijαβ.

Разумеется, полученные нами вероятности не являются инвариантными
относительно CPT -преобразования, проведенного только для волновой
функции нейтрино при тех же внешних условиях. Как уже было сказа-
но выше, исследуемая модель является теорией с нарушением лоренц-
инвариантности [136–138]. Следовательно, CPT -теорема неприменима.
Стоит отметить, что в квантовой теории поля C, P и T операции опре-
деляются для операторов рождения и уничтожения в волновых функци-
ях квантованных полей (см., например, [90]), поэтому достаточно сложно
обобщить их на классическое фоновое электромагнитное поле, определя-
емое тензором F µν , а также на потенциал взаимодействия с веществом
f

(N)
µ . Соответствующие слагаемые в уравнении (1.39) являются результа-
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том редукции радиационных поправок, и, следовательно, взаимодействие с
этими полями не являетсяминимальным.Именно по этой причине не удает-
ся обобщить дискретные преобразования на случай моделей с нарушенной
лоренц-инвариантностью так же изящно, как удалось это сделать с поняти-
ем лоренц-инвариантности в блестящей работе [139], где рассматривалось
минимальное взаимодействие электрона с внешним электромагнитным по-
лем.

Однако, так как природа конденсатов известна, мы вполне можем иссле-
довать поведение нейтрино в среде, состоящей из античастиц, не обобщая
понятия C и P операций для внешних полей. Вид потенциалов взаимодей-
ствия с веществом известен (см. Главу 1). Аналогичным образом вывод
потенциалов взаимодействия можно воспроизвести для среды, состоящей
из античастиц. При этом эффективный потенциал взаимодействия нейтри-
но со средой, частицы которой характеризуются определенной поляриза-
цией, отличается только знаком от потенциала взаимодействия нейтрино с
античастицами противоположной поляризации.

Теперь рассмотрим взаимодействие антинейтрино со средой, состоящей
из античастиц. Для того, чтобы наши соображения были более прозрачны-
ми, сначала рассмотрим два частных случая. Получим вероятности пере-
ходов антинейтрино, распространяющегося в среде, состоящей из антича-
стиц, в случае, если электромагнитное поле отсутствует. Для того, чтобы
записать вероятности для антинейтрино правой поляризации, необходимо
изменить знак начальной и конечной поляризации частицы ζα → −ζα и
ζβ → −ζβ, знак всех множителей Iijαβ, а также знаки f (N)

µ по правилу, ука-
занному выше. Если при этом среда состоит из античастиц, нужно еще раз
изменить знак потенциала f (N)

µ везде, где этот потенциал входит в веро-
ятности. В результате этих действий мы получим исходные вероятности.
Таким образом, в модели трех флейворов левые нейтрино распространяют-
ся в среде, состоящей из частиц, так же, как правые антинейтрино в среде,
состоящей из античастиц.

Теперь рассмотрим взаимодействие антинейтрино только с электромаг-
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нитным полем. Для того, чтобы описать движение антинейтрино, требуется
изменить знак всех множителей Iijαβ и знак магнитных моментов нейтри-
но. Из вида полученных таким образом выражений следует, что в элек-
тромагнитном поле левые нейтрино распространяются так же, как правые
антинейтрино. Как и в модели двух флейворов, мы получили, что для то-
го, чтобы вероятности переходов совпали с исходными, надо сделать не
только C-сопряжение, но и изменить поляризацию частицы, то есть сде-
лать P -отражение. Если для взаимодействия нейтрино с веществом анало-
гичный результат был вполне ожидаемым, так как слабое взаимодействие
CP -четно, то для нейтрино, участвующих только в электромагнитном вза-
имодействии, такой результат возникает исключительно тогда, когда мы
рассматриваем частицу, имеющую более одного флейвора.

В этой главе мы получили вероятности спин-флейворных переходов для
нейтрино, распространяющегося в веществе и электромагнитном поле. Для
наглядности мы учли только диагональные магнитные моменты и взаимо-
действие с веществом через нейтральные токи. В этом случае замена ней-
трино на антинейтрино и фермионов среды на их античастицы сводится
к операциям, описанным выше. При этом оказывается, что левые нейтри-
но и правые антинейтрино распространяются различным образом. Однако
исходные выражения можно восстановить, если изменить знак τ , что со-
ответствует T -отражению. Еще раз подчеркнем, что полученный результат
не является следствием CPT -теоремы, так как мы рассматриваем модель
с нарушением лоренц-инвариантности.



Заключение

В диссертации построены основы математически непротиворечивого
описания осцилляций и поворота спина ультрарелятивистских нейтрино
в среде и электромагнитном поле на основе квантовополевого подхода. С
помощью разработанного подхода исследовано влияние внешних условий
на распространение нейтрино. Получены следующие основные результаты:

1. Получено квазиклассическое уравнение эволюции нейтрино, позво-
ляющее описать как флейворные осцилляции, так и поворот спина
нейтрино в веществе и электромагнитном поле.

2. Обнаружены корреляции между поворотом спина и осцилляциями
нейтрино в плотной среде в модели двух флейворов. Выявлена за-
висимость вероятностей спин-флейворных переходов от начального
флейвора нейтрино.

3. Исследовано распространение нейтрино в однородномэлектромагнит-
ном поле в приближении двухфлейворов с учетом переходныхмагнит-
ных моментов. Выявлена зависимость вероятностей спин-флейворных
переходов в электромагнитном поле от начального флейвора нейтри-
но.

4. Рассмотрено распространение нейтрино в переменном электромагнит-
ном поле в адиабатическом приближении. Показано, что поведение
вероятностей спин-флейворных переходов для нейтрино в электро-
магнитном поле при учете переходных магнитных моментов может
носить резонансный характер, причем наличие и выраженность резо-
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нанса в электромагнитном поле зависит от начальной поляризации
нейтрино.

5. Найдено, что при учете взаимодействия нейтрино одновременно как
с плотной средой, так и с электромагнитным полем, вероятности со-
держат нарушающие T -инвариантность вклады, которые отличны от
нуля даже в случае вещественной матрицы смешивания и являются
следствием влияния внешних условий. Показано, что в присутствии
электромагнитного поля поведение левого нейтрино в среде из частиц
и правого антинейтрино в среде из античастиц различно.



Благодарности 107

Автор выражает признательность А. В. Борисову, В. Ч. Жуковскому,
И. П. Волобуеву, А. Д. Долгову, Е.М.Мурчиковой, В. А. Соколову, Д. Д. Со-
колову и А. О. Старинцу за плодотворные обсуждения. Также автор бла-
годарит коллектив кафедры теоретической физики за замечательные учеб-
ные курсы и несомненную пользу, которую они принесли. И особенно автор
благодарна А. Е. Лобанову за то, что имела возможность и удовольствие
работать под его научным руководством в течение всего времени обучения
на кафедре теоретической физики.



Приложение A

Спиновые проекторы

В Главах 2, 3 удается свести оператор эволюции U(τ) к виду

U(τ) = e−iτ(A+BS), (A.1)

гдеA,B—матрицы в флейворном пространстве, а S—спиновый интеграл
движений, S2 = 1.

Если в этом случае ввести спиновые проекторы в виде

Λζ =
1

2
(1 + ζS), ζ = ±1, (A.2)

то (A.1) можно переписать так

U(τ) =
∑
ζ=±1

e−iτ(A+BS)Λζ . (A.3)

Так как ζ2 = 1, то

SΛζ = S
(1 + ζS)

2
=

1

2
(S + ζ) = ζΛζ . (A.4)

Таким образом,

e−iτ(A+BS)Λζ =
∞∑
n=0

(−iτ)n(A+BS)n

n!
Λζ =

=
∞∑
n=0

(−iτ)n(A+ ζB)n

n!
Λζ = e−iτ(A+ζB)Λζ . (A.5)
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Оператор эволюции представим в виде

U(τ) =
∑
ζ=±1

e−iτ(A+ζB)Λζ . (A.6)

Таким образом из формулы (2.5) получаем (2.9), если выбрать в (A.1)

A = M+ 1
2((fu)− ζR)(P(e) + aI),

B = 1
2R(P(e) + aI),

S = −γ5γµsµγ
νuν.

(A.7)

Аналогично из формулы (3.2) получаем (3.1), если выбрать в (A.1)

A = M,

B = −Md −Mh,
(A.8)

а спиновый оператор S в виде (3.3).



Приложение B

Свойства матриц Паули

Получим явный вид экспоненты, содержащей матрицы Паули σi и чис-
ленные коэффициенты A, B, C, D

e−iτ(A+Bσ1+Cσ2+Dσ3). (B.1)

Так как коммутатор единичной матрицы и матрицыBσ1 +Cσ2 +Dσ3 равен
нулю, выражение сводится к

e−iτAe−iτ(Bσ1+Cσ2+Dσ3). (B.2)

Экспоненту, содержащую три матрицы Паули, распишем в виде ряда
∞∑
n=0

(iτ)n(Bσ1 + Cσ2 +Dσ3)
n

n!
. (B.3)

Так как антикоммутатор двух различных матриц Паули равен нулю, то

(Bσ1 + Cσ2 +Dσ3)
2n = (B2 + C2 +D2)n,

(Bσ1 + Cσ2 +Dσ3)
2n+1 = (B2 + C2 +D2)n(Bσ1 + Cσ2 +Dσ3).

(B.4)

Таким образом,
∞∑
n=0

(iτ)n(Bσ1 + Cσ2 +Dσ3)
n

n!
=

∞∑
n=0

(−1)nτ 2n(B2 + C2 +D2)n

(2n)!
−

− i
∞∑
n=0

(−1)nτ 2n+1(B2 + C2 +D2)n(Bσ1 + Cσ2 +Dσ3)

(2n+ 1)!
=

= cos (τ
√
B2 + C2 +D2)− i sin (τ

√
B2 + C2 +D2)

(Bσ1 + Cσ2 +Dσ3)√
B2 + C2 +D2

.

(B.5)
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Формула (2.9) с учетом (2.13) и (2.14) сводится к виду (B.1), если выбрать

A =
1

2
(m1 +m2 + ((fu)− ζR) (a+ 1/2)) ,

B =
1

2
sin 2θ(m2 −m1),

C = 0,

D =
1

2

(
−(m2 −m1) cos 2θ +

1

2
((fu)− ζR)

)
,

(B.6)

откуда следует (2.15) с учетом обозначений (2.16).
В Разделе 3.1 матричная экспонента определяется выражением для F

(3.1). В этом случае

U(τ) =
∑
ζ=±1

e−iτ(M−MdζN−MhζN)Λζ . (B.7)

Это выражение сводится к (B.1), если выбрать

A =
1

2
(m1 +m2 − ζ(µ1 + µ2)ζN) ,

B = −1

2
µ12ζN,

C = 0,

D =
1

2
(−(m2 −m1) + ζ(µ2 + µ1)N) .

(B.8)

Отсюда следует выражение (3.10) с учетом (3.11).
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