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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

1 Îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñîâ î íåëî-
êàëüíîì ïîâåäåíèè (ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè t) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ è ïîâåäåíèÿ ïðè áîëüøèõ t ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è Êîøè äëÿ
èòåðèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè (â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèé è ñèñòåì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà) èìååò-
ñÿ ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé è èçâåñòíî âåëèêîå êîëè÷åñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ
ïóáëèêàöèé. Îñòàíîâèìñÿ, â ïðèìåíåíèå ê òåìàòèêå äèññåðòàöèîííîé ðàáî-
òû, íà íåêîòîðûõ èç íèõ.

Èç ÷èñëà ïóáëèêàöèé ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè è ïîñòàíîâîê çàäà÷ îá
àñèìïòîòèêå ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðåæäå âñåãî îòìåòèì ðàáîòû À. Í.
Òèõîíîâà [52], [77], Â. À. Èëüèíà [33], À. Ì. Èëüèíà, À. Ñ. Êàëàøíèêîâà, Î.
À. Îëåéíèê [31], Â. Ê. Ãóùèíà, Â. Ï. Ìèõàéëîâà [11].

Îñîáóþ (â òîì ÷èñëå è äëÿ ïðåäëàãàåìîé äèññåðòàöèè) âàæíîñòü äëÿ ñëó-
÷àÿ ñèñòåì ïàðàáîëè÷åñêèõ ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ðàáîòû Ñ. Ä. Ýéäåëüìàíà [62], [63], Ñ. Ä. Ýéäåëüìàíà è Ô. Î. Ïîð-
ïåðà [65], Ñ. Ä. Ýéäåëüìàíà [64]. Ïåðâîé æå ðàáîòîé, â êîòîðûõ èçó÷àëàñü
àñèìïòîòèêà ðåøåíèé îáîáùåííîé çàäà÷è Êîøè äëÿ òàê íàçûâàåìîãî óëüòðà-
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, áûëà ðàáîòà Þ. Í. Äðîææèíîâà [24].

Èç àâòîðîâ ïîñëåäíåãî âðåìåíè îòìåòèì Â. Â. Ãîðîäåöêîãî [7], à òàêæå Â.
À. Ëèòîâ÷åíêî è È. Ì. Äîâæèöêîé [37], ãäå ñòàáèëèçàöèÿ èçó÷àëàñü â êëàññàõ
îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ñ ïîäðîáíûìè îáçîðàìè ïî êà÷åñòâåííûì ñâîéñòâàì ðåøåíèé ïàðàáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ñòàòüÿõ: À. Ê. Ãóùèíà, Â. Ï. Ìè-
õàéëîâà è Ë. À. Ìóðàâüÿ [12], Â. Í. Äåíèñîâà è Â. Ä. Ðåïíèêîâà [18], Â. Í.
Äåíèñîâà [15].

Ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû ïî àñèìïòîòèêå ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ ôóíêöèî-
íàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíû â ðàáîòå À. Á. Ìóðàâíèêà
[42].

Òåì íå ìåíåå, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îáçîðíûå ñòàòüè [12], [18], [15] ñåé-
÷àñ íå ìîãóò ïðåòåíäîâàòü íà äîñòàòî÷íóþ ïîëíîòó, èáî ñ òåõ ïîð ïîÿâèëîñü
íåìàëî ðàáîò, êîòîðûå ñóùåñòâåííî äîïîëíÿþò èçâåñòíûå äî ýòîãî ñâåäåíèÿ
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ïî ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì.
Ïðåäåë ñðåäíèõ ïî t îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé, äîïóñêàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå óñðåäíåííûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èçó÷åí ó Â. Í. Äåíèñîâà è Â. Â. Æèêîâà
[17].

Â äàííîì íåáîëüøîì îáçîðå ìû ïðèâîäèì òîëüêî òå ïóáëèêàöèè, ïîÿâ-
ëåíèå êîòîðûõ ñòèìóëèðîâàëî âîçíèêíîâåíèå íîâûõ ðàáîò ïî àñèìïòîòèêå
ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Íà÷àëî èññëåäîâàíèé àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà áûëî ïîëîæåíî ðàáîòîé À. Í. Êîëãîìîðîâà, È. Ã. Ïåò-
ðîâñêîãî è Í. Ñ. Ïèñêóíîâà [35].

Ïåðâîé ðàáîòîé ïî ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà À. Í. Òèõîíîâà [52]. Âàæíóþ ðîëü â âîïðîñàõ åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñûãðàëà äðóãàÿ ðàáîòà À. Í. Òèõîíîâà
[77].

Â ðàáîòå Ì. Êðæèæàíñêîãî [69] íà÷àëîñü èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ïðè t →
+∞ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, â êîòîðîé ïî-
ñòðîåíà îãðàíè÷åííàÿ íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ýòîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé íå ñòàáèëèçè-
ðóåòñÿ íè â îäíîé òî÷êå x ∈ EN .

Ó Â. Ä. Ðåïíèêîâà è Ñ. Ä. Ýéäåëüìàíà [47] ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå ïîòî÷å÷íîé ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ñëóæèò òàó-
áåðîâà òåîðåìà Í. Âèíåðà ([59]).

Â. Ì. Ïîëÿêîâà [45] âïåðâûå èññëåäîâàëà âîïðîñû ñòàáèëèçàöèè ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Þ. Í. Äðîææèíîâ [24] èçó÷èë àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé äëÿ
óëüòðàïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

À âîò â ðàáîòàõ Â. Í. Äåíèñîâà [13], [14] ïîêàçàíî, ÷òî äàæå äëÿ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â êëàññå íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé òåðÿåòñÿ
ñâÿçü ìåæäó óñðåäíåíèÿìè (ïðåäåë êîòîðûõ ñóùåñòâóåò è íàñòóïàåò ñòàáèëè-
çàöèÿ u(x, t) ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ðîñòà íà÷àëüíûõ ôóíêöèé). Â äàëüíåéøåì,
â ñòàòüå Â. Í. Äåíèñîâà [16] â êëàññå ñòåïåííûì îáðàçîì îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé äîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ñâÿçü ñóùåñòâóåò, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðåøåíèå
u(x, t) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ðàâíîìåðíî â EN .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñòàáèëèçàöèè ðåøå-
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íèé ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì ïðè ∂u/∂t À.
Ê. Ãóùèí è Â. Ï. Ìèõàéëîâ ïðåäëîæèëè â [9], [10] óñðåäíÿòü ýòîò êîýôôè-
öèåíò â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L1, íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè ýòîì îãðàíè÷åíà
â EN .

Íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ âîïðîñîâ î ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé ïàðàáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðåäëîæåí Â. Â. Æèêîâûì â [26], [27]. Ïðåäëîæåííûì èì
ìåòîäîì óäàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàåìîå èçó÷àåìûì îïå-
ðàòîðîì, äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå óñðåäíåííîãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Îòìåòèì ñòàòüþ Â. Í. Äåíèñîâà è Â. Â. Æèêîâà [17]. Â íåé ìåòîäîì
óñðåäíåíèÿ ðåøåíà çàäà÷à î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñòàáèëè-
çàöèè ñðåäíèõ ïî âðåìåíè t îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé u0(x):

lim
t→+∞

1

t

t∫
0

u(x, τ)dτ = 0,

ãäå ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íûì ïî x â EN .

Â ðàáîòå Ñ. Ä. Ýéäåëüìàíà [62] èçó÷åíû âîïðîñû î ñòàáèëèçàöèè, ò.å.
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ðåøåíèÿ

lim
t→+∞

u(x, t) = 0

çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû óðàâíåíèé
ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò t. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíàÿ
âåêòîð ôóíêöèÿ u0(x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â ïðîñòðàíñòâå EN . Îòâåò çà-
ïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðåäåëà [65] óãëîâûõ ïðåäåëüíûõ ñðåäíèõ âåêòîð ôóíêöèè
u0(x), ëèáî â òåðìèíàõ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åñêèõ ñðåäíèõ ðàâíîìåðíî ïî x
â EN , à òàêæå â âèäå ïðåäåëüíûõ ñðåäíèõ ïî êóáàì Kx

R ñî ñòîðîíàìè, ðàâíû-
ìè 2R, è ñ öåíòðîì â òî÷êå x. Äîêàçûâàåòñÿ â [64], ÷òî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ðàâíîìåðíîãî ïî x â EN ïðåäåëà ïðè R → +∞ ñðåäíèõ ïî êóáàì Kx

R âëå÷åò
çà ñîáîé ñòàáèëèçàöèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïàðàáîëè÷åñêèõ ïî È. Ã. Ïåòðîâ-
ñêîìó óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ëèáî ïîñòîÿííû, ëèáî çàâèñÿò îò
t.

Â ðàáîòå [49] èçó÷àþòñÿ ïðîöåññû ñ îáîñòðåíèåì äëÿ ðåøåíèé êâàçèëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.
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Â [50] ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé äëÿ ðÿäà çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è îáîñíîâûâàþòñÿ ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.

Êíèãà [25] ïîñâÿùåíà ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè è
êðàåâûõ çàäà÷ ìåòîäàìè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Êíèãà [55] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäðîáíîå ðóêîâîäñòâî ïî ðåøåíèþ êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ó÷åáíèê [40] ÿâëÿåòñÿ ñîâðåìåííûì ó÷åáíèêîì ïî òåîðèè óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Êíèãà æå [4] ÿâëÿåòñÿ ñàìûì èçâåñòíûì ïîñîáèåì ïî
óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

Îòìåòèì òàêæå ïîñîáèå [61], êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîíñïåêòîì ëåêöèè ïî óðàâ-
íåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ÓÌÔ), ÷èòàâøèõñÿ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëü-
òåòå ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.

Êíèãà [38] ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðóêîâîäñòâîì ïî ïðåïîäàâàíèþ ÓÌÔ, èñ-
ïîëüçóþùèì îáîáùåííûå ðåøåíèÿ. Êíèãà æå [3] ñëóæèò îñíîâíûì ó÷åáíèêîì
ïî ðåøåíèþ ÓÌÔ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíîé òåõíèêè ðåøåíèé. Ó÷åáíè-
êè [56], [57] ñëóæàò îñíîâíûì ðóêîâîäñòâîì ïî ðåøåíèÿì ÓÌÔ.

Îñîáî îòìåòèì ó÷åáíèê [51] Â. À. Ñòåêëîâà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì
ðóêîâîäñòâîì ïî êëàññè÷åñêèì ìåòîäàì ÓÌÔ. Ó÷åáíèê [2] äàåò ðåøåíèÿ îñ-
íîâíûõ çàäà÷ ÓÌÔ. Òàêæå êëàññè÷åñêèé ó÷åáíèê [1] äàåò ðàçâåðíóòîå ïðåä-
ñòàâëåíèå î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ÓÌÔ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Â êíèãå [54] ïðèâåäåíû ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé Âîëü-
òåððà è Ôðåäãîëüìà êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Ïåðå÷èñëèì òàêæå íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ ïîñîáèé, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ
èñïîëüçóåìûìè ìåòîäàìè. Òàê êíèãà [48] ÿâëÿåòñÿ ñîâðåìåííûì ó÷åáíèêîì
ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. Â êíèãå [6] Äæ. Ãîëäñòåéíà äàþòñÿ ìåòîäû
ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ òåîðèè ãðóïï. Ïîñîáèå [43] ÿâëÿ-
åòñÿ î÷åíü ïîäðîáíûì ó÷åáíèêîì ïî òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Îòìåòèì òàêæå êíèãó [53] Ô.Òðèêîìè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ó÷åáíûì ïîñîáè-
åì ïî óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Êíèãà [39] ÿâëÿåòñÿ ñîâðåìåííûì
ó÷åáíèêîì ïî òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. À âîò [30] è [60] �
îäíè èç ïåðâûõ ñòàòåé ïî àñèìïòîòèêå ïðè t → ∞ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [32] èçó÷åíî ýðãîäè÷åñêîå
ñâîéñòâî íåîäíîðîäíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ.

Óïîìÿíåì òàêæå ñòàòüþ [26], â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ñòàáèëè-
çàöèè çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ. Â
[28] èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ïðè áîëüøîì âðåìåíè t → +∞ ðåøåíèé ïàðàáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìëàäøèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â ñòàòüå [46] ïîëó÷åí êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñòàáèëèçàöèè çàäà÷è Êîøè
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äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñòàòüÿ [29] âïåðâûå ïîñâÿùåíà àñèìïòîòèêå
ïðè áîëüøîì âðåìåíè t ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
ðàñòóùèìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â [67], [72] óñòàíîâëåíà ãåëüäåðîâîñòü ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ïàðà-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Âïåðâûå èçó÷åíû â ñòàòüå [66] ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äèññèïàòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â ñòàòüå [41] ïîëó÷åíî óñëîâèå î ðàâíîìåðíîé ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ ïåð-
âîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Â [8] ïîëó÷åíî óñëî-
âèå î ðàâíîìåðíîé ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ âòîðîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Øèðîêî èçâåñòíàÿ êíèãà [5] ÿâëÿåòñÿ ó÷åáíèêîì ïî ýëëèïòè÷åñêèì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà, à [58] � ó÷åáíèê ïî îáûêíîâåí-
íûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ïîïóëÿðíûé êóðñ [36] èçó÷àåò óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýëëèïòè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ.

Èòàê, íàïîìíèì, ÷òî íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðî-
ñîâ î íåëîêàëüíîì ïîâåäåíèè (ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè t) ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåì óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ïîâåäåíèÿ ïðè áîëüøèõ t ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà-
÷è Êîøè äëÿ èòåðèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ìû èçó÷àåì äâà ñëó÷àÿ:
1) ñèñòåìó ïàðàáîëè÷åñêèõ ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè è áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ.
2) ñèñòåìó ïàðàáîëè÷åñêèõ ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó óðàâíåíèé ñ êîýôôèöè-

åíòàìè, çàâèñÿùèìè îò t è ñîäåðæàùóþ ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû íåíóëåâîãî
ïîðÿäêà.

Êðîìå òîãî, èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ïðè t → +∞ èíòåãðàëà Ïóàññîíà äëÿ
èòåðèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè
t = 0.

Âñå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ðàçâèâàþò òåìàòèêó î
ïîâåäåíèè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè
t → +∞.

Äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó [44] ñè-
ñòåìû ñ ìàòðèöåé A(k1,...,kN ) = Ak

ij, i, j = 1, ...,m, k = (k1, ..., kN).
Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñ íåèçâåñòíûìè u1, ..., um)
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∂ui
∂t

=
m∑
j=1

∑
0⩽k1+...+kN⩽2b, b∈N

Ak
ij(t, x1, ..., xN)(−i)|k|

∂kuj

∂xk11 ...∂x
kN
N

+

+Fi(t, x1, ..., xN) (i = 1, ...,m)

íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó â òî÷êå t(0), x
(0)
1 , ..., x

(0)
N ∈

EN+1, ãäå EN+1 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N+1, åñëè ïðè ëþáûõ
äåéñòâèòåëüíûõ α1, ..., αN , ñóììà êâàäðàòîâ êîòîðûõ ðàâíà 1, âñå êîðíè λ =

λ1, ..., λN àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî λ

det

( ∑
k1+...+kN=2b

(−i)|k|Ak(t(0), x
(0)
1 , ..., x

(0)
N )αk1

1 ...αkN
N − λE

)
= 0

èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðà N ×N .

Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì êîððåêòíî ïîñòàâëåíà çàäà÷à Êîøè äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ t â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè
íà÷àëüíûìè äàííûìè ïðè t = 0. Êîððåêòíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ òàêæå â êëàññå
ôóíêöèé, âîçðàñòàþùèõ ïðè x1+ ...+xN → ∞ íå áûñòðåå, ÷åì e(x

2
1+···+x2

N ) 2b
2b−1 ,

ãäå 2b � ïîðÿäîê ñèñòåìû.

2 Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïðè t → +∞ ñðåäíèõ ïî âðåìåíè îò ðåøåíèÿ çàäà-
÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñ
îãðàíè÷åííîé âåêòîð ôóíêöèåé u0(x), ò.å.

lim
t→+∞

1

t

t∫
0

u(x, τ)dτ = 0

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Ýòîò âîïðîñ áûë èçó÷åí íàìè â ðàáîòå [20]. Îòìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîñòü
â òåîðåìàõ 1�4 ìû äîêàçûâàåì äàëåå áåç ïðèìåíåíèÿ òàóáåðîâîé òåîðåìû

8



Âèíåðà [59]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷èì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà
ïðè t → +∞ ñðåäíèõ ×åçàðî ïî t îò u(x, t) ïîðÿäêà α:

lim
t→+∞

α + 1

t

t∫
0

(
1− τ

t

)α
u(x, τ)dτ = 0

ðàâíîìåðíî ïî x â EN îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã.
Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ìû èçó÷èì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà êîýôôè-
öèåíòû ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîì ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîñòîÿííû,
à çàòåì ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû çàâèñÿò îò t.

Â íà÷àëå ïåðâîé ãëàâû íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû ðàññìîòðèì [20], [1�A] áîëåå
ïðîñòîé ñëó÷àé ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, áåç ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ:

∂u

∂t
=
∑
|k|=2b

AkD
ku, x ∈ EN , t > 0, (1)

ãäå Ak � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðàm×m, èìåþò ïîñòîÿííûå êîýôôèöè-
åíòû, è äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) âûïîëíÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè t = 0:

u(x, 0) = u0(x), x ∈ EN , (2)

ãäå

u0(x) = (u10(x), ..., u
m
0 (x)) (3)

� çàäàííàÿ îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â EN âåêòîð ôóíêöèÿ (âåðõíèé
èíäåêñ â (3) îáîçíà÷àåò íîìåð êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè u0(x)), çäåñü Dk

îçíà÷àåò

(−i)k
∂k

∂xk11 ...∂x
kN
N

,

k = k1 + k2 + ...+ kN .
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Â ðàáîòå [62] Ñ. Ä. Ýéäåëüìàí äîêàçàë, ÷òî äëÿ ìàòðèöû Ãðèíà (ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ) ñèñòåìû (1)

G(x, t) =
1

(2π)N

∫
EN

exp
[
i(x, y)− t

∑
|k|=2b

Aky
k1
1 yk22 ...ykNN

]
dy (4)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∣∣∣ ∂kG(x, t)

∂xk11 ...∂x
kN
N

∣∣∣ < C1t
−N+k

2b exp
[
− C2(|x|t−

1
2b )

q
]
, (5)

ãäå
(x, y) = (x1y1 + ...+ xNyN), |x| = [x21 + ...+ x2N ]

1/2
,

q =
2b

2b− 1
, C1 > 0, C2 > 0.

Õîðîøî èçâåñòíî [63], [65], ÷òî â êëàññå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (1), (2), ïîñòðîåííîå ïî îãðàíè÷åííîé íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè u0(x)

ïðåäñòàâèìî â âèäå èíòåãðàëà Ïóàññîíà:

u(x, t) =

∫
EN

G(x− ξ, t)u0(ξ)dξ, (6)

dξ = dξ1dξ2...dξN .

Òàê êàê åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1) äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òî îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî∫

EN

G(x− ξ, t)dξ = E. (7)

Äàëåå ìû ñôîðìóëèðóåì (ñì. [20]) îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðåøåíèé ïà-
ðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû (1), (2), à çàòåì ïåðåíåñåì ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû
ñ ìëàäøèìè êîýôôèöèåíòàìè, âèäà
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∂u

∂t
=

∑
1⩽|k|⩽2b

Ak(t)D
ku, x ∈ EN , t > 0, (8)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ EN , (9)

è â êîòîðûõ Ak(t) � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðà m × m, ýëåìåíòû êîòî-
ðîé çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè t, u0(x) � îãðàíè÷åííàÿ íà÷àëüíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ î ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (1), (2) îñòàþòñÿ â ñèëå
è äëÿ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû óðàâíåíèé (8),
(9) äëÿ ìàòðèöû Ãðèíà, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû îöåíêè [65]:

|DmG(x, t)| ⩽ Cma(t)
−N−m exp[−C(|x|a−1(t))

q
], (10)

ãäå a(t) → +∞ ïðè t → +∞ (ñì. [8]),

q =
2b

2b− 1
, Cm > 0, C > 0.

Îá ýòîì ìû ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ â ðàçäåëå 1.4 ãëàâû 1.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (1), (2)
íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä îïðåäåëåíèé, êîòîðûå áóäóò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ â
äàëüíåéøåì è äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (8), (9).

Áóäóò èçó÷àòüñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðå-
äåëà ñðåäíèõ ïî âðåìåíè t îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2)

lim
t→+∞

1

t

t∫
0

u(x, τ)dτ = 0 (11)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Çàìå÷àíèå. Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (11) áûëè âïåðâûå èçó÷åíû
â ðàáîòå [20].

Áóäóò òàêæå èçó÷àòüñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïðåäåëà ïðè t → +∞, ñðåäíèõ ×åçàðî ïî t ïîðÿäêà α ⩾ 0 îò ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (1), (2)
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lim
t→+∞

α + 1

t

t∫
0

(1− τ

t
)
α
u(x, τ)dτ = 0 (12)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ðàçëè÷íûõ óñðåäíåíèé íà÷àëüíîé âåêòîð ôóíê-
öèè u0(x).

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ u0(x)

èìååò ðàâíîìåðíûå ïðåäåëüíûå ñðåäíèå, ðàâíûå âåêòîðó ñ íóëåâûìè êîìïî-
íåíòàìè, ïî êóáàì Kx

R, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0, è âñÿêîãî êóáà Kx
R ñî ñòîðîíîé

ðàâíîé 2R, è öåíòðîì â òî÷êå x, x = (x1, . . . , xN), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣∣
1

(2R)N

∫
Kx

R

u0(y)dx

∣∣∣∣∣∣∣ < ε (13)

ïðè âñåõ R > R0 è âñåõ x â EN .
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå, ÷òî ñðåäíèå (11) (èëè (12)), ïî âðåìåíè t îò u(x, t)

ðàâíû íóëþ, íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì îáùíîñòè, òàê êàê âñåãäà ìîæíî, åñëè
u(x, t) → l, t → ∞, ãäå l ̸= 0, çàìåíèòü u(x, t) íà u(x, t)−−l, è òîãäà, â ñèëó
ëèíåéíîñòè ïðåäåëîâ (11), (12) ïîëó÷èì, ÷òî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå (11) èëè
(12) ðàâíî 0 = (0, ..., 0) ∈ Em.

Àíàëîãè÷íî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ê ïðåäåëó ñðåäíèõ îò u0(x) ïî êóáàì
Kx

R.
Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u0(x)

èìååò ðàâíîìåðíûå ïðåäåëüíûå ñðåäíèå ïî øàðàì

Bx
R =

(
y : |x− y| ≤ R

)
ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà R, åñëè ñóùåñòâóåò íóëåâîé ïðåäåë øàðîâûõ
ñðåäíèõ (14) âåêòîð ôóíêöèè u0(x), ïðè R → ∞, ðàâíîìåðíî ïî x â EN , ò.å.
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò R0(ε) > 0, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ R > R0(ε) è âñåõ
x èç EN ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣∣

N

wNRN

∫
Bx

R

u0(y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ < ε, (14)
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ãäå

wN =
2πN/2

Γ(N2 )

� ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèóñà îäèí â EN ,

wNR
N

N

� îáúåì øàðà ðàäèóñà R â EN .
Ñôîðìóëèðóåì ðÿä ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 1. Åñëè íà÷àëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðå-

ðûâíà â EN , òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë (11) ñðåäíèõ ïî

âðåìåíè t îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ðàâíîìåðíî ïî x â EN , íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2)

lim
t→+∞

u(x, t) = 0, (15)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Òåîðåìà 1 âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà â [20].

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà (òåîðåìà 4) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñðåäíèõ ×åçàðî (12)
ïîðÿäêà α ïî t îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1), (2).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðå-

ðûâíà â EN , α ⩾ 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë

(12) ñðåäíèõ ïî t ×åçàðî ïîðÿäêà α ⩾ 0 îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ðàâíîìåð-

íî ïî x â EN , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (1),

(2) ñòàáèëèçèðîâàëîñü ê íóëþ, ò.å. ñóùåñòâîâàë ïðåäåë (15) ðàâíîìåðíî ïî

x â EN .

Ïðè α = 0 òåîðåìà 2 ïåðåõîäèò â òåîðåìó 1.

Òåîðåìû 1 è 2 âìåñòå äàþò êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ (11) è (12)
â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (15) ñàìîãî ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (1),
(2).

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûðàçèòü êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ (11) è
(12) â òåðìèíàõ ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñðåäíèõ îò íà÷àëüíîé âåêòîð ôóíêöèè
u0(x) .

Òåîðåìà 3. Åñëè íà÷àëüíàÿ âåêòîð � ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðå-

ðûâíà â EN , òîãäà, äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ðàâíîìåðíûé ïî x â EN
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ïðåäåë (12) ñðåäíèõ ×åçàðî ïîðÿäêà α ⩾ 0 îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà÷àëüíàÿ âåêòîð � ôóíêöèÿ u0(x) èìåëà ïðå-

äåë (13) ñðåäíèõ ïî êóáàì Kx
R, ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Òåîðåìà 4. Åñëè íà÷àëüíàÿ âåêòîð � ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðå-

ðûâíà â EN , òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ðàâíîìåðíûé ïî x â EN

ïðåäåë (12) ñðåäíèõ ×åçàðî ïîðÿäêà α > 0 îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà÷àëüíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ u0(x) èìåëà ïðåäåë

(14) ñðåäíèõ ïî øàðàì Bx
R ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Òåîðåìû 1 è 2 äàþò êðèòåðèé ñòàáèëèçàöèè ñðåäíèõ ïî âðåìåíè (11) è
ñðåäíèõ ïî âðåìåíè (12) â òåðìèíàõ ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è
(1), (2), ò.å. ïðåäåëà (14).

Òåîðåìà 3 äàåò èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå ïðîáëåìû ðàâíîìåðíîé ïî x â
EN ñòàáèëèçàöèè ñðåäíèõ ×åçàðî (12) îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) â òåðìèíàõ
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (13) ñðåäíèõ ïî êóáàìKx

R íà÷àëüíîé âåêòîð ôóíêöèè
u0(x), ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Òåîðåìà 4 äàåò èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå ïðîáëåìû ðàâíîìåðíîé ïî x â
EN ñòàáèëèçàöèè ñðåäíèõ ×åçàðî ïî t ïîðÿäêà α îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2)
â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (14) øàðîâûõ ñðåäíèõ íà÷àëüíîé âåêòîð
� ôóíêöèè u0(x), ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Ýòè ðåçóëüòàòû ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ñèñòåìû ïàðàáîëè÷åñêèõ ïî È. Ã.
Ïåòðîâñêîìó óðàâíåíèé (8), (9).

Â ãëàâå 2 èçó÷àåòñÿ âîïðîñû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ïðè t → ∞
ðåøåíèÿ èòåðèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ïóñòü x = (x1, ..., xN) òî÷êà N -ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà EN .
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ â EN+1.

(t ⩾ 0) = ((x, t) : x ∈ EN , t ⩾ 0),

(t > 0) = ((x, t) : x ∈ EN , t > 0).

Ïóñòü ñèìâîë Ω îáîçíà÷àåò îïåðàòîð òåïëîïðîâîäíîñòè

Ω =

(
∆− ∂

∂t

)
, ãäå ∆ =

N∑
k=1

∂2

∂x2k
� îïåðàòîð Ëàïëàñà â EN .

Ñèìâîë Ω(p), ãäå p ∈ N, p ⩾ 2 � îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò p-êðàòíîãî ïîâòîð-
íîãî ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Ω ê ôóíêöèè u(x, t) èç êëàññà C2p,p(t > 0), ãäå
C2p,p(t > 0) � êëàññ ôóíêöèé u(x, t), èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî
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x äî ïîðÿäêà 2p âêëþ÷èòåëüíî è íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî t äî ïîðÿä-
êà p âêëþ÷èòåëüíî â (t > 0) (ñì. [71], c. 266). Ñ÷èòàåì, ÷òî íóëåâàÿ ñòåïåíü
îïåðàòîðà Ω ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì:

Ω(0)u ≡ u â (t > 0).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ôóíêöèè u(x, t) èç êëàññà C2p,p(t > 0)

òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî èòåðèðîâàííîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Ω(p)u(x, t) = 0 â (t > 0), p ⩾ 2, p ∈ N, (16)

è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ïðè t = 0

u(x, t)
∣∣∣
t=0

= f0(x),Ω
(k)u(x, t)|t=0 = fk(x), k = 1, 2, ..., p− 1, (17)

ãäå fk(x), k = 0, 2, ..., p− 1, � çàäàííûå ôóíêöèè èç êëàññà C(EN), äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ À. Í. Òèõîíîâà [77], äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå C(ε) > 0 , ÷òî ïðè âñåõ x èç EN ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|fk(x)| < C(ε)eε|x|
2

, k = 0, 2, ..., p− 1. (18)

Èòåðèðîâàííîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè âïåðâûå èçó÷åíî â ðàáîòå
([71], ñ. 243�332), ãäå óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ ñóùå-
ñòâóåò è åäèíñòâåííî ðåøåíèå çàäà÷è (16), (17), ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ôîð-
ìóëà (îáîáùåííàÿ ôîðìóëà Ïóàññîíà [71], ñ. 264�268):

u(x, t) =
1

(2
√
π
√
t)

N

∫
EN

e−
r2

4tF (y, t)dy, (19)

ãäå

F (x, t) = f0(x)−
t

1
f1(x) + ...+

(−1)p−1tp−1

(p− 1)!
fp−1(x), r

2 = |x− y|2. (20)

Èñïîëüçóåì äàëåå îáîçíà÷åíèå ul(x, t) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé fl(x):

Ωul(x, t) = 0, ul(x, 0) = fl(x), l = 0, ..., p− 1, (21)

è çàïèøåì ðåøåíèå çàäà÷è (16), (17) â âèäå

u(x, t) =

p−1∑
l=0

(−1)l

l!
tlul(x, t). (22)
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Åñëè â ôîðìóëàõ (21) ôóíêöèè fl(x) (l = 0, ..., p − 1) ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè-
÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â EN , ò.å. fl(x) ∈ C(2)(EN) è

∆fl(x) = 0, x ∈ EN ,

òî, êàê ëåãêî âèäåòü, ðåøåíèå çàäà÷è (16), (17) èìååò âèä

u(x, t) =

p−1∑
l=0

tl

l!
fl(x)(−1)l. (23)

ßñíî,÷òî äëÿ ðåøåíèÿ (23) çàäà÷è (16), (17) ñòàáèëèçàöèÿ

lim
t→∞

u(x, t)

íå èìååò ìåñòà.
Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ñòàáèëèçàöèè íå ñàìîãî ðåøåíèÿ

u(x, t) çàäà÷è (16), (17), à èçó÷åíèå ðàâíîñòàáèëèçàöèè, ò.å. ñòàáèëèçàöèè ê
íóëþ ðàçíîñòè

lim
t→∞

[u(x, t)− V (x, t, α)] = 0 (24)

äëÿ íåêîòîðîé ïîäîáðàííîé ôóíêöèè V (x, t, α).
Ïðè ôèêñèðîâàííûõ x èç EN ðàññìîòðèì øàðîâûå ñðåäíèå Ðèññà [18]

ïîðÿäêà α ⩾ 0 îò ôóíêöèè φ(x) ∈ C(E):

Sα
Rφ0(x) =

C

RN

∫
r⩽R

(
1− r2

R2

)α

φ(y)dy, (25)

ãäå

C =
2

wNB(N/2, α+ 1)
, wN =

2πN/2

Γ(N/2)
. (26)

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ x ∈ EN , t > 0, α ⩾ 0 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

V (x, t, α) =

p−1∑
l=0

(−1)l

l!
tlSα

2
√
t
√
α
fl(x) =

=
2

B(N/2, α+ 1)αN/2wN

∫
|σ|⩽

√
α

(
1− |σ|2

α

)α p−1∑
l=0

(−1)ltl

l!
fl(x+ 2

√
tσ)dσ = (27)

=
C

αN/2

∫
|α|⩽1

(
1− |σ|2

α

)α
F (x+ 2

√
tσ, t)dσ,
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ãäå F � ôóíêöèÿ (20).
Ñîâåðøàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëàì

yk = xk + 2
√
tσ, k = 1, ..., N,

ïðåäñòàâèì ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (16), (17) â âèäå

u(x, t) =
1

πN/2

∫
EN

e−|σ|2
[ p−1∑

l=0

(−1)l

l!
tlfl(x+ 2

√
tσ)
]
dσ. (28)

Ïóñòü âñå íà÷àëüíûå ôóíêöèè fl(x), l = 0, ..., p − 1, (17) èìåþò íà áåñêî-
íå÷íîñòè íå áîëåå ÷åì ñòåïåííîé ðîñò, ò.å.

|fl(x)| ⩽ M(1 + |x|m),m > 0,M > 0. (29)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [21], [22], [2�A].
Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå ðîñòà (29) äëÿ ôóíêöèé fl(x), l =

0, ..., l − 1, è

α(t) = tm+p−1, (30)

ãäå α(t) � ïîðÿäîê ñðåäíèõ Ðèññà (27), p � ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (1), m � ñòå-

ïåíü ðîñòà â îöåíêå (29), òîãäà ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (16), (17) è ôóíê-

öèÿ v(x, t, α(t)), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (27), ðàâíîñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè

t → ∞ ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â EN ñî ñêîðîñòüþ, íå

ìåíüøå, ÷åì t−m/2, ò.å.

sup
K

|u(x, t)− V (x, t, α(t)| ⩽ Ct−
m
2 . (31)

Ýòà òåîðåìà äàåò óòâåðæäåíèå î ñòàáèëèçàöèè ôóíêöèè V (x, t, α(t)), åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ñòàáèëèçèðóåòñÿ ðåøåíèå u(x, t) äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (17).

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ñêîðîñòü ðàâíîñòàáèëèçàöèè (31) ÿâëÿåò-
ñÿ òî÷íîé ïî ïîðÿäêó t−m/2.

Â ðàçäåëå 2 ãëàâû 2 ìû èçó÷èì ïîâåäåíèå ïðè t → +∞ ðåøåíèé u(x, t)

äëÿ äðóãîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè äëÿ èòåðèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè.

Ïóñòü êàê è âûøå Ω = ∆ − ∂/∂t � îïåðàòîð òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñèìâîë
Ω(p)u, p ∈ N, p ⩾ 2, îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò p-êðàòíîãî ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ
îïåðàòîðà Ω ê ôóíêöèè u(x, t) èç êëàññà C2p,p(t > 0) (ñì. [71], N.Nicolescu,
ñ. 257�264).
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèè u(x, t) èç C2p,p(t > 0), äëÿ êîòîðîé
ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

Ω(p)u(x, t) = 0 â (t > 0) (32)

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

u(x, 0) = φ0(x),
∂iu

∂ti
(x, 0) = φi(x), x ∈ EN (i = 1, ..., p− 1), (33)

ãäå ôóíêöèè φ0(x), φ1(x), ..., φp−1(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1)φ(k)
i (x) k = 1, ..., p− 1) èç êëàññà C2(p−k−1)(EN);

2) ñóùåñòâóþò äâå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå M è K, äëÿ êîòîðûõ
|φ(k)

i (x)| < M exp(K|x|2), i = 0, 1, ..., p− 2, k = 0, 1, ..., p− 1.

Â ðàáîòå [71] (M.Nicolescu) áûëè èçó÷åíû ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(32), â ÷àñòíîñòè, áûëî óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè (32), (33) è ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé çàäà÷è

u(x, t) =

p−1∑
l=0

tl

l!

l∑
k=0

(−1)kCk
l

∂kul−k(x, t)

∂tk
, (34)

ãäå

Ck
l =

l!

k!(l − k)!
,

ul(x, t) =
1

(2
√
π
√
t)

N

∫
EN

φl(y)e
− |x−y|2

4t dy, (35)

|x− y| =
[∑N

k=0 (xk − yk)
2
]1/2

� ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ωul(x, t) = 0, â (t > 0), ul(x, 0) = φl(x), x ∈ EN . (36)

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñòàáèëèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè (32), (33) ïðè p ⩾ 2. Êîíå÷íî ýòî ñâîéñòâî ðåøåíèÿ çàäà÷è (32), (33)
íå ìîæåò áûòü òàêèì, êàê è äëÿ ðåøåíèÿ (35) çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèè φi(x) ∈ C2(EN) è ãàðìîíè÷íû â EN , ò.å.

∆φi(x) = 0 (i = 0, 1, ..., p− 1),

òî ðåøåíèå çàäà÷è (32), (33) èìååò âèä

u(x, t) =

p−1∑
i=1

ti

i!
φi(x).

ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (32), (33) íå èìååò
ìåñòà, íî ïðè ýòîì ó âñåõ φi(x) (i = 0, ..., p−1) ñóùåñòâóþò ïðåäåëû øàðîâûõ
ñðåäíèõ

lim
R→∞

Sα
Rφi(x) = φi(x),

â ñèëó ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè φi(x).
Ïîýòîìó áóäåì èçó÷àòü ñòàáèëèçàöèþ íå ñàìîãî ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è

(32), (33), à ñòàáèëèçàöèþ íåêîòîðîãî óñðåäíåíèÿ u(x, t) ïî âðåìåíè t.
Ïðè R > 0, x ∈ EN , ðàññìîòðèì øàðîâûå ñðåäíèå Ðèññà ïîðÿäêà α ⩾ 0

ôóíêöèè φi(x):

Sα
Rφi(x) =

2

wNB(N/2, α+ 1)RN

∫
r⩽R

(
1− r2

R2

)α
φi(y)dy. (37)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β ⩾ p − 1, ãäå p � ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (32), è ââåäåì
ñëåäóþùèå óñðåäíåíèÿ òèïà Ðèññà ïî âðåìåíè t ïîðÿäêà β îò ðåøåíèÿ u(x, t)

çàäà÷è (32), (33):

S(x, t, β, u) =
2

B(p2 , β + 1)tp

t∫
0

( ∂

∂τ

)p−1[
τ p−1(1− τ 2

t2
)β
]
u(x, τ)dτ. (38)

Èíòåãðèðóÿ p− 1 ðàç ïî ÷àñòÿì â (38), ïîëó÷èì:

S(x, t, β, u) =
2

B(p2 , β + 1)tp

t∫
0

τ p−1
(
1− τ 2

t2

)β
×

×
[∂p−1u(x, t)

∂τ p−1

]
dτ. (39)

Òåîðåìà. Ïóñòü β ⩾ p − 1 è ôóíêöèè φl(x) (l = 0, 1, ..., p − 1) èìåþò

ïðåäåëû øàðîâûõ ñðåäíèõ Ðèññà (37) ïîðÿäêîâ αl ⩾ 0, l = 0, ..., p− 1,

lim
R→∞

Sαl

R φl(x) = Al(x) (l = 0, 1, ..., p− 1) (50)
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ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòå K â EN .

Òîãäà ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (32), (33) èìååò ïðåäåë ñðåäíèõ òèïà Ðèññà

(39) ïî t ïîðÿäêà β ⩾ p− 1

lim
t→∞

S(x, t, β, φ) = Ap−1(x)

ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòå K â EN , ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→∞

[S(x, t, β, φ)− up−1(x, t)] = 0

ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòå K â EN .
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ÃËÀÂÀ 1
ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎ È. Ã. ÏÅÒÐÎÂÑÊÎÌÓ

ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ. ÂÎÏÐÎÑÛ
ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ ÑÐÅÄÍÈÕ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈ

1.1 Îñíîâíûå îöåíêè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ. Î
ñðåäíèõ ×åçàðî îò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), (2)

Â ýòîé ãëàâå â íà÷àëå áóäåò èçó÷åíî ïîâåäåíèå ïðè t → ∞ ðåøåíèé è èõ
óñðåäíåíèé ïî t äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû óðàâíåíèé
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè [68]

∂u(x, t)

∂t
=
∑
|k|=2b

AkD
ku(x, t), x ∈ EN , t > 0, (1)

óäîâëåòâîðÿþùåé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x, 0) = u0(x), x èç EN . (2)

Çäåñü, êàê è âûøå,

Dk = (−i)k
∂k

∂xk11 ∂x
k2
2 ...∂x

kN
N

, k = k1 + k2 + ...+ kN ,

Ak � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m×m ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïóñòü íà÷àëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

u0(x) = (u10(x), u
2
0(x), ..., u

m
0 (x))

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è íåïðåðûâíîé â EN . Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî

|ui0(x)| < 1, i = 1, ...,m. (3)

Âåðõíèé èíäåêñ i îáîçíà÷àåò íîìåð i êîìïîíåíòû âåêòîðà u0(x) .
Ñ. Ä. Ýéäåëüìàí â [62] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (ìàò-

ðèöà Ãðèíà) G(x, t) ñèñòåìû (1)

G(x, t) = (2π)−N

∫
EN

exp
[
i(x, y)− t

∑
|k|=2b

Aky
k1
1 , ..., ykNN

]
dy (4)
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ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∣∣∣ ∂kG(x, t)

∂xk11 ∂x
k2
2 ...∂x

kN
N

∣∣∣ <
< C1t

−N+k
2b exp

(
−C2

( |x|
t1/2b

)q)
, k = k1 + k2 + ...+ kN , (5)

ãäå
(x, y) = x1y1 + x2y2 + ...+ xNyN , |x| = (x11 + x22 + ...+ xNN)

1/2
,

q =
2b

2b− 1
, C1 > 0, C2 > 0.

Åñëè íà÷àëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

u0(x) = (u10(x), u
2
0(x), ..., u

m
0 (x))

îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà â EN , òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (2) ñóùåñòâóåò,
åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâèìî â âèäå èíòåãðàëà Ïóàññîíà [64]

u(x, t) =

∫
EN

G(x− σ, t)u0(σ)dσ, (6)

ãäå
dσ = dσ1, dσ2, ..., dσN .

Òàê êàê åäèíèíè÷íàÿ ìàòðèöà E óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1), òî î÷åâèäíî
ðàâåíñòâî ∫

EN

G(x− σ, t)dσ = E.

Èçó÷èì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà ïðè t → +∞ ñðåäíèõ ×åçàðî ïî
t ïîðÿäêà α ⩾ 0 îò ðåøåíèÿ u(x, t) ñèñòåìû (1), (2):

lim
t→+∞

α + 1

t

t∫
0

(
1− τ

t

)α
u(x, τ)dτ = 0 (7)

ðàâíîìåðíî ïî x âî âñåì EN .

Çàìå÷àíèå. Ñðåäíèå ×åçàðî ïî t ïîðÿäêà α ⩾ 0 îò u(x, t) ÿâëÿþòñÿ
ðåãóëÿðíûì ìåòîäîì ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ (ñì. [59]).

Èçó÷åíèå òàêèõ ñðåäíèõ ïî âðåìåíè t èìååò ñìûñë, òàê êàê:
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1. Ýòîò ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì îáûêíîâåííàÿ
ñõîäèìîñòü, íàïðèìåð, ïðåäåë

lim
t→+∞

t∫
0

sinλτdτ, λ > 0,

íå ñóùåñòâóåò, òîãäà êàê ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→+∞

t∫
0

(
1− τ

t

)
sinλτdτ =

= lim
t→+∞

(1
λ
− sinλt

tλ2

)
=

1

λ
> 0.

2. Ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ×åçàðî ñîãëàñîâàí ñ îáû÷íîé ñõîäèìîñòüþ, â òîì
ñìûñëå, ÷òî, åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òî îí ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìûì ìåòîäîì
×åçàðî (C, α) è, ïðèòîì, ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó (ñì. [59], c. 142�145).

Åñëè ðåøåíèå u(x, t) ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì ×åçàðî (C, α) ïî t, ãäå α ⩾ 0,
òî u(x, t) ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì ×åçàðî (C, β) ïî t äëÿ âñåõ β > α, ê òîìó æå
ñàìîìó çíà÷åíèþ.

Ýòè ïðîñòåéøèå, î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ ×åçàðî õîðî-
øî èçâåñòíû (ñì. [59]).

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíàÿ âåêòîð � ôóíêöèÿ
u0(x), |u0| < 1 îãðàíè÷åíà â EN , òî îãðàíè÷åííûì ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèå u(x, t)
ñèñòåìû (1), (2).

Ðàâíîìåðíûé ïðåäåë (7) îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé u(x, t) òîæå ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííîé âåêòîð-ôóíêöèåé, òîãäà, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷è-
òàòü äàëåå, ÷òî ïðåäåë (7) ðàâåí 0, èáî, åñëè ïðåäåë (7) ðàâåí B,B ̸= 0, òî
âñåãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàçíîñòü u(x, t) − B, äëÿ êîòîðîé èç ëèíåéíîñòè
ïðåäåëà (7) âûòåêàåò, ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü B = 0.
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1.2 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàáîëè-
÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû óðàâíåíèé
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Òåîðåìà 1. Åñëè íà÷àëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðå-

ðûâíà â EN , òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë ñðåäíèõ ïî âðåìåíè

îò ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (1), (2), (ñì. [20], [21])

lim
t→+∞

1

t

t∫
0

u(x, τ)dτ = 0 (8)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðåøåíèå u(x, t)

çàäà÷è (1), (2) ñòàáèëèçèðîâàëîñü ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî x â EN , ò.å. ñó-

ùåñòâîâàë ïðåäåë

lim
t→+∞

u(x, t) = 0 (9)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Òåîðåìà 2. Åñëè íà÷àëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðå-

ðûâíà â EN , α ⩾ 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë íóëå-

âîé ïðåäåë (7) ñðåäíèõ ×åçàðî ïîðÿäêà α ⩾ 0 ïî t îò ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è

(1), (2) ðàâíîìåðíî ïî x â EN , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðåøåíèå

u(x, t) çàäà÷è (1), (2) ñòàáèëèçèðîâàëîñü ê íóëþ, ò.å. ñóùåñòâîâàë ïðåäåë

(9) ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Ïðè α = 0 òåîðåìà 2 ïåðåõîäèò â òåîðåìó 1.

Òåîðåìà 1 è 2 âïåðâûå äàþò êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ (7) è (8)
ðàâíîìåðíî ïî x â EN â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíîé â EN ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ
u(x, t) çàäà÷è (1), (2), ò.å. â òåðìèíàõ ïðåäåëà (9).

Òåîðåìà 1 âïåðâûå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå [20].

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûðàçèòü êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ (7) è
(8) â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ ðàçëè÷íûõ ñðåäíèõ îò íà÷àëüíîé
âåêòîð ôóíêöèè u0(x).

Ñ ýòîé öåëüþ ìû ðàññìîòðèì äâà ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäà óñðåä-
íåíèÿ íà÷àëüíîé âåêòîð ôóíêöèè u0(x):
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1) ïðåäåëüíîå ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå îò íà÷àëüíîé âåêòîð ôóíêöèè u0(x)

ïî N -ìåðíûì êóáàì Kx
R, ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè 2R è ñ öåíòðîì êóáà â òî÷êå

x , ò.å. ïðåäåë

lim
R→+∞

1

(2R)N

∫
Kx

R

u0(y)dy = 0 (10)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN ;

2) ïðåäåë øàðîâûõ ñðåäíèõ îò âåêòîð ôóíêöèè u0(x):

lim
R→+∞

C1

RN

∫
r⩽R

u0(y)dy = 0, (11)

ãäå

C1 =
N

wN
, wN =

2πN/2

Γ(N/2)
, r = |x− y|, (12)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Òåîðåìà 3. Åñëè âåêòîð ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà â EN ,

òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ðàâíîìåðíî ïî x â EN íóëåâîé ïðåäåë

(7) ñðåäíèõ ×åçàðî ïî t ïîðÿäêà α ⩾ 0 îò ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (1), (2),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà÷àëüíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ u0(x) èìåëà

ðàâíîìåðíîå ïî x â EN ïðåäåëüíîå ñðåäíåå (10) ïî êóáàì Kx
R ñî ñòîðîíîé,

ðàâíîé 2R è ñ öåíòðîì â òî÷êå x, ò.å. åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ

òàêîå R0(ε) > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êóáà Kx
R ñî ñòîðîíîé 2R è ñ öåíòðîì â

òî÷êå x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣∣
1

(2R)N

∫
Kx

R

u0(y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ < ε

ïðè âñåõ x èç EN è âñåõ R > R0(ε).

Òåîðåìà 4. Åñëè íà÷àëüíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðå-

ðûâíà â EN , òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ðàâíîìåðíî ïî x â EN íó-

ëåâîé ïðåäåë (7) ñðåäíèõ ×åçàðî ïî t ïîðÿäêà α > 0 îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),

(2), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà÷àëüíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ u0(x) èìå-

ëà ïðåäåë (11) øàðîâûõ ñðåäíèõ ðàâíîìåðíî ïî x â EN , ò.å. åñëè äëÿ ëþáîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå R0(ε) > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî øàðà Bx
R = (y : |x−y| ⩽ R)
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ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñà R, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣∣
C1

RN

∫
Bx

R

u0(y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ < ε

äëÿ âñåõ x èç EN è âñåõ R > R0(ε).

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1�4 â ñòîðîíó äîñòàòî÷íîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
òåîðåìû àáåëåâà òèïà ([59], c. 189�190), è èõ äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäÿòñÿ ñòàí-
äàðòíûìè ìåòîäàìè. Ýòèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè ìû âîñïîëüçóåìñÿ â äàëüíåé-
øåì.

Òåîðåìû 1�4 â ñòîðîíó íåîáõîäèìîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåîðåìû òàóáå-
ðîâà òèïà ([59], ñ.189-190), Òàóáåðîâûìè óñëîâèÿìè â ýòèõ òåîðåìàõ ÿâëÿþòñÿ
óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè è íåïðåðûâíîñòè â EN íà÷àëüíîé âåêòîð ôóíêöèè
u0(x) è óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïî x â EN ïðåäåëà (7), èëè,
ñîîòâåòñòâåííî (8).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìàõ 1�4 ìû íå èñïîëüçóåì òàó-
áåðîâó òåîðåìó Âèíåðà ([59], c. 352�354).

Çàìå÷àíèå 1. Âìåñòî èçó÷åíèÿ ñðåäíèõ ×åçàðî (7) ïîðÿäêà α ⩾ 0 ïî t îò
ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (1), (2) ìû ìîæåì àíàëîãè÷íî, ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà
âåêòîð ôóíêöèþ u0(x), èçó÷èòü ìåòîä ñòàáèëèçàöèè ñðåäíèõ Ðèññà ïîðÿäêà
α ⩾ 0 ïî t îò u(x, t) [23], [23]:

lim
t→+∞

2

B(1/2, α+ 1)t

t∫
0

(1− τ 2

t2
)
α

u(x, τ)dτ = 0 (13)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN . Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëîãè òåî-
ðåì 1�4, â êîòîðûõ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà (7) ðàâíîìåðíî ïî x â EN ñëåäóåò
çàìåíèòü íà ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíîãî â EN ïðåäåëà (13).

Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íî, âìåñòî ïðåäåëà (7) ñðåäíèõ ×åçàðî îò u(x, t)

ìû ìîæåì ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà íà÷àëüíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ u0(x) èçó÷èòü
ïðîöåññ ñòàáèëèçàöèè ñðåäíèõ Àáåëÿ ïî t îò ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (1), (2):

lim
t→+∞

1

t

∞∫
0

e−
τ
t u(x, τ)dτ = 0 (14)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .
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1.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1�4

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì, ðàññìîòðèì âîïðîñ î
ïðèìåíåíèè îöåíêè (5) èç ââåäåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ðåøåíèÿ u(x, t)

çàäà÷è (1), (2).

Ïðè k = 0 îöåíêà (5) èç ââåäåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

|G(x, t)| < C1t
−N

2b exp

[
−C2

( |x|
t1/2b

)q]
, (15)

ãäå

q =
2b

2b− 1
, q > 0, C2 > 0, C1 > 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (15) ïî ïåðåìåííîé x ∈ EN ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëü-
íîé ôóíêöèåé.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë (6) è ñäåëàåì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ïóàññîíà çàìå-
íó ïåðåìåííûõ

σi = xi + t1/2byi, i = 1, ..., N.

Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî èíòåãðàë (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(x, t) =

∫
EN

G(yt1/2b, t)u0(x+ t1/2by)dy. (16)

Ïðèìåíÿÿ ñïðàâà â ôîðìóëå (16) îöåíêó (15), áóäåì èìåòü:

|u(x, t)| ⩽
∫
EN

|G(yt1/2b, y)||u0(x+ t1/2by)|dy. (17)

Ôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî B è ðàçîáüåì èíòåãðàë (17) íà äâà èí-
òåãðàëà.

Âûáîð ÷èñëà B áóäåò äàëåå óòî÷íåí:

|u(x, t)| ⩽
∫

|y|⩽B

|G(yt1/2b, t)||u0(x+ 2
√
ty)|dy+

+

∫
|y|>B

|G(yt1/2b, t)||u0(x+ t1/2by)|dy = I1 + I2. (18)
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Ôèêñèðóåì ε0 > 0, ïðèìåíèì îöåíêó (15) è, ñ÷èòàÿ ÷èñëî B > 0 äîñòà-
òî÷íî áîëüøèì, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

|I2| ⩽ M1

∫
|y|>B

e−C2|y|qdy <
ε0
8
, (19)

â ñèëó àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà, ãäå

M1 = C1 · sup
EN

|u0(x)|, q =
2b

2b− 1
.

Îöåíèâàÿ èíòåãðàë I1 ñïðàâà â (18), ïîëó÷èì:

|I1| ⩽ M1

∫
|y|⩽B

e−C2|y|qdy ⩽ M1B
N . (20)

Òàêèì ïðè¼ìîì îöåíêè èíòåãðàëà Ïóàññîíà (6) ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â
äàëüíåéøåì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0(x) � îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â EN âåêòîð-
ôóíêöèÿ, è ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (9) ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (1), (2):

lim
t→∞

u(x, t) = 0 (21)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .
Äîêàæåì, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñëåäóþùèõ ñðåäíèõ ïî âðåìåíè t

îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2):

lim
t→∞

1

t

t∫
0

u(x, τ)dτ = 0 (22)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .
Òàê êàê ïðåäåë (21) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïî x â EN , òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò d = d(ε) òàêîå,÷òî ïðè âñåõ t > d ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|u(x, t)| < ε/2 (23)

äëÿ âñåõ x ∈ EN .
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Èç îãðàíè÷åííîñòè u0(x), x ∈ EN , ïîëó÷èì äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è
(1), (2), ïðåäñòàâèìîãî ôîðìóëîé (6), ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|u(x, t)| ⩽ M (24)

äëÿ âñåõ x ∈ EN è âñåõ t > 0.
Ïðåäñòàâèâ èíòåãðàë ñëåâà â (22) â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ, èìååì:

1

t

t∫
0

u(x, τ)dτ =
1

t

d∫
0

u(x, τ)dτ +
1

t

t∫
d

u(x, τ)dτ = K1 +K2, (25)

ãäå 0 < d < t.
Ïóñòü t > d, òîãäà ïîëó÷èì èç (25), (23), (24) ñëåäóþùèå ïðîñòûå íåðà-

âåíñòâà:

|K1| <
M1d

t
, (26)

ãäå
M1 = sup

x∈EN , t>0

|u(x, t)|,

|K2| <
ε

2

t∫
d

<
ε

2

t− d

t
<

ε

2
. (27)

Âûáåðåì òåïåðü t èç óñëîâèÿ

M1d

t
<

ε

2
,

ò.å. èç íåðàâåíñòâà

t >
2M1d

ε
, (28)

òîãäà èç ðàâåíñòâà (25) è íåðàâåíñòâ (26), (27), (28) ïîëó÷èì:

∣∣∣1
t

t∫
0

u(x, τ)dτ
∣∣∣ < ε

2
+

ε

2
= ε

ïðè âñåõ t > 2M1d
ε ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 1 äîêàçàíà.

Íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü u0(x) � îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â EN âåêòîð-ôóíêöèÿ, è ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë (22) ñðåäíèõ ïî âðåìåíè t îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ðàâíî-
ìåðíî ïî x â EN .
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Äîêàæåì, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë (21) ðåøåíèÿ u(x, t) ðàâíîìåðíî
ïî x â EN .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (1), (2) íå èìååò
ðàâíîìåðíîãî â EN ïðåäåëà (21). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε0 > 0

è ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ tk, k = 1, 2, ... íàéäóòñÿ t > tk è òàêèå òî÷êè xk =

(xk1, x
k
2, ..., x

k
N), ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ îäíîé èç êîìïîíåíò âåêòîð ôóíêöèè

u(x, t) (íàïðèìåð äëÿ u1(x, t)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|u1(xk, tk))| ⩾ ε0. (29)

Äîêàæåì, ÷òî òîãäà íå ñóùåñòâóåò íóëåâîãî ïðåäåëà (22) ñðåäíèõ ïî âðå-
ìåíè t ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (29) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ êîìïîíåíòà
u10(x) íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè u0(x), ïîëîæèòåëüíîå ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî R > 0 íàéäóòñÿ Rk > R è òî÷êè xk = (xk1, ..., x

k
N), äëÿ êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

u10(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣∣∣ > ε0 > 0. (30)

Èñïîëüçóÿ (30), äîêàæåì, ÷òî òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ñðåäíèõ
ïî âðåìåíè

W 1(x, tk) =
1

tk

tk∫
0

u1(x, τ)dτ (31)

íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè tk → ∞.

Çàìå÷àíèå. 1. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
t→∞

1

(2R)N

∫
Kx

R

u0(x)dx = 0 (32)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN âëå÷åò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíîãî â EN

ïðåäåëà (22) (ñì. [64], c. 349).
2. Ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíîãî ïî x â EN ïðåäåëà (32), êàê õîðîøî èç-

âåñòíî [52], âëå÷åò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíîãî ïî x â EN ïðåäåëà
(21) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) (ñì. [64], ñ. 349�351).

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ïðåäëîæèëè ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë
(21), ðàâíîìåðíûé ïî x â EN .
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Èòàê, ïîêàæåì, ÷òî èç (30) ñëåäóåò, ÷òî W 1(x, t) â (31) íå ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè t → ∞.

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí

tk =
( ε0Rk

4BN+1mN

)2b
→ +∞, (33)

ãäå Rk � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à ÷èñ-
ëî B > 0 � ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ áóäåò âûáðàíà äàëåå.

Óñðåäíèì ôóíêöèþ (31) W 1(x, t) ïî êóáó Kxk

Rk
, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|∆| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2R)N

∫
Kxk

Rk

W 1(x, tk)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (34)

ãäå tk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (33).
Äàëåå,

|∆| =
∣∣∣ 1
2tk

tk∫
0

dτ
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

dx

∫
EN

m∑
j=1

G1j(x− ξ, τ)×

×[uj0(x) + uj0(ξ)− uj0(x)]dξ
∣∣∣,

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∫
EN

m∑
j=1

G1j(x− ξ, τ)dξ = 1,

è ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ

ξk = xk + ykτ
1/2

â èíòåãðàëå ïî ξ, ïîëó÷àåì:

|∆| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

W 1(x, τk)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

u0(ξ)dξ +
1

tk

tk∫
0

τN/2bdτ

∫
|y|⩽B

m∑
j=1

G1j(yτ
1/2b, τ)dy

∣∣∣∣∣∣∣∣×
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×

 1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

(uj0(x− yτ 1/2b)− uj0(x))dx)

+

+
1

tk

tk∫
0

τN/2bdτ

∫
|y|⩾B

m∑
j=1

G1j(yτ
1/2b, τ)dτ×

×

 1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

[uj0(x− yτ 1/2b)− uj0(x)]dx)

 = |L1 + L2 + L3|. (35)

Ïðèìåíÿÿ ñïðàâà â (35) îáðàòíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

|∆| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

W 1(x, Lk)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ⩾ |L1| − |L2| − |L3|, (36)

ãäå

|L1| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

uj0(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣∣∣ > ε0 > 0,

â ñèëó (30).
Âûáåðåì òåïåðü ÷èñëî B > 0 íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî áû

|L3| <
ε0
4
. (37)

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó îöåíêè (19).
Â ñàìîì äåëå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

|uj0(x− yτ 1/2b)− u0(x)| < 2

äëÿ âñåõ x, y èç EN è äëÿ âñåõ t > 0, è ïîëó÷àåì:

|L3| ⩽ t
N/2b
k

∫
|y⩾B|

m∑
j=1

∣∣∣G1j(yτ
1/2b, τk)

∣∣∣dy <
ε0
4
, (38)

ãäå
τ 1/2b ⩽ t

1/2b
k .
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Òîãäà îöåíêà (37) äîêàçàíà.
Äîêàæåì, ÷òî

|L2| <
ε0
4
. (39)

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ôóíêöèÿ uj0(x − τ 1/2by) îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè
uj0(x) íà ìíîæåñòâå, èìåþùèì ìåðó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 2NNRN−1

k Bt
1/2b
k ïðè

0 < τ < tk, òî ∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

(u0(x− yτ 1/2b)− u0(y))dy)

∣∣∣∣∣∣∣∣ <

<
NBt

1/2b
k

Rk
. (40)

Òàê êàê, â ñèëó îöåíîê (20) è (40), è â ñèëó âûáîðà tk ïî ôîðìóëå (33),
ïîëó÷èì:

|L2| <
NB · t1/2bk

Rk
mBN =

=
mNBN+1

Rk
· ε0Rk

4BN+1mN
=

ε0
4
. (41)

Èç îöåíîê (39), (40), (41) è èç îöåíêè (30) ïîëó÷àåì, ÷òî∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

(W 1(x, tk)dx)

∣∣∣∣∣∣∣∣ >
ε0
2
.

Èç íåðàâåíñòâà (36) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε0 > 0 íàøëàñü òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí tk èç (33), tk → +∞ ïðè k → ∞ , è òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü òî÷åê xk, äëÿ êîòîðîé∣∣∣∣∣∣∣∣

1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

W 1(x, tk)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ >
ε0
2
, (42)

ãäå W 1(x, tk) � èç (31).
Èç (42) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî áîëüøîãî âðåìåíè T > 0

ìîæíî óêàçàòü òàêèå tk > T , è òàêæå òî÷êè xk0, ëåæàùèå âíóòðè êóáà Kxk

Rk
,

äëÿ êîòîðûõ ∣∣∣W 1(xk0, tk)
∣∣∣ > ε0

2
,
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ò.å. äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ W 1(x, t) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïðè t → ∞.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0(x) � îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â EN âåêòîð-
ôóíêöèÿ, è ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (21) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ðàâíîìåðíî ïî
x â EN . Äîêàæåì, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñðåäíèõ ×åçàðî ïî t ïîðÿäêà
α ⩾ 0 îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2):

lim
t→+∞

W α(x, t) ≡

≡ lim
t→+∞

α + 1

t

t∫
0

(
1− τ

t

)α
u(x, τ)dτ = 0 (43)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Òàê êàê ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì:

|u(x, t)| ⩽ M (44)

äëÿ âñåõ x èç EN è äëÿ âñåõ t > 0 , è ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ïðåäåë (21), òî
äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ d = d(ε) > 0 òàêèå, ÷òî ïðè t > d ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

|u(x, t))| < ε

2(α + 1)
(45)

äëÿ âñåõ x èç EN .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t > d è ðàçîáüåì èíòåãðàë ñïðàâà â (43) íà äâà:

W α(x, t) =
α + 1

t

d∫
0

(
1− τ

t

)α
u(x, τ)dτ +

α + 1

t

t∫
d

(
1− τ

t

)α
u(x, τ)dτ =

= K1 +K2. (46)

Èç (45) ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ K2 â (46):

|K2| <
t− d

t
· ε
2
<

ε

2
, t > d(ε). (47)

Îöåíèì ñëàãàåìîå K1 â (46):

|K1| < M1
d

t
, (48)
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ãäå
M1 = (α + 1)M.

Âûáåðåì t òàê, ÷òîáû

M1
d

t
<

ε

2
,

ò.å. ÷òîáû

t >
2M1d

ε
. (49)

Èç (46), (47) è äëÿ t èç íåðàâåíñòâà (49) ïîëó÷èì, ÷òî

|W α(x, t)| < ε (50)

äëÿ âñåõ x èç EN .
Äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 2 äîêàçàíà.

Íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü u0(x) � îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â EN âåêòîð-ôóíêöèÿ, è ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë (43) ñðåäíèõ ×åçàðî ïî t ïîðÿäêà α > 0 îò ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1), (2) ðàâíîìåðíî ïî x â EN . Äîêàæåì, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë (21)
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ðåøåíèå u(x, t) íå èìååò ðàâíîìåðíîãî
â EN ïðåäåëà (21). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε0 > 0 íàéä¼òñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü tk → +∞ ïðè k → ∞ è òàêèå òî÷êè xk = (xk1, x

k
2, ..., x

k
N),

äëÿ êîòîðûõ, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ îäíîé èç êîìïîíåíò ðåøåíèÿ íà u(x, t)

(íàïðèìåð, äëÿ u1(x, t)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|u1(xk, tk)| ⩾ ε0 > 0. (51)

Äîêàæåì, ÷òî òîãäà íå ñóùåñòâóåò íóëåâîãî ïðåäåëà (43) ïðè t → ∞
ñðåäíèõ ×åçàðî W α(x, tk).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ: ïîëîæè-
òåëüíûå ε0 > 0, êîìïîíåíòà u10(x) íà÷àëüíîé âåêòîð ôóíêöèè u0(x) òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî R > 0 íàéäóòñÿ òàêèå Rk > R, k = 1, 2, ..., N... è òî÷êè
xk = (xk1, x

k
2, ..., x

k
N), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣∣∣

1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

u10(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ⩾ ε > 0. (52)
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Èñïîëüçóÿ (52), äîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà W α
1 (x, tk)

ñðåäíèõ ×åçàðî (43) ïîðÿäêà α íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè tk → +∞.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí tk, îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâîì
(33), ãäå Rk � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî Rk → +∞ ïðè
k → ∞. Óñðåäíèì ôóíêöèþ W α(x, tk) ïî êóáó Kxk

Rk
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|∆| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

W α(x, tk)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
∣∣∣α + 1

tk

tk∫
0

(
1− τ

t

)α
dτ
[ 1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

dx

∫
EN

m∑
j=1

G1j(x− ξ, τ)×

×[uj0(x) + uj0(ξ)− uj0(x)]dξdx
]∣∣∣. (53)

Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (53), ïî EN ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

ξi = xi + yiτ
1/2b, i = 1, 2, ..., N,

dξi = τ 1/2bdyi, dξ = τN/2dy,

è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∫
EN

m∑
j=1

G1j(x− ξ, τ)dξ = 1, (54)

ïîëó÷èì èç (54) ðàâåíñòâî, ðàçáèâàÿ èíòåãðàë ïî EN íà äâà, ïî øàðó |y| ⩽ B

è ïî åãî äîïîëíåíèþ |y| > B:

|∆| =
∣∣∣ 1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

u10(ξ)dξ +
α + 1

tk

tk∫
0

τN/2bdτ×

×
∫

|y|⩽B

N∑
j=1

G1j(yτ
1/2b, τ)dy

[ 1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

(uj0(x+ yτ 1/2b)− uj0(x))dx
]
+

+
α + 1

tk

tk∫
0

τN/2bdτ

∫
|y|>B

N∑
j=1

G1j(yτ
1/2b, τ)dy×
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×
[ 1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

(uj0(x− yτ 1/2b)− uj0(x))dx
]∣∣∣ =

=
∣∣∣M1 +M2 +M3

∣∣∣. (55)

Ïðèìåíÿÿ â ïðàâîé ÷àñòè (55) îáðàòíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó-
÷èì èç (55) íåðàâåíñòâî

|∆| =
∣∣∣M1 +M2 +M3

∣∣∣ ⩾ |M1| − |M2| − |M3|. (56)

Äëÿ M1 èìååì èç (52) îöåíêó:

|M1| > ε0 > 0. (57)

Îöåíèì ñëàãàåìîå M3 â (56) è äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

|M3| <
ε0
4
. (58)

Â ñèëó âûáîðà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîñòîÿííîé B > 0 èç (19), ïîëó÷èì
(58). Òàêîé âûáîð B > 0 âîçìîæåí, òàê êàê àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ èíòåãðàë â
(19), â ñèëó îöåíêè (5) èç ââåäåíèÿ è â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè âåêòîð ôóíêöèè
u0(x):

|uj0(x+ yτ 1/2b)− uj0(x)| ⩽ 2.

Òàê êàê ôóíêöèÿ uj0(x+yτ 1/2b) îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè uj0(x) íà ìíîæåñòâå,
èìåþùèì ìåðó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ

2NNRN−1
k Bt

1/2b
k

ïðè
0 < τ < tk,

òî ïîëó÷èì îöåíêó∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

[(uj0(x+ yτ 1/2b)− uj0(x))]dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ <

<
NBt

1/2b
k

Rk
. (59)

Ó÷èòûâàÿ âûáîð âðåìåí tk èç (33), èç îöåíîê (20) è (59), èìååì:

|M2| <
NBRkε0mBN

Rk · 4BN+1mN
=

ε0
4
. (60)
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Èç îöåíîê (59), (60) ìû ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó:

|M2| <
ε0
4
.

Èç (56), (57), (58) è (60) ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó:

|∆| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

W α
1 (x, tk)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ >
ε0
4
. (61)

Èç (61) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî áîëüøîãî ïî âðåìåíè T > 0

ìîæíî óêàçàòü òàêèå tk > T è òàêæå òî÷êè xk0, ëåæàùèå âíóòðè êóáà Kxk

Rk
,

äëÿ êîòîðûõ
|W α(xk0, tk)| ⩾

ε0
2

> 0,

ò.å. äîêàçàíî, ÷òî ñðåäíèå ×åçàðî (43) W α
1 (x, t) íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè

t → ∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (43). Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå 2.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà (21) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),
(2).

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

Äîñòàòî÷íîñòü.

Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî ýòà ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 âûòåêàåò èç
õîðîøî èçâåñòíîé îáùåé òåîðåìû î ñòàáèëèçàöèè, äîêàçàííîé Ô. Î. Ïîðïå-
ðîì è Ñ. Ä. Ýéäåëüìàíîì [65]. Ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî ðàäè ïîëíîòû
èçëîæåíèÿ.

Ïóñòü íà÷àëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà è èìååò
íóëåâîå ðàâíîìåðíîå ïî x â EN ñðåäíåå (10) ïî N -ìåðíûì êóáàì Kx

R. Äîêà-
æåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå T1, íå çàâèñÿùåå îò x, ÷òî ïðè
t > T1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣u(x, t)∣∣∣ < ε0

2
. (62)

Ñ ýòîé öåëüþ çàïèøåì èíòåãðàë Ïóàññîíà (6) â âèäå

u(x, t) =

∫
EN

G(y, t)
∂N

∂y1, ..., ∂yN

 y1∫
0

...

yN∫
0

u0(x− η)dη

 dy. (63)
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â ïðàâîé ÷àñòè è ïåðåáðàñûâàÿ ïðîèçâîäíûå íà
G(y, t) â (63), áóäåì èìåòü:

u(x, t) =

∫
EN

∂NG(y, t)

∂y1, ..., ∂yN

 y1∫
0

...

yN∫
0

u0(x− η)dη

 dy. (64)

Âñå âíåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (64) îáðàòèëèñü â íóëü, â
ñèëó îöåíêè (19).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (64), âûäåëèì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñðåäíåå îò u0(x)

ïî N -ìåðíîìó êóáó. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ
â (64) ïî y, ïîëàãàÿ

yi = t1/2bzi, i = 1, ..., N,

dy = tN/2bdz.

Ïîñëå ýòîãî ðàçîáúåì èíòåãðàë íà äâà ñëàãàåìûõ è âîñïîëüçóåìñÿ îöåí-
êàìè (19), (20) ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ G(x, t).

Ïðè ýòîì ïîëó÷èì:

u(x, t) = C1

∫
|z1|<α

...

∫
|zN |<α

e−C2|z|q
[ 1

tN/2b
×

×
t1/2bz1∫
0

...

t1/2bzN∫
0

u0(x− η)dηdz
]
+ (65)

+C1

∫
|z1|>α

...

∫
|zN |>α

e−C2|z|q×

×
[ 1

tN/2b

z1t
1/2b∫

z1−z0

...

zN t1/2b∫
0

u0(x− η)dηdz
]
= I1 + I2.

Îòìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ïðè ýòîì ðàâåíñòâî

|I1| = C1

∫
|z1|<α

...

∫
|zN |<α

e−C2|z|q |z1...zN |×

×

 1

z1t1/2b...zN t1/2b

∫
Kxk

t1/2bz

u0(x− η)dηdx

 dz, (66)
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ò.å. ìû âûäåëèëè ñðåäíåå u0(x) ïî êóáó Kx
t1/2bz

ñ öåíòðîì â òî÷êå x. Âûáåðåì
òåïåðü α íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû

|I1| <
ε0
2
. (67)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îòìåòèì åùå, ÷òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î
ñóùåñòâîâàíèè íóëåâîãî ðàâíîìåðíîãî ïî ñðåäíåãî îò ôóíêöèè u0(x), ìîæíî
óêàçàòü òàêîå T1, ÷òî ïðè t > T1∣∣∣ 1

αN tN/2b

∫
Kxk

αt1/2b

u0(x− η)dη
∣∣∣ <

<
ε

2

(
C1

∫
EN

e−C2|z|q |z1, z2, ..., zN |dz
)−1

. (68)

Ïîýòîìó
|I2| <

ε

2
,

ò.å. äîêàçàíî, ÷òî
|u(x, t)| < ε

äëÿ ∀t > T1 ðàâíîìåðíî ïî x â EN .
Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü íà÷àëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà â EN , è
ñóùåñòâóåò ïðåäåë (43) ñðåäíèõ ×åçàðî ïî t ïîðÿäêà α > 0 îò ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1), (2) ðàâíîìåðíî ïî x â EN . Äîêàæåì, ÷òî òîãäà u0(x) èìååò ðàâíîìåðíûé
ïî x ïðåäåë (10) ñðåäíèõ ïî N -ìåðíûì êóáàì Kx

R.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ñðåäíèå ïî êóáàì

1

(2R)N

∫
Kx

R

u0(x)dx (69)

íå èìåþò ïðåäåëà (10) ðàâíîìåðíî ïî x â EN . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî ε0 > 0 è ëþáûõ Rk, k = 1, 2, ..., íàéäóòñÿ òàêèå R > Rk è òàêèå òî÷êè
xk = (xk1, ..., x

k
N), ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ îäíîé èç êîìïîíåíò ôóíêöèè

u0(x) (äëÿ îïðåäåëåííîñòè äëÿ u10(x)) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

u10(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣∣∣ > ε0 > 0. (70)
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Äîêàæåì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (70) âûòåêàåò, ÷òî ñîîòâåòâñòâóþùàÿ êîì-
ïîíåíòà ðåøåíèÿ u1(x, t) çàäà÷è (1), (2) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞. Â
ñàìîì äåëå âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk → +∞, k → ∞ èç ôîðìóëû (33)
è óñðåäíèì u1(x, t) ïî êóáàì Kxk

Rk
:

|∆| =
∣∣∣ 1

(2Rk)
N

∫
K

xk
Rk

u1(x, tk)dx
∣∣∣ =

=
∣∣∣ 1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

∫
EN

m∑
j=1

G1j(x− ξ, τ)dξ× (71)

×[uj0(x) + uj0(ξ)− uj0(x)]dξdx
∣∣∣.

Â èíòåãðàëàõ ñïðàâà â (71) ïî ξ ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ξj = xj +

yjt
1/2b (j = 1, ..., N) è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì∫

EN

m∑
j=1

G1j(ξ − x, t)dξ = 1.

Ïîëó÷èì èç (71) ðàâåíñòâî

|∆| =
∣∣∣ 1

(2Rk)

∫
Kxk

Rk

u1(x, tk)dx
∣∣∣ =

=
∣∣∣ 1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

uj0(ξ)dξ+

+t
N/2b
k

∫
|y|<B

m∑
j=1

G1j(yt
1/2b
k , tk)dy×

×
( 1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

[uj0(x+ yt
1/2by
k )− uj0(x)]dx+ (72)

+t
N/2b
k

∫
|y|>B

m∑
j=1

G1j(yt
1/2b
k , tk)dy

)
×

× 1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

[uj0(x− y · t1/2bk )− uj0(x)]dx
∣∣∣ =
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= |L1 + L2 + L3| ⩾ |L1| − |L2| − |L3|.

Çäåñü ìû ïðèìåíèì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Âûáåðåì ÷èñëî
B > 0 íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû

t
N/2b
k

∫
|y|>B

m∑
j=1

|G1j(yt
1/2b
k , tk)|dy <

ε

8
. (73)

Â ñèëó ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (19) ýòî âîçìîæíî, ò.ê. ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(5) èç ââåäåíèÿ äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ G(x, t). Ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî

|uj0(x+ yt1/2b)− uj0(x)| ⩽ 2,

è ïîëó÷èì èç (73) îöåíêó

|L3| <
ε

4
. (74)

Äîêàæåì, ÷òî
|L2| <

ε

4
. (75)

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ôóíêöèè

uj0(x+ yt
1/2b
k )

îòëè÷àþòñÿ îò ôóíêöèé uj0(x) íà ìíîæåñòâå, êîòîðîå èìååò ìåðó íå áîëüøå,
÷åì

2NNRN−1
k Bt

1/2b
k ,

òî ∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

[uj0(x− y, t
1/2b
k )− uj0(x)]dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ <
NBt

1/2b
k

Rk
. (76)

Â ñèëó îöåíêè (20) èìååì:

t
N/2b
k

∫
|y|<B

∣∣∣ m∑
j=1

G1j(yt
1/2b
k , tk)

∣∣∣dy < m ·BN . (77)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêè (76) è (77) â ñëàãàåìîì |L2| áóäåì èìåòü, ïðè âûáîðå tk
èç óñëîâèÿ (33):

|L2| <
2NNBNRk ·Bmε0
2NmN ·RkBN+14

=
ε0
4
. (78)
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Èç (72), (74), (76), (78) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî∣∣∣ 1

(2Rk)
N

∫
Kxk

Rk

u1(x, tk)dx
∣∣∣ > ε0

2
> 0. (79)

Èç (79) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàê óãîäíî áîëüøîãî âðåìåíè T ìîæíî óêàçàòü
òàêèå âðåìåíà tk è òàêèå òî÷êè xk0, ëåæàùèå âíóòðè êóáà Kxk

Rk
, äëÿ êîòîðûõ

|u1(xk0, tk)| >
ε0
2
. (80)

Ìû äîêàçàëè, ÷òî u1(x, t) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → +∞, òîãäà êàê ïî
óñëîâèþ òåîðåìû 3 ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíûé ïî x â EN ïðåäåë (21) ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1), (2).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå 3.
Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.

Ìû äîêàçûâàåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìîñòü.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà â EN ,

è ñóùåñòâóåò ïðåäåë (43) ñðåäíèõ ×åçàðî ïî t ïîðÿäêà α îò ðåøåíèÿ u(x, t)

çàäà÷è (1), (2) ðàâíîìåðíî ïî x â EN . Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë øà-
ðîâûõ ñðåäíèõ (11) îò íà÷àëüíîé âåêòîð ôóíêöèè u0(x).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. òîãäà u0(x) íå èìååò ðàâíîìåðíîãî â EN

ïðåäåëà (11) øàðîâûõ ñðåäíèõ, ò.å. ïðåäåë

lim
R→+∞

C

RN

∫
|x−y|⩽R

u0(y)dy = 0, C =
N

wN
, wN =

2πN/2

Γ(N/2)
(81)

íå ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ïî x â EN .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε0 > 0 è ëþáûõ Rk → +∞ íàéäóòñÿ

òàêèå R > Rk è òàêèå òî÷êè xk = (xk1, ..., x
k
N) â øàðå Bxk

R , ÷òî, ïî êðàéíåé
ìåðå, äëÿ îäíîé èç êîìïîíåíò âåêòîð ôóíêöèè u0(x) (äëÿ îïðåäåëåííîñòè
äëÿ u10(x)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣ C

RN

∫
Bxk

Rk

u10(ξ)dx
∣∣∣ ⩾ ε > 0. (82)

Äîêàæåì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (82) âûòåêàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîì-
ïîíåíòà ðåøåíèÿ u1(x, t) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
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t → +∞. Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì êàê è âûøå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí

tk =
( ε0Rk

4BN+1mN

)2b
→ +∞, k → +∞,

ãäå Rk � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Rk → +∞ ïðè k → ∞, è ÷èñëî
B > 0 âûáåðåì äàëåå.

Óñðåäíèì ôóíêöèþ (43) W α(x, tk) ïî øàðàì Bxk

Rk
, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆ =
∣∣∣ N

wNRN
k

∫
Bxk

Rk

W α(x, tk)dx
∣∣∣ =

∣∣∣α + 1

tk

tk∫
0

(1− τ

tk
)
α
dτ
[ C1

(Rk)
N

∫
Bxk

Rk

dx

∫
EN

m∑
j=1

G1j(x− ξ, τ)× (83)

×(uj0(x) + uj0(ξ)− uj0(x))dξ
]∣∣∣dx.

Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (83) ïî EN ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

ξj = xj + yjτ
1/2b, j = 1, ..., N,

è ó÷òåì, ÷òî ∫
EN

m∑
j=1

G1j(x− ξ, τ)dξ = 1.

Èç (83) ñ ó÷åòîì óêàçàííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ è ïîñëå ðàçáèåíèÿ èíòå-
ãðàëà ïî EN íà äâà èíòåãðàëà, îäèí èç èíòåãðàëîâ áåðåòñÿ ïî øàðó |y| ⩽ B,
à äðóãîé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî åãî äîïîëíåíèþ |y| > B, ò.å.∫

EN

dy =

∫
|y|⩽B

dy +

∫
|y|>B

dy.

Áóäåì èìåòü:

|∆| =
∣∣∣ C1

(Rk)
N

∫
Bxk

Rk

u0(ξ)dξ+

+
α + 1

tk

tk∫
0

(
1− τ

tk

)α
τ

N
2bdτ

∫
|y|<B

m∑
j=1

G1j(yτ
1/2b, τ)dy×

44



×
[ C1

(Rk)
N

∫
Bxk

Rk

(uj0(x+ τ 1/2b))− uj0(x)dx
]
+ (84)

+
α + 1

t

tk∫
0

(1− τ

tk
)
α
τN/2bdτ

∫
|y|>B

m∑
j=1

G1j(yτ
1/2b, τ)dy×

×
[ C1

(R)N

∫
Bxk

Rk

(uj0(x+ τ 1/2by)− uj0(x))dx
]∣∣∣ =

= |D1 +D2 +D3|.

Ïðèìåíèì ê ïðàâîé ÷àñòè (84) îáðàòíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.
Ïîëó÷èì: ∣∣∣ C1

RN

∫
Bxk

Rk

W α(x, tk)dx
∣∣∣ ⩾ |D1| − |D2| − |D3|. (85)

Âûáåðåì òåïåðü B > 0 íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-
ñòâî

|D3| ⩽
∣∣∣α + 1

tk

tk∫
0

(1− τ

tk
)
α
dτ

∫
|y|>B

m∑
j=1

∣∣∣G1j(τ
1/2by, τ)

∣∣∣dy∣∣∣ < ε0
8
. (86)

Òàêîé âûáîð B > 0 âîçìîæåí â ñèëó îöåíêè (19) è àáñîëþòíîé ñõîäè-
ìîñòè èíòåãðàëà (19). Òîãäà èç (86) è óñëîâèÿ |uj0(x − τ 1/2by) − uj0(x)| ⩽ 2

îêîí÷àòåëüíî èìååì:
|D3| <

ε0
4
. (87)

Äîêàæåì, ÷òî
|D2| <

ε0
4
. (88)

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ôóíêöèÿ uj0(x+τ 1/2by) îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè uj0(x)
íà ìíîæåñòâå, êîòîðîå èìååò ìåðó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ

2NNRN−1Bt
1/2b
k

Rk
, 0 < τ < tk, (89)

òî ∣∣∣ C1

RN

∫
Bxk

Rk

[uj0(x+ τ 1/2b)− uj0(x)]dx
∣∣∣ <

<
NBt

1/2b
k

Rk
. (90)
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Òàê êàê â ñèëó îöåíêè (20), èìååì îöåíêó

α + 1

tk

tk∫
0

(1− τ

tk
)
α
τN/2bdτ×

×
∫

|y|<B

m∑
j=1

|G1j(τ
1/2b, τ)|dy < mBN , (91)

òî ïåðåìíîæèâ (90) è (91), ïîëó÷èì îöåíêó

|D2| <
NBRkB

N ×mε0
BN+1RkmN

=
ε0
4
. (92)

Îöåíêà (88) äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε0 > 0 íàøëàñü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü âðåìåí tk → +∞, k → +∞, è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðîâ
øàðîâ xk = (xk1, ..., x

k
N), ÷òî∣∣∣ C1

RN

∫
Bxk

Rk

W α(x, tk)dx
∣∣∣ > ε0

2
> 0. (93)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàê óãîäíî áîëüøîãî âðåìåíè T ìîæíî íàéòè
òàêèå tk > T è òàêèå òî÷êè xk0, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíóòðè øàðà Bxk

Rk
, äëÿ

êîòîðûõ
|W α(xk0, tk)| >

ε0
2

> 0.

Òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî (43) W α(x, t) íå ñõîäèòñÿ ê
íóëþ ïðè t → ∞.

Â òî âðåìÿ, êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû 4, ñóùåñòâóåò ïðåäåë (43) ñðåäíèõ
×åçàðî ïðè t → +∞ ðàâíîìåðíî ïî x â EN . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå
äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 4, ò.å. äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë
(11) øàðîâûõ ñðåäíèõ îò âåêòîð ôóíêöèè u0(x) ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå 4 äîêàçàíà.

Òåïåðü äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 4.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0(x) � îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â EN âåêòîð-

ôóíêöèÿ, è ñóùåñòâóåò ïðåäåë (11) øàðîâûõ ñðåäíèõ îò u0(x) ðàâíîìåðíî ïî
x â EN . Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (7) ñðåäíèõ ×åçàðî ïî t, ïîðÿäêà α

îò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2).
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Âîñïîëüçóåìñÿ ñïðàâåäëèâîñòüþ ëåììû 2, êîòîðàÿ äîêàçàíà íèæå. Òîãäà
èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïî x â EN ïðåäåëà ñðåäíèõ îò u0(x) ïî øà-
ðàì Bx

k ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíûé åìó ðàâíîìåðíûé ïî x â EN ïðåäåë
ñðåäíèõ (10), îò u0(x) ïî êóáàì Kx

R ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè 2R è ñ öåíòðîì â
òî÷êå x èç EN .

Ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïî x ïðåäåëà ñðåäíèõ îò u0(x) ïî êóáàìKx
R,

êàê õîðîøî èçâåñòíî, âëå÷åò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà (21) ïðè t → ∞
ðåøåíèÿ u(x, t), ðàâíîìåðíîãî ïî x â EN , ò.å. ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî òîãäà
ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíûé ïî x â EN ïðåäåë (7) ñðåäíèõ ×åçàðî ïîðÿäêà α îò
u(x, t). Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàòåëüñòâîì äîñòàòî÷íîñòè èç
òåîðåìû 2.

Äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 4 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 4 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèÿ u0(x) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â EN , òî èç

ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (10) ñðåäíèõ ïî êóáàì Kx
R ðàâíîìåðíî ïî x â EN

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (11) ñðåäíèõ ïî øàðàì Bx
R ðàâíîìåðíî ïî

x â EN , ïðè ýòîì ïðåäåëû (10) è (11) ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ0(x) îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â EN ôóíê-
öèÿ, è ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñðåäíèõ (10) ïî êóáàì Kx

R ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé 2R,
è ñ öåíòðîì â òî÷êå x. Òîãäà äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ïî x â EN

ïðåäåë ïðè t → ∞ ðåøåíèÿ u(x, t) ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè:

∆u− ∂u

∂t
= 0, x ∈ EN , t > 0, (94)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ EN . (95)

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè óñëîâèè

|u0(x)| ⩽ M,u0(x) ∈ C(EN)

ðåøåíèå çàäà÷ (94), (95) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâèìî â âèäå èíòå-
ãðàëà Ïóàññîíà [52]:

u0(x, t) =
1

(2
√
π
√
t)

N

∫
EN

u0(y)e
− |x−y|2

4t dy. (96)
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Äîêàæåì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåâîãî ïðåäåëà (10), ñðåäíèõ ôóíêöèè
u0(x) ïî êóáàìKx

R ðàâíîìåðíî ïî x â EN âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è
Êîøè (94), (95) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→+∞

u(x, t) = 0 (97)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN (ñì., íàïðèìåð, [65], ñòð. 344, èëè ñì. äîêàçàòåëüñòâî
äîñòàòî÷íîñòè â òåîðåìå 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû).

Îáðàòíî, åñëè φ(x) � íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ
è ñóùåñòâóåò ïðåäåë (97) ðàâíîìåðíî ïî x â EN , òî, êàê èçâåñòíî [10], ñóùå-
ñòâóåò íóëåâîé ïðåäåë (11) øàðîâûõ ñðåäíèõ ôóíêöèè φ(x) ðàâíîìåðíî ïî x
â EN .

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ê ëåììå 1, êîòîðîå ìû ïðèâîäèì ðàäè
ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà.

Ëåììà 2. Åñëè ôóíêöèÿ u0(x) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â EN , òî èç

ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (10) ñðåäíèõ ïî øàðàì Bx
R ðàâíîìåðíî ïî x â EN

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (11) ñðåäíèõ ïî êóáàì Kα
R ñî ñòîðîíîé 2R

è ñ öåíòðîì â òî÷êå x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (11) ðàâíî-
ìåðíî ïî x â EN âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (97) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(94), (95). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (94), (95) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå èíòåãðàëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ñðåäíèå (11) ïî øàðó Bx

ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå x è
ðàäèóñà ρ îò φ(x), êîòîðîå ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà [38]:

u(x, t) =
2

Γ(N/2 + 1)(2
√
t)

N+2

∞∫
0

e−
ρ2

4t ρN+1S0
ρu0(x)dρ,

ãäå

S0
ρu0(x) =

N

wNρN

ρ∫
0

σN−1M(x, σ, u0)dσ,

M(x, σ, φ) =
1

wNσN−1

∫
|x−y|=σ

u0(y)dSy

� ñðåäíåå îò u0(y) ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû |x − y| = σ è öåíòðîì â òî÷êå x

ðàäèóñà σ.
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Òàê êàê |u0(x)| ⩽ M , òî ðàçîáúåì èíòåãðàë u(x, t) íà äâà ñëàãàåìûõ:

u(x, t) =
2

Γ(N+2
2 )(2

√
t)

N+2

A∫
0

ρN+1e−
ρ2

4tS0
ρu0(x)dρ+

+
2

Γ(N+2
2 )(2

√
t)

N+2

∞∫
A

ρN+1e−
ρ2

4tS0
ρu0(x)dρ = I1 + I2.

Òàê êàê S0
ρu0(x) → 0, ρ → ∞ ïðè R → ∞ ðàâíîìåðíî ïî x â EN , ò.å.

ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïî x â EN , òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
A(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ A > A(ε)

|S0
ρu0(x)| < ε/2,

åñëè ρ ⩾ A > A(ε) ðàâíîìåðíî ïî x â EN .
Òîãäà ìîæåì îöåíèòü I2:

|I2| <
ε

2

C2

t
N+2
2

∞∫
A

e−
ρ2

4t ρN+1dρ <

<
ε

2

C2

t
N+2
2

∞∫
0

e−
ρ2

4t ρN+1dρ =
ε

2
,

ãäå

C2 =
2

Γ(N+2
2 )2N+2

.

Ôèêñèðóåì A(ε) > 0 è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî |u0(x)| ⩽ M , òîãäà äëÿ I1
èìååì îöåíêó:

|I1| <
MC2

t(
N+2
2 )

.

Âûáåðåì òåïåðü t òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü îöåíêà:

C2M

t(
N+2
2 )

< ε/2,

ò.å.

∀t >
(2C2M

ε

) 2
N+2

.

Òîãäà â èòîãå ïîëó÷èì èç îöåíîê I1 è I2 íåðàâåíñòâî

|u(x, t)| < ε,
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åñëè

t >
(2C2M

ε

) 2
N+2

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .
Ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (94), (95) äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (94), (95) ðàâíîìåðíî ïî x â EN èìååò
ïðåäåë (97), ò.å. îíî ðàâíîìåðíî ïî x â EN , u(x, t) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ
ïðè t → +∞. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë (10) ñðåäíèõ ïî êóáàì
Kx

R ïðè R → ∞ ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Ýòîò ôàêò õîðîøî èçâåñòåí (ñì. [65], ñ. 349) äëÿ ñëó÷àÿ îãðàíè÷åííûõ â
EN íà÷àëüíûõ ôóíêöèé.

Èç ëåììû 1 è òåîðåìû 3 ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå òåîðåìû 3. Åñëè íà÷àëüíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ u0(x) íåïðå-
ðûâíà è îãðàíè÷åíà â EN , è ñóùåñòâóåò íóëåâîé ïðåäåë (7) ñðåäíèõ ×åçàðî
ïî t ïîðÿäêà α > 0 îò ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (1), (2) ðàâíîìåðíî ïî x â
EN , òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (11) ñðåäíèõ ïî øàðó Bx

k , îò âåêòîð-ôóíêöèè u0(x)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (10) ñðåäíèõ x ïî
êóáàì Bx

k è ëåììû 1 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 è ëåììó 1 àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ñëåäñòâèå òåîðåìû 1. Åñëè íà÷àëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè-
÷åíà è íåïðåðûâíà â EN , è ñóùåñòâóåò ïðåäåë (8) ñðåäíèõ ïî âðåìåíè t îò
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ðàâíîìåðíî ïî x â EN , òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë (11)
øàðîâûõ ñðåäíèõ âåêòîð ôóíêöèè u0(x) ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (10) ñðåäíèõ ïî êóáàì Kx
R

è ëåììû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíûé åìó ïðåäåë ñðåäíèõ ïî øàðàì
Bx

R. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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1.4 Ïàðàáîëè÷åñêèå ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû
äèôôåðåöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíûìè
ïî t ⩾ 0 êîýôôèöèåíòàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì ïîâåäåíèå ïðè t → +∞ ðåøåíèé u(x, t)

ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû âèäà

∂u

∂t
=

∑
1⩽|k|⩽2b

Ak(t)D
ku, x ∈ EN , t > 0, (98)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, t)
∣∣∣
t=0

= u0(x), x ∈ EN , (99)

ãäå
u0(x) = (u10(x), ..., u

m
0 (x)) (100)

� íà÷àëüíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè è íåïðåðûâíûìè êîìïîíåí-
òàìè uj0(x), Ak(t) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m×m ñ êîýôôèöèåíòàìè,
çàâèñÿùèìè îò t.

Â [63] Ñ. Ä. Ýéäåëüìàí äîêàçàë äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ G(x, t)

ñèñòåìû (98) ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

|DmG(x, t)| ⩽ Cm(a(t))
−m−N exp

(
− C(

|x|
a(t)

)
q)
, (101)

ãäå

q =
2b

2b− 1
, a(t) → +∞, t → +∞, Cm > 0, C1 > 0.

Ðàçëè÷íûå äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè (101) äëÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèÿ èçó÷åíû â [64].

Îòìåòèì, ÷òî, òàê êàê äëÿ ñèñòåìû (98) âûïîëíåíî óñëîâèå |k| ⩾ 1, òî
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöa E óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (98), ò.å.∫

EN

G(ξ − x, t)dξ = E. (102)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íåðàâåíñòâî (101) ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè (98), (99) â êëàññå åäèíñòâåííîñòè [64].

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1�4, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, îñòà-
þòñÿ â ñèëå è äëÿ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ ïî È. Ã. Ïåòðîâñêîìó ñèñòåì (98),
(99), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû îöåíêè âèäà (101).
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Ïîýòîìó âñå òåîðåìû 1�4 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ïåðåíîñÿòñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêè íà ñëó÷àé ñèñòåìû (98), (99).

Ðàäè ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó, íàïðèìåð, òåîðåì 2 è
3 äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåì (98), (99), ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè Ak(t).

Òåîðåìà 2′. Åñëè íà÷àëüíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðå-

ðûâíà â EN , òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë ñðåäíèõ ×åçàðî ïîðÿä-

êà α ⩾ 0 ïî t îò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (98), (99):

lim
→∞

α + 1

t

t∫
0

(1− τ

t
)
α
u(x, τ)dτ = 0 (103)

ðàâíîìåðíî ïî x â EN , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è

(98), (99) ñòàáèëèçèðîâàëîñü ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî x â EN , ò.å. ñóùåñòâî-

âàë ïðåäåë (21):

lim
t→+∞

u(x, t) = 0

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .

Òåîðåìà 3′. Åñëè âåêòîð ôóíêöèÿ u0(x) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà â EN ,

òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë (103) ñðåäíèõ ×åçàðî ïîðÿä-

êà α ⩾ 0 ïî t îò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (98), (99), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû íà÷àëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u0(x) èìåëà ïðåäåë ñðåäíèõ ïî êóáàì Kx
R

ðàâíîìåðíî ïî x â EN :

lim
R→∞

1

(2R)N

∫
Kx

R

u0(y)dy = 0. (104)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2 è 3 èç ïàðàãðàôà 2 è ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì
2′ è 3′ äëÿ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû (98) ïðîâîäÿòñÿ ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íî.
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ÃËÀÂÀ 2
ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÐÅØÅÍÈß

ÈÒÅÐÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ

2.1 Îáîáùåííàÿ ôîðìóëà Ïóàññîíà. Òåîðåìà îá
àñèìïòîòè÷åñêîé áëèçîñòè. Òåîðåìà 1 è òåîðå-
ìà 2

Ïóñòü x = (x1, ..., xN) � òî÷êà N -ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
EN , {t > 0} è {t ⩾ 0} � ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà â EN+1:

{t > 0} = {(x, t) : x ∈ EN , t > 0}, {t ⩾ 0} = {(x, t) : x ∈ EN , t ⩾ 0}.

Ñèìâîëîì Ω îáîçíà÷èì îïåðàòîð òåïëîïðîâîäíîñòè:

Ω =

(
∆− ∂

∂t

)
, ∆ =

N∑
k=1

∂2

∂x2k
� îïåðàòîð Ëàïëàñà â EN ,

à ñèìâîëîì Ω(p)u, p ∈ N � ðåçóëüòàò p-êðàòíîãî ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ
îïåðàòîðà Ω ê ôóíêöèè u(x, t) ∈ C2p,p(t > 0), (ñì. [71], ñ. 254�264). Çäåñü
C2p,p(t > 0) � êëàññ ôóíêöèé u(x, t), êîòîðûå èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-
íûå ïî x â EN äî ïîðÿäêà 2p âêëþ÷èòåëüíî è íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî
t, t > 0, äî ïîðÿäêà p âêëþ÷èòåëüíî.

Ñ÷èòàåì, ÷òî íóëåâàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà Ω ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì
îïåðàòîðîì: Ω(0)u ≡ u â {t > 0}.

Â ïîëóïðîñòðàíñòâå {t ⩾ 0} ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Ω(p)u(x, t) = 0 â {t > 0}, ãäå p ∈ N, p ⩾ 2, (1)

u(x, t)|t=0 = f0(x),Ω
(k)u(x, t)|t=0 = fk(x), k = 1, ..., p− 1, x ∈ EN , (2)

ãäå fk(x) (k = 0, ..., p − 1) � çàäàííûå ôóíêöèè èç C(EN), äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ À. Í. Òèõîíîâà [77]: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
C(ε) > 0, ÷òî ïðè ∀x ∈ EN ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|fk(x)| < C(ε)eε|x|
2

, k = 0, ..., p− 1. (3)
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Â [71], ñ. 266�268, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ ñóùå-
ñòâóåò è åäèíñòâåííî ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

u(x, t) =
1

(2
√
π
√
t)

N

∫
EN

e−
r2

4tF (y, t)dy, (4)

ãäå

F (x, t) =

p−1∑
l=0

(−1)l
tl

l!
fl(x), r

2 = |x− y|2. (5)

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå ul(x, t) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé fl(x):

Ωul(x, t) = 0, ul(x, 0) = fl(x), (6)

çàïèøåì ðåøåíèå (4) çàäà÷è (1), (2) â âèäå

u(x, t) =

p−1∑
l=0

(−1)lul(x, t)
tl

l!
. (7)

Ïóñòü íà÷àëüíûå ôóíêöèè fl(x) (l = 0, ..., p−1) ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè
â EN , ò.å.

fl(x) ∈ C(2)(EN) è ∆fl(x) = 0, x ∈ EN .

Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) èìååò âèä

u(x, t) =

p−1∑
l=0

(−1)l

l!
tlfl(x). (8)

ßñíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ (8) çàäà÷è (1), (2) ñòàáèëèçàöèÿ íå èìååò ìåñòà.

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ñòàáèëèçàöèè íå ñàìîãî ðåøåíèÿ
u(x, t) çàäà÷è (1), (2), à èçó÷åíèå ðàâíîñòàáèëèçàöèè, ò.å. ñòàáèëèçàöèè ðàç-
íîñòè

lim
t→+∞

(u(x, t)− v(x, t)) = 0

äëÿ íåêîòîðîé ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííîé ôóíêöèè v(x, t).
Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ EN ðàññìîòðèì øàðîâûå ñðåäíèå Ðèññà [18] ïî-

ðÿäêà α ⩾ 0 ôóíêöèè φ ∈ C(EN):

Sα
Rφ(x) =

C

RN

∫
r⩽R

(
1− r2

R2

)α
φ(y)dy, (9)
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ãäå

C =
2

wNB(N/2, α+ 1)
, (10)

à

wN =
2πN/2

Γ(N/2)

� ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â EN .
Ïðè ôèêñèðîâàííûõ x ∈ EN , t > 0, α > 0 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

v(x, t, α) :=

p−1∑
l=0

(−1)l

l!
tlSα

2
√
t
√
α
fl(x) =

=
2

B(N/2, α+ 1)wNαN/2

∫
|σ|⩽

√
α

(
1− |σ|2

α

)α p−1∑
l=0

(−1)l

l!
tlfl(x+ 2

√
tσ)dσ. (11)

Ñîâåðøàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé ïî ôîðìóëàì yk = xk+2
√
tσk, k = 1, 2, ..., N ,

ïðåäñòàâèì ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (1), (2) â ñëåäóþùåì âèäå:

u(x, t) =
1

πN/2

∫
EN

e−|σ|2
p−1∑
l=0

(−1)l

l!
tlfl(x+ 2

√
tσ)dσ. (12)

Ïóñòü âñå íà÷àëüíûå ôóíêöèè fl(x), l = 0, ..., p− 1, èìåþò íà áåñêîíå÷íî-
ñòè íå áîëåå ÷åì ñòåïåííîé ðîñò, ò.å.

|fl(x)| ⩽ M(1 + |x|m),M > 0,m > 0. (13)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (13) ðîñòà ôóíêöèé fl(x)(l =

0, ..., p− 1) è

α(t) = tm+p−1, (14)

ãäå p � ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (1), m � ñòåïåíü â îöåíêå (13). Òîãäà ðåøåíèå

u(x, t) çàäà÷è (1), (2) è ôóíêöèÿ v(x, t, α(t)), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (11)

ïðè α = α(t) èç (14), ðàâíîñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè t → ∞ ðàâíîìåðíî ïî x íà

êàæäîì êîìïàêòå K â EN ñî ñêîðîñòüþ íå ìåíüøå, ÷åì t−m/2, ò.å.

sup
K

|u(x, t)− v(x, t, α(t)| ⩽ C · t−m/2, t ⩾ t0 > 0. (15)
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Ñëåäñòâèå. 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2):

lim
t→+∞

u(x, t) = A(x) (16)

ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â EN , òî ïðè α(t) èç ðàâåíñòâà (14)
è èç îöåíêè (15) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíûé åìó ïðåäåë ôóíêöèè (11)

lim
t→+∞

v(x, t, α(t)) = A(x) (17)

ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â EN .
2. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë (17) ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â
EN , òî èç (15) âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíûé åìó ïðåäåë (16) ðàâíîìåðíî
ïî x íà ∀K â EN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èòàÿ ðàâåíñòâî èç (12) ôîðìóëû (11) è ïåðåõîäÿ
ïîä çíàêîì èíòåãðàëîâ ê ñôåðè÷åñêèì N -ìåðíûì êîîðäèíàòàì ñ öåíòðîì â
òî÷êå x, ïîëó÷èì:

Q ≡ u(x, t)− v(x, t, α) =
2

Γ(N/2)

∞∫
0

e−ρ2ρN−1×

×
p−1∑
l=0

(−1)ltl

l!
M(x, 2

√
tρ, fl)dρ−

2

B(N/2, α+ 1)αN/2
×

×

√
α∫

0

(
1− ρ2

α

)α
ρN−1

p−1∑
l=0

(−1)ltl

l!
M(x, 2

√
tρfl)dρ, (18)

ãäå

M(x, ρ, fl) =
1

wNρN−1

∫
|x−y|=ρ

fl(y)dSy (19)

� ñôåðè÷åñêîå ñðåäíåå ôóíêöèé fl(x) (l = 0, ..., p− 1) ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû
ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà ρ.

Ñîâåðøàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (18) çàìåíó ρ2 = σ, ïðåäñòàâèì ðàâåíñòâî (18)
â ñëåäóþùåì âèäå:

Q =
1

Γ(N/2)

α∫
0

σ
N−2
2 (e−σ − (1− σ

α
)
α
)

p−1∑
l=0

(−1)ltl

l!
M(x, 2

√
t
√
σ, fl)dσ+
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+
1

Γ(N/2)

∞∫
α

σ
N−2
2 e−σ

(
p−1∑
l=0

(−1)ltl

l!
M(x, 2

√
t
√
σ, fl)

)
dσ+

+

(
1

Γ(N/2
− 1

B(N/2, α+ 1)αN/2

) α∫
0

σ
N−2
2 (1− σ

α
)
α
×

×

(
p−1∑
l=0

(−1)ltl

l!
M(x, 2

√
t
√
σ, fl)

)
dσ =

= K1 +K2 +K3. (20)

Òàê êàê âñå ôóíêöèè fl(x) (l = 0, ..., p − 1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñòå-
ïåííîãî ðîñòà (13) è òàê êàê ìîäóëü óñðåäíåíèÿ (19) íå ïðåâîñõîäèò ìîäóëÿ
óñðåäíÿåìûõ ôóíêöèé fl(x), òî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

|M(x, 2
√
t
√
σ, fl)| ⩽ C(1 + |x|m + tm/2σm/22m). (21)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Åñëè α ⩾ 1 è 0 ⩽ x ⩽ α, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå äâîéíîå
íåðàâåíñòâî:

0 ⩽ e−x − (1− x

α
)
α
⩽

x2

α
e−x, (22)

ïðè ýòîì ëåâîå íåðàâåíñòâî (22) èìååò âèä

(1− x

α
)
α
⩽ e−x, 0 ⩽ x ⩽ α, (23)

è õîðîøî èçâåñòíî.

Äîêàæåì ïðàâîå íåðàâåíñòâî (22). Óìíîæèâ (22) íà ex, ïîëó÷èì:

1 ⩽ ex(1− x

α
)
α
+

x2

α
. (24)

Îáîçíà÷èì

φ(x) =
x2

α
+ ex(1− x

α
)
α
,

òîãäà íåðàâåíñòâî (24) ïðèìåò âèä

φ(x) ⩾ 1.

Äîêàæåì, ÷òî φ(x) ⩾ 1 äëÿ 0 < x < α, äëÿ êîòîðûõ φ′(x) = 0.
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Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ φ′(x) è ïðèðàâíÿâ å¼ ê íóëþ, íàéäåì:

ex(1− x

α
)
α−1

= 2.

Â íóëÿõ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè φ(x) èìååì:

φ(x) =
x2

α
+ ex(1− x

α
)
α−1

(1− x

α
) =

x2

α
+ 2(1− x

α
) =

(x− 1)2

α
+ 2− 1

α
⩾ 1.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Îöåíèì ñëàãàåìûå Ki, i = 1, 2, 3, â ïðàâîé ÷àñòè (20). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåí-
ñòâà (21), (22), áóäåì èìåòü:

|K1| ⩽
( p−1∑

l=0

(t)l

l!

) 1

Γ(N/2)

α∫
0

σ
N−2
2 ×

×
(
e−σ − (1− σ

α
)
α)

(1 + |x|m + tm/2σm/22m)dσ ⩽

⩽
ptp−1C

α · Γ(N/2)

α∫
0

σ
N
2 +1e−σ(1 + |x|m + tm/2σm/22m)dσ. (25)

Çäåñü, è äàëåå, ìû áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî

( p−1∑
l=0

(t)l

l!

)
⩽ ptp−1, ïðè t ⩾ 1. (26)

Çàìåíÿÿ â èíòåãðàëå (25) âåðõíèé ïðåäåë α íà +∞, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
îöåíêó:

|K1| ⩽
C1pt

p−1

α
(1 + |x|m + tm/2), (27)

ãäå C1 � çàâèñèò îò N è m.
Îöåíèì ñëàãàåìîå K2 â ïðàâîé ÷àñòè (20), èñïîëüçóÿ îöåíêè (21), (26) è

ïðè σ > α î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà

e−σ = e−σ/2e−σ/2 ⩽ e−α/2e−σ/2 ⩽
2

α
e−σ/2,

ïîëó÷èì:

|K2| ⩽ ptp−1 1

Γ(N/2)

∞∫
α

σ
N−2
2 e−σ|M(x, 2

√
t
√
σ, fl)|dσ ⩽
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⩽ ptp−1 · C

αΓ(N/2)

∞∫
0

σ
N−2
2 e−σ/2[(1 + |x|m + tm/2σm/22m)]dσ ⩽

⩽
C2pt

p−1

α
(1 + |x|m + tm/2), (28)

ãäå C2 � çàâèñèò îò N è m.
Îöåíèì ñëàãàåìîå K3 â ïðàâîé ÷àñòè (20), èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì îöåíêó

(21), íåðàâåíñòâî (23), à òàêæå ñëåäóþùóþ îöåíêó èç ëåììû 2 ðàáîòû [19],
ñ. 88:

0 < Γ

(
N

2

)
− αN/2B

(
N

2
, α+ 1

)
<

C

α
, α > 0. (29)

Èç îöåíêè (29) âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
α→+∞

αN/2B

(
N

2
, α+ 1

)
= Γ

(
N

2

)
. (30)

Èç (30) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ α ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

αN/2B

(
N

2
, α+ 1

)
> Γ

(
N

2

)
− 1/2. (31)

Ïðèìåíÿÿ äëÿ îöåíêè K3 íåðàâåíñòâà (21), (23), (26), (29), (31), áóäåì
èìåòü:

|K3| <
|Γ(N2 )− αN/2B(N2 , α+ 1)|

Γ(N2 )(Γ(
N
2 )−

1
2)

ptp−1

α
×

×
∞∫
0

σ
N−2
2 e−σC(1 + |x|m + tm/2σm/22m)]dσ ⩽

⩽
C3

α
ptp−1(1 + |x|m + tm/2), (32)

ãäå C3 � çàâèñèò îò N è m.

Äîêàæåì îöåíêó (15). Ïîëîæèì α(t) = tp−1+m, ãäå p � ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ
(1), à m � ñòåïåíü â îöåíêå (13), è âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè (27), (28), (32).
Ïðè ýòîì ïîëó÷èì èñêîìóþ îöåíêó (15):

|u(x, t)− v(x, t, α(t)| ⩽ C(K)t−m/2,

ãäå
C(K) = sup

x∈K
C(1 + |x|m).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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Ïóñòü ôóíêöèè fl(x), l = 0, ..., p− 1, â çàäà÷å (1), (2) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâ-
íûìè è îãðàíè÷åííûìè â EN :

|fl(x)| ⩽ C, ∀x ∈ EN , l = 0, ..., p− 1. (33)

Èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè (33) è

α(t) = tp−1β(t), (34)

ãäå p � ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (1), ôóíêöèÿ β(t) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ

ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî

lim
t→+∞

β(t) = ∞. (35)

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) è ôóíêöèÿ v(x, t, α(t)), îïðåäåëåííàÿ ðàâåí-

ñòâîì (11), ðàâíîñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè t → +∞ ðàâíîìåðíî ïî x â EN ñî

ñêîðîñòüþ íå ìåíåå, ÷åì 1/β(t), ò.å.

sup
x∈EN

|u(x, t)− v(x, t, α(t)| ⩽ C

β(t)
. (36)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 î÷åâèäíî âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 1, òàê êàê îöåíêè (27), (28), (32) ïðè óñëîâèÿõ (33) è (34) ïåðåõîäÿò â
ñëåäóþùèå îöåíêè:

|Kl| ⩽
Clpt

p−1

α(t)
=

Cl

β(t)
, l = 1, 2, 3. (37)

Òîãäà èç (37) è ôîðìóëû (20) ïîëó÷èì îöåíêó:

|u(x, t)− v(x, t, α(t))| ⩽ C

β(t)
, C = C1 + C2 + C3

ðàâíîìåðíî ïî x â EN .
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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2.2 Î çàäà÷å Êîøè äëÿ èòåðèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè

Ïóñòü

Ω = ∆− ∂

∂t
, ∆ =

N∑
k=1

∂2

∂x2k
� îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Ñèìâîë Ω(p)u, p ∈ N, p ⩾ 2, îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò p-êðàòíîãî ïîâòîðíîãî
ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Ω ê ôóíêöèè u(x, t) ∈ C(2p,p) (ñì. [71]).

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì äðóãóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è Êîøè äëÿ îïåðàòîðà (ñì.
[71], c. 257�264):

Ω(p)u(x, t) = 0 â (t > 0), u(x, t) = φ0(x), (38)

∂lu

∂tl
(x, 0) = φl(x), x ∈ EN , l = 1, ..., p− 1, (39)

ãäå φl(x) (l = 1, ..., p−1)� çàäàííûå ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êëàññàì
C2(p−l−1) ∈ EN è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì À. Í. Òèõîíîâà [77], ò.å. äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò C(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x èç EN âûïîëíåíà îöåíêà∣∣∣∣ ∂α1+...+αN

∂xα1
1 − ∂xαN

N

φl(x)

∣∣∣∣ < C(ε) exp (ε|x|2)

äëÿ âñåõ αl ⩾ 0, αl ∈ N, α1 + ...+ αN ⩽ 2(p− l − t), l = 0, . . . , p− 1.

Â [71] (M.Niñolesñu) áûëè èçó÷åíû ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), â
÷àñòíîñòè, áûëî óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè (1), (2), è ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé çàäà÷è:

u(x, t) =

p−1∑
i=0

tl

l!

l∑
k=0

(−1)kCk
l

∂kul−k(x, t)

∂tk
, (40)

ãäå

Ck
l =

l!

k!(l − k)!
,

ul(x, t) =
1

(2
√
π
√
t)

N

∫
EN

φl(y)e
− |x−y|2

4t dy, (41)

|x− y| =
[ N∑

k=0

(xk − yk)
2
]1/2

;
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ul(x, t)� ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëüíîé
ôóíêöèåé φl(y):

Ωul(x, t) = 0, ul(x, 0) = φl(x). (42)

Õîðîøî èçâåñòíîå èç [47] (Â. Ä. Ðåïíèêîâ è Ñ. Ä. Ýéäåëüìàí) íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé (ïîòî÷å÷íîé) ïî x ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ
(42):

lim
t→+∞

ul(x, t) = Al(x) (43)

âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíîãî (ïîòî÷å÷íîãî) ïðåäåëà øàðîâûõ ñðåä-
íèõ ôóíêöèè φl(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
R→∞

S0
Rφl(x) = lim

R→∞

N

wNRN

∫
|x−y|⩽R

φl(y)dy = Al(x), (44)

wN = 2πN/2/Γ(N/2).

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àíàëîãè÷íîãî êðèòåðèÿ ñòàáèëèçàöèè
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2) ïðè p ⩾ 2. Êîíå÷íî, â òàêîì âèäå ýòî
óòâåðæäåíèå íå ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâûì äëÿ çàäà÷è (1), (2). Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè φl(x) ∈ C2(EN) è ãàðìîíè÷íû â EN , ò.å.

∆φl(x) = 0 (l = 0, 1, ..., p− 1),

òî ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) èìååò âèä

u(x, t) =

p−1∑
l=1

tl

l!
φl(x).

ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (38), (39) íå èìååò
ìåñòà, íî ïðè ýòîì ó âñåõ φl(x)(l = 0, ..., p−1) ñóùåñòâóþò ïðåäåëû øàðîâûõ
ñðåäíèõ S0

Rφl(x) = φl(x).

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ñòàáèëèçàöèè íå ñàìîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (38), (39), à íåêîòîðîãî óñðåäíåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè t.

Ïðè R > 0, x ∈ EN , ðàññìîòðèì øàðîâûå ñðåäíèå Ðèññà ([59], [18]) ïîðÿä-
êà α ⩾ 0 ôóíêöèé φl(x):

Sα
Rφl(x) =

2

wNB(N/2, α+ 1)RN

∫
r⩽R

(
1− r2

R2

)α
φl(y)dy. (45)
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Ïóñòü β ⩾ p− 1, ãäå p � ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (38).
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñðåäíåíèÿ òèïà Ðèññà ïî t ïîðÿäêà β > 0 îò

ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è (38), (39):

S(x, t, β;u) =
(−1)p−12

B(p2 , β + 1)tp

t∫
0

u(x, τ)×

×
( ∂

∂τ

)p−1[
τ p−1

(
1− τ 2

t2

)β]
dτ. (46)

Äàëåå, áóäåì ïðèìåíÿòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2. Åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ φl(x) â çàäà÷å Êîøè (42) èìååò ïðå-
äåë øàðîâûõ ñðåäíèõ Ðèññà ïîðÿäêà αi ⩾ 0:

lim
R→∞

Sαl

R φl(x) = Al(x) (47)

ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â EN , òî äëÿ êàæäîãî l = 1, 2, ..., p

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→+∞

tl
∂lui
∂tl

= 0 (48)

ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â EN .
Ýòà ýëåìåíòàðíàÿ ëåììà áóäåò äîêàçàíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì p− 1 ðàç â (46), ïîëó÷èì:

S(x, t, β, u) =
2

B(p/2, β + 1)tp

t∫
0

τ p−1
(
1− τ 2

t2

)β∂p−1u(x, τ)

∂tp−1
dτ. (49)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü β ⩾ p− 1 è ôóíêöèè φl(x) (l = 0, 1, ..., p− 1) èìåþò

ïðåäåëû øàðîâûõ ñðåäíèõ Ðèññà ïîðÿäêîâ αl ⩾ 0:

lim
R→∞

Sαl

R φl(x) = Al(x) (l = 0, 1, ..., p− 1) (50)

ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòå K â EN .
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Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (38), (39) èìååò ïðåäåë ñðåäíèõ (49) òèïà Ðèññà

ïî t ïîðÿäêà β ⩾ p− 1:

lim
t→∞

S(x, t, β;u) = Ap−1(x) (51)

ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòå K â EN , ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ïðåäåë ðàçíî-

ñòè

lim
t→∞

[S(x, t, β;u)− up−1(x, t)] = 0. (52)

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçàöèè
ñðåäíèõ òèïà Ðèññà (49) ïî t îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (38), (39).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

Ðàññìîòðèì ñðåäíèå òèïà Ðèññà (46), ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (40), è ïðèìåíÿÿ
ïðàâèëî Ëåéáíèöà [19], âûäåëÿÿ ïðè ýòîì ãðóïïó ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ
ôóíêöèþ up−1(x, t), ïîëó÷èì:

S(x, t, β;u) =
2

B(p/2, β + 1)tp

t∫
0

τ p−1
(
1− τ 2

t2

)β
×

×
[( ∂

∂τ

)p−1( τ p−1

(p− 1)!
up−1(x, τ)

)
dτ +

[ p−1∑
l=1

C l
p−1(−1)l

τ p−1

(p− 1)!
×

× ∂l

∂τ l
up−1−l(x, t) +

p−2∑
l=0

1

l!

l∑
k=0

Ck
l (−1)l

∂kul−k

∂τ k

]]
dτ.

Äàëåå èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì:

S(x, t, β;u) =
1

B(p/2, β + 1)tp

t∫
0

τ p−1
(
1− τ 2

t2

)β
up−1(x, τ)dτ+

+
1

B(p/2, β + 1)tp

t∫
0

τ p−1
(
1− τ 2

t2

)β[ p−2∑
j=0

Cj
p−1

(p− 1)...(p− j)

(p− 1)!
×

×τ p−1−j ∂
p−1−jup−1(x, τ

∂τ p−1−j

]
+ (53)

+
1

B(p/2, β + 1)tp

t∫
0

τ p−1
(
1− τ 2

t2

)β[ p−1∑
l=1

C l
p−1(−1)l

1

(p− 1)!
×
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×
p−1∑
j=0

Cj
p−1(p− 1)...(p− j)τ p−1−j ∂l+p−1−j

∂τ l+p−1−j
up−i−l(x, τ)+

+

p−2∑
l=0

1

l!

l∑
k=0

Ck
l (−1)k

l∑
j=0

C l
p−1l(l − 1)...(l − j + 1)×

×τ l−j ∂
k+p−1−j

∂τ k+p−i−j
(ul−k(x, τ)

]
dτ =

= v1(x, t) + v2(x, t) + v3(x, t).

Èç ôîðìóëû (53) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ïðåäåëüíûõ ðàâåíñòâ:

lim
t→∞

1

B(p/2, β + 1)tp

t∫
0

τ p−1
(
1− τ 2

t2

)β
up−1(x, τ)dτ = Ap−1(x); (54)

lim
t→∞

1

B(p/2, β + 1)tp

t∫
0

τ p−1
(
1− τ 2

t2

)β
τ l
∂lup−1(x, τ)

∂τ l
dτ = 0; (55)

lim
t→∞

1

B(p/2, β + 1)tp

t∫
0

τ p−1
(
1− τ 2

t2

)β
τ v

∂lup−1(x, τ)

∂τ l
dτ = 0, v < l. (56)

Ïî óñëîâèþ ôóíêöèè φp−1(x, τ) ñóùåñòâóåò ïðåäåë øàðîâûõ ñðåäíèõ
Ðèññà ïîðÿäêà αp−1 ⩾ 0.

Òîãäà, êàê èçâåñòíî [18], ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè up−1(x, t) ñ íà÷àëüíîé
ôóíêöèåé φp−1(x) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê Ap−1(x) ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì
êîìïàêòå K â EN :

lim
t→∞

up−1(x, t) = Ap−1(x). (57)

Òàê êàê ñðåäíèå Ðèññà ïî t ïîðÿäêà β â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ôîðìóë (54), (55),
(56), î÷åâèäíî, îáëàäàþò ñâîéñòâîì ðåãóëÿðíîñòè, èç (57), è âûòåêàåò ñïðà-
âåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (54).

Äàëåå, â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ó íà÷àëüíûõ ôóíêöèé φi(x), i = 0, ..., p−2,
ñóùåñòâóþò ïðåäåëû øàðîâûõ ñðåäíèõ Ðèññà ïîðÿäêîâ αi, i = 0, ..., p− 2.

Èçâåñòíî [18], ÷òî ýòî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñòàáèëèçàöèè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé ui(x, t) çàäà÷è Êîøè ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì
êîìïàêòå K â EN :

lim
t→∞

ui(x, t) = Ai(x), i = 0, ..., p− 2. (58)
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Êðîìå òîãî, â ñèëó òåõ æå óñëîâèé è â ñèëó ëåììû ñóùåñòâóåò íóëåâîé
ïðåäåë (48), à òàêæå ñëåäóþùèé ïðåäåë

lim
t→∞

tν
∂lu(x, t)

∂tl
= 0

(ν ⩽ l) ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò ïðåäåëû (54), (55), (58) ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â
EN .

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

2.3 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2

Ó÷òåì òîò ôàêò [18], [16], ÷òî øàðîâûå ñðåäíèå Ðèññà (45) Sα
Rφi(x) ôóíê-

öèè φi(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:

∆Sα
Rφi(x) =

1

Rk

∂

∂R
Rk ∂

∂R
Sα
Rφi(x), (59)

Sα
Rφi(x)

∣∣∣
R=0

= φi(x),
∂

∂R
Sα
Rφi(x)

∣∣∣
R=0

= 0 (x ∈ EN , R > 0) (60)

â ïîëóïðîñòðàíñòâå EN+1
+ = (x ∈ EN , ρ ⩾ 0), ãäå k = 2α +N + 1.

Ïðåäñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè â âèäå èíòåãðàëà Ïóàññîíà (41):

ui(x, t) =
2

Γ(k + 1)/2

∞∫
0

ρkSα
2
√
tρ
φi(x)dρ. (61)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî t (çàêîííîñòü ýòîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ î÷åâèäíà), â ñèëó (59), (60) ïîëó÷àåì:

∂ui(x, t)

∂t
=

2

Γ((k + 1)/2)

∞∫
0

e−ρ2ρk
[ 1

(2
√
tρ)

k

∂

∂(2
√
tρ)

]
×

×(2
√
tρ)

k ∂

∂(2
√
tρ)

[
Sα
2
√
tρ
φi(x)

]
dρ =

=
2

Γ(k + 1)/2

1

4t

∞∫
0

e−ρ2 ∂

∂ρ
ρk

∂

∂ρ
Sα
2
√
tρ
φi(x)dρ.

66



Äâàæäû èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ýòîì ïîäñòàíîâêè îáðàùàþòñÿ â íóëü, ïîëó÷èì:

∂ui
∂t

=
1

4t

2

Γ(k + 1)/2

∞∫
0

Sα
2
√
tρ
φi(x)

( 1

ρk
∂

∂ρ
ρk

∂

∂ρ

)
e−ρ2dρ. (62)

Îáîçíà÷èì ðàäèàëüíûé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ρ−k ∂

∂ρ
ρk

∂

∂ρ

ñèìâîëîì ∆ρ, à ñèìâîëîì ∆l
ρe

−ρ2 � ðåçóëüòàò l-êðàòíîãî ïîâòîðíîãî ïðèìå-
íåíèÿ îïåðàòîðà ∆ρ ê ôóíêöèè e−ρ2.

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (62) l−1 ðàç è ó÷èòûâàÿ (59), (60), êàê â (62),
áóäåì èìåòü:

∂lui(x, t)

∂tl
=

1

(4t)l
2

Γ((k + 1)/2)

∞∫
0

ρkSα
2
√
tρ
φi(x)∆

l
ρe

−ρ2dρ. (63)

Î÷åâèäíî, ÷òî
∆l

ρe
−ρ2 = e−ρ2Pl(ρ

2),

ãäå Pl(ρ
2) � ïîëèíîì ïî ρ2 ñòåïåíè l.

Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî:

I0 ≡
∞∫
0

∂

∂ρ
ρk

∂

∂ρ
∆l−1

ρ e−ρ2dρ =

= ρk
∂

∂ρ
∆l−1

ρ e−ρ2
∣∣∣ρ=+∞

ρ=0
= e−ρ2ρk

∂

∂ρ
Pl−1(ρ

2)
∣∣∣ρ=+∞

ρ=0
= 0. (64)

Ïîëàãàåì, ÷òî t > T0 > 0 è ïðåäñòàâèì èíòåãðàë (63) â ñëåäóþùåì âèäå:

1

2
Γ((k + 1)/2)tl

∂lui(x, t)

∂tl
=

=
( √

T0/t∫
0

+

∞∫
√

T0/t

)
ρkSα

2
√
tρ
φi(x)∆

l
ρe

−ρ2dρ =

= K1(x, t) +K2(x, t). (65)
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Îöåíèì âíà÷àëå K2(x, t), ïðåäñòàâèâ åãî â ñëåäóþùåì âèäå:

K2 =
l∑

m=0

Bm,l

∞∫
√

T0/t

ρk+2me−ρ2Sα
2
√
tρ
φi(x)dρ, (66)

ãäå Bm,l � êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà Pl(ρ
2).

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ ρk+2me−ρ2 ïîëîæèòåëüíà íà èíòåðâà-
ëå (

√
T0/t,+∞), ïðèìåíèì ïåðâóþ ôîðìóëèðîâêó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ [34] â

êàæäîì ñëàãàåìîì â (66), ïðè ýòîì ïîëó÷èì:

K1 =
l∑

m=0

Bm,lS
α
2
√
tρ∗,m

φi(x)

+∞∫
√

T0/t

ρk+2me−ρ2dρ,

ãäå 2
√
tρ∗,m ⩾ 2

√
T0ρ∗,m ⩾ 2

√
T0, m = 0, ..., l.

Â ñèëó óñëîâèé ëåììû 2 äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå T0(ε) > 0,
÷òî ïðè T > T0(ε) äëÿ âñåõ x ∈ K èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Sα
2
√
tρ∗,m

φi(x) = Ai(x) + εi(x, t),

ãäå

|εi(x, t)| <
ε

2

l∑
m=0

|Bm,l|
∞∫
0

e−ρ2ρk+2mdρ.

Òàê êàê 2
√
tρ∗,m ⩾ 2

√
T0 ïðè ρ∗,m ⩾ 2

√
T0m = 0, ..., l, òî ïðè t → +∞

ïîëó÷èì:
lim
t→∞

K2(x, t) = I0Ai(x) = 0, (67)

èáî I0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (64).

Îöåíèì âåëè÷èíóK1(x, t) â (65). Òàê êàê ôóíêöèÿ φi(x) íåïðåðûâíà â EN ,
òî ïðè ôèêñèðîâàííîì T0 óñòðåìèì âðåìÿ t ê áåñêîíå÷íîñòè è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
x â K1(x, t) ïðèíàäëåæèò êîìïàêòó K, î÷åâèäíî ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ñëåäóþùèé ïðåäåë:

lim
t→∞

K1(x, t) = 0 (68)

ðàâíîìåðíî ïî x íà êîìïàêòå K. Èòàê, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (65), (67),
(68). Èç íèõ æå è âûòåêàåò, ÷òî ëåììà 2 äîêàçàíà.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû àâòîðà, âûäâèãàåìûå íà çàùèòó,
ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

� Ïîëó÷åí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå
ïðåäåëà ñðåäíèõ ïî âðåìåíè îò ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã.Ïåòðîâñêîìó
ñèñòåìû óðàâíåíèé áåç ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ.

� Âïåðâûå òàêæå ïîëó÷åí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå ïðåäåëà ñðåäíèõ ×åçàðî ïîðÿäêà α ⩾ 0 ïî âðåìåíè îò ðåøåíèÿ
ïàðàáîëè÷åñêîé ïî È. Ã.Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ìëàäøèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè.

�Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ ñðåäíèõ ïî âðåìåíè è ñðåä-
íèõ ×åçàðî ïîðÿäêà α ⩾ 0 ïî âðåìåíè â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ñðåäíèõ ïî
êóáàì, à òàêæå â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ñðåäíèõ ïî øàðàì ðàâíî-
ìåðíî ïî x âî âñåì ïðîñòðàíñòâå.

� Åñëè âûïîëíåíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ ðîñòà è α(t) = tm+p−1 � ïîðÿäîê
ñðåäíèõ, òî óñòàíîâëåíî óòâåðæäåíèå î ðàâíîñòàáèëèçàöèè ïðåäåëà ðàçíî-
ñòè ðåøåíèÿ èòåðèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ è íåêîòîðîé ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííîé
ôóíêöèè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè, ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîì-
ïàêòå ñî ñêîðîñòüþ íå ìåíåå, ÷åì t−m/2 (ò.å. óñòàíîâëåíà ñòåïåííàÿ îöåíêà
óêàçàííîé ðàçíîñòè).

� Ïîëó÷åíî óòâåðæäåíèå î ðàâíîñòàáèëèçàöèè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
âðåìåíè ñðåäíèõ òèïà Ðèññà ïî âðåìåíè îò ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè è
ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè, ðàáîòàþùèìè
â îáëàñòè êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.
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Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò èêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íà-
ó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì, à èìåííî, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîðó Øàìîëèíó Ìàêñèìó Âëàäèìèðîâè÷ó è êàíäèäàòó ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíòó Çàïëåòèíó Ìàêñèìó Ïåòðîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó
èíòåðåñíîé è âàæíîé çàäà÷è, à òàêæå âíèìàíèå è öåííûå ñîâåòû ïî ðàáîòå
ñ äèññåðòàöèåé.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü çàâåäóþùåìó êàôåäðîé îá-
ùèõ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, äîêòîðó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ôóðñèêîâó Àíäðåþ Âëàäèìèðî-
âè÷ó è âñåì ñîòðóäíèêàì êàôåäðû çà ïëîäîòâîðíîå îáñóæäåíèå ðàáîòû.

Àâòîð òàêæå áëàãîäàðèò ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëüñêèé ñîñòàâ
ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èìåíè
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà çà ïîëó÷åííîå ðàíåå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå.
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