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Общая характеристика работы

Актуальность темы.

Из всех экспериментально определяемых величин наиболее точ
но может быть измерена частота. В настоящее время относительная
неопределенность измерения частоты может составлять менее 10−18. Пре
образование в частоту других физических величин используется во многих
прецизионных измерениях в различных областях науки и техники. При
проведении оптических измерений удобным оказывается использование
высокодобротных резонаторов. Одним из наиболее перспективных типов
резонаторов являются оптические микрорезонаторы с модами "шепчущей
галереи".

За последние более чем тридцать лет оптические микрорезонаторы
нашли широкое применение в различных областях науки и техники [1]
и, в том числе, стали важным элементом для создания современных фо
тонных и радиофотонных устройств [2], в частности, лазеров с шириной
линии ∼ единиц Гц [3]. Несмотря на впечатляющие результаты, получен
ные с использованием оптических микрорезонаторов, возникает вопрос
о фундаментальных ограничениях на стабильность резонансных частот
микрорезонатора. В частности, известно, что одной из причин подобных
фундаментальных ограничений являются термодинамические эффекты в
микрорезонаторах [2; 4].

Под термодинамическими эффектами как правило понимают флук
туации какого-либо параметра в следствие флуктуаций температуры в
микроскопических объёмах, которые наблюдаются даже в состоянии тепло
вого равновесия [5]. Они являются неотъемлемой частью статистической
механики и важны для понимания многих явлений в природе. Термоди
намические флуктуации играют решающую роль в различных областях
науки: от электроники и физики полупроводников до фотоники и мет
рологии [6]. Термодинамические шумы включают в себя броуновские
флуктуации, а также терморефрактивные, термоупругие и фотоупругие.

Для оптических интерферометров [6], используемых при обнаруже
нии гравитационных волн, были установлены два ключевых вклада шума,
а именно терморефрактивный шум и термоупругий шум, преобразую
щие стохастические колебания температуры через термооптический или
термоупругий коэффициенты в флуктуации частоты, тем самым огра
ничивая предельную точность измерений. Аналогично для оптических
микрорезонаторов одним из ограничивающих факторов на точность изме
рений механических смещений и ширину линии при стабилизации лазеров
микрорезонатором являются термодинамические флуктуации резонансной
частоты микрорезонатора [2].

Терморефрактивный и термоупругий шумы экспериментально на
блюдались в кварцевых микросферах [4], в кристаллических [3] и
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интегральных микрорезонаторах [7], и также теоретически анализи
ровались в ряде работ [2; 8]. Однако экспериментальное измерение
частотного шума стабилизированного микрорезонатором лазера зачастую
не позволяет достичь уровня шумов определяемого фундаментальными
флуктуациями в микрорезонаторах. Возможным фактором, вносящим
вклад в уровень шума стабилизированного микрорезонатором лазера,
могут быть флуктуации в сопряженных с микрорезонаторам элементах
(линзах, призмах, световодах, подложках), которые подробно изучались в
первой главе данной работы.

Также использование микрорезонаторов зачастую осложняется неиз
бежным проявлением тепловых эффектов [9]. Под тепловыми эффектами
подразумеваются изменения каких-либо параметров (например, резонанс
ной частоты, коэффициента связи, длины оптического пути) вызванное
изменением средней по макроскопическому объёму температуры микроре
зонатора, его части, его крепления или оптических элементов (линз, призм,
световодов, подложек).

Поглощение оптической мощности в микрорезонаторе вызывает на
грев и, как следствие, сдвиг его собственных частот из-за эффектов тер
морефракции и теплового расширения. Термооптические сдвиги частоты,
дрейфы и нестабильности влияют на динамику линейных и нелинейных
процессов в оптических схемах на основе микрорезонаторов, например, при
генерации оптических частотных гребенок и диссипативных солитонов [10]
и эффективность лазерной стабилизации [3].

Вопрос учета тепловых эффектов имеет первостепенное значение
для широко используемых в настоящее время компактных интегральных
структур с высокодобротными микрорезонаторами. Это связано с тем, что
интегральные микрорезонаторы сочетают в себе высокую добротность и
крайне высокую локализацию оптической мощности в небольшом объеме
фотонного микрочипа. Однако, несмотря на вдохновляющие и многообе
щающие экспериментальные результаты, принципы и динамика эффекта
затягивания [11] при больших мощностях накачки в нелинейных режи
мах, учитывающих как кубичную (или керровскую), так и тепловую
нелинейности, изучены недостаточно. В данной работе произведен анализ
нелинейных процессов генерации солитонов и платиконов в микрорезона
торе с учетом как керровской, так и тепловой нелинейностей.

Во многих исследованиях для описания тепловой динамики микроре
зонатора и, следовательно, для определения тепловых сдвигов собственных
частот микрорезонатора используются скоростные уравнения с эффек
тивными тепловыми параметрами [10; 12]. Таким образом, для точного
моделирования линейных и нелинейных процессов в оптических микро
резонаторах и разработки устройств на их основе необходима оценка
эффективных тепловых параметров микрорезонатора, таких как скорость
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тепловой релаксации и скорость оптического поглощения (и, следова
тельно, значение коэффициента тепловой нелинейности), определяющие
динамику тепловых процессов в таких структурах. В частности, возникает
вопрос, как определять эффективные параметры для конкретного мик
рорезонатора. Точное решение трехмерного уравнения теплопроводности
с источником не выражается в аналитическом виде. Существующие ана
литические выражения для эффективных тепловых параметров, которые
были выведены для упрощенного случая сферического микрорезонатора,
[9] плохо описывают более сложные структуры, такие как дисковые кри
сталлические или интегральные микрорезонаторы, так как не учитывают
неоднородность материала микрорезонатора и внешние условия. Поэтому
для наиболее точного определения эффективных параметров необходи
мо производить численное моделирование уравнения теплопроводности
в микрорезонаторах с последующей аппроксимацией временной зависи
мости температуры микрорезонатора решением скоростного уравнения,
представляющим собой экспоненциальную зависимость. Тем не менее и та
кой подход может быть недостаточно точным при определенных условиях.
Это связано с тем, что динамика температуры более сложна, чем простая
экспоненциальная зависимость. Скоростное уравнение является эмпириче
ским, и его использование для описания тепловых процессов может быть
некорректным для конкретной структуры. При этом до сих пор не суще
ствует альтернативного более точного способа учета тепловых эффектов.
Во второй главе данной работы предложен универсальный подход, основан
ный на разложении теплового поля на тепловые моды микрорезонатора,
обеспечивающий высокую точность учета тепловых эффектов для любых
параметров микрорезонатора и внешнего воздействия.

С другой стороны, тепловые эффекты также иногда могут быть
полезными, предоставляя возможности для контроля и перестройки ре
зонансных частот. Возможность эффективно управлять резонансными
частотами имеет важное практическое значение для разработки пере
страиваемых узкополосных лазеров в режиме затягивания на оптический
микрорезонатор, необходимых для множества различных применений [11].
Известно несколько способов управления резонансными частотами: теп
ловые эффекты, механическое воздействие, электрооптический эффект.
Тепловые эффекты [13], несмотря на инерционность, позволяют управлять
резонансными частотами, изменяя температуру микрорезонатора практи
чески в неограниченном диапазоне (от сверхнизких температур до точки
плавления материала микрорезонатора). Однако задача практической реа
лизации нагрева микрорезонатора может оказаться весьма нетривиальной.
Размещение микрорезонатора на нагревателе или элементе Пельтье мо
жет быть не очень эффективным из-за плохого теплового контакта между
резонатором и нагревателем или большого времени тепловой релаксации
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системы микрорезонатор-нагреватель. В третьей главе данной работы экс
периментально исследовались и численно анализировались более простые
в реализации методы нагрева микрорезонатора: за счет поглощения опти
ческого излучения внешнего лазера (с помощью нанесения поглощающего
слоя на микрорезонатор) и поглощения оптической мощности накачки. Рас
сматриваемые способы просты в реализации и могут использоваться для
создания перестраиваемых узкополосных лазеров на основе эффекта затя
гивания лазерного диода на оптический микрорезонатор.

Таким образом, несмотря на то что тепловые и термодинамические
эффекты давно известны и подробно исследовались во множестве научных
работ, до сих пор существуют незакрытые вопросы и нерешенные науч
ные задачи в данной области. До сих пор не разработан метод расчета
эффективных тепловых параметров, которые позволяли бы точно учиты
вать тепловые сдвиги частоты для любых параметров микрорезонатора.
Также на текущий момент не существует методов для оценки флуктуаций
в системах с микрорезонаторами, учитывающих шумы как в микрорезона
торе, так и сопряженных оптических элементах и креплениях.

Целью данной работы является разработка метода для точного
учета тепловых и термодинамических эффектов в системах с высокодоб
ротными оптическими микрорезонаторами, поиск способов минимизации
влияния данных эффектов на собственные частоты микрорезонаторов.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следу
ющие задачи:

1. Разработать математическую модель для учета влияния флук
туаций в микрорезонаторе и элементе связи на шум частоты
генерации диодного лазера в режиме затягивания.

2. Исследовать влияние тепловых эффектов на нелинейные процессы
в микрорезонаторе в режиме затягивания. Разработать математи
ческую модель для более точного расчета эффективных тепловых
параметров микрорезонатора.

3. Исследовать различные способы экспериментальной оценки вре
менной зависимости тепловых сдвигов частоты и сравнить изме
ренные сдвиги частоты с результатами численного моделирования.

Научная новизна:

1. Впервые выполнен расчет влияния вклада шумов в элементе связи
на флуктуации частоты стабилизируемого лазера в режиме затя
гивания на оптический микрорезонатор и найдены условия, при
которых данный вклад может быть существенным.

2. Впервые исследована применимость скоростных уравнений с эф
фективными тепловыми параметрами для описания динамики
температуры и тепловых сдвигов частоты в микрорезонаторе.
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3. Впервые предложен метод позволяющий уточнить расчёт эффек
тивных тепловых параметров с помощью метода разложения по
тепловым модам.

4. Впервые выполнен расчет тепловых шумов в дисковых микрорезо
наторах из фторида магния с учетом температурной зависимости
материальных параметров и найдена оптимальная температура
микрорезонатора.

5. Исследована оригинальная модель для описания нелинейных про
цессов в высокодобротном микрорезонаторе в режиме затягивания
с учетом тепловых эффектов.

6. Впервые продемонстрировано, что затягивание может приводить к
компенсации тепловых эффектов, делая возможным образование
устойчивых оптических солитонов и платиконов.

7. Был разработан оригинальный метод спектрограмм, позволяющий
исследовать временную зависимость тепловых сдвигов частоты в
микрорезонаторах.

8. Впервые предложен и применен метод инфракрасной термогра
фии для измерения распределения температуры в микрорезона
торе.

9. Впервые проведено сравнение временной зависимости сдвигов
резонансных частот с помощью нагрева внешним лазером поглоща
ющего слоя на поверхности микрорезонатора с моделированием.

Практическая значимость Для многих актуальных практических
приложений, в частности портативных стандартов частоты, необходимы
компактные перестраиваемые источники лазерного излучения с узкой
шириной линии, создание которых возможно с использованием опти
ческих микрорезонаторов. Однако предельно достижимая стабилизация
лазерного излучения оптическим микрорезонатором, ограниченная фунда
ментальными шумами микрорезонатора, для многих конструкций до сих
пор не достигнута в эксперименте. Причиной этому могу быть флуктуации
в элементе связи с микрорезонатором. В данной работе впервые проана
лизирован вклад флуктуаций в элементе связи с микроререзонатором на
общую нестабильность системы и найдены условия, при которых данный
вклад может быть существенным. Разработанная модель проясняет фун
даментальные ограничения на ширину линии лазеров, стабилизированных
высокодобротными микрорезонаторами.

Также использование микрорезонаторов, ввиду высокой добротности
и большой концентрации оптической мощности в малом объеме микро
резонатора, зачастую сопровождается проявлением тепловых эффектов.
Из-за высокой добротности резонансные частоты крайне чувствительны
к изменениям температуры. Точный учет тепловых эффектов позволяет
компенсировать их влияние и, также, использовать тепловые эффекты
для прецизионной перестройки лазерного излучения. Наиболее простым
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способом учета тепловых эффектов является использование скоростных
уравнений с эффективными тепловыми параметрами. Однако сами зна
чения эффективных тепловых параметров для конкретной конструкции
микрорезонатора заведомо неизвестны и требуют дополнительных расче
тов или измерений.

В данной работе впервые предложен метод более точного расчета
эффективных тепловых параметров с помощью метода разложения по теп
ловым модам. Разработанная модель позволяет повысить эффективность
как использования тепловых эффектов для подстройки резонансных ча
стот, так и компенсации их паразитного влияния в устройствах на основе
микрорезонаторов.

Достоверность полученных результатов обеспечена корректностью
постановки задач, использованием обоснованных экспериментальных и
численных методов, и подтверждается публикациями в рецензируемых из
даниях.

Объект и предмет исследования. Объектом исследования яв
ляются высокодобротные оптические микрорезонаторы с модами типа
"шепчущей галереи". Предметом исследования являются тепловые и
термодинамические эффекты в высокодобротных микрорезонаторах и
элементах связи с ними при накачке лазерным источником в режиме
непрерывного излучения.

Методология и методы исследования. В работе использовались
следующие методы: метод конечных элементов для расчета спектральных
плотностей флуктуаций частоты лазера в режиме затягивания на опти
ческий микрорезонатор, расчета динамики температуры микрорезонатора
при нагреве мощностью накачки и вычисления интегралов перекрытия
тепловых и оптических мод, метод наименьших квадратов для аппрокси
мации данных моделирования с целью получения эффективных тепловых
параметров микрорезонатора, метод спектрограмм и метод инфракрасной
термографии для измерения тепловых сдвигов частоты, также общеприня
тые методы теоретической и экспериментальной физики.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Предложенная модель учета флуктуаций фазы в элементах связи
лазера с микрорезонатором в режиме затягивания, учитываю
щая влияние терморефрактивного, термоупругого, броуновского
и фотоупругого шумов позволяет определить параметры элемен
та связи, при которых вклад этих флуктуаций в нестабильность
частоты лазера становятся сравнимым с вкладом флуктуаций в
микрорезонаторе. Для интегрального микрорезонатора из нитри
да кремния с межмодовым интервалом 100 МГц, добротностью
107 и планарным волноводом связи длина волновода не должна
превышать 80 мм.
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2. Предложенная модель расчета эффективных тепловых парамет
ров с помощью разложения по тепловым модам, учитывающая
тепловые процессы в волноводе, покрытии и подложке интеграль
ного микрорезонатора позволяет повысить точность их определе
ния. Для типичных интегральных микрорезонаторов из нитрида
кремния с постоянной мощностью накачки расхождение с экспе
риментальными данными составляет менее 0.1% против 2% для
модели с одной экспонентой.

3. В случае импульсной накачки с длительностью импульса порядка
1 мкс ошибка расчета тепловых сдвигов частоты предложенным
методом составляет менее 0.1% вместо 70 % с использованием мо
дели с одной экспонентой.

4. Для микрорезонаторов из фторида магния с радиусом более 2
мм оптимальная температура, при которой вклад терморефрак
тивных флуктуаций в микрорезонаторе в нестабильность его
собственной частоты становится минимальным, равна 75 ∘ С.

5. Построенная численная модель для расчета динамического сдвига
собственных частот микрорезонаторов позволяет учитывать как
внешние источники тепла, так и нагрев резонансным оптическим
излучением при произвольном окружении микрорезонатора, что
обеспечивает соответствие с экспериментальными данными для
микрорезонатора из фторида магния с диаметром 3 мм и толщи
ной 1 мм, расположенного на латунной ножке, с ошибкой менее
2 %.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались
на ряде престижных всероссийских и международных конференций:

1. "Estimation of a time dependent frequency shift of whispering gallery
modes due to the pump induced heating," 2024 International
Conference Laser Optics (ICLO), Saint Petersburg, Russian
Federation, 1-5 Jule 2024 г.

2. "Определение эффективных параметров микрорезонаторов путем
разложения по тепловым модам" Невская Фотоника, Санкт-Петер
бург, 9-13 октября 2023

3. "The Photonic Microchip Thermal Parameters Definition via The
Thermal Mode Decomposition" Laser Physics 2023, Ashtarak,
Armenia, September 12-15, 2023

4. "Thermal Mode Decomposition Method for Microresonator Thermal
Parameters Estimation" ICQT-2023, Moscow, july 9-12, 2023

5. "Сравнение методов расчета эффективных тепловых параметров
микрорезонаторов" «ФОТОНИКА-2023», Новосибирск, 4-8 сен
тября 2023
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6. "Thermal mode decomposition method for microresonator thermal
parameters estimation" SPIE/COS Photonics Asia, Beijing, China,
14 - 16 October 2023

7. "Numerical simulation of pump power-induced heating processes in
silicon nitride photonic chips" SPIE/COS Photonics Asia, Nantong,
Jiangsu China, 21 - 23 October 2022

8. "Comparison of Methods for Calculating Thermal Frequency Shifts
in Integrated Si3N4 Microresonators," 2022 International Conference
Laser Optics (ICLO), Saint Petersburg, Russian Federation, 20-24
June 2022 г.

9. "Numerical Simulation of Influence of the Thermal and Mechanical
Fluctuations in the Coupling Elements of Microresonators," 2021
Joint Conference of the European Frequency and Time Forum and
IEEE International Frequency Control Symposium (EFTF/IFCS),
Gainesville, FL, USA, 2021

10. "Численное моделирование тепловых и механических шумов в
элементах связи с оптическими микрорезонаторами" Метрология
времени и пространства: Материалы X Международного симпози
ума, Менделеево, 06–08 октября 2021 г.

11. "Математическое моделирование терморефрактивных шумов
устройств ввода лазерного излучения в микрорезонаторы на
волнах шепчущей галереи" VIII научно-практическая конферен
ция молодых ученых, аспирантов и специалистов, Менделеево, 06
февраля 2020 г.

12. "Применение устройств на оптических резонаторах с модами шеп
чущей галереи в метрологии времени и частоты," Метрология
времени и пространства : Материалы X Международного симпо
зиума, Менделеево, 06–08 октября 2021 г.

13. "Перспективы создания аппаратуры для спутникового мониторин
га парниковых газов на основе оптических частотных гребено" XI
Международная конференция по фотонике и информационной оп
тике, НИЯУ МИФИ, 26–28 января 2022 г.

14. "Применение лазеров стабилизированных микрорезонаторами для
системы лазерного охлаждения рубидиевого фонтана" XI Между
народная конференция по фотонике и информационной оптике,
НИЯУ МИФИ, 26–28 января 2022 г.

15. "Перспективы создания аппаратуры для спутникового мониторин
га парниковых газов на основе оптических частотных гребенок" г.
Сочи, Краснодарский край, Россия, 13-18 сентября 2021 г.

16. "Application of the self-injection locked diode lasers for a laser cooling
system of a rubidium fountain" Физика ультрахолодных атомов –
2021, Институт лазерной физики СО РАН, 20-22 декабря 2021 г.
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17. "Оптоэлектронный контроль частоты диодных лазеров с помощью
микрорезонаторов из танталата лития для системы лазерного охла
ждения рубидиевого фонтана" Форум «Микроэлектроника 2022»,
г. Зеленоград, 15-16 сентября 2022 г.

18. "Моделирование нелинейных процессов в высокодобротных микро
резонаторах в режиме затягивания с учетом тепловых эффектов"
Нелинейные волны - 2022, Нижний Новгород: ИПФ РАН, 07–13
ноября 2022 г.

19. "Сравнение методов оценки нагрева микрорезонатора из фторида
магния при поглощении оптической мощности накачки" XIII Меж
дународная конференция по фотонике и информационной оптике,
НИЯУ МИФИ, 24–26 января 2024 г.

20. "В поисках оптимальной температурной точки горячего микроре
зонатора из фторида магния" XIII Международная конференция
по фотонике и информационной оптике, НИЯУ МИФИ, 24–26 ян
варя 2024 г.

Личный вклад. Задачи исследования были сформулированы сов
местно с научным руководителем работы. Все изложенные в работе
результаты получены либо лично автором, либо при его непосредственном
участии. Лично автором разработана модель для расчета термодинамиче
ских флуктуаций в системах с оптическими микрорезонаторами и модель
для расчета нагрева микрорезонатора за счет поглощения оптической
мощности накачки, а также предложен и реализован метод для расче
та эффективных тепловых параметров микрорезонатора. Лично автором
были проведены эксперименты по измерению временной зависимости теп
ловых сдвигов частоты и измерению сдвигов частоты за счет внешнего
электрического поля. Автор непосредственно участвовал в анализе экспе
риментальных данных и результатов моделирования, подготовке основных
публикаций по выполненной работе.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 13 печатных изданиях [А1-А13], из которых 5 - статьи [А1-А5], ин
дексируемые в базах SCOPUS, Web of Science, 2 - статьи в журналах,
рекомендованных ВАК [А12-А13].

Содержание работы

Работа состоит из введения, трех глав, заключения и списка исполь
зованной литературы.

В первой главе произведено моделирование методом конечных эле
ментов (МКЭ) с использованием COMSOL Multiphysicals флуктуаций
оптического пути 𝛿𝐷 и, как следствие, частоты 𝛿𝜈 генерации лазера в
режиме затягивания на микрорезонатор вызванных фундаментальными
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шумами в различных элементах связи с микрорезонаторами:

𝛿𝜈 =
𝜔2
0

2𝑄𝑚𝑐
𝛿𝐷, (1)

где D =
∫︀
𝐿
𝑛𝑒𝑓𝑓 (𝑧)𝑑𝑧 — оптический путь между диодным лазером и микро

резонатором, 𝑛𝑒𝑓𝑓 — эффективный показатель преломления оптического
пути, 𝜔0 — собственная частота моды микрорезонатора, 𝑄𝑚 — доброт
ность моды микрорезонатора, 𝑐 – скорость света в вакууме. На основании
результатов моделирования сделан вывод об ограничении эффективности
оптической обратной связи и произведена оценка вклада этого эффекта в
ширину линии генерации лазера в режиме затягивания [А7].

В первом параграфе анализируются флуктуационные механизмы в
системах с оптическими микрорезонаторами и их влияние на частоту ге
нерации диодного лазера в режиме затягивания. Рассматриваются четыре
типа флуктуаций: терморефрактивные, термоупругие, броуновские и фо
тоупругие.

Во втором параграфе описывается метод численного расчета тер
модинамических флуктуаций на основе флуктуационно-диссипационной
теорема (ФДТ), которая связывает флуктуации термодинамических пе
ременных системы (их спектральную плотность) с её диссипативными
свойствами [14].

В третьем параграфе составляются системы уравнений для даль
нейшего численного моделирования для каждого типа флуктуаций: тер
морефрактивного, термоупругого, броуновского и фотоупругого. Затем
производится численный расчет соответствующих шумов в интегральном
волноводе связи, из которого делается вывод, что терморефрактивный
шум является основным источником флуктуаций в интегральном волно
воде связи из нитрида кремния (см. рис. 1 (а)). В четвертом параграфе
рассчитанный шум сравнивается с шумами микрорезонатора и происходит
поиск условий при которых шумы в элементе связи становятся сопостави
мыми с шумами в микрорезонаторе (см. рис. 1 (б)). На рис. 1 (б) видно,
что шум микрорезонатора уменьшается с уменьшением области свободной
дисперсии (ОСД = 𝑐

2𝜋𝑅0𝑛𝑒𝑓𝑓
, где 𝑐 – скорость света в вакууме, R0 – радиус

микрорезонатора, n𝑒𝑓𝑓 – эффективный показатель преломления микроре
зонатора), то есть с увеличением радиуса микрорезонатора. Однако рис. 1
(б) показывает, что общий шум в интегральном волноводе связи, учитывая
добротность микрорезонатора 𝑄𝑚 = 107 (черная линия), пренебрежимо
мал по сравнению с шумом интегральных микрорезонаторов. Уровень ча
стотного шума интегрального волновода составляет порядка 10−2 Гц2·Гц−1

на частотах 1 МГц, что меньше результатов [15] более чем в 100 раз. Тем
не менее, формулы (1) показывает, что шум в элементе связи в случае за
тягивания зависит от добротности микрорезонатора с которым происходит
связь. Если считать добротность микрорезонатора 𝑄𝑚 = 106 (серая линия
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Рис. 1 — (a): Численное моделирование вкладов различных флуктуаций в
волноводе в частотные шумы лазера в режиме затягивания. (б): Сравнение
частотного шума интегральных микрорезонаторов с различными ОСД и
интегральных волноводов связи длиной L = 20 мм. Зеленая пунктирная

линия – метод "𝛽-separation line": S𝛽(𝑓) = 8 ln(2)𝑓/𝜋2.

на рис. 2 (б)), то шум в элементе связи сопоставим с шумами микроре
зонатора с ОСД порядка единиц ГГц. При этом тепловой сдвиг частоты
и терморефрактивный шум в микрорезонаторе не зависят от добротности
𝑄𝑚 микрорезонатора.

Далее производится расчет ширины линии генерации диодного лазе
ра в режиме затягивания, определяемой термодинамическими флуктуаци
ями в волноводе связи и рассчитывается ограничение на длину волновода.
На рис. 2 (а) точка пересечения черной и фиолетовой пунктирной линии
показывает, что для связи с микрорезонатором с добротностью 𝑄𝑚 = 107 и
ОСД = 0.1 ГГц вклад шумов в элементе связи необходимо учитывать при
использовании волноводов длиной более 𝐿 =80 мм. Однако, если доброт
ность микрорезонатора из нитрида кремния ниже, например, 𝑄𝑚 = 106

(серая линия на рис. 2 (а)), ограничение на длину волновода 𝐿 может
быть более существенным, например, не более 8 мм для микрорезонато
ра с ОСД 1 ГГц.

Также проводится расчет шумов в элементе связи с дисковым
микрорезонатром из фторида магния – растянутом волокне. В резуль
тате учета температурной зависимости термооптического коэффициента
фторида магния найдена температура микрорезонатора, при которой тер
морефрактивный шум становится минимальным. Получено, что при 348 K,
в точке нулевой терморефракции для микрорезонаторов больших радиусов
(≈ 𝑅0 > 2 мм) наблюдается значительное снижение шума. На рисунке 2
(б) видно, что при 348 К в диапазоне частот (3 Гц; 105 Гц) шум в элементе
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Рис. 2 — (a): Зависимость кратковременной ширины линии, определяемой
волноводом связи, от его длинны. Горизонтальные пунктирные линии – ши
рина линии определяемая микрорезонатором (б): Желтая сплошная линия
– шум в элементе связи для случая оптического волокна SMF-28 с сердце
виной диаметром 9.2 мкм и длиной 40 см (добротность микрорезонатора
108). Красная пунктирная и сплошная линия – шум дискового микроре
зонатора из MgF2 радиусом R0 =3.5 мм при температуре 300 К и 348 К

соответственно.

связи превосходит шум в микрорезонаторе и, следовательно, флуктуации
в элементе связи будут определять ширину линии генерации для данной
системы.

В пятом параграфе производится расчет броуновского шума в
элементе связи – призме двумя различными методами: на основе флукту
ационно-диссипационной теоремы и разложения по механическим модам.
Оба метода дают одинаковый результат, что подтверждает корректность
разработанных моделей.

Во второй главе для точного описания тепловой динамики и уче
та тепловых эффектов предложен универсальный подход, основанный на
разложении теплового поля на тепловые моды микрорезонатора [2]. Проде
монстрировано применение предложенного метода на примере кольцевых
интегральных микрорезонаторов, микротороидов, микросфер и дисковых
микрорезонаторов, однако его возможно использовать и для анализа теп
ловых эффектов в других резонансных системах.

В первом параграфе приводится система для моделирования дина
мики электромагнитного поля в микрорезонаторе с учетом керровской и
тепловой нелинейностей. Учет тепловой нелинейности (тепловых эффек
тов) производится с помощью использования скоростного уравнения с
эффективными тепловыми параметрами.
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Рис. 3 — (a): Синяя линия — данные, полученные численным моделиро
вании для 𝑃 = 10 мВт нагрева интегрального микрорезонатора радиусом
24 мкм с шириной волновода 𝑑𝑟 = 1 мкм и высотой 𝑑𝑧 = 0,8 мкм; красная
пунктирная линия показывает аппроксимацию одной экспонентой; зеленая
пунктирная линия — аппроксимация двумя экспонентами; (б): отклоне
ние (𝑇𝑖(𝑡𝑖) − 𝑇 (𝑡𝑖)) одно-, двух- и трехэкспоненциальной аппроксимации
(красная, зеленая и синяя пунктирные линии соответственно) от данных
численного моделирования. (в): Коэффициент детерминации r2 для раз

личного числа экспонент от 1 до 15.

Во втором параграфе рассматривается модель для численного мо
делирования МКЭ нагрева интегрального микрорезонатора из нитрида
кремния постоянной мощностью накачки 𝑃 .

В третьем параграфе рассматриваются различные методы определе
ния эффективных параметров: аналитические выражения, аппроксимация
динамики температуры и, предложенный в работе, метод разложения
по тепловым модам. [A2, A8-A10] Используя гауссово приближение для
электромагнитных полей, можно получить аналитические выражения эф
фективных тепловых параметров микрорезонатора:

𝛿𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟𝜃 = 2𝐷𝑇

(︂
1

𝑟2𝑟
+

1

𝑟2𝑧

)︂
, (2)

𝛾𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟 =
1

𝜌𝐶𝑝𝑉
, (3)

где 𝑟𝑟 и 𝑟𝑧 — полуширина и полувысота поперечного профиля моды соот
ветственно, 𝑉 ≈ 2𝜋2𝑟𝑟𝑟𝑧𝑅0 — объём моды, 𝑅0 — радиус микрорезонатора.
В случае кольцевого волновода размеры мод хорошо аппроксимируются
полуширинами поперечного сечения волновода 𝑟𝑟 ≈ 𝑑𝑟/2 и 𝑟𝑧 ≈ 𝑑𝑧/2.

Для более точного описания тепловой динамики (см. рисунок 3) во
втором методе при аппроксимации использовалось несколько скоростных
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уравнений [10; 12]:

𝑑𝛿𝑇 (𝑘)

𝑑𝑡
= (−𝛿

(𝑘)
𝜃 𝛿𝑇 (𝑘) + 𝛾(𝑘)𝑃 ), (4)

так что 𝛿𝑇 =
∑︀

𝛿𝑇 (𝑘) – это сумма частичных вкладов тепловых мод
𝛿𝑇 (𝑘). Тогда 𝛿

(𝑘)
𝜃 и 𝛾(𝑘) – эффективная скорость тепловой релаксации и

эффективная скорость оптического поглощения k-й тепловой моды соответ
ственно. Исследовалась зависимость эффективных тепловых параметров
от числа экспонент N соответсвующему числу скоростных уравнений (4).
На рисунке 4 количество экспонент N и соответствующие им эффектив
ные параметры обозначены разными символами (по горизонтальной оси
— эффективная скорость тепловой релаксации 𝛿𝜃, по вертикальной оси —
амплитуда 𝛾/𝛿𝜃 экспоненты из решения уравнения (4), 𝛿𝑇0 = 0, P = 1 Вт).

В рамках третьего метода использовался тот факт, что общее ре
шение системы уравнения теплопроводности можно представить в виде
разложения на тепловые моды микрорезонатора:

𝑇 (�⃗�,𝑡) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑇
(𝑘)
0 𝐶(𝑘)(�⃗�)𝑒−𝛿

(𝑘)
𝜃 𝑡, (5)

где 𝑇 (𝑘)
0 и 𝐶(𝑘)(�⃗�) — амплитуда и пространственная форма тепловой моды,

𝛿
(𝑘)
𝜃 — собственные значения, соответствующие обратным временам теп
ловой релаксации различных "тепловых подсистем". Следует отметить,
что собственные значения мод 𝛿

(𝑘)
𝜃 и скорости тепловой релаксации, по

лученные из аппроксимации, не совпадают. Однако, поскольку получена
одинаковая форма уравнений для одной и той же системы, предполагается,
что они должны стремиться друг к другу с увеличением числа экспонент
в аппроксимации. Чтобы получить значения 𝐶(𝑘)(�⃗�) и 𝛿

(𝑘)
𝜃 , с помощью

COMSOL Multiphysicals численно решалась задача на собственные значе
ния в тепловой области для кольцевого интегрального микрорезонатора:

𝐷𝑇∆𝐶(𝑘)(�⃗�) = −𝛿
(𝑘)
𝜃 𝐶(𝑘)(�⃗�). (6)

В результате были получены формы мод 𝐶(𝑘)(�⃗�) и собственные значения
𝛿
(𝑘)
𝜃 . Используя ортогональность тепловых мод, были получены скоростные
уравнения для тепловых мод, аналогичные (4):

𝑑𝛿𝑇 (𝑘)

𝑑𝑡
= −𝛿

(𝑘)
𝜃 𝛿𝑇 (𝑘) +

1

𝑃

∫︀
𝐶(𝑘)(�⃗�) · 𝒬(�⃗�))𝑑𝑉∫︀
𝐶(𝑘)(�⃗�) · 𝐶(𝑘)(�⃗�)𝑑𝑉

𝑃

𝜌𝐶𝑝
, (7)

где 𝛿𝑇 (𝑘) = 𝑇
(𝑘)
0 𝑒−𝛿

(𝑘)
𝜃 𝑡. Видно, что выражение в правой части (7) совпадает

по размерности с 𝛾(𝑘) в уравнении (4):

𝛾(𝑘) =
1

𝑃

∫︀
𝐶(𝑘)(�⃗�) · 𝒬(�⃗�)𝑑𝑉∫︀

𝐶(𝑘)(�⃗�) · 𝐶(𝑘)(�⃗�)𝑑𝑉

1

𝜌𝐶𝑝
. (8)
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Рис. 4 — Синие вертикальные линии – спектр амплитуд экспонент
𝛾(𝑘)/𝛿

(𝑘)
𝜃 , полученный методом разложения по тепловым модам для инте

грального микрорезонатора; различные символы обозначают амплитуды
для экспоненциальной аппроксимации решением уравнения (4) с опреде
ленным количеством экспонент (от 1 до 15), красная линия с красным
кружком — теоретическая эффективная скорость тепловой релаксации и
амплитуда экспоненты, полученные по формулам (2) и (3), красная пунк
тирная линия с красным ромбом – теоретическая эффективная скорость
тепловой релаксации и амплитуда экспоненты с учетом теплопроводности
SiO2 покрытия, красные пунктирные и штрихпунктирные линии – теорети
ческая наименьшая эффективная скорость тепловой релаксации подсистем

SiO2 покрытия и кремниевой подложки.

Выражение (8) было рассчитано для каждой формы тепловой моды
𝐶(𝑘)(�⃗�). Чтобы получить амплитуду экспоненты, выражение (8) было нор
мировано на 𝛿

(𝑘)
𝜃 . Результирующий спектр амплитуд экспонент 𝛾𝑘/𝛿𝑘,

полученный из (8), показан основной линией на рисунке 4.

На рисунке 4 видно, что эффективная скорость тепловой релаксации,
соответствующая максимуму амплитудного спектра экспонент 𝛾(𝑘)/𝛿

(𝑘)
𝜃 , по

лученная методом разложения по тепловым модам (синие вертикальные
линии), очень близка к эффективной скорости тепловой релаксации для
случая одноэкспоненциального приближения (N = 1, салатовый квадрат).
Однако в таком спектре наблюдается еще несколько пиков, сравнимых по
амплитуде с максимальным (например, при 𝛿𝜃 ≈ 106 Гц). Тем не менее
сумма всех амплитуд 𝛾(𝑘)/𝛿

(𝑘)
𝜃 для всех тепловых мод равна амплиту

де для одноэкспоненциального приближения. Этот факт свидетельствует
о выполнении закона сохранения энергии. Увеличение числа скоростных
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уравнений (от 1 до 15) приводит к постепенному разложению температур
ной динамики на тепловые моды, где собственные значения соответствуют
эффективным скоростям тепловой релаксации в показателях экспонент, а
амплитуды спектральных составляющих (рис. 4, синие линии) коррелиру
ют с амплитудами экспонент. Однако после N=9 экспонент (рис. 4, зеленые
звезды) значения эффективных скоростей тепловой релаксации 𝛿

(𝑘)
𝜃 и ам

плитуд экспонент перестают изменяться. Таким образом, сходимость по
числу экспонент может быть математически строгим критерием оптималь
ного числа экспонент. При этом на рисунке 4 видно, что аналитические
выражение для эффективных тепловых параметров, обозначенные красны
ми вертикальными линиями, характеризуют лишь самые быстрые и самые
медленные тепловые процессы и могут быть недостаточно точными для
учета тепловых эффектов в микрорезонаторах.

В четвертом параграфе производится сравнение рассматриваемых
методов для различных параметров микрорезонатора (теплопроводности
волновода и покрытия, поперечные размеры волновода, радиус микроре
зонатора и расстояние между волноводом и кремниевой подложкой) и
накачки. Исследованы области применимости и произведен анализ точно
сти методов оценки тепловых параметров микрорезонаторов. На рис. 5 (a)
видно, что две экспоненты (два скоростных уравнения (4)) обеспечивают
коэффициент детерминации r2 = 0.998 для случая нагрева постоянной мощ
ностью. Однако, если использовать те же самые эффективные параметры
для аппроксимации динамики температуры при нагреве импульсом с дли
тельностью 1 мкс, для двух экспонент r2 = 0.979, а для одной экспоненты
r2 = 0.303. Далее была рассчитана зависимость точности аппроксимации
различным числом экспонент динамики температуры при нагреве импуль
сами мощности различной длительности (от 10−10 c до 10−3 c). Было
получено, что только при девяти (N=9) экспонентах точность аппрокси
мации не зависит от длительности импульса мощности. Поэтому в общем
случае, когда в мощность в микрорезонаторе может быть произвольной
функцией от времени и содержать как постоянную, так и импульсную со
ставляющие, необходимо использовать не менее девять экспонент и, как
следствие, девяти скоростных уравнений (4) для точного учета тепловых
сдвигов частоты. Также проведена проверка корректности граничных усло
вий и материальных параметров модели интегрального микрорезонатора
с помощью сравнения с экспериментальными данными. Проанализирова
ны экспериментальные ограничения на измерения временной зависимости
сдвигов частоты и предложена установка для проведения подобных изме
рений.

В пятом параграфе продемонстрирована взаимосвязь эффективных
тепловых параметров с терморефрактивным шумом в микрорезонаторе,
предложен способ оценки уровня терморефрактивного шума с помощью
измерения эффективных параметров.
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Рис. 5 — Аппроксимация динамики температуры при нагреве микрорезо
натора (a:) постоянной мощностью и (б:) импульсом с длительностью 1
мкс. (в:) Зависимость точности аппроксимации от длительности импульса
мощности накачки для различного числа экспонент (от 1 до 9, см. символы

на графике).

В шестом параграфе анализировалось влияние тепловых эффектов
на динамику нелинейных процессов в микрорезонаторе. Продемонстро
вано, что тепловые эффекты существенным образом влияют на форми
рование керровских частотных гребёнок в микрорезонаторе. Определены
пороговые значения тепловой нелинейности, при которых происходит
распад солитонных состояний. Обнаружено, что при типичных для оп
тических микрорезонаторов значениях эффективных скоростей тепловой
релаксации в режиме затягивания частоты полупроводникового лазера
микрорезонатором с нормальной дисперсией групповых скоростей нали
чие тепловой нелинейности открывает возможность генерации платиконов
при одночастотной накачке. [A1, A4, А11]

В третьей главе проведено сравнение различных способов подстрой
ки резонансных частот микрорезонатора с численным моделированием и

19



Рис. 6 — (а) Сравнение измеренной спектрограммы (цветной карты) сдви
гов частоты, вызванных мощностью накачки, с моделированием МКЭ

(красные точки). (б) Временной срез в 1 секунду спектрограммы.

измерены параметры реализованных способов перестройки резонансных
частот.

В первом параграфе приводится анализ способов подстройки резо
нансных частот: электрооптический эффект, механическое воздействие,
тепловые эффекты. Делаются выводы об их преимуществах и недостатках.

Во втором параграфе производится сравнение измеренных электро
оптических сдвигов частоты в микрорезонаторе из танталата лития с
численным моделированием. Проводится оценка быстродействия данного
способа перестройки резонансных частот. Измеренный электрооптический
коэффициент для микрорезонатора из танталата лития толщиной 1 мм и
диаметром 3 мм составил 13.2 МГц/В. [A12]

В третьем параграфе производится сравнение измеренной временной
зависимости тепловых сдвигов частоты, вызванных поглощением оптиче
ской мощности накачки в дисковом микрорезонаторе из фторида магния,
с численным моделированием [А5, А6]. Была получена спектрограмма (см.
рис. 6 (а)) путем регистрации спектра микрорезонатора (см. рис. 6 (б)) при
изменение мощности накачки. Из полученных зависимостей можно вычис
лить сдвиг частоты, вызванный тепловыми эффектами. Тепловой сдвиг
частоты для мощности накачки 𝑃=100 мВт составляет порядка 3.5 ГГц,
что согласуется численным моделированием МКЭ (красные точки на рис.
6 (a)). Получено, что для кристаллических микрорезонаторов время теп
ловой релаксации может быть достаточно большим (𝜏𝑇 ≈ 2 с), что может
быть существенным для практического применения устройств на основе
микрорезонатора. С помощью измеренной временной зависимости тепло
вых сдвигов частоты была проведена верификация метода разложения по
тепловым модам, разработанного в предыдущей главе.
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Рис. 7 — (a) Стационарное моделирование нагрева микрорезонатора и (б)
тепловая карта с тепловизора при 𝑃 ≈ 100 мВт.

Также проведено измерение распределения температуры в микроре
зонаторе при высокой мощности накачки с помощью тепловизора (см. рис.
7 (б)). Было получено, что такой подход также хорошо согласуется с рас
пределением, полученным методом конечных элементов (рис. 7 (а)), что
подтверждает корректность проведенных ранее расчетов и измерений.

Показано, что наличие путей для оттока тепла способствует охлажде
нию микрорезонатора и, как следствие, уменьшению влияния тепловых
эффектов на резонансные частоты. Предложен и реализован способ умень
шения тепловых сдвигов частоты за счет подключения радиатора к
микрорезонатору. Для рассматриваемого микрорезонатора было достигну
то охлаждение микрорезонатора на 30 %.

В четвертом параграфе рассматривалась подстройка частоты микро
резонатора нагревом внешним лазерным излучением поглощающего слоя
на микрорезонаторе, измеренный коэффициент теплового сдвига за счет
нагрева внешним лазерным полем для микрорезонатора из MgF2 толщи
ной 1 мм и радиусом 1.5 мм составил 33 МГц/мВт.

В заключении приведены основные результаты работы, которые за
ключаются в следующем:

1. Выполнен расчет влияния вкладов терморефрактивного, термо
упругого, броуновского и фотоупругого шумов в элементе связи на
ширину линии лазера в режиме затягивания на оптический микро
резонатор и найдены условия, при которых данные вклады могут
быть существенными. Получено, что для интегрального микроре
зонатора из нитрида кремния с межмодовым интервалом 100 МГц,
добротностью 107 и планарным волноводом связи длина волновода
не должна превышать 80 мм.
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2. Исследована применимость скоростных уравнений с эффектив
ными тепловыми параметрами для описания динамики тепловых
сдвигов частоты в широком диапазоне параметров интегрального
микрорезонатора. Найдены условия, при которых использование
скоростного уравнения с эффективными тепловыми параметрами
может приводить к ошибке более 70% между моделью и экспери
ментом.

3. Предложен метод расчета эффективных тепловых параметров с
помощью разложения по тепловым модам, обеспечивающий высо
кую точность учета тепловых эффектов при любых параметрах
микрорезонатора и внешнего воздействия. Продемонстрировано
использование предложенного метода на интегральных кольцевых
микрорезонаторах, микротороидах, микросферах и дисковых мик
рорезонаторах.

4. Разработана модель расчета тепловых шумов в дисковых мик
рорезонаторах из фторида магния с учетом температурной за
висимости материальных параметров и найдена оптимальная
температура микрорезонатора, равная 75 ∘ С, при которой теп
ловые шумы минимальны.

5. Исследована модель для описания нелинейных процессов в высо
кодобротных микрорезонаторах в режиме затягивания с учетом
тепловых эффектов. Продемонстрировано, что для типичных зна
чений эффективных тепловых параметров затягивание может
приводить к компенсации тепловых эффектов, делая возможным
образование устойчивых оптических солитонов и платиконов.

6. Проведено сравнение экспериментально измеренной временной
зависимости сдвигов частоты при поглощении оптической мощ
ности накачки в кристаллическом микрорезонаторе из MgF2 с
численным моделированием и продемонстрировано согласование
с ошибкой менее 2% между моделью и экспериментом.

В заключение автор выражает благодарность и большую призна
тельность научному руководителю Биленко И.А. за поддержку, помощь
и научное руководство. Также автор благодарит Кондратьева Н.М., Ло
банова В.Е. и Шитикова А.Е за полезные советы и помощь в обсуждении
ключевых результатов работы, Дмитриева Н.Ю. за предоставленные
экспериментальные зависимости сдвига частоты от напряжения на нагрева
теле, а также Хатырева Н.П. за поддержку участия автора в престижных
международных конференциях и Козлова А.В. за полезные дискуссии.
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