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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü

å¼ ðàçðàáîòàííîñòè

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ñâîéñòâàì, îáîáùàþùèì ýêñòðåìàëüíóþ íåñâÿç-
íîñòü, è èññëåäîâàíèþ èõ ñâÿçè ñ îäíîðîäíîñòüþ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàí-
ñòâ.

Â 1956 ãîäó Óîëòåð Ðóäèí â ñâîåé ñòàòüå [1] äîêàçàë, â ïðåäïîëîæåíèè
ñïðàâåäëèâîñòè êîíòèíóóì-ãèïîòåçû (CH), íåîäíîðîäíîñòü íàðîñòà ω∗ =
βω \ ω ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèè βω äèñêðåòíîãî ñ÷¼òíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ω. Äëÿ ýòîé öåëè îí ïîêàçàë, ÷òî èç óñëîâèÿ CH âûòåêàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå P -òî÷êè [2] â ω∗; îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü
ω∗, ïîñêîëüêó â êîìïàêòå âñå òî÷êè íå ìîãóò áûòü P -òî÷êàìè.

Â [3] Ôðîëèê äîêàçàë òî æå ñàìîå èíà÷å, çàìåòèâ, ÷òî åñëè äâå äèñ-
êðåòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå x ∈ ω∗ ïî
óëüòðàôèëüòðàì p è q, òî p è q ñðàâíèìû â ïîðÿäêå Ðóäèí�Ôðîëèêà. Èäåÿ
âïîëíå åñòåñòâåííàÿ: åñëè p, q ∈ ω∗ íåñðàâíèìû è D = {dn : n ∈ ω}
� ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî ω∗, òî íå ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèç-
ìà h : ω∗ → ω∗, ïåðåâîäÿùåãî q-limn dn â p-limn dn, ïîñêîëüêó åñëè áû îí
ñóùåñòâîâàë, òî (dn)n∈ω è (h(dn))n∈ω áûëè áû äèñêðåòíûìè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿìè, ñõîäÿùèìèñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå p-limn dn ïî óëüòðàôèëüòðàì
p è q ñîîòâåòñòâåííî.

Èäåÿ Ôðîëèêà ïðèìåíèìà íå òîëüêî ê íàðîñòó ω∗, íî è ê ïðîèçâîëü-
íûì F -ïðîñòðàíñòâàì è èõ âàæíåéøåìó ïîäêëàññó, ýêñòðåìàëüíî íåñâÿç-
íûì ïðîñòðàíñòâàì. Ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà èãðàþò âàæ-
íóþ ðîëü â òåîðèè êàòåãîðèé (îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûìè îáúåêòàìè â êà-
òåãîðèè êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé) è â òåîðèè
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äâîéñòâåííîñòè ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè è áóëåâûìè àë-
ãåáðàìè (ýòî â òî÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà ïîëíûõ áóëåâûõ àëãåáð [4]).

Èññëåäîâàíèÿ Ôðîëèêà ïîëîæèëè íà÷àëî àêòèâíîìó èçó÷åíèþ ñâÿçè
ñâîéñòâ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ òèïà îäíîðîäíîñòè ñî ñâîéñòâàìè òè-
ïà ýêñòðåìàëüíîé íåñâÿçíîñòè. Â [5] ðàññìàòðèâàëèñü ïðîèçâåäåíèÿ îäíî-
ðîäíûõ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ïðåäïîëîæåíèè àêñèîìû
Ìàðòèíà áûëè ïîñòðîåíû îäíîðîäíûå ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå ñ÷¼òíî êîì-
ïàêòíûå ïðîñòðàíñòâàX è Y ñ íåñ÷¼òíî êîìïàêòíûì ïðîèçâåäåíèåìX×Y
[5, òåîðåìà 4.2]. Â [6] ýòîò ïðèìåð áûë óëó÷øåí, à èìåííî: ïðîèçâåäåíèå
X × Y óäàëîñü ñäåëàòü íå ïñåâäîêîìïàêòíûì [6, òåîðåìà 3]. Â [7] îäíî-
ðîäíûå ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå ñ÷¼òíî êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà X è Y ,
äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå X × Y íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíî êîìïàêòíûì, áûëè
ïîñòðîåíû áåç äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèé
[7, òåîðåìà 4.1].

Ôðîëèê ïîêàçàë, ÷òî âñå îäíîðîäíûå ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå êîìïàêò-
íûå ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íû [8], à Àðõàíãåëüñêèé äîêàçàë, ÷òî è âñå êîì-
ïàêòû, ñîäåðæàùèåñÿ â ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïïàõ
êîíå÷íû [9]. Å. Ê. âàí Äàóýí [10, òåîðåìà 2 (c)] (ñì. òàêæå [11]) äîêàçàë,
÷òî âñå êîìïàêòû, ñîäåðæàùèåñÿ â ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ îäíîðîäíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, êîíå÷íû. Ê ÷èñëó ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèé îòíîñÿòñÿ ðåçóëü-
òàòû Å. À. Ðåçíè÷åíêî â ñòàòüå [11]. Îí äîêàçàë, ÷òî êîíå÷íû êîìïàêòû,
ñîäåðæàùèåñÿ â îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå âêëàäûâàþòñÿ â êóá
ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èñïîëüçîâàíèå CH ïîçâîëÿåò óñè-
ëèòü ýòîò ðåçóëüòàò: (i) ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â îäíîðîäíîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ βω-ïðîñòðàíñòâ (è òåì áîëåå, ýêñ-
òðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ) êîíå÷íî è (ii) ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî â îäíîðîäíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ñ÷åòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ βω-ïðîñòðàíñòâ
ìåòðèçóåìî [11, òåîðåìû 4 è 3]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
ïðåäïîëîæåíèå CH â åãî äîêàçàòåëüñòâå, ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåñ÷¼òíîãî ÷èñëà ⩽RB-íåñîâìåñòèìûõ, ò.å. íå ïî÷òè
êîãåðåíòíûõ, P -òî÷åê.

Áëèæàéøèì îáîáùåíèåì êëàññà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ
ÿâëÿåòñÿ êëàññ F -ïðîñòðàíñòâ. F -Ïðîñòðàíñòâà, êàê è ýêñòðåìàëüíî íåñâÿç-
íûå, íà ïåðâûé âçãëÿä ìîãóò ïîêàçàòüñÿ ýêçîòè÷åñêèìè, îäíàêî îíè èãðà-
þò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé êîìïàêòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ [12], [13] è â òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè [14], à òàêæå â òåîðèè êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé [15]. Îñ-
íîâíûå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêóþ õàðàêòåðè-
çàöèþ â òåðìèíàõ èäåàëîâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ è F -ïðîñòðàíñòâ ìîæ-
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íî íàéòè â îñíîâîïîëàãàþùåé êíèãå [15] Ãèëëìàíà è Äæåðèñîíà ïî òåîðèè
êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Èäåÿ Ôðîëèêà äîêàçàòåëüñòâà íåîäíîðîäíîñòè ñ ïîìîùüþ ïîðÿäêà íà
óëüòðàôèëüòðàõ áûëà ðàçâèòà Êóíåíîì. Èñïîëüçóÿ ïîðÿäîê Ðóäèí�Êåé-
ñëåðà è ïîíÿòèå ñëàáîé P -òî÷êè, ÿâëÿþùååñÿ îñëàáëåíèåì ïîíÿòèÿ P -
òî÷êè, îí äîêàçàë ëåììó [16, ëåììà 4] î ñðàâíèìîñòè äâóõ óëüòðàôèëüòðîâ,
ïî êîòîðûì ìîãóò ñõîäèòüñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â
F -ïðîñòðàíñòâå. Ñ ïîìîùüþ ñâîåé ëåììû Êóíåí äîêàçàë, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
êîìïàêòíûõ F -ïðîñòðàíñòâ íèêîãäà íå áûâàåò îäíîðîäíûì [16].

Êëàññ F -ïðîñòðàíñòâ (è, òåì áîëåå, ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàí-
ñòâ) äîâîëüíî óçîê, è âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîèñê áîëåå øèðîêèõ êëàñ-
ñîâ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå îáëàäàþò òåìè èëè èíûìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâà-
ìè F -ïðîñòðàíñòâ. Òàê, âàí Äàóýí â ñâîåé äèññåðòàöèè [17] ââåë ïîíÿ-
òèå βω-ïðîñòðàíñòâà. Ýòîò êëàññ îêàçàëñÿ âåñüìà ïîëåçíûì ïðè èçó÷åíèè
ñâîéñòâ óëüòðàôèëüòðîâ [18] è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ïðîèçâåäåíèé [19]. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå F -ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ βω-
ïðîñòðàíñòâîì, è ÷òî íåêîòîðûå ïîëåçíûå óòâåðæäåíèÿ îá F -ïðîñòðàíñòâàõ
îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ βω-ïðîñòðàíñòâ. Îäíàêî ìíîãèå âàæíûå ðåçóëüòà-
òû ïåðåíåñòè íà βω-ïðîñòðàíñòâà íå óäàåòñÿ, õîòÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó F - è
βω-ïðîñòðàíñòâàìè äîâîëüíî òîíêèå.

Â äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì R1-, R2- è R3-ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ îáîáùåíèÿìè ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ è F -ïðîñòðàíñòâ.
Ýòè êëàññû ïðîñòðàíñòâ íàõîäÿòñÿ ñòðîãî ìåæäó F - è βω-ïðîñòðàíñòâàìè.
Ñâîéñòâà R1,R2 è R3 óäîáíû òåì, ÷òî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñ÷¼òíû-
ìè ïîäìíîæåñòâàìè è ïðè ýòîì íàñëåäñòâåííû, â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò
ýêñòðåìàëüíîé íåñâÿçíîñòè, êîòîðàÿ íàñëåäóåòñÿ òîëüêî ñ÷¼òíûìè ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè. Ìû ïðèâîäèì õàðàêòåðèçàöèþ ýòèõ íîâûõ êëàññîâ ïðî-
ñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ïðîäîëæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñî ñ÷¼òíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ è èäåàëîâ ïîëóêîëåö è êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, à òàê-
æå äîêàçûâàåì, ÷òî êëàññû R1-, R2- è R3-ïðîñòðàíñòâ íå ñîõðàíÿþòñÿ
ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè, â îòëè÷èå îò êëàññîâ ýêñòðåìàëü-
íî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ è F -ïðîñòðàíñòâ.

Ìû îáîáùàåì òåîðåìó Êóíåíà î íåîäíîðîäíîñòè ïðîèçâåäåíèé íà êëàññ
R2-ïðîñòðàíñòâ, à â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíîãî óëüòðà-
ôèëüòðà è íà êëàññ βω-ïðîñòðàíñòâ. Äèñêðåòíûå óëüòðàôèëüòðû âïåðâûå
ïîÿâèëèñü â ñòàòüå Áàóìãàðòíåðà [20]. Â äèññåðòàöèè ìû èññëåäóåì êëàññ
äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âñÿêèé äèñ-
êðåòíûé óëüòðàôèëüòð ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî
ïðîñòðàíñòâà X, è ðàññìàòðèâàåì ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ óëü-
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òðàôèëüòðîâ ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ îäíîðîäíîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ìû òàêæå èññëåäóåì ðàçëè÷íûå ïîðÿäêè íà óëüòðàôèëüòðàõ è ñâÿçü ìåæ-
äó íèìè.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè

Ââåñòè è èññëåäîâàòü ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ êëàññû R1-, R2-, R3-
ïðîñòðàíñòâ, îáîáùàþùèå êëàññû ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ è
F -ïðîñòðàíñòâ è èìåþùèå ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïåðåä íèìè. Îõàðàêòåðèçî-
âàòü ââåä¼ííûå êëàññû ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ïðîäîëæåíèé íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé ñî ñ÷¼òíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, à òàêæå èäåàëîâ ïîëóêîëåö è
êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Èññëåäîâàòü îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâ èç
êëàññîâ R1-, R2- è R3-ïðîñòðàíñòâ, èõ ïðîèçâåäåíèé è ïîäïðîñòðàíñòâ, è ñ
ýòîé öåëüþ èçó÷èòü ïîðÿäêè íà êëàññå óëüòðàôèëüòðîâ, èññëåäîâàòü äèñ-
êðåòíûå óëüòðàôèëüòðû íà ω, èõ ñâÿçü ñ äðóãèìè òèïàìè óëüòðàôèëüòðîâ
è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ñâîéñòâà è âçàèìîñâÿçü ïîðÿäêîâ Ðóäèí�Êåéñëåðà, Ðóäèí�Áëàññà è
Ðóäèí�Ôðîëèêà íà êëàññå óëüòðàôèëüòðîâ, èññëåäîâàíèå äèñêðåò-
íûõ óëüòðàôèëüòðîâ. Îïèñàíèå àëãåáðû äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ.

2. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êëàññîâ R1-, R2-, R3-ïðîñòðàíñòâ, îáîáùàþùèõ
êëàññ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òåîðåìà î î òîì, ÷òî îíè
ñòðîãî ñîäåðæàòñÿ äðóã â äðóãå. Èõ îáîáùåíèå íà ñëó÷àé íåñ÷¼ò-
íûõ êàðäèíàëîâ. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ââåä¼ííûå êëàññû ïðî-
ñòðàíñòâ îáëàäàþò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè, íî íå ñîõðàíÿþòñÿ
ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè.

3. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé ñ ïîäïðîñòðàíñòâ â êëàññàõ
R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ. Àëãåáðàè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ R1- è R3-
ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ èäåàëîâ ïîëóêîëåö è êîëåö íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé.

4. Ñðàâíèìîñòü â ñìûñëå ïîðÿäêà Ðóäèí�Êåéñëåðà óëüòðàôèëüòðîâ, ïî
êîòîðûì â R2- è βω-ïðîñòðàíñòâå ñõîäÿòñÿ ðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
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ñòè ê îäíîé è òîé æå òî÷êå. Íåîäíîðîäíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ áåñêîíå÷-
íûõ êîìïàêòíûõ R2-ïðîñòðàíñòâ, à â ïðåäïîëîæåíèè d = c, ïðîèçâå-
äåíèÿ êîìïàêòíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàòåëüñòâî â äîïîëíèòåëü-
íûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êîíå÷íîñòè êîìïàê-
òîâ â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ βω-ïðîñòðàíñòâ è ìåòðèçóåìîñòè
êîìïàêòîâ â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñ÷¼òíûõ ïðîèçâåäåíèé îä-
íîðîäíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Èññëåäîâàíû ïîðÿäêè Ðóäèí�Êåéñëåðà, Ðóäèí�Áëàññà è Ðóäèí�Ôðî-
ëèêà íà êëàññå óëüòðàôèëüòðîâ, ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëü-
òðîâ, èõ ñâÿçü ñ äðóãèìè êëàññàìè óëüòðàôèëüòðîâ. Ðàññìîòðåíà àë-
ãåáðà äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ.

2. Ââåäåíû êëàññûR1-,R2-,R3-ïðîñòðàíñòâ, îáîáùàþùèå êëàññ ýêñòðå-
ìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàíî, ÷òî èìåþò ìåñòî ñòðîãèå
âêëþ÷åíèÿ:

êëàññ F -ïðîñòðàíñòâ ⊊ êëàññ R1-ïðîñòðàíñòâ ⊊
⊊ êëàññ R2-ïðîñòðàíñòâ ⊊ êëàññ R3-ïðîñòðàíñòâ ⊊

⊊ êëàññ βω-ïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàíî, ÷òî ââåä¼ííûå êëàññû ïðîñòðàíñòâ îáëàäàþò ñâîéñòâîì
íàñëåäñòâåííîñòè, íî íå ñîõðàíÿþòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôè-
êàöèÿìè. Îïðåäåëåíû è ðàññìîòðåíû îáîáùåíèÿ êëàññîâ R1-, R2- è
R3-ïðîñòðàíñòâ íà íåñ÷¼òíûå êàðäèíàëû.

3. Èññëåäîâàíî ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé ñî ñ÷¼òíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â êëàñ-
ñàõ R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ. Äàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ R1-
è R3-ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ èäåàëîâ ïîëóêîëåö è êîëåö íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé.

4. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñðàâíèìîñòè â ñìûñëå ïîðÿäêà Ðóäèí�Êåéñ-
ëåðà óëüòðàôèëüòðîâ, ïî êîòîðûì â R2- è βω-ïðîñòðàíñòâå ñõîäÿòñÿ
ðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê îäíîé è òîé æå òî÷êå. Äîêàçàíî, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòíûõR2-ïðîñòðàíñòâ íåîäíîðîäíî,
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à â ïðåäïîëîæåíèè d = c, ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ
íåîäíîðîäíî. Â äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ äîêàçàíà êîíå÷íîñòü êîìïàêòîâ â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàí-
ñòâàõ êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé îäíîðîäíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ è ìåòðè-
çóåìîñòü êîìïàêòîâ â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñ÷¼òíûõ ïðîèç-
âåäåíèé îäíîðîäíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû îáùåé òîïîëîãèè, òåîðèè óëüòðà-
ôèëüòðîâ, òåîðèè ìíîæåñòâ è ýëåìåíòû òåîðèè êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ

öåííîñòü ðàáîòû

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåä-
ñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè îáùåé òîïîëîãèè, òåîðèè
óëüòðàôèëüòðîâ, òåîðèè ìíîæåñòâ è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è

àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ñîèñêàòåëü èìååò 6 îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò, âñå îíè ïî òåìå äèññåðòà-
öèè; èç íèõ 4 ðàáîòû [51, 52, 53, 54] îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ íà-
ó÷íûõ èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â áàçàõ äàííûõ Web of Science, Scopus,
ÐÈÍÖ, RSCI. Ïî íèì áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîä-
íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ.

Ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè:

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî òîïîëîãèè è å¼ ïðèëîæåíèÿì, ïîñâÿ-
ùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Þ.Ì. Ñìèðíîâà, 20�21 ñåíòÿáðÿ
2021.
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� XXIXÌåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è
ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ 2022¿, èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà,
Ðîññèÿ, 11�22 àïðåëÿ 2022.

Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå ñåìèíàðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà:

� Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð èìåíè Ï.C. Àëåêñàíäðîâà, êà-
ôåäðà îáùåé òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè, 11 ìàðòà 2021 ãîäà.

� Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð èìåíè Ï.C. Àëåêñàíäðîâà, êà-
ôåäðà îáùåé òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè, 11 íîÿáðÿ 2021 ãîäà.

� Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð èìåíè Ï.C. Àëåêñàíäðîâà, êà-
ôåäðà îáùåé òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè, 10 ìàðòà 2022 ãîäà.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà
ëèòåðàòóðû è ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà. Îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò
86 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû è ïóáëèêàöèé àâòîðà âêëþ÷àåò â ñåáÿ 55
íàèìåíîâàíèé. Èñïîëüçóåòñÿ òðîéíàÿ íóìåðàöèÿ îïðåäåëåíèé, ëåìì, òåî-
ðåì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé è çàìå÷àíèé. Ïåðâîå ÷èñëî îçíà÷àåò íîìåð
ãëàâû, âòîðîå � íîìåð ðàçäåëà âíóòðè ãëàâû, à òðåòüå � íîìåð ïîäðàçäåëà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, îïðåäåëÿåòñÿ îá-
ëàñòü èññëåäîâàíèÿ, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû è íàó÷íàÿ íîâèçíà
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà îñíîâíûì ñâîéñòâàì óëüòðàôèëüòðîâ, ïîðÿäêàì
Ðóäèí�Êåéñëåðà, Ðóäèí-Áëàññà è Ðóäèí�Ôðîëèêà íà óëüòðàôèëüòðàõ, äèñ-
êðåòíûì óëüòðàôèëüòðàì è îïåðàöèÿì íàä óëüòðàôèëüòðàìè. Ïåðå÷èñëèì
îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû.

Íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêîâ íà óëüòðàôèëüòðàõ (ñì., íàïðèìåð, [22]).
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Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ïîðÿäîê Ðóäèí�Êåéñëåðà ⩽RK íà βω îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâèëîì: äëÿ p, q ∈ βω p ⩽RK q, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : ω → ω
òàêàÿ, ÷òî βf(q) = p.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ïîðÿäîê Ðóäèí�Áëàññà ⩽RB íà βω îïðåäåëÿåòñÿ ïðà-
âèëîì: äëÿ p, q ∈ βω p ⩽RB q, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîêðàòíàÿ ôóíêöèÿ
f : ω → ω òàêàÿ, ÷òî βf(q) = p.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ïîðÿäîê Ðóäèí�Ôðîëèêà ⩽RF íà βω îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâèëîì: äëÿ p, q ∈ βω p ⩽RF q, åñëè ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíàÿ ôóíê-
öèÿ φ : ω → βω òàêàÿ, ÷òî φ(ω) äèñêðåòíî è βφ(p) = q.

Â [20] Áàóìãàðòíåð ââ¼ë îïðåäåëåíèå I-óëüòðàôèëüòðà è ñâÿçàííûå ñ
íèì êëàññû óëüòðàôèëüòðîâ.

Åñëè X = R è I � ñåìåéñòâî âñåõ äèñêðåòíûõ (ðàçðåæåííûõ, ìåðû
íîëü, íèãäå íå ïëîòíûõ) ïîäìíîæåñòâ R, I-óëüòðàôèëüòð íàçûâàåòñÿ äèñ-
êðåòíûì (ðàçðåæåííûì, ìåðû íîëü, íèãäå íå ïëîòíûì ñîîòâåòñòâåííî).

Ðàññìàòðèâàÿ ñåìåéñòâî I äèñêðåòíûõ ïîäìíîæåñòâ X è íàêëàäûâàÿ
ïðåäïîëîæåíèÿ íà f : I → X, ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå êëàññû äèñêðåòíîïî-
äîáíûõ óëüòðàôèëüòðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñêàæåì,
÷òî óëüòðàôèëüòð p íà ω ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì (êîíå÷íîêðàòíî X-äè-
ñêðåòíûì, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûì) åñëè äëÿ ëþáîé (äëÿ êîíå÷íîêðàò-
íîé, èíúåêòèâíîé ñîîòâåòñòâåííî) ôóíêöèè f : ω → X íàéä¼òñÿ A ∈ p
òàêîé, ÷òî f(A) äèñêðåòíî â X. Äëÿ X = R ìû ïèøåì ¾äèñêðåòíûé¿
âìåñòî ¾R-äèñêðåòíûé¿.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. Ëþáîé äèñêðåòíûé (êîíå÷íîêðàòíî äèñêðåòíûé,
èíúåêòèâíî äèñêðåòíûé) óëüòðàôèëüòð ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì (êî-
íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûì, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûì ñîîòâåòñòâåí-
íî) äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2. Íåñóùåñòâîâàíèå íèãäå íå ïëîòíûõ óëüòðàôèëü-
òðîâ âëå÷¼ò çà ñîáîé íåñóùåñòâîâàíèå èíúåêòèâíî äèñêðåòíûõ óëüòðà-
ôèëüòðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.3. (i) Åñëè p ∈ βω ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì äëÿ íåêî-
òîðîãî ïðîñòðàíñòâà X è q ⩽RK p, òî q ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì.

(ii) Åñëè p ∈ βω ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûì äëÿ íåêî-
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òîðîãî ïðîñòðàíñòâà X è q ⩽RB p, òî q ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîêðàòíî X-
äèñêðåòíûì.

(iii) Åñëè q ∈ βω ÿâëÿåòñÿ ω∗-äèñêðåòíûì è p � íåòðèâèàëüíûé q-
ïðåäåë íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈ω èç βω, òî íàéä¼òñÿ r ∈ βω
òàêîé, ÷òî r ⩽RK q è r ⩽RF p. Áîëåå òîãî, p = r-limn xkn äëÿ íåêî-
òîðîé äèñêðåòíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xkn)n∈ω ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(xn)n∈ω, ñîñòîÿùåé èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê.

(iv) Åñëè q ∈ βω ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíî ω∗-äèñêðåòíûì, òî q ⩽RF p
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ÿâëÿåòñÿ q-ïðåäåëîì íåêîòîðîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (xn)n∈ω ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç βω.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâåäåíèå óëüòðàôèëüòðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1 [21]. Ïóñòü p è q � óëüòðàôèëüòðû íà ω. Òîãäà òåí-
çîðíûì ïðîèçâåäåíèåì, èëè ïðîèçâåäåíèåì Ôóáèíè, p⊗q óëüòðàôèëüòðîâ p
è q íàçûâàåòñÿ óëüòðàôèëüòð íà ω×ω, îïðåäåë¼ííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p⊗ q = {A ⊆ ω × ω : {n : {m : (n,m) ∈ A} ∈ q} ∈ p}.

Îáîáùåíèåì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ óëüòðàôèëüòðîâ ÿâëÿåòñÿ
ñóììà Ôóáèíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qn ∈ βω ïî óëüòðàôèëüòðó p ∈ βω, åãî
áàçó ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâà âèäà

⋃
n∈P

{n} × Qn, ãäå P ∈ p è Qn ∈ qn äëÿ

ëþáîãî n ∈ P .
Â [23] âàí Ìèëë îïðåäåëèë ðàçëè÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû óëüòðà-

ôèëüòðîâ èç ω∗, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

A1 = {x ∈ ω∗ : ∃ ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîåD ⊂ ω∗ \ {x}, x ∈ D}.

Óëüòðàôèëüòðû íå òèïà A1 ìû íàçûâàåì äèñêðåòíî ñëàáûìè P -òî÷-
êàìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. Ïóñòü p, q � óëüòðàôèëüòðû èç ω∗, òîãäà òåíçîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå p⊗ q ïðèíàäëåæèò A1.

Ñëåäñòâèå 1.4.1. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåãëàâíûõ óëüòðàôèëü-
òðîâ íå ìîæåò áûòü äèñêðåòíî ñëàáîé P -òî÷êîé. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå
òàêîå ïðîèçâåäåíèå íå ⩽RF-ìèíèìàëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.2. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X è ëþáûõ X-äèñêðåòíûõ
(êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûõ, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûõ) óëüòðàôèëü-
òðîâ p, qn ∈ ω∗, n ∈ ω, ñóììà Ôóáèíè

∑
p(qn) � ýòî X-äèñêðåòíûé (êî-
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íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûé, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûé) óëüòðàôèëüòð
íà ω × ω.

Ñëåäñòâèå 1.4.2. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X è ëþáûõ X-äèñêðåòíûõ (êî-
íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûõ) óëüòðàôèëüòðîâ p, q ∈ ω∗, òåíçîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå p⊗q ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì (êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûì)
óëüòðàôèëüòðîì íà ω × ω.

Ñëåäñòâèå 1.4.3. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X è ëþáûõ X-äèñêðåòíûõ (êî-
íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûõ) óëüòðàôèëüòðîâ p, q ∈ N∗ óëüòðàôèëüòðû
p · q è p+ q ÿâëÿþòñÿ X-äèñêðåòíûìè (êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûìè).

Ñëåäñòâèå 1.4.4. Ìíîæåñòâà äèñêðåòíûõ, êîíå÷íîêðàòíî äèñêðåòíûõ,
ω∗-äèñêðåòíûõ è êîíå÷íîêðàòíî ω∗-äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ íà N
îáðàçóþò ïîäïîëóãðóïïó â ïîëóãðóïïàõ (βN, ·) è (βN,+).

Ñëåäñòâèå 1.4.5. Åñëè ñóùåñòâóþò äèñêðåòíûå óëüòðàôèëüòðû, òî ñó-
ùåñòâóþò äèñêðåòíûå óëüòðàôèëüòðû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äèñêðåò-
íî ñëàáûìè P -òî÷êàìè (è ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿþòñÿ ⩽RF-ìèíèìàëü-
íûìè).

Â ãëàâå 2 ââîäÿòñÿ R1-, R2-, R3-ïðîñòðàíñòâà, ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ
ñâîéñòâà, ñòðîÿòñÿ ðàçëè÷àþùèå ïðèìåðû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, òàêæå îïðå-
äåëÿþòñÿ îáîáùåíèÿ íîâûõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ íà ïðîèçâîëüíûå êàðäè-
íàëû. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû.

Îïðåäåëåíèå 2.1.7. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ

� R1-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáîå ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
X ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, ò.å. ëþáûå äâà ñ÷¼òíûõ îòäåë¼ííûõ ïîä-
ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ;

� R2-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà ñ÷¼òíûõ îòäåë¼ííûõ ïîäìíîæå-
ñòâà ïðîñòðàíñòâà X, îäíî èç êîòîðûõ äèñêðåòíî, èìåþò íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ çàìûêàíèÿ;

� R3-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà ñ÷¼òíûõ îòäåë¼ííûõ äèñêðåòíûõ
ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñâîéñòâà Ri äëÿ i = 1, 2, 3 íàñëåäñòâåííû, ò.å.
ñîõðàíÿþòñÿ ëþáûìè ñâîèìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè.
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Òåîðåìà 2.2.4. Èìåþò ìåñòî ñòðîãèå âêëþ÷åíèÿ:

êëàññ F -ïðîñòðàíñòâ ⊊ êëàññ R1-ïðîñòðàíñòâ ⊊
⊊ êëàññ R2-ïðîñòðàíñòâ ⊊ êëàññ R3-ïðîñòðàíñòâ ⊊

⊊ êëàññ βω-ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 2.3.2. Êëàññû R1-, R2-, R3- è βω-ïðîñòðàíñòâ íå ñîõðàíÿþòñÿ
ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè.

Ðàññìîòðèì îáîáùåíèÿ ââåä¼ííûõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ íà ïðîèçâîëü-
íûå áåñêîíå÷íûå êàðäèíàëû. Ïóñòü τ � ëþáîé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ

� R1(τ)-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà îòäåë¼ííûõ ïîäìíîæåñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà X ìîùíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé τ , èìåþò íåïåðåñåêàþùè-
åñÿ çàìûêàíèÿ;

� R2(τ)-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà îòäåë¼ííûõ ïîäìíîæåñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà X ìîùíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé τ , îäíî èç êîòîðûõ äèñ-
êðåòíî, èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ;

� R3(τ)-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà îòäåë¼ííûõ äèñêðåòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X ìîùíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé τ , èìåþò
íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ.

Ñâîéñòâà Ri(τ) äëÿ i = 1, 2, 3 òàêæå íàñëåäñòâåííû è äëÿ íèõ âûïîë-
íåíåí àíàëîã òåîðåìû 2.3.2.

Òåîðåìà 2.4.1. Êëàññû R1(τ)-, R2(τ)-, R3(τ)- è βτ -ïðîñòðàíñòâ íå ñî-
õðàíÿþòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè.

Ïðèìåð 2.4.2. F -ïðîñòðàíñòâî ïðîèçâîëüíîé íåñ÷¼òíîé ìîùíîñòè τ ,
íå ÿâëÿþùååñÿ R3(ℵ1)-ïðîñòðàíñòâîì.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ïðîäîëæåíèþ ôóíêöèé â êëàññàõR1- èR3-ïðîñòðàí-
ñòâ è õàðàêòåðèçàöèèR1- èR3-ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ïðîäîëæåíèÿ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé ñî ñ÷¼òíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è èäåàëîâ ïîëóêîëåö è êîëåö
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òàêîâû:
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Òåîðåìà 3.1.1. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X C∗-âëîæåíî
â Y .

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X C∗-âëîæåíî â
X.

Ñëåäñòâèå 3.1.3. Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå R1-ïðîñòðàíñòâî è Y ⊂ X
� ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Òîãäà Y C∗-âëîæåíî â X.

Òåîðåìà 3.1.2. (i) Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî D ⊂ X
C∗-âëîæåíî â D.

(ii) Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Y ⊂ X

êàæäîå ìíîæåñòâî A ⊂ Y C∗-âëîæåíî â Y .
(iii) Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà çàìûêàíèå ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà D ⊂ X â βX
ÿâëÿåòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèåé βD ìíîæåñòâà D.

(iv) Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî D ⊂ X ñ êîìïàêò-
íûì çàìûêàíèåì D C∗-âëîæåíî â X.

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî êëþ÷åâûõ õàðàêòåðèñòèê R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ â
òåðìèíàõ èäåàëîâ.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.3. Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñò-
ðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà
A ⊂ X êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé èäåàë â C(A) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.4. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X êàæäûé
êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé èäåàë â C(A) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.5. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X
êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé èäåàë â C(A) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Òåîðåìà 3.2.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
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ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R1-ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y, I) ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå;

3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y , I) ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå;

4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y, I) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ïðîñòîé èäåàë;

5) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y , I) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ïðîñòîé èäåàë;

6) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå ïðîñòûå èäåàëû ïîëóêîëüöà C(Y, I),
ñîäåðæàùèå äàííûé ïðîñòîé èäåàë, îáðàçóþò öåïü (ò.å. ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åíû ïî âêëþ÷åíèþ);

7) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå ïðîñòûå èäåàëû ïîëóêîëüöà C(Y , I),
ñîäåðæàùèå äàííûé ïðîñòîé èäåàë, îáðàçóþò öåïü.

Òåîðåìà 3.2.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R3-ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïî-
ëóêîëüöà C(Y , I) ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì ìàêñèìàëüíîì èäåà-
ëå;

3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë
ïîëóêîëüöà C(Y , I) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ïðîñòîé
èäåàë;

4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X âñå ïðîñòûå èäåàëû ïîëó-
êîëüöà C(Y , I), ñîäåðæàùèå äàííûé ïðîñòîé èäåàë, îáðàçóþò öåïü.

Òåîðåìà 3.2.6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R1-ïðîñòðàíñòâî;
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2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêè IdC(Y ) è IdC+(Y ) èçîìîðô-
íû;

3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêè IdC(Y ) è IdC+(Y ) èçîìîðô-
íû;

4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêà IdC+(Y ) ìîäóëÿðíà;

5) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ Xðåø¼òêà IdC+(Y ) ìîäóëÿðíà;

6) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ Xðåø¼òêà IdC+(Y ) äèñòðèáóòèâíà;

7) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ Xðåø¼òêà IdC+(Y ) äèñòðèáóòèâíà;

8) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C+(Y ) ïîëóñòðîãèå;

9) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C+(Y ) ïîëóñòðîãèå;

10) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C(Y ) ðàçíîñòíûå;

11) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C(Y ) ðàçíîñòíûå.

Òåîðåìà 3.2.7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R3-ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêè IdC(Y ) è IdC+(Y )
èçîìîðôíû;

3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêà IdC+(Y ) ìîäó-
ëÿðíà;

4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêà IdC+(Y ) äèñòðè-
áóòèâíà;

5) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C+(Y ) ïîëó-
ñòðîãèå;

6) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C(Y ) ðàç-
íîñòíûå.

Â ãëàâå 4 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû îá îäíîðîäíîñòè â ïðîèçâåäåíèÿõ ïðî-
ñòðàíñòâ.

Îäíèì èç ãëàâíûõ èíñòðóìåíòîâ äîêàçàòåëüñòâà íåîäíîðîäíîñòè ÿâëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû î ñðàâíèìîñòè óëüòðàôèëüòðîâ.
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Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü q ∈ ω∗ � ëþáîé íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð íà ω
è p ∈ ω∗ � íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð, ÿâëÿþùèéñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîìïàêòíîå R2-ïðîñòðàíñòâî X, òî÷-
êà x ∈ X è äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (dm)m∈ω è (en)n∈ω òî÷åê X òàêèå,
÷òî {dm : m ∈ ω} � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê è
en ̸= x äëÿ âñåx n ∈ ω, ïðè÷åì x = p-limm dm = q-limn en. Òîãäà p ⩽RK q.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî x ∈ X, (dm)m∈ω � äèñêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê
X, (en)n∈ω � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê X è x = p-limm dm =
q-limn en, ãäå p, q ∈ ω∗, p � äèñêðåòíî ñëàáàÿ P -òî÷êà è q � äèñêðåòíûé
óëüòðàôèëüòð. Åñëè {n : en = x} /∈ q, òî p ⩽RK q.

Â äîêàçàòåëüñòâå îäíîãî èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå
S-ðàçäåë¼ííîñòè:

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî D = {dn : n ∈ ω} â ïðîèçâîëü-
íîì êîìïàêòå X S-ðàçäåë¼ííûì, åñëè íàéäóòñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè
Un ∋ dn, n ∈ ω, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ yn ∈ Un, n ∈ ω, è äëÿ âñåõ I ⊆ ω

{yn : n ∈ I} ∩ {yn : n /∈ I} = ∅.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.1. Ïóñòü κ � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë è X =
∏
α<κ

Xα,

ãäå êàæäûé Xα � êîìïàêò, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî dn ∈ X äëÿ n ∈ ω.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñâÿçàíû èìïëèêàöèÿìè 1) =⇒ 2) è 2) ⇐⇒ 3):

1) äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ κ ìíîæåñòâî {dnα : n ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ S-ðàçäå-
ë¼ííûì â Xα;

2) äëÿ íåêîòîðîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà B ⊆ κ ìíîæåñòâî {πB(dn) :
n ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ S-ðàçäåë¼ííûì â

∏
α∈B

Xα;

3) ìíîæåñòâî {dn : n ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ S-ðàçäåë¼ííûì â X.

Ñâîéñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðîòèâîïîñòàâèòü ñâîéñòâó R3, áûëî ââåäåíî
Êóíåíîì â [16]:

Îïðåäåëåíèå 4.3.2 [16]. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñå-
êâåíöèàëüíî ìàëûì, åñëè ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç X ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, çàìûêàíèå êîòîðîãî íå ñîäåðæèò êîïèþ βω.
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Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü κ � êàðäèíàë è X =
∏
α<κ

Xα � êîìïàêò, ïðè-

÷¼ì êàæäûé Xα óäîâëåòâîðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé: (i) ÿâëÿåòñÿ R2-ïðîñòðàíñòâîì; (ii) ñîäåðæèò ñëàáóþ P -òî÷êó;
(iii) ñîäåðæèò íåïóñòîå ñåêâåíöèàëüíî ìàëîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî.
Ïóñòü òàêæå Xα � áåñêîíå÷íîå êîìïàêòíîå R2-ïðîñòðàíñòâî äëÿ õîòÿ
áû îäíîãî α ∈ A. Òîãäà X íåîäíîðîäíî.

Ñëåäñòâèå 4.3.1. Ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ R2-ïðîñòðàíñòâ íåîäíîðîä-
íî.

Òåîðåìà 4.3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé óëüòðàôè-
ëüòð q ∈ ω∗, κ � êàðäèíàë è X =

∏
α<κ

Xα � êîìïàêò, ïðè÷¼ì êàæ-

äûé Xα óäîâëåòâîðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(i) ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì; (ii) ñîäåðæèò ñëàáóþ P -òî÷êó; (iii) ñî-
äåðæèò íåïóñòîå ñåêâåíöèàëüíî ìàëîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Ïóñòü
òàêæå Xα � áåñêîíå÷íîå êîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî äëÿ õîòÿ áû îä-
íîãî α ∈ A. Òîãäà X íåîäíîðîäíî.

Ñëåäñòâèå 4.3.2. Åñëè ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé óëüòðàôèëüòð â ω∗, òî
ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ íåîäíîäíîðîäíî.

Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èñïîëüçóåò ïðåäïîëîæåíèå d = c. ×åðåç d îáîçíà-
÷àþò íàèìåíüøóþ ìîùíîñòü äîìèíèðóþùåãî ñåìåéñòâà D ôóíêöèé ω →
ω, ò.å. ñåìåéñòâà ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : ω → ω íàé-
ä¼òñÿ ôóíêöèÿ g ∈ D òàêàÿ, ÷òî g(n) ⩾ f(n) äëÿ âñåõ, êðîìå êîíå÷íîãî
÷èñëà, n ∈ ω, è c � ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ 2ω. Î÷åâèäíî, ÷òî CH âëå-
÷¼ò çà ñîáîé ω1 = d = c, îäíàêî óòâåðæäåíèå ω1 < d = c òàêæå ñîâìåñòèìî
ñ ZFC.

Ñëåäñòâèå 4.3.3. Â ïðåäïîëîæåíèè d = c ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ βω-
ïðîñòðàíñòâ íåîäíîðîäíî.

Ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàòû î ìåòðèçóåìîñòè îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðî-
èçâåäåíèé.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå:

NNCPPκ: Ñóùåñòâóåò κ ïîïàðíî ⩽RB-íåñîâìåñòèìûõ (ò.å. íå ïî÷òè
êîãåðåíòíûõ) P -òî÷åê.

Òåîðåìà 4.4.1 (NNCPPω1
). Ïóñòü Y � βω-ïðîñòðàíñòâî, X ⊂ Y ω �
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îäíîðîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà X ìåòðèçóåìî.

Òåîðåìà 4.4.2 (NNCPPn+1). Ïóñòü Y � βω-ïðîñòðàíñòâî, X ⊂ Y ω �
îäíîðîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà X êîíå÷íî.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ Îëüãå Âèêòîðîâíå Ñèïà÷åâîé çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ìíîãî÷èñëåííûå
ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ, çàáîòó è òåðïåíèå, à òàêæå Åâãåíèþ Àëåêñàíäðîâè-
÷ó Ðåçíè÷åíêî çà ñòèìóëèðóþùèå áåñåäû.

Àâòîð áëàãîäàðèò êîëëåêòèâ êàôåäðû îáùåé òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè çà
äîáðîæåëàòåëüíóþ è òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó.

Àâòîð òàêæå ïðèçíàòåëåí Åâãåíèþ Ìèõàéëîâè÷ó Âå÷òîìîâó çà ïëîäî-
òâîðíûå îáñóæäåíèÿ.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è
ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ìû èñïîëüçóåì ñèìâîë ω äëÿ ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷è-
ñåë, R äëÿ ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äëÿ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà X
è A ⊂ X ÷åðåç |A| ìû îáîçíà÷àåì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A è ÷åðåç A � åãî
çàìûêàíèå. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A â ïîäïðîñòðàíñòâå Y ïðîñòðàíñòâà X
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A

Y
. Ñêàæåì, ÷òî äâà ìíîæåñòâà A è B â òîïîëîãè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå X îòäåëåíû, åñëè A ∩B = A ∩B = ∅. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê (xn)n∈ω ïðîñòðàíñòâà X äèñêðåòíà, åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
{xn : n ∈ ω} � äèñêðåòíîå (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòîå) ïîäïðîñòðàíñòâî
X. Ñèìâîëîì ↾ ìû îáîçíà÷àåì ñóæåíèå îòîáðàæåíèé.

Êîìïàêòàìè ìû íàçûâàåì õàóñäîðôîâû êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëþ-
áîå òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâîX èìååò ñòîóí-÷åõîâñêóþ êîìïàêòèôèêàöèþ
βX. Ýòî êîìïàêò, â êîòîðûé X âêëàäûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì îáðàçîì òàê,
÷òî êàæäîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → K â ëþáîé êîìïàêò K èìå-
åò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå βf : βX → K.

×åðåç βω ìû îáîçíà÷àåì ñòîóí-÷åõîâñêóþ êîìïàêòèôèêàöèþ äèñêðåò-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ω, à ÷åðåç ω∗ � ñòîóí-÷åõîâñêèé íàðîñò βω \ ω. Òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà βω îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ óëüòðàôèëüòðàìè íà ω, à òî÷êè ω∗ �
ñ íåãëàâíûìè óëüòðàôèëüòðàìè íà ω. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà βω ïîðîæäåíà áàçîé

B = {A : A ⊆ ω}, ãäå A = {U ∈ βω : A ∈ U } äëÿ A ⊆ ω.

Ñàìî ìíîæåñòâî ω íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíî-
æåñòâîì âñåõ ãëàâíûõ óëüòðàôèëüòðîâ:

n 7→ Un = {A ⊆ ω : {n} ∈ A} ∈ βω.
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Òàêèì îáðàçîì, ω îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì ãëàâíûõ óëü-
òðàôèëüòðîâ íà ω, êîòîðîå âëîæåíî â βω â êà÷åñòâå îòêðûòîãî ïëîòíîãî
äèñêðåòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî A ⊂ ω ìíîæåñòâî
A, îïðåäåë¼ííîå âûøå, � ýòî â òî÷íîñòè çàìûêàíèå A â βω. Çàìåòèì òàê-
æå, ÷òî óëüòðàôèëüòð ÿâëÿåòñÿ íåãëàâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
åãî ýëåìåíòû áåñêîíå÷íû.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (xn)n∈ω â òîïîëîãè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå X ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x ∈ X ïî óëüòðàôèëüòðó p ∈ βω, åñëè äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x ìíîæåñòâî {n : xn ∈ U} ïðèíàäëåæèò p. Îáî-
çíà÷åíèå: x = p-limn xn. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì p-ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈ω, åñëè {n ∈ ω : xn = x} /∈ p. ßñíî, ÷òî åñëè
p ∈ ω∗ è x = p-limn xn, òî x � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà {xn : n ∈ ω}.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò íå èìåòü p-ïðåäåëà, íî åñëè îí ñóùåñòâóåò, òî
îí åäèíñòâåíåí (â ñëó÷àå õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà).

Ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ C∗-âëîæåííûì, åñëè
ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f : Y → R èìååò íåïðåðûâíîå
ïðîäîëæåíèå f̃ : X → R.

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî. Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà {Xα : α ∈ A} òîïîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âñå ìíîæåñòâà âèäà

∏
α∈A

Uα, ãäå êàæäîå Uα � îò-

êðûòîå ïîäìíîæåñòâî Xα è Uα = Xα äëÿ âñåõ, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà, êîîðäèíàò, îáðàçóþò áàçó òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ

∏
α∈A

Xα. Ýëå-

ìåíòû ýòîé áàçû íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.
Äëÿ A0 ⊆ A îáîçíà÷èì ÷åðåç πA0

åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïðîåêòèðî-
âàíèÿ

∏
α∈A

Xα →
∏

α∈A0

Xα, îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëîì (xα)α∈A 7→ (xα)α∈A0
. Ãî-

âîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî Y ⊆ X =
∏
α∈A

Xα çàïîëíÿåò ñ÷¼òíûå ãðàíè, åñëè

äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ A0 ⊆ A èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
πA0

(Y ) =
∏

{Xα : α ∈ A0}.
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Ãëàâà 1

Ñïåöèàëüíûå
óëüòðàôèëüòðû íà ω

1.1. Óëüòðàôèëüòðû è èõ ñâîéñòâà

Âàæíåéøóþ ðîëü â òîïîëîãèè èãðàåò ïîíÿòèå ôèëüòðà. Îêðåñòíîñòè è
ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè êàæäîé íåèçîëèðîâàííîé òî÷êè â òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X îáðàçóþò ôèëüòð.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 [47]. Ôèëüòðîì íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå
ñåìåéñòâî F ⊂ P(X), óäîâëåòâîðÿþùåå òð¼ì óñëîâèÿì:

1) ∅ /∈ F ;

2) åñëè A,B ∈ F , òî A ∩B ∈ F ;

3) åñëè A ∈ F è A ⊂ B ⊂ X, òî B ∈ F .

Îïðåäåëåíèå 1.1.2 [47]. Ìàêñèìàëüíûé (ïî âêëþ÷åíèþ) ôèëüòð íàçûâà-
åòñÿ óëüòðàôèëüòðîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, óëüòðàôèëüòð íà ìíîæåñòâå X
� ýòî òàêîé ôèëüòð U íà íà X, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ôèëüòðà F íà X ñî ñâîé-
ñòâîì U ⊂ F èìååì U = F . Óëüòðàôèëüòð U íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì, åñëè⋂

U ̸= ∅.

Óëüòðàôèëüòðû áûëè ââåäåíû Ðèññîì â 1909 ãîäó. Îíè ñòàëè øèðîêî
èñïîëüçîâàòüñÿ ïîñëå âûõîäà ñòàòüè Óëàìà â 1929 ãîäó.
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Ñëåäóþùèé êðèòåðèé èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â òåîðèè óëüòðà-
ôèëüòðîâ è å¼ ïðèëîæåíèÿõ. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïðè
ëþáîé ðàñêðàñêå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X â êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ íàé-
ä¼òñÿ îäíîöâåòíîå ìíîæåñòâî ñ îïðåäåë¼ííûì ñâîéñòâîì, äîñòàòî÷íî íàéòè
êàêîé-íèáóäü óëüòðàôèëüòð íà X, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî îáëàäàþò ýòèì
ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 1.1.1 [47]. Ôèëüòð F íà ìíîæåñòâå X ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèëü-
òðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî A ⊂ X ëèáî A ∈ F , ëèáî
X \ A ∈ F .

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 1.1.3 [47]. Ïóñòü f : X → Y � ëþáîå îòîáðàæåíèå è F �
ëþáîé ôèëüòð íà X. Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

{A ⊂ Y : f−1(A) ∈ F} = {A ⊂ Y : ∃F ∈ F (f(F ) ⊂ A)}

íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ôèëüòðà F ïðè îòîáðàæåíèè f .

Ïðåäëîæåíèå 1.1.1 [47]. Îáðàç ëþáîãî ôèëüòðà ïðè ëþáîì îòîáðàæå-
íèè ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì. Îáðàç ëþáîãî óëüòðàôèëüòðà ïðè ëþáîì îòîá-
ðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4 [47]. Ôèëüòð F íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ X, åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè
ïðèíàäëåæèò F . Äëÿ ñõîäèìîñòè F ê x èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå F → x.
Ôèëüòð ñõîäèòñÿ, èëè ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè îí ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé
òî÷êå.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ñõîäèìîñòè óëüòðàôèëüòðà ê òî÷êå è ïðåäëî-
æåíèåì 1.1.1, ïîëó÷èì êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå â òåðìè-
íàõ óëüòðàôèëüòðîâ:

Òåîðåìà 1.1.2 [47]. Îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàí-
ñòâ íåïðåðûâíî â òî÷êå x ∈ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàç ïðè f
ëþáîãî óëüòðàôèëüòðà, ñõîäÿùåãîñÿ ê x, ñõîäèòñÿ ê f(x).

Ñëåäñòâèå 1.1.1 [47]. Îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íåïðå-
ðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàç ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ëþáîãî
ñõîäÿùåãîñÿ óëüòðàôèëüòðà ñõîäèòñÿ.
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Óëüòðàôèëüòðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîùíûé èíñòóìåíò äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåì. Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ íèõ óäà¼òñÿ âåñüìà èçÿùíî äîêà-
çàòü òåîðåìó Òèõîíîâà î êîìïàêòíîñòè ïðîèçâåäåíèé, ïîëüçóÿñü ñëåäóþ-
ùèì êðèòåðèåì êîìïàêòíîñòè â òåðìèíàõ óëüòðàôèëüòðîâ:

Òåîðåìà 1.1.3 [47]. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêèé óëüòðàôèëüòð íà ìíîæåñòâå X ñõîäèòñÿ.

Ëþáóþ ôóíêöèþ f : ω → ω ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå
ω → βω, ïîýòîìó ó íå¼ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå βf : βω →
βω, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

βf(p) = {A ⊂ ω : f−1(A) ∈ p}, p ∈ βω

(ñì. [21, ëåììà 3.30]). Ìíîæåñòâî βf(p) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàç óëüòðà-
ôèëüòðà p ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè f : ω → βω â ñîîòâåòñòâèè ñ
îïðåäåëåíèåì 1.1.3.

Çàìå÷àíèå 1.1.1. (i) Ëþáîé óëüòðàôèëüòð p ∈ βω � ýòî p-ïðåäåë ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (n)n∈ω â βω: p = p-limn n.

(ii) Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ X è Y
è ïóñòü x, xn ∈ X äëÿ n ∈ ω. Åñëè p ∈ βω è x = p-limn xn, òî f(x) =
p-limn f(xn). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü U � îêðåñòíîñòü òî÷êè f(x) ∈ Y , òîãäà
â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f ó òî÷êè x ∈ X íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü V òàêàÿ, ÷òî
V ⊂ f−1(U). Ðàâåíñòâî x = p-limn xn ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî {n : xn ∈ V ⊂
f−1(U)} ∈ p, ñëåäîâàòåëüíî, {n : f(xn) ∈ U} ∈ p.

(iii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p ∈ ω∗, φ : ω → ω � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ,
(xn)n∈ω è (yk)k∈ω � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå X è ñóùåñòâóåò
P0 ∈ p òàêîå, ÷òî yφ(n) = xn äëÿ n ∈ P0. Åñëè x = p-limn xn, òî x = βφ(p)-
limk yk. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x ìû èìååì {n ∈
ω : xn ∈ U} ∈ p. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî P = {n ∈ P0 : yφ(n) ∈ U}
ïðèíàäëåæèò óëüòðàôèëüòðó p. Òàêèì îáðàçîì, {k ∈ ω : yk ∈ U} ⊃ φ(P ) ∈
βφ(p).

Çàìå÷àíèå 1.1.2. ÅñëèX � êîìïàêò, òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈ω
âX èìååò â òî÷íîñòè îäèí p-ïðåäåë äëÿ ëþáîãî p ∈ βω. ×òîáû ýòî óâèäåòü,
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå βf : βω → X îòîáðà-
æåíèÿ f : ω → X, îïðåäåë¼ííîãî êàê f(n) = xn äëÿ n ∈ ω, è ïðèìåíèòü
çàìå÷àíèå 1.1.1, ñîãëàñíî êîòîðîìó p-limn xn = βf(p-limn n) = βf(p).
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Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Óëüòðàôèëüòðû p è q íà ω íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ φ : ω → ω òàêàÿ, ÷òî βφ(p) = q.

Çàìå÷àíèå 1.1.3. Óëüòðàôèëüòðû p è q íà ω ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ f : ω → ω è A ∈ p òàêèå, ÷òî βf(p) = q
è ñóæåíèå f ↾ A ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî A âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü òàêèå f è A ñóùåñòâóþò. Âûáåðåì B ⊂ A, B ∈ p, äëÿ
êîòîðîãî |ω \ B| = |ω \ f(B)| = ω. (Òàêîé ýëåìåíò B íàéä¼òñÿ, ïîñêîëü-
êó åñëè âçÿòü ýêçåìïëÿð ω = f(ω) è ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå ðàçáèåíèÿ
ω = ω÷¼ò. ⊔ ωíå÷¼ò. íà ÷¼òíûå (ω÷¼ò.) è íå÷¼òíûå (ωíå÷¼ò.) ÷èñëà, òî ëèáî
ω÷¼ò. ∈ q ëèáî ωíå÷¼ò. ∈ q, ïîñêîëüêó q � óëüòðàôèëüòð. Ïóñòü äëÿ îïðåäå-
ë¼ííîñòè ω÷¼ò. ∈ q, òîãäà ýëåìåíò B = f−1 (ω÷¼ò. ∩ f(A)) áóäåò èñêîìûì.)
Åñëè âçÿòü ëþáóþ áèåêöèþ g : ω → ω, ïðîäîëæàþùóþ f ↾ B, òî ïîëó÷èòñÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü p è q. Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíà.

Ïðîäîëæåíèå βf ôóíêöèè f : ω → K â ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò K èìååò
ïðîñòîå îïèñàíèå: îáðàç βf óëüòðàôèëüòðà p îïðåäåëÿåòñÿ êàê {βf(p)} =⋂

A∈p f(A) (ñì. [21, òåîðåìà 3.27]).

1.2. Ïîðÿäîê íà óëüòðàôèëüòðàõ

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî åñòåñòâåííûõ îòíîøåíèé ïîðÿäêà íà êëàññàõ ýê-
âèâàëåíòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ. Ìû ðàññìîòðèì ïîðÿäêè Ðóäèí�Êåéñëåðà,
Ðóäèí�Áëàññà è Ðóäèí�Ôðîëèêà íà óëüòðàôèëüòðàõ èç βω. Áîëåå äåòàëü-
íóþ èíôîðìàöèþ ïðî ïîðÿäêè íà óëüòðàôèëüòðàõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,
â [21], [22], [23].

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ïîðÿäîê Ðóäèí�Êåéñëåðà ⩽RK íà βω îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâèëîì: äëÿ p, q ∈ βω p ⩽RK q, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : ω → ω
òàêàÿ, ÷òî βf(q) = p.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ïîðÿäîê Ðóäèí�Áëàññà ⩽RB íà βω îïðåäåëÿåòñÿ ïðà-
âèëîì: äëÿ p, q ∈ βω p ⩽RB q, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîêðàòíàÿ ôóíêöèÿ
f : ω → ω òàêàÿ, ÷òî βf(q) = p.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ïîðÿäîê Ðóäèí�Ôðîëèêà ⩽RF íà βω îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâèëîì: äëÿ p, q ∈ βω p ⩽RF q, åñëè ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíàÿ ôóíê-
öèÿ φ : ω → βω òàêàÿ, ÷òî φ(ω) äèñêðåòíî è βφ(p) = q.
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Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φ â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè è îòîáðàæåíèå f
â äâóõ ïðåäûäóùèõ äåéñòâóþò íà óëüòðàôèëüòðû p è q â ïðîòèâîïîëîæíûõ
íàïðàâëåíèÿõ.

Â äàëüíåéøåì íàì íåîäíîêðàòíî ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 1.2.1. Ïóñòü X � ðåãóëÿðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî-
ãäà ëþáîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî D = {dn : n ∈ ω} èç X ñèëüíî äèñêðåò-
íî, ò.å. ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ {Un : n ∈ ω} â X òàêàÿ, ÷òî dn ∈ Un è Un ∩ (D \ D) = ∅ äëÿ
ëþáîãî n ∈ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äèñêðåòíîñòè ìíîæåñòâàD ó êàæäîé òî÷êè dk ∈
D åñòü îêðåñòíîñòü Wk òàêàÿ, ÷òî dn /∈ Wk äëÿ ëþáîãî n ∈ ω \ {k}. Ó
êàæäîé òî÷êè dk âîçüì¼ì îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü W̃k = Wk \ (D \ D) =
Wk \D ∪{dk}. Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ïðîñòðàíñòâà X íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü
Vk, äëÿ êîòîðîé V k ⊂ W̃k. Ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì ñèñòåìó ïîïàðíî íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ îêðåñòíîñòåé U0, U1, . . . òî÷åê èç ìíîæåñòâà D:

U0 = V0, U1 = V1 \ V 0, . . . , Un = Vn \
⋃
i<n

V n, . . . .

■

Èçâåñòíî, ÷òî âñå ýòè ñîîòíîøåíèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêàìè
íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè óëüòðàôèëüòðîâ. Ïîðÿäîê ⩽RK íàèáîëüøèé.
Äåéñòâèòåëüíî, ÿñíî, ÷òî èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ p ⩽RB q =⇒ p ⩽RK q.
Ïîêàæåì, ÷òî èç p ⩽RF q ñëåäóåò p ⩽RK q. Ïóñòü p ⩽RF q, φ � ôóíêöèÿ
èç îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà Ðóäèí�Ôðîëèêà è Ai, i ∈ ω, � íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäìíîæåñòâà ω, îïðåäåëÿþùèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè Ai òî÷åê
φ(i) â βω (òàêèå îêðåñòíîñòè ëåãêî ìîæíî ïîñòðîèòü, ñì. ëåììó 1.2.1).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : ω → ω òàêóþ, ÷òî f(n) = i äëÿ n ∈ Ai è f(n) = 0
äëÿ n /∈

⋃
Ai. Èç âèäà ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî βf(q) = p, à çíà÷èò, p ⩽RK q.

Äåéñòâèòåëüíî, βf(Ai) = {i}, ò.ê. βf ↾ Ai = f ↾ Ai ≡ i è Ai ïëîòíî â
Ai, ïîýòîìó βf(φ(i)) = i â ñèëó âêëþ÷åíèÿ φ(i) ∈ Ai. Òàêèì îáðàçîì,
βf ◦βφ = id íà ω, à ïîñêîëüêó ω = βω, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî βf ◦βφ = id
íà βω. Ñëåäîâàòåëüíî, βf(βφ(p)) = p, ò.å. βf(q) = p.

Çàìå÷àíèå 1.2.1. Ëþáîé íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð íà ω èìååò íå áîëåå 2ω

⩽RK-ïðåäøåñòâåííèêîâ (ïîñêîëüêó ÷èñëî ôóíêöèé ω → ω ðàâíî 2ω).

Ïðåäëîæåíèå 1.2.1. Äëÿ p, q ∈ βω p ⩽RF q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà q � ýòî p-ïðåäåë äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈ω ðàçëè÷íûõ
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òî÷åê â βω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïóíêòà (i) çàìå÷àíèÿ 1.1.1 ìû èìååì p = p-limn n,
à èç (ii) βφ(p) = p-limn βφ(n) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ : ω → βω. Òàêèì
îáðàçîì, q = p-limn xn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = βφ(p) äëÿ ôóíêöèè
φ(n) = xn äëÿ n ∈ ω. Ïîýòîìó åñëè ìíîæåñòâî {xn : n ∈ ω} äèñêðåòíî
è ñîñòîèò èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê, òî èç ðàâåíñòâà q = p-limn xn âûòåêàåò
ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè φ èç îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà p ⩽RF q. Îáðàòíî,
åñëè òàêîå îòîáðàæåíèå φ ñóùåñòâóåò, òî ïî äîêàçàííîìó q = βφ(p). ■

Ñëåäñòâèå 1.2.1. Åñëè p, q, r ∈ ω∗, (xn)n∈ω � äèñêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê â βω, q = p-limn xn è q ⩽RK r, òî p ⩽RK r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.1 p ⩽RF q. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê
Ðóäèí�Êåéñëåðà íàèáîëüøèé, èìååì òàêæå p ⩽RK q, îòêóäà íåìåäëåííî
âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. ■

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ì. Å. Ðóäèí â [24] (ñì. òàêæå [22,
òåîðåìà 16.16]).

Òåîðåìà 1.2.1 [24]. Ìíîæåñòâî âñåõ ⩽RF-ïðåäøåñòâåííèêîâ ëþáîãî óëü-
òðàôèëüòðà p ∈ βω ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíî îòíîøåíèåì ⩽RF.

Îïðåäåëåíèå 1.2.4 [2]. Òî÷êà x â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íàçû-
âàåòñÿ P -òî÷êîé, åñëè äëÿ ëþáîé ñ÷¼òíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè å¼ îêðåñò-
íîñòåé U0, U1, . . . ïåðåñå÷åíèå

⋂
n∈ω

Un òîæå ÿâëÿåòñÿ å¼ îêðåñòíîñòüþ (íå

îáÿçàòåëüíî îòêðûòîé).

Îïðåäåëåíèå 1.2.5 [25]. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé, åñëè
îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé íèêàêîãî ñ÷¼òíîãî ïîäìíîæåñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 1.2.6. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíî ñëàáîé P -òî÷êîé,
åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé íèêàêîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî
ïîäìíîæåñòâà X.

Çàìå÷àíèå 1.2.2 [48]. Èçâåñòíî, ÷òî p ∈ ω∗ ÿâëÿåòñÿ P -òî÷êîé, åñëè äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f : ω → ω íàéä¼òñÿ A ∈ p òàêîé, ÷òî f ↾ A êîíå÷íîêðàòíî
èëè ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, äëÿ ëþáîé äàííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (An)n∈ω ýëåìåíòîâ óëüòðàôèëüòðà p íàéä¼òñÿ A ∈ p òàêîé,
÷òî A ⊂∗ An (ò.å. |A \ An| < ω) äëÿ êàæäîãî n ∈ ω.
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Ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ P -òî÷åê â ω∗ ìîæåò áûòü äîêàçàíî â ZFC [25],
â òî âðåìÿ êàê ñóùåñòâîâàíèå P -òî÷åê â ω∗ íå çàâèñèò îò ZFC (ñì., íà-
ïðèìåð, [26]). Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äèñêðåòíî ñëàáûå P -òî÷êè â ω∗,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè P -òî÷êàìè: ïðèìåð òàêîé òî÷êè � ëþáàÿ
îäèíîêàÿ òî÷êà (ïîíÿòèå, ââåä¼ííîå Ñèìîíîì), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé äî-
êàçàíî Âåðíåðîì â [27]. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî íå äèñêðåòíî ñëàáûå P -òî÷êè
â ω∗ � ýòî â òî÷íîñòè òî÷êè òèïà A1 â òåðìèíîëîãèè âàí Ìèëëà [23].

Ðàçëè÷àþò åù¼ äðóãèå òèïû óëüòðàôèëüòðîâ � ñåëåêòèâíûå èQ-óëüòðà-
ôèëüòðû (ñì., íàïðèìåð, [29] è [30]).

Îïðåäåëåíèå 1.2.7. Óëüòðàôèëüòð p ∈ ω∗ íàçûâàåòñÿ ñåëåêòèâíûì, èëè,
ðàìñååâñêèì, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : ω → ω íàéä¼òñÿ A ∈ p òàêîé,
÷òî f ↾ A èíúåêòèâíî èëè ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.

Çàìå÷àíèå 1.2.3. Ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: äëÿ ëþáîé
óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ (An)n∈ω óëüòðàôèëüòðà p íàé-
ä¼òñÿ A ∈ p òàêîé, ÷òî |A ∩ (An \ An+1)| ⩽ 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ ω.

Îïðåäåëåíèå 1.2.8. Óëüòðàôèëüòð p ∈ ω∗ íàçûâàåòñÿ Q-òî÷êîé, èëè
ðåäêèì, åñëè äëÿ ëþáîé êîíå÷íîêðàòíîé ôóíêöèè f : ω → ω íàéä¼òñÿ
A ∈ p òàêîé, ÷òî f ↾ A èíúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû ïî ñóùåñòâó ñîäåðæèòñÿ â [22].

Òåîðåìà 1.2.2. (i) Óëüòðàôèëüòð p ∈ ω∗ ìèíèìàëüíûé â ñìûñëå ïîðÿäêà
Ðóäèí�Êåéñëåðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ñåëåêòèâíûé.

(ii) Óëüòðàôèëüòð p ∈ ω∗ ìèíèìàëüíûé â ñìûñëå ïîðÿäêà Ðóäèí-
Áëàññà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p � Q-òî÷êà.

(iii) Óëüòðàôèëüòð p ∈ ω∗ ìèíèìàëüíûé â ñìûñëå ïîðÿäêà Ðóäèí�
Ôðîëèêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p � äèñêðåòíî ñëàáàÿ P -òî÷êà â
ω∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) � ýòî òåîðåìà 9.6 èç [22]. Óòâåðæäåíèå
(ii) (êàê è (i)) ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé è çàìå÷àíèÿ 1.1.3. Óòâåðæäåíèå
(iii) � ýòî ëåììà 16.14 èç [22]. ■

Â êëàññå P -òî÷åê ⩽RK ñîâïàäàåò ñ ⩽RB. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 1.2.2. Åñëè p, q ∈ ω∗, q � P -òî÷êà è p ⩽RK q, òî p ⩽RB q.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ p ⩽RK q íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f : ω → ω
òàêàÿ, ÷òî βf(q) = p. Èç òîãî, ÷òî q ÿâëÿåòñÿ P -òî÷êîé, ñëåäóåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ýëåìåíò A ∈ q òàêîé, ÷òî f ↾ A êîíå÷íîêðàòíî. Êàê è â çàìå÷à-
íèè 1.1.3, âûáåðåì B ⊂ A, B ∈ q, äëÿ êîòîðîãî |ω \ B| = |ω \ f(B)| = ω.
Âîçüì¼ì ëþáóþ áèåêöèþ g ìåæäó ω\B è ω\f(B). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
h : ω → ω ñëåäóþùèì îáðàçîì: h(n) = f(n) äëÿ n ∈ B è h(n) = g(n) äëÿ
n ∈ ω \ B. Îíî êîíå÷íîêðàòíî è βh(q) = p, ò.ê. äëÿ ëþáîãî C ∈ q èìååì
h(C ∩B) ∈ p ïî ïîñòðîåíèþ è èç âêëþ÷åíèÿ h(C) ⊃ h(C ∩B) ñëåäóåò, ÷òî
h(C) ∈ p. Çíà÷èò, p ⩽RB q. ■

Ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò âàí Ìèëëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî-
ðÿäîê ⩽RF íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì ⩽RK.

Òåîðåìà 1.2.3 (ñì. [23, òåîðåìà 4.5.1]). Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîêðàòíàÿ ôóí-
êöèÿ π : ω → ω òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî äàííîãî óëüòðàôèëüòðà p ∈ ω∗

íàéä¼òñÿ ñëàáàÿ P -òî÷êà q ∈ ω∗, äëÿ êîòîðîé βπ(q) = p (è ñëåäîâàòåëü-
íî, p ⩽RB q è p ⩽RK q).

Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò 22
ω

⩽RK-íåñðàâíèìûõ (è ñëåäîâàòåëüíî, ⩽RB-
è ⩽RF-íåñðàâíèìûõ) óëüòðàôèëüòðîâ èç ω∗ [32]. Îäíàêî ïðîáëåìà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ⩽RK-íåñîâìåñòèìûõ (ò.å. íå èìåþùèõ îáùåãî ⩽RK-ïðåäøåñò-
âåííèêà) óëüòðàôèëüòðîâ íàìíîãî ñëîæíåå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, CH âëå÷¼ò
çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå 22

ω

íåýêâèâàëåíòíûõ ⩽RK-ìèíèìàëüíûõ óëüòðà-
ôèëüòðîâ â ω∗ [33, ðàçäåë 8, ñëåäñòâèå 8]. ßñíî, ÷òî òàêèå óëüòðàôèëü-
òðû íå ìîãóò áûòü ñðàâíèìû â ïîðÿäêàõ ⩽RK, ⩽RB è ⩽RF. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ñ ZFC ñîâìåñòèìî óòâåðæäåíèå, ÷òî âñå óëüòðàôèëüòðû â ω∗ ÿâ-
ëÿþòñÿ ïî÷òè êîãåðåíòíûìè (ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ óëüòðàôèëüòðîâ p è
q èç ω∗ íàéäóòñÿ êîíå÷íîêðàòíûå ôóíêöèè f : ω → ω è g : ω → ω òà-
êèå, ÷òî βf(p) = βg(q)), à çíà÷èò, ⩽RB-ñîâìåñòèìûìè [34]. Èçâåñòíî òàê-
æå, ÷òî â ZFC íàéä¼òñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 2ω íåýêâèâàëåíòíûõ (äàæå ⩽RK-
íåñðàâíèìûõ) ñëàáûõ P -òî÷åê â ω∗ [25], à òàêèå òî÷êè ⩽RF-ìèíèìàëüíû è
ïîýòîìó ⩽RF-íåñîâìåñòèìû.

1.3. Äèñêðåòíûå óëüòðàôèëüòðû

Â [20] Áàóìãàðòíåð ââ¼ë ïîíÿòèå I-óëüòðàôèëüòðà è ñâÿçàííûå ñ íèìè
êëàññû óëüòðàôèëüòðîâ.
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Îïðåäåëåíèå 1.3.1 (Baumgartner, [20]). Ïóñòü I � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà è çàìêíó-
òî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäìíîæåñòâ. Óëüòðàôèëüòð p íà ω íàçûâàåòñÿ
I-óëüòðàôèëüòðîì, åñëè äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : ω → X íàéä¼òñÿ
A ∈ p òàêîé, ÷òî f(A) ∈ I.

Åñëè X = R è I � ñåìåéñòâî âñåõ äèñêðåòíûõ (ðàçðåæåííûõ, ìåðû
íîëü, íèãäå íå ïëîòíûõ) ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà R, I-óëüòðàôèëüòð íà-
çûâàåòñÿ äèñêðåòíûì (ðàçðåæåííûì, ìåðû íîëü, íèãäå íå ïëîòíûì ñî-
îòâåòñòâåííî).

Çàìå÷àíèå 1.3.1. Áàóìãàðòíåð òàêæå äîêàçàë, ÷òî äëÿ I = {Y ⊂ 2ω : Y
êîíå÷íî èëè ïîðÿäêîâîãî òèïà ω èëè ω+1} íåãëàâíûå I-óëüòðàôèëüòðû
� ýòî â òî÷íîñòè P -òî÷êè èç ω∗ (çäåñü 2ω � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ñ
ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì). Îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî âñÿêàÿ
P -òî÷êà â ω∗ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì óëüòðàôèëüòðîì.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì:

P -òî÷êà =⇒ äèñêðåòíûé =⇒ ðàçðåæåííûé

=⇒ ìåðû íîëü =⇒ íèãäå íå ïëîòíûé.

Â ïðåäïîëîæåíèè àêñèîìû Ìàðòèíà íè îäíà èç ýòèõ èìïëèêàöèé íå
îáðàòèìà [20]. Íå èìååò ñìûñëà ãîâîðèòü îá èõ îáðàòèìîñòè áåç äîïîë-
íèòåëüíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèé, ïîñêîëüêó íåñóùå-
ñòâîâàíèå íèãäå íå ïëîòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ ñîâìåñòèìî ñ ZFC [26].

Ðàññìàòðèâàÿ ñåìåéñòâî I äèñêðåòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X è
íàêëàäûâàÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ íà f : I → X, ïîëó÷èì ðàç-
ëè÷íûå êëàññû äèñêðåòíîïîäîáíûõ óëüòðàôèëüòðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñêàæåì,
÷òî óëüòðàôèëüòð p íà ω ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì (êîíå÷íîêðàòíî X-äèñê-
ðåòíûì, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûì), åñëè äëÿ ëþáîé (äëÿ ëþáîé êîíå÷-
íîêðàòíîé, äëÿ ëþáîé èíúåêòèâíîé ñîîòâåòñòâåííî) ôóíêöèè f : ω → X
íàéä¼òñÿ A ∈ p òàêîé, ÷òî f(A) äèñêðåòíî â X. Äëÿ X = R ìû ïèøåì
¾äèñêðåòíûé¿ âìåñòî ¾R-äèñêðåòíûé¿.

Çàìå÷àíèå 1.3.2. Çàìåòèì, ÷òî âñÿêèé ω∗-äèñêðåòíûé (â ëþáîì ñìûñëå)
óëüòðàôèëüòð p ÿâëÿåòñÿ βω-äèñêðåòíûì (â ýòîì æå ñìûñëå). Äåéñòâè-
òåëüíî, âîçüì¼ì ôóíêöèþ f : ω → βω. Åñëè A = f−1(ω) ∈ p, òî ìíîæåñòâî
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f(A) ⊂ ω ⊂ βω äèñêðåòíî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå B = ω \A ∈ p, è ìû ìîæåì
çàôèêñèðîâàòü ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå òî÷êè qn ∈ ω∗ \ f(B), n ∈ ω, è
ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå g : ω → ω∗, îïðåäåë¼ííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
g(n) = f(n) äëÿ n ∈ B è g(n) = qn äëÿ n ∈ A. Âîçüì¼ì C ∈ p òàêîå, ÷òî
g(C) äèñêðåòíî. Òîãäà C ∩B ∈ p è f(C ∩B) = g(C ∩B) äèñêðåòíî.

Èíúåêòèâíî äèñêðåòíûé è èíúåêòèâíî ω∗-äèñêðåòíûé óëüòðàôèëüòðû
ðàññìîòðåíû â [35] (òàì îíè íàçûâàþòñÿ ïðîñòî ¾äèñêðåòíûé¿ è ¾ω∗-äèñê-
ðåòíûé¿). Â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ èäåè
äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 12 â [35].

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. Ëþáîé äèñêðåòíûé (êîíå÷íîêðàòíî äèñêðåòíûé,
èíúåêòèâíî äèñêðåòíûé) óëüòðàôèëüòð ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì (êî-
íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûì, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûì ñîîòâåòñòâåí-
íî) äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � äèñêðåòíûé óëüòðàôèëüòð è f : ω → X �
ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïîëîæèì xn = f(n) äëÿ n ∈ ω. Åñëè f ïîñòîÿí-
íî, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü f íå ïîñòîÿííî. Äëÿ êàæäîé ïàðû (xk, xm)
ðàçëè÷íûõ òî÷åê â f(ω) âîçüì¼ì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(k,m) : f(ω) →
{0, 1} òàêóþ, ÷òî f(k,m)(xk) = 0 è f(k,m)(xm) = 1 (îíà ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó
X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî è f(ω) ñ÷¼òíî, à çíà÷èò, íóëüìåðíî). Äèà-
ãîíàëü g = ∆{f(k,m) : xk ̸= xm} � èíúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà f(ω) â êàíòîðîâî ìíîæåñòâî 2ω ⊂ R. Ïîñêîëüêó óëüòðàôèëüòð p
äèñêðåòíûé, íàéä¼òñÿ ìíîæåñòâî A ∈ p, äëÿ êîòîðîãî g(f(A)) äèñêðåòíî.
Òàêèì îáðàçîì, ñóæåíèå ôóíêöèè g íà ìíîæåñòâî f(A) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì íà äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, f(A) äèñêðåòíî. Äëÿ êîíå÷íîêðàòíî è èíúåêòèâíî äèñêðåòíûõ
óëüòðàôèëüòðîâ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. ■

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé äèñêðåòíûé óëüòðàôèëüòð ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðå-
òíûì äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâàX, îäíàêî íåÿñíî, ñêàæåì, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè ω∗-äèñêðåòíûé óëüòðàôèëüòð äèñêðåòíûì. Íåÿñíî òàêæå, âûòå-
êàåò ëè êîíå÷íîêðàòíàÿ äèñêðåòíîñòü èç èíúåêòèâíîé äèñêðåòíîñòè è äèñ-
êðåòíîñòü èç êîíå÷íîêðàòíîé äèñêðåòíîñòè, õîòÿ îòâåò âðÿä ëè áóäåò ïî-
ëîæèòåëüíûì. Îäíàêî íåñóùåñòâîâàíèå èíúåêòèâíî è êîíå÷íîêðàòíî äèñ-
êðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ, òàêæå êàê è äèñêðåòíûõ, ñîâìåñòèìî ñ ZFC, ïî-
òîìó ÷òî îíî ñëåäóåò èç íåñóùåñòâîâàíèÿ íèãäå ïëîòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ëþáåçíî ïîäñêàçàë Òàðàñ Áàíàõ.
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Ïðåäëîæåíèå 1.3.2. Íåñóùåñòâîâàíèå íèãäå íå ïëîòíûõ óëüòðàôèëü-
òðîâ âëå÷¼ò çà ñîáîé íåñóùåñòâîâàíèå èíúåêòèâíî äèñêðåòíûõ óëüòðà-
ôèëüòðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêàæåì, ÷òî óëüòðàôèëüòð p íà ω èíúåêòèâíî íèãäå íå
ïëîòíûé, åñëè äëÿ ëþáîé èíúåêòèâíîé ôóíêöèè f : ω → R íàéä¼òñÿ A ∈ p
òàêîå, ÷òî f(A) íèãäå íå ïëîòíî. Ïîêàæåì, ÷òî íåñóùåñòâîâàíèå íèãäå
íå ïëîòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ âëå÷¼ò çà ñîáîé íåñóùåñòâîâàíèå èíúåêòèâ-
íî íèãäå íå ïëîòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ. Ïóñòü íå ñóùåñòâóåò íèãäå íå ïëîò-
íûõ óëüòðàôèëüòðîâ, íî ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíî íèãäå íå ïëîòíûé óëüòðà-
ôèëüòð p. Ïîñêîëüêó p íå ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
f : ω → (0; 1) ∼= R òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà A ∈ p ñóùåñòâóåò îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ (0; 1), äëÿ êîòîðîãî U ∩ f(A) ïëîòíî â U . Âîçüì¼ì
èíúåêòèâíóþ ôóíêöèþ g : ω → R òàêóþ, ÷òî |g(n)−f(n)| < 2−n äëÿ ëþáîãî
n. Ïîñêîëüêó p � èíúåêòèâíî íèãäå íå ïëîòíûé óëüòðàôèëüòð, ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò A ∈ p òàêîé, ÷òî g(A) íèãäå íå ïëîòíî â R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
ñèëó âûáîðà ôóíêöèè f ìíîæåñòâî U ∩ f(A) ïëîòíî â U . Òàêèì îáðàçîì,
U ∩ f(A) íå èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Èç óñëîâèÿ |g(n) − f(n)| → 0
ñëåäóåò, ÷òî U ∩ g(A) ïëîòíî â U , ïîýòîìó g(A) íå ìîæåò áûòü íèãäå íå
ïëîòíûì â R. ■

Ïðåäëîæåíèå 1.3.3. (i) Åñëè p ∈ βω ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì äëÿ íåêî-
òîðîãî ïðîñòðàíñòâà X è q ⩽RK p, òî q ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì.

(ii) Åñëè p ∈ βω ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûì äëÿ íåêî-
òîðîãî ïðîñòðàíñòâà X è q ⩽RB p, òî q ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîêðàòíî X-
äèñêðåòíûì.

(iii) Åñëè q ∈ βω ÿâëÿåòñÿ ω∗-äèñêðåòíûì è p � íåòðèâèàëüíûé q-
ïðåäåë íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈ω èç βω, òî íàéä¼òñÿ r ∈ βω

òàêîé, ÷òî r ⩽RK q è r ⩽RF p. Áîëåå òîãî, p = r-limn xkn äëÿ íåêî-
òîðîé äèñêðåòíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xkn)n∈ω ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(xn)n∈ω, ñîñòîÿùåé èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê.

(iv) Åñëè q ∈ βω ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíî ω∗-äèñêðåòíûì, òî q ⩽RF p
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ÿâëÿåòñÿ q-ïðåäåëîì íåêîòîðîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (xn)n∈ω ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç βω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ (i) è (ii) î÷åâèäíû, òàêæå êàê è íåîáõîäè-
ìîñòü â (iv) (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.2.1).

Äîêàæåì (iii). Ïóñòü (xn)n∈ω � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
βω è p � íåòðèâèàëüíûé q-ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈ω. Åñëè óëü-
òðàôèëüòð q ãëàâíûé, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî, òàê ÷òî ïóñòü q ∈ ω∗. Â ñèëó
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çàìå÷àíèÿ 1.3.2 ω∗-äèñêðåòíîñòü óëüòðàôèëüòðà p âëå÷¼ò çà ñîáîé βω-
äèñêðåòíîñòü. Âûáåðåì ýëåìåíò A ∈ q òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî {xn : n ∈ A}
áûëî äèñêðåòíûì. Ýòî ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî, ïîñêîëüêó p � íåòðèâèàëü-
íûé q-ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈ω. Ïóñòü (xkn)n∈ω � ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈ω, ñîñòîÿùàÿ èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê è
òàêàÿ, ÷òî {xn : n ∈ A} = {xkn : n ∈ ω}. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(xkn)n∈ω äèñêðåòíà.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ π : ω → ω òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
i ∈ A π(i) = n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xi = xkn. Óëüòðàôèëüòð
r = βπ(q) ÿâëÿåòñÿ⩽RK-ïðåäøåñòâåííèêîì äëÿ q, è äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè
U óëüòðàôèëüòðà p ∈ βω (ãäå U ∈ p) ìû èìååì {n : xkn ∈ U} = {n : xkn ∈
U} = π({n : xn ∈ U}) ∈ r, ïîýòîìó p = r-limn xkn. Èç çàìå÷àíèÿ 1.1.1
ïîëó÷àåì, ÷òî r ⩽RF p.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè â (iv) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíê-
òà (iii) ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî ìû äîëæíû áóäåì ðàññìîòðåòü èíúåêòèâíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü; òîãäà ñóæåíèå π íà A âçàèìíî îäíîçíà÷íî è ïîýòîìó
óëüòðàôèëüòð q ýêâèâàëåíòåí r (ñì. ðàññóæäåíèå â òåîðåìå 1.2.2). ■

1.4. Ïðîèçâåäåíèå óëüòðàôèëüòðîâ

Íàïîìíèì, ÷òî áàçîé ôèëüòðà p íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ B ⊂ p òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî P ∈ p íàéä¼òñÿ ýëåìåíò B ∈ B

ñî ñâîéñòâîì B ⊂ P .

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ïóñòü p è q � óëüòðàôèëüòðû íà ω. Òîãäà òåíçîð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì, èëè ïðîèçâåäåíèåì Ôóáèíè, p⊗ q óëüòðàôèëüòðîâ p è
q íàçûâàåòñÿ óëüòðàôèëüòð íà ω × ω, îïðåäåë¼ííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p⊗ q = {A ⊆ ω × ω : {n : {m : (n,m) ∈ A} ∈ q} ∈ p}.

Áàçó ïðîèçâåäåíèÿ p⊗ q ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâà âèäà
⋃
x∈P

{x} ×Qx, ãäå

Qx ∈ q äëÿ ëþáîãî x ∈ P .
Îáîáùåíèåì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ óëüòðàôèëüòðîâ ÿâëÿåòñÿ

ñóììà Ôóáèíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óëüòðàôèëüòðîâ qn ∈ βω ïî óëüòðà-
ôèëüòðó p ∈ βω; åãî áàçó ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâà âèäà

⋃
n∈P

{n} × Qn, ãäå

P ∈ p è Qn ∈ qn äëÿ ëþáîãî n ∈ P .
Ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèÿ óëüòðàôèëüòðîâ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ω×
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ω

ω

x ∈ P

x×Qx

Ðèñ. 1. Íàãëÿäíàÿ èëëþñòðàöèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ óëüòðàôèëüòðîâ p è q.

ω ñíàáæåíî äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, òàê ÷òî ïðîñòðàíñòâî β(ω×ω) ñîñòîèò
èç óëüòðàôèëüòðîâ íà ω × ω è òîïîëîãèÿ íà í¼ì îïðåäåëÿåòñÿ áàçîé A =
{p ∈ β(ω × ω) : A ∈ p}. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâà βω è β(ω × ω)
ãîìåîìîðôíû è èìåþò îäèíàêîâîå îïèñàíèå, âñå ïîíÿòèÿ è êîíñòðóêöèè,
îòíîñÿùèåñÿ ê βω, ïåðåíîñÿòñÿ áåç èçìåíåíèé íà β(ω × ω). Â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ω ñ ω × ω è βω ñ β(ω × ω).

Â [23] âàí Ìèëë îïðåäåëèë ðàçëè÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû óëüòðà-
ôèëüòðîâ èç ω∗, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

A1 = {x ∈ ω∗ : ∃ ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîåD ⊂ ω∗ \ {x}, x ∈ D}.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. Ïóñòü p, q � óëüòðàôèëüòðû èç ω∗, òîãäà òåíçîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå p⊗ q ïðèíàäëåæèò A1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî n ∈ ω ÷åðåç p(n) îáîçíà÷èì ãëàâíûé óëü-
òðàôèëüòð, ñîäåðæàùèé {n}. Ïóñòü r = p-limn(p(n) ⊗ q). Ëþáàÿ îêðåñò-
íîñòü óëüòðàôèëüòðà r â β(ω×ω) ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü âèäà A äëÿ A ∈ r.
Ïîñêîëüêó r = p-limn(p(n)⊗ q), äëÿ ëþáîãî A ∈ r ìû èìååì B = {n : A ∈
p(n) ⊗ q} = {n : p(n) ⊗ q ∈ A} ∈ p. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî n ∈ ω
ñóùåñòâóåò Bn ∈ q òàêîå, ÷òî {n} × Bn ⊂ A. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ìíî-
æåñòâî A ∈ r ñîäåðæèò

⋃
n∈B

{n} × Bn äëÿ íåêîòîðûõ Bn ∈ q. Ýòî ñëåäóåò

èç îïðåäåëåíèÿ áàçû ïðîèçâåäåíèÿ óëüòðàôèëüòðîâ r = p ⊗ q. Çàìåòèì,
÷òî ìíîæåñòâî D = {p(n) ⊗ q : n ∈ ω} ñ÷¼òíî è äèñêðåòíî (íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ îêðåñòíîñòè åãî ýëåìåíòîâ � ýòî ìíîæåñòâà {n} ×Bn) è p⊗ q ∈ D,
ïîñêîëüêó ëþáàÿ îêðåñòíîñòü óëüòðàôèëüòðà p ⊗ q ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü
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âèäà A äëÿ A ∈ p ⊗ q, ëþáîå ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò B = {n} × Bn äëÿ
íåêîòîðûõ n ∈ ω è Bn ∈ q, è B � ýòî îêðåñòíîñòü óëüòðàôèëüòðà p(n)⊗ q
äëÿ ëþáîãî òàêîãî B. ■

Ñëåäñòâèå 1.4.1. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåãëàâíûõ óëüòðàôèëü-
òðîâ íå ìîæåò áûòü äèñêðåòíî ñëàáîé P -òî÷êîé. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå
òàêîå ïðîèçâåäåíèå íå ⩽RF-ìèíèìàëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.2. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X è ëþáûõ X-äèñêðåòíûõ
(êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûõ, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûõ) óëüòðàôèëü-
òðîâ p, qn ∈ ω∗, n ∈ ω, ñóììà Ôóáèíè

∑
p(qn) � ýòî X-äèñêðåòíûé (êî-

íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûé, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûé) óëüòðàôèëüòð
íà ω × ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå (êîíå÷íîêðàòíîå, èíúåêòèâíîå)
îòîáðàæåíèå f : ω × ω → X. Ïîëîæèì x(n,m) = f(n,m). Ïîêàæåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò A ∈

∑
p(qn), äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî {x(n,m) : (n,m) ∈ A}

äèñêðåòíî. Äëÿ êàæäîãî k ∈ ω îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x(k,m))m∈ω.
Ïîñêîëüêó óëüòðàôèëüòðû qk äèñêðåòíû, äëÿ êàæäîãî k ∈ ω íàéä¼òñÿ
Bk ∈ qk, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî {x(k,m) : m ∈ Bk} äèñêðåòíî. Âñïîìíèì,
÷òî â êîìïàêòå ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî ëþáîìó óëüòðàôèëüòðó êóäà-
íèáóäü ñõîäèòñÿ. Ïóñòü xk = qk-limm x(k,m) äëÿ k ∈ ω. Èç X-äèñêðåòíîñòè
óëüòðàôèëüòðà p ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå C ∈ p, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî
{xk : k ∈ C} äèñêðåòíî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî {xk : k ∈ C} ñ÷¼òíî è
äèñêðåòíî, ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé
Uk òî÷åê xk â X (ñì. ëåììó 1.2.1). Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Uk ìû èìååì
B̃k = {m : x(k,m) ∈ Uk} ∈ qk, ïîñêîëüêó xk = qk-limm x(k,m). Òàêèì îáðàçîì,

A =
⋃

k∈C
(
{k}×(Bk∩B̃k)

)
∈
∑

p(qk). ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî {x(n,m) : (n,m) ∈
A} äèñêðåòíî. ■

Ñëåäñòâèå 1.4.2. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X è ëþáûõ X-äèñêðåòíûõ (êî-
íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûõ) óëüòðàôèëüòðîâ p, q ∈ ω∗ òåíçîðíîå ïðîèç-
âåäåíèå p ⊗ q ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì (êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûì)
óëüòðàôèëüòðîì íà ω × ω.

Íèæå ìû ðàññìîòðèì N � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë âìå-
ñòî ω, ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà N ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîêðàòíîé. Íà
ïðîñòðàíñòâå βN îïðåäåëåíû ïîëóãðóïïîâûå îïåðàöèè · è +, ïðè÷¼ì îíè
ïðîäîëæàþò îáû÷íûå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ íà βN (ñì. [21]).
Äëÿ äàííûõ óëüòðàôèëüòðîâ p è q íà N áàçó ïîëóãðóïïîâîãî ïðîèçâåäå-
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íèÿ p · q è ñóììû p+ q îáðàçóþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

⋃
n∈P

(n ·Qn) è
⋃
n∈P

(n+Qn), ãäå P ∈ p è Qn ∈ q äëÿ êàæäîãî n ∈ P

(çäåñü · è + îáîçíà÷àþò îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ â N). Îòîáðàæå-
íèÿ

· : N× N → N, (m,n) 7→ m · n, è +: N× N → N, (m,n) 7→ m+ n,

êîíå÷íîêðàòíû. ßñíî, ÷òî ·(p ⊗ q) = p · q è +(p ⊗ q) = p · q äëÿ ëþáûõ
p, q ∈ βN. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ñëåäñòâèå 1.4.3. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X è ëþáûõ X-äèñêðåòíûõ (êî-
íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûõ) óëüòðàôèëüòðîâ p, q ∈ N∗ óëüòðàôèëüòðû
p · q è p+ q ÿâëÿþòñÿ X-äèñêðåòíûìè (êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûìè).

Ñëåäñòâèå 1.4.4. Ìíîæåñòâà äèñêðåòíûõ, êîíå÷íîêðàòíî äèñêðåòíûõ,
ω∗-äèñêðåòíûõ è êîíå÷íîêðàòíî ω∗-äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ íà N
îáðàçóþò ïîäïîëóãðóïïó â ïîëóãðóïïàõ (βN, ·) è (βN,+).

Ñëåäñòâèå 1.4.5. Åñëè ñóùåñòâóþò äèñêðåòíûå óëüòðàôèëüòðû, òî ñó-
ùåñòâóþò äèñêðåòíûå óëüòðàôèëüòðû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äèñêðåò-
íî ñëàáûìè P -òî÷êàìè (è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿþòñÿ ⩽RF-ìèíèìàëü-
íûìè).
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Ãëàâà 2

Ñâîéñòâà òèïà
ýêñòðåìàëüíîé
íåñâÿçíîñòè

2.1. Êëàññû ïðîñòðàíñòâ ìåæäó

êëàññàìè F - è βω-ïðîñòðàíñòâ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå, F - è βω-ïðîñòðàí-
ñòâà è ââåä¼ì ïðîìåæóòî÷íûå êëàññû R1-, R2- è R3-ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1 [15]. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ýêñ-
òðåìàëüíî íåñâÿçíûì, åñëè çàìûêàíèå ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â X
îòêðûòî.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.1 [15]. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ýêñ-
òðåìàëüíî íåñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U ∩V = ∅ äëÿ ëþáûõ
äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U, V ⊂ X.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòûõ è ôóíêöèîíàëüíî
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ìíîæåñòâî A â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòûì, èëè íóëü-ìíîæåñòâîì, åñëè ñóùå-
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ñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X → R òàêàÿ, ÷òî A = f−1({0}).

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. Ìíîæåñòâî A â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòûì, èëè êîíóëü-ìíîæåñòâîì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X → R òàêàÿ, ÷òî A = f−1(R \ {0}).

Çàìå÷àíèå 2.1.1. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî R ñîâåðøåííî íîðìàëüíî (ò.å.
îíî íîðìàëüíî è êàæäîå çàìêíóòîå â í¼ì ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷å-
íèåì ñ÷¼òíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ), ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòûå (îòêðûòûå)
ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X � ýòî â òî÷íîñòè ïðîîáðàçû çàìêíóòûõ (îò-
êðûòûõ) ïîäìíîæåñòâ R ïðè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿõ X â R (ñì. [37,
c. 82]).

Îïðåäåëåíèå 2.1.4. Äâà ìíîæåñòâà A è B â òîïîëîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå X ôóíêöèîíàëüíî îòäåëèìû, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
f : X → [0, 1] òàêàÿ, ÷òî f(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ A è f(y) = 1 äëÿ âñåõ
y ∈ B.

Îïðåäåëåíèå 2.1.5. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñò-
ðàíñòâîì, åñëè ëþáûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòûå ïîä-
ìíîæåñòâà X ôóíêöèîíàëüíî îòäåëèìû, è F ′-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå
òàêèå ïîäìíîæåñòâà èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.1.2. ßñíî, ÷òî ëþáûå äâà ôóíêöèîíàëüíî îòäåëèìûõ ìíî-
æåñòâà A è B â ïðîñòðàíñòâå X èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ, ïî-
ýòîìó âñÿêîå F -ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ F ′-ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü A è B � ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæå-
ñòâà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X, òîãäà, î÷åâèäíî, A îòêðûòî
â X è B ⊂ X \A. Âîçüì¼ì ôóíêöèþ f : X → [0; 1] òàêóþ, ÷òî f(A) ⊂ {1} è
f(X \ A) ⊂ {0}, îíà íåïðåðûâíà, ïîñêîëüêó A îòêðûòî-çàìêíóòî. Îòñþäà
èìååì, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ôóíêöèîíàëüíî îòäåëåíû. Òàêèì îáðàçîì,
ëþáîå ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì.

Êëàññ βω-ïðîñòðàíñòâ áûë ââåä¼í âàí Äàóýíîì â [17], îí îáîáùàåò êëàññ
F -ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.6. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ βω-ïðî-
ñòðàíñòâîì, åñëè êàêîâî áû íè áûëî äèñêðåòíîå ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî
D ⊂ X ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì, çàìûêàíèå D ãîìåîìîðôíî ñòîóí-
÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèè βD.
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Çàìå÷àíèå 2.1.3. Èç îïðåäåëåíèÿ 2.1.6 âûòåêàåò, ÷òî åñëè â ïðîñòðàíñòâå
X íåò áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòîâ, òî îíî ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì.

Çàìå÷àíèå 2.1.4. Ñòîóí-÷åõîâñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ βω äèñêðåòíîãî
ìíîæåñòâà ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî [15].
Ëþáîå ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûì [15]. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýêñòðåìàëüíî
íåñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî íå ìîæåò ñîäåðæàòü ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. Â βω-ïðîñòðàíñòâå òàêæå íåò ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â
ñèëó òîãî, ÷òî ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî êîìïàêòíîå
çàìûêàíèå ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà, íå ãîìåîìîðôíîå βω.

Çàìå÷àíèå 2.1.5. Âñå ñ÷¼òíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà X ýêñòðå-
ìàëüíî íåñâÿçíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáûå ñ÷¼òíûå îòäåë¼ííûå
ïîäìíîæåñòâà X èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äî-
ïóñòèì, ÷òî âñå ñ÷¼òíûå ïîäïðîñòðàíñòâà X ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíû, è
ïóñòü A è B � ñ÷¼òíûå îòäåë¼ííûå ïîäìíîæåñòâà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
x ∈ A ∩ B. Òîãäà A ∪ B ∪ {x} ñ÷¼òíî, à çíà÷èò, ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî,
è A è B îòäåëåíû â A ∪ B ∪ {x}. Òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ çà-
ìûêàíèé ìíîæåñòâ A è B â A ∪ B ∪ {x}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ
1.9 ñòàòüè [36]. Îáðàòíî, ïóñòü âñå ñ÷¼òíûå îòäåë¼ííûå ïîäìíîæåñòâà X
èìåþò íåïåðåñêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ, è ïóñòü Y � ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
X. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà Y îò-
äåëåíû â Y , à ïîòîìó è â X. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ
çàìûêàíèÿ â X, à çíà÷èò, è â Y .

Çàìå÷àíèå 2.1.6. Èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ñ÷¼òíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ýêñòðå-
ìàëüíî íåñâÿçíûì.

Èç ñäåëàííûõ âûøå íàáëþäåíèé ïîëó÷àþòñÿ åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ
êëàññîâ F -ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.7. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçîâ¼ì

� R1-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáîå ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
X ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, ò.å. ëþáûå äâà ñ÷¼òíûõ îòäåë¼ííûõ ïîä-
ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ;

� R2-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà ñ÷¼òíûõ îòäåë¼ííûõ ïîäìíîæå-
ñòâà ïðîñòðàíñòâà X, îäíî èç êîòîðûõ äèñêðåòíî, èìåþò íåïåðåñåêà-
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þùèåñÿ çàìûêàíèÿ;

� R3-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà ñ÷¼òíûõ îòäåë¼ííûõ äèñêðåòíûõ
ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ.

Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî êëàññû Ri-ïðîñòðàíñòâ äëÿ i = 1, 2, 3, â îò-
ëè÷èå îò êëàññîâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ è F -ïðîñòðàíñòâ,
îáëàäàþò ïîëåçíûì ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè:

Ïðåäëîæåíèå 2.1.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
X ñâîéñòâî áûòü Ri-ïðîñòðàíñòâîì äëÿ i = 1, 2, 3 íàñëåäóåòñÿ ëþáûìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X � R3-
ïðîñòðàíñòâî, äëÿ R1- è R2-ïðîñòðàíñòâ ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî. Ïóñòü
Y ⊂ X � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Âîçüì¼ì îòäåë¼ííûå äèñêðåòíûå
ïîäìíîæåñòâà A è B â Y , ò.å. òàêèå, ÷òî A

Y ∩B = A∩BY
= ∅, è ïîêàæåì,

÷òî îíè èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ â Y . Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì,
÷òî A

Y
= Y ∩A. Ñëåäîâàòåëüíî, A∩B = A∩B = ∅, à çíà÷èò, A∩B = ∅,

ïîñêîëüêó X � R3-ïðîñòðàíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, Y ∩ A ∩ B = ∅, ò.å.
A

Y ∩BY
= ∅. ■

Î÷åâèäíî, ÷òî R1 ⊂ R2 ⊂ R3, îäíàêî îáðàòíûå âêëþ÷åíèÿ, êàê áóäåò
ïîêàçàíî íèæå, íåâåðíû.

2.2. Ðàçëè÷àþùèå ïðèìåðû

R1-, R2- è R3-ïðîñòðàíñòâ

Ïðèìåð 2.2.1 (Êîìïàêòíîå R2-ïðîñòðàíñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ R1-ïðî-
ñòðàíñòâîì). Âîçüì¼ì äâà ýêçåìïëÿðà íàðîñòà ω∗ ñòîóí-÷åõîâñêîãî ðàñ-
øèðåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ω, è â êàæäîì èç íèõ âûáåðåì äèñ-
êðåòíî ñëàáóþ P -òî÷êó, íå ÿâëÿþùóþñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé. Íàïîìíèì, ÷òî
òàêèå òî÷êè âñåãäà ñóùåñòâóþò (ñì. îïðåäåëåíèå îäèíîêîé òî÷êè è äîêàçà-
òåëüñòâî å¼ ñóùåñòâîâàíèÿ â [27]). Ñêëåèì êîïèè ω∗ ïî ýòèì äâóì òî÷êàì,
ò.å. ïðèìåíèì ê ω∗ ⊕ ω∗ ôàêòîðíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå îòîæäåñòâëÿåò
äâå âûáðàííûå òî÷êè äðóã ñ äðóãîì. Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ
R2-ïðîñòðàíñòâîì, íî íå R1-ïðîñòðàíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A è B �
ñ÷¼òíûå îòäåë¼ííûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X, è ïóñòü x ∈ A∩B. Åñ-
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ëè x íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñêëåèâàíèÿ, òî îíà ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíîé èç
êîïèé ω∗, è ó íåå íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U , öåëèêîì ëåæàùàÿ â ýòîé êîïèè.
ßñíî, ÷òî A′ = A∩U è B′ = B∩U � îòäåë¼ííûå ñ÷¼òíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
ïðîñòðàíñòâà ω∗ ⊂ βω, ïðè÷åì x ∈ A′ ∩ B′, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò çàìå-
÷àíèþ 2.1.5 è ýêñòðåìàëüíîé íåñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà βω [37, ñëåäñòâèå
6.2.29]. Çíà÷èò, òî÷êîé x ìîæåò áûòü òîëüêî òî÷êà ñêëåèâàíèÿ. Îòñþäà âû-
òåêàåò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ R2-ïðîñòðàíñòâîì, ïîòîìó ÷òî òî÷êà ñêëåèâàíèÿ íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé íè äëÿ êàêîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà, òàê
êàê åñëè áû òàêîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâîâàëî, òî òî÷êà ñêëåèâàíèÿ áûëà áû
ïðåäåëüíîé äëÿ åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ õîòÿ áû îäíîé êîïèåé ω∗ â ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåì, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíî ñëàáîé P -òî÷êîé íè â îäíîé èç êîïèé.

Èç òîãî, ÷òî îáå òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè P -òî÷êàìè â ñîîâåòñòâóþ-
ùèõ êîïèÿõ ïðîñòðàíñòâà ω∗, ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà ñêëåèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äåëüíîé äëÿ ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà A, öåëèêîì ëåæàùåãî â îäíîé èç êîïèé
ω∗, è äëÿ ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà B, öåëèêîì ëåæàùåãî â äðóãîé êîïèè. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî A = A ∪ {òî÷êà ñêëåèâàíèÿ} è B = B ∪ {òî÷êà ñêëåèâàíèÿ},
òàê ÷òî ìíîæåñòâà A è B îòäåëåíû. Çíà÷èò, X � íå R1-ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 2.2.2 (Êîìïàêòíîå R3-ïðîñòðàíñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ R2-ïðîñò-
ðàíñòâîì). Âîçüìåì äâà ýêçåìïëÿðà ω∗ è ñêëåèì èõ ïî äâóì òî÷êàì. Â
ïåðâîì âûáåðåì äèñêðåòíî ñëàáóþ P -òî÷êó, íå ÿâëÿþùóþñÿ ñëàáîé P -
òî÷êîé (÷òîáû ïîëó÷èâøååñÿ ïðîñòðàíñòâî íå áûëî R2-ïðîñòðàíñòâîì),
âî âòîðîì � òî÷êó, íå ÿâëÿþùóþñÿ äèñêðåòíî ñëàáîé P -òî÷êîé (òîãäà
îíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ íåêîòîðîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà).
Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ R2-
ïðîñòðàíñòâîì.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäþùèå òðè òåîðåìû èç êíèãè [15]:

Òåîðåìà 2.2.1 [15]. Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñò-
ðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X C∗-âëîæåíî â X, ò.å. ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà Y ïðîäîëæàåòñÿ íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî X.

Òåîðåìà 2.2.2 [15]. Åñëè X � F -ïðîñòðàíñòâî, òî βX òîæå ÿâëÿåòñÿ
F -ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà 2.2.3 [15]. Âñÿêîå C∗-âëîæåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî F -ïðîñòðàí-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì.
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Ïðåäëîæåíèå 2.2.1. Åñëè X � íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, òî äëÿ ëþ-
áîé ïàðû îòäåë¼ííûõ Fσ-ìíîæåñòâ A,B ⊂ X íàéäóòñÿ ôóíêöèîíàëüíî
îòêðûòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà U è V â X òàêèå, ÷òî A ⊂ U ,
B ⊂ V è U ∩ V = ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüA èB � îòäåë¼ííûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ Fσ-ìíîæå-
ñòâà â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà A =

⋃
n∈ω

An è B =
⋃
n∈ω

Bn, ãäå

ìíîæåñòâà An è Bn çàìêíóòû äëÿ ëþáîãî n ∈ ω. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî An ⊆ An+1 è Bn ⊆ Bn+1 äëÿ n ∈ ω. Íåïåðåñåêàþùèåñÿ
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå X ôóíêöèîíàëüíî îòäå-
ëèìû, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòûå ìíîæåñòâà V0 è W0

òàêèå, ÷òî A0 ⊆ V0 ⊆ V 0 ⊆ X \B è B0 ⊆ W0 ⊆ W 0 ⊆ X \A, è äëÿ êàæäîãî
n ∈ ω íàéäóòñÿ ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòûå ìíîæåñòâà Vn+1 è Wn+1 òàêèå,
÷òî An+1 ∪ V n ⊆ Vn+1 ⊆ V n+1 ⊆ X \

(
B ∪W n

)
è Bn+1 ∪W n ⊆ Wn+1 ⊆

W n+1 ⊆ X \
(
A∪ V n

)
. Ïîëîæèì V =

⋃
n∈ω

Vn è W =
⋃
n∈ω

Wn. Ýòè ìíîæåñòâà

ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòû, áóäó÷è ñ÷¼òíûìè îáúåäèíåíèÿìè ôóíêöèîíàëü-
íî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Vn è Wn [37, c. 77, 78], è îíè ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêà-
þùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè ìíîæåñòâ A è B. ■

Ïðåäëîæåíèå 2.2.2. Åñëè X � êîìïàêòíîå F -ïðîñòðàíñòâî, òî çàìû-
êàíèå ëþáîãî Fσ-ïîäìíîæåñòâà Y â X ÿâëÿåòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêîé êîì-
ïàêòèôèêàöèåé βY .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X íîðìàëüíî, ïîñêîëüêó íîðìàëü-
íîñòü íàñëåäóåòñÿ Fσ-ïîäìíîæåñòâàìè (ñì. [37, ñ. 122]). Ïîñêîëüêó Y �
êîìïàêò, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ çà-
ìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Y èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ â Y (ñì.
ñëåäñòâèå 3.6.4 èç [37]). Ïóñòü A è B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ïîä-
ìíîæåñòâà Y . Îíè, î÷åâèäíî, îòäåëåíû è ÿâëÿþòñÿ Fσ-ìíîæåñòâàìè â X.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2.1 ó íèõ åñòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ ôóíêöèîíàëüíî
îòêðûòûå îêðåñòíîñòè V èW , êîòîðûå â F -ïðîñòðàíñòâå X ôóíêöèîíàëü-
íî îòäåëèìû ïî îïðåäåëåíèþ, è ïîýòîìó A è B èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ
çàìûêàíèÿ â X. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.6.4 èç [37] èìååì Y = βY . ■

Âñïîìíèì, ÷òî â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èìååò
òèï Gδ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòî [37, ñ. 87].
Âñå ñ÷¼òíûå ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà íîðìàëüíû, è â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
âñå (â ÷àñòíîñòè, âñå çàìêíóòûå) ìíîæåñòâà èìåþò òèï Gδ, à çíà÷èò, âñå
îòêðûòûå ìíîæåñòâà ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòû. Îòñþäà íåìåäëåííî âûòå-
êàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:
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Ïðåäëîæåíèå 2.2.3. Âñÿêîå ñ÷¼òíîå F -ïðîñòðàíñòâî ýêñòðåìàëüíî íå-
ñâÿçíî.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.4. Âñÿêîå F -ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y ⊂ X � ëþáîå ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî. Â ñèëó òåî-
ðåìû 2.2.2 ïðîñòðàíñòâî βX � F -ïðîñòðàíñòâî, è â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2.2
βY âëîæåíî â βX (ïîñêîëüêó Y , êàê è ëþáîå ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî, èìååò
òèï Fσ). Áóäó÷è êîìïàêòîì, βY C∗-âëîæåíî â βX, à Y C∗-âëîæåíî â βY ,
çíà÷èò, Y òîæå ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì (ñì. òåîðåìó 2.2.3). Ïî ïðåäëî-
æåíèþ 2.2.3 Y ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, è ïîýòîìó â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
åãî âûáîðà X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì. ■

Ïðèìåð 2.2.3 (Êîìïàêòíîå R1-ïðîñòðàíñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ F -ïðîñò-
ðàíñòâîì). Â ïðîñòðàíñòâå ω∗ âûáåðåì òî÷êó, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ P -òî÷-
êîé, íî ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé; òàêàÿ òî÷êà âñåãäà ñóùåñòâóåò [27]. Âîçü-
ìåì äâå êîïèè ïðîñòðàíñòâà ω∗. Îáîçíà÷èì âûáðàííóþ òî÷êó â îäíîé èç
ýòèõ êîïèé ÷åðåç x1, à â äðóãîé � ÷åðåç x2 è ñêëåèì òî÷êè x1 è x2. Ïîëó-
÷åííîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
A è B � äâà ñ÷åòíûõ îòäåëåííûõ ïîäìíîæåñòâà X è x ∈ A ∩ B, òî x �
òî÷êà ñêëåèâàíèÿ ïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî è â ïðèìåðå 2.2.1, îäíàêî òîãäà
îíà äîëæíà áûòü ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà
A∪B ñ îäíîé èç êîïèé ω∗, à íè îäíà èç òî÷åê x1 è x2, ïî êîòîðûì ïðîèçâî-
äèòñÿ ñêëåèâàíèå, íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé íè äëÿ êàêîãî ñ÷¼òíîãî
ìíîæåñòâà â ñâîåé êîïèè ω∗, ïîòîìó ÷òî îáå ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè
P -òî÷êàìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, X íå ÿâëÿåòñÿ F - è äàæå F ′-ïðîñòðàíñòâîì. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó xi � íå P -òî÷êà â Xi äëÿ i = 1, 2, ó xi ñóùåñòâóþò
îêðåñòíîñòè U0, U1, . . . òàêèå, ÷òî Un+1 ⊆ Un è ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè xi
ïåðåñåêàåò äîïîëíåíèå äî çàìêíóòîãî Gδ-ìíîæåñòâà Yi =

⋂
i∈ω

Ui â êîìïàêòå

Xi. Èç êîìïàêòíîñòè Xi ñëåäóåò, ÷òî Yi ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòî (ñì. [37,
ñ. 87]). Çíà÷èò, ìíîæåñòâî Zi = Xi \ Yi ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòî â Xi. Ïðè
ñêëåèâàíèè êîìïàêò Xi âêëàäûâàåòñÿ â X, è ïðè ýòîì âëîæåíèè Zi îñòàåò-
ñÿ ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â X. Èìååì Z1∩Z2 = ∅, îäíàêî
x ∈ Z1 ∩ Z2.

Äðóãèå ïðèìåðû R1-ïðîñòðàíñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ F -ïðîñòðàíñòâàìè,
ìîæíî ïîëó÷èòü, çàìåòèâ, ÷òî ñâîéñòâî áûòü R1-ïðîñòðàíñòâîì íàñëåäó-
åòñÿ ëþáûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè, à ñâîéñòâî áûòü F -ïðîñòðàíñòâîì íå íà-
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ñëåäóåòñÿ äàæå çàìêíóòûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè [50].

Ïðåäëîæåíèå 2.2.5. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî äèñêðåòíîãî ïîäìíîæåñòâà D ⊂ X
ëþáûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà D èìåþò íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå äèñêðåòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî D ⊂ X. Ïóñòü A,B ⊂ D è A ∩ B = ∅. ßñíî, ÷òî A è
B çàìêíóòû â D. Îíè, î÷åâèäíî, äèñêðåòíû è, ïîñêîëüêó A

D
= A ∩ D è

B
D
= B ∩ D, îòäåëåíû â X. Ñëåäîâàòåëüíî, A ∩ B = ∅, ïîñêîëüêó X �

R3-ïðîñòðàíñòâî.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü A è B � ñ÷¼òíûå îòäåë¼ííûå äèñêðåòíûå

ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X, òîãäà A ∪ B äèñêðåòíî. Äåéñòâèòåëüíî,
âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ A∪B (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x ∈ A).
Ó ýòîé òî÷êè åñòü îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî U ∩A = {x} è U ∩B = ∅, ò.å.
U ∩ (A ∪ B) = {x}. Àíàëîãè÷íî, ó ëþáîé òî÷êè x ∈ B åñòü îêðåñòíîñòü
V òàêàÿ, ÷òî V ∩ (A ∪ B) = {x}. Çíà÷èò, îáúåäèíåíèå A è B äèñêðåòíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, A ∩B = ∅, ò.å. X � R3-ïðîñòðàíñòâî. ■

Ïðåäëîæåíèå 2.2.6. Êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâ-
ëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ
βω-ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñ÷¼òíîå äèñ-
êðåòíîå ìíîæåñòâî D ⊆ X ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì è åãî íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A è B. Òàê êàê D êîìïàêòíî, òî cD = D � íåêîòîðàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿD. Ïîíÿòíî, ÷òîA∩B = A∩B = ∅ (â ñèëó äèñêðåòíîñòè
ìíîæåñòâà D), à çíà÷èò, A∩B = ∅, òàê êàê X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.6.4 èç [37] èìååì D ∼= βω, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî X
ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî. Âîçüì¼ì
äèñêðåòíûå ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà A è B â X òàêèå, ÷òî A∩B = A∩B = ∅.
Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.2.5, îáúåäè-
íåíèå A è B äèñêðåòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, A ∪B ∼= βω â ñèëó êîìïàêòíîñòè
çàìûêàíèÿ ýòîãî îáúåäèíåíèÿ â êîìïàêòå X. Ïóñòü x ∈ A ∩ B. Ïîñêîëü-
êó ïðîñòðàíñòâî βω ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, à ýêñòðåìàëüíàÿ íåñâÿçíîñòü
íàñëåäóåòñÿ ñ÷¼òíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè, ïðîñòðàíñòâî x ∪ A ∪ B äîëæ-
íî áûòü ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, îäíàêî çàìûêàíèÿ åãî îòêðûòûõ ïîäìíî-
æåñòâ A è B ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå x. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî
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A ∩ B = ∅. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà A è B çàêëþ÷àåì, ÷òî X �
R3-ïðîñòðàíñòâî. ■

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè â ïðåäëîæåíèè 2.2.6 íå èñïîëüçóåò êîì-
ïàêòíîñòü ïðîñòðàíñòâà X. Ïîýòîìó âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 2.2.7. Âñÿêîå R3-ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Ïðèìåð 2.2.4 (Íåêîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ
R3-ïðîñòðàíñòâîì). Âîçüìåì ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî X è äîáà-
âèì ê íåìó îäíó íåèçîëèðîâàííóþ òî÷êó x, ïðîêîëîòûìè îêðåñòíîñòÿìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû íåêîòîðîãî íåãëàâíîãî óëüòðàôèëüòðà p íà
ìíîæåñòâå X. Äâà ýêçåìïëÿðà ïîëó÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà, ñêëååííûå ïî
íåèçîëèðîâàííîé òî÷êå, íå ñîäåðæàò áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòîâ, ïîñêîëüêó
â áåñêîíå÷íîì ñ÷¼òíîì êîìïàêòå îáÿçàíà áûòü ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ò.ê. îí îáëàäàåò ñ÷¼òíîé áàçîé (ñì. [37]). Îäíàêî â ïðîñòðàíñòâåX (à
çíà÷èò, è â ðåçóëüòèðóþùåì ïðîñòðàíñòâå) íåò íåòðèâèàëüíûõ ñõîäÿùèõ-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈ω
ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x. Òîãäà ëèáî {x2n : n ∈ ω} ∈ p ëèáî {x2n+1 : n ∈ ω} ∈ p ïî
îñíîâíîìó ñâîéñòâó óëüòðàôèëüòðîâ, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈ω
íå ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x, ñëåäîâàòåëüíî, è âîîáùå íå ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîñòðîèëè βω-ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì,
òàê êàê òî÷êà ñêëåèâàíèÿ ïðåäåëüíà äëÿ îáîèõ ýêçåìïëÿðîâ äèñêðåòíîãî
ìíîæåñòâà X.

Èç ïðåäëîæåíèé 2.2.4 è 2.2.7 è ïðèìåðîâ 2.2.3, 2.2.1, 2.2.2 è 2.2.4 ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 2.2.4. Èìåþò ìåñòî ñòðîãèå âêëþ÷åíèÿ:

êëàññ F -ïðîñòðàíñòâ ⊊ êëàññ R1-ïðîñòðàíñòâ ⊊
⊊ êëàññ R2-ïðîñòðàíñòâ ⊊ êëàññ R3-ïðîñòðàíñòâ ⊊

⊊ êëàññ βω-ïðîñòðàíñòâ.
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2.3. Íåèíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî

ñòîóí-÷åõîâñêèõ êîìïàêòèôèêàöèé

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññû ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ è F -ïðîñòðàíñòâ ñîõðà-
íÿþòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè. Êàê ïîêàçàíî íèæå, äëÿ
R1-, R2-, R3- è βω-ïðîñòðàíñòâ ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1 [37]. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì Ñóñëèíà, åñëè êàæäîå ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â X íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Îïðåäåëåíèå 2.3.2 [44]. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî U ⊂
∏
α∈A

Xα çàâèñèò îò

ñ÷¼òíîãî ÷èñëà êîîðäèíàò, åñëè íàéä¼òñÿ òàêîå ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî A0 ⊂
A, ÷òî åñëè x ∈ U , y ∈

∏
α∈A

Xα è xα = yα äëÿ âñåõ α ∈ A0, òî y ∈ U .

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.3.1 (Òàéìàíîâ [37, òåîðåìà 3.2.1]). Ïóñòü Y � âñþäó ïëîò-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è f � íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà Y â êîìïàêò K. Îòîáðàæåíèå f ìîæíî
íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü íà X â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ êàæ-
äîé ïàðû Z1, Z2 íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ â K ìíîæåñòâ çàìûêàíèÿ
èõ ïðîîáðàçîâ f−1(Z1) è f

−1(Z2) â ïðîñòðàíñòâå X íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1. Ïóñòü òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå X =
∏
α∈A

Xα îá-

ëàäàåò ñâîéñòâîì Ñóñëèíà, Y ⊂ X � ïîäìíîæåñòâî X, çàïîëíÿþùåå
ñ÷¼òíûå ãðàíè. Òîãäà âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èç Y â [0, 1] äîïóñêà-
åò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà X; â ÷àñòíîñòè, åñëè X êîìïàêòíî, òî
βY = X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Y âñþäó ïëîòíî â X, ïî-
ñêîëüêó îíî çàïîëíÿåò ñ÷¼òíûå ãðàíè X. Âîçüì¼ì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ
f : Y → [0, 1] è ïðîèçâîëüíûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà
Z1 è Z2 îòðåçêà [0, 1]. Ïîêàæåì, ÷òî çàìûêàíèÿ ïðîîáðàçîâ A = f−1(Z1) è
B = f−1(Z2) íå ïåðåñåêàþòñÿ â X. Îòðåçîê [0, 1], êàê è ïðÿìàÿ R, ñîâåð-
øåííî íîðìàëåí, ïîýòîìó èç çàìå÷àíèÿ 2.1.1 ñëåäóåò, ÷òî A è B � ôóíêöè-
îíàëüíî çàìêíóòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà Y . Çíà÷èò, ñóùåñòâó-
åò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g : Y → [0, 1] òàêîå, ÷òî A = g−1({0}) è B =
g−1({1}) (ñì. [37, òåîðåìà 1.5.13]), ïðè ýòîì ìíîæåñòâà VA = g−1

([
0, 13

))
è
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VB = g−1
((

2
3 , 1

])
ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòêðûòûìè îêðåñòíîñòÿìè

ìíîæåñòâ A è B â Y , ïðè÷¼ì èõ çàìûêàíèÿ â Y òîæå íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïóñòü UA è UB � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X, äëÿ êîòîðûõ
VA = UA ∩ Y è VB = UB ∩ Y . Ïóñòü x ∈ UA ∩ UB â X. Âïèøåì â UA è UB

ìàêñèìàëüíûå ñèñòåìû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êàíîíè÷åñêèõ îòêðû-
òûõ ìíîæåñòâ {U i

A} è {U j
B} (èõ ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç ëåììû Öîðíà),

îíè îêàæóòñÿ ñ÷¼òíûìè â ñèëó ñâîéñòâà Ñóñëèíà. Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå êà-
íîíè÷åñêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî çàâèñèò îò êîíå÷íîãî ÷èñëà êîîðäèíàò,
ïîýòîìó êàæäîå èç ìíîæåñòâ U1 =

⋃
U i
A è U2 =

⋃
U j
B çàâèñèò îò ñ÷¼òíîãî

÷èñëà êîîðäèíàò, è ýòè ìíîæåñòâà ïëîòíû â UA è â UB ñîîòâåòñòâåííî (åñ-
ëè, íàïðèìåð, U1 ̸= UA, òî íàéä¼òñÿ íåïóñòîå êàíîíè÷åñêîå îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî U ⊂ UA \ U1, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè ñèñòåìû {U i

A}),
òàê ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x ïåðåñåêàåò U1 è U2. Îáúåäèíèì êîîð-
äèíàòû, îò êîòîðûõ çàâèñÿò U1 è U2. Ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè y,
ó êîòîðîé ïðîåêöèÿ íà ýòè êîîðäèíàòû ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèåé òî÷êè x,
ïåðåñåêàåò U1 è U2, à çíà÷èò, UA è UB. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ îêðåñòíîñòü
òàêîé òî÷êè y ïåðåñåêàåò è ìíîæåñòâà VA è VB, ïîòîìó ÷òî îíè ïëîòíû â
UA è UB ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ òî÷êà y íàéä¼òñÿ â ìíîæåñòâå
Y , ïîñêîëüêó Y çàïîëíÿåò ñ÷¼òíûå ãðàíè X. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ VA è VB â Y íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî çà-
ìûêàíèÿ ìíîæåñòâ UA ⊃ A è UB ⊃ B â X íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå Òàéìàíîâà ôóíêöèÿ f äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà
X. ■

Ïðèìåð Ðåçíè÷åíêî [11]. Ïóñòü τ � ëþáîé êàðäèíàë ñî ñâîéñòâîì τℵ0 =
τ è A � ìíîæåñòâî ìîùíîñòè τ . Tîãäà â ïðîñòðàíñòâå [0, 1]A ñóùåñòâóåò
ïëîòíîå ñâÿçíîå ïñåâäîêîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y òàêîå, ÷òî |Y | = τ
è ëþáîå ìíîæåñòâî X ⊂ Y ìîùíîñòè |X| < τ äèñêðåòíî è çàìêíóòî â Y .

Òåîðåìà 2.3.2. Êëàññû R1-, R2-, R3- è βω-ïðîñòðàíñòâ íå ñîõðàíÿþòñÿ
ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì τ = 2ℵ0 è âîñïîëüçóåìñÿ ïðèìåðîì Ðåçíè-
÷åíêî. Ïîäïðîñòðàíñòâî Y èç ýòîãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì,
ïîñêîëüêó âñÿêîå ñ÷¼òíîå X ⊂ Y äèñêðåòíî. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî âñÿêîå
R1-ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì è ÷òî ïðîèçâåäåíèå [0, 1]A ñî-
äåðæèò ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïîñêîëüêó îíî ñîäåðæèò êîïèþ
îòðåçêà [0, 1]), à R3-ïðîñòðàíñòâî è äàæå βω-ïðîñòðàíñòâî ñõîäÿùèõñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîäåðæàòü íå ìîæåò â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.1.4, ïîëó÷èì
òðåáóåìîå. ■
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2.4. Îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíûå êàðäèíàëû

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ R1-, R2-, R3-ïðîñòðàíñòâ ìîæíî îáîáùèòü
íà ïðîèçâîëüíûå áåñêîíå÷íûå êàðäèíàëû τ .

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ

� R1(τ)-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà îòäåë¼ííûõ ïîäìíîæåñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà X ìîùíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé τ , èìåþò íåïåðåñåêàþùè-
åñÿ çàìûêàíèÿ;

� R2(τ)-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà îòäåë¼ííûõ ïîäìíîæåñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà X ìîùíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé τ , îäíî èç êîòîðûõ äèñ-
êðåòíî, èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ;

� R3(τ)-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà îòäåë¼ííûõ äèñêðåòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X ìîùíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé τ , èìåþò
íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå îáîáù¼ííîãî βω-ïðîñòðàíñòâà:

Îïðåäåëåíèå 2.4.2. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ βτ -ïðîñòðàíñòâîì, åñ-
ëè èç òîãî, ÷òî D ⊂ X, |D| ≤ τ , D äèñêðåòíî è D êîìïàêòíî, ñëåäóåò, ÷òî
D ãîìåîìîðôíî βτ .

Ïðåäëîæåíèå 2.4.1. Ñâîéñòâî áûòü Ri(τ)-ïðîñòðàíñòâîì äëÿ i = 1, 2, 3
íàñëåäóåòñÿ ëþáûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðå-
äëîæåíèÿ 2.1.2. ■

Ïðåäëîæåíèå 2.4.2. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1(τ)-ïðîñòðàíñòâîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå åãî ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè íå ïðå-
âîñõîäÿùåé τ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
C ⊂ X ìîùíîñòè ⩽ τ . Ïóñòü A è B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ïîä-
ìíîæåñòâà â C, òîãäà A è B îòäåëåíû â C, ïîñêîëüêó A ñîäåðæèòñÿ â çà-
ìêíóòîì ìíîæåñòâå C \B è, àíàëîãè÷íî, B ⊂ C \A. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.4.1
ïîëó÷àåì, ÷òî C � R1(τ)-ïðîñòðàíñòâî, ñëåäîâàòåëüíî, A

C ∩ BC
= ∅, ò.å.

C ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü A è B � îòäåë¼ííûå ïîäìíîæåñòâà X ìîù-
íîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé τ , è x ∈ A ∩ B. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî
C = A ∪ B ∪ {x}. ßñíî, ÷òî BC

= B ∪ {x}, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
A îòêðûòî â C è, àíàëîãè÷íî, B îòêðûòî â C. Ïîñêîëüêó C ýêñòðåìàëü-
íî íåñâÿçíî, A

C ∩ B
C

= ∅, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, X � R1(τ)-
ïðîñòðàíñòâî. ■

Çàìå÷àíèå 2.4.1. Äëÿ ëþáîãî íåñ÷¼òíîãî τ ñóùåñòâóþò íåäèñêðåòíûå ïðî-
ñòðàíñòâà R1(τ). Äåéñòâèòåëüíî, èç ëåììû ïåðåä òåîðåìîé 2 â ñòàòüå [49]
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëà τ ñóùåñòâóåò íåäèñêðåò-
íîå ïðîñòðàíñòâî, ó êîòîðîãî âñå ïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ìîùíîñòè äèñêðåò-
íû, à çíà÷èò, ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíû.

Òåîðåìà 2.4.1. Êëàññû R1(τ)-, R2(τ)-, R3(τ)- è βτ -ïðîñòðàíñòâ íå ñî-
õðàíÿþòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.3.2,
åñëè âçÿòü ëþáîé êàðäèíàë κ > τ òàêîé, ÷òî κℵ0 = κ. ■

Ïðåäëîæåíèå 2.4.3. Äëÿ âñÿêîãî íåñ÷¼òíîãî τ êîìïàêòíîå òîïîëîãè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R3(τ)-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ βτ -ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò ðàññóæ-
äåíèå ïðåäëîæåíèÿ 2.2.6.

Äîñòàòî÷íîñòü. Âîçüì¼ì äèñêðåòíûå îòäåë¼ííûå ìíîæåñòâà A è B
ìîùíîñòè τ . Ðàññóæäàÿ êàê â ïðåäëîæåíèè 2.2.6, ïîëó÷èì A ∪B ∼= βτ .
Âîçüì¼ì òî÷êó x ∈ A ∩ B. Òîãäà x ∈ A ∪B = β(A ∪ B), ò.å. x � íåêîòî-
ðûé óëüòðàôèëüòð íà A ∪ B, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ
îêðåñòíîñòåé òî÷êè x ñ A∪B. Èç îñíîâíîãî ñâîéñòâà óëüòðàôèëüòðîâ ñëå-
äóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî ëèáî A ∩ Ux = ∅,
ëèáî B ∩ Ux = ∅. Ïðîòèâîðå÷èå. ■

Ïðèìåð 2.4.1. Ñòîóí-÷åõîâñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ βω ìíîæåñòâà ω íå ÿâ-
ëÿåòñÿ R3(2

ℵ0)-ïðîñòðàíñòâîì. Èç [44, c. 401, ðåøåíèå çàäà÷è 178] ñëåäóåò,
÷òî â ω∗ ñóùåñòâóåò äèñêðåòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D ìîùíîñòè 2ℵ0 òàêîå,
÷òî D

ω∗

êîìïàêòíî è íå ãîìåîìîðôíî βD.

Ïðèìåð 2.4.2 (F -ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé íåñ÷¼òíîé ìîùíîñòè τ ,
íå ÿâëÿþùåãîñÿ R3(ℵ1)-ïðîñòðàíñòâîì). Ïóñòü X = D ∪ {∗}, ãäå D �
äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè τ , ∗ � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà, ïðîêîëîòûå
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îêðåñòíîñòè êîòîðîé � äîïîëíåíèÿ äî ñ÷�eòíûõ ìíîæåñòâ â D. Ðàññìîòðèì
íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f : X → R, äëÿ êîòîðîé f(∗) = 0, è íàéä�eì å�e íóëü-
ìíîæåñòâî Z(f) = {x : f(x) = 0}. Äëÿ ëþáîãî i íàéä�eòñÿ òàêàÿ îêðåñò-
íîñòü U i

∗ òî÷êè ∗, ÷òî |f(U i
∗)| < 1/i. Äëÿ âñåõ x ∈

⋂
U i
∗ èìååì f(x) = 0,

ò.å. ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ëèøü íà íåêîòîðîì íå áî-
ëåå ÷åì ñ÷�eòíîì ìíîæåñòâå A ⊂ D. Åñëè f(∗) ̸= 0, òî, íàîáîðîò, íóëåâûå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò ëèøü íà íå áîëåå ÷åì ñ÷�eòíîì ïîäìíîæå-
ñòâå ìíîæåñòâà D. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòûå ìíîæåñòâà
â ïðîñòðàíñòâå X � ýòî ëèáî ñ÷�eòíûå ïîäìíîæåñòâà D, ëèáî îáúåäèíåíèå
{∗} ñ òàêèì ìíîæåñòâîì C ⊂ D, ÷òî D \ C ñ÷¼òíî. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî
ëþáûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòûå A è B ôóíêöèîíàëüíî
îòäåëèìû. Åñëè A è B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñ÷�eòíûå ïîäìíîæåñòâà D, òî
ôóíêöèÿ f : X → R, ïðèíèìàþùàÿ íà A çíà÷åíèå 0, íà B � çíà÷åíèå 1,
à â äðóãèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà X \ (A ∪ B) � îäíî è òî æå ïðîèçâîëüíîå
çíà÷åíèå, áóäåò, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíîé. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó-
÷àé, êîãäà A � ñ÷�eòíîå ïîäìíîæåñòâî D, à B � îêðåñòíîñòü òî÷êè ∗, íå
ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ íèì. Òàêèì îáðàçîì, X � F -ïðîñòðàíñòâî. Îäíàêî X íå
áóäåò R3(ℵ1)-ïðîñòðàíñòâîì, ïîñêîëüêó çàìûêàíèÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ íåñ÷¼òíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà D ñîäåðæàò ∗.

Çàìå÷àíèå 2.4.2. Â ïðîñòðàíñòâåX, îïðåäåë�eííîì â ïðåäûäóùåì ïðèìå-
ðå, íåò áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòîâ, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ βτ -ïðîñòðàí-
ñòâîì.
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Ãëàâà 3

Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé
ñ ïîäïðîñòðàíñòâ

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðå÷ü ïîéä¼ò, ãëàâíûì îáðàçîì, î õàðàêòåðèçàöèè
êëàññîâ R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ïðîäîëæåíèÿ íåïðåðûâíûõ îãðà-
íè÷åííûõ ôóíêöèé. Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû ïîëàãàåì, ÷òî X � òèõî-
íîâñêîå (âïîëíå ðåãóëÿðíîå) òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

3.1. Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé â êëàññå

R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ

Ïðåäëîæåíèå 3.1.1 [15, 6M.2]. Ïðîñòðàíñòâî X ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêîå âñþäó ïëîòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂
X C∗-âëîæåíî â X.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.2 [44, ñ. 93, çàäà÷à 288]. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, Z � ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî, Y � âñþäó ïëîòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X è f : Y → Z � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Òîãäà f ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ X → Z, åñëè è
òîëüêî åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X \ Y f ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâ-
íîãî îòîáðàæåíèÿ Y ∪ {x} → Z.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X C∗-âëîæåíî
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â Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü X � R1-ïðîñòðàíñòâî è Y ⊂
X ñ÷¼òíî.Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ Y \ Y . Ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Y ∪ {x} ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, ïîñêîëüêó X � R1-ïðîñòðàíñòâî, è
ìíîæåñòâî Y âñþäó ïëîòíî â í¼ì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.1.1
Y C∗-âëîæåíî â Y ∪ {x} è ïî ïðåäëîæåíèþ 3.1.2 Y C∗-âëîæåíî â Y ,
ïîñêîëüêó òî÷êà x ∈ Y \ Y áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Y � ëþáîå ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà X è A � ëþáîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ïîäïðîñòðàíñòâà
Y . Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ A C∗-âëîæåíî â A (à çíà÷èò, è â Y ), ïî-
ñêîëüêó îíî ñ÷¼òíî. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.1 âûòåêàåò, ÷òî Y
ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî. Òàêèì îáðàçîì,X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì. ■

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàí-
ñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂
X C∗-âëîæåíî â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.1 è òîãî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî
Y C∗-âëîæåíî â X, áóäó÷è çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì íîðìàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà X. ■

Ñëåäñòâèå 3.1.2. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà çàìûêàíèå â X ëþáîãî åãî ñ÷¼òíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Y
ÿâëÿåòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèåé βY ïðîñòðàíñòâà Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.1 è ñëåäñòâèÿ 3.6.3 èç êíèãè
[37]. ■

Ñëåäñòâèå 3.1.3. Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå R1-ïðîñòðàíñòâî è Y ⊂ X
� ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà Y C∗-âëîæåíî â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ñ÷¼òíîå âñþäó ïëîòíîå â X ïîäïðîñòðàíñòâî
A. Ìíîæåñòâî U = X \ Y îòêðûòî â X è Y çàìêíóòî â ñ÷¼òíîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå (A ∩ U) ∪ Y ïðîñòðàíñòâà X. Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
(A ∩ U) ∪ Y ëèíäåë¼ôîâî, à çíà÷èò, íîðìàëüíî [37, òåîðåìà 3.8.2]. Èç òåî-
ðåìû Òèòöå�Óðûñîíà âûòåêàåò, ÷òî Y C∗-âëîæåíî â (A ∩ U) ∪ Y , à ïî
òåîðåìå 3.1.1 (A ∩ U) ∪ Y C∗-âëîæåíî â (A ∩ U) ∪ Y = X. ■

Ïðåäëîæåíèå 3.1.3 [15, 1H]. Ïðîñòðàíñòâî X ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî C∗-âëîæåíî â
X.
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Ïðåäëîæåíèå 3.1.4. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà Y ⊂ X êàæ-
äîå ìíîæåñòâî A ⊂ Y , îòêðûòîå â Y , C∗-âëîæåíî â Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.3 è òåîðåìû 3.1.1 íåìåäëåííî âû-
òåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. ■

Ñëåäñòâèå 3.1.4. Íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàí-
ñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
Y ⊂ X êàæäîå ìíîæåñòâî A ⊂ Y , îòêðûòîå â Y , C∗-âëîæåíî â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.4 è òîãî, ÷òî ëþáîå çà-
ìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X C∗-âëîæåíî â X. ■

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå õàðàêòåðèçàöèè R3-ïðîñòðàíñòâ:

Òåîðåìà 3.1.2. (i) Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî D ⊂ X
C∗-âëîæåíî â D.

(ii) Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Y ⊂ X

êàæäîå ìíîæåñòâî A ⊂ Y C∗-âëîæåíî â Y .
(iii) Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà çàìûêàíèå ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà D ⊂ X ÿâëÿ-
åòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèåé βD ìíîæåñòâà D.

(iv) Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî D ⊂ X ñ êîìïàêò-
íûì çàìûêàíèåì D C∗-âëîæåíî â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.2.5X ÿâëÿåòñÿR3-ïðîñòðàí-
ñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáûå äâà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæå-
ñòâà A è B ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà D èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ
çàìûêàíèÿ â X, à çíà÷èò, è â D. Ñëåäîâàòåëüíî, D C∗-âëîæåíî â D ïî òåî-
ðåìå 2.3.1. Îáðàòíî, ïóñòü A è B � ëþáûå îòäåë¼ííûå äèñêðåòíûå ìíîæå-
ñòâà â X. Òîãäà D = A∪B äèñêðåòíî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ D C∗-âëîæåíî â
D. Âîçüì¼ì ôóíêöèþ f : D → [0, 1] ñî ñâîéñòâîì f(A) ≡ 0 è f(B) ≡ 1, îíà
íåïðåðûâíà, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî D äèñêðåòíî. Ïðîäîëæèì å¼ íà D äî
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f̃ : D → [0, 1]. ßñíî, ÷òî A ⊂ f̃−1(0) è B ⊂ f̃−1(1),
çíà÷èò, A ∩B = ∅, ò.å. X � R3-ïðîñòðàíñòâî.

Óòâåðæäåíèÿ (ii), (iii) è (iv) ñëåäóþò èç (i), ñëåäñòâèÿ 3.6.3 èç êíèãè
[37], îïðåäåëåíèÿ βω-ïðîñòðàíñòâà è òîãî, ÷òî âñÿêîå êîìïàêòíîå ïîäïðî-
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ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X C∗-âëîæåíî â X. ■

Ñëåäñòâèå 3.1.5. Íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàí-
ñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî D ⊂ X C∗-âëîæåíî â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.2 è òîãî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî
Y C∗-âëîæåíî â X, áóäó÷è çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì íîðìàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà X. ■

3.2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ

R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ

3.2.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðèâåä¼ì îïèñàíèå êëàññîâ R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ
â òåðìèíàõ èäåàëîâ ïîëóêîëåö è êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Íàïîìíèì
îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ïîëóêîëüöî � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (K,+, ·) ñ
äâóìÿ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ + è óìíîæåíèÿ ·, äëÿ êîòîðûõ (K,+) � êîì-
ìóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 0 è (K, ·) � ïîëóãðóïïà
ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 1, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b è c ïîëó-
êîëüöà K âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

1) a · (b+ c) = a · b+ a · c;

2) 0 · a = a · 0 = 0.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Kîëüöî � ìíîæåñòâî K ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ + è
óìíîæåíèÿ ·, îáëàäàþùèìèì ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ K åñòü àáåëåâà ãðóïïà;

2) a · (b+ c) = a · b+ a · c è (a+ b) · c = a · c+ b · c ∀a, b, c.

Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Èäåàëîì êîëüöà K íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöî I òàêîå,
÷òî
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1) äëÿ ëþáûõ i ∈ I è r ∈ K ïðîèçâåäåíèå i · r ïðèíàäëåæèò I (óñëîâèå
íà ïðàâûå èäåàëû);

2) äëÿ ëþáûõ i ∈ I è r ∈ K ïðîèçâåäåíèå r · i ïðèíàäëåæèò I (óñëîâèå
íà ëåâûå èäåàëû).

Èäåàë, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî ïðàâûì è ëåâûì, íàçûâàåòñÿ äâó-
ñòîðîííèì èäåàëîì.

Îïðåäåëåíèå 3.2.4. Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì (ïðàâûì) èäåàëîì I êîëüöà
K íàçûâàåòñÿ èäåàë, êîòîðûé ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñâîèõ ýëå-
ìåíòîâ, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå i1, i2, . . . , im, ÷òî

I = {i1 · k1 + i2 · k2 + . . .+ im · km : kj ∈ K, j = 1,m}.

Èäåàë, ïîðîæä¼ííûé îäíèì ýëåìåíòîì, íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì.

Îïðåäåëåíèå 3.2.5. Èäåàë I â êîëüöå K íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè èç
a · b ∈ I ñëåäóåò, ÷òî a ∈ I èëè b ∈ I.

×åðåç A◦ îáîçíà÷àåòñÿ âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A, ÷åðåç C(X) = C(X,R)
� êîëüöî âñåõ íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ïðîèçâîëü-
íîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñ ïîòî÷å÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ, ÷åðåç C(X, I) � ïîëóêîëüöî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çà-
äàííûõ íà ïðîèçâîëüíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X è ïðèíèìàþùèõ
çíà÷åíèÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ïîëóêîëüöå I = [0, 1], ÷åðåç C+(X) = C(X,R+)
� ïîëóêîëüöî âñåõ íåïðåðûâíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé íà X, à ÷åðåç
C+

∞ � ÷àñòè÷íîå ïîëóêîëüöî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíîì
òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåX ñî çíà÷åíèÿìè â [0,∞] ñ ïîòî÷å÷íûìè îïå-
ðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé. (×àñòè÷íûå ïîëóêîëüöà îòëè-
÷àþòñÿ îò ïîëóêîëåö òîëüêî òåì, ÷òî ñóììà èëè ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðûõ
ýëåìåíòîâ â íèõ ìîãóò áûòü íå îïðåäåëåíû.) Íóëü-ìíîæåñòâî ôóíêöèè f
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Z(f), ò.å. Z(f) = {x : f(x) = 0}.

3.2.2. Êîëüöî C(X) íàä R1- è R3-ïðîñòðàíñòâàìè

Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé èäåàë â C(X) ÿâëÿåòñÿ ãëàâ-
íûì [41].
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Çàìå÷àíèå 3.2.1. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2.3 ìû èìååì, ÷òî ñ÷¼òíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ F -
ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.1. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìûêàíèå ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà A ⊂ X
� F -ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1.2 çàìûêàíèå
ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà A ⊂ X � ñòîóí-÷åõîâñêàÿ êîìïàêòèôè-
êàöèÿ βA. Èç çàìå÷àíèÿ 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì, à
çíà÷èò, βA = A � òàêæå F -ïðîñòðàíñòâî â ñèëó òåîðåìû 2.2.2.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ñâîéñòâî áûòü F -ïðîñòðàíñòâîì íàñëåäóåòñÿ ñ÷¼ò-
íûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè (ñì. [15, 14N.5]), ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ñ÷¼òíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî A ⊂ A ⊂ X ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì. Ñîãëàñíî çàìå-
÷àíèþ 3.2.1 A ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, ïîýòîìó X � R1-ïðîñòðàíñòâî. ■

Ïðåäëîæåíèå 3.2.2. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìûêàíèå ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà D ⊂ X � F -ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2.6 âûòåêàåò, ÷òî
X � βω-ïðîñòðàíñòâî, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà
D çàìûêàíèå D ãîìåîìîðôíî ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîìó ïðîñòðàíñòâó βω,
è ïîýòîìó D ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì.

Äîñòàòî÷íîñòü. Çàìûêàíèå ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà D â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå X � F -ïðîñòðàíñòâî, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïî òåîðåìå 2.2.4 D � βω-ïðîñòðàíñòâî, à çíà÷èò, D ãîìåîìîðôíî
βω. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2.6 X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì R3-ïðîñòðàíñòâîì.

■

Èç çàìå÷àíèÿ 3.2.1 è ïðåäëîæåíèé 3.2.1 è 3.2.2 ñëåäóåò, ÷òî R1- è R3-
ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îïèñàòü òàê:

Ïðåäëîæåíèå 3.2.3. Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñò-
ðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà
A ⊂ X êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé èäåàë â C(A) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.4. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X êàæäûé
êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé èäåàë â C(A) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.
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Ïðåäëîæåíèå 3.2.5. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X
êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé èäåàë â C(A) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Â êíèãå Ãèëëìàíà è Äæåðèññîíà [15] îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå èäåàëû
Ox è Op:

Ox = {f ∈ C(X) : x ∈ Z◦(f)} è Op =
{
f ∈ C(X) : p ∈

(
Z(f)

βX
)◦}

.

Çàìå÷àíèå 3.2.2. Çàìåòèì, ÷òî èäåàëû Ox è Op ñîâïàäàþò äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòà X, ïîñêîëüêó Z(f) çàìêíóòî è X ñîâïàäàåò ñ βX.

E.Ì. Âå÷òîìîâó ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå F -òî÷êè (ñì.
[42]):

Îïðåäåëåíèå 3.2.6 [42]. Òî÷êà x ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ F -òî÷êîé,
åñëè äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f, g ∈ C(X) èç x ∈ Z◦(fg) ñëåäóåò, ÷òî ëèáî
x ∈ Z◦(f), ëèáî x ∈ Z◦(g); èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, èç fg ∈ Ox âûòåêàåò, ÷òî
ëèáî f ∈ Ox, ëèáî g ∈ Ox.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.6. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åãî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ F -òî÷êîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 14.25 èç êíèãè [15] ïðîñòðàíñòâî X
ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èäåàë Op ïðîñòîé
äëÿ ëþáîãî p ∈ βX. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.2.2 èäåàë Op ñîâïàäàåò ñ Ox,
îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ F -òî÷êè ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. ■

Çàìå÷àíèå 3.2.3. Â ïðîèçâîëüíûõ F -ïðîñòðàíñòâàõ êàæäàÿ òî÷êà ÿâëÿ-
åòñÿ F -òî÷êîé.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.7. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñò-
âîì, òî â êàæäîì ñ÷¼òíîì ïîäìíîæåñòâå Y ⊂ X êàæäàÿ òî÷êà Y ÿâ-
ëÿåòñÿ F -òî÷êîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X

ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî. Èç çàìå÷àíèé 3.2.1 è 3.2.3 èìååì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà
Y ÿâëÿåòñÿ F -òî÷êîé. ■

Òåîðåìà 3.2.1. Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ òî÷êà p ∈ βX ÿâëÿåòñÿ F -òî÷êîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 14.25 â [15] è îïðåäåëåíèÿ F -òî÷êè.
■

Òåîðåìà 3.2.2. Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ F ′-ïðîñòðàíñò-
âîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åãî òî÷êà � F -òî÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïåðåõîäÿ ê äîïîëíåíèÿì, ïîëó÷èì
ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå F ′-ïðîñòðàíñòâà: äëÿ ëþáûõ f, g ∈ C(X) èç
Z(f)∪Z(g) = X ñëåäóåò Z◦(f)∪Z◦(g) = X. Ïîêàæåì, ÷òî (Z(f)∪Z(g))◦ ⊂
Z◦(f) ∪ Z◦(g). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ (Z(f) ∪ Z(g))◦. Çàôèê-
ñèðóåì îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü Ux ⊂ Z(f) ∪ Z(g) òî÷êè x. Ïîñêîëüêó X �
òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî, íàéä¼òñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h : X → [0, 1]
òàêàÿ, ÷òî h(x) = 1, h ↾ X \ Ux ≡ 0. Ïîëîæèì Vx = h−1((0, 1]), òîãäà Vx �
îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x è Vx ⊂ Ux. Èìååì Z◦(hf)∩Vx = Z◦(f)∩Vx,
Z◦(hg)∩Vx = Z◦(g)∩Vx è Z(hf)∪Z(hg) = X, ïîñêîëüêó Z(f)∪Z(g) = X.
Â ñèëó òîãî, ÷òî X � F ′-ïðîñòðàíñòâî, x ∈ Z◦(hf)∪Z◦(hg), ò.å. ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòüWx ⊂ Z◦(hf)∪Z◦(hg). Ñëåäîâàòåëüíî,Wx∩Vx ⊂ Z◦(f)∪Z◦(g).

Äîñòàòî÷íîñòü. Âîçüì¼ì íåïåðåñåêàþùèåñÿ ôóíêöèîíàëüíî îòêðû-
òûå ìíîæåñòâà A è B, èìååì A = X \Z(f) è B = X \Z(g) äëÿ íåêîòîðûõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f, g : X → R. Ïîêàæåì, ÷òî A ∩ B = ∅. Ïóñòü
x ∈ A ∩ B. Çàìåòèì, ÷òî x /∈ A ∩B, ò.å. x /∈ X \ (Z(f) ∪ Z(g)), à çíà÷èò,
x ∈ (Z(f) ∪ Z(g))◦ = Z◦(fg). Ïî îïðåäåëåíèþ F -òî÷êè òî÷êà x äîëæíà
ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó Z◦(f) ∪ Z◦(g), íî x ∈ X \ Z(f) ∩ X \ Z(g) =
(X \ Z◦(f)) ∪ (X \ Z◦(g)). Ïðîòèâîðå÷èå. ■

Çàìå÷àíèå 3.2.4. Â ïðèìåðå 8.14 èç [41] ïîñòðîåíî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ F ′-, íî íå F -ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà 3.2.3. Ïðîñòðàíñòâî X � R3-ïðîñòðàíñòâî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà çàìûêàíèå ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ïîäìíîæåñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ F ′-ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Âîçüì¼ì ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî D ⊂ X. Ïóñòü A è B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ôóíêöèîíàëüíî
îòêðûòûå ìíîæåñòâà â D. Îíè, î÷åâèäíî, îòêðûòû â D è D ïëîòíî â D.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî A
D

= A ∩DD
è B

D
= B ∩DD

. Èç ïðåäëîæå-

íèÿ 2.2.5 âûòåêàåò, ÷òî A ∩D ∩B ∩D = ∅, à çíà÷èò, AD ∩BD
= ∅, ò.å. D

� F ′-ïðîñòðàíñòâî.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü A è B � ñ÷¼òíûå îòäåë¼ííûå äèñêðåòíûå

ïîäìíîæåñòâà X. Òîãäà A∪B äèñêðåòíî è ïî ïðåäïîëîæåíèþ A ∪B � F ′-
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ïðîñòðàíñòâî. Îòñþäà è èç [15, 3B.4] ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ ôóíêöèîíàëüíî îòêðûòûå ìíîæåñòâà V ⊃ A è W ⊃ B ñî ñâîéñòâîì
V ∩W = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, A ∩B = ∅, ò.å. X � R3-ïðîñòðàíñòâî. ■

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàí-
ñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà D ⊂ X êàæäàÿ òî÷êà x èç D � F -òî÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì 3.2.2 è 3.2.3. ■

3.2.3. Ïîëóêîëüöî C(X, I) íàä R1- è R3-ïðîñòðàíñòâàìè

Èç òåîðåìû 4.20 ñòàòüè [42], çàìå÷àíèÿ 3.2.1 è ïðåäëîæåíèé 3.2.1 è 3.2.2
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå õàðàêòåðèçàöèè R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ:

Òåîðåìà 3.2.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R1-ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y, I) ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå;

3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y , I) ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå;

4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y, I) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ïðîñòîé èäåàë;

5) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y , I) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ïðîñòîé èäåàë;

6) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå ïðîñòûå èäåàëû ïîëóêîëüöà C(Y, I),
ñîäåðæàùèå äàííûé ïðîñòîé èäåàë, îáðàçóþò öåïü (ò.å. ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åíû ïî âêëþ÷åíèþ);

7) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå ïðîñòûå èäåàëû ïîëóêîëüöà C(Y , I),
ñîäåðæàùèå äàííûé ïðîñòîé èäåàë, îáðàçóþò öåïü.

Òåîðåìà 3.2.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R3-ïðîñòðàíñòâî;
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2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïî-
ëóêîëüöà C(Y , I) ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì ìàêñèìàëüíîì èäåà-
ëå;

3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë
ïîëóêîëüöà C(Y , I) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ïðîñòîé
èäåàë;

4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X âñå ïðîñòûå èäåàëû ïîëó-
êîëüöà C(Y , I), ñîäåðæàùèå äàííûé ïðîñòîé èäåàë, îáðàçóþò öåïü.

3.2.4. Ïîëóêîëüöî C+(X) íàä R1- è R3-ïðîñòðàíñòâàìè

Íàïîìíèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 3.2.7. Ðåø¼òêîé íàçûâàåòñÿ àëãåáðà (L,+, ·) ñ äâóìÿ êîì-
ìóòàòèâíûìè, àññîöèàòèâíûìè è èäåìïîòåíòíûìè áèíàðíûìè îïåðàöèÿ-
ìè ñëîæåíèÿ + è óìíîæåíèÿ ·, êîòîðûå ñâÿçàíû çàêîíàìè ïîãëîùåíèÿ
x+ x · y = x è x · (x+ y) = x.

Â ëþáîé ðåøåòêå ââîäèòñÿ îòíîøåíèå ïîðÿäêà ≤: x ≤ y ⇔ x + y = y

(ðàâíîñèëüíî, x · y = x), ïðè ýòîì x + y = sup(x, y), x · y = inf(x, y) è
ïîðÿäîê ñîãëàñîâàí ñ îïåðàöèÿìè:

(x ≤ y)&(x1 ≤ y1) =⇒ (x+ x1 ≤ y + y1)&(xx1 ≤ yy1).

Îïðåäåëåíèå 3.2.8. Ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé, åñëè â íåé âû-
ïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî x · (y + z) = x · y + x · z.

Îïðåäåëåíèå 3.2.9. Ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé, åñëè â íåé âûïîë-
íÿåòñÿ òîæäåñòâî ìîäóëÿðíîñòè x · (x · y+ z) = x · y+ x · z (âìåñòî äèñòðè-
áóòèâíîãî çàêîíà).

Îïðåäåëåíèå 3.2.10 [42]. Èäåàë I â êîëüöå R íàçûâàåòñÿ ïîëóñòðîãèì,
åñëè a+ b ∈ I âëå÷¼ò çà ñîáîé a ∈ I äëÿ ëþáûõ a ∈ R è b ∈ I.

Îïðåäåëåíèå 3.2.11 [42]. Èäåàëû âèäà I − I = {a− b : a, b ∈ I} íàçûâà-
þòñÿ ðàçíîñòíûìè èäåàëàìè êîëüöà ðàçíîñòåé S = {x− y : x, y ∈ R}.

×åðåç IdC(X) (IdC+(X)) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ èäåàëîâ ïîëó-
êîëüöà C(X) (C+(X)). Îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷å-
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íèÿ ⊆ ïîëó÷àåì ðåø¼òêè IdC(X) (IdC+(X)) ñ îïåðàöèÿìè sup(I, J) =
I ∪ J ∪ (I + J) è inf(I, J) = I ∩ J .

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 2.1 èç ñòàòüè [43], ïðåäëîæåíèÿìè 3.2.1 è 3.2.2, R1-
è R3-ïðîñòðàíñòâàì ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå îïèñàíèå:

Òåîðåìà 3.2.6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R1-ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêè IdC(Y ) è IdC+(Y ) èçîìîðô-
íû;

3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêè IdC(Y ) è IdC+(Y ) èçîìîðô-
íû;

4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêà IdC+(Y ) ìîäóëÿðíà;

5) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ Xðåø¼òêà IdC+(Y ) ìîäóëÿðíà;

6) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ Xðåø¼òêà IdC+(Y ) äèñòðèáóòèâíà;

7) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ Xðåø¼òêà IdC+(Y ) äèñòðèáóòèâíà;

8) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C+(Y ) ïîëóñòðîãèå;

9) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C+(Y ) ïîëóñòðîãèå;

10) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C(Y ) ðàçíîñòíûå;

11) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C(Y ) ðàçíîñòíûå.

Òåîðåìà 3.2.7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R3-ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêè IdC(Y ) è IdC+(Y )
èçîìîðôíû;

3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêà IdC+(Y ) ìîäó-
ëÿðíà;

4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêà IdC+(Y ) äèñòðè-
áóòèâíà;
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5) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C+(Y ) ïîëó-
ñòðîãèå;

6) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C(Y ) ðàç-
íîñòíûå.

3.2.5. Ïîëóêîëüöî C+
∞ íàä R1-ïðîñòðàíñòâàìè

Åñëè çàôèêñèðîâàòü òî÷êó p ∈ βX, òî ìíîæåñòâî

Op =
{
f ∈ C+

∞(X) : p ∈
(
Z(f)

βX
)◦}

áóäåò èäåàëîì â C+
∞(X). Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìèíèìàëüíûå ïðîñòûå èäåàëû â C+
∞(X) � ýòî

â òî÷íîñòè èäåàëû Op (ñì. [42, ñëåäñòâèå 6.16]). Èç ýòîãî ýêâèâàëåíòíî-
ãî óñëîâèÿ è çàìå÷àíèÿ 3.2.1 R1�ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü â
òåðìèíàõ èäåàëîâ òàê:

Ïðåäëîæåíèå 3.2.8. Äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ýêâèâà-
ëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) X � R1-ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X ìèíèìàëüíûå ïðîñòûå èäåàëû â C+
∞(Y )

� ýòî â òî÷íîñòè èäåàëû Op, p ∈ βY .
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Ãëàâà 4

Îäíîðîäíîñòü
â ïðîèçâåäåíèÿõ
òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ

4.1. Ëåììà Êóíåíà äëÿ R2-ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 4.1.1 [1]. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ îäíî-
ðîäíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X íàéä¼òñÿ ãîìåîìîðôèçì
f : X → X òàêîé, ÷òî y = f(x).

Â 1990 ã. Ê. Êóíåí äîêàçàë òåîðåìó î ñðàâíèìîñòè óëüòðàôèëüòðîâ ñïå-
öèàëüíîãî âèäà, ïî êîòîðûì ìîãóò ñõîäèòüñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè â êîìïàêòíîì F -ïðîñòðàíñòâå, è èñïîëüçîâàë å¼ äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà íåîäíîðîäíîñòè áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòíûõ F -ïðîñòðàíñòâ [16]:

Ëåììà Êóíåíà. Ïóñòü p, q ∈ ω∗ � ñëàáûå P -òî÷êè, íå ñðàâíèìûå â
ñìûñëå ïîðÿäêà Ðóäèí�Êåéñëåðà, è X � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå F -ïðî-
ñòðàíñòâî. Âîçüì¼ì â X ïðîèçâîëüíóþ äèñêðåòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{dm : m ∈ ω} ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {en :
n ∈ ω} (âîçìîæíî, íå ðàçëè÷íûõ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x = p-limm dm = q-
limn en. Òîãäà {n : en = x} ∈ q.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñèëèâàåò ðåçóëüòàò Êóíåíà â íåñêîëüêèõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ: ìû ðàñøèðÿåì êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ äî êëàññà R2

è íå òðåáóåì, ÷òîáû îáà óëüòðàôèëüòðà â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ÿâëÿ-
ëèñü ñëàáûìè P -òî÷êàìè. Êðîìå òîãî, ìû ÿâíî óêàçûâàåì, êàêîé èìåí-
íî èç óëüòðàôèëüòðîâ ìåíüøå äðóãîãî â ñìûñëå ïîðÿäêà Ðóäèí�Êåéñëåðà
(ýòî óòî÷íåíèå ìîæíî èçâëå÷ü è èç äîêàçàòåëüñòâà Êóíåíà, íî ÿâíî îíî
íèãäå íå ôîðìóëèðîâàëîñü). Îáùàÿ ñõåìà íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà ïîäîáíà
ñõåìå Êóíåíà èç [16], íî â å¼ ðåàëèçàöèè èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ,
ñâÿçàííûå, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî Êóíåíà
ñîäåðæàëî ïðîáåëû.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü q ∈ ω∗ � ëþáîé íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð íà ω
è p ∈ ω∗ � íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð, ÿâëÿþùèéñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîìïàêòíîå R2-ïðîñòðàíñòâî X, òî÷-
êà x ∈ X è äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (dm)m∈ω è (en)n∈ω òî÷åê X òàêèå,
÷òî {dm : m ∈ ω} � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê è
en ̸= x äëÿ âñåx n ∈ ω, ïðè÷åì x = p-limm dm = q-limn en. Òîãäà p ⩽RK q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì D = {dm : m ∈ ω}, E = {en : n ∈ ω} è D∗ =
D\D. Èç ëåììû 1.1.3 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îòêðûòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ìíîæåñòâà Um, m ∈ ω, òàêèå, ÷òî dm ∈ Um è Um ∩ D∗ = ∅ äëÿ âñåõ
m ∈ ω. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå B = {n : en ∈

⋃
m∈ω

Um}. Äëÿ P,Q ⊂ ω ïîëîæèì

DP = {dm : m ∈ P} è EQ = {en : n ∈ Q}. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ P ∈ p

è Q ∈ q òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ EQ ∩DP .

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Íàéäåòñÿ Q ∈ q, äëÿ êîòîðîãî EQ ⊂ D.

1.1. Åñëè EQ∩D = ∅ (ñì. ðèñ. 2), òî îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : ω →
D ïðàâèëîì f(m) = dm. Ïî ñâîéñòâó ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòè-
ôèêàöèè f ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f̃ : βω →
D. Òàê êàê X � êîìïàêòíîå R2-ïðîñòðàíñòâî, à ïîýòîìó è βω-
ïðîñòðàíñòâî (â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2.6 è âêëþ÷åíèÿ R2 ⊂ R3),
èìååì D = βD, à çíà÷èò, f̃ � ãîìåîìîðôèçì. Ïóñòü g = f̃−1.
Ïîñêîëüêó EQ ∩ D = ∅, èìååì g(en) ∈ ω∗ äëÿ n ∈ Q, à ïî-
ñêîëüêó g � ãîìåîìîðôèçì, ïî çàìå÷àíèþ 1.1.3 èìååì g(x) =
q-limn

(
g(en)

)
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

g(x) = p-limm

(
g(dm)

)
= p-limmm = p.
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Òî, ÷òî óëüòðàôèëüòð p ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé, îçíà÷àåò, ÷òî
p ìîæåò áûòü ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî ìíî-
æåñòâà {g(en) : n ∈ Q} ⊂ ω∗ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè áåñêîíå÷-
íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíî p, ò.å. en = x äëÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì òåîðåìû.

Ðèñ. 2. Äëÿ êàæäîãî nm ∈ Q, m ∈ ω, âûïîëíåíî enm ∈ D∗.

1.2. Â ñëó÷àå, êîãäà EQ ⊂ D (ñì. ðèñ. 3), ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
φ : ω → ω, îïðåäåë¼ííîå ïðàâèëîì φ(n) = m ⇐⇒ en = dm äëÿ
n ∈ Q è φ(n) = 0 äëÿ n /∈ Q.

Ðèñ. 3. Äëÿ êàæäîãî nm ∈ Q, m ∈ ω, âûïîëíåíî enm ∈ D.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:
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1.2.1) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Q′ ⊂ Q òàêîãî, ÷òî Q′ ∈ q, èìååì
φ(Q′) ∈ p. Òîãäà p = βφ(q), òàê ÷òî p ⩽RK q.

1.2.2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò Q′ ∈ q, äëÿ êîòîðîãî φ(Q′) /∈ p, ò.å.
ω \ φ(Q′) ∈ p. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî Q′ ⊂ Q (èíà÷å ðàññìîòðèì Q′ ∩Q). Èìååì⋃

{Un : n ∈ ω \ φ(Q′)} ∩
⋃

{Un : n ∈ φ(Q′)} = ∅,

ïðè÷¼ì

Dω\φ(Q′) = {dm : m ∈ ω \ φ(Q′)} ⊂
⋃

{Um : m ∈ ω \ φ(Q′)}

è
EQ′ ⊂

⋃
{Un : n ∈ φ(Q′)}.

Çíà÷èò, Dω\φ(Q′) è EQ′ îòäåëåíû â R2-ïðîñòðàíñòâå X, ïðè-
÷¼ì Dω\φ(Q′) äèñêðåòíî. Ïîýòîìó Dω\φ(Q′)∩EQ′ = ∅ â ïðîòè-
âîðå÷èå ñî ñäåëàííûì â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àíèåì,
÷òî x ∈ EQ ∩DP äëÿ ëþáûõ P ∈ p è Q ∈ q.

1.3. Åñëè EQ′ ∩D ̸= ∅ äëÿ ëþáîãî Q′ ⊂ Q, òî ω \ {n : en ∈ D} /∈ q, à
çíà÷èò, {n : en ∈ D} ∈ q, ïîñêîëüêó q � óëüòðàôèëüòð, òàê ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñëîâèå 1.2.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéä¼òñÿ Q ∈ q òàêîå, ÷òî EQ∩D = ∅ (ñì. ðèñ. 4).

Ðèñ. 4. Äëÿ êàæäîãî nm ∈ Q, m ∈ ω, âûïîëíåíî enm /∈ D.

Ñíîâà ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
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2.1. Ïóñòü B ∈ q. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : ω → ω ïðàâèëîì
φ(n) = m ⇐⇒ en ∈ Um äëÿ n ∈ B è φ(n) = 0 äëÿ n /∈ B.

2.1.1) ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà B′ ∈ q, B′ ⊂ B,
èìååì

φ(B′) = {m : en ∈ Um äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ B′} ∈ p.

Òîãäà p = βφ(q), òàê ÷òî p ⩽RK q.

2.1.2) ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéä¼òñÿ ýëåìåíò B′ ∈ q, B′ ⊂ B, òàêîé,
÷òî ìíîæåñòâî {m : en ∈ Um äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ B′} íå ïðè-
íàäëåæèò p; òîãäà åãî äîïîëíåíèå A = {n : Un ∩ EB′ = ∅}
ïðèíàäëåæèò p. Èìååì DA ∩EB′ = ∅, òàê êàê DA ⊂

⋃
n∈A

Un.

Ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ EQ ∩D = ∅, âèäèì, ÷òî äëÿ
C = Q ∩ B′ ∈ q ìíîæåñòâà DA è EC îòäåëåíû â ïðîòè-
âîðå÷èå ñ òåì, ÷òî X � R2-ïðîñòðàíñòâî (äåéñòâèòåëüíî,
x ∈ DA ∩ EC è ìíîæåñòâî DA äèñêðåòíî).

2.2. Åñëè B /∈ q, òî ω \ B ∈ q è, î÷åâèäíî, Eω\B ∩ D = ∅, òàê
÷òî ìíîæåñòâà E(ω\B)∩Q è D îòäåëåíû è ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî X � R2-ïðîñòðàíñòâî.

3. Åñëè EQ∩X\D ̸= ∅ äëÿ âñåõQ ∈ q, òî ω\{n : en ∈ D} ∈ q, ïîñêîëüêó
q � óëüòðàôèëüòð, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñëîâèå 2.

■

Â ñòàòüå [11] Å.À. Ðåçíè÷åíêî äîêàçàë, ÷òî îäíîðîäíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà òðåòüåé ñòåïåíè X3 ïðîèçâîëüíîãî F -ïðîñòðàíñòâà X íå ìîãóò ñîäåð-
æàòü áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòîâ. Ïðè ýòîì îí èñïîëüçîâàë ïðåäïîëîæåíèå
î òîì, ÷òî X � F -ïðîñòðàíñòâî, ëèøü â îäíîì ìåñòå � ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ïðåäëîæåíèÿ 19 [11], ñóùåñòâåííî îïèðàþùåìñÿ íà òåîðåìó Êóíåíà
î ñðàâíèìîñòè óëüòðàôèëüòðîâ, ïî êîòîðûì ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
â F -ïðîñòðàíñòâå; âî âñåõ îñòàëüíûõ ìåñòàõ äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü, ÷òîáû
X ÿâëÿëîñü βω-ïðîñòðàíñòâîì. Ñ ïîìîùüþ äîêàçàííîãî âûøå óñèëåíèÿ
òåîðåìû Êóíåíà ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû Ðåçíè÷åíêî:

Òåîðåìà 4.1.2. Ïóñòü Y � R2-ïðîñòðàíñòâî è X ⊂ Y 3 � îäíîðîäíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà X êîíå÷íî.
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4.2. Ëåììà Êóíåíà äëÿ βω-ïðîñòðàíñòâ

Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî x ∈ X, (dm)m∈ω � äèñêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê
X, (en)n∈ω � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê X è x = p-limm dm =
q-limn en, ãäå p, q ∈ ω∗, p � äèñêðåòíî ñëàáàÿ P -òî÷êà è q � äèñêðåòíûé
óëüòðàôèëüòð. Åñëè {n : en = x} /∈ q, òî p ⩽RK q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óëüòðàôèëüòð q äèñêðåòíûé è {n : en = x} /∈ q, ñëåäî-
âàòåëüíî, ìîæíî âçÿòü ýëåìåíò Q ∈ q òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî E = {en : n ∈
Q} äèñêðåòíî è x ∈ E \ E. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ D = {dm : m ∈ ω} òàêæå
äèñêðåòíî è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x ∈ D\D. ÏîñêîëüêóX � êîìïàêòíîå βω-
ïðîñòðàíñòâî, ó òî÷êè x íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî U∩(D\E) = ∅
èëè U ∩ (E \ D) = ∅ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ïåðåñå-
÷åíèþ çàìûêàíèé ñ÷¼òíûõ îòäåë¼ííûõ äèñêðåòíûõ ïîäìíîæåñòâ E \ D è
D \ E). Ïî îïðåäåëåíèþ q-ïðåäåëà ìíîæåñòâî {n ∈ ω : en ∈ U} ïðèíàä-
ëåæèò q. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q ñîäåðæèòñÿ â ýòîì
ìíîæåñòâå.

Â ñèëó òîãî, ÷òî x ∈ D ∩ E è x /∈ D \ E èëè x /∈ E \D, ìû èìååì

x ∈ D ∩ E èëè x ∈ D ∩ E ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü x ∈ E ∩D ⊂ D, â ýòîì ñëó÷àå U ∩ (E \D) = ∅. Ïîñêîëüêó X �
êîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî, D = βD. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : dm 7→
m. Òàê êàê x = p-limm dm, èìååì βf(x) = p-limm βf(dm) = p-limm f(dm) =
p-limmm = p (ñì. çàìå÷àíèå 1.1.1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëîæèâ e′n = en äëÿ
n ∈ Q è e′n = x äëÿ n ∈ ω\Q, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (e′n)n∈ω, äëÿ
êîòîðîé x = q-limn e

′
n (òàê êàê (e′n)n∈ω ñîâïàäàåò ñ (en)n∈ω íà íåêîòîðîì

ýëåìåíòå óëüòðàôèëüòðà q), ïîýòîìó p = βf(x) = q-limn βf(e
′
n) â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 1.1.1 (ii). Èç ïðåäëîæåíèé 1.3.1 è 1.3.3 (iii) ìû èìååì r ⩽RK q
äëÿ íåêîòîðîãî r ⩽RF p. Ïîñêîëüêó p � äèñêðåòíî ñëàáàÿ P -òî÷êà, p = r
ïî òåîðåìå 1.2.2 Çíà÷èò, p ⩽RK q.
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Ïóñòü òåïåðü x ∈ D ∩ E ⊂ E. Â ýòîì ñëó÷àå U ∩ (D \ E) = ∅, òàê ÷òî

{m ∈ ω : dm ∈ E} ∈ p. (∗)

Ïåðåíóìåðóåì òî÷êè ìíîæåñòâà E: E = {e′n : n ∈ ω}, òîãäà (e′n)n∈ω �
äèñêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé E.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : ω → ω, ïîëîæèâ φ(n) ðàâíûì 0 ïðè n ∈ ω \Q
è ÷èñëó k òàêîìó, ÷òî en = e′k, äëÿ n ∈ Q. Çàìåòèì, ÷òî x = βφ(q)-
limn e

′
n ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1.1 (iii). Îïðåäåëèì èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

g : E → ω ïðàâèëîì g(e′n) = n. Ïîëó÷èì, ÷òî E = βE è βg(x) = βφ(q)-
limn βg(e

′
n) = βφ(q)-limn n = βφ(q).

Ïóñòü {m : dm /∈ E} ∈ p. Â ñèëó óñëîâèÿ (∗) íàéä¼òñÿ P ′ ∈ p òà-
êîé, ÷òî {dm : m ∈ P ′} ⊂ E \ E = βE \ E = E∗. Âûáåðåì P ∈ p,
äëÿ êîòîðîãî ðàçíîñòü P ′ \ P áåñêîíå÷íà. Ïîíÿòíî, ÷òî ðàçíîñòü ω \ P òî-
æå áåñêîíå÷íà. Âîçüì¼ì áèåêöèþ Ψ: P ′ \ P → ω \ P . Ïîëîæèâ dm = d′m
äëÿ m ∈ P è d′m = dΨ−1(m) äëÿ m ∈ ω \ P , ìû îïðåäåëèì íîâóþ äèñ-
êðåòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê (d′m)m∈ω ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ D′ ⊂ D ∩ E∗, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ (dm)m∈ω íà P ∈ p. ßñíî, ÷òî
x = p-limm d

′
m è βg(x) = p-limm βg(d

′
m). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.2.1 è èç òîãî,

÷òî βg(x) = βφ(q) (à çíà÷èò, βg(x) ⩽RK q), èìååì p ⩽RK q.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò P ′ ∈ p, äëÿ êîòîðîãî {dm : m ∈ P ′} ⊂ E.

Ñíîâà âîçüì¼ì ýëåìåíò P ∈ p, P ⊂ P ′, òàêîé, ÷òî P ′ \ P áåñêîíå÷íî è
ïåðåîïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (dm)m∈ω íà ω \ P òàê æå, êàê è âûøå.
Ïîëó÷èì D′ = {d′m : m ∈ ω} ⊂ E, ïîýòîìó (βg) ↾ D′ = g ↾ D′. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî d′m = dm äëÿ m ∈ P .

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò P ∈ p èìååò áåñêîíå÷íîå äîïîëíåíèå äî ω, íàéä¼ò-
ñÿ áèåêöèÿ ψ : ω → ω òàêàÿ, ÷òî ψ(g(d′m)) = m äëÿ m ∈ P . Çàìåòèì, ÷òî
βψ(βg(d′m)) = ψ(g(d′m)) äëÿ âñåõ m, òàê êàê g(d′m) ∈ ω. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (m)m∈ω, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ (ψ(g(d′m)))m∈ω è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ñ (ψ(g(dm)))m∈ω, ïðè ñóæåíèè íà P , ñõîäèòñÿ ê βψ(βg(x)) ïî
óëüòðàôèëüòðó p. Çíà÷èò, βψ(βg(x)) = p. Òàê êàê ψ èíúåêòèâíî, p ýêâè-
âàëåíòåí βg(x), è ïîñêîëüêó βg(x) = βφ(q), ìû èìååì p ⩽RK q. ■

Çàìå÷àíèå 4.2.1. Äëÿ ëþáîãî óëüòðàôèëüòðà q ∈ ω∗ íàéä¼òñÿ ñëàáàÿ P -
òî÷êà p ∈ ω∗, äëÿ êîòîðîé p ̸⩽RK q.

Äåéñòâèòåëüíî ïî çàìå÷àíèþ 1.2.2 q èìååò íå áîëåå 2ω ⩽RK-ïðåäøåñò-
âåííèêîâ, â òî âðåìÿ êàê êîëè÷åñòâî ñëàáûõ P -òî÷åê â ω∗ ðàâíî 2ω

ω

[25].

Ñëåäñòâèå 4.2.1. Åñëè ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé óëüòðàôèëüòð â ω∗, òî
íå ñóùåñòâóåò îäíîðîäíûõ êîìïàêòíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q � äèñêðåòíûé óëüòðàôèëüòð â ω∗ è ïóñòü p ∈
ω∗ � ñëàáàÿ P -òî÷êà, äëÿ êîòîðîé p ̸⩽RK q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � îä-
íîðîäíîå êîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî è (en)n∈ω � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê â X. Âîçüì¼ì x = p-limn en è y = q-limn en.
ÏîñêîëüêóX îäíîðîäíî, íàéä¼òñÿ ãîìåîìîðôèçì h : X → X, ïåðåâîäÿùèé
y â x, è òàê êàê óëüòðàôèëüòð q äèñêðåòíûé, ñóùåñòâóåò A ∈ q, äëÿ êîòîðî-
ãî ìíîæåñòâî {h(en) : n ∈ A} äèñêðåòíî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî (h(en))n∈ω îáðàçóåò äèñêðåòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷-
íûõ òî÷åê. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.2.1 ìû èìååì p ⩽RK q, ïðîòèâîðå÷èå. ■

4.3. Òåîðåìû îá îäíîðîäíîñòè â

ïðîèçâåäåíèÿõ ïðîñòðàíñòâ

Â îïðåäåëåíèè 4.3.1, çàìå÷àíèè 4.3.1, ïðåäëîæåíèè 4.3.1 è òåîðåìå 4.3.2
äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé òî÷êè èç ïðîèçâåäåíèé è èõ îêðåñòíîñòè áóäåì
íóìåðîâàòü âåðõíèìè èíäåêñàìè.

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî D = {dn : n ∈ ω} â ïðîèçâîëü-
íîì êîìïàêòå X S-ðàçäåë¼ííûì, åñëè íàéäóòñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè
Un ∋ dn, n ∈ ω, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ yn ∈ Un, n ∈ ω, è äëÿ âñåõ I ⊆ ω

{yn : n ∈ I} ∩ {yn : n /∈ I} = ∅.

Çàìå÷àíèå 4.3.1. ßñíî, ÷òî îêðåñòíîñòè Un ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïî-
ýòîìó âñÿêîå S-ðàçäåë¼ííîå ìíîæåñòâî D äèñêðåòíî. Êðîìå òîãî, î÷åâèä-
íî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà I ⊂ ω

{dn : n ∈ I} ∩ {dn : n /∈ I} = ∅,

òàê ÷òî ïî ñëåäñòâèþ 3.6.4 èç [37] èìååì {dn : n ∈ ω} ∼= βω.

Â äîêàçàòåëüñòâå íàøåãî ïåðâîãî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.1. Ïóñòü κ � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë è X =
∏
α<κ

Xα,

ãäå êàæäûé Xα � êîìïàêò, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî dn ∈ X äëÿ n ∈ ω.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñâÿçàíû èìïëèêàöèÿìè 1) =⇒ 2) è 2) ⇐⇒ 3):

69



1) äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ κ ìíîæåñòâî {dnα : n ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ S-ðàçäå-
ë¼ííûì â Xα;

2) äëÿ íåêîòîðîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà B ⊆ κ ìíîæåñòâî {πB(dn) :
n ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ S-ðàçäåë¼ííûì â

∏
α∈B

Xα;

3) ìíîæåñòâî {dn : n ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ S-ðàçäåë¼ííûì â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèè 1) =⇒ 2) è 2) =⇒ 3) î÷åâèäíû. Äîêà-
æåì 3) =⇒ 2). Ëþáàÿ îêðåñòíîñòü Un òî÷êè dn ñîäåðæèò êàíîíè÷åñêóþ
îêðåñòíîñòü V n, êîòîðàÿ çàâèñèò îò êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êîîðäèíàò Bn,
ò.å. V n =

∏
α<κ

Wα, ãäå Wα � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Xα äëÿ α ∈ Bn è

Wα = Xα äëÿ α ∈ κ\Bn. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ B =
⋃
Bn ìíîæåñòâî {πB(dn) :

n ∈ ω} = {(dnα)α∈B : n ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ S-ðàçäåë¼ííûì â XB =
∏
α∈B

Xα, ïðè-

÷¼ì â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòåé èç îïðåäåëåíèÿ S-ðàçäåë¼ííîñòè ìîæíî âçÿòü
πB(V

n).
Ïóñòü yn ∈ πB(V

n). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x = (xα)α<κ ∈
X è ìíîæåñòâî I ⊆ ω. Äëÿ êàæäîãî n äîïîëíèì êîîðäèíàòû òî÷êè yn,
ïîëîæèâ ynα = xα äëÿ α ∈ κ \ Bn. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ òî÷êó ỹn. ßñíî,
÷òî ỹn ∈ V n ⊂ Un è

{ỹn : n ∈ I} ∩ {ỹn : n /∈ I} = ∅ (∗)

â ñèëó óñëîâèÿ 3).
Ïîêàæåì, ÷òî çàìûêàíèÿ ïðîåêöèé íà B òîæå íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å.

{(ynα)α∈B : n ∈ I} ∩ {(ynα)α∈B : n /∈ I} = ∅.

Ïóñòü
z ∈ {(ynα)α∈B : n ∈ I} ∩ {(ynα)α∈B : n /∈ I}.

Äîïîëíèì êîîðäèíàòû òî÷êè z, ïîëîæèâ zα = xα äëÿ α ∈ κ \ B, ïîëó÷èì
òî÷êó z̃ ∈ X. Âîçüì¼ì êàíîíè÷åñêóþ îêðåñòíîñòü W ⊂ X òî÷êè z̃ òàêóþ,
÷òî W ∩ {ỹn : n ∈ I} = ∅ èëè W ∩ {ỹn : n /∈ I} = ∅ (òàêàÿ îêðåñòíîñòü
íàéä¼òñÿ â ñèëó óñëîâèÿ (∗)). Òîãäà ïðîåêöèÿ πB(W ) îêðåñòíîñòè W íà
ïîäïðîñòðàíñòâîXB íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îäíèì èç ìíîæåñòâ {(ynα)α∈B : n ∈ I}
èëè {(ynα)α∈B : n /∈ I} â ñèëó âûáîðà îêðåñòíîñòè W è îïðåäåëåíèÿ òî÷åê
yn. Ïðîòèâîðå÷èå. ■

Ëåììà 4.3.1. Ëþáàÿ äèñêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â R3-ïðîñòðàíñòâå
X ÿâëÿåòñÿ S-ðàçäåë¼ííîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâîD = {dn :
n ∈ ω} èç X. Â ñèëó ëåììû 1.2.1 äëÿ âñåõ n ∈ ω ñóùåñòâóþò îòêðûòûå
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà Un òàêèå, ÷òî dn ∈ Un.

Äëÿ âñÿêîãî n âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó yn ∈ Un. Çàôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ⊆ ω. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà {yn :
n ∈ I} è {yn : n ∈ ω \ I} äèñêðåòíûå è îòäåë¼ííûå ïî ïîñòðîåíèþ. Èç
îïðåäåëåíèÿ R3-ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. ■

Îïðåäåëåíèå 4.3.2 [16]. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñå-
êâåíöèàëüíî ìàëûì, åñëè ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç X ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, çàìûêàíèå êîòîðîãî íå ñîäåðæèò êîïèþ βω.

Òåîðåìà 4.3.1 [45]. Åñëè βω âêëàäûâàåòñÿ â
∏
α∈ω

Xα, òî βω âêëàäûâàåòñÿ

ïî êðàéíåé ìåðå â îäèí Xα.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � ïåðâûé îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû. Â å¼ äîêàçà-
òåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ Êóíåíà, òåîðåìà 4.1.1 è ïîíÿòèå S-ðàçäåë¼í-
íîñòè.

Òåîðåìà 4.3.2. Ïóñòü κ � êàðäèíàë è X =
∏
α<κ

Xα � êîìïàêò, ïðè-

÷¼ì êàæäûé Xα óäîâëåòâîðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé: (i) ÿâëÿåòñÿ R2-ïðîñòðàíñòâîì; (ii) ñîäåðæèò ñëàáóþ P -òî÷êó;
(iii) ñîäåðæèò íåïóñòîå ñåêâåíöèàëüíî ìàëîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî.
Ïóñòü òàêæå Xα � áåñêîíå÷íîå êîìïàêòíîå R2-ïðîñòðàíñòâî äëÿ õîòÿ
áû îäíîãî α ∈ A. Òîãäà X íåîäíîðîäíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáü¼ì κ íà òðè ïîäìíîæåñòâà R, S è T òàêèå, ÷òî
R ̸= ∅ è êàæäîå Xα ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì êîìïàêòíûì R2-ïðîñòðàíñòâîì
äëÿ α ∈ R, ñîäåðæèò ñëàáóþ P -òî÷êó äëÿ α ∈ S è ñîäåðæèò íåïóñòîå
ñåêâåíöèàëüíî ìàëîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî äëÿ α ∈ T .

Âûáåðåì dn ∈ X ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî α ∈ R {dnα : n ∈ ω}
� äèñêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â Xα. Äëÿ êàæäîãî α ∈ S dnα � îäíà
è òà æå ñëàáàÿ P -òî÷êà â Xα äëÿ âñåõ n ∈ ω. Äëÿ êàæäîãî α ∈ T dnα �
îäèí è òîò æå ýëåìåíò ìíîæåñòâà Uα äëÿ âñåõ n ∈ ω, ãäå Uα � íåïóñòîå
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Xα, çàìûêàíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî
ìàëûì.

Ïóñòü p, q ∈ ω∗, p ≰ q è p � ñëàáàÿ P -òî÷êà, òàêèå óëüòðàôèëüòðû
ñóùåñòâóþò ïî çàìå÷àíèþ 4.2.1. Ïîëîæèì x = p-limm d

m, y = q-limm d
m.

Äîïóñòèì, ÷òî h : X → X � ãîìåîìîðôèçì òàêîé, ÷òî h(y) = x, è ïðèä¼ì
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ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Ïîëîæèì en = h(dn). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (dn)n∈ω äèñêðåòíàÿ, ïîñêîëü-

êó R ̸= ∅ è ìíîæåñòâî {dnα : n ∈ ω} îáðàçóåò äèñêðåòíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü â Xα äëÿ α ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 4.3.1, òî÷êè dn

S-ðàçäåëåíû â X; òàêèì îáðàçîì, òî÷êè en òîæå S-ðàçäåëåíû â X, òàê
êàê h � ãîìåîìîðôèçì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 4.3.1 çàôèêñèðóåì
ñ÷¼òíîå J ⊆ κ òàêîå, ÷òî òî÷êè πJ(en) S-ðàçäåëåíû â

∏
α∈J

Xα.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî α âûïîëíåíî xα = q-lim emα = p-lim dmα ïî
çàìå÷àíèþ 1.1.1, ïîñêîëüêó πα ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Ðàñ-
ñìîòðèì òðè òèïà ïðîñòðàíñòâ Xα îòäåëüíî.

Âî-ïåðâûõ, äëÿ êàæäîãî α ∈ J ∩R ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.1.1
ê Xα è âûáðàòü Aα ∈ q òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü emα = xα äëÿ âñåõ m ∈
Aα. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ êàæäûì α ∈ J ∩ S, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî xα �
ñëàáàÿ P -òî÷êà, à çíà÷èò, îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, íå ñîäåðæàùåé íè îäíîé
òî÷êè enα ̸= xα. Òàêæå äëÿ êàæäîãî α ∈ J ∩ T íàéä¼òñÿ Aα ∈ q òàêîé, ÷òî
enα ∈ Uα äëÿ ëþáîãî n ∈ Aα. Ïåðåíóìåðóåì ýëåìåíòû ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà
J : J = {α1, α2, . . .}. Â êàæäîì ïåðåñå÷åíèè Aα1

∩ . . . ∩ Aαk
âûáåðåì òî÷êó

ak òàê, ÷òî ai ̸= aj äëÿ ëþáûõ i ̸= j, è ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
Ã = {an : n ∈ N} òàêîå, ÷òî |Ã\Aα| <∞äëÿ âñåõ α ∈ J . Äëÿ α ∈ J∩(R∪S)
èìååì emα = xα äëÿ âñåõ, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà, m ∈ Ã. Òàê ÷òî äëÿ
êàæäîãî èç ýòèõ α ìíîæåñòâî {emα : m ∈ Ã} êîíå÷íî.

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ñåêâåíöèàëüíîé ìàëîñòè, äëÿ α1 âûáå-
ðåì áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâîB1 ⊂ Ã òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî {emα1

: m ∈ B1}
íå ñîäåðæèò êîïèþ βω, äëÿ α2 âûáåðåì B2 ⊂ B1 òàêîå, ÷òî {emα2

: m ∈ B2}
íå ñîäåðæèò êîïèþ βω. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì âëîæåííóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Ã ⊃ B1 ⊃ . . . ⊃ Bn ⊃ . . . . Âûáåðåì ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè bn ∈ Bn äëÿ âñåõ n ∈ ω. Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî
B̃ = {bn : n ∈ ω} ñî ñâîéñòâîì |B̃ \Bn| <∞ äëÿ ëþáîãî n ∈ ω.

Äëÿ êàæäîãî α ∈ J ïîëîæèì Pα = {emα : m ∈ B̃}. Ñòîóí-÷åõîâñêàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿ βω íå âêëàäûâàåòñÿ íè â îäíî Pα, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå
âêëàäûâàåòñÿ è â ïðîèçâåäåíèå

∏
α∈J

Pα ïî òåîðåìå 4.3.1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå,

ïîòîìó ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò çàìûêàíèå {πJ(en) : n ∈ B̃}, êîòîðîå ïî
çàìå÷àíèþ 4.3.1 ãîìåîìîðôíî βω, ïîñêîëüêó òî÷êè πJ(en) S-ðàçäåëåíû.

■

Ñëåäñòâèå 4.3.1. Ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ R2-ïðîñòðàíñòâ íåîäíîðîä-
íî.
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Òåîðåìà 4.3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé óëüòðàôè-
ëüòð q ∈ ω∗, κ � êàðäèíàë è X =

∏
α<κ

Xα � êîìïàêò, ïðè÷¼ì êàæ-

äûé Xα óäîâëåòâîðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(i) ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì; (ii) ñîäåðæèò ñëàáóþ P -òî÷êó; (iii) ñî-
äåðæèò íåïóñòîå ñåêâåíöèàëüíî ìàëîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Ïóñòü
òàêæå Xα � áåñêîíå÷íîå êîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî äëÿ õîòÿ áû îä-
íîãî α ∈ A. Òîãäà X íåîäíîðîäíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ïðå-
äûäóùåå ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî âìåñòî òåîðåìû 4.1.1 èñïîëüçóåòñÿ òåîðå-
ìà 4.2.1. ■

Ñëåäñòâèå 4.3.2. Åñëè ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé óëüòðàôèëüòð â ω∗, òî
ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ íåîäíîäíîðîäíî.

Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èñïîëüçóåò ïðåäïîëîæåíèå d = c. ×åðåç d îáîçíà-
÷àþò íàèìåíüøóþ ìîùíîñòü äîìèíèðóþùåãî ñåìåéñòâà D ôóíêöèé ω →
ω, ò.å. ñåìåéñòâà ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : ω → ω íàé-
ä¼òñÿ ôóíêöèÿ g ∈ D òàêàÿ, ÷òî g(n) ⩾ f(n) äëÿ âñåõ, êðîìå êîíå÷íîãî
÷èñëà, n ∈ ω, è c � ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ 2ω. Î÷åâèäíî, ÷òî CH âëå-
÷¼ò çà ñîáîé ω1 = d = c, îäíàêî óòâåðæäåíèå ω1 < d = c òàêæå ñîâìåñòèìî
ñ ZFC.

Ñëåäñòâèå 4.3.3. Â ïðåäïîëîæåíèè d = c ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ βω-
ïðîñòðàíñòâ íåîäíîðîäíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êåòîíåí äîêàçàë, ÷òî d = c âëå÷¼ò çà ñîáîé ñóùåñòâî-
âàíèå P -òî÷åê â ω∗ [39]. Ïî çàìå÷àíèþ 1.3.1 ëþáàÿ P -òî÷êà ÿâëÿåòñÿ äèñ-
êðåòíûì óëüòðàôèëüòðîì. ■

4.4. Ìåòðèçóåìîñòü îäíîðîäíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîèçâåäåíèé

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà îáîáùàþò òåîðåìû Å.A. Ðåçíè÷åíêî. Â äîêà-
çàòåëüñòâàõ èñïîëüçóþòñÿ åãî èäåè.

Ïðåäëîæåíèå 4.4.1. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, p ∈ ω∗

� P -òî÷êà, ζ = (zn)n∈ω � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ïðîèçâåäåíèÿ Xω è
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z = p-limn ζ ∈ Xω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ZM = {z}∪{zn : n ∈M}
íå ìåòðèçóåìî íè äëÿ êàêîãî M ∈ p. Ïóñòü πk : X

ω → X � ïðîåêöèÿ Xω

íà k-é ìíîæèòåëü. Òîãäà ñóùåñòâóþò m ∈ ω è N ∈ p òàêèå, ÷òî ìíî-
æåñòâî {πm(zn) : n ∈ N} äèñêðåòíî è äëÿ êàæäîãî i ∈ N êîëè÷åñòâî
èíäåêñîâ j òàêèõ, ÷òî πm(zj) = πm(zi), êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü òàêîå m, ÷òî ïðîåêöèÿ
πm(ζM) áåñêîíå÷íà äëÿ ëþáîãî M ∈ p, ãäå ζM � ïîäìíîæåñòâî òî÷åê èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ζ ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà M . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
äëÿ êàæäîãî m ∈ ω âîçüì¼ì Mm ∈ p òàêîå, ÷òî |πm (ζMm

)| < ∞. Òàê êàê
óëüòðàôèëüòð p ÿâëÿåòñÿ P -òî÷êîé, ñóùåñòâóåò M ∈ p òàêîå, ÷òî M \Mm

êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî m ∈ ω. Òîãäà ìíîæåñòâî ZM ìåòðèçóåìî, ïîñêîëüêó
ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà ZM íà ëþáóþ êîîðäèíàòó m êîíå÷íà, òàê ÷òî ZM ñî-
äåðæèòñÿ â ïðîèçâåäåíèè êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ñ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Âûáåðåì m òàê, ÷òîáû ïðîåêöèÿ πm(ζM) áûëà áåñêîíå÷íà äëÿ ëþáîãî
M ∈ p. Çàìåòèì, ÷òî πm(z) = p-limn πm(zn) èç-çà íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè
ïðîåêòèðîâàíèÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî âñÿêàÿ P -òî÷êà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì
óëüòðàôèëüòðîì, ñóùåñòâóåò N ∈ p òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî {πm(zn) : n ∈ N}
äèñêðåòíî è íå ñîäåðæèò òî÷êó πm(z). Äëÿ êàæäîãî n ∈ N âîçüì¼ì îêðåñò-
íîñòü Un òî÷êè πm(z) òàêóþ, ÷òî πm(zn) /∈ Un. Äëÿ âñÿêîãî n îêðåñòíîñòü
Un ñîäåðæèò âñå òî÷êè ñ íîìåðàìè èç íåêîòîðîãî ýëåìåíòà óëüòðàôèëüòðà
p, îáîçíà÷èì åãî An. Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A1, A2, . . . ýëåìåíòîâ
óëüòðàôèëüòðà p. Òàê êàê p ÿâëÿåòñÿ P -òî÷êîé, íàéä¼òñÿ A ∈ p òàêîé, ÷òî
|A\An| êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî n. Â ñèëó âûáîðà îêðåñòíîñòåé Un äëÿ êàæäîãî
i ∈ A èìååì πm(zi) /∈ Ui, ïðè÷¼ì πm(zj) /∈ Ui òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
j /∈ Ai, à çíà÷èò, åñëè πm(zj) = πm(zi), òî j ∈ A \Ai, ò.å. êîëè÷åñòâî òàêèõ
èíäåêñîâ j êîíå÷íî. ■

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó àêñèîìû Ìàðòèíà è íåîá-
õîäèìûå äëÿ íå¼ îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü P = (P,⩽,1) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (÷.ó.ì.), ãäå
P � ìíîæåñòâî, ⩽ � ïîðÿäîê íà P è 1 � íàèáîëüøèé ýëåìåíò P . Ñêàæåì,
÷òî x, y ∈ P ñîâìåñòèìû, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò z ∈ P òàêîé, ÷òî z ⩽ x
è z ⩽ y, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíòû x è y íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòèìûìè.

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Ìíîæåñòâî A ⊂ P íàçûâàåòñÿ àíòèöåïüþ, åñëè îíî
ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåñîâìåñòèìûõ ýëåìåíòîâ.
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Îïðåäåëåíèå 4.4.2. Ìíîæåñòâî D ⊂ P íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì â P , åñëè
äëÿ ëþáîãî p ∈ P íàéä¼òñÿ ýëåìåíò d ∈ D òàêîé, ÷òî d ⩽ p.

Îïðåäåëåíèå 4.4.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷.ó.ì. P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñ÷¼òíî-
ñòè öåïåé (ó.ñ.ö.), åñëè P íå ñîäåðæèò íåñ÷¼òíûõ àíòèöåïåé.

Îïðåäåëåíèå 4.4.4. Ïóñòü D � ëþáîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ P. Ìíîæå-
ñòâî F ⊂ P íàçûâàåòñÿ D-ãåíåðè÷åñêèì ôèëüòðîì, åñëè

1) 1 ∈ F ;

2) äëÿ ëþáûõ p, q ∈ F ñóùåñòâóåò r ∈ F òàêîå, ÷òî r ⩽ p è r ⩽ q;

3) åñëè p ∈ F, q ∈ P è p ⩽ q, òî q ∈ F ;

4) F ∩D ̸= ∅ äëÿ ëþáîãî D ∈ D .

Àêñèîìà Ìàðòèíà (MA). Äëÿ ëþáîãî ÷.ó.ì. P, óäîâëåòâîðÿþùåãî ó.ñ.ö.,
è ëþáîãî ñåìåéñòâà D ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ P ìîùíîñòè |D | < 2ω ñó-
ùåñòâóåò D-ãåíåðè÷åñêèé ôèëüòð.

ßñíî, ÷òî åñëè âûïîëíåíà CH, òî âûïîëíåíà è MA, òàê ÷òî MA ñîâìå-
ñòèìà ñ ZFC.

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå:

NNCPPκ: Ñóùåñòâóåò κ ïîïàðíî ⩽RB-íåñîâìåñòèìûõ (ò.å. íå ïî÷òè
êîãåðåíòíûõ) P -òî÷åê.

Çàìå÷àíèå 4.4.1. Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ κ ïîïàðíî
⩽RK-íåñîâìåñòèìûõ P -òî÷åê, ïîñêîëüêó â êëàññå P -òî÷åê ïîðÿäîê Ðóäèí�
Êåéñëåðà ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì Ðóäèí�Áëàññà (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.2.2).

Äëÿ κ = ω1 ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûòåêàåò èç àêñèîìû Ìàðòèíà [46, òåî-
ðåìà 2]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè àêñèîìà Ìàðòèíà âûïîëíåíà, òî ñóùåñòâóåò
22

ω

ïîïàðíî ⩽RK-íåýêâèâàëåíòíûõ ñåëåêòèâíûõ óëüòðàôèëüòðîâ [46], à îíè
íå ïî÷òè êîãåðåíòíû, ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè â ñìûñëå ïîðÿä-
êà Ðóäèí�Êåéñëåðà [22, òåîðåìà 9.6]. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå NNCPPω1

ñòðîãî
ñëàáåå CH, ò.å. åñòü ìîäåëè, â êîòîðûõ óñëîâèå NNCPPω1

âûïîëíåíî, à CH
íåò, ïîñêîëüêó àêñèîìà Ìàðòèíà ñîâìåñòèìà ñ îòðèöàíèåì CH.

Òåîðåìà 4.4.1 (NNCPPω1
). Ïóñòü Y � βω-ïðîñòðàíñòâî, X ⊂ Y ω �

îäíîðîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà X ìåòðèçóåìî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî X ñîäåðæèò íåìåòðèçóå-
ìîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâîK. Èç óòâåðæäåíèÿ 7 â ñòàòüå Ðåçíè÷åíêî
[11] ñëåäóåò, ÷òî βω âëîæåíî â K. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â K íàéä¼òñÿ äèñêðåò-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ζ = (zn)n∈ω (îáðàç ïðîñòðàíñòâà ω ïðè âëîæåíèè)
ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì ζ, ãîìåîìîðôíûì βω. Âîçüì¼ì òî÷êó z ∈ X.
Äëÿ êàæäîãî p ∈ ω∗ çàôèêñèðóåì fp ∈ Aut(X) òàêîé, ÷òî fp(p-lim ζ) = z
(ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà X).

Èç óñëîâèÿ NNCPPω1
ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ ìíîæåñòâî C ⊂ ω∗, |C| =

ω1, ñîñòîÿùåå èç ïîïàðíî ⩽RB-íåñîâìåñòèìûõ P -òî÷åê.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî p ∈ C ñóùåñòâóþò

mp ∈ ω è Np ∈ p òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî Yp = {πmp
(fp(zn)) : n ∈ Np} äèñ-

êðåòíî è äëÿ êàæäîãî i ∈ Np êîëè÷åñòâî èíäåêñîâ j òàêèõ, ÷òî πm(fp(zj)) =
πm(fp(zi)), êîíå÷íî. Ïîñêîëüêó |C| > ω, íàéäóòñÿ äâà óëüòðàôèëüòðà p è q
èç C, äëÿ êîòîðûõ m = mp = mq. Ïåðåíóìåðóåì òî÷êè ìíîæåñòâà Yp íàòó-
ðàëüíûìè ÷èñëàìè è ïîëó÷èì äèñêðåòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ
òî÷åê (ypk)k∈ω. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîêðàòíîå îòîáðàæåíèå gp : ω → ω, êîòî-
ðîå êàæäîìó n ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå k òàêîå, ÷òî πm(fp(zn)) = ypk. Îòîá-
ðàæåíèå gq äëÿ ìíîæåñòâà Yq îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî. Èç çàìå÷àíèÿ 1.1.1
(iii) èìååì z = βgp(p)-limk y

p
k = βgq(q)-limk y

q
k. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà {ypk} è

{yqk} ñîäåðæàòñÿ â êîìïàêòå πm(fp(K))∪πm(fq(K)), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ βω-
ïðîñòðàíñòâîì êàê ïîäïðîñòðàíñòâî βω-ïðîñòðàíñòâà Y . Ñëåäîâàòåëüíî,
βgp(p) è βgq(q) ⩽RK-ñðàâíèìû ïî òåîðåìå 4.2.1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííî-
ñòè βgp(p) ⩽RK βgq(q). Ïî ëåììå 16.7 èç [22] óëüòðàôèëüòðû βgp(p) è βgq(q)
� P -òî÷êè. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.4.1 βgp(p) ⩽RB p è βgq(q) ⩽RB q, à çíà÷èò,
óëüòðàôèëüòðû p è q èìåþò îáùåãî ⩽RB-ïðåäøåñòâåííèêà βgp(p) ò.å. p è q
⩽RB-ñîâìåñòèìûå P -òî÷êè. Ïðîòèâîðå÷èå. ■

Ñëåäñòâèå 4.4.1 (MA). Ïóñòü Y � βω-ïðîñòðàíñòâî, X ⊂ Y ω � îäíî-
ðîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà X ìåòðèçóåìî.

Òåîðåìà 4.4.2 (NNCPPn+1). Ïóñòü Y � βω-ïðîñòðàíñòâî, X ⊂ Y ω �
îäíîðîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà X êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Ìåòðèçó-
åìîñòü K äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â òåîðåìå 4.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
K áåñêîíå÷íî. Èç óòâåðæäåíèÿ 7 ñòàòüè Ðåçíè÷åíêî [11] âûòåêàåò, ÷òî βω
âêëàäûâàåòñÿ â K. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ìåòðèçóåìîñòüþ K, ñëåäîâàòåëüíî, K
êîíå÷íî. ■
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Ñëåäñòâèå 4.4.2 (MA). Ïóñòü Y � βω-ïðîñòðàíñòâî, X ⊂ Y ω � îäíî-
ðîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà X êîíå÷íî.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Â ãëàâå 1 ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà óëüòðàôèëüòðîâ, ïîðÿä-
êè Ðóäèí�Êåéñëåðà, Ðóäèí�Áëàññà è Ðóäèí�Ôðîëèêà è âçàèìîñâÿçü
ìåæäó íèìè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî äèñêðåòíûì óëüòðàôèëüòðàì,
äîêàçàíî, ÷òî îíè îáðàçóþò ïîäïîëóãðóïïó â ïîëóãðóïïàõ (βN, ·) è â
(βN,+).

2. Â ãëàâå 2 ââåäåíû êëàññû R1-, R2-, R3-ïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿþùèåñÿ
åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè êëàññîâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è F -ïðîñòðàíñòâ. Èññëåäîâàíà èõ âçàèìîñâÿçü äðóã ñ äðóãîì
è ñ êëàññàìè F - è βω-ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàíî ïîëåçíîå îáùåå óòâåð-
æäåíèå î ïðîäîëæåíèè ôóíêöèé ñ ïîäïðîñòðàíñòâ íà òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîèçâåäåíèÿ; ñ ïîìîùüþ íåãî, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî êëàññû R1-
, R2-, R3- è βω-ïðîñòðàíñòâ íå ñîõðàíÿþòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàê-
òèôèêàöèåé. Îïðåäåëåíû è ðàññìîòðåíû îáîáùåíèÿ ââåä¼ííûõ êëàñ-
ñîâ ïðîñòðàíñòâ íà íåñ÷¼òíûå êàðäèíàëû.

3. Â ãëàâå 3 ðàññìîòðåíî ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé â êëàññå R1- è R3-
ïðîñòðàíñòâ ñî ñ÷¼òíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïðèâåäåíà àëãåáðàè÷åñêàÿ
õàðàêòåðèçàöèÿ R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ èäåàëîâ ïîëóêîëåö
è êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

4. Â ãëàâå 4 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñðàâíèìîñòè â ñìûñëå ïîðÿäêà
Ðóäèí�Êåéñëåðà óëüòðàôèëüòðîâ, ïî êîòîðûì â R2- è βω-ïðîñòðàí-
ñòâå ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê îäíîé è òîé æå òî÷êå. Äîêàçà-
íî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòíûõ R2-ïðîñòðàíñòâ ïðî-
ñòðàíñòâ, à ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíîãî óëüòðàôèëüòðà
R3- è äàæå βω-ïðîñòðàíñòâ, íå áûâàåò îäíîðîäíûì. Òàêæå â äîïîë-
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íèòåëüíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàçàíà êî-
íå÷íîñòü êîìïàêòîâ â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ êîíå÷íûõ ïðî-
èçâåäåíèé îäíîðîäíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ è ìåòðèçóåìîñòü êîìïàêòîâ
â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñ÷¼òíûõ ïðîèçâåäåíèé îäíîðîäíûõ
βω-ïðîñòðàíñòâ.
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