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Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü

å¼ ðàçðàáîòàííîñòè

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ñâîéñòâàì, îáîáùàþùèì ýêñòðåìàëüíóþ íåñâÿç-
íîñòü, è èññëåäîâàíèþ èõ ñâÿçè ñ îäíîðîäíîñòüþ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàí-
ñòâ.

Â 1956 ãîäó Óîëòåð Ðóäèí1 äîêàçàë, â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè
êîíòèíóóì-ãèïîòåçû (CH), íåîäíîðîäíîñòü íàðîñòà ω∗ = βω \ ω ñòîóí-
÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèè βω äèñêðåòíîãî ñ÷¼òíîãî ïðîñòðàíñòâà ω. Äëÿ
ýòîé öåëè îí ïîêàçàë, ÷òî èç óñëîâèÿ CH âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå P -òî÷êè2

â ω∗; îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü ω∗, ïîñêîëüêó â êîì-
ïàêòå âñå òî÷êè íå ìîãóò áûòü P -òî÷êàìè.

Ôðîëèê3 äîêàçàë òî æå ñàìîå èíà÷å, çàìåòèâ, ÷òî åñëè äâå äèñêðåòíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå x ∈ ω∗ ïî óëüòðà-
ôèëüòðàì p è q, òî p è q ñðàâíèìû â ïîðÿäêå Ðóäèí�Ôðîëèêà. Èäåÿ âïîëíå
åñòåñòâåííàÿ: åñëè p, q ∈ ω∗ íåñðàâíèìû è D = {dn : n ∈ ω} � ñ÷¼òíîå äèñ-
êðåòíîå ïîäìíîæåñòâî ω∗, òî íå ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçìà h : ω∗ → ω∗,
ïåðåâîäÿùåãî q-limn dn â p-limn dn, ïîñêîëüêó åñëè áû îí ñóùåñòâîâàë, òî
(dn)n∈ω è (h(dn))n∈ω áûëè áû äèñêðåòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ñõîäÿ-
ùèìèñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå p-limn dn ïî óëüòðàôèëüòðàì p è q ñîîò-
âåòñòâåííî.

Èäåÿ Ôðîëèêà ïðèìåíèìà íå òîëüêî ê íàðîñòó ω∗, íî è ê ïðîèçâîëü-
íûì F -ïðîñòðàíñòâàì è èõ âàæíåéøåìó ïîäêëàññó, ýêñòðåìàëüíî íåñâÿç-
íûì ïðîñòðàíñòâàì. Ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà èãðàþò âàæ-
íóþ ðîëü â òåîðèè êàòåãîðèé (îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûìè îáúåêòàìè â
êàòåãîðèè êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé) è â òåî-
ðèè äâîéñòâåííîñòè ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè è áóëåâûìè
àëãåáðàìè (ýòî â òî÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà Ñòîóíà ïîëíûõ áóëåâûõ àëãåáð4).

Èññëåäîâàíèÿ Ôðîëèêà ïîëîæèëè íà÷àëî àêòèâíîìó èçó÷åíèþ ñâÿçè
ñâîéñòâ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ òèïà îäíîðîäíîñòè ñî ñâîéñòâàìè òè-
ïà ýêñòðåìàëüíîé íåñâÿçíîñòè. Â ðàáîòå5 ðàññìàòðèâàëèñü ïðîèçâåäåíèÿ
îäíîðîäíûõ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ïðåäïîëîæåíèè àêñè-

1W. Rudin, Homogeneity problems in the theory of �Cech compacti�cations, Duke Math. J., 23(3), 409�419
(1956).

2L. Gillman, M. Henriksen, Concerning rings of continuous functions, Trans. Amer. Math. Soc., 77(2),
340�362 (1954).

3Z. Frol�ik, Sums of ultra�lters, Bull. Amer. Math. Soc., 73, 87�91 (1967).
4P. T. Johnstone, Stone spaces, Cambridge Univ. Press, Cambridge (1982).
5W. Comfort, J. van Mill, A homogeneous extremally disconnected countably compact space, Topol. Appl.,

25(1), 65�73 (1987).
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îìû Ìàðòèíà áûëè ïîñòðîåíû îäíîðîäíûå ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå ñ÷¼òíî
êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà X è Y ñ íåñ÷¼òíî êîìïàêòíûì ïðîèçâåäåíèåì
X × Y (ñì. òåîðåìó 4.25). Â ñòàòüå6 ýòîò ïðèìåð áûë óëó÷øåí, à èìåííî:
ïðîèçâåäåíèå X × Y óäàëîñü ñäåëàòü íå ïñåâäîêîìïàêòíûì (ñì. òåîðåìó
36). Êàòî7 ïîñòðîèë îäíîðîäíûå ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå ñ÷¼òíî êîìïàêò-
íûå ïðîñòðàíñòâà X è Y , äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå X × Y íå ÿâëÿåòñÿ
ñ÷¼òíî êîìïàêòíûì, îíè áûëè ïîñòðîåíû áåç äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèé (ñì. òåîðåìó 4.17).

Ôðîëèê ïîêàçàë, ÷òî âñå îäíîðîäíûå ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå êîìïàêò-
íûå ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íû8, à Àðõàíãåëüñêèé äîêàçàë, ÷òî è âñå êîìïàêòû,
ñîäåðæàùèåñÿ â ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïïàõ êîíå÷-
íû9. Å. Ê. âàí Äàóýí â òåîðåìå 2 (c)10 äîêàçàë, ÷òî âñå êîìïàêòû, ñîäåðæà-
ùèåñÿ â ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, êîíå÷íû (ñì.
òàêæå ñòàòüþ11). Ê ÷èñëó ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèé îòíîñÿòñÿ ðåçóëüòàòû Å.
À. Ðåçíè÷åíêî11. Îí äîêàçàë, ÷òî êîíå÷íû êîìïàêòû, ñîäåðæàùèåñÿ â îäíî-
ðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå âêëàäûâàþòñÿ â êóá ýêñòðåìàëüíî íåñâÿç-
íîãî ïðîñòðàíñòâà. Èñïîëüçîâàíèå CH ïîçâîëÿåò óñèëèòü ýòîò ðåçóëüòàò:
(i) ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â îäíîðîäíîì ïîäïðîñòðàíñòâå êîíå÷íîãî
ïðîèçâåäåíèÿ βω-ïðîñòðàíñòâ (è òåì áîëåå, ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ) êîíå÷íî è (ii) ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â îäíîðîäíîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå ñ÷åòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ βω-ïðîñòðàíñòâ ìåòðèçóåìî (ñì. òåî-
ðåìû 4 è 311). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå CH
â åãî äîêàçàòåëüñòâå, ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå óñëîâèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ íåñ÷¼òíîãî ÷èñëà ⩽RB-íåñîâìåñòèìûõ, ò.å. íå ïî÷òè êîãåðåíòíûõ,
P -òî÷åê.

Áëèæàéøèì îáîáùåíèåì êëàññà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ
ÿâëÿåòñÿ êëàññ F -ïðîñòðàíñòâ. F -Ïðîñòðàíñòâà, êàê è ýêñòðåìàëüíî íåñâÿç-
íûå, íà ïåðâûé âçãëÿä ìîãóò ïîêàçàòüñÿ ýêçîòè÷åñêèìè, îäíàêî îíè èã-
ðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé êîìïàêòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ12,13 è â òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàí-

6W. F. Lindgren, A. A. Szymanski, A non-pseudocompact product of countably compañt spaces via seq,
Proc. Am. Math. Soc., 125(12), 3741�3746 (1997).

7A. Kato, A new construction of extremally disconnected topologies, Topol. Appl., 58(1), 1�16 (1994).
8Z. Frol�ik, Homogeneity problems of extremally disconnected spaces, Comment. Math. Univ. Carol., 8(4),

87�91 (1967).
9A. Arhangelskii, Groupes topologiques extremalement discontinus, C. R. Acad. Sci. Paris, 265, 822-825

(1967).
10E. K. van Douwen, Homogeneity of βG if G is a topological group, Collect. Math., 41, 193�199 (1979).
11E. Reznichenko, Homogeneous subspaces of products of extremally disconnected spaces, Topol. Appl.,

284, 107403 (2020).
12A. M. Gleason, Projective topological spaces, Ill. J. Math., 2(4A), 482�489 (1958).
13Â. È. Ïîíîìàð¼â, Îá àáñîëþòå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 149, 26�29 (1963).
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ñòâàìè14, à òàêæå â òåîðèè êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé15. Îñíîâíûå òîïî-
ëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ â òåð-
ìèíàõ èäåàëîâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ è F -ïðîñòðàíñòâ ìîæíî íàéòè â
îñíîâîïîëàãàþùåé êíèãå Ãèëëìàíà è Äæåðèñîíà ïî òåîðèè êîëåö íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé15.

Èäåÿ Ôðîëèêà äîêàçàòåëüñòâà íåîäíîðîäíîñòè ñ ïîìîùüþ ïîðÿäêà íà
óëüòðàôèëüòðàõ áûëà ðàçâèòà Êóíåíîì. Èñïîëüçóÿ ïîðÿäîê Ðóäèí�Êåé-
ñëåðà è ïîíÿòèå ñëàáîé P -òî÷êè, ÿâëÿþùååñÿ îñëàáëåíèåì ïîíÿòèÿ P -
òî÷êè, îí äîêàçàë ëåììó16 î ñðàâíèìîñòè äâóõ óëüòðàôèëüòðîâ, ïî êî-
òîðûì ìîãóò ñõîäèòüñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â F -
ïðîñòðàíñòâå. Ñ ïîìîùüþ ñâîåé ëåììû Êóíåí äîêàçàë, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
êîìïàêòíûõ F -ïðîñòðàíñòâ íèêîãäà íå áûâàåò îäíîðîäíûì16.

Êëàññ F -ïðîñòðàíñòâ (è, òåì áîëåå, ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàí-
ñòâ) äîâîëüíî óçîê, è âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîèñê áîëåå øèðîêèõ êëàñ-
ñîâ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå îáëàäàþò òåìè èëè èíûìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâà-
ìè F -ïðîñòðàíñòâ. Òàê, âàí Äàóýí â ñâîåé äèññåðòàöèè17 ââåë ïîíÿòèå βω-
ïðîñòðàíñòâà. Ýòîò êëàññ îêàçàëñÿ âåñüìà ïîëåçíûì ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ
óëüòðàôèëüòðîâ18 è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íà ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîèç-
âåäåíèé19. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå F -ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì,
è ÷òî íåêîòîðûå ïîëåçíûå óòâåðæäåíèÿ îá F -ïðîñòðàíñòâàõ îñòàþòñÿ âåð-
íûìè äëÿ βω-ïðîñòðàíñòâ. Îäíàêî ìíîãèå âàæíûå ðåçóëüòàòû ïåðåíåñòè
íà βω-ïðîñòðàíñòâà íå óäàåòñÿ, õîòÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó F - è βω-ïðîñòðàí-
ñòâàìè äîâîëüíî òîíêèå.

Â äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì R1-, R2- è R3-ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ îáîáùåíèÿìè ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ è F -ïðîñòðàíñòâ.
Ýòè êëàññû ïðîñòðàíñòâ íàõîäÿòñÿ ñòðîãî ìåæäó F - è βω-ïðîñòðàíñòâàìè.
Ñâîéñòâà R1,R2 è R3 óäîáíû òåì, ÷òî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñ÷¼òíû-
ìè ïîäìíîæåñòâàìè è ïðè ýòîì íàñëåäñòâåííû, â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò
ýêñòðåìàëüíîé íåñâÿçíîñòè, êîòîðàÿ íàñëåäóåòñÿ òîëüêî ñ÷¼òíûìè ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè. Ìû ïðèâîäèì õàðàêòåðèçàöèþ ýòèõ íîâûõ êëàññîâ ïðî-
ñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ïðîäîëæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñî ñ÷¼òíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ è èäåàëîâ ïîëóêîëåö è êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, à òàê-

14E. K. van Douwen, Cardinal functions on Boolean spaces, Handbook of Boolean algebras, North-Holland,
Amsterdam, 2, 417�467 (1989).

15L. Gillman, M. Jerison, Rings of Continuous Functions, Springer, New York (1960).
16K. Kunen, Large homogeneous compact spaces, in J. van Mill, G. Reed (Eds.), Open Problems in

Topology, Elsevier Science Publishers B.V., North-Holland, Amsterdam, 261�270 (1990).
17E. K. van Douwen, Prime Mappings, Number of Factors and Binary Operations, Dissertationes

Mathematicae, 119, PWN, Warsaw (1981).
18W.W. Comfort, Ultra�lters: some old and some new results, Bull. Amer. Math. Soc., 83, 417�455 (1977).
19M. Husek, Continious mappings on subspaces of products, Symposia Math., 17, 25�41 (1976).

3



æå äîêàçûâàåì, ÷òî êëàññû R1-, R2- è R3-ïðîñòðàíñòâ íå ñîõðàíÿþòñÿ
ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè, â îòëè÷èå îò êëàññîâ ýêñòðåìàëü-
íî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ è F -ïðîñòðàíñòâ.

Ìû îáîáùàåì òåîðåìó Êóíåíà î íåîäíîðîäíîñòè ïðîèçâåäåíèé íà êëàññ
R2-ïðîñòðàíñòâ, à â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíîãî óëüòðà-
ôèëüòðà è íà êëàññ βω-ïðîñòðàíñòâ. Äèñêðåòíûå óëüòðàôèëüòðû âïåðâûå
ïîÿâèëèñü â ñòàòüå Áàóìãàðòíåðà20. Â äèññåðòàöèè ìû èññëåäóåì êëàññ
äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âñÿêèé äèñ-
êðåòíûé óëüòðàôèëüòð ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî
ïðîñòðàíñòâà X, è ðàññìàòðèâàåì ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ óëü-
òðàôèëüòðîâ ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ îäíîðîäíîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ìû òàêæå èññëåäóåì ðàçëè÷íûå ïîðÿäêè íà óëüòðàôèëüòðàõ è ñâÿçü ìåæ-
äó íèìè.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè

Ââåñòè è èññëåäîâàòü ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ êëàññû R1-, R2-, R3-
ïðîñòðàíñòâ, îáîáùàþùèå êëàññû ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ è
F -ïðîñòðàíñòâ è èìåþùèå ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïåðåä íèìè. Îõàðàêòåðèçî-
âàòü ââåä¼ííûå êëàññû ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ïðîäîëæåíèé íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé ñî ñ÷¼òíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, à òàêæå èäåàëîâ ïîëóêîëåö è
êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Èññëåäîâàòü îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâ èç
êëàññîâ R1-, R2- è R3-ïðîñòðàíñòâ, èõ ïðîèçâåäåíèé è ïîäïðîñòðàíñòâ, è ñ
ýòîé öåëüþ èçó÷èòü ïîðÿäêè íà êëàññå óëüòðàôèëüòðîâ, èññëåäîâàòü äèñ-
êðåòíûå óëüòðàôèëüòðû íà ω, èõ ñâÿçü ñ äðóãèìè òèïàìè óëüòðàôèëüòðîâ
è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ñâîéñòâà è âçàèìîñâÿçü ïîðÿäêîâ Ðóäèí�Êåéñëåðà, Ðóäèí�Áëàññà è
Ðóäèí�Ôðîëèêà íà êëàññå óëüòðàôèëüòðîâ, èññëåäîâàíèå äèñêðåò-
íûõ óëüòðàôèëüòðîâ. Îïèñàíèå àëãåáðû äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ.

2. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êëàññîâ R1-, R2-, R3-ïðîñòðàíñòâ, îáîáùàþùèõ
êëàññ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òåîðåìà î î òîì, ÷òî îíè

20J. E. Baumgartner, Ultra�lters on ω, J. Symb. Logic, 60, 624�639 (1995).
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ñòðîãî ñîäåðæàòñÿ äðóã â äðóãå. Èõ îáîáùåíèå íà ñëó÷àé íåñ÷¼ò-
íûõ êàðäèíàëîâ. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ââåä¼ííûå êëàññû ïðî-
ñòðàíñòâ îáëàäàþò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè, íî íå ñîõðàíÿþòñÿ
ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè.

3. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé ñ ïîäïðîñòðàíñòâ â êëàññàõ
R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ. Àëãåáðàè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ R1- è R3-
ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ èäåàëîâ ïîëóêîëåö è êîëåö íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé.

4. Ñðàâíèìîñòü â ñìûñëå ïîðÿäêà Ðóäèí�Êåéñëåðà óëüòðàôèëüòðîâ, ïî
êîòîðûì â R2- è βω-ïðîñòðàíñòâå ñõîäÿòñÿ ðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ê îäíîé è òîé æå òî÷êå. Íåîäíîðîäíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ áåñêîíå÷-
íûõ êîìïàêòíûõ R2-ïðîñòðàíñòâ, à â ïðåäïîëîæåíèè d = c, ïðîèçâå-
äåíèÿ êîìïàêòíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàòåëüñòâî â äîïîëíèòåëü-
íûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êîíå÷íîñòè êîìïàê-
òîâ â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ βω-ïðîñòðàíñòâ è ìåòðèçóåìîñòè
êîìïàêòîâ â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñ÷¼òíûõ ïðîèçâåäåíèé îä-
íîðîäíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Èññëåäîâàíû ïîðÿäêè Ðóäèí�Êåéñëåðà, Ðóäèí�Áëàññà è Ðóäèí�Ôðî-
ëèêà íà êëàññå óëüòðàôèëüòðîâ, ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëü-
òðîâ, èõ ñâÿçü ñ äðóãèìè êëàññàìè óëüòðàôèëüòðîâ. Ðàññìîòðåíà àë-
ãåáðà äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ.

2. Ââåäåíû êëàññûR1-,R2-,R3-ïðîñòðàíñòâ, îáîáùàþùèå êëàññ ýêñòðå-
ìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàíî, ÷òî èìåþò ìåñòî ñòðîãèå
âêëþ÷åíèÿ:

êëàññ F -ïðîñòðàíñòâ ⊊ êëàññ R1-ïðîñòðàíñòâ ⊊
⊊ êëàññ R2-ïðîñòðàíñòâ ⊊ êëàññ R3-ïðîñòðàíñòâ ⊊

⊊ êëàññ βω-ïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàíî, ÷òî ââåä¼ííûå êëàññû ïðîñòðàíñòâ îáëàäàþò ñâîéñòâîì
íàñëåäñòâåííîñòè, íî íå ñîõðàíÿþòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôè-
êàöèÿìè. Îïðåäåëåíû è ðàññìîòðåíû îáîáùåíèÿ êëàññîâ R1-, R2- è
R3-ïðîñòðàíñòâ íà íåñ÷¼òíûå êàðäèíàëû.
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3. Èññëåäîâàíî ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé ñî ñ÷¼òíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â êëàñ-
ñàõ R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ. Äàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ R1-
è R3-ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ èäåàëîâ ïîëóêîëåö è êîëåö íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé.

4. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñðàâíèìîñòè â ñìûñëå ïîðÿäêà Ðóäèí�Êåéñ-
ëåðà óëüòðàôèëüòðîâ, ïî êîòîðûì â R2- è βω-ïðîñòðàíñòâå ñõîäÿòñÿ
ðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê îäíîé è òîé æå òî÷êå. Äîêàçàíî, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòíûõR2-ïðîñòðàíñòâ íåîäíîðîäíî,
à â ïðåäïîëîæåíèè d = c, ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ
íåîäíîðîäíî. Â äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ äîêàçàíà êîíå÷íîñòü êîìïàêòîâ â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàí-
ñòâàõ êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé îäíîðîäíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ è ìåòðè-
çóåìîñòü êîìïàêòîâ â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñ÷¼òíûõ ïðîèç-
âåäåíèé îäíîðîäíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû îáùåé òîïîëîãèè, òåîðèè óëüòðà-
ôèëüòðîâ, òåîðèè ìíîæåñòâ è ýëåìåíòû òåîðèè êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ

öåííîñòü ðàáîòû

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåä-
ñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè îáùåé òîïîëîãèè, òåîðèè
óëüòðàôèëüòðîâ, òåîðèè ìíîæåñòâ è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è

àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ñîèñêàòåëü èìååò 6 îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò, âñå îíè ïî òåìå äèññåðòà-
öèè; èç íèõ 4 ðàáîòû [1], [2], [3] è [4] îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ íà-
ó÷íûõ èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â áàçàõ äàííûõ Web of Science, Scopus,
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ÐÈÍÖ, RSCI. Ïî íèì áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîä-
íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ.

Ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè:

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî òîïîëîãèè è å¼ ïðèëîæåíèÿì, ïîñâÿ-
ùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Þ.Ì. Ñìèðíîâà, 20�21 ñåíòÿáðÿ
2021.

� XXIXÌåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è
ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ 2022¿, èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà,
Ðîññèÿ, 11�22 àïðåëÿ 2022.

Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå ñåìèíàðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà:

� Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð èìåíè Ï.C. Àëåêñàíäðîâà, êà-
ôåäðà îáùåé òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè, 11 ìàðòà 2021 ãîäà.

� Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð èìåíè Ï.C. Àëåêñàíäðîâà, êà-
ôåäðà îáùåé òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè, 11 íîÿáðÿ 2021 ãîäà.

� Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð èìåíè Ï.C. Àëåêñàíäðîâà, êà-
ôåäðà îáùåé òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè, 10 ìàðòà 2022 ãîäà.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà
ëèòåðàòóðû è ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà. Îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò
86 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû è ïóáëèêàöèé àâòîðà âêëþ÷àåò â ñåáÿ 55
íàèìåíîâàíèé. Èñïîëüçóåòñÿ òðîéíàÿ íóìåðàöèÿ îïðåäåëåíèé, ëåìì, òåî-
ðåì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé è çàìå÷àíèé. Ïåðâîå ÷èñëî îçíà÷àåò íîìåð
ãëàâû, âòîðîå � íîìåð ðàçäåëà âíóòðè ãëàâû, à òðåòüå � íîìåð ïîäðàçäåëà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, îïðåäåëÿåòñÿ îá-
ëàñòü èññëåäîâàíèÿ, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû è íàó÷íàÿ íîâèçíà

7



ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà îñíîâíûì ñâîéñòâàì óëüòðàôèëüòðîâ, ïîðÿäêàì
Ðóäèí�Êåéñëåðà, Ðóäèí-Áëàññà è Ðóäèí�Ôðîëèêà íà óëüòðàôèëüòðàõ, äèñ-
êðåòíûì óëüòðàôèëüòðàì è îïåðàöèÿì íàä óëüòðàôèëüòðàìè. Ïåðå÷èñëèì
îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû.

Íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêîâ íà óëüòðàôèëüòðàõ21.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ïîðÿäîê Ðóäèí�Êåéñëåðà ⩽RK íà βω îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâèëîì: äëÿ p, q ∈ βω p ⩽RK q, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : ω → ω
òàêàÿ, ÷òî βf(q) = p.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ïîðÿäîê Ðóäèí�Áëàññà ⩽RB íà βω îïðåäåëÿåòñÿ ïðà-
âèëîì: äëÿ p, q ∈ βω p ⩽RB q, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîêðàòíàÿ ôóíêöèÿ
f : ω → ω òàêàÿ, ÷òî βf(q) = p.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ïîðÿäîê Ðóäèí�Ôðîëèêà ⩽RF íà βω îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâèëîì: äëÿ p, q ∈ βω p ⩽RF q, åñëè ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíàÿ ôóíê-
öèÿ φ : ω → βω òàêàÿ, ÷òî φ(ω) äèñêðåòíî è βφ(p) = q.

Áàóìãàðòíåð20 ââ¼ë îïðåäåëåíèå I-óëüòðàôèëüòðà è ñâÿçàííûå ñ íèì
êëàññû óëüòðàôèëüòðîâ.

Åñëè X = R è I � ñåìåéñòâî âñåõ äèñêðåòíûõ (ðàçðåæåííûõ, ìåðû
íîëü, íèãäå íå ïëîòíûõ) ïîäìíîæåñòâ R, I-óëüòðàôèëüòð íàçûâàåòñÿ äèñ-
êðåòíûì (ðàçðåæåííûì, ìåðû íîëü, íèãäå íå ïëîòíûì ñîîòâåòñòâåííî).

Ðàññìàòðèâàÿ ñåìåéñòâî I äèñêðåòíûõ ïîäìíîæåñòâ X è íàêëàäûâàÿ
ïðåäïîëîæåíèÿ íà f : I → X, ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå êëàññû äèñêðåòíîïî-
äîáíûõ óëüòðàôèëüòðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñêàæåì,
÷òî óëüòðàôèëüòð p íà ω ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì (êîíå÷íîêðàòíî X-äè-
ñêðåòíûì, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûì) åñëè äëÿ ëþáîé (äëÿ êîíå÷íîêðàò-
íîé, èíúåêòèâíîé ñîîòâåòñòâåííî) ôóíêöèè f : ω → X íàéä¼òñÿ A ∈ p
òàêîé, ÷òî f(A) äèñêðåòíî â X. Äëÿ X = R ìû ïèøåì ¾äèñêðåòíûé¿
âìåñòî ¾R-äèñêðåòíûé¿.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. Ëþáîé äèñêðåòíûé (êîíå÷íîêðàòíî äèñêðåòíûé,
èíúåêòèâíî äèñêðåòíûé) óëüòðàôèëüòð ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì (êî-

21W. Comfort, S. Negrepontis, The theory of ultra�lters, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York
(1974).
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íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûì, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûì ñîîòâåòñòâåí-
íî) äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2. Íåñóùåñòâîâàíèå íèãäå íå ïëîòíûõ óëüòðàôèëü-
òðîâ âëå÷¼ò çà ñîáîé íåñóùåñòâîâàíèå èíúåêòèâíî äèñêðåòíûõ óëüòðà-
ôèëüòðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.3. (i) Åñëè p ∈ βω ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì äëÿ íåêî-
òîðîãî ïðîñòðàíñòâà X è q ⩽RK p, òî q ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì.

(ii) Åñëè p ∈ βω ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûì äëÿ íåêî-
òîðîãî ïðîñòðàíñòâà X è q ⩽RB p, òî q ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîêðàòíî X-
äèñêðåòíûì.

(iii) Åñëè q ∈ βω ÿâëÿåòñÿ ω∗-äèñêðåòíûì è p � íåòðèâèàëüíûé q-
ïðåäåë íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈ω èç βω, òî íàéä¼òñÿ r ∈ βω

òàêîé, ÷òî r ⩽RK q è r ⩽RF p. Áîëåå òîãî, p = r-limn xkn äëÿ íåêî-
òîðîé äèñêðåòíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xkn)n∈ω ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(xn)n∈ω, ñîñòîÿùåé èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê.

(iv) Åñëè q ∈ βω ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíî ω∗-äèñêðåòíûì, òî q ⩽RF p

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ÿâëÿåòñÿ q-ïðåäåëîì íåêîòîðîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (xn)n∈ω ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç βω.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâåäåíèå óëüòðàôèëüòðîâ22.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ïóñòü p è q � óëüòðàôèëüòðû íà ω. Òîãäà òåíçîð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì, èëè ïðîèçâåäåíèåì Ôóáèíè, p⊗ q óëüòðàôèëüòðîâ p è
q íàçûâàåòñÿ óëüòðàôèëüòð íà ω × ω, îïðåäåë¼ííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p⊗ q = {A ⊆ ω × ω : {n : {m : (n,m) ∈ A} ∈ q} ∈ p}.

Îáîáùåíèåì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ óëüòðàôèëüòðîâ ÿâëÿåòñÿ
ñóììà Ôóáèíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè qn ∈ βω ïî óëüòðàôèëüòðó p ∈ βω, åãî
áàçó ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâà âèäà

⋃
n∈P

{n} × Qn, ãäå P ∈ p è Qn ∈ qn äëÿ

ëþáîãî n ∈ P .
Âàí Ìèëë23 îïðåäåëèë ðàçëè÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû óëüòðàôèëü-

òðîâ èç ω∗, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

A1 = {x ∈ ω∗ : ∃ ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîåD ⊂ ω∗ \ {x}, x ∈ D}.
22N. Hindman, D. Strauss, Algebra in the Stone� �Cech Compacti�cation, Walter de Gruyter, Berlin, New

York (1998).
23An introduction to βω, Chapter 11 in K. Kunen, J. E. Vaughan (Eds.), Handbook of Set-Theoretic

Topology, Elsevier Science Publishers B.V., North-Holland, Amsterdam, 503�567 (1984).
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Óëüòðàôèëüòðû íå òèïà A1 ìû íàçûâàåì äèñêðåòíî ñëàáûìè P -òî÷-
êàìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. Ïóñòü p, q � óëüòðàôèëüòðû èç ω∗, òîãäà òåíçîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå p⊗ q ïðèíàäëåæèò A1.

Ñëåäñòâèå 1.4.1. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåãëàâíûõ óëüòðàôèëü-
òðîâ íå ìîæåò áûòü äèñêðåòíî ñëàáîé P -òî÷êîé. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå
òàêîå ïðîèçâåäåíèå íå ⩽RF-ìèíèìàëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.2. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X è ëþáûõ X-äèñêðåòíûõ
(êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûõ, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûõ) óëüòðàôèëü-
òðîâ p, qn ∈ ω∗, n ∈ ω, ñóììà Ôóáèíè

∑
p(qn) � ýòî X-äèñêðåòíûé (êî-

íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûé, èíúåêòèâíî X-äèñêðåòíûé) óëüòðàôèëüòð
íà ω × ω.

Ñëåäñòâèå 1.4.2. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X è ëþáûõ X-äèñêðåòíûõ (êî-
íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûõ) óëüòðàôèëüòðîâ p, q ∈ ω∗, òåíçîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå p⊗q ÿâëÿåòñÿ X-äèñêðåòíûì (êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûì)
óëüòðàôèëüòðîì íà ω × ω.

Ñëåäñòâèå 1.4.3. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X è ëþáûõ X-äèñêðåòíûõ (êî-
íå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûõ) óëüòðàôèëüòðîâ p, q ∈ N∗ óëüòðàôèëüòðû
p · q è p+ q ÿâëÿþòñÿ X-äèñêðåòíûìè (êîíå÷íîêðàòíî X-äèñêðåòíûìè).

Ñëåäñòâèå 1.4.4. Ìíîæåñòâà äèñêðåòíûõ, êîíå÷íîêðàòíî äèñêðåòíûõ,
ω∗-äèñêðåòíûõ è êîíå÷íîêðàòíî ω∗-äèñêðåòíûõ óëüòðàôèëüòðîâ íà N
îáðàçóþò ïîäïîëóãðóïïó â ïîëóãðóïïàõ (βN, ·) è (βN,+).

Ñëåäñòâèå 1.4.5. Åñëè ñóùåñòâóþò äèñêðåòíûå óëüòðàôèëüòðû, òî ñó-
ùåñòâóþò äèñêðåòíûå óëüòðàôèëüòðû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ äèñêðåò-
íî ñëàáûìè P -òî÷êàìè (è ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿþòñÿ ⩽RF-ìèíèìàëü-
íûìè).

Â ãëàâå 2 ââîäÿòñÿ R1-, R2-, R3-ïðîñòðàíñòâà, ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ
ñâîéñòâà, ñòðîÿòñÿ ðàçëè÷àþùèå ïðèìåðû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, òàêæå îïðå-
äåëÿþòñÿ îáîáùåíèÿ íîâûõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ íà ïðîèçâîëüíûå êàðäè-
íàëû. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû.

Îïðåäåëåíèå 2.1.7. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ
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� R1-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáîå ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
X ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî, ò.å. ëþáûå äâà ñ÷¼òíûõ îòäåë¼ííûõ ïîä-
ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ;

� R2-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà ñ÷¼òíûõ îòäåë¼ííûõ ïîäìíîæå-
ñòâà ïðîñòðàíñòâà X, îäíî èç êîòîðûõ äèñêðåòíî, èìåþò íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ çàìûêàíèÿ;

� R3-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà ñ÷¼òíûõ îòäåë¼ííûõ äèñêðåòíûõ
ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñâîéñòâà Ri äëÿ i = 1, 2, 3 íàñëåäñòâåííû, ò.å.
ñîõðàíÿþòñÿ ëþáûìè ñâîèìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Òåîðåìà 2.2.4. Èìåþò ìåñòî ñòðîãèå âêëþ÷åíèÿ:

êëàññ F -ïðîñòðàíñòâ ⊊ êëàññ R1-ïðîñòðàíñòâ ⊊
⊊ êëàññ R2-ïðîñòðàíñòâ ⊊ êëàññ R3-ïðîñòðàíñòâ ⊊

⊊ êëàññ βω-ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 2.3.2. Êëàññû R1-, R2-, R3- è βω-ïðîñòðàíñòâ íå ñîõðàíÿþòñÿ
ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè.

Ðàññìîòðèì îáîáùåíèÿ ââåä¼ííûõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâ íà ïðîèçâîëü-
íûå áåñêîíå÷íûå êàðäèíàëû. Ïóñòü τ � ëþáîé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ

� R1(τ)-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà îòäåë¼ííûõ ïîäìíîæåñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà X ìîùíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé τ , èìåþò íåïåðåñåêàþùè-
åñÿ çàìûêàíèÿ;

� R2(τ)-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà îòäåë¼ííûõ ïîäìíîæåñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà X ìîùíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé τ , îäíî èç êîòîðûõ äèñ-
êðåòíî, èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ;

� R3(τ)-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáûå äâà îòäåë¼ííûõ äèñêðåòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X ìîùíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé τ , èìåþò
íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ.

Ñâîéñòâà Ri(τ) äëÿ i = 1, 2, 3 òàêæå íàñëåäñòâåííû è äëÿ íèõ âûïîë-
íåíåí àíàëîã òåîðåìû 2.3.2.
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Òåîðåìà 2.4.1. Êëàññû R1(τ)-, R2(τ)-, R3(τ)- è βτ -ïðîñòðàíñòâ íå ñî-
õðàíÿþòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêèìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè.

Ïðèìåð 2.4.2. F -ïðîñòðàíñòâî ïðîèçâîëüíîé íåñ÷¼òíîé ìîùíîñòè τ ,
íå ÿâëÿþùååñÿ R3(ℵ1)-ïðîñòðàíñòâîì.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ïðîäîëæåíèþ ôóíêöèé â êëàññàõR1- èR3-ïðîñòðàí-
ñòâ è õàðàêòåðèçàöèèR1- èR3-ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ïðîäîëæåíèÿ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé ñî ñ÷¼òíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è èäåàëîâ ïîëóêîëåö è êîëåö
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òàêîâû:

Òåîðåìà 3.1.1. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X C∗-âëîæåíî
â Y .

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X C∗-âëîæåíî â
X.

Ñëåäñòâèå 3.1.3. Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå R1-ïðîñòðàíñòâî è Y ⊂ X

� ñ÷¼òíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Òîãäà Y C∗-âëîæåíî â X.

Òåîðåìà 3.1.2. (i) Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî D ⊂ X
C∗-âëîæåíî â D.

(ii) Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Y ⊂ X
êàæäîå ìíîæåñòâî A ⊂ Y C∗-âëîæåíî â Y .

(iii) Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà çàìûêàíèå ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà D ⊂ X ÿâëÿ-
åòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàêòèôèêàöèåé βD ìíîæåñòâà D.

(iv) Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáîå ñ÷¼òíîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî D ⊂ X ñ êîìïàêò-
íûì çàìûêàíèåì D C∗-âëîæåíî â X.

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî êëþ÷åâûõ õàðàêòåðèñòèê R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ â
òåðìèíàõ èäåàëîâ.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.3. Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñò-
ðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà
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A ⊂ X êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé èäåàë â C(A) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.4. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R1-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X êàæäûé
êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé èäåàë â C(A) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.5. Êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ R3-ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X
êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé èäåàë â C(A) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Òåîðåìà 3.2.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R1-ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y, I) ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå;

3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y , I) ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå;

4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y, I) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ïðîñòîé èäåàë;

5) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïîëóêîëüöà
C(Y , I) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ïðîñòîé èäåàë;

6) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå ïðîñòûå èäåàëû ïîëóêîëüöà C(Y, I),
ñîäåðæàùèå äàííûé ïðîñòîé èäåàë, îáðàçóþò öåïü (ò.å. ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åíû ïî âêëþ÷åíèþ);

7) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå ïðîñòûå èäåàëû ïîëóêîëüöà C(Y , I),
ñîäåðæàùèå äàííûé ïðîñòîé èäåàë, îáðàçóþò öåïü.

Òåîðåìà 3.2.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R3-ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ïî-
ëóêîëüöà C(Y , I) ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì ìàêñèìàëüíîì èäåà-
ëå;
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3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X êàæäûé ïðîñòîé èäåàë
ïîëóêîëüöà C(Y , I) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ïðîñòîé
èäåàë;

4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X âñå ïðîñòûå èäåàëû ïîëó-
êîëüöà C(Y , I), ñîäåðæàùèå äàííûé ïðîñòîé èäåàë, îáðàçóþò öåïü.

Òåîðåìà 3.2.6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R1-ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêè IdC(Y ) è IdC+(Y ) èçîìîðô-
íû;

3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêè IdC(Y ) è IdC+(Y ) èçîìîðô-
íû;

4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêà IdC+(Y ) ìîäóëÿðíà;

5) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ Xðåø¼òêà IdC+(Y ) ìîäóëÿðíà;

6) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ Xðåø¼òêà IdC+(Y ) äèñòðèáóòèâíà;

7) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ Xðåø¼òêà IdC+(Y ) äèñòðèáóòèâíà;

8) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C+(Y ) ïîëóñòðîãèå;

9) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C+(Y ) ïîëóñòðîãèå;

10) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C(Y ) ðàçíîñòíûå;

11) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C(Y ) ðàçíîñòíûå.

Òåîðåìà 3.2.7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà X ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) X � R3-ïðîñòðàíñòâî;

2) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêè IdC(Y ) è IdC+(Y )
èçîìîðôíû;

3) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêà IdC+(Y ) ìîäó-
ëÿðíà;
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4) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X ðåø¼òêà IdC+(Y ) äèñòðè-
áóòèâíà;

5) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C+(Y ) ïîëó-
ñòðîãèå;

6) äëÿ ëþáîãî ñ÷¼òíîãî äèñêðåòíîãî Y ⊂ X âñå èäåàëû â C(Y ) ðàç-
íîñòíûå.

Â ãëàâå 4 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû îá îäíîðîäíîñòè â ïðîèçâåäåíèÿõ ïðî-
ñòðàíñòâ.

Îäíèì èç ãëàâíûõ èíñòðóìåíòîâ äîêàçàòåëüñòâà íåîäíîðîäíîñòè ÿâëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû î ñðàâíèìîñòè óëüòðàôèëüòðîâ.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü q ∈ ω∗ � ëþáîé íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð íà ω

è p ∈ ω∗ � íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð, ÿâëÿþùèéñÿ ñëàáîé P -òî÷êîé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîìïàêòíîå R2-ïðîñòðàíñòâî X, òî÷-
êà x ∈ X è äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (dm)m∈ω è (en)n∈ω òî÷åê X òàêèå,
÷òî {dm : m ∈ ω} � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê è
en ̸= x äëÿ âñåx n ∈ ω, ïðè÷åì x = p-limm dm = q-limn en. Òîãäà p ⩽RK q.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî x ∈ X, (dm)m∈ω � äèñêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê
X, (en)n∈ω � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê X è x = p-limm dm =
q-limn en, ãäå p, q ∈ ω∗, p � äèñêðåòíî ñëàáàÿ P -òî÷êà è q � äèñêðåòíûé
óëüòðàôèëüòð. Åñëè {n : en = x} /∈ q, òî p ⩽RK q.

Â äîêàçàòåëüñòâå îäíîãî èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå
S-ðàçäåë¼ííîñòè:

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî D = {dn : n ∈ ω} â ïðîèçâîëü-
íîì êîìïàêòå X S-ðàçäåë¼ííûì, åñëè íàéäóòñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè
Un ∋ dn, n ∈ ω, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ yn ∈ Un, n ∈ ω, è äëÿ âñåõ I ⊆ ω

{yn : n ∈ I} ∩ {yn : n /∈ I} = ∅.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.1. Ïóñòü κ � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë è X =
∏
α<κ

Xα,

ãäå êàæäûé Xα � êîìïàêò, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî dn ∈ X äëÿ n ∈ ω.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñâÿçàíû èìïëèêàöèÿìè 1) =⇒ 2) è 2) ⇐⇒ 3):

1) äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ κ ìíîæåñòâî {dnα : n ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ S-ðàçäå-
ë¼ííûì â Xα;
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2) äëÿ íåêîòîðîãî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà B ⊆ κ ìíîæåñòâî {πB(dn) :
n ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ S-ðàçäåë¼ííûì â

∏
α∈B

Xα;

3) ìíîæåñòâî {dn : n ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ S-ðàçäåë¼ííûì â X.

Ñâîéñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðîòèâîïîñòàâèòü ñâîéñòâó R3, áûëî ââåäåíî
Êóíåíîì16:

Îïðåäåëåíèå 4.3.2. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñåêâåí-
öèàëüíî ìàëûì, åñëè ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç X ñîäåðæèò áåñêî-
íå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, çàìûêàíèå êîòîðîãî íå ñîäåðæèò êîïèþ βω.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü κ � êàðäèíàë è X =
∏
α<κ

Xα � êîìïàêò, ïðè-

÷¼ì êàæäûé Xα óäîâëåòâîðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé: (i) ÿâëÿåòñÿ R2-ïðîñòðàíñòâîì; (ii) ñîäåðæèò ñëàáóþ P -òî÷êó;
(iii) ñîäåðæèò íåïóñòîå ñåêâåíöèàëüíî ìàëîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî.
Ïóñòü òàêæå Xα � áåñêîíå÷íîå êîìïàêòíîå R2-ïðîñòðàíñòâî äëÿ õîòÿ
áû îäíîãî α ∈ A. Òîãäà X íåîäíîðîäíî.

Ñëåäñòâèå 4.3.1. Ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ R2-ïðîñòðàíñòâ íåîäíîðîä-
íî.

Òåîðåìà 4.3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé óëüòðàôè-
ëüòð q ∈ ω∗, κ � êàðäèíàë è X =

∏
α<κ

Xα � êîìïàêò, ïðè÷¼ì êàæ-

äûé Xα óäîâëåòâîðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(i) ÿâëÿåòñÿ βω-ïðîñòðàíñòâîì; (ii) ñîäåðæèò ñëàáóþ P -òî÷êó; (iii) ñî-
äåðæèò íåïóñòîå ñåêâåíöèàëüíî ìàëîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Ïóñòü
òàêæå Xα � áåñêîíå÷íîå êîìïàêòíîå βω-ïðîñòðàíñòâî äëÿ õîòÿ áû îä-
íîãî α ∈ A. Òîãäà X íåîäíîðîäíî.

Ñëåäñòâèå 4.3.2. Åñëè ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé óëüòðàôèëüòð â ω∗, òî
ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ íåîäíîäíîðîäíî.

Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èñïîëüçóåò ïðåäïîëîæåíèå d = c. ×åðåç d îáîçíà-
÷àþò íàèìåíüøóþ ìîùíîñòü äîìèíèðóþùåãî ñåìåéñòâà D ôóíêöèé ω →
ω, ò.å. ñåìåéñòâà ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : ω → ω íàé-
ä¼òñÿ ôóíêöèÿ g ∈ D òàêàÿ, ÷òî g(n) ⩾ f(n) äëÿ âñåõ, êðîìå êîíå÷íîãî
÷èñëà, n ∈ ω, è c � ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ 2ω. Î÷åâèäíî, ÷òî CH âëå-
÷¼ò çà ñîáîé ω1 = d = c, îäíàêî óòâåðæäåíèå ω1 < d = c òàêæå ñîâìåñòèìî
ñ ZFC.
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Ñëåäñòâèå 4.3.3. Â ïðåäïîëîæåíèè d = c ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíûõ βω-
ïðîñòðàíñòâ íåîäíîðîäíî.

Ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàòû î ìåòðèçóåìîñòè îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðî-
èçâåäåíèé.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå:

NNCPPκ: Ñóùåñòâóåò κ ïîïàðíî ⩽RB-íåñîâìåñòèìûõ (ò.å. íå ïî÷òè
êîãåðåíòíûõ) P -òî÷åê.

Òåîðåìà 4.4.1 (NNCPPω1
). Ïóñòü Y � βω-ïðîñòðàíñòâî, X ⊂ Y ω �

îäíîðîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà X ìåòðèçóåìî.

Òåîðåìà 4.4.2 (NNCPPn+1). Ïóñòü Y � βω-ïðîñòðàíñòâî, X ⊂ Y ω �
îäíîðîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà X êîíå÷íî.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Â ãëàâå 1 ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà óëüòðàôèëüòðîâ, ïîðÿä-
êè Ðóäèí�Êåéñëåðà, Ðóäèí�Áëàññà è Ðóäèí�Ôðîëèêà è âçàèìîñâÿçü
ìåæäó íèìè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî äèñêðåòíûì óëüòðàôèëüòðàì,
äîêàçàíî, ÷òî îíè îáðàçóþò ïîäïîëóãðóïïó â ïîëóãðóïïàõ (βN, ·) è â
(βN,+).

2. Â ãëàâå 2 ââåäåíû êëàññû R1-, R2-, R3-ïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿþùèåñÿ
åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè êëàññîâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è F -ïðîñòðàíñòâ. Èññëåäîâàíà èõ âçàèìîñâÿçü äðóã ñ äðóãîì
è ñ êëàññàìè F - è βω-ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàíî ïîëåçíîå îáùåå óòâåð-
æäåíèå î ïðîäîëæåíèè ôóíêöèé ñ ïîäïðîñòðàíñòâ íà òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîèçâåäåíèÿ; ñ ïîìîùüþ íåãî, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî êëàññû R1-
, R2-, R3- è βω-ïðîñòðàíñòâ íå ñîõðàíÿþòñÿ ñòîóí-÷åõîâñêîé êîìïàê-
òèôèêàöèåé. Îïðåäåëåíû è ðàññìîòðåíû îáîáùåíèÿ ââåä¼ííûõ êëàñ-
ñîâ ïðîñòðàíñòâ íà íåñ÷¼òíûå êàðäèíàëû.

3. Â ãëàâå 3 ðàññìîòðåíî ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé â êëàññå R1- è R3-
ïðîñòðàíñòâ ñî ñ÷¼òíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïðèâåäåíà àëãåáðàè÷åñêàÿ

17



õàðàêòåðèçàöèÿ R1- è R3-ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ èäåàëîâ ïîëóêîëåö
è êîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

4. Â ãëàâå 4 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñðàâíèìîñòè â ñìûñëå ïîðÿäêà
Ðóäèí�Êåéñëåðà óëüòðàôèëüòðîâ, ïî êîòîðûì â R2- è βω-ïðîñòðàí-
ñòâå ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê îäíîé è òîé æå òî÷êå. Äîêàçà-
íî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòíûõ R2-ïðîñòðàíñòâ ïðî-
ñòðàíñòâ, à ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíîãî óëüòðàôèëüòðà
R3- è äàæå βω-ïðîñòðàíñòâ, íå áûâàåò îäíîðîäíûì. Òàêæå â äîïîë-
íèòåëüíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàçàíà êî-
íå÷íîñòü êîìïàêòîâ â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ êîíå÷íûõ ïðî-
èçâåäåíèé îäíîðîäíûõ βω-ïðîñòðàíñòâ è ìåòðèçóåìîñòü êîìïàêòîâ
â îäíîðîäíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñ÷¼òíûõ ïðîèçâåäåíèé îäíîðîäíûõ
βω-ïðîñòðàíñòâ.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ Îëüãå Âèêòîðîâíå Ñèïà÷åâîé çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ìíîãî÷èñëåííûå
ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ, çàáîòó è òåðïåíèå, à òàêæå Åâãåíèþ Àëåêñàíäðîâè-
÷ó Ðåçíè÷åíêî çà ñòèìóëèðóþùèå áåñåäû.

Àâòîð áëàãîäàðèò êîëëåêòèâ êàôåäðû îáùåé òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè çà
äîáðîæåëàòåëüíóþ è òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó.

Àâòîð òàêæå ïðèçíàòåëåí Åâãåíèþ Ìèõàéëîâè÷ó Âå÷òîìîâó çà ïëîäî-
òâîðíûå îáñóæäåíèÿ.

18
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