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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования и степень её разработан-

ности

Определение. Шириной b(x) элемента x конечной p-группы G называется
число удовлетворяющее равенству |G : CG(x)| = pb(x), где CG(x) является цен-
трализатором x в G. Ширина группы G определяется как максимум ширин её
элементов и обозначается b(G).

В 1957 году Джеймс Уайголд1 сформулировал следующие гипотезы.
Гипотеза 1. Для каждой группы G, для которой известно, что размер каж-

дой орбиты действия сопряжениями ограничен некоторым числом n, выполнено
|G′| ≤ n(1+λ(n))/2, где λ(n) – число (необязательно различных) простых делите-
лей n.

В случае, когда G – конечная p-группа, получаем следующий частный слу-
чай гипотезы 1.

Гипотеза 2. Для каждой конечной p-группы G выполнено неравенство

|G′| ≤ pb(G)(b(G)+1)/2.

И. М. Брайд2 доказал гипотезу 2 для p-групп класса нильпотентности 2. П.
Нейман3 доказал, что |G′| ≤ pb(G)

2 для каждой конечной p-группы G. Позже
М. Р. Вон-Ли4 доказал гипотезу 2 для метабелевых p-групп. В 1974 году Вон-
Ли5 доказал гипотезу 2 и, более того доказал, что равенство достигается лишь
в случаях, когда G имеет класс нильпотентности 2, или когда b(G) = 2 и G

имеет класс нильпотентности 3.
В 1973 году Дж. Уайголдом в «Коуровской тетради»6 была сформулирована

следующая более сильная гипотеза.
1J. Wiegold. Groups with boundedly finite classes of conjugate elements, Proceedings of the Royal Society of

London. Series A. Mathematical and Physical Sciences, 238(1214), 389–401 (1957).
2I. M. Bride. Second nilpotent BFC groups, Journal of the Australian Mathematical Society, 11(1), 9–18 (1970).
3P. M. Neumann. An improved bound for BFCp-groups, Journal of the Australian Mathematical Society, 11(1),

19-27 (1970).
4M. R. Vaughan-Lee. Metabelian BFC p-groups, Journal of the London Mathematical Society, 2(4), 673–680

(1972).
5M. R. Vaughan-Lee. Breadth and commutator subgroups of p-groups, Journal of Algebra, 32(2), 278–285

(1974).
6V. D. Mazurov and E. I. Khukhro. Unsolved problems in group theory. The Kourovka Notebook. no. 20,

arXiv:1401.0300v25 (2022).
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Гипотеза 3. Пусть G – конечная p-группа, для которой известно, что G′ >
pn(n−1)/2, для некоторого целого n. Тогда G порождается элементами ширины
не менее n.

Дж. Уайголд и М.Р. Вон-Ли7 доказали гипотезу 3 в случаях, когда G имеет
класс нильпотентности 2 и в случае b(G) ≤ p. Также, для каждого n ≥ 1

привели пример группы, для которой выполняется |G′| > p(n
2−5n+12)/2, b(G) = n,

но группа G не порождается элементами ширины n.
В настоящей диссертации автором доказывется гипотеза 3.

Определение. Пусть A – произвольная алгебра Ли. Шириной b(x) элемента
x алгебры Ли A называется число удовлетворяющее равенству

b(x) = dimA− dimCA(x),

где CA(x) является централизатором x в A.

В настоящей диссертации автором доказывается следующий аналог гипоте-
зы 3 для нильпотентных алгебр Ли.

Теорема 1. ПустьA – нильпотентная алгебра Ли, для которой известно, что
dimA′ > n(n−1)/2 для некоторого целого n. Тогда A порождается элементами
ширины не менее n.

Второй решаемой задачей настоящей диссертации является вопрос описания
максимальных подалгебр Ли среди локально нильпотентных дифференцирова-
ний коммутативной алгебры.

Рассмотрим произвольную коммутативную алгебру с единицей, конечной
степени трансцендентности, без делителей нуля B над полем k нулевой харак-
теристики.

Определение. Подалгебра Ли A алгебры Ли Derk(B) дифференцирований
называется максимальной по вложению алгеброй Ли среди локально нильпо-
тентных дифференцирований алгебры B, если A состоит из локально нильпо-
тентных дифференцирований алгебры B и каждая подалгебра Ли алгебры Ли
Derk(B), состоящая из локально нильпотентных дифференцирований алгебры
B и содержащая A, совпадает с A.

7M. R. Vaughan-Lee and J. Wiegold, Breadth, class and commutator subgroups of p-groups, Journal of Algebra,
32(2), 268–277 (1974).
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В монографии8 Дж. Фройденбургом были поставлены следующие гипотезы
о строении всех максимальных по вложению алгебр Ли среди локально ниль-
потентных дифференцирований.

Гипотеза 4. Треугольная алгебра Ли дифференцирований

T = k∂x1 ⊕ k[x1]∂x2 ⊕ . . .⊕ k[x1, . . . , xn−1]∂xn

алгебры многочленов k[x1, . . . , xn] является максимальной по вложению алгеб-
рой Ли среди локально нильпотентных дифференцирований этой алгебры.

Гипотеза 5. Все максимальные по вложению алгебры Ли среди локально
нильпотентных дифференцирований алгебры многочленов k[x1, . . . , xn] явля-
ются сопряженными к треугольной алгебре Ли дифференцирований

T = k∂x1 ⊕ k[x1]∂x2 ⊕ . . .⊕ k[x1, . . . , xn−1]∂xn.

В настоящей диссертации автором доказывется гипотеза 4 и строится контр-
пример к гипотезе 5 в случае n = 3. Более того, автором доказывается следую-
щая теорема, являющаяся уточнением гипотезы 5.

Теорема 1. Пусть A – максимальная по вложению алгеброй Ли среди ло-
кально нильпотентных дифференцирований алгебры B такая, что kerA = K.
Тогда найдутся элементы xi ∈ B такие, что B = K[x1, . . . , xn] и

A = K∂x1 ⊕ . . .⊕K[x1, . . . , xn−1]∂xn.

Цели и задачи работы

Основной целью работы является доказательство некоторых нерешенных гипо-
тез в теории алгебр Ли и p-групп.

Положения, выносимые на защиту

Основными результатами, полученными в настоящей диссертации, являются:

• доказательство гипотезы Уайголда для p-групп;
8G. Freudenburg. Algebraic theory of locally nilpotent derivations, Encyclopaedia of Mathematical Sciences,

Springer-Verlag, 136 (2006).

5



• доказательство аналога гипотезы Уайголда для нильпотентных алгебр
Ли;

• формулировка и доказательство усиленной версии гипотезы Уайголда для
конечномерных нильпотентных алгебр Ли;

• доказательство первой части гипотезы 11.7, поставленной
Дж.Фройденбургом9;

• опровержение второй части гипотезы 11.7, поставленной
Дж.Фройденбургом9;

• доказательство уточнённой версии гипотезы 11.7, поставленной
Дж.Фройденбургом9.

Объект и предмет исследования

Объектом исследования являются конечные p-группы и их коммутанты, ниль-
потентные алгебры Ли, алгебры Ли дифференцирований и их подалгебры Ли.

Предметом исследования являются конечные p-группы, нильпотентные ал-
гебры Ли, подалгебры Ли среди локально нильпотентных дифференцирований
произвольных коммутативных алгебр и их свойства.

Научная новизна

Полученные в диссертации результаты являются новыми. Среди них:
1. Доказательство гипотезы Уайголда о конечных p-группах.
2. Формулировки и доказательства усиленных версий гипотезы Уайголда в

случае конечных p-групп.
3. Формулировка и доказательство аналога гипотезы Уайголда для нильпо-

тентных алгебр Ли.
4. Формулировки и доказательства усиленных версий гипотезы Уайголда в

случае нильпотентных алгебр Ли.
5. Доказательство максимальности треугольной алгебры Ли локально ниль-

потентных дифференцирований алгебры многочленов.
9G. Freudenburg. Algebraic theory of locally nilpotent derivations, Encyclopaedia of Mathematical Sciences,

Springer-Verlag, 136 (2006).
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6. Описаны свойства максимальных по вложению подалгебр Ли среди ло-
кально нильпотентных дифференцирований произвольной коммутативной ал-
гебры B с единицей, без делителей нуля, и имеющей конечную степень транс-
цендентности.

Методы исследования

В работе используются методы теории алгебр Ли, p-групп, а также известные
теоремы коммутативной алгебры.

Теоретическая и практическая значимость

Работа имеет теоретический характер.
Результаты и методы, полученные в диссертации, представляют интерес для

специалистов в абстрактной алгебре, могут найти применение в теории групп
и алгебр Ли.

Степень достоверности и апробация результатов

Соискатель имеет 4 опубликованные работы, в том числе 4 статьи по теме дис-
сертации [34, 35, 36, 37], из них 4 работы [34, 35, 36, 37] опубликованы в научных
журналах из списка, рекомендованного ВАК.

Опубликованные статьи [34, 35, 36, 37] соответствуют пункту 2.3. положения
о присуждении ученых степеней в Московском государственном университете
имени М.В. Ломоносова.

Основные результаты диссертации докладывались на:
– на семинаре «Теория групп» под руководством профессора А.Ю. Ольшан-

ского, доцента А.А. Клячко и доцента О.В. Куликовой (механико-математиче-
ский факультет МГУ имени М.В. Ломоносова, 2013–2021, неоднократно)

– на конференции «Postgraduate Group Theory Conference» University of
Southampton 11th - 15th January 2021.

Структура и объём работы

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и списка публикаций
из 37 наименований. Общий объем диссертации составляет 65 страниц.
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Содержание работы

Введение посвящено актуальности рассматриваемой темы, краткой истории
вопроса, изложению цели работы и основных результатов.

Глава 1. В этой главе доказавыется гипотеза Уайголда для конечных p-
групп и её усиления. Результаты этой главы опубликованы в статье [1].
Основными результатами главы являются:

• Доказательство теоремы о том, что в случае, когда p > 2 и размер ком-
мутанта p-группы G превышает p

n(n−1)
2 , множество элементов группы G

ширины не менее n не может быть покрыто p− 1 собственными подгруп-
пами группы G.

• Доказательство теоремы о том, что в случае, когда p = 2 и размер ком-
мутанта p-группы G превышает 2

n(n−1)
2 , множество элементов группы G

ширины не менее n не может быть покрыто двумя собственными под-
группами группы G, одна из которых имеет индекс не менее 4 в G.

В разделе 1.1 предлагаются формулировки основных теорем.

Определение. Шириной b(x) элемента x конечной p-группы G называется
число удовлетворяющее равенству

|G : CG(x)| = pb(x),

где CG(x) является ценрализатором x в G.

Доказывается следующая теорема.

Теорема. Пусть G – конечная p-группа, и пусть |G′| > p
n(n−1)

2 для некоторого
целого неотрицательного n. Тогда группа G порождается элементами ширины
не меньше n.

В случае p 6= 2 доказывается следующая более сильная теорема.

Теорема. Пусть p 6= 2 – простое число. Пусть G – конечная p-группа такая,
что |G′| > p

n(n−1)
2 для некоторого целого неотрицательного n. Тогда множество

элементов группы G ширины не меньше n не может быть покрыто p − 1 соб-
ственными подгруппами группы G.
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В случае p = 2 получаем также более сильный результат.

Теорема. Пусть G – конечная 2-группа такая, что |G′| > 2
n(n−1)

2 для некоторого
целого неотрицательного n. Тогда множество элементов группы G ширины не
меньше n не может быть покрыто двумя собственными подгруппами группы
G, одна из которых является подгруппой индекса не менее 4 в G.

В разделе 1.2 вводятся основные определения и вспомогательные утвержде-
ния, используемые на протяжении всего текста.

Определение. Шириной bH(g) элемента g конечной p-группы G относительно
подгруппы H ⊆ G будем называть число удовлетворяющее уравнению

|H : CH(g)| = pbH(g),

где CH(g) = {h ∈ H|hg = gh} – централизатор элемента g в H.

Основным инструментом для доказательства гипотезы Уайголда для конеч-
ных p-групп является следующая лемма.

Лемма. Пусть G – конечная p-группа и пусть C её подгруппа индекса p. Тогда
для каждого элемента g из множества G \ C выполнено

logp |G′| ≤ b(g) + logp |C ′|.

В разделах 1.3, 1.4 приводятся доказательства основных теорем главы.

Глава 2. посвящена формулировке и доказательству аналога гипотезы Уай-
голда для нильпотентных алгебр Ли. Результаты этой главы опубликованы в
статье [2].

Основными результатами главы являются:

• Доказательство теоремы о том, что в случае, когда 2 < |F| < ∞ и раз-
мерность коммутанта F-алгебры Ли A превышает n(n−1)

2 , множество эле-
ментов алгебры Ли A ширины не менее n не может быть покрыто |F| − 1

собственными подалгебрами Ли алгебры Ли A.

• Доказательство теоремы о том, что в случае, когда |F| = 2 и размер-
ность коммутанта F-алгебры Ли A превышает n(n−1)

2 , множество элемен-
тов алгебры Ли A ширины не менее n не может быть покрыто двумя
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собственными подалгебрами Ли алгебры Ли A, одна из которых имеет
коразмерность не менее 2 в A.

• Доказательство теоремы о том, что в случае, когда |F| =∞ и размерность
коммутанта F-алгебры Ли A превышает n(n−1)

2 , множество элементов ал-
гебры Ли A ширины не менее n не может быть покрыто конечным числом
собственных подалгебр Ли алгебры Ли A.

В разделе 2.1 излагается краткая история вопроса, а также формулировки
основных теорем.

Определение. Шириной b(x) элемента x алгебры Ли g над полем F называется
число удовлетворяющее уравнению

dim g− dimCg(x) = b(x),

где Cg(x) является централизатором элемента x в g.

Доказывается следующая теорема.

Теорема. Пусть g – нильпотентная алгебра Ли над полем F и пусть размер-
ность её коммутанта больше n(n−1)/2 для некоторого неотрицательного целого
n. Тогда g порождается элементами ширины не меньше n.

В случае |F| =∞ доказываем следующую более сильную теорему.

Теорема. Пусть g – нильпотентная алгебра Ли над бесконечным полем F и
пусть размерность её коммутанта больше n(n− 1)/2 для некоторого неотрица-
тельного целого n. Тогда множество элементов алгебры Ли g ширины не менее
чем n не может быть покрыто конечным числом собственных подалгебр алгеб-
ры Ли g.

В случае 2 < |F| <∞ получаем следующий более сильный результат.

Теорема. Пусть g – нильпотентная алгебра Ли над конечным полем F 6= F2 и
пусть размерность её коммутанта больше n(n− 1)/2 для некоторого неотрица-
тельного целого n. Тогда множество элементов алгебры Ли g ширины не менее
чем n не покрывается |F| − 1 собственными подалгебрами алгебры Ли g.

В случае F = F2 получаем также более сильный результат.
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Теорема. Пусть g – нильпотентная алгебра Ли над полем F2 и пусть размер-
ность её коммутанта больше n(n−1)/2 для некоторого неотрицательного целого
n. Тогда множество элементов алгебры Ли g ширины не менее чем n не может
быть покрыто двумя собственными подалгебрами алгебры Ли g, одна из кото-
рых имеет коразмерность не менее 2 в g.

В разделе 2.2 вводятся основные определения и вспомогательные утвержде-
ния, используемые далее в тексте.

Определение. Шириной bh(x) элемента x конечномерной алгебры Ли g отно-
сительно её собственной подалгебры h ⊆ g называется число удовлетворяющее
равенству

dim h− dimCh(x) = bh(x),

где Ch(x) = {h ∈ h|[x, h] = 0} является централизатором x в h. Из этого
определения следует, что b(x) = bg(x).

Основным инструментом для доказательства аналога гипотезы Уайголда
для нильпотентных алгебр Ли является следующая лемма.

Лемма. Пусть g является конечномерной алгеброй Ли, тогда для каждого её
идеала h коразмерности 1 и для каждого элемента x, лежащего в множестве
g \ h, имеем dim g′ ≤ b(x) + dim h′.

В разделах 2.3, 2.4, 2.5 приводятся доказательства основных теорем главы.

Глава 3. В этой главе формулируется и доказывается усиленная версия
гипотезы Уайголда в случае конечномерных нильпотентных алгебр Ли над бес-
конечным полем. Результаты этой главы опубликованы в статье [3].

Основными результатами главы являются:

• Введено понятие итерированных конструкций подалгебр Ли и элементов,
связанных с произвольной конечномерной нильпотентной алгеброй Ли.

• Доказана теорема о том, что для произвольной конечномерной алгебры
Ли g выполнятся dimg′ ≤ n(n + 1)/2, в случае существования некоторой
итерированной конструкции подалгебр Ли и элементов определённого ви-
да.
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В разделе 3.1 излагается краткая история вопроса, а также формулировки
основных теорем.

Определение. Шириной b(x) элемента x алгебры Ли g над полем F называется
число удовлетворяющее уравнению

dim g− dimCg(x) = b(x),

где Cg(x) является централизатором элемента x в g.

Рассмотрим некоторую конечномерную нильпотентную алгебру Ли g над
бесконечным полем F и произвольную последовательность натуральных чисел
n1, n2, . . . , ndim g−1. Обозначим A = A∅ := g и пусть a = a∅ – произвольный
элемент, лежащий в A \ A′. Для каждого набора индексов

i0 = ∅, i1 ∈ [1, n1], . . . , ik ∈ [1, nk],

k ∈ [0, dim g− 1] определим подалгебры Ли Ai1,...,ik ⊆ g и элементы

ai1,...,ik ∈ Ai1,...,ik \ (Ai1,...,ik)′

индуктивно по k. Пусть для некоторого k ∈ [0, dim g− 2] уже построены подал-
гебры Ли Ai1,...,it ⊆ g и элементы ai1,...,it, где

i0 = ∅, i1 ∈ [1, n1], . . . , it ∈ [1, nt], t ∈ [0, k].

Для каждой алгебры Ли Ai1,...,ik рассмотрим произвольное множество попарно
различных максимальных идеальных подалгебр Ли

Ai1,...,ik,1,Ai1,...,ik,2, . . . ,Ai1,...,ik,nk+1

алгебры Ли Ai1,...,ik , не содержащих элемент ai1,...,ik (такие алгебры Ли всегда
найдутся, так как |F| = ∞ и ai1,...,ik /∈ (Ai1,...,ik)′). В качестве элемента ai1,...,ik+1

рассмотрим произвольный элемент, содержащийся в

Ai1,...,ik+1
\ (Ai1,...,ik+1

)′, i1 ∈ [1, n1], . . . , ik+1 ∈ [1, nk+1].

Продолжая данное построение по индукции, получаем семейство подалгебр Ли
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Ai1,...,ik ⊆ g и элементов ai1,...,ik ∈ Ai1,...,ik , где

i0 = ∅, i1 ∈ [1, n1], . . . , ik ∈ [1, nk], k ∈ [0, dim g− 1].

Определение. Семейство подалгебр Ли

{Ai1,...,ik ⊆ g | i0 = ∅, i1 ∈ [1, n1], . . . , ik ∈ [1, nk], k ∈ [0, dim g− 1]},

а также множество элементов

{ai1,...,ik ∈ Ai1,...,ik | i0 = ∅, i1 ∈ [1, n1], . . . , ik ∈ [1, nk], k ∈ [0, dim g− 1]},

построенные описанным выше способом, будем называть итерированной кон-
струкцией подалгебр Ли и элементов нильпотентной алгебры Ли g типа
(n1, n2, . . . , ndim g−1).

Доказываем следующую теорему.

Теорема. Пусть g – конечномерная нильпотентная алгебра Ли над бесконеч-
ным полем F. Предположим, что для некоторого натурального числа n нашлась
итерированная конструкция подалгебр Ли {Ai1,...,ik ⊆ g} и элементов
{ai1,...,ik ∈ Ai1,...,ik} алгебры Ли g имеющая тип (n1, n2, . . . , ndim g−1), где
ni ≥ min(i, n). Пусть также выполнено bg(ai1,...,ik) ≤ n для каждого из элементов
ai1,...,ik . Тогда dim g′ ≤ n(n+ 1)/2.

В разделе 3.2 вводятся основные определения и вспомогательные утвержде-
ния, используемые далее в тексте.

Определение. Шириной bh(x) элемента x конечномерной алгебры Ли g отно-
сительно её собственной подалгебры h ⊆ g называется число, удовлетворяющее
равенству

dim h− dimCh(x) = bh(x),

где
Ch(x) = {h ∈ h|[x, h] = 0}

является централизатором x в h. Из этого определения следует, что b(x) = bg(x).

Основными инструментами для доказательства усиленной гипотезы Уайгол-
да для конечномерных нильпотентных алгебр Ли являются следующие леммы.
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Лемма. Рассмотрим произвольную максимальную идеальную подалгебру Ли
h конечномерной нильпотентной алгебры Ли g. Обозначим за f идеал алгебры
Ли g, порожденный элементами x ∈ h такими, что bh(x) = b(x). Тогда в случае
f = h, имеем g′ = h′.

Лемма. Пусть g является конечномерной нильпотентной алгеброй Ли, тогда
для каждого её идеала h коразмерности 1 и для каждого элемента x, лежащего
в множестве g \ h, имеем dim g′ ≤ b(x) + dim h′.

Лемма. Пусть g – конечномерная нильпотентная алгебра Ли над бесконечным
полем F. Рассмотрим некоторую итерированную конструкцию подалгебр Ли
{Ai1,...,ik ⊆ g} и элементов {ai1,...,ik ∈ Ai1,...,ik} алгебры Ли g типа
(n1, n2, . . . , ndim g−1). Пусть n = mini ni, тогда множество {ai1,...,ik ∈ g} не по-
крывается n собственными векторными подпространствами пространства g.

В разделах 3.3, 3.4 приводятся доказательства основных теорем главы.

Глава 4. посвящена решению вопроса 11.7, поставленного
Дж.Фройденбургом в монографии10. Результаты этой главы опубликованы в
статье [4].

Основными результатами главы являются:

• Введено понятие локально нильпотентного множества дифференцирова-
ний и доказаны некоторые свойства локально нильпотентных множеств
дифференцирований.

• Построен контрпример ко второй части гипотезы 11.7, поставленной
Дж.Фройденбургом10.

• Доказано, что треугольная алгебра Ли дифференцирований

T = k∂x1 ⊕ k[x1]∂x2 ⊕ . . .⊕ k[x1, . . . , xn−1]∂xn

алгебры многочленов k[x1, . . . , xn] является максимальной по включению
алгеброй Ли среди локально нильпотентных дифференцирований этой ал-
гебры.

10G. Freudenburg. Algebraic theory of locally nilpotent derivations, Encyclopaedia of Mathematical Sciences,
Springer-Verlag, 136 (2006).
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• Доказана уточнённая версия второй части гипотезы 11.7, поставленной
Дж.Фройденбургом10.

В разделе 4.1 даётся краткая история вопроса, а также формулировки
основных теорем.

Доказываем следующую теорему.

Теорема. Пусть дана алгебра Ли A, лежащая в LND(B) и известно, что
kerA = K. Тогда найдутся xi такие, что B = K[x1, . . . , xn] и

A ⊆ K∂x1 ⊕ . . .⊕K[x1, . . . , xn−1]∂xn.

В разделе 4.2 вводятся основные определения и вспомогательные утвержде-
ния, используемые далее в тексте.

Рассмотрим произвольную коммутативную алгебру B с единицей, без дели-
телей нуля, над полем нулевой характеристики K. Пусть также известно, что
B имеет конечную степень трансцендентности. Далее в работе всегда будем
рассматривать только такие алгебры.

Используем следующие обозначения:
— Для произвольного конечного числа элементов x1, . . . , xn, лежащих в

алгебре B, пишем A = K[x1, . . . , xn] в том случае, когда элементы xi алгебраи-
чески независимы и алгебра A ⊆ B порождается этими элементами;

— Для каждой алгебры Ли A, определим d(A) как её ступень разрешимо-
сти. Также, обозначим через A(i) – i-ый коммутант алгебры Ли A;

— Для произвольного семейства линейных операторов S векторного про-
странства V , ядром kerS этого семейства назовём пересечение ядер всех опе-
раторов, лежащих в множестве S;

— Для произвольной пары семейств линейных операторов S1, S2 векторного
пространства V , обозначим через [S1, S2] – множество всевозможных коммута-
торов вида [A,B] = AB −BA, где A ∈ S1, B ∈ S2;

— Для произвольного семейства линейных операторов S векторного про-
странства V и произвольного элемента v ∈ V , обозначим через S(v) множество
элементов вида A(v), где A–всевозможные операторы из S;

— Для произвольного семейства линейных операторов S векторного про-
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странства V , обозначим через adS множество присоединённых эндоморфизмов

{adA : X → [A,X]|A ∈ S,X ∈ End(V )}

векторного пространства End(V ).

Определение. Линейный оператор A на векторном пространстве V называ-
ется локально нильпотентным, если для каждого вектора v из V найдётся
натуральное число k = k(v) > 0 такое, что Ak(v) = 0.

Определение. Множество линейных операторов T на векторном пространстве
V назовём локально нильпотентным, если для любой бесконечной последова-
тельности операторов A1, A2, . . ., лежащих в T , и любого вектора v ∈ V , суще-
ствует такое k = k(v, {Ai}) > 0, что выполнено равенство Ak . . . A1(v) = 0.

Лемма. Пусть T – локально нильпотентное множество линейных операторов
на векторном пространстве V . Тогда для произвольного собственного векторно-
го подпространства U ⊂ V найдётся элемент v ∈ V \U , для которого T (v) ⊆ U .

Каждое локально нильпотентное дифференцирование алгебры B также яв-
ляется локально нильпотентным линейным оператором на векторном простран-
стве BK. Поэтому все предыдущие леммы о локально нильпотентных операто-
рах применимы к случаю локально нильпотентных дифференцирований. При-
чем, в случае с дифференцированиями алгебры B, локально нильпотентным
множеством дифференцирований алгебры B называется произвольное множе-
ство дифференцирований алгебры B, являющееся локально нильпотентным
множеством линейных операторов на векторном пространстве BK.

Лемма. Множество

K∂x1 ⊕ . . .⊕K[x1, . . . , xn−1]∂xn

является локально нильпотентным множеством дифференцирований алгебры
K[x1, . . . , xn].

Лемма. Рассмотрим произвольное локально нильпотентное множество диффе-
ренцирований S алгебры B. Тогда для любого конечного множества локально
нильпотентных дифференцирований D1, D2, . . . , Dk такого, что

[S ∪ {D1, D2, . . . , Dk}, S ∪ {D1, D2, . . . , Dk}] ⊆ S,
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имеем S ∪ {D1, D2, . . . , Dk} – локально нильпотентное подмножество диффе-
ренцирований алгебры B.

Лемма. Рассмотрим произвольное подмножество S, лежащее в Der(B). Тогда
для некоторого конечного числа элементов D1, . . . , Dk ∈ S, kerS = ∩ki=1 kerDi.
Более того, k можно выбрать равным tr.deg.K(B)− tr.deg.K(kerS).

Лемма. Любая абелева алгебра ЛиA, лежащая в LND(B) такая, что kerA = K
является конечномерной алгеброй Ли размерности не более чем tr.deg.K(B).

Лемма. Рассмотрим произвольное локально нильпотентное множество линей-
ных операторов T на векторном пространстве V . Тогда для любого локально
нильпотентного оператора A на векторном пространстве V такого, что
[A, T ] ⊆ T , имеем T ∪ {A} – локально нильпотентное множество линейных
операторов на V .

В разделе 4.3 приводится контрпример ко второй части гипотезы 11.7, по-
ставленной Дж.Фройденбургом11.

В разделе 4.4 формулируются и доказываются основные свойства локально
нильпотентных множеств дифференцирований.

Теорема. Пусть S – произвольное локально нильпотентное множество диффе-
ренцирований алгебры B, для которого kerS = K. Тогда найдутся xi такие, что
B = K[x1, . . . , xn] и

S ⊆ K∂x1 ⊕ . . .⊕K[x1, . . . , xn−1]∂xn.

Теорема. Множество дифференцирований S алгебры B является локально
нильпотентным тогда и только тогда, когда каждое его конечное подмножество
S ′ ⊆ S является локально нильпотентным множеством дифференцирований ал-
гебры B.

Теорема. Пусть S – произвольное локально нильпотентное множество диффе-
ренцирований алгебры B. Тогда множество ad(S) является локально нильпо-
тентным множеством линейных операторов на векторном пространсве Der(B).

В разделах 4.5, 4.6 приводятся доказательства основных теорем главы.
11G. Freudenburg. Algebraic theory of locally nilpotent derivations, Encyclopaedia of Mathematical Sciences,

Springer-Verlag, 136 (2006).
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Заключение

В диссертации исследовались различные аспекты теорий алгебр Ли и p-
групп. Была доказана гипотеза Уайголда в теории p-групп и её аналаг в теории
нильпотентных алгебр Ли, а также получены ответы на некоторые из вопросов
Дж. Фройденбурга.

Результаты диссертации могут быть применимы в задачах коммутативной
алгебры, теории p-групп, теории алгебр Ли.

Получены следующие результаты:

• Доказательство гипотезы Уайголда (Вопрос 4.69 из «Коуровской тетра-
ди»12).

• Доказательство аналога гипотезы Уайголда для нильпотентных алгебр
Ли.

• Введено понятие итерированных конструкций подалгебр Ли и элементов,
связанных с произвольной конечномерной нильпотентной алгеброй Ли,
и доказана теорема о том, что для произвольной конечномерной алгеб-
ры Ли g выполнено dimg′ ≤ n(n + 1)/2 в случае, если для некоторого
натурального числа n существует итерированная конструкция подалгебр
Ли и элементов {ai1,...,ik ∈ Ai1,...,ik ⊆ g} типа (n1, . . . , ndimg−1) такая, что
ni ≥ min(i, n) и ширина каждого из элементов ai1,...,ik не превосходит n.

• Доказано, что треугольная алгебра Ли дифференцирований

T = k∂x1 ⊕ k[x1]∂x2 ⊕ . . .⊕ k[x1, . . . , xn−1]∂xn

алгебры многочленов k[x1, . . . , xn] является максимальной по включению
алгеброй Ли среди локально нильпотентных дифференцирований этой ал-
гебры.

• Для произвольной области целостности B конечной степени трансцен-
дентности над полем k нулевой характеристики, доказано, что в случае,
если пересечение ядер всех дифференцирований максимальной по вложе-
нию алгебры Ли A среди локально нильпотентных дифференцирований

12V. D. Mazurov and E. I. Khukhro. Unsolved problems in group theory. The Kourovka Notebook. no. 20,
arXiv:1401.0300v25 (2022).

18

https://arxiv.org/abs/1401.0300


алгебры B совпадает с полем k, тогда для некоторых элемнетов x1, . . . , xn,
B = k[x1, . . . , xn] и алгебра Ли A является сопряженной к треугольной
алгебре Ли

T = k∂x1 ⊕ k[x1]∂x2 ⊕ . . .⊕ k[x1, . . . , xn−1]∂xn.
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