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Введение

Решение прикладных трёхмерных обратных задач магнитометрии за

частую требует столь больши́х объёмов вычислений, что эти вычисления

невыполнимы на персональных компьютерах за разумное время. Чаще всего

эту проблему решают с помощью упрощения базовой математической модели,

которая основана на решении трёхмерного интегрального уравнения Фредголь

ма 1-го рода. В частности, используется подход, основанный на понижении

физической размерности задачи, — рассматривается двумерная модель исход

ной задачи, естественной постановкой которой является постановка именно в

трёхмерном пространстве. Но упрощения такого типа обычно приводят к значи

тельному ухудшению детализации восстанавливаемого решения по сравнению

с истинным. Как вариант, задача решается в полной трёхмерной постановке,

но для сокращения времени вычислений для нахождения численного решения

используются грубые сетки, что опять же приводит к потере детализации в

восстанавливаемом приближённом решении.

С развитием возможностей вычислительной техники появился другой спо

соб решения упомянутой проблемы — стало широко распространено использова

ние параллельных вычислений и технологий параллельного программирования,

которые позволяют решать задачу в полной постановке без использования

различных упрощений и допущений. Проблема длительного счёта решается

распараллеливанием вычислений между различными вычислительными узла

ми сложной вычислительной системы (суперкомпьютера).

При использовании такого подхода исследователи руководствуются сле

дующей логикой: чем более мощная вычислительная система доступна для

расчётов, тем больше вычислений можно совершить; а чем больше вычислений

можно совершить, тем более точное и детализированное решение будет получе

но в результате использования более густых сеток. Но при увеличении объёма

вычислений может возникнуть проблема, которая связана с накапливающими

ся в процессе счёта ошибками машинного округления: чем больше вычислений

выполняется, тем более значительная ошибка машинного округления может на

копи́ться; а чем бо́льшая ошибка машинного округления накопилась, тем менее

достоверное решение будет получено. Такая проблема особенно актуальна для

решения трёхмерных обратных задач магнитометрии, так как их решение сво
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дится к решению больших переопределённых систем линейных алгебраических

уравнений с плотно заполненной матрицей, что приводит к необходимости вы

полнения большого объёма вычислений.

В результате возникает вопрос о возможности аккуратного учёта накап

ливающихся ошибок машинного округления при вычислениях. Ответу на этот

вопрос посвящено достаточно много работ, в которых рассматриваются раз

личные алгоритмы учёта ошибок машинного округления при решении систем

алгебраических уравнений. Но ни одна из существующих на данный момент

работ не учитывала следующую практическую проблему, возникающую при

расчётах «больших» прикладных обратных задач (требующих нахождения

сотен тысяч или миллионов неизвестных при решении систем алгебраиче

ских уравнений с плотно заполненной матрицей). Эта проблема связана с

вопросом о возможности эффективной программной реализации предлагаемых

вычислительных алгоритмов с использованием больших суперкомпьютерных

систем со множеством вычислительных узлов. Этот вопрос является чрез

вычайно важным по следующей причине. Для решения прикладных задач

чаще всего применяются суперкомпьютерные (кластерные) системы, которые в

нулевом приближении представляют из себя многопроцессорные системы с рас

пределённой памятью. Наиболее распространённой технологией организации

взаимодействия между различными вычислительными узлами в этом случае

является технология передачи сообщений MPI (Message Passing Interface). При

этом на эффективность параллельной программной реализации вычислительно

го алгоритма влияют накладные расходы по взаимодействию вычислительных

узлов посредством использования коммуникационной сети и передачи через

неё сообщений, содержащих данные промежуточных расчётов. Любой алго

ритм, учитывающий ошибки машинного округления, предполагает выполнение

дополнительных вычислительных операций, которые могут быть достаточно

небольшими по сравнению с основными вычислениями, но выполнение которых

на множестве вычислительных узлов может порождать существенное увеличе

ние накладных расходов по взаимодействию этих вычислительных узлов между

собой. То есть возможно возникновение достаточно распространённой при ре

шении прикладных задач проблемы: предлагаемый алгоритм математически

обоснован и выглядит «хорошим», однако его применение для решения при

кладных задач является неэффективным.
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Поэтому важным является вопрос о возможности разработки не толь

ко современных методов математического моделирования решений обратных

задач магнитометрии, но и численных методов решения, которые допускают

достаточно эффективную параллельную программную реализацию с исполь

зованием как технологии параллельного программирования MPI (в том числе

последнего стандарта MPI-4), так и с использованием гибридных технологий

параллельного программирования MPI+OpenMP+CUDA в том случае когда

каждый вычислительный узел содержит многоядерный процессор и/или гра

фический ускоритель, т.е. таким образом являясь вычислительной подсистемой

с общей памятью.

При этом необходимо отметить, что одновременно с развитием возмож

ностей вычислительной техники и программных решений по её использованию

не стояло на месте и развитие технических средств проведения эксперимен

тальных измерений. Классические постановки обратных задач магнитометрии

предполагают использование в качестве входной информации только данных

экспериментальных измерений компонент вектора индукции магнитного поля,

индуцированного исследуемым объектом. За последние десять лет получили

активное развитие технические решения, которые позволяют с достаточно

высокой точностью выполнять измерения градиентов компонент магнитной

индукции. Математические модели, основанные на использовании эксперимен

тальной информации такого типа, обладают существенными преимуществами

перед классическими, но до сих пор широко не применялись для математиче

ского моделирования решений обратных задач магнитометрии.

Таким образом, комбинация современных методов математического мо

делирования с разработкой комплекса программ, основанного на специали

зированных численных методах и использующего современные программные

решения, должна существенным образом повысить эффективность решения

трёхмерных обратных задач магнитометрии.

Целью данной работы являлась разработка методов математического

моделирования, численных методов и комплекса программ для эффективного

решения трёхмерных обратных задач магнитометрии.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие

задачи:

1. Разработать методы математического моделирования решений обрат

ных задач магнитометрии, основанные на математических моделях,
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которые связывают параметры намагниченности исследуемого объек

та с параметрами индуцированного им магнитного поля.

2. Разработать численные методы решения больших переопределённых

систем линейных алгебраических уравнений с плотно заполненной мат

рицей с учётом ошибок машинного округления.

3. Разработать комплекс программ для решения трёхмерных обратных

задач магнитометрии при наличии входной информации об измерен

ных в эксперименте значениях компонент индукции и/или компонент

тензора градиентов компонент индукции магнитного поля.

4. Разработать комплекс программ для решения больших переопределён

ных систем линейных алгебраических уравнений с плотно заполненной

матрицей с учётом ошибок машинного округления для вычислений на

гетерогенных вычислительных системах, узлы которых содержат как

многоядерные процессоры, так и графические ускорители.

Научная новизна:

1. Впервые предложен конструктивный способ учёта ошибок машинного

округления при решении переопределённых систем линейных алгеб

раических уравнений с плотно заполненной матрицей, учитывающий

возможности суперкомпьютерных вычислительных систем с распреде

лённой памятью при его программной реализации.

2. Впервые реализованы параллельные итерационные алгоритмы реше

ния больших переопределённых систем линейных алгебраических урав

нений с плотно заполненной матрицей с использованием современного

стандарта MPI-4 технологии параллельного программирования MPI.

3. Проведено оригинальное исследование параметров намагниченности

коры планет Солнечной системы, как обладающих только остаточной

намагниченностью, так и магнито-гидродинамическим динамо.

Практическая значимость заключается в том, что предложенные ме

тоды могут быть использованы для решения практически любых обратных

задач магнитометрии — начиная от задач по определению параметров на

магниченности небольших локализованных объектов и заканчивая задачами

космического масштаба по определению параметров намагниченности коры

планет и других тел Солнечной системы. В случае исследования небольших объ

ектов предложенные методы позволяют локализовывать их месторасположение

в пространстве (если в них есть некоторая доля магнитных масс), что, фактиче
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ски, является задачей магнитной локации. Знание параметров намагниченности

в случае решения задач магниторазведки позволяет, при определённых услови

ях, получать информацию о типах залегающих в недрах планет пород, в том

числе полезных ископаемых. Разработанные для решения такого типа задач

численные методы и их программные реализации могут быть применены также

и при решении задач из совершенно других областей науки и техники, если ре

шение соответствующих задач сводится к решению больших переопределённых

систем линейных алгебраических уравнений с плотно заполненной матрицей.

Методология и методы исследования. В работе использованы сле

дующие теоретические методы исследования: методы математической физики,

функционального анализа, вычислительной математики, линейной алгебры,

теории решения обратных и некорректно поставленных задач. Прикладные

методы исследования включали в себя использование технологий параллель

ного программирования MPI (в том числе самый последний стандарт MPI-4),

OpenMP, CUDA, с программной реализацией на языках программирования

Python и Fortran (в том случае если необходимы вычисления с повышенной —

«четверной» — точностью).

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Использование экспериментальных данных о компонентах тензо

ра градиентов компонент вектора магнитной индукции позволяет

восстанавливать более детализированные магнитные изображения

исследуемого объекта по сравнению с использованием только экспе

риментальных данных о компонентах вектора магнитной индукции.

При этом восстановление детализированного распределения магнит

ной восприимчивости в исследуемом объекте возможно только при

наличии достаточно точной информации о нормальном (регулярном

геомагнитном) поле в области расположения исследуемого объекта.

2. Отсутствие у планеты магнитного динамо позволяет восстановить рас

пределение намагниченности в коре планеты по данным спутниковых

измерений компонент индукции магнитного поля только исходя из до

пущения, что все магнитные массы были «выметены» в область коры за

счёт протекавших ранее геологических процессов. Наличие у планеты

магнитного динамо позволяет восстановить распределение намагничен

ности в коре только исходя из допущения, что модель нормального

(регулярного геомагнитного) поля является достаточно точной.
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3. Математическое моделирование решений трёхмерных обратных задач

магнитометрии допускает разработку численных методов решения, эф

фективно реализуемых на современных гетерогенных суперкомпьютер

ных системах, состоящих из многоядерных процессоров и графических

ускорителей за счёт использования современных технологий параллель

ного программирования MPI (включая последний стандарт MPI-4),

OpenMP и CUDA.

4. Учёт ошибок машинного округления в критерии прекращения итера

ционного процесса в методе сопряжённых градиентов для решения

систем линейных алгебраических уравнений с плотно заполненной мат

рицей может существенно экономить вычислительные ресурсы. Для

решения достаточно больших задач параллельная программная ре

ализация этого метода с использованием технологии параллельного

программирования MPI-4 не требует дополнительных времязатрат на

реализацию дополнительных вычислений по реализации усовершен

ствованного критерия прекращения итерационного процесса и обладает

хорошими свойствами сильной масштабируемости.

Выносимые на защиту положения соответствуют следующим пунктам пас

порта специальности 1.2.2 «Математическое моделирование, численные методы

и комплексы программ»:

1. Положение 1 соответствует пункту 1 паспорта специальности («Раз

работка новых математических методов моделирования объектов и

явлений»).

2. Положение 2 соответствует пункту 4 паспорта специальности («Раз

работка новых математических методов и алгоритмов интерпретации

натурного эксперимента на основе его математической модели»).

3. Положение 3 соответствует пункту 3 паспорта специальности («Ре

ализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде

комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения

вычислительного эксперимента») и пункту 8 («Комплексные исследо

вания научных и технических проблем с применением современной

технологии математического моделирования и вычислительного экспе

римента»).
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4. Положение 4 соответствует пункту 2 паспорта специальности («Раз

работка, обоснование и тестирование эффективных вычислительных

методов с применением современных компьютерных технологий»).

Достоверность полученных результатов обеспечивается математически

ми методами обоснования разработанных алгоритмов, проведёнными числен

ными экспериментами, открытым кодом комплекса программ, реализующих

разработанные численные алгоритмы, публикациями в рецензируемых журна

лах и апробацией на российских и международных конференциях. Результаты

численных расчётов находятся в соответствии с результатами, полученными

другими авторами.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на

следующих международных и всероссийских конференциях: международная

конференция «Алгоритмический анализ неустойчивых задач», посвященная па

мяти В.К. Иванова, г. Екатеринбург, Россия, 2011 г.; международный конгресс

«8th international ISAAC congress», г. Москва, Россия, 2011 г.; международ

ная конференция «The 3th international workshop on computational inverse

problems and applications», г. Нанчанг, Китай, 2013 г.; международная конфе

ренция «Inverse problems, design and optimization», г. Альби, Франция, 2013

г.; международная конференция «Inverse problems: modeling and simulation»,

г. Фетхие, Турция, 2014 г.; международный конгресс «8th international congress

on industrial and applied mathematics», г. Пекин, Китай, 2015 г.; международ

ная конференция «International workshop on inverse and ill-posed problems»,

г. Москва, Россия, 2015 г.; международная конференция «The 4th international

workshop on computational inverse problems and applications», г. Цибо, Китай,

2016 г.; международная молодежная научная школа-конференция «Теория и

численные методы решения обратных и некорректных задач», посвящённая

85-летию со дня рождения академика М.М. Лаврентьева, г. Новосибирск,

Россия, 2017 г.; международная конференция «Марчуковские научные чте

ния – 2017», г. Новосибирск, Россия, 2017 г.; международная конференция

«Quasilinear equations, inverse problems and their applications», г. Москва, Рос

сия, 2017 г.; международная конференция «Марчуковские научные чтения –

2018», г. Новосибирск, Россия, 2018 г.; международная конференция «Суперком

пьютерные технологии математического моделирования», г. Москва, Россия,

2019 г.; международная конференция «Квазилинейные уравнения, обратные

задачи и их приложения», г. Долгопрудный, Россия, 2019 г.; международная
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конференция «The 5th international workshop on computational inverse problems

and applications», г. Лунъянь, Китай, 2019 г.; всероссийская научно-практи

ческая конференция «Обратные задачи и математические модели», г. Бирск,

Россия, 2021 г.; международная конференция «Марчуковские научные чтения –

2021», г. Новосибирск, Россия, 2021 г.; международная конференция «Евразий

ская конференция по прикладной математике», г. Новосибирск, Россия, 2021 г.;

международная конференция «The 6th international workshop on computational

inverse problems and applications», г. Шенчжень, Китай, 2022 г.; конференция

«Вычислительная математика и приложения», г. Сочи, Россия, 2022 г.; меж

дународная конференция «Квазилинейные уравнения, обратные задачи и их

приложения», г. Сочи, Россия, 2022 г.; всероссийская научно-практическая кон

ференция «Обратные задачи и математические модели», г. Бирск, Россия, 2022

г.; международная конференция «Современные проблемы обратных задач»,

г. Новосибирск, Россия, 2022 г.; международная конференция «International

conference on mathematics and the applications», г. Шенчжень, Китай, 2023 г.;

международная конференция «Современные проблемы обратных задач», г. Но

восибирск, Россия, 2023 г.

Основные результаты диссертационного исследования докладывались и

обсуждались на следующих научных семинарах:

– в Москве:

– НИВЦ МГУ имени М.В. Ломоносова:

* научно-методологический семинар НИВЦ МГУ под ру

ководством члена-корреспондента РАН Вл.В. Воеводи

на (10 февраля 2023 г.).

* научный семинар «Обратные задачи математической

физики» под руководством профессора А.Б. Бакушин

ского, профессора А.В. Тихонравова и профессора

А. Г. Яголы (28 сентября 2023 г.).

– в Новосибирске:

– объединённый научный семинар ИМ СО РАН, МЦА, НГУ,

ИВМиМГ СО РАН «Обратные задачи естествознания» под

руководством члена-корреспондента РАН С.И. Кабанихина и

профессора РАН М.А. Шишленина (11 мая 2023 г.).

– научный семинар «Актуальные проблемы прикладной мате

матики» под руководством академика РАН И.А. Тайманова,
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члена-корреспондента РАН С.И. Кабанихина, члена-корреспон

дента РАН А.Е. Миронова и профессора РАН М.А. Шишлени

на (1 декабря 2023 г.).

– в Иркутске: межинститутский семинар «Машинное обучение, компью

терное зрение и динамические системы» под руководством профессора

РАН Д.Н. Сидорова (18 мая 2023 г.).

– в Екатеринбурге: научный семинар «Методы решения некорректных

задач» под руководством члена-корреспондента РАН В.В. Васина (29

мая 2023 г.).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены

в 20 печатных изданиях (6 из которых изданы в журналах, рекомендован

ных ВАК [1–6]; 16 [3–5; 7–19] в журналах, индексируемых в базе Web of

Science; 15 [3–5; 7–10; 12–19] в журналах, индексируемых в базе Scopus); глава

«Using parallel computers for solving multidimensional ill-posed problems» (авто

ры Д.В. Лукьяненко и А. Г. Ягола) в книге «Computational methods for applied

inverse problems» (Ed. by Y. Wang, A. Yagola and C. Yang) [20]; получены 2

свидетельства о государственной регистрации программ для ЭВМ [21; 22].

Личный вклад. Все представленные в диссертационном исследовании

численные методы и комплекс программ разработаны и реализованы автором

лично. В работах [1; 2; 7–11; 14; 15; 20], написанных в соавторстве, вклад автора

диссертации в полученные результаты в части математического моделирования,

разработке численных методов и их реализации в виде комплекса программ

является определяющим. В работах [3; 12; 13], написанных в соавторстве, ре

зультаты исследований были получены посредством расчётов с использованием

программ, написанных соавторами на языке программирования C и в основе

которых лежит структура параллельных программ, разработанных автором

лично на языке программирования Fortran. В совместной работе [6] частич

но используются методы математического моделирования, разработанные в

настоящей диссертации её автором; ссылки на результаты этой работы приво

дятся для целостности изложения материала, но сами результаты этой работы

не включены в диссертацию и на защиту не выносятся. Используемые для

математического моделирования решений обратных задач магнитометрии ма

тематические модели предложены соавторами (см. работы [4; 5; 17–19]) или

известны из литературы.
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Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 4 глав,

заключения и 2 приложений. Полный объём диссертации составляет 227 стра

ниц, включая 46 рисунков. Список литературы содержит 190 наименований.

В первой главе рассматриваются различные постановки обратных задач

магнитометрии. Эти постановки связывают между собой данные эксперимен

тальных измерений компонент вектора индукции и/или компонент тензора

градиентов компонент индукции магнитного поля с намагниченностью или маг

нитной восприимчивостью исследуемого объекта. Рассматриваемые постановки

отличаются степенью физической переопределённости решаемых обратных за

дач.

Во второй главе рассматриваются основные подходы к математическому

моделированию решений в прикладных трёхмерных обратных задачах магни

тометрии, учитывающие особенности самых распространённых на практике

прикладных задач такого типа. Так, сначала рассматривается тип задач, в кото

рых объект является «движымым», в результате чего вспомогательная задача

предобработки экспериментальных данных является достаточно простой. Да

лее рассматриваются обратные задачи геологоразведки в недрах Земли. Для

таких задач применимы отработанные в геофизике методы выделения из экспе

риментальных данных необходимых для расчётов параметров магнитого поля.

Затем рассматриваются проблемы геологоразведки в недрах планет Солнечной

системы по данным спутниковых наблюдений. Часть таких задач предполага

ет достаточно простую предобработку экспериментальных данных и являются

лишь вычислительно сложными, а для некоторых из таких задач для выделения

необходимых для расчётов параметров магнитного поля может потребоваться

решить вспомогательную обратную задачу бо́льшей численной размерности по

сравнению с численной размерность «основной» задачи. Содержимое этой гла

вы основано на материалах, изложенных в работах [2; 3; 7; 9; 10; 12; 13; 15; 18].

В третьей главе показывается, как решаемые прикладные обратные за

дачи магнитометрии сводятся к решению больших переопределённых систем

линейных алгебраических уравнений с плотно заполненной матрицей. Затем

обсуждается способ учёта ошибок машинного округления при построении кри

терия прекращения итерационного процесса в градиентных методах решения

таких систем. Демонстрируется, что такой подход позволяет 1) улучшить ка

чество решения прикладных задач минимизации, решение которых требует

значительных объёмов вычислений и, как следствие, может быть чувствительно
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к накапливающимся ошибкам машинного округления, и 2) экономить вычисли

тельные ресурсы. Содержимое этой главы основано на материалах, изложенных

в работах [2; 4–6; 8; 11; 14; 17; 19].

В четвёртой главе описывается программный комплекс решения об

ратных задач магнитометрии с использованием технологии параллельного

программирования MPI. Основная часть главы посвящена вычислительному

ядру программного комплекса, а именно параллельной реализации с помо

щью технологии MPI алгоритма решения переопределённых систем линейных

алгебраических уравнений с плотно заполненной матрицей с учётом ошибок

округления. Описываются различные подходы к построению параллельной ре

ализации алгоритма и его программной реализации с учётом возможностей

различных стандартов MPI (MPI-2, MPI-3 и MPI-4). Все рассмотренные в главе

примеры программ, реализующие рассмотренные алгоритмы, написаны с ис

пользованием языка программирования Python, что связано в первую очередь с

относительной компактностью соответствующих программных реализаций. Од

нако все программы построены таким образом, что они могут быть достаточно

легко переписаны на языки программирования C/C++/Fortran. Также опи

сываются программные особенности использования на вычислительных узлах

многоядерных процессоров с помощью технологии OpenMP и графических про

цессоров с помощью технологии CUDA. Демонстрируется то, как возможности

языка программирования Python позволяют достаточно просто использовать

соответствующие технические решения в рамках рассматриваемого класса при

кладных задач. Созданный программный комплекс имеет открытый код и

подробное описание, в связи с чем он может быть применён или модифици

рован для решения широкого класса прикладных обратных задач. Содержимое

этой главы основано на материалах, изложенных в работах [1; 16; 20] и зареги

стрированных программах для ЭВМ [21; 22] (также см. приложение А).
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Глава 1. Математические модели и постановки обратных задач

магнитометрии

Всякое вещество является магнетиком, то есть способно под действием

магнитного поля приобретать магнитный момент (намагничиваться). Поле, под

действием которого вещество приобретает магнитный момент, принято назы

вать нормальным полем и обозначать его индукцию как B0. Таким полем

обычно является поле генерируемое какими-либо токами, например, магнитным

динамо планеты. В результате, за счёт приобретённого магнитного момента,

магнетики сами создают магнитное поле, которое в этой работе будет обозна

чаться как B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑. Оба поля дают в сумме результирующее поле с индукцией

B = B0 +B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑, (1.1)

которое измеряется в эксперименте.

Магнитный момент единицы объёма принято называть намагниченно

стью и обозначать как M .

Во всех рассматриваемых далее постановках обратных задач будет

предполагаться, что некоторый объём 𝑉 заполнен магнитными массами

с интенсивностью намагниченности (вектором намагниченности) M (r) ≡(︀
𝑀𝑥(r) 𝑀𝑦(r) 𝑀𝑧(r)

)︀𝑇
, r ∈ 𝑉 . Известно (см. работу М.С.Жданова [23, с. 169]),

что напряжённость магнитного поля H 𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) ≡
(︀
𝐻𝑥(r 𝑠) 𝐻𝑦(r 𝑠) 𝐻𝑧(r 𝑠)

)︀𝑇
,

индуцированного этими магнитными массами, может быть представлена в виде

H 𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) =
1

4π
∇𝑠

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
M (r),∇𝑠

1

|r − r 𝑠|

)︂
𝑑𝑣. (1.2)

Здесь: H 𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) — вектор-функция, характеризующая напряжённость магнит

ного поля в точке r 𝑠 = (𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠) расположения сенсора; M (r) — вектор-функ

ция, характеризующая плотность магнитного момента элементарного объёма

𝑑𝑣 в малой окрестности точки r = (𝑥,𝑦,𝑧) области 𝑉 ; ∇𝑠 ≡
(︀

𝜕
𝜕𝑥𝑠

, 𝜕
𝜕𝑦𝑠

, 𝜕
𝜕𝑧𝑠

)︀
—

оператор вычисления градиента по переменным с индексом 𝑠.

Замечание. Необходимо подчеркнуть, что, так как намагниченность

определяется как плотность магнитного момента единицы объёма вещества,

термины намагниченность и плотность магнитного момента являются эк

вивалентными.
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Магнитная индукция B и напряжённость H магнитного поля связаны

соотношением

B = µµ0H . (1.3)

Здесь: µ0 — магнитная постоянная, µ — магнитная проницаемость среды.

В случае ферромагнетиков магнитная проницаемость нелинейно зависит от

напряжённости H 0 внешнего (нормального) магнитного поля, поэтому фор

мула (1.3) применима для ферромагнетиков только в случае приложения к

ним достаточно малых полей. Но подавляющее большинство веществ отно

сятся либо к классу диамагнетиков (µ ⪅ 1), либо к классу парамагнетиков

(µ ⪆ 1). Поэтому в последующих формулах значение µ будет считаться равным

единице и соответствующий множитель будет опускаться. Такое допущение бу

дет применимо и для восстановления параметров остаточной намагниченности

ферромагнетиков, если важно определить факт намагниченности каких-либо

частей исследуемого объёма 𝑉 , пренебрегая количественными характеристика

ми интенсивности этой намагниченности.

Учитывая (1.3), а также то, что

∇𝑠
1

|r − r 𝑠|
=

r − r 𝑠
|r − r 𝑠|3

и

∇𝑠

(︂
M (r),

r − r 𝑠
|r − r 𝑠|3

)︂
=

3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(r − r 𝑠)

|r − r 𝑠|5
− M (r)

|r − r 𝑠|3
,

уравнение (1.2) может быть переписано в виде

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(r − r 𝑠)

|r − r 𝑠|5
− M (r)

|r − r 𝑠|3

)︂
𝑑𝑣. (1.4)

Уравнение (1.4) лежит в основе всех математических моделей, которые

будут использоваться для математического моделирования решений обратных

задач магнитометрии.

При этом необходимо отметить, что все рассматриваемые далее постанов

ки обратных задач подразумевают, что известна именно индукция B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 поля,

индуцированного магнитными массами, а не полная индукция, измеряемая сен

сорами в соответствие с уравнением (1.1). Таким образом, при практическом

использовании таких постановок будет подразумеваться, что есть способы вы

деления из общего измеряемого поля B его составляющей B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑, индуцируемой

именно магнитными массами, распределение которых необходимо восстановить.
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Постановки обратных задач магнитометрии будут рассмотрены в сле

дующей последовательности. В параграфе 1.1 рассматриваются постановки

обратной задачи восстановления намагниченности (плотности магнитного мо

мента) по данным экспериментальных измерений 1) компонент вектора индук

ции магнитного поля (подпараграф 1.1.1), 2) компонент тензора градиентов

компонент магнитной индукции (подпараграф 1.1.3), 3) полных магнито-гради

ентных данных (подпараграф 1.1.4). Все указанных постановки обратных задач

предполагают восстановление одной вектор-функции (или, что то же самое,

трёх скалярных функции) либо одной скалярной функции (подпараграф 1.1.2)

по результатам экспериментального наблюдения 1) трёх скалярных функций,

2) пяти скалярных функций, 3) восьми скалярных функций. Таким образом,

соответствующие постановки обратных задач будут отличаться степенью физи

ческой переопределённости решаемой задачи. Как следствие, это будет влиять

на качество математического моделирования решений соответствующих обрат

ных задач. В параграфе 1.2 рассматриваются постановки обратной задачи

восстановления магнитной восприимчивости по данным аналогичных экспери

ментальных измерений. В этом случае по тем же экспериментальным данным

при наличии дополнительной информации о параметрах нормального поля в об

ласти расположения исследуемого объекта необходимо будет восстановить уже

только одну скалярную функцию (распределение магнитной восприимчивости),

которая может позволить определить не только наличие и распределение маг

нитных масс, но и распознать тип веществ, которые образуют эти магнитные

массы.

1.1 Обратная задача восстановления распределения

намагниченности

Возможны постановки обратных задач магнитометрии, в которых вос

станавливается либо вектор-функция намагниченности, либо только одна

скалярная функция, определяющая распределение в пространстве модуля

вектора намагниченности. Соответствующие постановки при практическом мо

делировании решений соответствующих реальных прикладных задач имеют

как преимущества, так и недостатки.
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1.1.1 Использование в качестве входных данных измерений

компонент вектора индукции магнитного поля

Уравнение (1.4) следует выписать ещё раз, выделив красным цветом век

тор-функцию, которую требуется восстановить, а зелёным цветом — данные,

которые известны из экспериментальных наблюдений:

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(r − r 𝑠)

|r − r 𝑠|5
− M (r)

|r − r 𝑠|3

)︂
𝑑𝑣. (1.5)

Таким образом, классическая постановка обратной задачи магнитометрии

будет формулироваться следующим образом.

Обратная задача состоит в определении вектор-функцииM (r), r ∈ 𝑉 ,

из уравнения (1.5) по данным экспериментальных измерений компонент век

тор-функции B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠), r 𝑠 /∈ 𝑉 (см. рис 1.1).

Рисунок 1.1 — Классическая постановка обратной задачи магнитометрии:

необходимо восстановить вектор-функцию M (r) в области 𝑉 по данным экс

периментальных измерений значений компонент вектор-функции B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) вне

области 𝑉 .

Эта постановка является достаточно общей и не учитывает никакой апри

орной информации об исследуемом объекте.

С физической точки зрения такая постановка задачи является «определён

ной»: необходимо восстановить одну вектор-функцию по данным наблюдения

тоже одной вектор-функции, либо, что то же самое, необходимо восстановить

три скалярных функции (компоненты 𝑀𝑥(r), 𝑀𝑦(r) и 𝑀𝑧(r) вектор-функции

M (r)) по данным наблюдения тоже трёх скалярных функций (компоненты

𝐵𝑥(r), 𝐵𝑦(r) и 𝐵𝑧(r) вектор-функции B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r)).
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Уравнение (1.5) также принято записывать в более удобном для числен

ного решения виде:

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣. (1.6)

Здесь K𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) — матричная функция, определяющая ядро инте

грального уравнения (1.6) и имеющая вид

K𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =

=
1

ρ5

⎡⎢⎣ 3(𝑥− 𝑥𝑠)
2 − ρ2 3(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠) 3(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

3(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑥− 𝑥𝑠) 3(𝑦 − 𝑦𝑠)
2 − ρ2 3(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

3(𝑧 − 𝑧𝑠)(𝑥− 𝑥𝑠) 3(𝑧 − 𝑧𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠) 3(𝑧 − 𝑧𝑠)
2 − ρ2

⎤⎥⎦ ,

где

ρ = |r − r 𝑠| =
√︀
(𝑥− 𝑥𝑠)2 + (𝑦 − 𝑦𝑠)2 + (𝑧 − 𝑧𝑠)2.

Замечание. Аббревиатура𝑀𝐼 образована от термина «Magnetic Intensity»

(интенсивность магнитного поля).

1.1.2 Использование априорной информации о параметрах

нормального поля

Если известна априорная информация о нормальном поле B0(r), r ∈ 𝑉 ,

в области 𝑉 , то эту информацию можно использовать следующим образом.

Можно выписать соотношение

M (r) = |M (r)| l(r), (1.7)

в котором l(r) ≡
(︀
𝑙𝑥(r) 𝑙𝑦(r) 𝑙𝑧(r)

)︀𝑇
является единичным вектором, сонаправ

ленным с вектором B0(r) в точках r ∈ 𝑉 , |M (r)| — величина (модуль) вектора

M (r) в точке r .

Подставив (1.7) в (1.4), можно получить, что

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(r − r 𝑠)

|r − r 𝑠|5
− l(r)

|r − r 𝑠|3

)︂⃒⃒
M (r)

⃒⃒
𝑑𝑣. (1.8)
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Таким образом, можно сформулировать следующую постановку обратной

задачи магнитометрии.

Обратная задача состоит в определении скалярной функции
⃒⃒
M (r)

⃒⃒
,

r ∈ 𝑉 , из уравнения (1.8) по данным экспериментальных измерений компонент

вектор-функции B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠), r 𝑠 /∈ 𝑉 , и наличию информации о поле направлений

l(r), |l | = 1, векторов нормального магнитного поля в области 𝑉 .

В этой постановке необходимо восстановить одну скалярную функцию

|M (r)| по результатам экспериментальных наблюдений трёх скалярных функ

ций — компонент вектор-функции B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) =
(︀
𝐵𝑥(r 𝑠) 𝐵𝑦(r 𝑠) 𝐵𝑧(r 𝑠)

)︀𝑇
. То

есть полученная постановка является сильно переопределённой с физической

точки зрения.

Однако существенным недостатком этой постановки является необходи

мость наличия информации о вектор-функции l(r). При решении практических

задач соответствующие значения определяются посредством решения вспомо

гательных задач и, как следствие, содержат ошибку. А это означает, что при

решении реальных задач рассматриваемая модель содержит ошибки, которые

будут приводить к дополнительным неустойчивостям в решении соответству

ющей обратной задачи. Поэтому такая модель является чувствительной по

отношению к точности априорной информации о вектор-функции l(r).

Уравнение (1.8) также принято записывать в более удобном для числен

ного решения виде:

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝑙
𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠, 𝑙𝑥,𝑙𝑦,𝑙𝑧)

⃒⃒
M (𝑥, 𝑦, 𝑧)

⃒⃒
𝑑𝑣. (1.9)

Здесь K𝑙
𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠, 𝑙𝑥,𝑙𝑦,𝑙𝑧) — матричная функция, определяющая ядро

интегрального уравнения (1.9) и имеющая вид

K𝑙
𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠, 𝑙𝑥,𝑙𝑦,𝑙𝑧) =

1

ρ5

⎡⎢⎢⎢⎣
3
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)− 𝑙𝑥 ρ

2

3
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑦 − 𝑦𝑠)− 𝑙𝑦 ρ

2

3
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑧 − 𝑧𝑠)− 𝑙𝑧 ρ

2

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

где

ρ =
√︀
(𝑥− 𝑥𝑠)2 + (𝑦 − 𝑦𝑠)2 + (𝑧 − 𝑧𝑠)2,(︀

l(r), r − r 𝑠
)︀
= 𝑙𝑥(𝑥,𝑦,𝑧) (𝑥− 𝑥𝑠) + 𝑙𝑦(𝑥,𝑦,𝑧) (𝑦 − 𝑦𝑠) + 𝑙𝑧(𝑥,𝑦,𝑧) (𝑧 − 𝑧𝑠).
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1.1.3 Использование в качестве входных данных измерений

компонент тензора градиентов компонент магнитной индукции

Формулу (1.4) для B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) можно преобразовать к следующему виду:

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) = 𝐵𝑥(r 𝑠)i +𝐵𝑦(r 𝑠)j +𝐵𝑧(r 𝑠)k =

=

⎛⎝µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)

|r − r 𝑠|5
− 𝑀𝑥(r)

|r − r 𝑠|3

)︂
𝑑𝑣

⎞⎠ i+

+

⎛⎝µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(𝑦 − 𝑦𝑠)

|r − r 𝑠|5
− 𝑀𝑦(r)

|r − r 𝑠|3

)︂
𝑑𝑣

⎞⎠ j+

+

⎛⎝µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|5
− 𝑀𝑧(r)

|r − r 𝑠|3

)︂
𝑑𝑣

⎞⎠ k .

Если использовать обозначение 𝑖 ∈ {𝑥,𝑦,𝑧}, то выражения для компонент
вектор-функции B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) можно записать в следующем общем виде:

𝐵𝑖(r 𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(𝑖− 𝑖𝑠)

|r − r 𝑠|5
− 𝑀𝑖(r)

|r − r 𝑠|3

)︂
𝑑𝑣.

Беря производные от 𝐵𝑖(r 𝑠) по пространственным переменным 𝑖 ∈ {𝑥,𝑦,𝑧}
и 𝑗 ∈ {𝑥,𝑦,𝑧} ≠ 𝑖, можно получить следующие выражения:

𝐵𝑖𝑖 =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
6𝑀𝑖(𝑖− 𝑖𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3
(︀
M , r − r 𝑠

)︀
|r − r 𝑠|5

−
15
(︀
M , r − r 𝑠

)︀
(𝑖− 𝑖𝑠)

2

|r − r 𝑠|7

)︂
𝑑𝑣,

𝐵𝑖𝑗 =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3𝑀𝑖(𝑗 − 𝑗𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3𝑀𝑗(𝑖− 𝑖𝑠)

|r − r 𝑠|5
−

15
(︀
M , r − r 𝑠

)︀
(𝑖− 𝑖𝑠)(𝑗 − 𝑗𝑠)

|r − r 𝑠|7

)︂
𝑑𝑣.

Полученные формулы определяют компоненты полного тензора B𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟

градиентов компонент магнитной индукции, который в отличие от индукции

магнитного поля B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 (которая имеет 3 компоненты) имеет 9 компонент и

может быть записан в следующей матричной форме:

B𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟 = [𝐵𝑖𝑗]
⃒⃒⃒
𝑖,𝑗∈1,3

≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑥

𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
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Необходимо отметить, что матрица тензора B𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟 является симметричной, так

как 𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦 =
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑥 ,
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧 = 𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑥 ,
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧 = 𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑦 . Также естественным условием является

равенство нулю дивергенции вектора B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑, так как предполагается, что в об

ласти экспериментальных измерений отсутствуют источники поля: источники

сосредоточены в точках r ∈ 𝑉 , а измерения проводятся в точках r 𝑠 /∈ 𝑉 . В

результате 𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥 +
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑦 + 𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧 = 0. Это означает, что тензор градиентов компонент

магнитной индукции содержит только 5 независимых компонент. Для опреде

лённости в качестве таких компонент будем использовать 𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥 ,
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦 ,
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧 ,
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧 ,
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧 .

В результате получается система⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
(r 𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
6𝑀𝑥(r)(𝑥− 𝑥𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
|r − r 𝑠|5

−

−
15
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)

2

|r − r 𝑠|7

)︂
𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧
(r 𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
6𝑀𝑧(r)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
|r − r 𝑠|5

−

−
15
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(𝑧 − 𝑧𝑠)

2

|r − r 𝑠|7

)︂
𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
(r 𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3𝑀𝑥(r)(𝑦 − 𝑦𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3𝑀𝑦(r)(𝑥− 𝑥𝑠)

|r − r 𝑠|5
−

−
15
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠)

|r − r 𝑠|7

)︂
𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
(r 𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3𝑀𝑥(r)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3𝑀𝑧(r)(𝑥− 𝑥𝑠)

|r − r 𝑠|5
−

−
15
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|7

)︂
𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
(r 𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3𝑀𝑦(r)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3𝑀𝑧(r)(𝑦 − 𝑦𝑠)

|r − r 𝑠|5
−

−
15
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|7

)︂
𝑑𝑣.

(1.10)

Таким образом, можно сформулировать следующую постановку обратной

задачи магнитометрии.

Обратная задача состоит в определении компонент вектор-функции

M (r), r ∈ 𝑉 , из системы уравнений (1.10) по данным экспериментальных
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измерений независимых компонент тензора градиентов компонент магнитной

индукции B𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(r 𝑠), r 𝑠 /∈ 𝑉 .

Эта постановка является достаточно общей и не учитывает никакой апри

орной информации об исследуемом объекте. С физической точки зрения такая

постановка является «переопределённой»: необходимо восстановить 3 скаляр

ных функции (компоненты 𝑀𝑥(r), 𝑀𝑦(r) и 𝑀𝑧(r) вектор-функции M (r)) по

данным наблюдения 5-и скалярных функций (компоненты 𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥 ,
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦 ,
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧 ,
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧 ,
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧 тензора B𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(r 𝑠)).

Систему (1.10) также принято записывать в более удобном для числен

ного решения виде:

B 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝑀𝐺𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣. (1.11)

Здесь B 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟 ≡
(︂
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

)︂𝑇

, M ≡ (𝑀𝑥 𝑀𝑦 𝑀𝑧)
𝑇 , а

K𝑀𝐺𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) — матричная функция, определяющая ядро интеграль

ного уравнения (1.11) и имеющая вид

K𝑀𝐺𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
3

ρ7
×⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(𝑥− 𝑥𝑠)[3ρ
2 − 5(𝑥− 𝑥𝑠)

2] (𝑦 − 𝑦𝑠)[ρ
2 − 5(𝑥− 𝑥𝑠)

2] (𝑧 − 𝑧𝑠)[ρ
2 − 5(𝑥− 𝑥𝑠)

2]

(𝑦 − 𝑦𝑠)[ρ
2 − 5(𝑥− 𝑥𝑠)

2] (𝑥− 𝑥𝑠)[ρ
2 − 5(𝑦 − 𝑦𝑠)

2] −5(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

(𝑧 − 𝑧𝑠)[ρ
2 − 5(𝑥− 𝑥𝑠)

2] −5(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠) (𝑥− 𝑥𝑠)[ρ
2 − 5(𝑧 − 𝑧𝑠)

2]

−5(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠) (𝑧 − 𝑧𝑠)[ρ
2 − 5(𝑦 − 𝑦𝑠)

2] (𝑦 − 𝑦𝑠)[ρ
2 − 5(𝑧 − 𝑧𝑠)

2]

(𝑥− 𝑥𝑠)[ρ
2 − 5(𝑧 − 𝑧𝑠)

2] (𝑦 − 𝑦𝑠)[ρ
2 − 5(𝑧 − 𝑧𝑠)

2] (𝑧 − 𝑧𝑠)[3ρ
2 − 5(𝑧 − 𝑧𝑠)

2]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где

ρ =
√︀

(𝑥− 𝑥𝑠)2 + (𝑦 − 𝑦𝑠)2 + (𝑧 − 𝑧𝑠)2.

Замечание. Аббревиатура 𝑀𝐺𝑇 образована от термина «Magnetic

Gradient Tensor» (тензор градиентов компонент магнитного поля).

Использование априорной информации о параметрах нормального

поля

По аналогии с подходом изложенном в подпараграфе 1.1.2 можно исполь

зовать априорную информацию о нормальном поле B0(r), r ∈ 𝑉 , в области 𝑉
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в виде знания векторного поля l(r) ≡
(︀
𝑙𝑥(r) 𝑙𝑦(r) 𝑙𝑧(r)

)︀𝑇
, которое определяет

единичные вектора, сонаправленные в каждой точке r ∈ 𝑉 с вектором B0(r).

В этом случае опять верно соотношение

M (r) = |M (r)| l(r). (1.12)

В частности:

𝑀𝑥(r) = |M (r)| 𝑙𝑥(r),
𝑀𝑦(r) = |M (r)| 𝑙𝑦(r),
𝑀𝑧(r) = |M (r)| 𝑙𝑧(r).

(1.13)

Подставив (1.12) и (1.13) в (1.10), можно получить⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
(r 𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
6 𝑙𝑥(r)(𝑥− 𝑥𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
|r − r 𝑠|5

−

−
15
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)

2

|r − r 𝑠|7

)︂⃒⃒
M (r)

⃒⃒
𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧
(r 𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
6 𝑙𝑧(r)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
|r − r 𝑠|5

−

−
15
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑧 − 𝑧𝑠)

2

|r − r 𝑠|7

)︂⃒⃒
M (r)

⃒⃒
𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
(r 𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3 𝑙𝑥(r)(𝑦 − 𝑦𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3 𝑙𝑦(r)(𝑥− 𝑥𝑠)

|r − r 𝑠|5
−

−
15
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠)

|r − r 𝑠|7

)︂⃒⃒
M (r)

⃒⃒
𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
(r 𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3 𝑙𝑥(r)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3 𝑙𝑧(r)(𝑥− 𝑥𝑠)

|r − r 𝑠|5
−

−
15
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|7

)︂⃒⃒
M (r)

⃒⃒
𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
(r 𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3 𝑙𝑦(r)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3 𝑙𝑧(r)(𝑦 − 𝑦𝑠)

|r − r 𝑠|5
−

−
15
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|7

)︂⃒⃒
M (r)

⃒⃒
𝑑𝑣.

(1.14)

Таким образом, можно сформулировать следующую постановку обратной

задачи магнитометрии.
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Обратная задача состоит в определении скалярной функции
⃒⃒
M (r)

⃒⃒
,

r ∈ 𝑉 , из системы уравнений (1.14) по данным экспериментальных измерений

независимых компонент тензора градиентов компонент магнитной индукции

B𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(r 𝑠), r 𝑠 /∈ 𝑉 , и наличию информации о поле направлений l(r), |l | = 1,

векторов нормального магнитного поля в области 𝑉 .

В этой постановке необходимо восстановить 1 скалярную функцию |M (r)|
по результатам экспериментальных наблюдений 5 скалярных функций (компо

ненты 𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥 ,
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦 ,
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧 ,
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧 ,
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧 тензораB𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟). То есть с физической точки зрения

полученная постановка является сильно переопределённой.

Однако также как и в постановке обратной задачи из подпараграфа 1.1.2,

существенным недостатком этой постановки является знание вектор-функции

l(r). При решении практических задач соответствующие значения определя

ются посредством решения вспомогательных задач и, как следствие, содержат

ошибку. А это означает, что при решении реальных задач модель содержит

ошибки, которые будут приводить к дополнительным неустойчивостям в реше

нии соответствующей обратной задачи.

Систему (1.14) также принято записывать в более удобном для числен

ного решения виде:

B 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝑙
𝑀𝐺𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠, 𝑙𝑥,𝑙𝑦,𝑙𝑧)

⃒⃒
M (𝑥, 𝑦, 𝑧)

⃒⃒
𝑑𝑣. (1.15)

Здесь K𝑙
𝑀𝐺𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠, 𝑙𝑥,𝑙𝑦,𝑙𝑧) — матричная функция, определяющая яд

ро интегрального уравнения (1.15) и имеющая вид

K𝑙
𝑀𝐺𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠, 𝑙𝑥,𝑙𝑦,𝑙𝑧) =

=
1

ρ7

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
6ρ2𝑙𝑥(𝑥− 𝑥𝑠) + 3ρ2

(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
− 15

(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)

2

6ρ2𝑙𝑧(𝑧 − 𝑧𝑠) + 3ρ2
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
− 15

(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑧 − 𝑧𝑠)

2

3ρ2𝑙𝑥(𝑦 − 𝑦𝑠) + 3ρ2𝑙𝑦(𝑥− 𝑥𝑠)− 15
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠)

3ρ2𝑙𝑥(𝑧 − 𝑧𝑠) + 3ρ2𝑙𝑧(𝑥− 𝑥𝑠)− 15
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

3ρ2𝑙𝑦(𝑧 − 𝑧𝑠) + 3ρ2𝑙𝑧(𝑦 − 𝑦𝑠)− 15
(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где

ρ =
√︀

(𝑥− 𝑥𝑠)2 + (𝑦 − 𝑦𝑠)2 + (𝑧 − 𝑧𝑠)2,(︀
l(r), r − r 𝑠

)︀
= 𝑙𝑥(𝑥,𝑦,𝑧) (𝑥− 𝑥𝑠) + 𝑙𝑦(𝑥,𝑦,𝑧) (𝑦 − 𝑦𝑠) + 𝑙𝑧(𝑥,𝑦,𝑧) (𝑧 − 𝑧𝑠).
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1.1.4 Обращение полных магнито-градиентных данных

Если обе математические модели, описанные в подпараграфах 1.1 и 1.3,

объединить, то это даст систему уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣,

B 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝑀𝐺𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣,

для случая отсутствия априорной информации о нормальном поле B0(r),

r ∈ 𝑉 .

В случае же наличия такой информации о поле направлений l(r) векто

ров нормального магнитного поля B0(r) в области 𝑉 (см. подпараграф 1.2)

совместная математическая модель примет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝑙
𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠, 𝑙𝑥, 𝑙𝑦, 𝑙𝑧)|M (𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑑𝑣,

B 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝑙
𝑀𝐺𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠, 𝑙𝑥, 𝑙𝑦, 𝑙𝑧)|M (𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑑𝑣.

Эти системы можно формально переписать в виде одного интегрального

уравнения Фредгольма 1-го рода:

AM ≡ µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥,𝑦,𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = B(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠). (1.16)

Здесь возможны следующие варианты структуры матричной функции K

и вектор-функций M и B .

1. Случай обработки «магнитных» данных:

M ≡
(︀
𝑀𝑥 𝑀𝑦 𝑀𝑧

)︀𝑇
, B ≡

(︀
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

)︀𝑇
, K ≡ K𝑀𝐼 .

2. Случай обработки «градиентных» данных:

M ≡
(︀
𝑀𝑥 𝑀𝑦 𝑀𝑧

)︀𝑇
, B ≡

(︀
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

)︀𝑇
, K ≡ K𝑀𝐺𝑇 .

3. Случай обработки «магнито-градиентных» данных:

M ≡
(︀
𝑀𝑥 𝑀𝑦 𝑀𝑧

)︀𝑇
, B ≡

(︀
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

)︀𝑇
,

K ≡
(︀
K𝑀𝐼 K𝑀𝐺𝑇

)︀𝑇
.



28

4. Случай обработки «магнитных» данных при наличии априорной ин

формации о векторном поле l(r):

M ≡ |M |, B ≡
(︀
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

)︀𝑇
, K ≡ K𝑙

𝑀𝐼 .

5. Случай обработки «градиентных» данных при наличии априорной ин

формации о векторном поле l(r):

M ≡ |M |, B ≡
(︀
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

)︀𝑇
, K ≡ K𝑙

𝑀𝐺𝑇 .

6. Случай обработки «магнито-градиентных» данных при наличии апри

орной информации о векторном поле l(r):

M ≡ |M |, B ≡
(︀
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

)︀𝑇
,

K ≡
(︀
K𝑙

𝑀𝐼 K
𝑙
𝑀𝐺𝑇

)︀𝑇
.

Таким образом, все рассмотренные постановки обратных задач магнито

метрии сводятся к необходимости решения интегрального уравнения Фредголь

ма 1-го рода вида (1.16) с достаточно произвольной областью 𝑉 .

При этом постановки обратных задач для всех случаев кроме первого

являются физически переопределёнными: необходимо найти некоторый набор

скалярных функций по значительно бо́льшему числу экспериментально наблю

даемых других скалярных функций.

1.2 Обратная задача восстановления распределения магнитной

восприимчивости

Рассматриваемые в этом параграфе постановки обратных задач магнито

метрии дают возможность восстановить не только распределение магнитных

масс в некоторой области 𝑉 , но также позволяют распознать конкретные ви

ды веществ, из которых состоят магнитные массы. Но для этого необходимо

будет использовать полную априорную информацию о нормальном поле B0(r)

в области 𝑉 , то есть не только информацию о поле направлений l(r) векторов

нормального магнитного поля в области 𝑉 , но также и информацию о модуле⃒⃒
B0(r)

⃒⃒
в каждой точке этой области. Эту информацию можно использовать

следующим образом. Можно выписать соотношение

M (r) = χ(r)H 0(r) =
χ(r)

µ0µ(r)
B0(r).
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Здесь χ — магнитная восприимчивость магнитного вещества. При этом |χ| ≪ 1

для диа- и парамагнетиков.

Если учесть, что µ = 1 + χ, то можно получить, что

M (r) =
χ(r)

µ0

(︀
1 + χ(r)

)︀B0(r).

Если использовать разложение

χ

1 + χ
= χ− χ2 + 2χ3 − 6χ4 + · · ·

и пренебречь в нём всеми членами разложения с порядками выше первого, то

можно получить, что

M (r) =
χ(r)

µ0
B0(r). (1.17)

Замечание. Необходимо подчеркнуть, что условие применимости фор

мулы (1.17): |χ(r)| ≪ 1. То есть эта формула верная только для диа- и

парамагнетиков.

Подставив (1.17) в (1.4), можно получить

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) =
1

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
B0(r), r − r 𝑠

)︀
(r − r 𝑠)

|r − r 𝑠|5
− B0(r)

|r − r 𝑠|3

)︂
χ(r)𝑑𝑣. (1.18)

Таким образом, можно сформулировать следующую постановку обратной

задачи магнитометрии.

Обратная задача состоит в определении скалярной-функции χ(r), r ∈
𝑉 , из уравнения (1.18) по данным экспериментальных измерений компонент

вектор-функции B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠), r 𝑠 /∈ 𝑉 , и наличию информации о нормальном маг

нитном поле B0(r) в области 𝑉 .

В этой постановке необходимо восстановить одну скалярную функцию

χ(r) по результатам экспериментальных наблюдений трёх скалярных функ

ций — компонент вектор-функции B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) =
(︀
𝐵𝑥(r 𝑠) 𝐵𝑦(r 𝑠) 𝐵𝑧(r 𝑠)

)︀𝑇
. То

есть полученная постановка является сильно переопределённой с физической

точки зрения.

Однако существенным недостатком этой постановки является необхо

димость знания вектор-функции B0(r). При решении практических задач

соответствующие значения определяются посредством решения вспомогатель

ных задач и, как следствие, содержат ошибку. А это означает, что при решении
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реальных задач модель содержит ошибки, которые будут приводить к дополни

тельным неустойчивостям в решении соответствующей обратной задачи.

Наравне со сформулированной постановкой задачи обработки «магнит

ных» данных можно сформулировать и обратную задачу по обработке «гра

диентных» данных. Для этого надо подставить (1.17) в (1.10). В результате

будет получена система⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
(r 𝑠) =

1

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
6𝐵0

𝑥(r)(𝑥− 𝑥𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3
(︀
B0(r), r − r 𝑠

)︀
|r − r 𝑠|5

−

−
15
(︀
B0(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)

2

|r − r 𝑠|7

)︂
χ(r)𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧
(r 𝑠) =

1

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
6𝐵0

𝑧(r)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3
(︀
B0(r), r − r 𝑠

)︀
|r − r 𝑠|5

−

−
15
(︀
B0(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑧 − 𝑧𝑠)

2

|r − r 𝑠|7

)︂
χ(r)𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
(r 𝑠) =

1

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3𝐵0

𝑥(r)(𝑦 − 𝑦𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3𝐵0
𝑦(r)(𝑥− 𝑥𝑠)

|r − r 𝑠|5
−

−
15
(︀
B0(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠)

|r − r 𝑠|7

)︂
χ(r)𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
(r 𝑠) =

1

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3𝐵0

𝑥(r)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3𝐵0
𝑧(r)(𝑥− 𝑥𝑠)

|r − r 𝑠|5
−

−
15
(︀
B0(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|7

)︂
χ(r)𝑑𝑣,

𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
(r 𝑠) =

1

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3𝐵0

𝑦(r)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|5
+

3𝐵0
𝑧(r)(𝑦 − 𝑦𝑠)

|r − r 𝑠|5
−

−
15
(︀
B0(r), r − r 𝑠

)︀
(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

|r − r 𝑠|7

)︂
χ(r)𝑑𝑣.

(1.19)

Таким образом, можно сформулировать следующую постановку обратной

задачи магнитометрии.

Обратная задача состоит в определении скалярной функции χ(r),

r ∈ 𝑉 , из системы уравнений (1.19) по данным экспериментальных измерений

независимых компонент тензора градиентов компонент магнитной индукции

B𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(r 𝑠), r 𝑠 /∈ 𝑉 , и наличию информации о нормальном магнитном поле

B0(r) в области 𝑉 .
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С физической точки зрения такая постановка является «сильно переопре

делённой»: необходимо восстановить 1 скалярную функцию χ(r) по данным

наблюдения 5-и скалярных функций (компоненты 𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥 ,
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦 ,
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧 ,
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧 ,
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧 тен

зора B𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(r 𝑠)).

Аналогично материалу подпараграфа 1.1.3 можно поставить обратную за

дачу магнитометрии и по обращению полных магнито-градиентных данных.

1.3 Обзор литературы по теме диссертационного исследования

Математические модели в магнитостатике, связывающие плотность маг

нитного момента ограниченного тела и индуцируемое им магнитное поле,

достаточно хорошо известны (см., например, работы Ю.Г. Ли [24], П. Г. Ле

ливра [25], А. Пиньятелли [26]). Постановки прямых и обратных задач,

основанных на этих моделях, принято классифицировать следующим образом

(см., например, работу М.С. Жданова [27]): если известны параметры намаг

ниченности тела и надо рассчитать параметры индуцируемого им магнитного

поля, то такую задачу принято называть прямой; если же известны измеренные

в эксперименте параметры магнитного поля и надо восстановить параметры на

магниченности тела, то такую задачу принято называть обратной.

Необходимо отметить, что здесь специально делается акцент именно на

измеряемых в эксперименте параметрах магнитного поля, а не просто об из

меряемом в эксперименте магнитном поле.

Традиционными параметрами магнитного поля, измеряемыми при экспе

риментальных наблюдениях, являются либо общая индукция магнитного поля

(то есть модуль вектора индукции — см., например, работу Р. Г. Хендерсона [28])

либо набор из трёх компонент вектора индукции магнитного поля (разложение

этого вектора по некоторому базису в трёхмерном пространстве). То же относит

ся и к параметрам намагниченности тела. В самой общей постановке обратных

задач магнитометрии, при ограниченности данных, принято восстанавливать

векторную величину — намагниченность (плотность магнитного момента) тела.

Если же имеется априорная информация об индукции нормального поля (на

пример, об индуцированном Землёй магнитном поле) в области расположения

тела, обратную задачу восстановления векторной функции можно свести к об



32

ратной задаче поиска скалярной функции, определяющей либо модуль вектора

намагниченности либо магнитную восприимчивость. В таких постановках фи

зическая переопределённость моделей получается более высокой, что в теории

позволяет восстанавливать искомые параметры намагниченности более каче

ственно при точно заданной априорной информации (см., например, работу

Я. Вана [2]). Более того, возможность восстановить магнитную восприимчи

вость позволяет также распознавать магнитные материалы, из которых состоит

исследуемое тело.

Использованию для восстановления параметров намагниченности экспе

риментальных измерений компонент индукции магнитного поля посвящено

достаточно много работ. Основные классические подходы к решению соот

ветствующих обратных задач описаны, например, в работах О. Портнягина

и М.С. Жданова [29; 30]. Современные подходы в основном используют раз

личные способы учёта априорной информации о решении с целью более

качественного восстановления искомых параметров намагниченности (см., на

пример, работы С. Вана и Р.О. Хансена [31], Я. Г. Ли и Д.В. Ольденбурга [24],

А. Пиньятелли и др. [26]).

А вот использованию для восстановления параметров намагниченности

экспериментальных измерений компонент тензора градиентов компонент маг

нитной индукции до некоторых пор было посвящено достаточно мало работ,

среди которых следует отметить работы А. Кристенсена [32], П.В. Шмидта [33;

34], П. Хита [35], М. Шиффлера [36] и М.С. Жданова [37]. С разработ

кой высокотемпературных сверхпроводящих квантовых интерференционных

устройств (SQUID — «Superconducting Quantum Interference Device») появилась

возможность измерять компоненты тензора градиентов компонент индукции

магнитного поля с достаточно высокой точностью (см., например, работы

П.В. Шмидта [33;34] и М.С. Жданова [37]). Измерения градиентов компонент

индукции магнитного поля предоставляют как минимум ценную дополни

тельную информацию по сравнению с обычными измерениями индукции

магнитного поля, так как чем больше информации об объекте исследования

есть в наличии, тем более качественный результат можно получить в ре

зультате решения соответствующей обратной задачи. В результате возникло

много обсуждений о преимуществах магнитометрических измерений с тензором

градиентов компонент магнитного поля по сравнению с обычными измерени

ями компонент вектора магнитной индукции (здесь можно выделить работы
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П.В. Шмидта [33; 34], П. Хита [35], М. Шиффлера [36] и С.С. Джи [38]).

По итогу, многочисленные экспериментальные работы установили, что тензор

градиентов компонент индукции магнитного поля в таких моделях обладает

большей чувствительностью к тонкой структуре распределения магнитного

момента, чем сама магнитная индукция. Поэтому измерения компонент тен

зора градиентов компонент индукции магнитного поля представляются более

перспективными для интерпретации магнитных полей с помощью решения об

ратных задач.

Большинство указанных обратных задач магнитометрии, как было пока

зано в подпараграфе 1.1.4 параграфа 1.1 этой главы, сводятся к операторному

уравнению первого рода вида (1.16). Согласно работе А. Г. Яголы [39] все такие

геофизические задачи являются некорректно поставленными по Ж. Адамару

(см. его основополагающую работу [40]). Они могут как иметь неединственное

решение, так и не иметь классического решения вообще. При этом эти зада

чи, как правило, неустойчивы по отношению к ошибкам измерения входных

данных (компонент индукции и/или компонент тензора градиентов компонент

индукции магнитного поля). Эти трудности преодолеваются с помощью приме

нения специальных методов решения таких некорректно поставленных задач —

регуляризирующих алгоритмов.

Академиком А.Н. Тихоновым в 60-х годах прошлого века была заложена

теория решения некорректно поставленных задач, основанная на понятии регу

ляризирующего алгоритма (см. работы [41;42]). После основополагающих работ

А.Н. Тихонова [41–46], М.М. Лаврентьева [47;48] и В.К. Иванова [49–52] теория

некорректных задач была развита многими учеными в применении к разным

областям науки и техники. В частности следует выделить книги В.В. Васи

на [53–56], С.И. Кабанихина [57–62], В. Г. Романова [63–65], В.П. Тананы [66],

К. Г. Резницкой [67], Г.М. Вайникко [68; 69], А.М. Федотова [70; 71], А.Л. Бух

гейма [72; 73], В. Б Гласко [74], А.В. Гончарского [75], В.Я. Арсенина [76],

С.Ф. Гилязова [77], В.А. Морозова [78], О.М. Алифанова [79], А.Б. Баку

шинского [80], Ч.У. Гроетча [81], И.В. Кочикова [82], А.М. Денисова [83],

А.С. Леонова [84;85], Х.В. Энгля [86], Л.Я. Савельева [87], Ю.С. Осипова [88].

Важнейшим классом регуляризирующих алгоритмов с прикладной точ

ки зрения является семейство вариационных регуляризирующих алгоритмов.

Одним из наиболее известным из них является регуляризирующий алгоритм,

основанный на минимизации функционала А.Н. Тихонова. Как и любой дру
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гой регуляризирующий алгоритм, он включает в себя параметр регуляризации,

необоснованный выбор которого может кардинальным образом повлиять на ре

гуляризованное решение. При этом, согласно работе А.Б. Бакушинского [89]

невозможно построить способ выбора параметра регуляризации, который не

был бы согласован с погрешностью задания входных данных. К сожалению,

по теме решения обратных задач геофизики (в том числе и магнитометрии)

на данный момент существует достаточно большое число работ, в которых

авторы используют эвристические способы выбора параметра регуляризации,

которые противоречат этому «вето Бакушинского». Чаще всего авторы таких

работ получают приемлемые результаты в связи с тем, что решаемые ими зада

чи за счёт использования различной априорной информации на самом деле

являются корректно поставленными, но недостаточные теоретические иссле

дования не выявили этого факта. Однако существуют и работы, результаты

которых являются недостоверными. В работе А. Г. Яголы, А.С. Леонова и

В.Н. Титаренко [90] приведён обзор таких самых популярных эвристических

способов выбора параметра регуляризации и дано их опровержение в части

использования при решении некорректно поставленных задач. В случае реше

ния некорректно поставленных обратных задач одним из самых популярных

обоснованных способов согласования параметра регуляризации с погрешностью

задания входных данных является обобщённый принцип невязки (см. работу

А.Н. Тихонова, А.В. Гончарского, В.В. Степанова и А. Г. Яголы [91]), кото

рый является обобщением принципа невязки В.А. Морозова (см. работу [92])

на случай наличия ошибок в операторе.

Необходимо также отметить, что существуют и статистические подходы

к построению регуляризирующих алгоритмов для решения задач рассматрива

емого класса (см., например, работу А. Тарантолы [93]). Этот подход основан

на статистической теории, предполагающей, что данные и модель являются

неопределёнными и подчиняются распределению Гаусса. Подходы основанные

на статистической регуляризации и на теории регуляризации А.Н. Тихоно

ва [91] являются эквивалентными при определённых условиях. Поэтому в

диссертационной работе в основе всех численных подходов лежат регуляризи

рующие алгоритмы, основанные на минимизации функционала А.Н. Тихонова.

Следующая проблема, которой посвящено множество работ, связана

с трудностями численного счёта. Многие современные постановки приклад

ных обратных задач магнитометрии предполагают восстановление параметров
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намагниченности исследуемых объектов в пространстве. Это приводит к необхо

димости решения трёхмерных интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода

для векторных или скалярных функций, что невозможно сделать за разумное

время с использованием обычных персональных компьютеров. Есть два пути

решения этой проблемы.

Первый путь подразумевает использование различных упрощений и допу

щений, которые понижают физическую размерность решаемой задачи, но при

этом дают ограниченную информацию об исследуемом объекте либо приводят к

существенным ошибкам в восстанавливаемых магнитных параметрах исследу

емых тел. Такому подходу посвящено большинство процитированных работ, в

которых рассматриваются прикладные методы решения трёхмерных обратных

задач магнитометрии.

Второй путь предполагает решение рассматриваемых задач в полных по

становках, что требует использования для расчётов серьёзных вычислительных

ресурсов, в частности использования суперкомпьютерных систем. Современное

развитие суперкомпьютерных технологий в недавнее время позволило решать

действительно огромные в вычислительном смысле задачи (см., например,

работы Вл.В. Воеводина и др. [94–96]). В части решения рассматриваемых

в диссертационной работе задач следует отметить работы Е.Н. Акимовой

и др. [97–99]. Однако возможность использования мощных вычислительных

систем привела к возникновению очередной проблемы. С ростом числа вы

числений растёт и влияние ошибок машинного округления, которые могут

кардинальным образом повлиять на точность получаемого приближённого

решения. При этом с целью уменьшения ошибок конечно-разностной аппрок

симации приходится увеличивать размерности сеток, в узлах которых ищется

приближённое численное решение. А это в свою очередь приводит к допол

нительному накоплению ошибок машинного округления за счёт увеличения

числа вычислений. В связи с этим учёт ошибок машинного округления при

решении многомерных обратных задач, которые приводят к необходимости ре

шения больших переопределённых систем линейных алгебраических уравнений

с плотно заполненной матрицей, стал особо актуален последнее время.

Подобным вопросом посвящено множество работ, среди которых следу

ет выделить, например, работы В.В. Воеводина [100], Х. Возняковского [101],

Э.Ф. Каашитера [102], З. Стракова [103; 104], М.А. Ариоли [105; 106], И. Но
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тайа [107], Ж. Мерана [108], Н.Н. Калиткина [109], Н.Дж. Хайэма [110],

М. Крочи [111], М.П. Коннолли [112].

Все указанные работы носят преимущественно теоретический характер и

не рассматривают другую распространённую прикладную проблему, которая за

ключается в том, что предложенный алгоритм может являться математически

обоснованным и выглядеть «хорошим», однако его применение для решения ре

альных прикладных задач будет неэффективным. Такие ситуации на практике

возникают в первую очередь по той причине, что использование для вы

числений многопроцессорных систем влечёт и дополнительные времязатраты,

порождаемые необходимостью взаимодействия между собой вычислительных

узлов, рассчитывающих различные части одной большой задачи (см., например,

работы Э. Д’Азеведо [113], Э. Де Стерлера [114], П. Р. Эллера [115]). Поэто

му любой численный алгоритм должен быть «согласован» с возможностями

многопроцессорных систем, которые будут использоваться для его реальной

численной реализацией. До сих пор публикаций на эту тему не существовало.

Диссертационное исследование, в частности, закрывает и этот пробел в лите

ратуре.



37

Глава 2. Математические методы моделирования в прикладных

трёхмерных обратных задачах магнитометрии

В этой главе рассматриваются основные подходы к математическому

моделированию решений в прикладных трёхмерных обратных задачах маг

нитометрии, учитывающие особенности самых распространённых на практике

прикладных задач этого типа. Как уже отмечалось в предыдущей главе (гла

ва 1) одной из важных прикладных проблем, кроме необходимости решения

трёхмерных интегральных уравнений вида (1.16), является выделение из экспе

риментально измеренного магнитного поля с индукцией B его составляющей

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 (см. формулу (1.1)), которая индуцируется непосредственно магнитными

массами, распределение которых в пространстве необходимо восстановить.

Поэтому структура этой главы построена следующим образом: сначала

рассматриваются наиболее простые в плане предобработки экспериментальных

данных прикладные задачи, а далее их сложность в соответствующем смыс

ле возрастает.

Так, в параграфе 2.1 рассматривается тип задач, в которых объект яв

ляется «движымым», в результате чего вспомогательная задача о выделении

компоненты B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 из измеренной индукции B общего поля решается c точно

стью до ошибок экспериментальных измерений компонент вектора магнитной

индукции B . В параграфе 2.2 рассматриваются задачи геологоразведки в нед

рах Земли. Для таких задач применимы отработанные в геофизике методы

выделения из экспериментальных данных необходимого для расчётов поля

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑. Однако эти методы являются неточными, в результате чего в выде

ленную компоненту B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 вносится дополнительная систематическая, пусть и

небольшая, ошибка. В параграфе 2.3 рассматриваются проблемы геологоразвед

ки в недрах планет Солнечной системы по данным спутниковых наблюдений.

Часть таких задач (см. подпараграф 2.3.1) предполагает достаточно точное

определение компоненты B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 и являются лишь вычислительно сложными,

а для некоторых из таких задач (см. подпараграф 2.3.2) для выделения

необходимой для расчётов компонентыB𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 может потребоваться решить вспо

могательную обратную задачу бо́льшей численной размерности по сравнению

с численной размерность «основной» задачи, что косвенным образом приводит

к дополнительным ошибкам в выделенной компоненте B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑.
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2.1 Обратная задача восстановления параметров намагниченности

локализованного объекта

Как уже было упомянуто в предисловии этой главы, в этом параграфе

рассматривается тип прикладных обратных задач магнитометрии, в которых

объект является «движымым», в результате чего вспомогательная задача опре

деления B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 решается c точностью до ошибок экспериментальных измерений

компонент вектор-функции B .

Типовая схема выделения необходимого поля B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 следующая. В отсут

ствие исследуемого тела проводятся измерения индукции магнитного поля B ,

которое совпадает с нормальным полем B0. Затем, не меняя пространственную

конфигурацию сенсоров, проводятся измерения индукции магнитного поля B в

присутствии объекта (см. рис. 2.1). Искомая индукция B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 находится как раз

ница этих двух проведённых экспериментальных измерений: B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 = B − B0.

При этом погрешность определения компонент вектор-функции B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 совпада

ет с погрешностью измерения компонент вектор-функции B .

Рисунок 2.1 — Схема измерения индукции магнитного поля «движимого» те

ла: объект проходит над двумерным массивом сенсоров — картинка (а), что

эквивалентно статичным измерениям, выполненным трёхмерным массивом сен

соров — картинка (б).

Таким образом, прикладная задача измерения значений компонент век

тор-функции B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑, которые необходимых для восстановления параметров

намагниченности M не вызывает затруднений.
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Необходимо отметить, что такого типа задачи чаще всего возникают, когда

надо определить параметры остаточной намагниченности некоторого объекта с

целью его последующего размагничивания. Классической задачей такого типа

является задача размагничивания кораблей (см. рис. 2.1). В СССР в самом на

чале Великой Отечественной Войны проблему размагничивания кораблей для

защиты от магнитных морских мин решали И.В. Курчатов вместе с А.П. Алек

сандровым (см. ссылки в книге Б.А. Ткаченко [116]). Сначала соответствующие

задачи носили чисто экспериментальный характер и измерения параметров

намагниченности проводились вручную с непосредственным контактом с объ

ектом.

Позже, для уменьшения трудозатрат по определению параметров на

магниченности была сформулирована соответствующая обратная задача (см.

подпараграф 1.1.1 главы 1): обратная задача состоит в определении вектор

функции M (r) ≡
(︀
𝑀𝑥(r) 𝑀𝑦(r) 𝑀𝑧(r)

)︀𝑇
, r ≡ (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑉 , из уравнения

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(r − r 𝑠)

|r − r 𝑠|5
− M (r)

|r − r 𝑠|3

)︂
𝑑𝑣

по данным экспериментальных измерений компонент вектор-функции

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) ≡
(︀
𝐵𝑥(r 𝑠) 𝐵𝑦(r 𝑠) 𝐵𝑧(r 𝑠)

)︀𝑇
, r 𝑠 ≡ (𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠) /∈ 𝑉 .

Как было показано в главе 1 это уравнение сводится к интегральному

уравнению Фредгольма 1-го рода в виде (1.16):

AM ≡ µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥,𝑦,𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = B(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠). (2.1)

Здесь M ≡
(︀
𝑀𝑥 𝑀𝑦 𝑀𝑧

)︀𝑇
, B ≡ B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 ≡

(︀
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

)︀𝑇
, K ≡ K𝑀𝐼 (выражение

для этой матричной функции выписано в подпараграфе 1.1.1 главы 1).

Замечание. Несмотря на то, что в обратных задачах такого типа бо́льшая

часть тела содержит существенное количество ферромагнитных материалов,

здесь решается вопрос об определении параметров остаточной намагниченности

в относительно слабом внешнем поле. В связи с этим эта постановка обратной

задачи остаётся применимой, если целью является определение в объекте намаг

ниченных областей. Соответствующему вопросу посвящено достаточно большое

число работ, из которых можно выделить работы Ф. Дютуа [117], М. Гуамье

ри [118], Х. Брюнотта [119], Ф. Риу-Дамидо [120], Г. Олунда [121], Ш. Лью [122].

Важная практическая особенность этого типа задач заключается в том,

что геометрические параметры исследуемого объекта обычно известны.
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Рисунок 2.2 — Если известны геометрические параметры тела — картинка (а),

то известны и позиции расположения магнитных масс, которые достаточно лег

ко дискретизировать — картинка (б).

В результате можно предполагать, что исследуемый объект лежит в па

раллелепипеде 𝑃 с известным расположением в пространстве и известными

геометрическими параметрами (см. рис. 2.2-б):

𝑉 ⊂ 𝑃 =
{︀
(𝑥,𝑦,𝑧) : 𝐿𝑥 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑅𝑥, 𝐿𝑦 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑅𝑦, 𝐿𝑧 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑅𝑧

}︀
.

Массив точек, в которых проводятся измерения сенсорами, для таких за

дач также обычно образует параллелепипед в трёхмерном пространстве (см.

рис. 2.1-б):

𝑄 =
{︀
(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠) : 𝐿𝑥𝑠

⩽ 𝑥𝑠 ⩽ 𝑅𝑥𝑠
, 𝐿𝑦𝑠 ⩽ 𝑦𝑠 ⩽ 𝑅𝑦𝑠, 𝐿𝑧𝑠 ⩽ 𝑧𝑠 ⩽ 𝑅𝑧𝑠

}︀
.

В результате уравнение (2.1) сводится к виду

AM ≡ µ0

4π

𝑅𝑥∫︁
𝐿𝑥

𝑅𝑦∫︁
𝐿𝑦

𝑅𝑧∫︁
𝐿𝑧

K(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥,𝑦,𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = B(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠). (2.2)

В задачах такого типа предполагается, что M ∈ 𝑊 2
2 (𝑃 ), B ∈ 𝐿2(𝑄), и

оператор A с ядром K является непрерывным и однозначным. Нормы правой

части уравнения (2.2) и его решения можно ввести следующим образом:

‖B‖𝐿2
=
√︁
‖𝐵𝑥‖2𝐿2

+ ‖𝐵𝑦‖2𝐿2
+ ‖𝐵𝑧‖2𝐿2

,

‖M ‖𝑊 2
2
=
√︁
‖𝑀𝑥‖2𝑊 2

2
+ ‖𝑀𝑦‖2𝑊 2

2
+ ‖𝑀𝑧‖2𝑊 2

2
.



41

Пусть вместо точно известных B и оператора A известны их приближён

ные значения Bδ и Aℎ такие, что ‖Bδ − B‖𝐿2
⩽ δ, ‖A − Aℎ‖𝑊 2

2→𝐿2
⩽ ℎ.

При выписанных условиях задача определения вектор-функции M из урав

нения (2.2) является некорректно поставленной и для её решения необходимо

строить регуляризирующий алгоритм. Если воспользоваться регуляризирую

щим алгоритмом, основанным на минимизации функционала А.Н. Тихонова,

то задача сводится к поиску элемента, реализующего минимум функционала

𝐹α[M ] = ‖AℎM −Bδ‖2𝐿2
+ α‖M ‖2𝑊 2

2
.

Согласно работе А.Н. Тихонова, А.В. Гочарского, В.В. Степанова и

А. Г. Яголы [91] для любого α > 0 существует единственная экстремаль M α
η ,

η = {δ,ℎ}, которая реализует минимум функционала 𝐹α[M ].

Параметр регуляризации можно выбрать, например, по обобщённому

принципу невязки (см. работу [91]), как корень нелинейного уравнения

ρ(α) ≡
⃦⃦
AℎM

α
η −Bδ

⃦⃦2
𝐿2
−
(︁
δ+ ℎ

⃦⃦
M α

η

⃦⃦
𝑊 2

2

)︁2
− µ2

η = 0.

Здесь µη — мера несовместности, которая определяется следующим об

разом:

µη = inf
M

⃦⃦
AℎM −Bδ

⃦⃦
𝐿2
.

При этом M α
η стремиться при η→ 0 к точному решению задачу в норме

𝑊 2
2 , а следовательно, и равномерно на множестве 𝑃 .

В качестве метода минимизации функционала А.Н. Тихонова применя

ется метод сопряжённых градиентов, особенности практической реализации

которого для рассматриваемого класса задач описываются в главе 3 «Числен

ные методы» и в главе 4 «Комплекс программ».

Замечание. В случае решения уравнения вида (2.2) сглаживающий функ

ционал ‖M ‖2
𝑊 2

2
примет вид

‖M ‖2𝑊 2
2
=

𝑅𝑥∫︁
𝐿𝑥

𝑅𝑦∫︁
𝐿𝑦

𝑅𝑧∫︁
𝐿𝑧

(︃
M 2 +

(︂
𝜕2M

𝜕𝑥2

)︂2

+

(︂
𝜕2M

𝜕𝑦2

)︂2

+

(︂
𝜕2M

𝜕𝑧2

)︂2
)︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.

При этом надо отметить следующие особенности решения рассматриваемо

го класса задач. Если известна «примерная» геометрия объекта и используется

восстановление распределения магнитных масс в параллелепипеде 𝑃 , то в этом
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случае существенным образом можно использовать особенность ядра интеграль

ного уравнения (2.2). Эта особенность заключается в том, что уравнение (2.2)

можно классифицировать как интегральное уравнение типа свёртки (см. рабо

ту [91, с. 38]), и за счёт того, что решение ищется в многомерной прямоугольной

области, можно использовать подход основанный на применении быстрого пре

образования Фурье к этому уравнению (см. работу [6]: «“Быстрый” алгоритм

решения некоторых трёхмерных обратных задач магнитометрии»).

В том случае, если геометрия исследуемого тела известна точно (см.

рис. 2.2), то вместо задачи решения уравнения (2.2) может быть поставлена

более простая в смысле численной трудоёмкости задача. Например, на рис. 2.2

изображено разбиение параллелепипеда 𝑃 на ̃︀𝑁 = 100 × 15 × 15 = 22 500

«элементарных» параллелепипедов объёмом 𝑑𝑥𝑖𝑑𝑦𝑖𝑑𝑧𝑖 = const, 𝑖 = 1, 22 500,

каждый. Если пронумеровать только те элементарные разбиения области 𝑃 ,

для которых (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) ∈ 𝑉 , то окажется, что число таких элементов 𝑁 ≪̃︀𝑁 = 22 500.

Если перенумеровать эти элементы от 1 до 𝑁 , то можно выписать следу

ющую систему из 𝑆 уравнений:

µ0

4π

𝑁∑︁
𝑖=1

K(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖, 𝑥𝑠𝑗, 𝑦𝑠𝑗, 𝑧𝑠𝑗)M (𝑥𝑖,𝑦𝑖,𝑧𝑖)𝑑𝑥𝑖𝑑𝑦𝑖𝑑𝑧𝑖 = B(𝑥𝑠𝑗, 𝑦𝑠𝑗, 𝑧𝑠𝑗), 𝑗 = 1,𝑆.

Здесь 𝑆 — число сенсоров, измеряющих компоненты вектор-функции B ≡
B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑, с известными координатами (𝑥𝑠𝑗, 𝑦𝑠𝑗, 𝑧𝑠𝑗), 𝑗 = 1,𝑆.

При max
𝑖

𝑑𝑥𝑖𝑑𝑦𝑖𝑑𝑧𝑖 → 0 каждое уравнение этой системы будет эквивалент

но уравнению (2.1).

Математические методы моделирования прикладных трёхмерных обрат

ных задач магнитометрии, рассматриваемые в следующих параграфах, будут

обобщать описанные здесь подходы. В связи с этим примеры результатов моде

лирования решений для этого типа задач здесь не приводятся, но могут быть

найдены в работах автора [7; 8].

Главная прикладная проблема, которая возникает при решении таких

систем уравнений — необходимость решения огромных систем линейных ал

гебраических уравнений с плотно заполненной матрицей. Для этого нужно

использовать многопроцессорные системы и применять специальные методы

решения систем линейных алгебраических уравнений. Соответствующие вопро

сы будут рассмотрены в главах 3 и 4.
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2.2 Обратная задача восстановления параметров намагниченности

полезных ископаемых

В этом параграфе рассматривается тип прикладных обратных задач

магнитометрии, относящихся к задачам геологоразведки. Принципиальная осо

бенность этих задач состоит в наличии следующих проблем. Во-первых, объект

является «недвижымым», в результате чего вспомогательная задача опреде

ления B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 усложняется. Во-вторых, точное расположение магнитных масс

неизвестно.

Первая задача решается следующим образом. Из экспериментально из

меренного магнитного поля с индукцией B надо выделить необходимую для

последующих расчётов составляющую B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑, которая индуцируется магнитны

ми массами, из которых состоят, например, полезные ископаемые. В геофизике

такую составляющую магнитного поля принято называть аномалией земного

магнитного поля. Чтобы её найти необходимо знать индукцию нормального

магнитного поля B0, которое в геофизике также часто называют регуляр

ным геомагнитным полем. В настоящее время считается, что магнитное поле

Земли порождается токами в жидком ядре Земли. С весьма хорошим прибли

жением регулярное геомагнитное поле можно представить как поле диполя,

расположенного в центре Земли и имеющего магнитный момент, направлен

ный в сторону Южного географического полюса, но при этом смещённого

от оси вращения Земли на угол около 11°. Вблизи поверхности Земли на

пряжённость регулярного магнитного поля составляет примерно 40 A ·m−1.
Модель регулярного геомагнитного поля как поля диполя даёт возможность

с приемлемой точностью рассчитать компоненты вектора B0 в точках изме

рения, расположенных недалеко от поверхности Земли (см., например, работу

У.О. Кэмпбелаа [123]). Таким образом, указанная особенность не представляет

принципиальных трудностей для решения реальных прикладных задач. Следу

ет лишь отметить, что так как модель геомагнитного поля Земли как модель

диполя является лишь приближённой, то это вносит дополнительные система

тические ошибки в результаты определения компонент вектор-функции B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑.

Вторая особенность и пути преодоления связанных с нею проблем будут

рассмотрены далее в процессе изложения математических подходов к решению

задач указанного типа.
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2.2.1 Восстановление намагниченности

При решении указанного типа задач (см. работы автора [2; 10]) ис

пользовалась модель, описанная в подпараграфе 1.1.4 «Обращение полных

магнито-градиентных данных» главы 1. Это означает, что обратная зада

ча состоит в определении вектор-функции M (r) ≡
(︀
𝑀𝑥(r) 𝑀𝑦(r) 𝑀𝑧(r)

)︀𝑇
,

r ≡ (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑉 , из системы уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣,

B 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝑀𝐺𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣,

по данным экспериментальных измерений компонент вектор-функции

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) ≡
(︀
𝐵𝑥(r 𝑠) 𝐵𝑦(r 𝑠) 𝐵𝑧(r 𝑠)

)︀𝑇
, r 𝑠 ≡ (𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠) /∈ 𝑉 , и неза

висимых компонент тензора градиентов компонент магнитной индукции

B 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(r 𝑠) ≡
(︂
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
(r 𝑠)

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
(r 𝑠)

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
(r 𝑠)

𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
(r 𝑠)

𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧
(r 𝑠)

)︂𝑇

, r 𝑠 /∈ 𝑉 .

Выражения для матричных функций K𝑀𝐼 и K𝑀𝐺𝑇 выписаны в подпара

графах 1.1.1 и 1.1.3 главы 1 соответственно.

Как было показано в главе 1, выписанная система сводится к интеграль

ному уравнению Фредгольма 1-го рода в виде (1.16):

AM ≡ µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥,𝑦,𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = B(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠). (2.3)

Здесь M ≡
(︀
𝑀𝑥 𝑀𝑦 𝑀𝑧

)︀𝑇
, B ≡

(︀
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

)︀𝑇
,

K ≡
(︀
K𝑀𝐼 K𝑀𝐺𝑇

)︀𝑇
.

Если предположить, что исследуемый объект лежит в параллелепипеде

с известным расположением в пространстве и известными геометрическими

параметрами

𝑉 ⊂ 𝑃 =
{︀
(𝑥,𝑦,𝑧) : 𝐿𝑥 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑅𝑥, 𝐿𝑦 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑅𝑦, 𝐿𝑧 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑅𝑧

}︀
,

а массив точек, в которых проводятся измерения сенсорами, содержится в неко

торой произвольной области 𝑄, то уравнение (2.3) сводится к виду

AM ≡ µ0

4π

𝑅𝑥∫︁
𝐿𝑥

𝑅𝑦∫︁
𝐿𝑦

𝑅𝑧∫︁
𝐿𝑧

K(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥,𝑦,𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = B(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠). (2.4)
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Замечание. Принципиально отличие этой математической постановки

обратной задачи от постановки рассмотренной в предыдущем параграфе (пара

граф 2.1) кроме использования «тензорных» данных заключается в следующем.

Во-первых, обычно отсутствует априорная информация об оптимальных гео

метрических параметрах параллелепипеда 𝑃 (так как локализация магнитных

масс не известна). Поэтому приходится изначально выбирать заведомо боль

шие геометрические размеры области, в которой ищется решение, а затем по

найденному решению сужать область восстановления решения с целью более

качественного восстановления параметров намагниченности исследуемого тела.

Во-вторых, в которых проводятся измерения, уже не принадлежат некоторому

параллелепипеду, так как на практике зачастую точки измерения образуют в

трёхмерном пространстве достаточно сложную кривую (см. рис. 2.4). А это

исключает возможность применения «быстрых» алгоритмов решения таких за

дач, основанных на быстром преобразовании Фурье (см. работу автора [6]).

В задачах такого типа предполагается, что M ∈ 𝑊 2
2 (𝑃 ), B ∈ 𝐿2(𝑄), и

оператор A с ядром K является непрерывным и однозначным. Нормы правой

части уравнения (2.4) и его решения можно ввести следующим образом:

‖B‖𝐿2
=
(︁
‖𝐵𝑥‖2𝐿2

+ ‖𝐵𝑦‖2𝐿2
+ ‖𝐵𝑧‖2𝐿2

+

+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥

⃦⃦⃦⃦2
𝐿2

+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦

⃦⃦⃦⃦2
𝐿2

+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧

⃦⃦⃦⃦2
𝐿2

+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝐵𝑥𝑦

𝜕𝑧

⃦⃦⃦⃦2
𝐿2

+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

⃦⃦⃦⃦2
𝐿2

)︁ 1
2

,

‖M ‖𝑊 2
2
=
√︁
‖𝑀𝑥‖2𝑊 2

2
+ ‖𝑀𝑦‖2𝑊 2

2
+ ‖𝑀𝑧‖2𝑊 2

2
.

Пусть вместо точно известных B и оператора A известны их приближён

ные значения Bδ и Aℎ такие, что ‖Bδ − B‖𝐿2
⩽ δ, ‖A − Aℎ‖𝑊 2

2→𝐿2
⩽ ℎ. При

выписанных условиях задача является некорректно поставленной и для её ре

шения необходимо строить регуляризирующий алгоритм. Если воспользоваться

регуляризирующим алгоритмом, основанным на минимизации функционала

А.Н. Тихонова, то задача сводится к поиску элемента, реализующего мини

мум функционала

𝐹α[M ] = ‖AℎM −Bδ‖2𝐿2
+ α‖M ‖2𝑊 2

2
.

Согласно работе А.Н. Тихонова, А.В. Гочарского, В.В. Степанова и

А. Г. Яголы [91] для любого α > 0 существует единственная экстремаль M α
η ,

η = {δ,ℎ}, которая реализует минимум функционала 𝐹α[M ].
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Параметр регуляризации можно выбрать, например, по обобщённому

принципу невязки (см. работу [91]), как корень нелинейного уравнения

ρ(α) ≡
⃦⃦
AℎM

α
η −Bδ

⃦⃦2
𝐿2
−
(︁
δ+ ℎ

⃦⃦
M α

η

⃦⃦
𝑊 2

2

)︁2
− µ2

η = 0.

Здесь µη — мера несовместности, которая определяется как

µη = inf
M

⃦⃦
AℎM −Bδ

⃦⃦
𝐿2
.

При этом M α
η стремиться при η→ 0 к точному решению задачу в норме

𝑊 2
2 , а следовательно, и равномерно на множестве 𝑃 .

В качестве метода минимизации функционала А.Н. Тихонова применя

ется метод сопряжённых градиентов, особенности практической реализации

которого для рассматриваемого класса задач описываются в главе 3 «Числен

ные методы» и в главе 4 «Комплекс программ».

Численный эксперимент. Сначала следует рассмотреть различные мо

дели, которые используют только «магнитные», только «градиентные» и

совместные «магнито-градиентные» данные экспериментальных измерений (см.

подпараграф 1.1.4 главы 1). Для этого было выполнено моделирование экс

периментальных данных с уровнем ошибки δ, эквивалентном относительной

ошибке ∼ 4%. Для тестовых расчётов использовалась область 𝑃 =
{︀
(𝑥,𝑦,𝑧) :

−5 000 ⩽ 𝑥 ⩽ 5 000, − 5 000 ⩽ 𝑦 ⩽ 5 000, − 105 ⩽ 𝑧 ⩽ −95
}︀
. Параллелепи

пед 𝑃 был разбит по каждому направлению на (𝑁𝑥,𝑁𝑦,𝑁𝑧) = (80,80,1) частей.

Таким образом задача заключалась в восстановлении усреднённой плотности

магнитного момента каждого элементарного объёма 𝑑𝑣, полученного за счёт

разбиения исходной области 𝑃 на части. Область наблюдения была выбрана

как 𝑄 =
{︀
(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠) : −4 000 ⩽ 𝑥𝑠 ⩽ 4 000, −4 000 ⩽ 𝑦𝑠 ⩽ 4 000, 𝑧𝑠 = 2000

}︀
. Эта

область была разбита по каждому направлению на (𝑁𝑥𝑠
,𝑁𝑦𝑠,𝑁𝑦𝑠) = (350,20,1)

частей. В узлах этого разбиения области на части были симулированы как

«магнитные», так и «тензорные» магнитные данные. Затем симулированные

данные использовались в качестве входных при решении обратной задачи в раз

ных постановках. На рис. 2.3 представлена нормализованная величина модуля

намагниченности, как результат решения обратной задачи с симулированны

ми экспериментальными данными. Среднеквадратичная ошибка в компонентах

восстановленного вектора M составила 0.12263 для обработки только «маг

нитных» данных, 0.12262 для обработки совместных «магнито-градиентных»
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Рисунок 2.3 — Результаты численного эксперимента: (а) нормализованное мо

дельное решение — модуль вектора намагниченности M , (б) восстановленное

решение при обработке только «магнитных» данных, (в) восстановленное реше

ние при обработке только «тензорных» данных, (г) восстановленное решение

при обработке совместных «магнито-градиентных» данных.

данных и 0.12527 для обработки только «градиентных» данных. Это означает,

что все модели дают «равные» результаты. При уменьшении уровня ошибки

δ в симулированных данных до эквивалентного уровня относительной ошибки

∼ 1%, которые достаточно близки к реальным полевым экспериментам, сред

неквадратичная ошибка в компонентах восстановленного вектораM оказалась

наименьшей для случая обработки только «тензорных» данных.

Таким образом основной вывод из тестовых численных экспериментов сле

дующий. Обработка только «тензорных» данных позволяет восстановить более

детализированное приближённое решение. Обработка совместных «магнито

градиентных» данных не даёт никаких преимуществ в детализации решения.

При обработке экспериментальных данных «тензорные» данные должны ис
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пользоваться обособленно и не объединяться с «магнитными» данными. Это

связано с тем, что величины, соответствующие «тензорным» данным, суще

ственно меньше величин, соответствующих «магнитным» данным. В результате

за счёт наличия ошибок машинного округления применяемые численные

методы становятся нечувствительными к «тензорным» данным, если они ис

пользуются вместе с «магнитными» данными. Если же «тензорные» данные

используются отдельно от магнитных, то точность восстановления приближён

ного регуляризованного решения возрастает за счёт того, что «тензорных»

данных больше, чем «магнитных» (5 компонент тензора градиентов компонент

магнитной индукции против 3 компонент магнитной индукции).

Замечание. Повысить эффект от использования совместных «магнито

градиентных» данных можно за счёт масштабирования «градиентных» данных

до уровня «магнитных». Такой подход эквивалентен выбору предобуславли

вателя, который понизит обусловленность системы линейных алгебраических

уравнений, которая возникает при численном решении после дискретизации

интегрального уравнения (2.4).

Пример обработки реальных экспериментальных данных Натурные

экспериментальные измерения компонент тензора градиентов компонент маг

нитной индукции проводились с использованием низкотемпературной системы

SQUID (см. рис. 2.4) в одном из районов Северного Китая, состоящем из пара

магнитных и ферромагнитных материалов (см. работу автора [9]).

В качестве области, в которой восстанавливалось решение, использова

лась область 𝑃 =
{︀
(𝑥,𝑦,𝑧) : −1 000 ⩽ 𝑥 ⩽ 1 000, − 1 000 ⩽ 𝑦 ⩽ 1 000, − 205 ⩽

𝑧 ⩽ −195
}︀

m. Параллелепипед 𝑃 был разбит по каждому направлению на

(𝑁𝑥,𝑁𝑦,𝑁𝑧) = (40,40,1) частей. Таким образом задача заключалась в восста

новлении усреднённой плотности магнитного момента каждого элементарного

объёма 𝑑𝑣, полученного за счёт разбиения исходной области 𝑃 на части. Об

ласть наблюдения была выбрана как𝑄 =
{︀
(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠) : −215 ⩽ 𝑥𝑠 ⩽ 215,−250 ⩽

𝑦𝑠 ⩽ 250, 𝑧𝑠 = 20
}︀
m. Эта область была разбита по каждому направлению на

(𝑁𝑥𝑠
,𝑁𝑦𝑠,𝑁𝑦𝑠) = (43,50,1) частей. Такие параметры разбиения области наблюде

ния соответствуют реальной размерности массивов экспериментальных данных.

Здесь вертолёт пролетел над одной и той же область 43 раза с равномерным

смещением траектории каждого пролёта относительно предыдущих. При этом
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Рисунок 2.4 — Проведение натурных экспериментальных измерений (см. рабо

ту [9]) компонент тензора градиентов компонент магнитной индукции на разных

высотах над поверхностью Земли с помощью сенсора SQUID. Траектория дви

жения сенсора может представлять достаточно произвольную кривую.
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Рисунок 2.5 — Результат обработки реальных экспериментальных данных.

На основной картинке изображён результат предварительного определения об

ласти локализации магнитных масс (изображено нормализованное значение

модуля вектора намагниченностиM ). Картинка-врезка соответствует результа

ту повторной обработки экспериментальных данных после уточнения размеров

области 𝑃 , в которой восстанавливается эквивалентное по внешнему полю рас

пределение магнитных масс.

вдоль каждой траектории было выбрано 50 точек, которые все вместе образо

вывали прямоугольную декартову сетку. Так как экспериментальные данные

заданы в двумерном пространстве (на плоскости), то и восстановление иско

мой вектор-функции осуществлялась на плоскости на глубине с координатой

𝑧 = −200 m. То есть необходимо восстанавливалось эквивалентное по внешне

му полю распределение магнитных масс на заданной глубине.

Выбранные параметры области 𝑃 позволили получить после проведе

ния расчётов предварительную информацию о месторасположении магнитных

масс (см. рис. 2.5). При этом надо отметить, что предварительные расчёты

проводились без регуляризации (α = 0). Затем, основываясь на полученной ин

формации, размеры области 𝑃 были уточнены: 𝑃 =
{︀
(𝑥,𝑦,𝑧) : −500 ⩽ 𝑥 ⩽

500, − 500 ⩽ 𝑦 ⩽ 500, − 205 ⩽ 𝑧 ⩽ −195
}︀
, и были проведены повторные рас
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Рисунок 2.6 — Результат обработки реальных экспериментальных данных на

другой глубине по сравнению. На основной картинке изображён результат пред

варительного определения области локализации магнитных масс (изображено

нормализованное значение модуля вектора намагниченности M ). Картинка

врезка соответствует результату повторной обработки экспериментальных

данных после уточнения размеров области 𝑃 , в которой восстанавливается эк

вивалентное по внешнему полю распределение магнитных масс.

чёты с выбором параметра регуляризации, согласованным с уровнем ошибок

экспериментальных данных по обобщённому принципу невязки.

На рис. 2.6 представлены результаты восстановления эквивалентного рас

пределения магнитных масс на глубине 𝑧 = −500 m.

В случае проведения экспериментальных измерений на разных высотах

возможно восстановление распределения магнитных масс в трёхмерном про

странстве. Однако практическую ценность в этой задаче имеет и восстановление

эквивалентного по внешнему полю распределения магнитных масс на заданной

фиксированной глубине (подробности могут быть найдены в работе автора [9]).

Это связано с тем, что при решении некоторых задач геологоразведки важно

определить не точную глубину залегания полезных ископаемых, а те точки на

поверхности Земли, в которых следует производить бурение с целью точной

доразведки места предполагаемого залегания полезных ископаемых.
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2.2.2 Восстановление магнитной восприимчивости

При решении задач указанного типа использовалась модель (см. работу

автора [3]), описанная в параграфе 1.2 главы 1. Это означает, что обратная

задача состоит в определении функции χ(r), r ≡ (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑉 , из системы

уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =

µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝐵0

𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)χ(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑣,

B 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝐵0

𝑀𝐺𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)χ(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑣,

по данным экспериментальных измерений компонент вектор-функции

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) ≡
(︀
𝐵𝑥(r 𝑠) 𝐵𝑦(r 𝑠) 𝐵𝑧(r 𝑠)

)︀𝑇
, r 𝑠 ≡ (𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠) /∈ 𝑉 , и неза

висимых компонент тензора градиентов компонент магнитной индукции

B 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟(r 𝑠) ≡
(︂
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
(r 𝑠)

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
(r 𝑠)

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
(r 𝑠)

𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
(r 𝑠)

𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧
(r 𝑠)

)︂𝑇

, r 𝑠 /∈ 𝑉 , и нали

чию информации о нормальном магнитном поле B0(r) в области 𝑉 .

Выражения для матричных функций K𝐵0

𝑀𝐼 и K
𝐵0

𝑀𝐺𝑇 могут быть получены

за счёт умножения на
⃒⃒
B0(r)

⃒⃒
матричных функций K𝑙

𝑀𝐼 и K
𝑙
𝑀𝐺𝑇 , выписанных

в подпараграфах 1.1.2 и 1.1.3.

Указанную систему можно записать в виде следующего интегрального

уравнения Фредгольма 1-го рода:

Aχ ≡ µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)χ(𝑥,𝑦,𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = B(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠). (2.5)

Здесь B ≡
(︀
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

)︀𝑇
, K ≡

(︀
K𝐵0

𝑀𝐼 K
𝐵0

𝑀𝐺𝑇

)︀𝑇
.

Подход к построению и реализации регуляризирующего алгоритма реше

ния этого уравнения полностью повторяет методику, описанную в предыдущих

двух подпараграфах. Поэтому соответствующие пояснения здесь опускаются

(подробности см. в работе автора [3]).

Параметры тестового примера, демонстрирующего преимущество исполь

зования «тензорных» данных, полностью повторяют параметры численного

эксперимента, описанного в предыдущем подпараграфе. Единственное отличие

заключается в том, что теперь модельным решением является не векторная
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Рисунок 2.7 — Результаты численного эксперимента: (а) нормализованное мо

дельное решение — магнитная восприимчивость χ, (б) восстановленное решение

при обработке только «магнитных» данных, (в) восстановленное решение при

обработке только «тензорных» данных, (г) восстановленное решение при обра

ботке совместных «магнито-градиентных» данных.

функция, а скалярная. На рис. 2.7 представлены результаты решения обратной

задачи с симулированными экспериментальными данными.

Основной вывод из тестовых численных экспериментов является анало

гичным. Обработка только «тензорных» данных позволяет восстановить более

детализированное приближённое решение. Обработка совместных «магнитно

градиентных» данных не даёт никаких преимуществ в детализации решения.

При обработке экспериментальных данных «тензорные» данные должны ис

пользоваться обособленно и не объединяться с «магнитными» данными.

Замечание. Обработка совместных «магнито-градиентных» данных име

ет смысл только в случае масштабирования «градиентных» данных до уровня
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«магнитных». Такой подход эквивалентен выбору предобуславливателя, кото

рый понизит обусловленность системы линейных алгебраических уравнений,

которая возникает при численном решении после дискретизации интегрально

го уравнения (2.5).

Необходимо подчеркнуть, что принципиальное отличие этой модели от

использованной в предыдущем подпараграфе заключается в том, что c физиче

ской точки зрения решается более перепоределённая задача (восстанавливается

одна скалярная функция по данным наблюдения значений пяти скалярных

функций), что даёт надежду (подтверждённую в том числе экспериментально)

на получение более детализированного решения. Также этот подход даёт воз

можность, восстановив функцию χ(r), r ∈ 𝑉 , сделать вывод о виде конкретных

материалов (полезных ископаемых), которые залегают в недрах Земли.

Однако существенным недостатком использования рассматриваемой моде

ли является необходимость знания точных параметров нормального магнитного

поля B0(r) в области 𝑉 . Как уже упоминалось ранее, значения нормального

поля определяются исследователями из некоторых вспомогательных упрощён

ных моделей (в частности с помощью моделирования магнитного поля Земли с

помощью модели диполя). Как следствие, это приводит к тому, что в оператор

A уравнения (2.5) вносится дополнительная ошибка. Учёт этой ошибки при

выборе параметра регуляризации по обобщённому принципу невязки, в свою

очередь, приводит к увеличению параметра регуляризации, и, как следствие, к

более сглаженному (а значит, менее детализированному) приближённому ре

шению. Таким образом, решение, найденное с помощью указанной модели,

является достаточно чувствительным к точности определения параметров нор

мального магнитного поля Земли.

2.3 Обратная задача восстановления параметров намагниченности

коры планет Солнечной системы по данным спутниковых

измерений

Исследование магнитных полей планет и решение соответствующих обрат

ных задач является одним из способов получения информации о внутренней

структуре планет и их эволюции. Доступ к информации о магнитных полях
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планет стал возможен благодаря появлению автоматических межпланетных

станций (АМС). На данный момент больше всего экспериментальных данных

о магнитных полях собрано для Марса и Меркурия.

Первые результаты измерения магнитного поля Марса были получены

в 1965 году американской АМС Маринер-4, который обнаружил отсутствие

глобальной магнитосферы Марcа. В 1970-х годах советские АМС Марс-2, -3,

-5 и позже Фобос-2 обнаружили достаточно малое магнитное поле величи

ной примерно 60 nT в окрестности экватора и 120 nT в окрестности полюса

(см. работу В. Ридлера [124]). В 1996 году к Марсу был отправлена амери

канская АМС «Марс Глобал Сервейор» с магнетометром-рефлектометром на

борту (см. работу Джона Э.П. Коннерни [125]). Благодаря этому аппарату

были получены данные о магнитном поле Марса на различных высотах над по

верхностью Красной планеты. Эти данные позволили решать обратные задачи

по восстановлению параметров намагниченности (см. работы О. Портнягина и

М.С. Жданова [29;30]). Было обнаружено, что кора Марса местами достаточно

сильно намагничена. Из этого был сделан вывод, что, хотя Марс сейчас и не име

ет глобального магнитного поля, возможно он имел активное магнитное динамо

ранее (см. работу М.Х. Акуны [126]). В связи с этим моделирование остаточного

магнитного поля является важной задачей для изучения глубинного строения

Марса и для проверки моделей магнитного динамо Марса в прошлом. В по

следнем случае это даёт возможность создателям моделей магнитного динамо

верифицировать свои модели и проверить что будет после того, как оно исчез

нет, — совпадёт ли предсказанное этими моделями распределение остаточной

намагниченности в коре Марса с наблюдаемыми в наши дни значениями. Экс

периментальные данные АМС «Марс Глобал Сервейор» позволили получить

первичную оценку глобального распределения источников магнитного поля в

коре планеты (см. работы М.Х. Акуны [127; 128]).

Самые свежие исследования базируются на данных эксперименталь

ных наблюдений [129] АМС MAVEN-1 («Mars Atmosphere and Volatile

EvolutioN») [130], которая приступила к работе в 2014 году. Множество ме

тодов, разработанных для исследования магнитного поля Земли, могут быть

применены и для исследования магнитного поля Марса (см., например, ра

боты О. Портнягина и М.С. Жданова [29; 30]). Широко распространённые

ранее подходы к моделированию локальных (сильно намагниченные южные

высокогорья с сильными магнитными аномалиями, достигающими 1500 nT
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на высоте 200 km, — см. работы М.Х. Акуны [131], К.Ф. Шпренке [132] и

Д.М. Юрди [133]) и глобальных областей распределения магнитного поля,

индуцированных остаточным магнетизмом Марсианской коры, разделялись на

модели «разложения по сферически гармоникам» (см. работы Дж. Аркани

Хамеда [134] и Дж.С. Кейна [135]) и модели «эквивалентных источников» (см.

работы М. Пурукера [136] и Б. Лангле [137]). Современные модели магнитного

поля коры (см. работы А. Миттельхольца [138] и Б. Лангле [139]) учитывают

данные магнитометра АМС MAVEN-1 на высоте около 135 km (см., например,

работу Джона Э.П. Коннерни [125]). Это связано с тем, что данные полученные

уже упомянутым выше магнитометром АМС «Марс Глобал Сервейор» в основ

ном распределены на орбите высотой 370–430 km, некоторые данные доступны

на высоте 90–170 km. Поэтому в указанных работах использовалась только

часть данных АМС MAVEN-1 с целью сопоставления результатов, полученных

на основе данных магнитометра АМС MAVEN-1, с результатами, полученными

ранее на основе данных магнитометра АМС «Марс Глобал Сервейор».

В данном диссертационном исследовании используется полный набор

данных АМС MAVEN-1. При этом будет использоваться модель для вос

становления эквивалентного распределения параметров намагниченности в

приповерхностном слое (коре) Марса. Этот подход схож с предложенной в рабо

те Д. Зидарова [140] методикой «выметания» источников полей из многомерной

области пространства на её границу. На примере исследования гравитационно

го поля Марса было показано (см. работы Т.В. Гудковой, И.Э. Степановой и

А.В. Батова [141; 142]), что распределение двумерных носителей на плоскости

под поверхностью Марса напоминает очертаниями само поле. Поэтому рассмат

риваемый подход к восстановлению эквивалентного распределения источников

магнитного поля является обнадёживающим. Предложенный алгоритм приме

няется для обработки магнитных данных АМС MAVEN-1 на всех высотах.

Полученные результаты демонстрируют эффективность предложенного подхо

да.

Что касается исследования магнитных полей Меркурия, то за послед

ние 10-20 лет объём информации о физических полях Меркурия увеличился

на несколько порядков. Благодаря различным автоматическим межпланет

ным станциям (АМС), таким как АМС серии «Ма́ринер» и «Мессенджер»

(MESSENGER ≡ MErcury Surface, Space ENvironment, GEochemistry and

Ranging) исследователи смогли получить высококачественные данные спутни
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ковых наблюдений (см., например, работы И.И. Алекссева [143], Б. Дж. Андер

сона [144–147], МА Мэйхъю [148], Н.Ф. Несса [149; 150], С.К. Соломона [151],

Л.К. Филпотта [152], Дж. Вихта [153]). Качество данных было обусловлено

в первую очередь тем, что специфика орбит космических аппаратов обеспе

чила получение экспериментальных данных, распределённых в трёхмерном

пространстве. Это позволило решать достаточно сложные задачи по опреде

лению различных физических параметров планеты.

Как уже было отмечено выше, результаты обработки данных дистан

ционного зондирования небесных тел используются при уточнении моделей

внутреннего строения планет Солнечной системы. Запущенный в рамках сов

местной японо-европейской программы космический аппарат «БепиКоломбо»

должен достигнуть Меркурия в 2025 году, и тогда знания о ближайшей к

Солнцу планете будут дополнены качественно новой информацией (см. рабо

ту А. Милилло [154]). В наше время исследователи считают, что Меркурий

«устроен» приблизительно так, как это описано, например, в работах С. Пла

геманна [155] и Д.Э. Смита [156]. Однако новые космические миссии могут

подтолкнуть учёных к пересмотру устоявшихся моделей относительно внутрен

ней структуры этой планеты. Это связано с тем, что модели физических полей

корректируются при появлении новых массивов данных после запуска каждой

очередной межпланетной миссии (см. работы автора [18;19]). На данный момент

основной акцент в исследованиях делается на различных подходах к интерпре

тации основных составляющих полей и их высокочастотных компонент.

Магнитное поле Меркурия не является стационарным. Наличие у пла

неты магнитного динамо (как это было установлено благодаря данным АМС

«Мессенджер» (см. работу С. Топфера [157]) обуславливает весьма сложный

характер взаимодействия внутреннего магнитного поля с солнечным ветром,

представляющим собой потоки заряженных частиц. При построении аналити

ческих моделей магнитного поля планет, в том числе и Меркурия, применяются

как «изолированные» разложения сигналов в ряд по сферическим гармони

кам (см., например, работы Б. Лангле [137] и Дж.С. Оливейры [158], так и

комбинированные представления компонент магнитного поля в виде суммы

полоидальной и тороидальной составляющих –– так называемое представле

ние Ми (см. работу С. Топфера [157]). Для построения уточнённых моделей

магнитного поля планет необходимо выделить так называемую «коровую» со

ставляющую, которая обусловлена наличием близко залегающих к поверхности
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плотностных магнитных неоднородностей (см. работы Т.В. Гудковой [142],

Л. Пана [159], К.Л. Джонсона [160], И.Э. Степановой [161–163], А.М. Саль

никова [164], Б. Лангле [137], Ф.Дж. Лоуса [165], Л.Л. Худа [166]). Таким

образом восстановление приповерхностного магнитного изображения Меркурия

является актуальной задачей. При этом отдельно следует отметить важность

разделения полей, создаваемых носителями, залегающими на разных глубинах.

Вдали от поверхности планеты «коровая» составляющая магнитного поля вы

глядит как помеха, имеющая малую амплитуду по сравнению с зависящей от

времени трендовой компонентой.

2.3.1 Случай планет с наличием только остаточного магнетизма

Случай исследования параметров намагниченности планет, лишённых

магнитного динамо, таких как Марс, является более простым, так как вос

становлению подлежит лишь остаточная намагниченность магнитных масс,

которые индуцируют измеряемое спутниками магнитное поле с индукцией B .

Так как нормальное поле B0 в связи с отсутствием магнитного динамо равно

нулю, то согласно формуле (1.1): B ≡ B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑. Таким образом, никаких вспомога

тельных действий по предобработке экспериментальных данных для выделения

поля B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑, индуцируемого магнитными массами в коре планеты, совершать

не надо.

Поэтому, для решения задачи определения расположения магнитных масс

в приповерхностном слое (коре) Марса можно сразу использовать модель,

описанную в подпараграфе 1.1.1 главы 1. Это означает, что обратная зада

ча состоит в определении вектор-функции M (r) ≡
(︀
𝑀𝑥(r) 𝑀𝑦(r) 𝑀𝑧(r)

)︀𝑇
,

r ≡ (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑉 , из уравнения

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(r − r 𝑠)

|r − r 𝑠|5
− M (r)

|r − r 𝑠|3

)︂
𝑑𝑣

по данным экспериментальных измерений компонент вектор-функции

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) ≡
(︀
𝐵𝑥(r 𝑠) 𝐵𝑦(r 𝑠) 𝐵𝑧(r 𝑠)

)︀𝑇
в точках спутниковых наблюдений

r 𝑠 ≡ (𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠), 𝑠 = 1,𝑆 (на рис. 2.8 приведён пример расположения относитель

но Марса точек измерения магнитного поля).
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Рисунок 2.8 — Расположение относительно Марса точек измерения магнитного

поля автоматической межпланетной станцией MAVEN-1, которые использова

лись при решении обратной задачи.

Как было показано в подпараграфе 1.1.1 главы 1 это уравнение может

быть записано в виде (1.6):

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣, (2.6)

где

K𝑀𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =

=
1

ρ5

⎡⎢⎣ 3(𝑥− 𝑥𝑠)
2 − ρ2 3(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠) 3(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

3(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑥− 𝑥𝑠) 3(𝑦 − 𝑦𝑠)
2 − ρ2 3(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

3(𝑧 − 𝑧𝑠)(𝑥− 𝑥𝑠) 3(𝑧 − 𝑧𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠) 3(𝑧 − 𝑧𝑠)
2 − ρ2

⎤⎥⎦ ,

и

ρ = |r − r 𝑠| =
√︀
(𝑥− 𝑥𝑠)2 + (𝑦 − 𝑦𝑠)2 + (𝑧 − 𝑧𝑠)2.

В дополнение к используемой по умолчанию декартовой системе коорди

нат удобно использовать и сферическую систему координат (см. рис. 2.9):

𝑥 = ρ cosφ sin θ, 𝑦 = ρ sinφ sin θ, 𝑧 = ρ cos θ,

ρ ∈ [0,𝑅], θ ∈ [0,π], φ ∈ [0, 2π).
(2.7)

Здесь 𝑅 — средний радиус Марса.
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Рисунок 2.9 — Используемая при решении задачи планетарная система коорди

нат.

Исходя из предположения, что область 𝑉 является приповерхностным ша

ровым слоем Марса глубины ℎ, уравнение (2.6) с учётом (2.7) может быть

переписано в виде

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠) =

=
µ0

4π

𝑅∫︁
𝑅−ℎ

2π∫︁
0

π∫︁
0

K(ρ cosφ sin θ, ρ sinφ sin θ, ρ cos θ, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)·

·M (ρ cosφ sin θ, ρ sinφ sin θ, ρ cos θ) · ρ2 sin θ · 𝑑ρ 𝑑φ 𝑑θ.

(2.8)

Замечание. Здесь B ≡ B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 и K ≡ K𝑀𝐼 . Введение дополнительных

обозначения связано с тем, что матричная функция K (и соответственно век

тор-функция B) может быть расширена при учёте дополнительной физической

информации в постановке задачи. Например, если надо восстановить только

модуль намагниченности или доступна информация о значениях компонент тен

зора градиентов компоент индукции магнитного поля в точках измерения (см.

работу автора [12]).

Если ввести сетки Φ𝑁φ
= {φ𝑛, 0 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑁φ : φ𝑛 = ℎφ 𝑛, ℎφ = 2π

𝑁φ
} и

Θ𝑁θ
= {θ𝑚, 0 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑁θ : θ𝑚 = ℎθ𝑚, ℎθ = π

𝑁θ
}, а также, исходя из предпо

ложения, что шаровой слой достаточно тонкий, по переменной ρ ввести сетку

только с одним узлом ρℎ = 𝑅− ℎ
2 , то, аппроксимируя интегралы в (2.8) по пере

менным φ и θ по формуле трапеций, а интеграл по переменной ρ по формуле

средних, можно получить
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B(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠) =
µ0

4π
ρ2ℎ ℎ×

𝑁φ∑︁
𝑛=1

{︃
𝑁θ∑︁
𝑚=1

1

2

[︂
K(ρℎ cosφ𝑛−1 sin θ𝑚−1, ρℎ sinφ𝑛−1 sin θ𝑚−1, ρℎ cos θ𝑚−1, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)·

·M (ρℎ cosφ𝑛−1 sin θ𝑚−1, ρℎ sinφ𝑛−1 sin θ𝑚−1, ρℎ cos θ𝑚−1) · sin θ𝑚−1+
+K(ρℎ cosφ𝑛−1 sin θ𝑚, ρℎ sinφ𝑛−1 sin θ𝑚, ρℎ cos θ𝑚, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)·

·M (ρℎ cosφ𝑛−1 sin θ𝑚, ρℎ sinφ𝑛−1 sin θ𝑚, ρℎ cos θ𝑚) · sin θ𝑚
]︂
ℎθ+

+

𝑁θ∑︁
𝑚=1

1

2

[︂
K(ρℎ cosφ𝑛 sin θ𝑚−1, ρℎ sinφ𝑛 sin θ𝑚−1, ρℎ cos θ𝑚−1, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)·

·M (ρℎ cosφ𝑛 sin θ𝑚−1, ρℎ sinφ𝑛 sin θ𝑚−1, ρℎ cos θ𝑚−1) · sin θ𝑚−1+
+K(ρℎ cosφ𝑛 sin θ𝑚, ρℎ sinφ𝑛 sin θ𝑚, ρℎ cos θ𝑚, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)·

·M (ρℎ cosφ𝑛 sin θ𝑚, ρℎ sinφ𝑛 sin θ𝑚, ρℎ cos θ𝑚) · sin θ𝑚
]︂
ℎθ}︃

ℎφ.

Если учесть, что измерения сделаны для всех 𝑠 = 1,𝑆, а B иM являются

векторными функциями, то получается система с 3× 𝑆 уравнениями (которые

соответствуют измерению трёх компонент вектор-функции B в 𝑆 точках) с 3×
(𝑁φ+1)× (𝑁θ+1) неизвестными (которые соответствуют сеточным значениям

трёх компонент вектор-функции M на введённой сетке Φ𝑁φ
× Θ𝑁θ

).

К этим уравнениям следует добавить следующие естественные физиче

ские условия.

1. Условие сшивки вдоль одного из меридианов: магнитное изображение

должно быть 2π-периодическим по переменной φ:

M (ρℎ cosφ0 sin θ𝑚, ρℎ sinφ0 sin θ𝑚, ρℎ cos θ𝑚) =

=M (ρℎ cosφ𝑁φ
sin θ𝑚, ρℎ sinφ𝑁φ

sin θ𝑚, ρℎ cos θ𝑚), 𝑚 = 1,𝑁θ − 1.

Эти условия дают дополнительные 3× (𝑁θ − 1) уравнений.

2. Условие сшивки на южном полюсе: все сеточные значения компонент

вектор-функции M должны совпадать при θ = θ𝑁θ
:

M (ρℎ cosφ𝑛 sin θ𝑁θ
, ρℎ sinφ𝑛 sin θ𝑁θ

, ρℎ cos θ𝑁θ
) =

=M (ρℎ cosφ𝑛+1 sin θ𝑁θ
, ρℎ sinφ𝑛+1 sin θ𝑁θ

, ρℎ cos θ𝑁θ
), 𝑛 = 0,𝑁φ.
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Эти условия дают дополнительные 3× (𝑁φ + 1) уравнений.

3. Условие сшивки на северном полюсе:

M (ρℎ cosφ𝑛 sin θ1, ρℎ sinφ𝑛 sin θ1, ρℎ cos θ1) =

=M (ρℎ cosφ𝑛+1 sin θ1, ρℎ sinφ𝑛+1 sin θ1, ρℎ cos θ1), 𝑛 = 0,𝑁φ + 1.

Эти условия дают дополнительные 3× (𝑁φ + 1) уравнений.

Таким образом, с учётом дополнительных физических условий получается

система линейных алгебраических уравнений, состоящую из 3𝑆+3𝑁θ+6𝑁φ+3

уравнений, каждое из которых содержит 3× (𝑁φ + 1)× (𝑁θ + 1) неизвестную

(сеточные значения компонент вектор-функции M ).

Важно отметить, что полученная система при достаточно большом 𝑆 яв

ляется переопределённой лишь с численной точки зрения. С физической точки

зрения полученная система по-прежнему является определённой, так как надо

восстановить одну вектор-функцию по результатам наблюдения одной другой

вектор-функции.

Эта система линейных алгебраических уравнений может быть записана

в матричном виде

𝐴𝑀 = 𝐵. (2.9)

Здесь вектор 𝑀 содержит сеточные значение трёх компонент неизвестной век

тор-функции M , первые 3𝑆 компоненты вектора правой части 𝐵 содержат

результаты экспериментальных измерений трёх компонент вектор-функции B ,

последующие компоненты вектора 𝐵 являются нулями.

При обработке экспериментальных данных вместо точно известных век

тора 𝐵 и матрицы 𝐴 обычно известны их приближенные значения 𝐵δ и 𝐴ℎ,

такие, что ‖𝐵δ − 𝐵‖𝐸 ⩽ δ, ‖𝐴 − 𝐴ℎ‖𝐸→𝐸 ⩽ ℎ. Это связано как с ошибками

измерений индукции магнитного поля (они вносят ошибку в значения компо

нент вектора 𝐵), так и с ошибками в точности определения позиционирования

спутника относительно Марса (они вносят ошибку в значения элементы мат

рицы 𝐴). При выписанных условиях задача является некорректной, для её

решения необходимо построить регуляризующий алгоритм. Если воспользовать

ся регуляризирующим алгоритмом, основанным на минимизации функционала

А.Н. Тихонова, то задача сводится к поиску элемента, реализующего мини

мум функционала

𝐹α[𝑀 ] = ‖𝐴ℎ𝑀 −𝐵δ‖2𝐸 + α‖𝑀‖2𝐸.
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Согласно работе А.Н. Тихонова, А.В. Гочарского, В.В. Степанова и

А. Г. Яголы [91] для любого α > 0 существует единственная экстремаль 𝑀α
η ,

η = {δ,ℎ}, которая реализует минимум функционала 𝐹α[𝑀 ].

Параметр регуляризации можно выбрать по обобщённому принципу невяз

ки (см. работу [91]), как корень нелинейного уравнения

ρ(α) ≡ ‖𝐴ℎ𝑀
α
η −𝐵δ‖2𝐸 −

(︀
δ+ ℎ‖𝑀α

η ‖𝐸
)︀2 − µ2

η = 0.

Здесь µη — мера несовместности, которая определяется следующим об

разом:

µη = inf
𝑀

⃦⃦
𝐴ℎ𝑀 −𝐵δ

⃦⃦
𝐸
.

При этом 𝑀α
η стремиться при η → 0 к точному решению задачи.

В качестве метода минимизации функционала А.Н. Тихонова применя

ется метод сопряжённых градиентов, особенности практической реализации

которого для рассматриваемого класса задач описываются в главе 3 «Числен

ные методы» и в главе 4 «Комплекс программ».

Результат обработки экспериментальных данных В качестве экспе

риментальных данных были взяты данные [129] наблюдений автоматической

межпланетной станции MAVEN-1 [130]. При расчётах использовались значения

для среднего радиуса Марса 𝑅 = 3389 500 m и толщины приповерхностного

слоя ℎ = 1000 m. Подробное описание численных параметров приведено в ра

боте автора [12]. Результаты расчётов представлены на рис. 2.10 в полярной

системе координат и на рис. 2.11 в равновеликой псевдоцилиндрической про

екции Мольвейде-Бабине.

Важно отметить, что изменения значения ℎ (которое было выбрано из

экспертных оценок) приведут к пропорциональному изменению значений компо

нент вектораM , однако картина его нормированного значения, представленная

на рис. 2.8, останется без изменений.

Также необходимо отметить, что результаты расчётов полностью согласу

ются с результатами, полученными другими независимыми исследованиями. В

частности, в отдельных точках поверхности Марса известны результаты локаль

ного измерения магнитного поля различными марсоходами. Таким образом,

можно предполагать, что результаты расчётов дают достоверную картину при

поверхностного «магнитного изображения» Марса.
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Рисунок 2.10 — Нормализованное значение модуля вектора намагниченности

M в полярных координатах.

Рисунок 2.11 — Восстановленное приповерхностное «магнитное изображение»

Марса (перерисовка рис. 2.10 в проекции Мольвейде-Бабине).
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2.3.2 Случай планет с наличием магнитного динамо

Как уже было пояснено, случай исследования параметров намагниченно

сти планет, которые обладают действующим магнитным динамо, таких как

Меркурий, является достаточно сложным. Это связано с тем, что измеряе

мое спутником магнитное поле с индукцией B является суперпозицией (см.

формулу (1.1)) неизвестного нормального поля B0 и аномального поля B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑,

которое индуцируется магнитными массами в коре планеты. Таким образом,

нужно будет совершить множество вспомогательных действий по предобра

ботке экспериментальных данных с целью выделения требуемой для расчётов

составляющей B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑. При этом вычислительная сложность таких вспомогатель

ных действий может превышать сложность решения самой обратной задачи.

Если из B удалось выделить составляющую B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑, то все действия по

восстановлению приповерхностного «магнитного изображения» Меркурия бу

дут в точности такими же, как и те, что описаны в предыдущем подпараграфе

(подпараграф 2.3.1).

Схема предобработки данных экспериментальных измерений магнитного

поля с индукцией B следующая [15; 167].

1. Сначала по схеме, описанной в предыдущем подпараграфе (подпара

граф 2.3.1), по вектор-функции B восстанавливается вектор-функция

M по всему объёму Меркурия. То есть решается полноценная трёх

мерная обратная задача восстановления эквивалентной по внешнему

полю намагниченности. Найденное распределение намагниченности со

держит полную информацию как о «коровой» составляющей, так и о

составляющей ядра.

2. По найденному трёхмерному распределению намагниченности перечи

тывается индуцированное магнитное поля в некотором окружающий

Меркурий шаровом слое (см. рис. 2.12-б). Фактически, выполняется

«продолжение» экспериментально наблюдаемого в относительно произ

вольных точках магнитного поля в удобную для дальнейшей обработки

область (тонкий шаровой слой на некотором удалении от поверхности

Меркурия).

3. С помощью представления Ми выделяется «тонкая структура» маг

нитного поля (вектор-функция B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑), соответствующая магнитным
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Рисунок 2.12 — Картинка (а): расположение относительно Меркурия точек

измерения магнитного поля автоматической межпланетной станцией «Мессен

джер»; картинка (б): расположение точек в тонком шаровом слое, в которых

было пересчитано магнитное поле.

массам в коре Меркурия. Именно для того, чтобы была возможность

выполнить соответствующие аналитические преобразования, и нужно

«продолжение» экспериментально измеренного поля в более удобную

для аналитических преобразований область.

Первые два пункта этой схемы могут быть реализованы по рассмотрен

ным ранее алгоритмам. При этом надо отметить, что для поиска эквивалентной

по внешнему полю намагниченности по всему объёму Меркурия необходимо

решить трёхмерную задачу, а после выделения искомого поля B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 восста

новление искомой вектор-функции будет осуществляться в двумерном припо

верхностном слое (коре) планеты. Как следствие, вычислительная сложность

предобработки экспериментальных данных будет выше, чем вычислительная

сложность решения основной части обратной задачи.
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Рисунок 2.13 — Используемая при решении задачи планетарная система коор

динат.

Предположим, что магнитное поле уже пересчитано для окружающего

Меркурий шарового слоя 𝑆(𝑎, 𝑐) = {𝑟 : 𝑎 < 𝑟 < 𝑐}. Внутренний радиус этого

шарового слоя равен 𝑎, внешний 𝑐. Разложение Гаусса-Ми внутри этого шаро

вого слоя, согласно принципу суперпозиции (см. работы С. Топфера [157;168]),

имеет вид

B = B 𝑖𝑛𝑡 +B 𝑒𝑥𝑡 +B𝑠ℎ
𝑇 +B𝑠ℎ

𝑃 . (2.10)

Здесь B𝑠ℎ
𝑇 + B𝑠ℎ

𝑃 — разложение Мия на тороидальную и полоидальную компо

ненту (𝑇 — «toroidal», 𝑃 — «poloidal», 𝑠ℎ — «shell»); B 𝑖𝑛𝑡 = −∇Φ𝑖 — внутреннее

поле (𝑖𝑛𝑡 — internal), порождённое токами в области 𝑟 < 𝑎; B 𝑒𝑥𝑡 = −∇Φ𝑒𝑥𝑡 —

внешнее поле (𝑒𝑥𝑡 — «external»), порождённое токами в области 𝑟 > 𝑐; B𝑠ℎ
𝑇 =

[∇,rΨ𝑠ℎ
𝑇 ] — поле в области 𝑎 < 𝑟 < 𝑐, порождённое полоидальными токами;

B𝑠ℎ
𝑃 = [∇, [∇, rΨ𝑠ℎ

𝑃 ]] — поле в области 𝑎 < 𝑟 < 𝑐, порождённое тороидальными

токами; r = 𝑟 i 𝑟 (i 𝑟 — единичный вектор в сферической системе координат, см.

рис. 2.9); функции Φ𝑖𝑛𝑡, Φ𝑒𝑥𝑡, Ψ𝑠ℎ
𝑇 , Ψ

𝑠ℎ
𝑃 — скалярные потенциалы.

Для выделения «тонких структур» необходимо из поля B 𝑖𝑛𝑡 выделить вы

сокочастотную составляющую B 𝑖𝑛𝑡
ℎ𝑖𝑔ℎ. Как это сделать, детально будет изложено

далее. И именно эта высокочастотная составляющая B 𝑖𝑛𝑡
ℎ𝑖𝑔ℎ является тем самым

полем, которое в диссертационной работе обозначается как B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑.

Для выделения высокочастотной составляющей внутреннего магнитного

поля Меркурия необходимо параметризовать поле (2.10) через коэффициенты

разложения по сферическим гармоникам потенциалов соответствующих полей

в разложении Гаусса-Ми. Для этого будет использоваться планетарная система
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координат, изображенная на рис. 2.13 с 𝑟 ∈ [𝑅𝑀 ,+∞), φ ∈ [0, 2π) и θ ∈ [0,π].

Здесь 𝑅𝑀 — средний радиус Меркурия. В этой системе координат скалярные

потенциалы, согласно работам С. Топфера [157; 168], можно представить сле

дующим образом:

Φ𝑖𝑛𝑡(𝑟,φ, θ) = 𝑅𝑀

∞∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

(︂
𝑅𝑀

𝑟

)︂𝑙+1

[𝑔𝑚𝑙 cos(𝑚φ) + ℎ𝑚
𝑙 sin(𝑚φ)]𝑃𝑚

𝑙 (cos(θ)),

Φ𝑒𝑥𝑡(𝑟,φ, θ) = 𝑅𝑀

∞∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

(︂
𝑟

𝑅𝑀

)︂𝑙

[𝑞𝑚𝑙 cos(𝑚φ) + 𝑠𝑚𝑙 sin(𝑚φ)]𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ)),

Ψ𝑠ℎ
𝑇 (𝑟,φ, θ) =

(︂
𝑅𝑀

𝑟

)︂ ∞∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

[𝑎𝑚𝑙 cos(𝑚φ) + 𝑏𝑚𝑙 sin(𝑚φ)+

+
𝑟 − 𝑏

𝑅𝑀
�̄�𝑚𝑙 cos(𝑚φ) +

𝑟 − 𝑏

𝑅𝑀
�̄�𝑚𝑙 sin(𝑚φ)]𝑃𝑚

𝑙 (cos(θ)),

Ψ𝑠ℎ
𝑃 (𝑟,φ, θ) =

(︂
𝑅2

𝑀

𝑟

)︂ ∞∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

[𝑐𝑚𝑙 cos(𝑚φ) + 𝑑𝑚𝑙 sin(𝑚φ)+

+
𝑟 − 𝑏

𝑅𝑀
𝑐𝑚𝑙 cos(𝑚φ) +

𝑟 − 𝑏

𝑅𝑀
𝑑𝑚𝑙 sin(𝑚φ)]𝑃𝑚

𝑙 (cos(θ)).

Здесь 𝑏 = 𝑎+𝑐
2 , а 𝑔𝑚𝑙 , ℎ

𝑚
𝑙 , 𝑞

𝑚
𝑙 , 𝑠

𝑚
𝑙 , 𝑎

𝑚
𝑙 , 𝑏

𝑚
𝑙 , �̄�

𝑚
𝑙 , �̄�

𝑚
𝑙 — искомые коэффициенты,

𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ)) — присоединённые полиномы Лежандра (с нормировкой по Шмид

ту) степени 𝑙 и порядка 𝑚.

Уравнение (2.10) можно записать через потенциалы. Для этого необходи

мо отметить, что в рассматриваемой задаче толщина шарового слоя 𝑆(𝑎, 𝑐) =

{𝑟 : 𝑎 < 𝑟 < 𝑐} считается достаточно малой, чтобы можно было использо

вать приближение тонкой оболочки, т.е. не учитывать B𝑠ℎ
𝑃 [157; 168]. Поэтому

уравнение (2.10) примет вид

B = −∇Φ𝑖𝑛𝑡 −∇Φ𝑒𝑥𝑡 + [∇,rΨ𝑠ℎ
𝑇 ].

Для вычисления градиентов и векторных произведений будут использо

ваться следующие обозначения:

1. 𝐾𝑚
𝑙 (φ; 𝑔𝑚𝑙 , ℎ

𝑚
𝑙 ) := [𝑔𝑚𝑙 cos(𝑚φ) + ℎ𝑚

𝑙 sin(𝑚φ)].

2. 𝑅𝑙
1(𝑟) :=

(︂
𝑅𝑀

𝑟

)︂𝑙+1

, 𝑅𝑙
2(𝑟) :=

(︂
𝑟

𝑅𝑀

)︂𝑙

.

3. ∇(·) := 𝜕(·)
𝜕𝑟

i 𝑟 +
1

𝑟

𝜕(·)
𝜕θ

iθ +
1

𝑟 sin(θ)

𝜕(·)
𝜕φ

iφ .



69

Используя введённые обозначения, выражения для потенциалов могут

быть переписаны следующим образом:

Φ𝑖𝑛𝑡(𝑟,φ, θ) = 𝑅𝑀

∞∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑅𝑙
1(𝑟)𝐾

𝑚
𝑙 (φ; 𝑔𝑚𝑙 , ℎ

𝑚
𝑙 )𝑃

𝑚
𝑙 (cos(θ)),

Φ𝑒𝑥𝑡(𝑟,φ, θ) = 𝑅𝑀

∞∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑅𝑙
2(𝑟)𝐾

𝑚
𝑙 (φ; 𝑞𝑚𝑙 , 𝑠

𝑚
𝑙 )𝑃

𝑚
𝑙 (cos(θ)),

Ψ𝑠ℎ
𝑇 (𝑟,φ, θ) =

∞∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑅𝑀

𝑟
𝐾𝑚

𝑙 (φ; 𝑎𝑚𝑙 , 𝑏
𝑚
𝑙 )𝑃

𝑚
𝑙 (cos(θ))+

+
∞∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑟 − 𝑏

𝑟
𝐾𝑚

𝑙 (φ; �̄�𝑚𝑙 , �̄�
𝑚
𝑙 )𝑃

𝑚
𝑙 (cos(θ)).

Замечание. В рассматриваемой задаче для потенциалов внутреннего и внешне

го поля 𝑙 = 3, для потенциала тороидального поля 𝑙 = 2.

Согласно работам С. Топфера [157; 168] тороидальное магнитное поле в

шаровом слое 𝑆(𝑎, 𝑐) = {𝑟 : 𝑎 < 𝑟 < 𝑐} может быть переписано как

B𝑠ℎ
𝑇 = [∇,rΨ𝑠ℎ

𝑇 ] = [∇,Ψ𝑠ℎ
𝑇 𝑟i 𝑟] =

1

𝑟2 sin(θ)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ i 𝑟 𝑟iθ 𝑟 sin(θ)iφ

𝜕
𝜕𝑟

𝜕
𝜕θ

𝜕
𝜕φ

𝑟Ψ𝑠ℎ
𝑇 0 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

= 0i 𝑟 +
1

𝑟 sin(θ)

𝜕Ψ𝑠ℎ
𝑇

𝜕φ
iθ −

𝜕Ψ𝑠ℎ
𝑇

𝜕θ
iφ.

Таким образом, в сферической системе координат в каждой фиксирован

ной точке (𝑟,φ, θ) внутри шарового слоя 𝑆(𝑎, 𝑐) = {𝑟 : 𝑎 < 𝑟 < 𝑐} поле будет
иметь следующий вид:

𝐵𝑟(𝑟,φ, θ) = −𝑅𝑀

3∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝜕𝑅𝑙
1(𝑟)

𝜕𝑟
𝐾𝑚

𝑙 (φ; 𝑔𝑚𝑙 , ℎ
𝑚
𝑙 )𝑃

𝑚
𝑙 (cos(θ))−

−𝑅𝑀

3∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝜕𝑅𝑙
2(𝑟)

𝜕𝑟
𝐾𝑚

𝑙 (φ; 𝑞𝑚𝑙 , 𝑠
𝑚
𝑙 )𝑃

𝑚
𝑙 (cos(θ)),

𝐵φ(𝑟,φ, θ) = − 𝑅𝑀

𝑟 sin(θ)

3∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑅𝑙
1(𝑟)

𝜕𝐾𝑚
𝑙 (φ; 𝑔𝑚𝑙 , ℎ

𝑚
𝑙 )

𝜕φ
𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ))−

− 𝑅𝑀

𝑟 sin(θ)

3∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑅𝑙
2(𝑟)

𝜕𝐾𝑚
𝑙 (φ; 𝑞𝑚𝑙 , 𝑠

𝑚
𝑙 )

𝜕φ
𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ))−

−
2∑︁

𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑅𝑀

𝑟
𝐾𝑚

𝑙 (φ; 𝑎𝑚𝑙 , 𝑏
𝑚
𝑙 )

𝜕𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ))

𝜕θ
−
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−
2∑︁

𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑟 − 𝑏

𝑟
𝐾𝑚

𝑙 (φ; �̄�𝑚𝑙 , �̄�
𝑚
𝑙 )

𝜕𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ))

𝜕θ
,

𝐵θ(𝑟,φ, θ) = −𝑅𝑀

𝑟

3∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑅𝑙
1(𝑟)𝐾

𝑚
𝑙 (φ; 𝑔𝑚𝑙 , ℎ

𝑚
𝑙 )

𝜕𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ))

𝜕θ
−

− 𝑅𝑀

𝑟

3∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑅𝑙
2(𝑟)𝐾

𝑚
𝑙 (φ; 𝑞𝑚𝑙 , 𝑠

𝑚
𝑙 )

𝜕𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ))

𝜕θ
−

− 1

𝑟 sin(θ)

2∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑅𝑀

𝑟

𝐾𝑚
𝑙 (φ; 𝑎𝑚𝑙 , 𝑏

𝑚
𝑙 )

𝜕φ
𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ))−

− 1

𝑟 sin(θ)

2∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑟 − 𝑏

𝑟

𝐾𝑚
𝑙 (φ; �̄�𝑚𝑙 , �̄�

𝑚
𝑙 )

𝜕φ
𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ)).

(2.11)

То есть полное поле B параметризуется коэффициентами внут

реннего Гауссова диполя [𝑔01 ℎ0
1 𝑔11 ℎ1

1]
𝑇 , коэффициентами внутреннего

Гауссова квадруполя [𝑔02 ℎ0
2 𝑔12 ℎ1

2 𝑔22 ℎ2
2]
𝑇 , коэффициентами внутреннего

Гауссова октуполя [𝑔03 ℎ0
3 𝑔13 ℎ1

3 𝑔23 ℎ2
3 𝑔33 ℎ3

3]
𝑇 , коэффициентами внеш

него Гауссова диполя [𝑞01 𝑠01 𝑞11 𝑠11]
𝑇 , коэффициентами внешнего Гауссова

квадруполя [𝑞02 𝑠02 𝑞12 𝑠12 𝑞22 𝑠22]
𝑇 , коэффициентами внешнего Гауссова ок

туполя [𝑞03 𝑠03 𝑞13 𝑠13 𝑞23 𝑠23 𝑞33 𝑠33]
𝑇 и тороидальными коэффициентами

[𝑎01 𝑏01 𝑎11 𝑏11 𝑎02 𝑏02 𝑎12 𝑏12 𝑎22 𝑏22]
𝑇 .

Все эти параметры записываются в один вектор коэффициентов разло

жения Гаусса-Ми:

𝑔 =
[︁
𝑔01 ℎ

0
1 𝑔

1
1 ℎ

1
1 𝑔

0
2 ℎ

0
2 𝑔

1
2 ℎ

1
2 𝑔

2
2 ℎ

2
2 𝑔

0
3 ℎ

0
3 𝑔

1
3 ℎ

1
3 𝑔

2
3 ℎ

2
3 𝑔

3
3 ℎ

3
3

𝑞01 𝑠
0
1 𝑞

1
1 𝑠

1
1 𝑞

0
2 𝑠

0
2 𝑞

1
2 𝑠

1
2 𝑞

2
2 𝑠

2
2 𝑞

0
3 𝑠

0
3 𝑞

1
3 𝑠

1
3 𝑞

2
3 𝑠

2
3 𝑞

3
3 𝑠

3
3

𝑎01 𝑏
0
1 𝑎

1
1 𝑏

1
1 𝑎

0
2 𝑏

0
2 𝑎

1
2 𝑏

1
2 𝑎

2
2 𝑏

2
2

]︁𝑇
.

Необходимо отметить, что предполагается, что все точки измерения маг

нитного поля B располагаются на сфере радиуса 𝑏 и их количество равно 𝑆,

поэтому в системе (2.11) в выражениях для 𝐵θ и 𝐵φ можно не рассматривать

последнюю группу слагаемых.

Для перехода от (2.11) к полной системе линейных алгебраических урав

нений необходимо ввести сетки Φ𝑁𝑠
φ
= {φ𝑛, 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑁 𝑠

φ : φ𝑛 = ℎ𝑠
φ

2 + ℎ𝑠
φ (𝑛 −

1), ℎ𝑠
φ = 2π

𝑁𝑠
φ
}, Θ𝑁𝑠

θ
= {θ𝑠𝑚, 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑁 𝑠

θ : θ𝑠𝑚 =
ℎ𝑠
θ

2 + ℎ𝑠
θ (𝑚 − 1), ℎ𝑠

θ = π
𝑁𝑠

θ
}

и 𝑅𝑁𝑠
𝑟
= {𝑟𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁 𝑠

𝑟 : 𝑟𝑘 = 𝑎 + ℎ𝑠
𝑟

2 + ℎ𝑠
𝑟 (𝑘 − 1), ℎ𝑠

𝑟 = 𝑐−𝑎
𝑁𝑠

𝑟
} и записать
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конечно-разностные аппроксимации уравнений системы (2.11). Таким образом,

для выделения внутренней составляющей магнитной индукции B 𝑖𝑛𝑡 получена

система из 3𝑆 = 3𝑁 𝑠
𝑟𝑁

𝑠
θ𝑁

𝑠
φ линейных алгебраических уравнений:

𝐴𝑔 = 𝐵. (2.12)

Здесь вектор правой части 𝐵 содержит измеренные в узлах сетки компонен

ты магнитного поля (левые части системы (2.11), а матрица 𝐴 состоит из

элементов, определяемых конечно-разностной аппроксимацией правых частей

системы (2.11).

Для поиска коэффициентов разложения Гаусса-Ми 𝑔 необходимо най

ти решение системы линейных алгебраических уравнений (2.12). Это может

быть сделано с помощью метода наименьших квадратов. Таким образом (псев

до)решение системы может быть найдено по формуле

𝑔 = (𝐴𝑇𝐴)−1𝐴𝑇𝐵.

Внутреннему магнитному полю соответствует вектор

𝑔𝑖𝑛𝑡 = [𝑔01 ℎ
0
1 𝑔

1
1 ℎ

1
1 𝑔

0
2 ℎ

0
2 𝑔

1
2 ℎ

1
2 𝑔

2
2 ℎ

2
2 𝑔

0
3 ℎ

0
3 𝑔

1
3 ℎ

1
3 𝑔

2
3 ℎ

2
3 𝑔

3
3 ℎ

3
3]
𝑇 .

Затем из поляB 𝑖𝑛𝑡 необходимо выделить высокочастотную составляющую

B 𝑖𝑛𝑡
ℎ𝑖𝑔ℎ, которая отвечает за магнитные массы в приповерхностном слое Мерку

рия и позволяет локализовать «тонкие структуры».

Для получения высокочастотной составляющей из вектора 𝑔𝑖𝑛𝑡 необходимо

взять компоненты разложения, начиная с шестого. Таким образом, «отбрасыва

ется» дипольная часть внутреннего магнитного поля, которая может заглушить

все прочие компоненты поля, и появляется возможность локализовать «тонкие

структуры». Поэтому коэффициенты Гаусса высокочастотной составляющей

магнитного поля определяются следующим образом:

𝑔ℎ𝑖𝑔ℎ𝑖𝑛𝑡 :=
[︀
𝑔01 = 0 ℎ0

1 = 0 𝑔11 = 0 ℎ1
1 = 0 𝑔02 = 0 ℎ0

2

𝑔12 ℎ
1
2 𝑔

2
2 ℎ

2
2 𝑔

0
3 ℎ

0
3 𝑔

1
3 ℎ

1
3 𝑔

2
3 ℎ

2
3 𝑔

3
3 ℎ

3
3

]︀𝑇
.

Эти коэффициенты используются для вычисления высокочастотной со

ставляющей B 𝑖𝑛𝑡
ℎ𝑖𝑔ℎ, компоненты которой определяются по следующим форму

лам:
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𝐵𝑟(𝑟,φ, θ) = −𝑅𝑀

3∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝜕𝑅𝑙
1(𝑟)

𝜕𝑟
𝐾𝑚

𝑙 (φ; 𝑔𝑚𝑙 , ℎ
𝑚
𝑙 )𝑃

𝑚
𝑙 (cos(θ)),

𝐵φ(𝑟,φ, θ) = − 𝑅𝑀

𝑟 sin(θ)

3∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑅𝑙
1(𝑟)

𝜕𝐾𝑚
𝑙 (φ; 𝑔𝑚𝑙 , ℎ

𝑚
𝑙 )

𝜕φ
𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ)),

𝐵θ(𝑟,φ, θ) = −𝑅𝑀

𝑟

3∑︁
𝑙=1

𝑙∑︁
𝑚=0

𝑅𝑙
1(𝑟)𝐾

𝑚
𝑙 (φ; 𝑔𝑚𝑙 , ℎ

𝑚
𝑙 )

𝜕𝑃𝑚
𝑙 (cos(θ))

𝜕θ
.

Переход к декартовым координатам осуществляется стандартным преоб

разованием поворота. Полученное магнитное поле B 𝑖𝑛𝑡
ℎ𝑖𝑔ℎ совпадает с полем, для

которого в диссертационном исследовании используется обозначение B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑, и

используется при решении обратной задачи для локализации «тонких струк

тур» в приповерхностном слое (коре) Меркурия.

Как уже было отмечено ранее, алгоритм поиска M (r), r ∈ 𝑉 по извест

ным значениям B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 ≡ B 𝑖𝑛𝑡
ℎ𝑖𝑔ℎ(r 𝑠), в точности повторяет алгоритм, подробно

описанный в предыдущем подпараграфе, поэтому его описание здесь опуска

ется.

Результаты обработки экспериментальных данных Для выделения вы

сокочастотной компоненты внутреннего магнитного поля метод был применён

для трёх шаровых слоёв, окружающихМеркурий (см. рис. 2.13). Для этого была

предварительно решена обратная задача по восстановлению эквивалентного по

внешнему полю распределения вектора намагниченности по всему объёму Мер

курия на основе результатов статьи автора [13]. Затем по полученным данным

была решена прямая задача по «продолжению» магнитного поля на выбран

ные шаровые слои.

Подробное описание численных параметров приведено в работе авто

ра [15]. Результаты расчётов представлены на рис. 2.14 в полярной системе

координат и на рис. 2.15 в равновеликой псевдоцилиндрической проекции Моль

вейде-Бабине.

Полученные результаты согласуются с результатами, полученными дру

гими учёными. Таким образом, можно предполагать, что результаты расчётов

дают достоверную картину приповерхностного «магнитного изображения» Мер

курия.
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Рисунок 2.14 — Нормализованное значение модуля вектора намагниченности

M .

Рисунок 2.15 — Восстановленное приповерхностное «магнитное изображение»

Меркурия (перерисовка рис. 2.14 в проекции Мольвейде-Бабине).
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2.3.3 Обсуждение результатов математического моделирования

Необходимо подчеркнуть, что вне источников поля (т.е. вне внешнего жид

кого ядра Меркурия и других космических объектов, обладающих внутренним

генератором магнитного поля) методика разложения сигналов в ряд по сфе

рическим гармоникам, представления в виде интегралов Фурье, вейвлетов и

т.п. (см. работы П.Г. Фрика [169] и C. Г. Казанцева [170]) вполне допустима и

может давать хорошие результаты при решении задач анализа и синтеза. Но

адекватное реальности моделирование магнитного поля Меркурия невозмож

но получить без учёта магнито-гидродинамических соотношений (см. работы

М.Ю. Решетняка [171; 172]). Пренебрежение этими соотношениями вносит до

полнительную ошибку в модель и, как следствие, в оператор соответствующего

уравнения. Так как решаемые задачи являются некорректно поставленными,

это может приводить к неадекватному математическому моделированию ре

шений соответствующих обратных задач. Поэтому все математические модели

физических полей должны проходить должную апробацию: они должны га

рантировать высокую точность построения линейных трансформант поля, к

которым относятся аналитическое продолжение в сторону источников, высшие

производные потенциала и т.п. В противном случае, можно получить модели,

не соответствующие требованию адекватности реальным физическим данным.

При моделировании магнитного поля планет Солнечной системы други

ми авторами применялись различные способы решения обратных задач (см.,

например, работы Х. Уно [173] и К.А. Уэйлера [174]). В последней работе была

построена модель непрерывно намагниченного Марса. Однако, как указывалось

выше, восстановление источников физических полей по данным дистанци

онного зондирования является некорректно поставленной задачей, поэтому

допустимы самые разные интерпретации спутниковой информации. Выбор наи

более адекватной из существующих аналитических моделей магнитного поля

может быть сделан только при всестороннем анализе данных различных гео

физических исследований.

Отдельно следует отметить важность разделения полей, создаваемых но

сителями, залегающими на разных глубинах. Вдали от поверхности планеты

«коровая» составляющая магнитного поля выглядит как помеха, имеющая ма

лую амплитуду по сравнению с зависящей от времени трендовой компонентой.
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Поэтому столь актуальными представляются новые эффективные регуляри

зирующие алгоритмы, которые позволяют получать устойчивое к случайным

помехам во входных данных приближённое решение обратной задачи магни

торазведки.

Предложенная в диссертационном исследовании оригинальная методи

ка восстановления приповерхностного магнитного изображения Меркурия по

спутниковым данным позволяет выделить высокочастотную составляющую из

огромного массива «сырых» экспериментальных данных о магнитном поле

планет Солнечной системы. Важно подчеркнуть, что разработанный алго

ритм фильтрации «дипольной» составляющей глобального магнитного поля

Меркурия может быть полезен при исследованиях других физических полей

планет Солнечной системы, в частности, гравитационного поля. Как прави

ло, на практике очень трудно отделить слабые сигналы от маломощных и

глубоко залегающих источников от случайных помех. Использование регуляри

зирующих алгоритмов позволяет осуществлять «тонкую настройку» параметра

регуляризации, при которой получаются физически осмысленные решения

некорректных поставленных обратных задач. Сами по себе математические

процедуры фильтрации разнородных данных, основанные на алгоритмах по

давления помехи или полезного сигнала (в зависимости от контекста), не могут

считаться в полной мере реализованными до тех пор, пока не будут приведены

результаты решения конкретных задач по обработке больших и сверхболь

ших массивов данных о физических, химических, тепловых и т.п. свойствах

природных объектов. В особенности это касается методики интерпретации спут

никовых данных о физических полях и топографии Земли и планет. Поэтому

в диссертационной работе и делается акцент на надёжные вычислительные ал

горитмы для решения задач инверсии магнитного поля.
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Глава 3. Численные методы

В главах 1 и 2 было показано, что все рассматриваемые в диссертационном

исследовании обратные задачи магнитометрии сводятся к решению интеграль

ного уравнения Фредгольма 1-го рода следующего вида:

AX ≡ µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

K(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)X (𝑥,𝑦,𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = B(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠). (3.1)

Здесь X ≡ M , если целью решения уравнения (3.1) является поиск рас

пределения намагниченности по объёму 𝑉 ; X ≡ χ, если восстанавливается

распределение магнитной восприимчивости.

В задачах рассматриваемого типа предполагается, что X ∈ □(𝑉 ), B ∈
𝐿2(𝑄) (𝑄 — область расположения измерительных датчиков), и оператор A

(A : □ → 𝐿2) с ядром K является непрерывным и однозначным. Символ □

используется для подстановки вместо него одного из пространств, которому,

согласно априорной информации о решении, принадлежит решение обратной

задачи. В зависимости от наличия или отсутствия априорной информации о

решении □ ≡ 𝑊 2
2 либо □ ≡ 𝐿2.

Пара вектор-функций {X ,B} определяют тип решаемой обратной задачи
магнитометрии. Ядро интегрального уравнения — матричная функцияK — вы

бирается согласованной с этой парой векторных функций следующим образом.

1. X = M ≡
(︀
𝑀𝑥 𝑀𝑦 𝑀𝑧

)︀𝑇
и B ≡

(︀
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

)︀𝑇
определяют обратную

задачу восстановления вектор-функции намагниченности по данным

экспериментальных измерений компонент вектора индукции магнитно

го поля. В этом случае K ≡ K𝑀𝐼 .

2. X = M ≡
(︀
𝑀𝑥 𝑀𝑦 𝑀𝑧

)︀𝑇
и B ≡

(︀
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

)︀𝑇
определяют

обратную задачу восстановления вектор-функции намагниченности по

данным экспериментальных измерений независимых компонент тензо

ра градиентов компонент вектора индукции магнитного поля. В этом

случае K ≡ K𝑀𝐺𝑇 .

3. X =M ≡
(︀
𝑀𝑥𝑀𝑦𝑀𝑧

)︀𝑇
и B ≡

(︀
𝐵𝑥𝐵𝑦𝐵𝑧

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

)︀𝑇
определя

ют обратную задачу восстановления вектор-функции намагниченности

по данным экспериментальных измерений компонент вектора индук
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ции и независимых компонент тензора градиентов компонент вектора

индукции магнитного поля. В этом случае K ≡
(︀
K𝑀𝐼 K𝑀𝐺𝑇

)︀𝑇
.

4. X = χ и B ≡
(︀
𝐵𝑥𝐵𝑦𝐵𝑧

)︀𝑇
определяют обратную задачу восстановления

скалярной функции магнитной восприимчивости по данным экспери

ментальных измерений компонент вектора индукции магнитного поля

и дополнительной информации о векторной-функции B0, определяю

щей нормальное поле в области восстановления решения. В этом случае

K ≡ K𝐵0

𝑀𝐼 .

5. X = χ и B ≡
(︀
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

)︀𝑇
определяют обратную задачу восста

новления скалярной функции магнитной восприимчивости по данным

экспериментальных измерений компонент вектора индукции и неза

висимых компонент тензора градиентов компонент вектора индукции

магнитного поля и дополнительной информации о векторной-функции

B0, определяющей нормальное поле в области восстановления реше

ния. В этом случае K ≡ K𝐵0

𝑀𝐺𝑇 .

6. X = χ и B ≡
(︀
𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧

)︀𝑇
определяют обратную за

дачу восстановления скалярной функции магнитной восприимчивости

по данным экспериментальных измерений компонент вектора индук

ции и независимых компонент тензора градиентов компонент вектора

индукции магнитного поля и дополнительной информации о векторной

функцииB0, определяющей нормальное поле в области восстановления

решения. В этом случае K ≡
(︀
K𝐵0

𝑀𝐼 K
𝐵0

𝑀𝐺𝑇

)︀𝑇
.

Выражения для матричных функций K𝑀𝐼 и K𝑀𝐺𝑇 выписаны в подпа

раграфах 1.1.1 и 1.1.3 главы 1 соответственно. Выражения для матричных

функцийK𝐵0

𝑀𝐼 иK
𝐵0

𝑀𝐺𝑇 могут быть получены за счёт умножения на
⃒⃒
B0
⃒⃒
матрич

ных функций K𝑙
𝑀𝐼 и K

𝑙
𝑀𝐺𝑇 , выписанных в подпараграфах 1.1.2 и 1.1.3 главы 1.

Замечание. Необходимо отметить, что выше перечислены те постановки

обратных задач магнитометрии, которые могут быть наиболее востребованы

на практике. Сознательно опущены постановки, в которых надо восстано

вить скалярную функцию — модуль |M | вектор-функции M при наличии

дополнительной информации о векторном поле l , определяющем направления

нормального поля B0 (см. подпараграфы 1.1.2 и 1.1.3 главы 1). Как уже отме

чалось ранее, такие постановки содержат в три раза меньше неизвестных (так

как восстанавливается одна скалярная функция, а не три компоненты вектор

ной функции), но они менее надёжны в связи с тем, что векторное поле l на
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практике известно не точно, а значит, в оператор A уравнения (3.1) вносится

дополнительная ошибка. Учёт этой ошибки при выборе параметра регуляриза

ции по обобщённому принципу невязки, в свою очередь, приводит к увеличению

параметра регуляризации, и, как следствие, к более сглаженному (а значит, ме

нее детализированному) приближённому решению.

Далее, изложение этой главы будет построено следующим образом.

Сначала в параграфе 3.2 показывается, как решаемые в диссертационном ис

следовании прикладные обратные задачи магнитометрии сводятся к решению

больших переопределённых систем линейных алгебраических уравнений с плот

но заполненной матрицей. В параграфе 3.2 обсуждается способ учёта ошибок

машинного округления при построении критериев прекращения итерационного

процесса в градиентных методах решения таких систем. Основной мотивацией

работы являлись 1) разработка методов улучшения качества решения реаль

ных прикладных задач минимизации, решение которых требует значительных

объёмов вычислений и, как следствие, может быть чувствительно к накаплива

ющимся ошибкам машинного округления, 2) разработка методов, позволяющих

по возможности экономить вычислительные ресурсы. В параграфе 3.3 обсуж

дается вопрос однозначной разрешимости систем линейных алгебраических

уравнений, возникающих в результате дискретизации решаемых задач.

3.1 Классические методы решения, основанные на минимизации

сглаживающего функционала и приводящие к необходимости

решения систем линейных алгебраических уравнений

При решении практических задач вместо точно известных B и оператора

A известны их приближённые значения Bδ и Aℎ такие, что ‖Bδ − B‖𝐿2
⩽ δ,

‖A − Aℎ‖□→𝐿2
⩽ ℎ. При выписанных условиях задача определения функции

X из уравнения (3.1) является некорректно поставленной и для её реше

ния необходимо строить регуляризирующий алгоритм. Если воспользоваться

регуляризирующим алгоритмом, основанным на минимизации функционала

А.Н. Тихонова, то задача сводится к поиску элемента, реализующего мини

мум функционала

𝐹α[M ] = ‖AℎX −Bδ‖2𝐿2
+ α‖X ‖2□. (3.2)
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Согласно работе А.Н. Тихонова, А.В. Гочарского, В.В. Степанова и

А. Г. Яголы [91] для любого α > 0 существует единственная экстремаль X α
η ,

η = {δ,ℎ}, которая реализует минимум функционала 𝐹α[X ].

Параметр регуляризации можно выбрать, например, по обобщённому

принципу невязки (см. работу [91]), как корень нелинейного уравнения

ρ(α) ≡
⃦⃦
AℎX

α
η −Bδ

⃦⃦2
𝐿2
−
(︁
δ+ ℎ

⃦⃦
X α

η

⃦⃦
□

)︁2
− µ2

η = 0.

Здесь µη — мера несовместности, которая определяется следующим образом:

µη = inf
X

⃦⃦
AℎX −Bδ

⃦⃦
𝐿2
.

При этом X α
η стремиться при η → 0 к точному решению задачи.

Элемент X α
η , реализующий минимум функционала (3.2), может быть най

ден по следующей формуле (см., например, работу автора [11]):

X α
η =

(︀
A*ℎAℎ + αR*R)−1A*ℎBδ. (3.3)

Здесь оператор R определяется априорной информацией о решении (принад

лежность его пространству □) следующим образом:⃦⃦
X
⃦⃦
□
=
⃦⃦
RX

⃦⃦
𝐿2
.

Для численного поиска элемента X α
η , определяемого уравнением (3.3),

необходимо выполнить дискретизацию уравнения (3.1). Общий подход заклю

чается в следующем. Объём 𝑉 , в котором ищется решение, разбивается на 𝑁

подобластей, каждой из которых сопоставляются её индекс {𝑖}, 𝑖 = 1,𝑁 , коор

динаты (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) расположения этой подобласти и её объём 𝑑𝑣𝑖. В результате

уравнение (3.1) может быть переписано в следующем виде:

µ0

4π

𝑁∑︁
𝑖=1

K(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)X (𝑥𝑖,𝑦𝑖,𝑧𝑖) 𝑑𝑣𝑖 = B(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠).

Замечание. Здесь и далее будет предполагаться, что в качестве вектор

функции B(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠) используется вектор-функция, измеренная в эксперименте

с ошибкой δ.

Необходимо напомнить, что набор координат (𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) определяет ме

сторасположение в пространстве точки, в которой измеряется индуцированное

телом магнитное поле B(𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠). Так как измерения проводятся обычно в
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большом количестве точек (их число обозначается как 𝑆) с известными коор

динатами (𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗), 𝑗 = 1,𝑆, то в результате получается следующая система

линейных алгебраических уравнений:

µ0

4π

𝑁∑︁
𝑖=1

K(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖, 𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)X (𝑥𝑖,𝑦𝑖,𝑧𝑖) 𝑑𝑣𝑖 = B(𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗), 𝑗 = 1,𝑆. (3.4)

Систему (3.4) можно переписать в матричной форме записи

𝐴𝑥 = 𝑏. (3.5)

Матрица 𝐴 и вектора 𝑥 и 𝑏 имеют блочную структуру следующего вида:

𝐴 =
µ0

4π

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
K11 𝑑𝑣1 K12 𝑑𝑣2 . . . K1𝑁 𝑑𝑣𝑁

K21 𝑑𝑣1 K22 𝑑𝑣2 . . . K2𝑁 𝑑𝑣𝑁
... ... . . . ...

K𝑆1 𝑑𝑣1 K𝑆2 𝑑𝑣2 . . . K𝑆𝑁 𝑑𝑣𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
X 1

X 2
...

X𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
B1

B2
...

B𝑆

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Здесь блок K𝑗𝑖 вычисляется для пары точек (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) и (𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗); блок X 𝑖

вектора 𝑥 содержит набор сеточных значений компонент вектор-функции X в

точке (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖); блок B 𝑗 вектора 𝑏 содержит набор измеренных в эксперименте

в точке (𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗) компонент вектор-функции B .

Следует привести несколько примеров конкретных формул, определяю

щих такие блоки.

Пример 1. При решении обратной задачи восстановления вектор-функ

ции намагниченности M по данным экспериментальных измерений компонент

вектора индукции магнитного поля B соответствующие блоки будут иметь сле

дующий вид:

K𝑗𝑖 =
1

ρ5𝑗𝑖

⎡⎢⎣ 3(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗)
2 − ρ2𝑗𝑖 3(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗)(𝑦 − 𝑦𝑠𝑗) 3(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗)(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗)

3(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗) 3(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗)
2 − ρ2𝑗𝑖 3(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗)(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗)

3(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗) 3(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗)(𝑦 − 𝑦𝑠𝑗) 3(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗)
2 − ρ2𝑗𝑖

⎤⎥⎦ ,

где

ρ𝑗𝑖 =
√︁
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗)

2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗)
2 + (𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗)

2;

X 𝑖 =

⎡⎢⎣𝑀𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)

𝑀𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)

𝑀𝑧(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)

⎤⎥⎦ , B 𝑗 =

⎡⎢⎣𝐵𝑥(𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)

𝐵𝑦(𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)

𝐵𝑧(𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)

⎤⎥⎦ .
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Пример 2. При решении обратной задачи восстановления скалярной функ

ции магнитной восприимчивости χ по данным экспериментальных измерений

компонент вектора индукции B и независимых компонент тензора градиентов

компонент вектора индукции магнитного поля B 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟 и дополнительной инфор

мации о векторной-функции B0 ≡
(︀
𝐵0

𝑥 𝐵0
𝑦 𝐵0

𝑧

)︀𝑇
, определяющей нормальное

поле в области восстановления решения, соответствующие блоки будут иметь

следующий вид:

K𝑗𝑖 ≡
1

ρ7𝑗𝑖

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3ρ2𝑗𝑖𝑐𝑗𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗)−𝐵0
𝑥 ρ

4
𝑗𝑖

3ρ2𝑗𝑖𝑐𝑗𝑖(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗)−𝐵0
𝑦 ρ

4
𝑗𝑖

3ρ2𝑗𝑖𝑐𝑗𝑖(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗)−𝐵0
𝑧 ρ

4
𝑗𝑖

6ρ2𝑗𝑖𝐵
0
𝑥(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗) + 3ρ2𝑗𝑖𝑐𝑗𝑖 − 15𝑐𝑗𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗)

2

6ρ2𝑗𝑖𝐵
0
𝑧(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗) + 3ρ2𝑗𝑖𝑐𝑗𝑖 − 15𝑐𝑗𝑖(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗)

2

3ρ2𝑗𝑖𝐵
0
𝑥(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗) + 3ρ2𝑗𝑖𝐵

0
𝑦(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗)− 15𝑐𝑗𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗)(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗)

3ρ2𝑗𝑖𝐵
0
𝑥(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗) + 3ρ2𝑗𝑖𝐵

0
𝑧(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗)− 15𝑐𝑗𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗)(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗)

3ρ2𝑗𝑖𝐵
0
𝑦(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗) + 3ρ2𝑗𝑖𝐵

0
𝑧(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗)− 15𝑐𝑗𝑖(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗)(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

ρ𝑗𝑖 =
√︁

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗)
2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗)

2 + (𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗)
2,

𝑐𝑗𝑖 = 𝐵0
𝑥(𝑥𝑖,𝑦𝑖,𝑧𝑖) (𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗) +𝐵0

𝑦(𝑥𝑖,𝑦𝑖,𝑧𝑖) (𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗) +𝐵0
𝑧(𝑥𝑖,𝑦𝑖,𝑧𝑖) (𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗);

X 𝑖 =
[︁
χ(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)

]︁
, B 𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐵𝑥(𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)

𝐵𝑦(𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)

𝐵𝑧(𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑥 (𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑦 (𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)
𝜕𝐵𝑥

𝜕𝑧 (𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)
𝜕𝐵𝑦

𝜕𝑧 (𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)
𝜕𝐵𝑧

𝜕𝑧 (𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

В результате численное приближение 𝑥 элемента X α
η , определяемого урав

нением (3.3), будет вычисляться формуле:

𝑥 =
(︀
𝐴𝑇 𝐴+ α𝑅𝑇 𝑅)−1𝐴𝑇 𝑏.

Матрица 𝑅 будет являться конечномерной аппроксимацией оператора R,

определяемого формулой
⃦⃦
X
⃦⃦
□

=
⃦⃦
RX

⃦⃦
𝐿2
. В случае □ ≡ 𝐿2, то есть в от

сутствии априорной информации о решении, 𝑅 будет единичной матрицей. В
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других случаях структура этой матрицы усложняется (см. работу [91]), но она

всегда будет сильно разреженной матрицей.

Используемые далее обозначения. В текущем изложении, для сокраще

ния записи формул, для обозначения полного числа сенсоров использовалось

обозначение 𝑆, а для обозначения числа точек, в которых восстанавливают

ся сеточные значения 𝑥 вектор-функции X , использовалось обозначение 𝑁 .

Далее, для удобства, вместо 𝑆 будет использоваться обозначение 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠, а вме

сто 𝑁 будет использоваться 𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠. Переменная 𝑀 будет зарезервирована за

числом строк матрицы 𝐴, а переменная 𝑁 будет зарезервировано за числом

столбцов матрицы 𝐴.

Матрица системы (3.6) будет иметь размеры 𝑚 · 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠 × 𝑛 ·𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠. Па

раметр 𝑚 определяется тем, какого типа обрабатываются магнитные данные:

𝑚 = 3 в случае обработки данных измерения компонент индукции магнит

ного поля, 𝑚 = 5 в случае обработки данных измерения компонент тензора

градиентов компонент индукции магнитного поля, 𝑚 = 8 в случае обработ

ки полных магнито-градиентных данных. Параметр 𝑛 определяется тем какого

типа ищется решение: 𝑛 = 3 в случае восстановления вектор-функции намаг

ниченности, 𝑚 = 1 в случае восстановления скалярной функции магнитной

восприимчивости.

Таким образом число строк матрицы системы равно 𝑀 = 𝑚 · 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠, а

число столбцов — 𝑁 = 𝑛 · 𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠.

3.2 Учёт ошибок машинного округления при решении больших

переопределённых систем линейных алгебраических уравнений с

плотно заполненной матрицей

Как было показано в предыдущем параграфе, численные методы реше

ния рассматриваемого в диссертации класса задач сводятся к необходимости

решения систем линейных алгебраических уравнений вида

𝐴𝑥 = 𝑏. (3.6)



83

Здесь, в общем случае,𝐴— прямоугольная плотно заполненная матрица размер

ности𝑀×𝑁 (𝑀 ⩾ 𝑁), 𝑏 — вектор-столбец c𝑀 компонентами. Целью решения

матричного уравнения (3.6) является поиск вектора 𝑥 с 𝑁 компонентами.

Для целостности изложения этого параграфа необходимо повторить, что

при решении реальных прикладных задач компоненты вектора 𝑏, стоящего в

правой части матричного уравнения (3.6), обычно измеряются в эксперимен

те. Поэтому из-за наличия экспериментальных ошибок у этой системы может

не существовать классического решения и, более того, решение (псевдореше

ние, если оно ищется с помощью метода наименьших квадратов) может быть

неустойчиво по отношению к ошибкам задания входных данных. В связи с этим

для поиска решения необходимо использовать какой-либо регуляризирующий

алгоритм. Как было пояснено а предыдущем параграфе, в случае использова

ния регуляризирующего алгоритма, основанного на минимизации функционала

А.Н. Тихонова [91], регуляризованное решение системы (3.6) может быть най

дено следующим образом:

𝑥 = argmin
𝑥∈R𝑁

𝑓(𝑥), где 𝑓(𝑥) = ‖𝐴𝑥− 𝑏‖22 + α‖𝑅𝑥‖22. (3.7)

Здесь α — параметр регуляризации [91], а матрица 𝑅 содержит информацию

об априорных ограничениях на искомое решение 𝑥.

Элемент, реализующий минимум функционала (3.7), может быть найден

посредством решения системы нормальных уравнений

(𝐴𝑇𝐴+ α𝑅𝑇𝑅)𝑥 = 𝐴𝑇 𝑏. (3.8)

Система (3.8) может быть решена с помощью прямых методов реше

ния систем линейных алгебраических уравнений с квадратной матрицей (см.,

например, работу Дж.В. Деммеля [175]). Но надо отметить, что матрица си

стемы (3.8) имеет размерность 𝑁 × 𝑁 . Как следствие, реализация прямых

методов решения в случае произвольной матрицы 𝐴 требует 𝑂(𝑀𝑁 2) операций:

(2𝑀−1)𝑁 2+𝑂(𝑁 1) операций, чтобы определить матрицу системы, (2𝑀−1)𝑁

операций, чтобы определить правую часть, и 𝑂(𝑁 3) операций, чтобы реализо

вать прямой метод решения системы. Поэтому при больших значениях 𝑀 и 𝑁

на качество решения могут критическим образом влиять накапливающиеся в

процессе выполнения этих ∼ 𝑀𝑁 2 операций ошибки машинного округления.

В связи с этим, на практике часто ищут элемент, реализующий ми

нимум функционала (3.7), не с помощью решения системы нормальных
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уравнений (3.8), а с помощью градиентных методов минимизации самого

функционала (3.7). Эти методы являются итерационными: они стартуют с

произвольного начального приближения для решения и на каждой итерации

находят очередное более хорошее приближение для искомого решения. При вы

числениях без ошибок за бесконечное число итераций такие методы сходятся к

элементу 𝑥, который реализует минимум функционала (3.7).

С учётом того, что задача (3.6) является линейной, наиболее эффек

тивным градиентным методом её решения является метод сопряжённых гра

диентов (см., например, работы М.Р. Хестенеса [176], Э. Гринбаума [177],

С.И. Кабанихина [60]). Этот метод в случае точных вычислений способен найти

элемент, реализующий минимум функционала (3.7), не более чем за 𝑁 итера

ций, на каждой из которых необходимо выполнить 𝑂(𝑀𝑁) операций. Однако

с учётом того, что при решении практических задач все вычисления выпол

няются лишь приближённо (за счёт наличия ошибок машинного округления),

утверждение о возможности минимизации функционала ровно за 𝑁 итераций

оказывается неверным. На практике возможны следующие три ситуации.

1. Начиная с какой-то итерации, номер которой меньше𝑁 , значение мини

мизируемого функционала становится сопоставимым с фоном ошибок

машинного округления. Это означает, что все последующие итерации

бессмысленны и итерационный процесс можно прекратить, так как на

последующих итерациях значение функционала не будет убывать. Зна

ние такого номера итерации даёт возможность прервать вычисления и

сэкономить вычислительные ресурсы, найдя приближённое решение по

средством совершения гораздо меньшего числа операций по сравнению

с прямыми методами решения.

2. В первом случае также возможна ситуация, при которой выполнение

полного набора из 𝑁 итераций приводит к «разрушению» численного

решения. Таким образом возможность досрочно прервать итерацион

ный процесс может быть особенно полезной при решении прикладных

задач. Реализация такой возможности не только экономит на практике

вычислительные ресурсы, но ещё и позволяет найти адекватное при

ближённое решение.

3. Из-за влияния ошибок машинного округления на точность определения

направлений минимизации и шагов вдоль них после совершения 𝑁 ите

раций значение минимизируемого функционала остаётся достаточно
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большим. Это означает, что найденное через 𝑁 итераций приближён

ное решение может быть уточнено ещё, если итерационный процесс

продолжить. В этом случае итерационный процесс необходимо продол

жать до тех пор, пока значение функционала не выйдет на фон ошибок

машинного округления.

Другими словами, если на практике используется «классический» кри

терий остановки итерационного процесса в методе сопряжённых градиентов

(по фиксированному числу итераций равному 𝑁), то: в первом случае прибли

жённое решение будет найдено, но на его поиск будут затрачены излишние

вычислительные ресурсы; во втором случае приближённое решение не будет

найдено вовсе; в третьем случае будет найдено очень грубое приближённое ре

шение, которое ещё может быть уточнено.

При решении многих реальных прикладных обратных задач магнито

метрии (как двумерных так и трёхмерных) автор регулярно сталкивался с

подобными проблемами. Сначала для решения этой проблемы приходилось

использовать чисто эмпирические подходы, определяя оптимальное число ите

раций экспериментально. Но при решении сложных реальных задач такой

подход требовал больших вычислительных ресурсов. В результате возникла по

требность в разработке метода автоматического определения числа итераций,

при котором значение минимизируемого функционала становится сопоставимо

с фоном ошибок машинного округления. Поэтому вопрос учёта ошибок машин

ного округления при выборе критерия прекращения итерационного процесса

является актуальным и востребованным на практике.

Таким образом, при решении многих прикладных задач чрезвычайно важ

ным является вопрос о возможности разработки такого критерия прекращения

итерационного процесса в методе сопряжённых градиентов, который был бы

способен учитывать накапливающиеся в процессе вычислений ошибки машинно

го округления. Подобным вопросам посвящено множество работ (см., например,

работы Х. Возняковски [101], Э.Ф. Каашитера [102], З. Стракова [103; 104],

М. Арлиоли [105;106;178], И. Нотайа [107], О. Аксельсона [179], Г. Мерана [108],

С.-В. Чанга [180], П. Йиранкка [181], Г. Ланди [182], К. Рао [183], Э. Кар

сона [184], З. Кулса [185], Э. Гринбаум [186], Б.Т. Поляка [187]). В работе

автора [14] был дан достаточно обстоятельный ответ именно на поставленный

выше вопрос. В этой работе был сформулирован алгоритм, который на практи

ке позволяет успешно решать все три указанные выше проблемные ситуации.
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В этом параграфе будет продемонстрирована методология вывода соот

ветствующих формул на примере применения метода сопряжённых градиентов

для решения переопределённой системы линейных алгебраических уравнений

с плотно заполненной матрицей. При желании, аналогичные формулы могут

быть построены и для решения нелинейных систем. В этом случае можно

не ограничиваться методом сопряжённых градиентов, а использовать любой

градиентный метод, для которого будет получен свой критерий прекращения

итерационного процесса по выходу на фон ошибок машинного округления. Вы

бор же в качестве примера метода сопряжённых градиентов обоснован тем, что

для этого метода есть «классический» критерий прекращения итерационного

процесса, с которым можно провести сравнение рассматриваемого подхода.

Отдельно необходимо обратить внимание на то, что учёт ошибок машинно

го округления особенно актуален сейчас, когда многим исследователям для рас

чёта реальных «больших» задач доступны суперкомпьютерные системы. Это

связано с тем, что использование высокопроизводительных вычислительных

систем предоставляет возможность проводить огромные объёмы вычислений.

Однако, чем больше вычислений выполняется, тем большая ошибка машин

ного округления может накопи́ться в течение счёта. А чем большая ошибка

накопилась, тем более недостоверный результат можно получить в случае при

менения критериев остановки итерационного процесса, не учитывающих эту

ошибку. Однако, несмотря на это, в этом параграфе будет продемонстриро

вано, что эти формулы могут давать хороший результат и в случае решения

«маленьких» задач.

Структура этого параграфа следующая. В подпараграфе 3.2.1 приводят

ся формулы одной из возможных реализаций метода сопряжённых градиентов

решения системы (3.8). В подпараграфе 3.2.2 демонстрируется вывод формул

для критерия прекращения итерационного процесса, учитывающего выход зна

чения минимизируемого функционала на фон ошибок машинного округления.

В подпараграфе 3.2.3 обсуждается вычислительная сложность предложенного

алгоритма. В подпараграфе 3.2.4 формализуется усовершенствованный итера

ционный алгоритм, основанный на формулах метода сопряжённых градиентов.

В подпараграфе 3.2.5 приводятся примеры расчётов, демонстрирующие эффек

тивность предлагаемого подхода. В подпараграфе 3.2.6 даются рекомендации

касательно особенностей работы предложенного подхода при решении «боль

ших» задач.
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3.2.1 Метод сопряжённых градиентов

Здесь будет рассмотрена одна из возможных реализаций метода сопряжён

ных градиентов для решения системы линейных алгебраических уравнений с

плотно заполненной матрицей (3.8). При этом необходимо отметить, что спосо

бов поиска вектора 𝑥 существует достаточно много, но был выбран именно тот,

который наиболее показателен в рамках данной работы.

Итак, вектор 𝑥 с 𝑁 компонентами, который является решением систе

мы (3.8), или, что то же самое, регуляризованным решением системы (3.6),

может быть найден с помощью следующего итерационного алгоритма, который

строит последовательность 𝑥(𝑠). Эта последовательность за 𝑁 шагов сходится

к искомому решению системы (3.8), исходя из предположения, что все вычис

ления делаются точно.

Сначала необходимо задать 𝑝(0) = 0, 𝑠 = 1 и произвольное начальное

приближение 𝑥(1), а затем многократно выполнить следующую последователь

ность действий:

𝑟(𝑠) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴𝑇
(︀
𝐴𝑥(1) − 𝑏

)︀
+ α𝑅𝑇 (𝑅𝑥(1)), если 𝑠 = 1,

𝑟(𝑠−1) − 𝑞(𝑠−1)(︀
𝑝(𝑠−1),𝑞(𝑠−1)

)︀ , если 𝑠 ⩾ 2,

𝑝(𝑠) = 𝑝(𝑠−1) +
𝑟(𝑠)(︀

𝑟(𝑠),𝑟(𝑠)
)︀ ,

𝑞(𝑠) = 𝐴𝑇
(︀
𝐴𝑝(𝑠)

)︀
+ α𝑅𝑇 (𝑅𝑝(𝑠)),

𝑥(𝑠+1) = 𝑥(𝑠) − 𝑝(𝑠)(︀
𝑝(𝑠),𝑞(𝑠)

)︀ ,
𝑠 = 𝑠+ 1.

Необходимо подчеркнуть, что в данном случае «классический» критерий

остановки итерационного процесса формулируется следующим образом: вычис

ления проводятся до тех пор, пока 𝑠 ⩽ 𝑁 .

В результате, через 𝑁 шагов вектор 𝑥𝑟𝑒𝑠 = 𝑥(𝑁+1) будет расцениваться

решением системы (3.8).

Формально, этот итерационный алгоритм с «классическим» критерием

прекращения итерационного процесса может быть сформулирован следующим

образом:
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1. Определить 𝑝(0) = 0, 𝑠 := 1 и произвольное начальное приближение

𝑥(1).

2. Вычислить 𝑟(𝑠) = 𝐴𝑇
(︀
𝐴𝑥(𝑠) − 𝑏

)︀
+ α𝑅𝑇 (𝑅𝑥(𝑠)) и перейти к шагу 4.

3. Вычислить 𝑟(𝑠) = 𝑟(𝑠−1) − 𝑞(𝑠−1)(︀
𝑝(𝑠−1),𝑞(𝑠−1)

)︀ .
4. Вычислить 𝑝(𝑠) = 𝑝(𝑠−1) +

𝑟(𝑠)(︀
𝑟(𝑠),𝑟(𝑠)

)︀ .
5. Вычислить 𝑞(𝑠) = 𝐴𝑇

(︀
𝐴𝑝(𝑠)

)︀
+ α𝑅𝑇 (𝑅𝑝(𝑠)).

6. Вычислить 𝑥(𝑠+1) = 𝑥(𝑠) − 𝑝(𝑠)(︀
𝑝(𝑠),𝑞(𝑠)

)︀ .
7. Если 𝑠 = 𝑁 , то остановить итерационный процесс и положить 𝑥(𝑠+1) в

качестве решения системы (3.8).

8. Переопределить 𝑠 := 𝑠+ 1 и перейти к шагу 3.

Замечание. Если не использовать рекуррентную форму записи и на каж

дой итерации вычислять невязку 𝑟(𝑠) так же, как и на первой итерации (шаг

2 алгоритма), то количество арифметических операций, требуемых для завер

шения итерационного процесса, возрастёт в два раза. При решении «больших»

задач это является мотивацией использования формы метода сопряжённых гра

диентов в рекуррентной форме записи.

3.2.2 Подходы к выводу формул усовершенствованного критерия

остановки итерационного процесса

Итерационный процесс будет останавливаться на той итерации, на кото

рой норма невязки 𝑟(𝑠) перестаёт превышать набегающие при её вычислении

ошибки машинного округления. Иными словами, итерационный процесс имеет

смысл продолжать, пока верно неравенство

‖𝑟(𝑠)‖2 ⩾ σ2
𝑠∆

2.

Здесь σ2
𝑠 –– дисперсия ошибки нормы невязки на 𝑠-ой итерации в единицах

∆2, ∆ — относительная ошибка машинного округления (при вычислениях с

половинной точностью ∆ = 10−3.3, при вычислениях с одинарной точностью

∆ = 10−7.6, при вычислениях с двойной точностью ∆ = 10−16.3, при вычисле
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ниях с четверной точностью ∆ = 10−34.0). Далее описывается способ оценки

значения σ2
𝑠.

Сначала выполняется оценка дисперсии ошибки каждого из элементов

вектора 𝑟(𝑠) на первой итерации (𝑠 = 1):

𝑟(𝑠)𝑛 =
𝑀∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑛

(︃
𝑁∑︁
𝑙=1

𝐴𝑘𝑙𝑥
(𝑠)
𝑙 − 𝑏𝑘

)︃
+ α

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑅𝑘𝑛

(︃
𝑁∑︁
𝑙=1

𝑅𝑘𝑙𝑥
(𝑠)
𝑙

)︃
.

Ошибки от сложения будут оцениваться по правилам статистики, то есть

σ2
𝑎+𝑏 = σ2

𝑎 + σ2
𝑏 . Ошибки от умножения достаточно малы по сравнению с ошиб

ками от сложения, поэтому они учитываться не будут.

Тогда

σ2∑︀
𝑙

𝐴𝑘𝑙𝑥𝑙−𝑏𝑘 =
𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
𝐴𝑘𝑙𝑥

(𝑠)
𝑙

)︁2
+ 𝑏2𝑘.

При последующем умножении полученные дисперсии ошибок также уве

личиваются на соответствующий множитель в квадрате:

σ2

𝐴𝑘𝑛

(︂∑︀
𝑙

𝐴𝑘𝑙𝑥𝑙−𝑏𝑘
)︂ = 𝐴2

𝑘𝑛

(︃
𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
𝐴𝑘𝑙𝑥

(𝑠)
𝑙

)︁2
+ 𝑏2𝑘

)︃
.

Затем

σ2

𝐴𝑘𝑛

(︂∑︀
𝑙

𝐴𝑘𝑙𝑥𝑙−𝑏𝑘
)︂
+α𝑅𝑘𝑛

(︂∑︀
𝑙

𝑅𝑘𝑙𝑥𝑙

)︂ = 𝐴2
𝑘𝑛

(︃
𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
𝐴𝑘𝑙𝑥

(𝑠)
𝑙

)︁2
+ 𝑏2𝑘

)︃
+α2𝑅2

𝑘𝑛

𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
𝑅𝑘𝑙𝑥

(𝑠)
𝑙

)︁2
.

Наконец, при суммировании по 𝑘 получается

σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛

=
𝑀∑︁
𝑘=1

𝐴2
𝑘𝑛

(︃
𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
𝐴𝑘𝑙𝑥

(𝑠)
𝑙

)︁2
+ 𝑏2𝑘

)︃
+ α2

𝑁∑︁
𝑙=1

𝑅2
𝑘𝑛

𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
𝑅𝑘𝑙𝑥

(𝑠)
𝑙

)︁2
.

Теперь надо рассмотреть вычисление ошибкок для компонент вектора 𝑟(𝑠)

на итерациях 𝑠 ⩾ 2. На этих итерациях рекуррентную формулу для вычисления

невязки 𝑟(𝑠) можно записать в виде

𝑟(𝑠)𝑛 = 𝑟(𝑠−1)𝑛 − 𝑞
(𝑠−1)
𝑛

𝑁∑︀
𝑙=1

𝑝
(𝑠−1)
𝑙 𝑞

(𝑠−1)
𝑙

.

Дисперсию ошибки можно вычислить, используя частные производные по

независимым компонентам. Однако учёт всех возможных величин на предыду

щих итерациях приведёт к переоценке ошибки. Чтобы этого избежать, учтём
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особенность градиентных методов, заключающуюся в том, что градиентные

методы являются отчасти устойчивыми к ошибкам машинного округления, по

тому что на каждой итерации часть ошибок компенсируется. Это связано с тем,

что каждую итерацию градиентного метода можно воспринимать как способ по

иска очередного более хорошего приближения для искомого решения.

Первый способ вычисления σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛
. Будет предполагаться, что при подсчёте

вектора 𝑝(𝑠), который является направлением минимизации, не имеет смысла

учитывать все предыдущие ошибки. Таким образом остаются лишь ошибки

машинного округления, возникающие при использовании значения 𝑝(𝑠) в даль

нейших вычислениях. С учётом этого можно получить, что

σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛

= σ2

𝑟
(𝑠−1)
𝑛

+
𝑁∑︁

𝑛′=1

(︃
𝜕𝑟

(𝑠)
𝑛

𝜕𝑞
(𝑠−1)
𝑛′

)︃2

σ2

𝑞
(𝑠−1)

𝑛′
=

= σ2

𝑟
(𝑠−1)
𝑛

+

⎛⎜⎜⎜⎝ 1
𝑁∑︀
𝑙=1

𝑝
(𝑠−1)
𝑙 𝑞

(𝑠−1)
𝑙

− 𝑝
(𝑠−1)
𝑛 𝑞

(𝑠−1)
𝑛(︂

𝑁∑︀
𝑙=1

𝑝
(𝑠−1)
𝑙 𝑞

(𝑠−1)
𝑙

)︂2

⎞⎟⎟⎟⎠
2

σ2

𝑞
(𝑠−1)
𝑛

+

+
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

⎛⎜⎜⎜⎝ 𝑝
(𝑠−1)
𝑛′ 𝑞

(𝑠−1)
𝑛′(︂

𝑁∑︀
𝑙=1

𝑝
(𝑠−1)
𝑙 𝑞

(𝑠−1)
𝑙

)︂2

⎞⎟⎟⎟⎠
2

σ2

𝑞
(𝑠−1)

𝑛′
,

Здесь выражения для дисперсий ошибок вычисления компонент вектора 𝑞(𝑠−1)

считаются уже по известным формулам:

σ2

𝑞
(𝑠−1)
𝑛

=
𝑀∑︁
𝑘=1

𝐴2
𝑘𝑛

𝑁∑︁
𝑙=1

(︀
𝐴𝑘𝑙𝑝

(𝑠−1)
𝑙

)︀2
.

Второй способ вычисления σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛
. Чтобы значительно упростить (в смысле

числа арифметических операций) подсчёт дисперсий ошибок на каждой итера

ции градиентного метода, можно предполагать, что не имеет смысла учитывать

все предыдущие ошибки не только при вычислении вектора 𝑝(𝑠), но и при вы

числении вектора 𝑞(𝑠). С учётом этого получим

σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛

= σ2

𝑟
(𝑠−1)
𝑛

+

⎛⎜⎜⎜⎝ 𝑞
(𝑠−1)
𝑛

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑝
(𝑠−1)
𝑘 𝑞

(𝑠−1)
𝑘

⎞⎟⎟⎟⎠
2

.
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После вычисления σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛

любым из способов дисперсия ошибки нормы

невязки σ2
𝑠 вычисляется как сумма дисперсий компонент, так как они меж

ду собой независимы:

σ2
𝑠 =

𝑁∑︁
𝑛=1

σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛
.

При выполнении условия

σ2
𝑠∆

2

‖𝑟(𝑠)‖2
⩾ 1

итерационный процесс прерывается, а вектор 𝑥𝑟𝑒𝑠 = 𝑥(𝑠) выбирается в качестве

решения системы (3.8).

Это и есть усовершенствованный критерий прекращения итерационного

процесса.

3.2.3 Об увеличении вычислительной сложности

Необходимо отметить, что в рассматриваемом градиентном методе на каж

дой итерации, начиная с 𝑠 = 2, самой вычислительно ёмкой операцией является

операция вычисления 𝑞(𝑠). Она требует 𝑀(2𝑁 − 1) арифметических операций

для вычисления вектора 𝐴𝑝(𝑠) и 𝑁(2𝑀 − 1) арифметических операций для

умножения полученного значения на 𝐴𝑇 . Вычислительная сложность вычис

ления второго слагаемого в 𝑞(𝑠) пренебрежимо мала, так как при решении

реальных задач матрица 𝑅 является разреженной, а значит соответствующее

число дополнительных арифметических операций составляет 𝑂(𝑁). Таким об

разом суммарное число арифметических операций для вычисления 𝑞(𝑠) можно

оценить как 4𝑀𝑁 = 𝑂(𝑀𝑁). Остальные операции на каждой итерации гради

ентного метода вносят тоже вносят пренебрежимо малый вклад в общее число

арифметических операций, поэтому вычислительная сложность каждой итера

ции градиентного метода оценивается как 𝑂(𝑀𝑁).

Надо ещё раз подчеркнуть преимущество рекуррентного вычисления

невязки 𝑟(𝑠) на всех итерациях, начиная с 𝑠 ⩾ 2. Если не использовать рекур

рентную форму записи и на каждой итерации вычислять невязку 𝑟(𝑠) так же,



92

как и на первой итерации, то количество арифметических операций, требуемых

для завершения итерационного процесса, возрастёт примерно два раза.

Возникает важный вопрос о том, увеличивается ли вычислительная слож

ность алгоритма при использовании нового критерия.

Первый способ вычисления σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛
требует порядка 𝑂(𝑀𝑁) дополнительных

арифметических операций на каждой итерации рассматриваемого градиентно

го метода. Можно аккуратно подсчитать все арифметические операции, для

этого нужно рассмотреть самую вычислительно ёмкую часть — вычисление ком

понент σ2

𝑞
(𝑠−1)
𝑛

. Эта операция требует 𝑀(3𝑁 − 1) арифметических операций при

вычислении элементов внутренней суммы, а затем ещё 𝑁(3𝑀 −1) арифметиче

ских операций при вычислении внешней суммы. Суммарная оценка получается

6𝑀𝑁 = 𝑂(𝑀𝑁) операций, что увеличивает вычислительную трудоёмкость рас

сматриваемого градиентного метода примерно в 2,5 раза.

Второй способ вычисления σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛
требует уже только порядка 𝑂(𝑁) допол

нительных арифметических операций на каждой итерации. А это означает, что

вычислительная трудоёмкость рассматриваемого градиентного метода не из

мениться.

Применение обоих подходов при решении большого числа прикладных за

дач показало, что оба способа дают приблизительно одинаковые результаты. В

связи с этим, стал использоваться только второй способ, как наиболее эконо

мичный в вычислительном смысле.

Более того, в главе 4 «Комплекс программ» будет показано, что вы

бранный способ учёта ошибок машинного округления позволяет организовать

вычисления на многопроцессорных системах с распределённой памятью таким

образом, что все дополнительные операции по реализации усовершенствован

ного критерия прекращения итерационного процесса будут скрыты на фоне

операций основного алгоритма.

Замечание. Формулы, эквивалентные предложенным, можно вывести до

статочно большим числом способов. Вполне возможно, что некоторые варианты

этих формул будут работать лучше для некоторых конкретных прикладных за

дач, а для каких-то наоборот хуже. Но при этом важно, чтобы предлагаемые

варианты формул не сильно увеличивали вычислительную сложность алгорит

ма. Это критично для построения эффективных параллельных алгоритмов, что

будет рассмотрено в параграфе 4.2 главы 4.
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3.2.4 Усовершенствованный итерационный алгоритм

Таким образом, итерационный алгоритм решения системы (3.8) с усо

вершенствованным критерием остановки итерационного процесса примет сле

дующую форму (красным цветом выделены дополнительные по сравнению с

«классическим» итерационным алгоритмом действия).

1. Определить 𝑝(0) = 0, 𝑠 = 1 и произвольное начальное приближение 𝑥(1).

2. Вычислить 𝑟(𝑠) = 𝐴𝑇
(︀
𝐴𝑥(𝑠) − 𝑏

)︀
+ α𝑅𝑇 (𝑅𝑥(𝑠)).

3. Вычислить σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛

=
𝑀∑︀
𝑘=1

𝐴2
𝑘𝑛

(︂
𝑁∑︀
𝑙=1

(︁
𝐴𝑘𝑙𝑥

(𝑠)
𝑙

)︁2
+ 𝑏2𝑘

)︂
+α2

𝑁∑︀
𝑙=1

𝑅2
𝑘𝑛

𝑁∑︀
𝑙=1

(︁
𝑅𝑘𝑙𝑥

(𝑠)
𝑙

)︁2
для каждого 𝑛 ∈ 1,𝑁 и перейти к шагу 6.

4. Вычислить 𝑟(𝑠) = 𝑟(𝑠−1) − 𝑞(𝑠−1)(︀
𝑝(𝑠−1),𝑞(𝑠−1)

)︀ .
5. Вычислить σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛

= σ2

𝑟
(𝑠−1)
𝑛

+

(︃
𝑞
(𝑠−1)
𝑛(︀

𝑝(𝑠−1), 𝑞(𝑠−1)
)︀)︃2

для каждого 𝑛 ∈ 1,𝑁 .

6. Если
∆2

𝑁∑︀
𝑛=1

σ2

𝑟
(𝑠)
𝑛

‖𝑟(𝑠)‖2
⩾ 1, то остановить итерационный процесс и положить

𝑥(𝑠) в качестве решения системы (3.8).

7. Вычислить 𝑝(𝑠) = 𝑝(𝑠−1) +
𝑟(𝑠)(︀

𝑟(𝑠),𝑟(𝑠)
)︀ .

8. Вычислить 𝑞(𝑠) = 𝐴𝑇
(︀
𝐴𝑝(𝑠)

)︀
+ α𝑅𝑇 (𝑅𝑝(𝑠)).

9. Вычислить 𝑥(𝑠+1) = 𝑥(𝑠) − 𝑝(𝑠)(︀
𝑝(𝑠),𝑞(𝑠)

)︀ .
10. Переопределить 𝑠 := 𝑠+ 1 и перейти к шагу 4.

Для удобства последующей программной реализации этого алгоритма, ко

торая будет подробно описана в параграфе 4.2 главы 4 этот алгоритм следует

представить в виде псевдокода (см. алг. 3.1). При этом для упрощения формы

записи некоторых формул используется обозначение ∘2 — «степень Адамара»,

то есть поэлементное возведение вектора/матрицы во вторую степень. В этом

алгоритме красным цветом выделены строки, которые соответствуют действи

ям необходимым для реализации усовершенствованного критерия прекращения

итерационного процесса. Если эти строки убрать и изменить условие 𝑇𝑟𝑢𝑒 на

𝑠 ⩽ 𝑁 , то получится «классическая» реализация метода сопряжённых гради

ентов для решения системы (3.8).
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Алгоритм 3.1: Псевдокод для усовершенствованного итерационного

алгоритма.

Входные данные: 𝐴, 𝑏, 𝑥 ≡ 𝑥(1), α, 𝑅

Результат: 𝑥

𝑠← 1

𝑝← 0

while True do

if 𝑠 = 1 then

𝑟 ← 𝐴𝑇 (𝐴𝑥− 𝑏) + α𝑅𝑇 (𝑅𝑥)

σ2
𝑟 ←

(︀
𝐴𝑇
)︀∘2(︀

𝐴∘2𝑥∘2 + 𝑏∘2
)︀
+ α2

(︀
𝑅𝑇
)︀∘2(︀

𝑅∘2𝑥∘2
)︀

else

𝑟 ← 𝑟 − 𝑞

(𝑝,𝑞)

σ2
𝑟 ← σ2

𝑟 +
𝑞∘2

(𝑝,𝑞)2

end

if

∆2
∑︀
𝑛
(σ2

𝑟)𝑛

(𝑟,𝑟)
⩾ 1 then

return 𝑥

end

𝑝← 𝑝+
𝑟

(𝑟,𝑟)
𝑞 ← 𝐴𝑇 (𝐴𝑝) + α𝑅𝑇 (𝑅𝑝)

𝑥← 𝑥− 𝑝

(𝑝,𝑞)
𝑠← 𝑠+ 1

end

3.2.5 Примеры численных экспериментов

Для демонстрации возможностей предложенного алгоритма были исполь

зованы 1) матрица 𝐴 размерности 𝑀 ×𝑁 с элементами, сгенерированными как

случайные величины с равномерным распределением в диапазоне [0, 1], 2) мо

дельное решение 𝑥𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙 — вектор-столбец размерности 𝑁 , элементы которого
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соответствуют значениям синуса на интервале [0, 2π]:

𝑥𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙
𝑛 = sin

2π(𝑛− 1)

𝑁 − 1
, 𝑛 ∈ 1,𝑁.

Для матрицы 𝐴 и модельного решения 𝑥𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙 была вычислена правая часть

𝑏: 𝑏 = 𝐴𝑥𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙.

Для решения системы (3.8) с этими матрицей и правой частью при

менялась рассматриваемая модификация метода сопряжённых градиентов с

усовершенствованным критерием прекращения итерационного процесса. Все

вычисления выполнялись с отсутствием регуляризации (α = 0).

Замечание. Необходимо отметить, что все последующие результаты могут

незначительно отличаться в деталях при их воспроизведении, так как матрица

𝐴 задаётся случайным образом.

Пример 1. Расчёты проводились для 𝑀 = 32, 𝑁 = 30 и с двойной точно

стью (т.е. ∆ ∼ 10−16). На рисунке 3.1 изображен график зависимости значения
σ2
𝑠∆

2

‖𝑟(𝑠)‖2
от номера итерации 𝑠. «Классический» критерий прекращения итераци

онного сработал бы на итерации c номером 𝑠 = 𝑁 ≡ 30 (отмечено на рисунке

красной пунктирной вертикальной линией), а вот усовершенствованный крите

рий прекратил итерационный процесс только на итерации с номером 𝑠 = 48,

то есть значительно позже. На рисунке 3.2 изображён график зависимости

‖𝑥(𝑠) − 𝑥𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙‖ от номера итерации 𝑠. Из этого графика можно сделать вы

вод, что «классический» критерий прекращения итерационного процесса даёт

решение, достаточно сильно отличающегося от модельного по норме. Таким об

разом, возникает вопрос о том, как выглядят приближённые решения в случае

использования разных критериев прекращения итерационного процесса. На ри

сунке 3.3 изображено приближённое решение — вектор 𝑥𝑟𝑒𝑠. Прекрасно видно,

что приближённое решение найденное «классическим» методом (отмечено на

графике красным) достаточно сильно отличается от точного (синуса) даже зри

тельно. При этом решение, найденное с использование усовершенствованного

критерия прекращения итерационного процесса, уже зрительно не отличается

от точного решения.

Таким образом, на таком простом примере удалось продемонстрировать

работоспособность предложенного алгоритма, хотя при его построении предпо

лагалось, что метод будет работать только при решении «больших» задач.
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Рисунок 3.1 — Пример 1: график зависимости значения
σ2
𝑠∆

2

‖𝑟(𝑠)‖2
от номера ите

рации 𝑠.

Рисунок 3.2 — Пример 1: график зависимости значения ‖𝑥(𝑠)−𝑥𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙‖ от номера
итерации 𝑠.

Рисунок 3.3 — Пример 1: график зависимости 𝑥𝑟𝑒𝑠𝑛 от номера компоненты 𝑛.
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Пример 2. Расчёты проводились для 𝑀 = 900, 𝑁 = 30 и с двойной точ

ностью (т.е. ∆ ∼ 10−16). Из рисунка 3.4 видно, что «классический» критерий

прекращения итерационного сработал бы на итерации c номером 𝑠 = 𝑁 ≡ 30 , а

вот усовершенствованный критерий прекратил итерационный процесс раньше,

а именно на итерации с номером 𝑠 = 23. Рисунок 3.5 подтверждает, что «класси

ческий» критерий прекращения итерационного процесса срабатывает слишком

поздно, и много итераций делается впустую. Более того, приближённое реше

ние найденное «классическим» методом не отличимо от решения найденного

с помощью усовершенствованного критерия прекращения итерационного про

цесса — графики наложились друг на друга и не отличимы зрительно (см.

рисунок 3.6), что является обоснованием целесообразности досрочного прекра

щения итерационного процесса.

Рисунок 3.4 — Пример 2: график зависимости значения
σ2
𝑠∆

2

‖𝑟(𝑠)‖2
от номера ите

рации 𝑠.

Рисунок 3.5 — Пример 2: график зависимости значения ‖𝑥(𝑠)−𝑥𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙‖ от номера
итерации 𝑠.
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Рисунок 3.6 — Пример 2: график зависимости 𝑥𝑟𝑒𝑠𝑛 от номера компоненты 𝑛. Ре

шения для разных критериев прекращения итерационных процессов зрительно

не отличимы друг от друга (графики наложились).

Пример 3.Формулы, представленные в этой работе, получены из статисти

ческих соображений. Поэтому надёжность предложенного алгоритма является

достаточно высокой при решении «больших» задач с высокой точностью

вычислений. Однако существуют практические задачи, в которых активно

используются вычисления с низкой точностью. Например, в современных реали

зациях машинного обучения популярны вычисления с пониженной точностью,

а именно, вычисления с половинной точностью, для которых ∆ ∼ 10−3). Такие

вычисления преследуют цель обрабатывать большие объёмы данных несмотря

на ограниченную видеопамять видеокарт, которые используются для вычисле

ний. Результаты применения предложенного алгоритма для вычислений с такой

низкой точностью могут обладать следующими особенностями. С одной сторо

ны, по-прежнему возможны ситуации, в которых предложенный алгоритм даёт

хороший результат. Например, на рисунках 3.7 и 3.8, представлены результаты

расчётов для 𝑀 = 12, 𝑁 = 10 и половинной точностью вычислений. С другой

стороны, низкая точность вычислений приводит к тому, что ошибка округле

ний становится сопоставимой с невязкой достаточно рано. В результате, это

может приводить к срабатыванию критерия прекращения итерационного про

цесса раньше, чем нужно. Например, на рисунках 3.9 и 3.10 представлены такие

результаты расчётов для 𝑀 = 120 и 𝑁 = 100. Невыполнение статистических

соображений прекрасно подтверждается немонотонностью кривой определяю

щей зависимость значения
σ2
𝑠∆

2

‖𝑟(𝑠)‖2
от номера итерации 𝑠 (см. рисунок 3.9). Но, с

учётом того, что вычисления с низкой точностью используются в приложениях,
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где высокая точность не критична, представленный на рисунке 3.10 результат

может быть вполне адекватным и отвечать практическим потребностям. При

этом необходимо отметить, что решение по «классическому» алгоритму не най

дено (на рисунке 3.10 отсутствует соответствующая кривая), в связи с тем,

что возник эффект численного переполнения. Использование же усовершен

ствованного критерия позволило избежать этого эффекта за счёт досрочного

прекращения итерационного процесса.

Рисунок 3.7 — Пример 3: график зависимости значения
σ2
𝑠∆

2

‖𝑟(𝑠)‖2
от номера ите

рации 𝑠.

Рисунок 3.8 — Пример 3: график зависимости 𝑥𝑟𝑒𝑠𝑛 от номера компоненты 𝑛. Ре

шения для разных критериев прекращения итерационных процессов зрительно

не отличимы друг от друга (графики наложились).

Пример 4. Предыдущие примеры демонстрировали работоспособность

предложенного алгоритма на предельно маленьких задачах. Сейчас предла

гается рассмотреть более репрезентативный пример для 𝑁 = 1000. Большее
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Рисунок 3.9 — Пример 3: график зависимости значения
σ2
𝑠∆

2

‖𝑟(𝑠)‖2
от номера ите

рации 𝑠.

Рисунок 3.10 — Пример 3: график зависимости 𝑥𝑟𝑒𝑠𝑛 от номера компоненты 𝑛.

Решения для разных критериев прекращения итерационных процессов зритель

но не отличимы друг от друга (графики наложились).

число брать для демонстрационных расчётов бесмысленно, так как на графи

ке соседние точки зрительно будут сливаться. На рисунке 3.11 изображено

приближённое решение — вектор 𝑥𝑟𝑒𝑠 для 𝑀 = 1000, 𝑁 = 1000. Алгорит

му потребовалось совершить 𝑠 = 2476 итераций, что существенно больше

𝑠 = 𝑁 ≡ 1 000 в случае использования «классической» реализации метода со

пряжённых градиентов для решения системы (3.8). Однако, прекрасно видно,

что приближённое решение, найденное «классическим» методом (отмечено на

графике красным цветом) достаточно сильно отличается от точного (синуса)

даже зрительно. При этом решение, найденное с использованием усовершен

ствованного алгоритма, зрительно не отличается от точного решения.
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Рисунок 3.11 — Пример 4: график зависимости 𝑥𝑟𝑒𝑠𝑛 от номера компонеты 𝑛.

Если же произвести расчёты для 𝑀 = 3000, 𝑁 = 1000, то приближённое

решение, зрительно не отличающееся от точного модельного решения, будет

найдено всего-лишь за 𝑠 = 75 итераций, что меньше 1 000 итераций, которые

потребовались бы, чтобы найти решение с помощью классического алгоритма.

Таким образом этот пример наглядно демонстрирует, что предложенный

в работе [14] алгоритм в зависимости от ситуации позволяет как прекратить

итерационный процесс досрочно (таким образом сэкономив вычислительные

ресурсы), так и продолжить итерационный процесс (таким образом получив

более качественное приближённое решение).

3.2.6 Некоторые замечания про расчёты «больших» задач

1. Чем больше численные размеры задачи (𝑀 и 𝑁), тем лучше работает

усовершенствованный критерий прекращения итерационного процесса.

Это связано с тем, что соответствующие формулы выводились из стати

стических соображений, которые лучше соответствуют реальности при

обработке больших массивов данных.

2. При использовании регуляризации число итераций, необходимых для

выхода на уровень ошибок машинного округления, уменьшается с ро

стом параметра регуляризации α. Так как параметр регуляризации
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принято выбирать по обобщённому принципу невязки [91], согласуя

его с погрешностью задания входных данных, то с ростом ошибок за

дания входных данных увеличивается согласованное с ними значение

параметра регуляризации. А это, в свою очередь, приводит к более ран

нему прекращению итерационного процесса и, как следствие, к потери

детализации решения. Этот эффект является вполне логичным, так

как с ростом ошибки задания входных данных естественным образом

уменьшается и предельно возможная точность восстановления прибли

жённого решения (в случае, если не используется никакая априорная

информация о решении).

3. Эффект немонотонности графика зависимости значения
σ2
𝑠∆

2

‖𝑟(𝑠)‖2
от но

мера итерации 𝑠 (см., например, рис. 3.9) говорит о нарушении условий

применимости подхода: либо численные размеры задачи слишком ма

ленькие, либо недостаточна точность вычислений. На практике следует,

по-возможности, проводить вычисления с максимально возможной точ

ностью (т.е. с четверной точностью). При этом с увеличением точности

вычислений будет возрастать и значение номера итерации, на которой

срабатывает усовершенствованный критерий прекращения итерацион

ного процесса.

4. С увеличением 𝑀 (при постоянном 𝑁) увеличивается и оценка дис

персии невязки. Это, как следствие, приводит к уменьшению значение

номера итерации, на котором срабатывает усовершенствованный кри

терий прекращения итерационного процесса.

3.3 Об однозначной разрешимости СЛАУ, возникающих при

решении обратных задач магнитометрии

Как было показано, при решении обратных задач рассматриваемого клас

са непрерывные постановки дискретизируются и сводятся к системам линейных

алгебраических уравнений (СЛАУ) с приближённо заданными как правой ча

стью, так и матрицей. Возникает вопрос разрешимости таких СЛАУ. При этом

надо отметить, что разрешимость СЛАУ не гарантирует разрешимости зада
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чи в исходной непрерывной интегральной постановке. В общем случае этот

вопрос не решается. Однако можно сделать некоторые допущения, исходя из

которых сформулировать условия, при которых в некоторых частных случаях

такие СЛАУ будут однозначно разрешимыми. В частности, это удобно сделать

из следующего допущения: рассмотреть задачу в дискретной постановке, вме

сто непрерывной. Таким образом, можно пойти следующим путём.

На практике часто востребована формула для выражения магнитного

поля, создаваемого одним магнитным диполем с магнитным моментом m =

(𝑚𝑥,𝑚𝑦,𝑚𝑧)
𝑇 , который расположен в точке с радиус-вектором r𝑑 = (𝑥𝑑,𝑦𝑑,𝑧𝑑).

В этом случае выражение для магнитного поля имеет вид

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) =
µ0

4π

(︂
3
(︀
m(r𝑑),r𝑑 − r 𝑠

)︀
(r𝑑 − r 𝑠)

|r𝑑 − r 𝑠|5
− m(r𝑑)

|r𝑑 − r 𝑠|3

)︂
. (3.9)

Здесь: B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) — вектор-функция, характеризующая индукцию магнитного

поля в точке с радиус-вектором r 𝑠 = (𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠);M (r) — вектор-функция, харак

теризующая плотность магнитного момента элементарного объёма 𝑑𝑣 в малой

окрестности точки r = (𝑥,𝑦,𝑧) области 𝑉 ; µ0 — магнитная постоянная

Предполагается, что имеется набор условных «сенсоров» 𝑠𝑗, 𝑗 = 1,𝑆, каж

дый из которых расположен в точке с координатой r 𝑠𝑗 = (𝑥𝑠𝑗 ,𝑦𝑠𝑗 ,𝑧𝑠𝑗) и измеряет

в этой точке индукцию магнитного поля B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠𝑗) =
(︀
𝐵

(𝑠𝑗)
𝑥 𝐵

(𝑠𝑗)
𝑦 𝐵

(𝑠𝑗)
𝑧

)︀𝑇
. В

каждой точке r 𝑠𝑗 поле индуцируется набором магнитных диполей 𝑑𝑖, 𝑖 = 1,𝑁 ,

каждый из которых расположен в точке с координатой r𝑑𝑖 = (𝑥𝑑𝑖,𝑦𝑑𝑖,𝑧𝑑𝑖) и имеет

магнитный момент m(r𝑑𝑖) =
(︀
𝑚

(𝑑𝑖)
𝑥 𝑚

(𝑑𝑖)
𝑦 𝑚

(𝑑𝑖)
𝑧

)︀𝑇
.

Для удобства представления последующих формул наравне с указанной

выше индексацией будет использоваться следующая (при условиях, что она не

будет приводить к противоречиям в обозначениях):

{𝑠𝑗}
⃒⃒⃒
𝑗=1,𝑆

≡ {𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑆} ↔ {𝑠}
⃒⃒⃒
𝑠=1,𝑆

≡ {1, 2, . . . , 𝑆},

{𝑑𝑖}
⃒⃒⃒
𝑖=1,𝑁

≡ {𝑑1, 𝑑2, . . . , 𝑑𝑁} ↔ {𝑑}
⃒⃒⃒
𝑑=1,𝑁

≡ {1, 2, . . . , 𝑁}.

Таким образом, в точках наблюдения r 𝑠 = (𝑥𝑠,𝑦𝑠,𝑧𝑠), 𝑠 = 1,𝑆, проведены

измерения магнитного поля B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) ≡ B
(𝑠)
𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 =

(︀
𝐵

(𝑠)
𝑥 𝐵

(𝑠)
𝑦 𝐵

(𝑠)
𝑧

)︀𝑇
, 𝑠 = 1,𝑆, ко

торое индуцировано магнитными диполями m(r𝑑) ≡ m (𝑑) =
(︀
𝑚

(𝑑)
𝑥 𝑚

(𝑑)
𝑦 𝑚

(𝑑)
𝑧

)︀𝑇
,

𝑑 = 1,𝑁 , расположенными в точках с координатами r𝑑 = (𝑥𝑑,𝑦𝑑,𝑧𝑑), 𝑑 = 1,𝑁 . В

результате возникает вопрос об однозначной разрешимости следующей системы
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линейных алгебраических уравнений с целью определения значений магнитных

моментов m(r𝑑) ≡ m (𝑑) =
(︀
𝑚

(𝑑)
𝑥 𝑚

(𝑑)
𝑦 𝑚

(𝑑)
𝑧

)︀𝑇
, 𝑑 = 1,𝑁 :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑁∑︁
𝑑=1

(︂
3
(︀
𝑚

(𝑑)
𝑥 𝑥𝑠𝑑 +𝑚

(𝑑)
𝑦 𝑦𝑠𝑑 +𝑚

(𝑑)
𝑧 𝑧𝑠𝑑

)︀
𝑥𝑠𝑑

𝑟5𝑠𝑑
− 𝑚

(𝑠)
𝑥

𝑟3𝑠𝑑

)︂
= 𝐵(𝑠)

𝑥 , 𝑠 = 1,𝑆,

𝑁∑︁
𝑑=1

(︂
3
(︀
𝑚

(𝑑)
𝑥 𝑥𝑠𝑑 +𝑚

(𝑑)
𝑦 𝑦𝑠𝑑 +𝑚

(𝑑)
𝑧 𝑧𝑠𝑑

)︀
𝑦𝑠𝑑

𝑟5𝑠𝑑
− 𝑚

(𝑠)
𝑦

𝑟3𝑠𝑑

)︂
= 𝐵(𝑠)

𝑦 , 𝑠 = 1,𝑆,

𝑁∑︁
𝑑=1

(︂
3
(︀
𝑚

(𝑑)
𝑥 𝑥𝑠𝑑 +𝑚

(𝑑)
𝑦 𝑦𝑠𝑑 +𝑚

(𝑑)
𝑧 𝑧𝑠𝑑

)︀
𝑧𝑠𝑑

𝑟5𝑠𝑑
− 𝑚

(𝑠)
𝑧

𝑟3𝑠𝑑

)︂
= 𝐵(𝑠)

𝑧 , 𝑠 = 1,𝑆.

(3.10)

Здесь через 𝑟𝑠𝑑 обозначено расстояние между 𝑠-ым сенсором и 𝑑-ым ди

полем:

𝑟𝑠𝑑 =
√︀
(𝑥𝑑 − 𝑥𝑠)2 + (𝑦𝑑 − 𝑦𝑠)2 + (𝑧𝑑 − 𝑧𝑠)2.

Аналогичный смысл имеют и обозначения 𝑥𝑠𝑑, 𝑦𝑠𝑑 и 𝑧𝑠𝑑:

𝑥𝑠𝑑 = 𝑥𝑑 − 𝑥𝑠, 𝑦𝑠𝑑 = 𝑦𝑑 − 𝑦𝑠, 𝑧𝑠𝑑 = 𝑧𝑑 − 𝑧𝑠.

Замечание. Необходимо отметить, что система (3.10) возникает также при

дискретизации задачи (1.4), которая является интегральным аналогам уравне

ния (3.9):

B𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑(r 𝑠) =
µ0

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
M (r), r − r 𝑠

)︀
(r − r 𝑠)

|r − r 𝑠|5
− M (r)

|r − r 𝑠|3

)︂
𝑑𝑣.

В этом случае m = M 𝑑𝑣, и при дискретизации элементарный объём 𝑑𝑣 обла

сти 𝑉 заменяется объёмом фиксированной величины, которому сопоставляется

соответствующий магнитный диполь.

Систему (3.10) можно переписать в блочной форме записи⎡⎢⎢⎢⎢⎣
K11 K12 . . . K1𝑁

K21 K22 . . . K2𝑁
... ... . . . ...

K𝑆1 K𝑆2 . . . K𝑆𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎦×
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
m (1)

m (2)

...

m (𝑁)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
B (1)

B (2)

...

B (𝑆)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.11)

Здесь блок K𝑠𝑑 имеет вид

K𝑠𝑑 =
1

𝑟5𝑠𝑑

⎡⎢⎣2𝑥
2
𝑠𝑑 − 𝑦2𝑠𝑑 − 𝑧2𝑠𝑑 3𝑥𝑠𝑑 𝑦𝑠𝑑 3𝑥𝑠𝑑 𝑧𝑠𝑑

3𝑥𝑠𝑑 𝑦𝑠𝑑 2𝑦2𝑠𝑑 − 𝑥2𝑠𝑑 − 𝑧2𝑠𝑑 3𝑦𝑠𝑑 𝑧𝑠𝑑

3𝑥𝑠𝑑 𝑧𝑠𝑑 3𝑦𝑠𝑑 𝑧𝑠𝑑 2𝑧2𝑠𝑑 − 𝑥2𝑠𝑑 − 𝑦2𝑠𝑑

⎤⎥⎦ .
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Таким образом возникает вопрос о формулировке условий, при которых

разрешима система линейных алгебраических уравнений вида (3.10) или (3.11).

Системы линейных алгебраических уравнений, к которым редуцируются

геофизические задачи, как правило, имеют большую и сверхбольшую размер

ность (десятки и сотни тысяч, и даже миллионы неизвестных) (см., например,

работу А.М. Сальникова [164]). Но в настоящее время, в связи с бурным ростом

вычислительных мощностей и развитием суперкомпьютерных технологий, ши

рокое распространение получили методы решения блочных СЛАУ. Поэтому так

важно изучение свойств отдельных блоков, из которых состоят огромные матри

цы, несущие в себе информацию об источниках поля. Невырожденность блока

составной матрицы позволяет повысить устойчивость приближённого решения

обратной задачи к ошибкам задания входных данных. В работе А.М. Сальни

кова [164] было показано, что блочные методы решения СЛАУ, основанные на

регуляризации метода разложения матрицы по Холецкому, эффективны именно

в случае невырожденности отдельных (в основном, диагональных) блоков. Что

касается системы в целом, то пока вопрос о необходимых и достаточных услови

ях её невырожденности в зависимости от геометрии источников поля остаётся

открытым: элементы матриц СЛАУ, возникающих в рамках метода интеграль

ных уравнений не являются ни симметрическими, ни кососимметрическими в

общем случае. Если же рассматриваются постановки в рамках метода линейных

интегральных представлений, то у матриц начинают проявляться специфиче

ские свойства — они являются обязательно симметрическими и положительно

полуопределенными и могут быть приведены к виду дважды стохастических

матриц (когда суммы всех элементов каждого столбца и каждой строки рав

ны 1) (см. работы автора [4; 17]). Но даже в этом случае весьма сложно при

произвольной размерности матрицы судить о её ранге. Поэтому возникает необ

ходимость хотя бы частично сформулировать подходы к частичному решению

указанной проблемы.

Далее будут сформулированы теоремы единственность как для частных

случаев, так и для достаточно общего случая. Сначала будет рассмотрен про

стейший случай двух сенсоров и двух магнитных диполей.

Два диполя и два сенсора на одной прямой. Пусть сенсоры 𝑠1, 𝑠2 и

диполи 𝑑1, 𝑑2 располагаются на одной прямой (она будет принята за ось𝑂𝑥 неко
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торой декартовой системы координат). В этом случае система (3.11) примет вид[︃
K11 K12

K21 K22

]︃
×

(︃
m (1)

m (2)

)︃
=

(︃
B (1)

B (2)

)︃
. (3.12)

Выражения для блоков матрицы системы (3.12) выглядят следующим об

разом:

K11 =

⎡⎢⎢⎣
2
𝑟311

0 0

0 − 1
𝑟311

0

0 0 − 1
𝑟311

⎤⎥⎥⎦ , K12 =

⎡⎢⎢⎣
2
𝑟312

0 0

0 − 1
𝑟312

0

0 0 − 1
𝑟312

⎤⎥⎥⎦ ,

K21 =

⎡⎢⎢⎣
2
𝑟321

0 0

0 − 1
𝑟321

0

0 0 − 1
𝑟321

⎤⎥⎥⎦ , K22 =

⎡⎢⎢⎣
2
𝑟322

0 0

0 − 1
𝑟322

0

0 0 − 1
𝑟321

⎤⎥⎥⎦ .

Для удобства следует переобозначить элементы в матрице K систе

мы (3.12): ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎11 0 0 𝑎12 0 0

0 𝑏11 0 0 𝑏12 0

0 0 𝑏11 0 0 𝑏12

𝑎21 0 0 𝑎22 0 0

0 𝑏21 0 0 𝑏22 0

0 0 𝑏21 0 0 𝑏22

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.13)

Для того чтобы детерминант матрицы (3.13) был равен нулю необходимо

и достаточно, чтобы координаты сенсоров совпадали (при различных коорди

натах диполей):

det𝐴 = 0⇒ 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 = (𝑏11𝑏22 − 𝑏12𝑏21)
2 = 0⇒

det𝐴 = 0⇔ 𝑏11𝑏22 − 𝑏12𝑏21 = 0⇔ 𝑥11𝑥22 = 𝑥12𝑥21 ⇔
(𝑥𝑠1 − 𝑥𝑑1)(𝑥𝑠2 − 𝑥𝑑2) = (𝑥𝑠1 − 𝑥𝑑2)(𝑥𝑠2 − 𝑥𝑑1)⇒
𝑥𝑠1(𝑥𝑑1 − 𝑥𝑑2) = 𝑥𝑠2(𝑥𝑑1 − 𝑥𝑑2)⇒ (𝑥𝑠1 − 𝑥𝑠2)(𝑥𝑑1 − 𝑥𝑑2) = 0.

Таким образом, доказана

Теорема 1. Решение системы (3.12) единственно, если два сенсора и два

диполя расположены в различных точках на одной и той же прямой и выпол

няется условие (𝑥𝑠1 − 𝑥𝑑1)(𝑥𝑠2 − 𝑥𝑑2) = (𝑥𝑠1 − 𝑥𝑑2)(𝑥𝑠2 − 𝑥𝑑1), что соответствует
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случаю «неразделенных» диполей (см. рис. 3.12-a); если имеет место соотноше

ние (𝑥𝑠1 − 𝑥𝑑1)(𝑥𝑠2 − 𝑥𝑑2) = (𝑥𝑠1 − 𝑥𝑑2)(𝑥𝑑1 − 𝑥𝑠2), то матрица система уравнений

может быть вырожденной и компоненты двух диполей определить однозначно

нельзя (диполи и сенсоры «разделяют» друг друга, см. рис. 3.12-б).

Рисунок 3.12 — Диполи и сенсоры «не разделяют» друг друга — картинка (а);

диполи и сенсоры «разделяют» друг друга — картинка (б).

Два диполя и два сенсора, расположенные в одной плоскости. Если

через два диполя провести прямую и расположить два сенсора 𝑠1, 𝑠2 на какой

нибудь прямой в плоскости, перпендикулярной прямой, содержащей диполи 𝑑1,

𝑑2 и проходящей через середину соединяющего диполи отрезка (см. рис. 3.13),

то система (3.11) примет вид[︃
K11 K12

K21 K22

]︃
×

(︃
m (1)

m (2)

)︃
=

(︃
B (1)

B (2)

)︃
. (3.14)

Выражения для блоков матрицы (3.14) выглядят следующим образом:

K11 =
1

𝑟511

⎡⎢⎣2𝑥
2
11 − 𝑧211 3𝑥11 𝑧11

0 −𝑟211 0

3𝑥11 𝑧11 0 2𝑧211 − 𝑥211

⎤⎥⎦ ,

K12 =
1

𝑟5𝑠𝑑

⎡⎢⎣2𝑥
2
12 − 𝑧212 0 3𝑥12 𝑧12

0 −𝑟211 0

3𝑥12 𝑧12 0 2𝑧212 − 𝑥212

⎤⎥⎦ ,

K21 =
1

𝑟521

⎡⎢⎣2𝑥
2
21 − 𝑧221 0 3𝑥21 𝑧21

0 −𝑟211 0

3𝑥21 𝑧21 0 2𝑧221 − 𝑥221

⎤⎥⎦ ,

K22 =
1

𝑟522

⎡⎢⎣2𝑥
2
22 − 𝑧222 0 3𝑥22 𝑧22

0 −𝑟211 0

3𝑥22 𝑧22 0 2𝑧222 − 𝑥222

⎤⎥⎦ .

(3.15)

Расстояния от расположенного таким образом сенсора до каждого из двух

диполей будут одинаковыми.
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Рисунок 3.13 — Второй случай взаимного расположения сенсоров и диполей в

трёхмерном пространстве.

С учётом того, что 𝑦1𝑑 = 𝑦2𝑑 = 0, 𝑑 = 1,2, и 𝑟𝑠1 = 𝑟𝑠2, 𝑠 = 1,2, получается,

что в матрице системы (3.14) две строки являются пропорциональными:

[︃
K11 K12

K21 K22

]︃
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

□ □ □ □ □ □

0 − 1
𝑟311

0 0 − 1
𝑟312

0

□ □ □ □ □ □

□ □ □ □ □ □

0 − 1
𝑟321

0 0 − 1
𝑟322

0

□ □ □ □ □ □

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Таким образом однозначной разрешимости системы (3.14) нет.

Аналогичный результат можно получить, если расположить два сенсо

ра на одном расстоянии от прямой, соединяющей два диполя (при этом не

требуется, чтобы расстояния от сенсора до каждого из двух диполей были оди

наковыми). Сенсоры 𝑠1, 𝑠2 и диполи 𝑑1, 𝑑2 на рис. 3.13 при этом меняются

местами. Квазирешение в этом случае также определяется неоднозначно.

Таким образом, верна

Теорема 2. Псевдорешение системы (3.14) определяется неоднозначно,

если имеют место следующие два случая взаимного расположения диполей и

сенсоров: а) два диполя и 𝑁 сенсоров расположены в одной плоскости, при

этом сенсоры лежат на прямой, проходящей через середину отрезка, связыва

ющего диполи, и перпендикулярной им; б) два сенсора и 𝑁 диполей лежат в

одной плоскости, причем диполи располагаются на прямой, перпендикулярной

отрезку, соединяющему два сенсора, и проходящей через центр этого отрезка.
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Два диполя и 𝑁 сенсоров, расположенных на прямой, перпендикуляр

ной отрезку, соединяющему диполи и проходящей через его середину

Если предположить, что измерения компонент магнитной индукции выполня

ются в точках прямой, проходящей через середину отрезка, соединяющего два

диполя, и перпендикулярной этому отрезку. Тогда система (3.10) примет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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3
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(𝑑)
𝑥 𝑥𝑠𝑑 +𝑚
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𝑦 𝑦𝑠𝑑 +𝑚

(𝑑)
𝑧 𝑧𝑠𝑑

)︀
𝑥𝑠𝑑
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𝑦𝑠𝑑
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− 𝑚

(𝑠)
𝑦

𝑟3𝑠𝑑

)︂
= 𝐵(𝑠)

𝑦 , 𝑠 = 1,𝑁,

2∑︁
𝑑=1

(︂
3
(︀
𝑚

(𝑑)
𝑥 𝑥𝑠𝑑 +𝑚

(𝑑)
𝑦 𝑦𝑠𝑑 +𝑚

(𝑑)
𝑧 𝑧𝑠𝑑

)︀
𝑧𝑠𝑑

𝑟5𝑠𝑑
− 𝑚

(𝑠)
𝑧

𝑟3𝑠𝑑

)︂
= 𝐵(𝑠)

𝑧 , 𝑠 = 1,𝑁.

(3.16)

Очевидно, что система (3.16) является переопределённой системой линей

ных алгебраических уравнений, которая, в общем случае, несовместна. Как

известно (см. работы автора [8;12]), в конечномерном случае всегда существует

псевдорешение системы, которое может быть получено путём решения нормаль

ной системы уравненийK𝑇Km = K𝑇B (здесьK — матрица исходной системы,

а B — правая часть исходной системы). Поскольку ранг K𝑇K равен рангу ис

ходной матрицы K, то при описанном выше расположении диполей и сенсоров

будет получена система линейных алгебраических уравнений с пропорциональ

ными друг другу строками в каждом блоке (с учётом того, что 𝑟𝑠1 = 𝑟𝑠2 для

всех 𝑠 = 1,𝑁). Такие строки имеют вид[︁
0 − 1

𝑟3𝑠1
0 0 − 1

𝑟3𝑠2
0
]︁
.

Таким образом, доказана

Теорема 3. Если все сенсоры расположены на прямой, лежащей в плоско

сти симметрии двух неизвестных диполей 𝑑1, 𝑑2, то квазирешение системы (3.16)

определяется неоднозначно. Однако нормальное псевдорешение будет един

ственно.

Два диполя и 𝑁 сенсоров, расположенных на одной прямой Для дан

ного случая верен аналог Теоремы 1:

Теорема 4. Если два диполя и 𝑁 сенсоров расположены на одной пря

мой, координаты двух каких-либо сенсоров не совпадают и эти два сенсора
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“не разделяют” выделенные два диполя, то квазирешение системы (3.10) един

ственно, независимо от того, какие значения принимают координаты остальных

𝑁 − 2 сенсоров.

Доказательство. Система уравнений, из которой в описанном случае

определяются компоненты двух диполей, лежащих на одной прямой с сенсора

ми, имеет вид (3.16), первые две пары блоков которой выражаются с помощью

формулы (3.13). Ранг такой системы не может быть больше 6.

Рассмотрим два диполя и два сенсора, которые оба расположены либо

правее, либо левее обоих диполей. Согласно Теореме 1, компоненты диполей

определяются однозначно, и, следовательно, остальные сенсоры не добавят ин

формации о магнитном поле.

𝑁 диполей и 𝑁 сенсоров в трёхмерном пространстве Рассмотрим

теперь случай, в котором требуется определить компоненты 𝑁 магнитных ди

полей 𝑑𝑖, 𝑖 = 1,𝑁 по измеренным в 𝑁 произвольных точках трёхмерного

пространства трём компонентам вектора магнитной индукции. Исследование,

аналогичное проведённому в предыдущих подразделах, позволяет сделать

вывод о том, что решение системы (3.10) будет неединственным, если для ка

ких-либо двух индексов 𝑠1 и 𝑠2 справедливы следующие соотношения:

𝑦𝑠1𝑑 = 𝑦𝑠2𝑑 = 0, 𝑑 = 1,𝑁,

𝑟𝑠1𝑑 = 𝑟𝑠2𝑑, 𝑑 = 1,𝑁.
(3.17)

Тогда две строки в (3.11) будут совпадать: в 𝑠1-ом блоке[︁
0 − 1

𝑟3𝑠11
0 0 − 1

𝑟3𝑠12
0 . . . 0 − 1

𝑟3𝑠1𝑁
0
]︁

и в 𝑠2-ом блоке [︁
0 − 1

𝑟3𝑠21
0 0 − 1

𝑟3𝑠22
0 . . . 0 − 1

𝑟3𝑠2𝑁
0
]︁
.

Таким образом, доказана

Теорема 5. При выполнении условий (3.17) решение системы (3.10) опре

деляется неоднозначно.
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Глава 4. Комплекс программ

При решении рассматриваемого в диссертации класса прикладных задач

возникает необходимость в решении систем линейных алгебраических уравне

ний вида

𝐴𝑥 = 𝑏. (4.1)

Здесь, в общем случае,𝐴— прямоугольная плотно заполненная матрица размер

ности𝑀×𝑁 (𝑀 ⩾ 𝑁), 𝑏 — вектор-столбец c𝑀 компонентами. Целью решения

матричного уравнения (4.1) является поиск вектора 𝑥 с 𝑁 компонентами.

При решении реальных прикладных задач компоненты вектора 𝑏, сто

ящего в правой части матричного уравнения (4.1), обычно измеряются в

эксперименте. Поэтому из-за наличия экспериментальных ошибок у этой си

стемы может не существовать классического решения и, более того, решение

(псевдорешение, если оно ищется с помощью метода наименьших квадратов)

может быть неустойчиво по отношению к ошибкам задания входных данных.

В связи с этим для поиска решения необходимо использовать какой-либо регу

ляризирующий алгоритм.

Будет рассматриваться алгоритм, основанный на минимизации функцио

нала А.Н. Тихонова [91]. Регуляризованное решение системы (4.1) может быть

найдено как элемент, реализующий минимум функционала А.Н. Тихонова [91]:

𝑥 = argmin
𝑥∈R𝑁

𝑓(𝑥), где 𝑓(𝑥) = ‖𝐴𝑥− 𝑏‖22 + α‖𝑅𝑥‖22. (4.2)

Здесь α — параметр регуляризации [91], а матрица 𝑅 содержит информацию

об априорных ограничениях на искомое решение 𝑥.

Для простоты изложения материала в этой главе будет полагаться, что

𝑅 ≡ 𝐸, где 𝐸 — единичная матрица. В этом случае элемент, реализующий

минимум функционала (4.2), может быть найден посредством решения системы

нормальных уравнений

(𝐴𝑇𝐴+ α𝐸)𝑥 = 𝐴𝑇 𝑏. (4.3)

Система (4.3) может быть решена с помощью прямых методов реше

ния систем линейных алгебраических уравнений с квадратной матрицей, но,
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как было отмечено в параграфе 3.2 главы 3, более конструктивным подходом

для решения задач рассматриваемого в диссертации класса является исполь

зование градиентных методов минимизации функционала (4.2), так как они

зачастую позволяют значительным образом сэкономить вычислительные ресур

сы по сравнению с прямыми методами решения. В частности, в параграфе 3.2

главы 3 была рассмотрена усовершенствованная версия метода сопряжённых

градиентов, в которой был реализован критерий прекращения итерационно

го процесса, учитывающий накапливающие в процессе вычислений ошибки

машинного округления. Соответствующий метод был сформулирован в виде

алгоритма 3.1.

Теперь осталось рассмотреть вопрос о путях эффективной программ

ной реализации предложенного алгоритма. Этот вопрос является чрезвычайно

важным. Это связано с тем, что для решения многих реальных приклад

ных задач необходимо применять суперкомпьютерные (кластерные) системы

со множеством вычислительных узлов. Если такая суперкомпьютерная система

представляет из себя многопроцессорную систему с распределённой памятью,

то для организации взаимодействия различных вычислительных узлов обычно

используют технологию передачи сообщений MPI (Message Passing Interface).

При этом на эффективность параллельной программной реализации влияют

накладные расходы по взаимодействию вычислительных узлов посредством

использования коммуникационной сети и передачи сообщений через неё. В

рассмотренном в параграфе 3.2 алгоритме по сравнению с «классическим»

алгоритмом добавлено множество дополнительных относительно мелких вы

числений, выполнение которых на множестве вычислительных узлов может

порождать существенное увеличение накладных расходов по взаимодействию

этих вычислительных узлов между собой [113–115]. То есть возможно воз

никновение достаточно распространённой при решении реальных прикладных

задач проблемы: алгоритм обоснован и выглядит «хорошим», однако его

применение для решения реальных прикладных задач является неэффектив

ным. Однако предложенный алгоритм был создан таким образом, чтобы он

позволял достаточно эффективную параллельную программную реализацию.

Поэтому в работе [16] автором было продемонстрировано то, как предло

женный в работе [14] алгоритм может быть эффективно распараллелен с

учётом использования технологии параллельного программирования MPI и

с использованием технологии гибридного параллельного программирования
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MPI+OpenMP+CUDA. Таким образом, новизна этой части работы автора за

ключается в разработке эффективной параллельной программной реализации

алгоритма решения больших переопределённых систем линейных алгебраиче

ских уравнений с плотно заполненной матрицей с использованием преимуществ

современных технологий параллельного программирования (в частности, стан

дарта MPI-4.0 2021-го года).

Более того, указанные подходы необходимо применить для построения

эффективной программной реализации численных методов восстановления па

раметров намагниченности объекта по данным измерения компонент вектора

индукции или тензора градиентов компонент индукции магнитного поля с помо

щью языков программирования Python и Fortran и технологий параллельного

программирования MPI, OpenMP и CUDA. Особенностям построения соот

ветствующего программного комплекса, способного быть использованным на

сложных вычислительных системах, посвящена эта глава.

Структура этой главы следующая. В параграфе 4.1 описываются осо

бенности подготовки на вычислительных узлах многопроцессорной системы

данных для расчёта обратной задачи магнитометрии с использованием техноло

гии параллельного программирования MPI. В частности, в подпараграфе 4.1.1

подробно рассматривается вопрос первичной обработки входных данных обрат

ной задачи и подготовке соответствующих данных на вычислительных узлах

с помощью технологии MPI. Затем в подпараграфе 4.1.2 описываются осо

бенности параллельной подготовки на каждом вычислительном узле своей

части матрицы решаемой системы. Параграф 4.2 посвящён вычислительному

ядру программного комплекса, а именно параллельной реализации с помо

щью технологии MPI алгоритма решения переопределённых систем линейных

алгебраических уравнений с плотно заполненной матрицей с учётом ошибок

округления. Для полноты изложения соответствующего материала, сначала в

подпараграфе 4.2.1 приводится описание последовательного алгоритма и его

программная реализация. В подпараграфе 4.2.2 описываются параллельные ал

горитмы реализации некоторых базовых операций линейной алгебры, которые

будут использоваться для построения параллельной реализации рассматрива

емого алгоритма. В подпараграфе 4.2.3 описываются различные подходы к

построению параллельной реализации алгоритма и его программной реализа

ции с учётом возможностей различных стандартов MPI (MPI-2, MPI-3 и MPI-4).

В подпараграфе 4.2.4 проводится исследование предложенных программных
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реализаций на наличие сильной и слабой масштабируемости, а также даются ре

комендации по их использованию при вычислениях на больших параллельных

системах. Все рассмотренные в параграфе 4.2 примеры программ, реализующих

рассмотренные алгоритмы, написаны с использованием языка программирова

ния Python, что связано в первую очередь с относительной компактностью

соответствующих программных реализаций. Однако все программы построе

ны таким образом, что они могут быть достаточно легко переписаны на языки

программирования C/C++/Fortran. В связи с этим в параграфе 4.3 даются ком

ментарии касательно переносимости предложенных программных реализаций

на языки программирования C/C++/Fortran. В параграфе 4.4 описываются

программные особенности использования на вычислительных узлах много

ядерных процессоров с помощью технологии OpenMP (подпараграф 4.4.2) и

графических процессоров с помощью технологии параллельного программиро

вания CUDA (подпараграф 4.4.3). Демонстрируется то, как возможности языка

программирования Python позволяют достаточно просто использовать соответ

ствующие технические решения в рамках рассматриваемого класса прикладных

задач. Для этого в подпараграфе 4.4.1 предварительно рассматривается упро

щённый (но конструктивный) пример программной реализации для некоторых

задач рассматриваемого класса. В параграфе 4.5 даются рекомендации каса

тельно учёта априорной информации о решении, которая может быть заложена

посредством задания неединичной матрицы 𝑅 в (4.2). Наконец, в парагра

фе 4.6 подытоживаются преимущества и недостатки программных реализаций

с использованием языков программирования Python и Fortran, которые исполь

зовались автором при создании программного комплекса решения обратных

задач магнитометрии.

4.1 Программные особенности подготовки на вычислительных

узлах данных для расчёта обратной задачи магнитометрии с

использованием технологии параллельного программирования MPI

Предполагается, что программная реализация разрабатываемого парал

лельного алгоритма решения СЛАУ (4.3) будет использовать технологию

параллельного программирования MPI (Message Passing Interface) и запускать
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ся на числе MPI-процессов равном numprocs. Все эти процессы будут входить

в коммуникатор comm ≡ MPI.COMM_WORLD, внутри которого будут иметь свой

номер/идентификатор rank ∈ 0, numprocs− 1.

Все элементы матрицы 𝐴 должны быть распределены по блокам между

участвующими в вычислениях процессами, используя двумерное деление мат

рицы на блоки (см. рис. 4.1).

Рисунок 4.1 — Пример распределения данных по 9 MPI-процессам, которые

образуют сетку 3× 3.

При этом число разбиений вдоль вертикали будет обозначаться как

num_row (сокращение от number of rows), а число разбиений вдоль горизон

тали — num_col (сокращение от number of columns). В результате матрица 𝐴

размерности 𝑀 × 𝑁 будет разбита на части 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(rank) размерности 𝑀𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚) ×
𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛). Здесь номер процесса rank связан с индексами 𝑚 и 𝑛 следующим об

разом:

𝑚 =

⌊︂
rank

num_col

⌋︂
, 𝑛 = rank−

⌊︂
rank

num_col

⌋︂
· num_col.

Замечание. Необходимо обратить внимание на то, что выбранный способ

индексации предполагает, что в вычислениях будут принимать участие все про

цессы, то есть num_row · num_col ≡ numprocs.

При этом

num_row−1∑︁
𝑚=0

𝑀𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚) = 𝑀,
num_col−1∑︁

𝑛=0

𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) = 𝑁.

Таким образом, предполагается, что на каждом MPI-процессе должен

быть сформирован массив A_part, который содержит одну из частей 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·)
матрицы 𝐴. Также на каждом процессе должны содержатся массивы x_part и
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b_part, которые содержат одну из частей 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(·) и 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(·) векторов 𝑥 и 𝑏 соот

ветственно (здесь 𝑥 — начальное приближение для итерационного алгоритма).

Структура хранения векторов 𝑥 и 𝑏 на различных процессах также показана

на рис. 4.1. Видно, что часть вектора 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) для фиксированного индекса 𝑛

будет хранится во всех ячейках столбца сетки процессов с индексом 𝑛. Анало

гично, часть вектора 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚) для фиксированного индекса 𝑚 будет хранится во

всех ячейках строки сетки процессов с индексом 𝑚. Такая структура хранения

векторов 𝑥 и 𝑏 на различных процессах обусловлена особенностью программ

ной реализации параллельного алгоритма решения СЛАУ (4.3), который будет

рассмотрен в подпараграфе 4.2.2.

4.1.1 Подготовка на вычислительных узлах вспомогательных

данных

В этом подпараграфе описывается программная реализация всех вспомо

гательных действий, которые помогут сформировать на каждом MPI-процессе

необходимые для вычислений данные (части матрицы 𝐴 и векторов 𝑥 и 𝑏).

Программа начинается стандартным образом: импортируются необхо

димые библиотеки и функции, а затем определяется количество процессов

numprocs в коммуникаторе comm ≡ MPI.COMM_WORLD, на которых запущена про

грамма.

1 from mpi4py import MPI

2 from numpy import empty , array , zeros , int32 , float64 , size , sqrt ,

fromfile , reshape , pi

3 #from module import *

4

5 comm = MPI.COMM_WORLD

6 numprocs = comm.Get_size ()

Необходимо обратить внимание на закомментированную строку 3. В этой

программе будут использоваться две свои собственные функции. Одна будет

подготавливать вспомогательные массивы, а другая будет реализовывать ме

тод сопряжённых градиентов. Эти функции можно, по желанию, включить как

в основной листинг программы, так и вынести их в отдельный модуль. В послед

нем случае необходимо раскомментировать указанную строку, предварительно
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создав файл module.py и поместив в него необходимые функции. При этом здесь

не определяется идентификатор (номер/ранг) процесса rank в коммуникаторе

comm. Он будет не нужен, так как все операции будут совершаться с иденти

фикатором MPI-процесса в новом коммуникаторе comm_cart, который будет

создан далее.

Затем задаются значения num_row и num_col, которые определяют число

строк и число столбцов сетки процессов.

7 num_row = num_col = int32(sqrt(numprocs))

Выбранный способ определения значений num_row и num_col предпола

гает, что программа может запускаться только на числе процессов numprocs,

которое является квадратом натурального числа (1, 4, 9, 16, 25, 36, 49 и т.д.). Эта

особенность не ограничивает общность дальнейшей программной реализации —

способ определения значений num_row и num_col может быть произвольным

при условии, что num_row · num_col ≡ numprocs.

Затем необходимо создать виртуальную топологию comm_cart типа дву

мерного тора.

8 comm_cart = comm.Create_cart(dims=(num_row , num_col),

9 periods =(True , True), reorder=True)

10

11 rank_cart = comm_cart.Get_rank ()

12

13 my_row , my_col = comm_cart.Get_coords(rank_cart)

Здесь в строке 11 определяется номер rank_cart MPI-процесса в новом

коммуникаторе comm_cart, а в строке 13 определяются декартовы координаты

(my_row, my_col) MPI-процесса по его номеру rank_cart в новом коммуникато

ре comm_cart с декартовой топологией.

Затем создаются вспомогательные коммуникаторы.

14 comm_col = comm_cart.Split(rank_cart % num_col , rank_cart)

15 comm_row = comm_cart.Split(rank_cart // num_col , rank_cart)

Здесь, например, в строке 14 порождаются коммуникаторы comm_col. На

до обратить внимание на то, что порождаются именно коммуникаторы (во

множественном числе), а не один коммуникатор. Приведём поясняющий пример

для случая 9-ти MPI-процессов (то есть numprocs = 9). Первым аргументом

функции Split() является значение color, определённое как rank_cart %

num_col, которое для процессов с rank_cart = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
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примет значения 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2. Таким образом, будет создано

три коммуникатора: в первый войдут процессы со значением color = 0, во вто

рой — со значением color = 1, в третий — со значением color = 2. Можно

дать наглядную интерпретацию такой группировки процессов — см. рис. 4.1:

если процессы коммуникатора comm_cart образуют двумерную сетку, то про

цессы коммуникаторов comm_col являются столбцами этой двумерной сетки

процессов.

При этом объект comm_col на каждом MPI-процессе будет содержать ин

формацию о разных процессах. Например, на процессах с rank_cart = 1, 4

коммуникатора comm_cart объект comm_col будет содержать информацию о

процессах с rank_cart = 1, 4, 7 коммуникатора comm_cart. А на процессе

с rank_cart = 2 коммуникатора comm_cart объект comm_col будет содержать

информацию о процессах с rank_cart = 2, 5, 8 коммуникатора comm_cart.

Аналогично, если процессы коммуникатора comm_cart образуют двумер

ную сетку, то процессы коммуникаторов comm_row являются строками этой

двумерной сетки процессов.

Принципиальной особенностью такой программной реализации является

то, что дополнительные коммуникаторы создаются на основе коммуникатора

comm_cart с декартовой топологией типа двумерного тора. Таким образом, каж

дый дополнительный коммуникатор, введённый указанным образом, обладает

топологией типа кольца, так как является одномерным срезом двумерно

го тора. Напомним, что, используя виртуальную топологию с аргументом

reorder≡True, предполагается, что системе удаётся удачно отобразить вирту

альную топологию comm_cart на реальную физическую топологию вычисли

тельной системы. Таким образом, можно надеяться на то, что вспомогательные

коммуникаторы также удачным образом отображены на реальную вычисли

тельную систему, в результате чего MPI-процессы, входящие в каждый из таких

вспомогательных коммуникаторов, будут выполняться на вычислительных уз

лах, образующих кольцо в топологическом смысле.

Теперь организовывается считывание координат сенсоров и источников

поля из бинарных файлов coords_of_sensors.bin и coords_of_sources.bin.

Структура бинарного файла coords_of_sensors.bin следующая: первые

32 бита (4 байта) должны содержать целочисленное значение типа int32,

определяющее число сенсоров 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠, а последующие 3 × 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠 × 64

бита данных должны содержать последовательность значений координат
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(𝑥1,𝑦1,𝑧1, 𝑥2,𝑦2,𝑧3, . . . , 𝑥𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠
,𝑦𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠

,𝑧𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠
), каждое из которых занимает

64 бита (8 байт) памяти и имеет тип данных float64 (double). Структура

бинарного файла coords_of_cources.bin аналогична.

Данные из соответствующих файлов считываются процессом с rank_cart

= 0 коммуникатора comm_cart.

16 if rank_cart == 0 :

17

18 file_1 = "coords_of_sources.bin"

19 N_sources = array(fromfile(file_1 , dtype=int32 ,

20 count=1, offset =0)[0], dtype=int32)

21 coords_of_sources = fromfile(file_1 , dtype=float64 ,

22 count =3* N_sources , offset =4)

23

24 file_2 = "coords_of_sensors.bin"

25 S_sensors = array(fromfile(file_2 , dtype=int32 ,

26 count=1,offset =0)[0], dtype=int32)

27 coords_of_sensors = fromfile(file_2 , dtype=float64 ,

28 count =3* S_sensors , offset =4)

29

30 else :

31 N_sources = array(0, dtype=int32)

32 S_sensors = array(0, dtype=int32)

33 coords_of_sources = None

34 coords_of_sensors = None

35

36 comm_cart.Bcast([N_sources , 1, MPI.INT], root =0)

37 comm_cart.Bcast([S_sensors , 1, MPI.INT], root =0)

Необходимо отметить, что матрица 𝐴 имеет в общем случае размеры

𝑚 · 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠 × 𝑛 · 𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠. Параметр 𝑚 определяется тем, какого типа обраба

тываются магнитные данные: 𝑚 = 3 в случае обработки данных измерения

компонент индукции магнитного поля, 𝑚 = 5 в случае обработки данных из

мерения компонент тензора градиентов компонент индукции магнитного поля,

𝑚 = 8 в случае обработки полных магнито-градиентных данных. Параметр 𝑛

определяется тем какого типа ищется решение: 𝑛 = 3 в случае восстановления

вектор-функции намагниченности, 𝑚 = 1 в случае восстановления скалярной

функции магнитной восприимчивости. Здесь рассматривается частный случай

𝑛 = 3, но рассматриваемая программная реализация легок модифицируется на

случай 𝑛 = 1. Таким образом, 𝑚 · 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠 ≡ 𝑀 и 3 · 𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠 ≡ 𝑁 .



120

Значение 𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠, содержащееся в массиве N_sources, нужно будет иметь

на всех процессах коммуникатора comm_cart. Поэтому в строке 36 оно рас

сылается с помощью MPI-функции коллективного взаимодействия процессов

Bcast() с процесса с rank_cart = 0 коммуникатора comm_cart по всем процес

сам этого коммуникатора. Необходимо напомнить, что MPI-функции из пакета

mpi4py работают только с numpy-массивами. Именно по этой причине в строке

19 считанное значение 𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠 процессом с rank_cart = 0 сразу преобразуется

в numpy-массив N_sources, а на остальных процессах (строка 31) выделяется

место в памяти под numpy-массив, который в последствие будет содержать зна

чение 𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠. Для единообразия аналогично надо поступить и со значением

𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠, которое будет содержащееся в массиве S_sensors.

Таким образом, на процессе с rank_cart = 0 коммуникатора comm_cart

будут содержаться массивы coords_of_sources и coords_of_sensors. Да

лее нужно будет распределить эти массивы по частям среди всех процессов

коммуникатора comm_cart. Таким образом, на остальных процессах массивы

coords_of_sources и coords_of_sensors будут несущественны. Но с учётом

того, что эти массивы в дальнейшем будут являться аргументами MPI-функ

ции Scatterv() (см. далее строку 44 программного кода), которая вызывается

на всех процессах некоторых коммуникаторов, то соответствующие объек

ты Python формально должны быть инициализированы на всех процессах

соответствующих коммуникаторов. Для этого в строках 33–34 выполняется

соответствующая инициализация для всех процессов с rank_cart >= 1 комму

никатора comm_cart.

Но сначала надо подготовить вспомогательные массивы rcounts и displs,

которые помогут распределять данные (либо собирать их) между всеми процес

сами некоторого коммуникатора. В MPI принято, что rcounts — целочислен

ный массив, содержащий информацию о количестве элементов, передаваемых

каждому процессу (принимаемых от каждого процесса); при этом индекс эле

мента массива равен идентификатору принимающего (посылающего) процесса,

а размер массива равен числу процессов в соответствующем коммуникаторе.

В свою очередь, displs — целочисленный массив, содержащий информацию о

смещении относительно начала массива из которого соответствующие данные

распределяются (собираются); при этом индекс равен идентификатору прини

мающего (посылающего) процесса, а размер массива равен числу процессов в

соответствующем коммуникаторе.
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Так как таких пар массивов будет две, алгоритм подготовки этих массивов

выделяется в отдельную функцию, которую следует включить либо в отдель

ный модуль (и в этом случае необходимо раскомментировать строку 3), либо

добавить эту функцию в программный код этой программы после строки 37.

def auxiliary_arrays(M, num) :

ave , res = divmod(M, num)

rcounts = empty(num , dtype=int32)

displs = empty(num , dtype=int32)

for k in range(0, num) :

if k < res :

rcounts[k] = ave + 1

else :

rcounts[k] = ave

if k == 0 :

displs[k] = 0

else :

displs[k] = displs[k-1] + rcounts[k-1]

return rcounts , displs

Массив rcounts заполняется так, что число элементов 𝑀 распределяется

среди числа процессов num равномерно таким образом, чтобы максимальное

отличие в числе элементов достигало только 1.

Далее, на каждом процессе формируются две пары вспомогатель

ных массивов: rcounts_sources + displs_sources и rcounts_sensors +

displs_sensors. Постфикс _sensors обозначает, что соответствующие масси

вы содержат информацию о том, как число элементов 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠 распределяется

между блоками вдоль столбца сетки процессов. А постфикс _sources обо

значает, что соответствующие массивы содержат информацию о том, как

число элементов 𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠 распределяется между блоками вдоль строки сет

ки процессов.

38 rcounts_sources ,displs_sources=auxiliary_arrays(N_sources ,num_col)

39 rcounts_sensors ,displs_sensors=auxiliary_arrays(S_sensors ,num_row)

MPI-процесс знает свои декартовы координаты (my_row, my_col) в комму

никаторе comm_cart с декартовой топологией. Поэтому он может определить

свои значения 𝑆𝑝𝑎𝑟𝑡(·) и 𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(·), определяющие размерность𝑚 ·𝑆𝑝𝑎𝑟𝑡(·)×3 ·𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(·)
части матрицы 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·), за операции с которой будет отвечать этот MPI-процесс.

Соответствующие значения 𝑆𝑝𝑎𝑟𝑡(·) и 𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(·) на каждом MPI-процессе будут со

держаться в S_part и N_part.
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40 N_part = rcounts_sources[my_col]

41 S_part = rcounts_sensors[my_row]

При этом

num_row−1∑︁
𝑚=0

𝑆𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚) = 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠,
num_col−1∑︁

𝑛=0

𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) = 𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠.

Стоит ещё раз напомнить, что 𝑚 · 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠 ≡ 𝑀 и 3 · 𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠 ≡ 𝑁 , где 𝑀

и 𝑁 — размерности матрицы системы в постановке задачи (4.1).

Теперь можно распределить элементы массивов coords_of_sources

и coords_of_sensors среди всех процессов коммуникатора comm_cart.

Сначала будет рассмотрен алгоритм распределения элементов массива

coords_of_sources.

42 coords_of_sources_part = empty (3*N_part , dtype=float64)

43 if rank_cart in range(num_col) :

44 comm_row.Scatterv ([ coords_of_sources , 3* rcounts_sources ,

45 3* displs_sources , MPI.DOUBLE],

46 [coords_of_sources_part ,

47 3*N_part , MPI.DOUBLE],

48 root =0)

49 comm_col.Bcast([ coords_of_sources_part , 3*N_part , MPI.DOUBLE],

50 root =0)

51 coords_of_sources_part = reshape(coords_of_sources_part ,

52 (3, N_part), order=’F’)

В строке 42 выделяется место в памяти под массив coords_of_sources

_part, который будет содержать только ту часть координат источников,

которая будет необходима для формирования части 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴, за опе

рации с которой будет отвечать этот MPI-процесс.

В строках 43–48 осуществляется распределение координат источников по

ля, содержащихся в массиве coords_of_sources на процессе с rank_cart = 0

коммуникатора comm_cart, по частям, которые будут содержаться в массивах

coords_of_sources_part каждого процесса в строке сетки процессов с индек

сом 0, или, другими словами, на процессах с my_row = 0 (см. рис. 4.2).

Замечание. Если строку 43 (то есть условие) убрать, то действие в сро

ках 44–48 будут пытаться выполнить все процессы коммуникатора comm_cart.

Но с учётом того, что в данной программной реализации функция Scattevr()

реализует коллективное взаимодействие процессов только в коммуникато

ре comm_row, то на процессах с rank_cart > num_col-1 будет происходить
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Рисунок 4.2 — Распределение данных по сетке процессов: (а) в результате

выполнения строк 43–48 программного кода и (б) в результате выполнения

строк 49–50 программного кода. Для удобства отображения, вектора 𝑐𝑝𝑎𝑟𝑡(·) вы

полняют роль содержимого массивов coords_of_sources_part на каждом из

MPI-процессов, а rank роль rank_cart.

следующее. Процессы с rank_cart = num_col,...,2*num_col-1 образуют ком

муникатор comm_row, который содержит строку сетки процессов с индексом 1.

Функция Scatterv() будет пытаться разослать массив rcounts_N с нулевого

процесса коммуникатора comm_row, по всем процессам этого коммуникатора. Но

нулевой процесс этого коммуникатора также является процессом с rank_cart

= num_col коммуникатора comm_cart, а в адресном пространстве (оперативной

памяти) этого процесса массив coords_of_sources отсутствует. В результате

возникнет ошибка. Аналогичные ошибки возникнут и на всех остальных про

цессах коммуникатора comm_cart.

В строке 49–50 осуществляется пересылка каждого массива coords_of_

sources_part с нулевого процесса коммуникатора comm_col по всем процессам

соответствующего коммуникатора (результат представлен на рис. 4.2).

Особенность этой программной реализации следующая. Этот программ

ный код запускается на некотором числе MPI-процессов. И все MPI-процессы

выполняют строки 49-50 программного кода. Но эти MPI-процессы при

надлежат разным коммуникаторам comm_col. Поэтому каждый MPI-процесс

реализует операции пересылки сообщений в своём коммуникаторе. Поэто

му в реальности рассылка содержимого массива coords_of_sources_part по

процессам коммуникатора comm_col осуществляется независимо от рассылки

содержимого массива coords_of_sources_part на процессах других коммуни
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каторов с таким же именем comm_col. То есть пересылка данных вдоль каждого

столбца сетки процессов осуществляется параллельно с пересылкой аналогич

ных данных вдоль других столбцов сетки процессов! А это, как следствие,

сокращает накладные временные расходы по приёму/передаче сообщений меж

ду различными процессами.

Замечание. Распределение координат источников по процессам из первой

(с индексом 0) строки сетки процессов, выполняющееся с помощью функции

Scatterv() в строках 43–47, может быть выполнено и следующим эквивалент

ным (в функциональном смысле) образом:

if rank_cart == 0 :

coords_of_sources_part [:] = coords_of_sources [0:3* N_part]

for k in range(1, num_col) :

comm_row.Send([ coords_of_sources [3* displs_sources[k]:],

3* rcounts_sources[k], MPI.DOUBLE],

dest=k, tag=0)

else :

comm_row.Recv([ coords_of_sources_part , 3*N_part , MPI.DOUBLE],

source=0, tag=0, status=None)

Однако в этом случае время обмена сообщениями внутри коммуникатора

comm_row будет пропорционально num_col − 1 по сравнению с log2 num_col в

случае использования для коммуникаций функции Scatterv().

В строках 51–52 с помощью функции reshape() происходит преобразо

вание одномерного массива coords_of_sources_part в двумерный, в первой

строке (с индексом 0) которого будут содержаться 𝑥-координаты источников

поля, во второй строке — 𝑦-координаты, а в третьей — 𝑧-координаты. Таким

образом, число столбцов полученного массива равно числу источников поля

(содержится в массиве N_part), чьи координаты будут использоваться MPI

процессом при формировании своей части 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴.

Элементы массива coords_of_sensors распределяются среди всех процес

сов коммуникатора comm_cart аналогичным образом.

53 coords_of_sensors_part = empty (3*S_part , dtype=float64)

54 if rank_cart in range(0, numprocs , num_col) :

55 comm_col.Scatterv ([ coords_of_sensors , 3* rcounts_sensors ,

56 3* displs_sensors , MPI.DOUBLE],

57 [coords_of_sensors_part ,

58 3*S_part , MPI.DOUBLE],

59 root =0)

60 comm_row.Bcast([ coords_of_sensors_part ,3*S_part ,MPI.DOUBLE],
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61 root =0)

62 coords_of_sensors_part = reshape(coords_of_sensors_part ,

63 (3, S_part), order=’F’)

В строке 53 выделяется место в памяти под массив coords_of_sensors

_part, который будет содержать только часть координат сенсоров, которые

будут необходимы для формирования части 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴, за операции

с которой будет отвечать этот MPI-процесс.

В строках 54–59 осуществляется распределение координат сенсоров,

содержащихся в массиве coords_of_sensors на процессе с rank_cart = 0 ком

муникатора comm_cart, по частям, которые будут содержаться в массивах

coords_of_sensors_part каждого процесса в столбце сетки процессов с индек

сом 0, или, другими словами, на процессах с my_col = 0 (см. рис. 4.3).

Рисунок 4.3 — Распределение данных по сетке процессов: (а) в результате

выполнения строк 54–59 программного кода и (б) в результате выполнения

строк 60–61 программного кода. Для удобства отображения, вектора 𝑐𝑝𝑎𝑟𝑡(·) вы

полняют роль содержимого массивов coords_of_sensors_part на каждом из

MPI-процессов, а rank роль rank_cart.

В строках 60–61 осуществляется пересылка каждого массива coords_of_

sensors_part с нулевого процесса коммуникатора comm_row по всем процессам

соответствующего коммуникатора (результат представлен на рис. 4.3).

В строках 62–63 с помощью функции reshape() происходит преобразо

вание одномерного массива coords_of_sensors_part в двумерный, в первой

строке (с индексом 0) которого содержатся 𝑥-координаты сенсоров, во второй

строке — 𝑦-координаты, а в третьей — 𝑧-координаты. Таким образом, число

столбцов полученного массива равно числу сенсоров (содержится в массиве
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S_part), чьи координаты будут использоваться MPI-процессом при формиро

вании своей части 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴.

Аналогичным образом на всех процессах коммуникатора comm_cart мож

но подготовить части правой части решаемой системы в соответствии со схемой

изображённой на рис. 4.1.

Сначала процесс с rank_cart = 0 коммуникатора comm_cart считыва

ет из бинарного файла b.bin правую часть 𝑏 системы (4.1). Этот бинар

ный файл содержит 3 × 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠 × 64 бита данных, которые представляют

из себя последовательность значений компонент индукции магнитного поля

(𝐵𝑥1,𝐵𝑦1,𝐵𝑧1, 𝐵𝑥2,𝐵𝑦2,𝐵𝑧3, . . . , 𝐵𝑥𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠
,𝐵𝑦𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠

,𝐵𝑧𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠
), каждое из которых

занимает 64 бита (8 байт) памяти и имеет тип данных float64 (double). Как

вариант, этот бинарный файл может содержать 5× 𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠× 64 бита данных в

случае обработки данных измерения компонент тензора градиентов компонент

магнитной индукции поля, либо 8×𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠× 64 бита данных в случае обработ

ки полных магнито-градиентных данных. Размеры 𝑏 будут учитываться при

формировании матрицы системы (4.1).

64 if rank_cart == 0 :

65 file_3 = "b.bin"

66 b = fromfile(file_3 , dtype=float64 , count=-1, offset =0)

67 else :

68 b = None

Затем вектор 𝑏, содержащийся в массиве b на процессе с rank_cart = 0,

распределяется по всем процессам коммуникатора comm_cart в соответствии со

схемой изображённой на рис. 4.1.

69 b_part = empty (3*S_part , dtype=float64)

70 if rank_cart in range(0, numprocs , num_col) :

71 comm_col.Scatterv ([b, 3* rcounts_sensors ,

72 3* displs_sensors , MPI.DOUBLE],

73 [b_part , 3*S_part , MPI.DOUBLE],

74 root =0)

75 comm_row.Bcast([b_part , 3*S_part , MPI.DOUBLE], root =0)

Схематично результаты работы команд в строках 70–75 изображены на

рис. 4.4.

В результате каждый процесс с rank_cart = (·) коммуникатора

comm_cart будет содержать следующие данные.
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Рисунок 4.4 — Распределение данных из массива b по сетке процессов: (а)

в результате выполнения строк 70–74 программного кода и (б) в результате

выполнения строки 75 программного кода. Для удобства отображения, роль

rank_cart выполняет rank.

1. В массивах S_part и N_part будут содержатся значения 𝑆𝑝𝑎𝑟𝑡(·) и

𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(·), которые определяют размерность 𝑚 · 𝑆𝑝𝑎𝑟𝑡(·) × 𝑛 ·𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(·) части

матрицы 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·), за операции с которой будет отвечать этот MPI

процесс. Напомним, что параметр 𝑚 определяется тем, какого типа

обрабатываются магнитные данные: 𝑚 = 3 в случае обработки данных

измерения компонент индукции магнитного поля, 𝑚 = 5 в случае об

работки данных измерения компонент тензора градиентов компонент

индукции магнитного поля, 𝑚 = 8 в случае обработки полных маг

нито-градиентных данных. Параметр 𝑛 определяется тем какого типа

ищется решение: 𝑛 = 3 в случае восстановления вектор-функции на

магниченности, 𝑚 = 1 в случае восстановления скалярной функции

магнитной восприимчивости. Здесь рассматривается частный случай

𝑛 = 3, но рассматриваемая программная реализация легко модифици

руется на случай 𝑛 = 1.

2. В массивах coords_of_sensors_part и coords_of_sources_part будут

содержаться те значения координат сенсоров и источников, которые

будут использоваться MPI-процессом при формировании своей части

𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴.

Таким образом, на каждом процессе остаётся вызвать функцию

A_part_preparation(), которая на всех процессах коммуникатора comm_cart
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подготавливает свою часть 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴 (эта функция будет подробно

рассмотрена в следующем подпараграфе 4.1.2).

76 A_part = A_part_preparation(coords_of_sources_part ,

77 coords_of_sensors_part ,

78 N_part , S_part)

Далее необходимо подготовить нулевое начальное приближение для реше

ния 𝑥 системы (4.1). В роли 𝑥 выступает вектор

𝑀 = (𝑀𝑥1𝑀𝑦1𝑀𝑧1, 𝑀𝑥2𝑀𝑦2𝑀𝑧3 . . . 𝑀𝑥𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠
𝑀𝑦𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠

𝑀𝑧𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠
)𝑇 ,

определяющий значения компонент магнитных диполей. На каждом процес

се определяется 𝑀𝑝𝑎𝑟𝑡(·) ≡ 0, что эквивалентно заданию нулевого начального

приближения ≡ 0.

79 M_part = zeros (3*N_part , dtype=float64)

Также задаётся параметр регуляризации α.

80 alpha = 3.5*10**( -14)

И вызывается функция conjugate_gradient_method(), которая реали

зует поиск регуляризованного решения системы (4.1) (является решением

системы (4.3)).

81 M_part , s, M_classic_part = conjugate_gradient_method(

82 A_part , b_part , M_part , alpha ,

83 comm_row , comm_col , 3* N_sources)

Эта функция представляет в плане параллельных вычислений основной

интерес, поэтому она будет подробно разобрано отдельно в параграфе 4.2.

Результатом работы этой функции на каждом процессе должен быть

numpy-массив M_part, содержащий часть решения 𝑀 (см. рис. 4.1). Все

numpy-массивы M_part могут быть собраны в единый numpy-массив M, содер

жащий решение 𝑀 , например на процессе с rank_cart = 0 коммуникатора

comm_cart, который также является нулевым процессом одного из коммуни

каторов comm_row:

84 if rank_cart == 0 :

85 M = zeros (3* N_sources , dtype=float64)

86 elif rank_cart in range(1, num_col) :

87 M = None

88

89 if rank_cart in range(num_col) :
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90 comm_row.Gatherv ([M_part , 3*N_part , MPI.DOUBLE],

91 [M, 3* rcounts_sources ,

92 3* displs_sources , MPI.DOUBLE],

93 root =0)

94

95 if M_classic_part is not None :

96 if rank_cart == 0 :

97 M_classic = zeros (3* N_sources , dtype=float64)

98 elif rank_cart in range(1, num_col) :

99 M_classic = None

100

101 if rank_cart in range(num_col) :

102 comm_row.Gatherv ([ M_classic_part , 3*N_part , MPI.DOUBLE],

103 [M_classic , 3* rcounts_sources ,

104 displs_sources , MPI.DOUBLE],

105 root =0)

Если программа запускается удалённо на многопроцессорной системе, то

результаты расчётов необходимо будет сохранить в файл, скопировать на свой

компьютер и построить график с помощью другой вспомогательной програм

мы. Если для тестирования используется свой персональных компьютер, то

график решения можно сразу вывести на экран. Способы графической интер

претации полученных результатов расчётов не относятся к теме работы и здесь

не приводятся, предоставляя читателю возможность самим выбрать наиболее

привычные способы графического отображения результатов расчётов.

4.1.2 Подготовка на вычислительных узлах частей матрицы СЛАУ

В этом подпараграфе рассматривается функция A_part_preparation(),

которая на MPI-процессе, запускающем эту функцию, формирует свою часть

𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴. Таким образом, каждый MPI-процесс сможет формировать

свою часть матрицы параллельно с формированием других частей матрицы на

других MPI-процессах при одновременном вызове этой функции всеми MPI

процессами.

Необходимо ещё раз напомнить, что матрица 𝐴 имеет размеры𝑚·𝑆𝑠𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑠×
𝑛 ·𝑁𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑠. Параметр 𝑚 определяется тем, какого типа обрабатываются магнит

ные данные: 𝑚 = 3 в случае обработки данных измерения компонент индукции



130

магнитного поля,𝑚 = 5 в случае обработки данных измерения компонент тензо

ра градиентов компонент индукции магнитного поля,𝑚 = 8 в случае обработки

полных магнито-градиентных данных. Параметр 𝑛 определяется тем какого

типа ищется решение: 𝑛 = 3 в случае восстановления вектор-функции намаг

ниченности, 𝑚 = 1 в случае восстановления скалярной функции магнитной

восприимчивости.

Часть 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴 имеет размеры 𝑚 · 𝑆𝑝𝑎𝑟𝑡(·) × 𝑛𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(·).

Для избежания излишней громоздкости изложения материала приводит

ся пример соответствующей функции в случае обработки данных измерений

только магнитного поля (𝑚 = 3) с целью восстановления намагниченности

(𝑛 = 3). Для случаев 𝑚 = 5, 𝑚 = 8 и 𝑛 = 1 функция будет иметь анало

гичную структуру.

1 def A_part_preparation(coords_of_sources ,

2 coords_of_sensors ,

3 N_sources , S_sensors) :

4

5 x = coords_of_sources [0,:]

6 y = coords_of_sources [1,:]

7 z = coords_of_sources [2,:]

8

9 x_obs = coords_of_sensors [0,:]

10 y_obs = coords_of_sensors [1,:]

11 z_obs = coords_of_sensors [2,:]

12

13 A = empty ((3* S_sensors , 3* N_sources), dtype=float64)

14

15 for j in range(S_sensors) :

16 for i in range(N_sources) :

17 rho = sqrt((x[i] - x_obs[j])**2 +

18 (y[i] - y_obs[j])**2 +

19 (z[i] - z_obs[j])**2)

20 A[3*j+0, 3*i+0] = 1/( rho **5)*\

21 (3*(x[i] - x_obs[j])**2 - rho **2)

22 A[3*j+0, 3*i+1] = 1/( rho **5)*\

23 (3*(x[i] - x_obs[j])*(y[i] - y_obs[j]))

24 A[3*j+0, 3*i+2] = 1/( rho **5)*\

25 (3*(x[i] - x_obs[j])*(z[i] - z_obs[j]))

26 A[3*j+1, 3*i+0] = 1/( rho **5)*\

27 (3*(x[i] - x_obs[j])*(y[i] - y_obs[j]))

28 A[3*j+1, 3*i+1] = 1/( rho **5)*\
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29 (3*(y[i] - y_obs[j])**2 - rho **2)

30 A[3*j+1, 3*i+2] = 1/( rho **5)*\

31 (3*(y[i] - y_obs[j])*(z[i] - z_obs[j]))

32 A[3*j+2, 3*i+0] = 1/( rho **5)*\

33 (3*(x[i] - x_obs[j])*(z[i] - z_obs[j]))

34 A[3*j+2, 3*i+1] = 1/( rho **5)*\

35 (3*(y[i] - y_obs[j])*(z[i] - z_obs[j]))

36 A[3*j+2, 3*i+2] = 1/( rho **5)*\

37 (3*(z[i] - z_obs[j])**2 - rho **2)

38

39 mu_0 = 4.*pi*10**( -7.)

40 weight = 1. # параметр определяется геометрией задачи

41

42 A = mu_0 /(4*pi)*A*weight

43

44 return A

При вызове этой функции в качестве входных аргументов передаются

массивы coords_of_sensors_part, coords_of_sources_part и S_part, N_part.

Первая пара массивов содержит значения координат сенсоров и источников,

которые будут использоваться MPI-процессом, вызвавшим эту функцию, при

формировании своей части 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴. Вторая пара массивов содержит

значения 𝑆𝑝𝑎𝑟𝑡(·) и 𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(·), которые определяют размерность 3·𝑆𝑝𝑎𝑟𝑡(·)×3 ·𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(·)
формируемой части 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴.

Однако в самой функции в качестве соответствующих входных парамет

ров выступают массивы coords_of_sensors, coords_of_sources, S_sensors и

N_sources. Это связано с тем, что этой функции не важно, что она работает

только с частью координат. Какой набор координат в эту функцию передан, с

тем набором эта функция и работает, воспринимая его полным набором ко

ординат.

В строках 5–7 и 9–11 из полученных массивов выделяются 𝑥-, 𝑦- и

𝑧-координаты источников магнитного поля и сенсоров. В строках 15–42 выпол

няется формирование соответствующего блока матрицы 𝐴.

Необходимо обратить внимание на параметр weight = 1. в строке 40. Его

текущее значение соответствует случаю, когда восстанавливается эквивалент

ное по внешнему полю распределение магнитных диполей в заданных точках.

Если же необходимо восстановить, например, распределение объёмной плот

ности магнитного момента, то этот параметр должен быть переопределён (он
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будет соответствовать элементу разбиения объёма). Поэтому, в случае слож

ной геометрии задачи он может принимать различные значения в различных

точках и, соответственно, его нужно внести внутрь двойного цикла.

Оптимизация работы функции формирования блоков матрицы

Основные вычисления при работе функции A_part_preparation() при

ходятся на двойной цикл. Хорошо известно, что Python будет выполнять

соответствующие операции существенно медленнее (в десятки и сотни раз) по

сравнению с реализацией соответствующих вычислений, написанных с помо

щью языков программирования C/C++/Fortran.

Поэтому есть два пути решения проблемы медленной работы этой функ

ции.

В первом случае, можно реализовать соответствующие вычисления в ви

де отдельной функции, например, на Fortran, и далее вызывать эту функцию

из Python.

Во втором случае, можно использовать jit-компиляцию («Just-in-Time»)

функции с помощью C++.

Для этого необходимо подключить пакет numba

from numba import jit , prange

и добавить к функции декоратор @jit() c указанными значениями аргументов:

@jit(nopython=True , parallel=True)

def A_part_preparation(coords_of_sources ,

coords_of_sensors ,

N_sources , S_sensors) :

.

.

.

for j in prange(S_sensors) :

for i in range(N_sources) :

.

.

.

return A
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В результате эта функция при запуске программы будет скомпилирована

с помощью С++, в результате чего при её вызовах соответствующая часть кода

будет работать со скоростью, сопоставимой с C/C++/Fortran.

Более того, необходимо обратить внимание на замену range на prange

во внешнем цикле. С учётом значения аргумента parallel=True в декорато

ре @jit(), по возможности будет выполнено распараллеливание вычислений

с помощью технологии параллельного программирования OpenMP. Поэтому

функция prange помогает компилятору понять по какому набору индексов на

до осуществлять распараллеливание по OpenMP-нитям.

Таким образом, такие мелкие изменения позволяют существенным обра

зом ускорить работу функции A_part_preparation(), в том числе с исполь

зованием всех ядер многоядерного процессора, если выполнение MPI-процесса

привязывается к вычислительному узлу, содержащему многоядерный процес

сор.

Замечание. Необходимо отметить, что данные рекомендации являются

конструктивными только в том случае, если решаемая задача допускает вы

числения с двойной точностью. Если необходимо проводить вычисления с

четверной точностью, что требуют многие рассмотренные постановки обратных

задач магнитометрии, использование языка программирования Fortran являет

ся практически безальтернативным. При этом это утверждение верно только на

момент написание диссертационной работы. Это связано с тем, что последние

годы в научном сообществе активно продвигается запрос на поддержку пакетом

numpy языка программирования Python вычислений с четверной точностью. Но

возможности реализации вычислений с четверной точностью упираются в то,

что большинство функций линейной алгебры пакета numpy используют функ

ции программных библиотек линейной алгебры Intel MKL и OpenBLAS (в том

числе и те, которые поддерживают использование многоядерных процессоров).

До тех пор, пока соответствующие библиотеки не станут полноценно поддер

живать вычисления с четверной точностью, Python, как зависимый от них

посредством пакета numpy язык программирования, будет тоже ограничен в

возможностях. Но в связи с бурным развитием вычислительных технологий в

последние годы, автор считает необходимым отметить этот момент, так как с

каждым годом язык программирования Python сокращает отставание от языка

программирования Fortran в части высокопроизводительных научных расчётов.
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4.2 Программная реализация с использованием MPI

параллельного алгоритма решения переопределённой СЛАУ с

плотно заполненной матрицей с учётом ошибок машинного

округления

Предыдущий параграф был посвящён описанию действий, необходимых

для подготовки на каждом MPI-процессе данных, требующихся для вычисле

ний. В результате этих действий каждый процесс содержит в своей памяти

(адресном пространстве) numpy-массивы A_part, b_part, x_part (его роль в па

раграфе 4.1 выполняет M_part), константу alpha (параметр регуляризации α),

объекты comm_row и comm_col (содержат информацию о коммуникаторах, в ко

торые входит MPI-процесс) и N (его роль в параграфе 4.1 выполняет N_sources,

которое связано с числом неизвестных системы (4.1)).

Теперь можно реализовать параллельную версию функции conjugate_

gradient_method(), которая реализует модификацию метода сопряжённых

градиентов, рассмотренную в главе 3, для решения системы (4.3). Но сначала в

подпараграфе 4.2.1 будет рассмотрен последовательный алгоритм, являющийся

основой этой функции, и его программная реализация. Затем в подпарагра

фе 4.2.3 будут рассмотрены различные программные реализации параллельной

версии функции conjugate_gradient_method(), учитывающие возможности

различных стандартов MPI. Будет показано, что использование современных

стандартов MPI (MPI-3 и MPI-4) позволяет все дополнительные действия по

учёту ошибок машинного округления скрыть на фоне основных операций ите

рационного алгоритма.

4.2.1 Последовательный алгоритм и его программная реализация

Для целостности изложения материала сначала будет рассмотрена одна

из классических реализаций метода сопряжённых градиентов для решения си

стемы (4.3). Этот вариант метода сопряжённых градиентов был взят за основу

усовершенствованного алгоритма (см. работу автора [14]), параллельная версия

которого является одним из главных предметов обсуждения этой главы.
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Классическая реализация метода сопряжённых градиентов

Вектор 𝑥 с 𝑁 компонентами, который реализует минимум функциона

ла (4.2), может быть найден с помощью следующего итерационного алгоритма,

который строит последовательность 𝑥(𝑠). Эта последовательность не более, чем

за 𝑁 шагов, сходится к искомому регуляризованному решению системы (4.1),

либо, что то же самое, к решению системы (4.3), исходя из предположения, что

все вычисления делаются точно.

Сначала необходимо задать 𝑝(0) = 0, 𝑠 = 1 и произвольное начальное

приближение 𝑥(1), а затем выполнить 𝑁 раз следующую последовательность

действий:

𝑟(𝑠) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴𝑇
(︀
𝐴𝑥(1) − 𝑏

)︀
+α𝑅𝑇 (𝑅𝑥(1)), если 𝑠 = 1,

𝑟(𝑠−1) − 𝑞(𝑠−1)(︀
𝑝(𝑠−1),𝑞(𝑠−1)

)︀ , если 𝑠 ⩾ 2,

𝑝(𝑠) = 𝑝(𝑠−1) +
𝑟(𝑠)(︀

𝑟(𝑠),𝑟(𝑠)
)︀ ,

𝑞(𝑠) = 𝐴𝑇
(︀
𝐴𝑝(𝑠)

)︀
+α𝑅𝑇 (𝑅𝑝(𝑠)),

𝑥(𝑠+1) = 𝑥(𝑠) − 𝑝(𝑠)(︀
𝑝(𝑠),𝑞(𝑠)

)︀ ,
𝑠 = 𝑠+ 1.

В результате, через 𝑁 шагов вектор 𝑥𝑟𝑒𝑠 = 𝑥(𝑁+1) будет являться реше

нием системы (4.3).

Замечание. Если не использовать рекуррентную форму записи и на каж

дой итерации вычислять невязку 𝑟(𝑠) так же, как и на первой итерации, то

количество арифметических операций, требуемых для завершения итерацион

ного процесса, возрастёт в два раза. При решении «больших» задач это является

мотивацией использования формы метода сопряжённых градиентов в рекур

рентной форме записи.

Замечание. Необходимо напомнить про допущение, сделанное в начале

этой главы, о том, что для простоты изложения материала в этой главе будет

предполагаться, что 𝑅 ≡ 𝐸, где 𝐸 — единичная матрица.

С учётом этого указанный метод поиска регуляризованного решения систе

мы 4 может быть записан в виде псевдокода, представленного в алгоритме 4.1.
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Алгоритм 4.1: Псевдокод для последовательной версии «классическо

го» алгоритма.

Входные данные: 𝐴, 𝑏, 𝑥 ≡ 𝑥(1), α

Результат: 𝑥

𝑠← 1

𝑝← 0

while 𝑠 ⩽ 𝑁 do

if 𝑠 = 1 then

𝑟 ← 𝐴𝑇 (𝐴𝑥− 𝑏)+α𝑥

else

𝑟 ← 𝑟 − 𝑞

(𝑝,𝑞)

end

𝑝← 𝑝+
𝑟

(𝑟,𝑟)
𝑞 ← 𝐴𝑇 (𝐴𝑝)+α𝑝

𝑥← 𝑥− 𝑝

(𝑝,𝑞)
𝑠← 𝑠+ 1

end

Python-код для функции, которая реализует указанный метод сопряжён

ных градиентов для поиска регуляризованного решения системы (4.1), будет

иметь достаточно компактный вид, который представлен в листинге 4.1.

Листинг 4.1: Python-код для последовательной версии «классического» алго

ритма.
def conjugate_gradient_method(A, b, x, alpha) :

s = 1

p = zeros(size(x))

while s <= N :

if s == 1 :

r = dot(A.T, dot(A,x) - b) + alpha*x

else :

r = r - q/dot(p, q)

p = p + r/dot(r, r)

q = dot(A.T, dot(A, p)) + alpha*p

x = x - p/dot(p,q)

s = s + 1

return x
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Предполагается, что для вычислений используется стандартный пакет

numpy. Как следствие, эта вроде бы последовательная программная реализация

алгоритма на самом деле уже содержит параллельные вычисления. Это связа

но с особенностью используемой для основных вычислений функции dot() из

пакета numpy. Эта функция автоматически использует многопоточность, если

программа запущена на многоядерном процессоре — все ядра процессора задей

ствуются за счёт использования технологии параллельного программирования

OpenMP (реализация на Fortran через пакет Intel MKL).

Усовершенствованная реализация метода сопряжённых градиентов

В параграфе 3.2 главы 3, основываясь на результатах работы автора [14],

была описана модификация указанного выше метода сопряжённых градиентов,

которая учитывает накапливающиеся в процессе вычислений ошибки машинно

го округления при принятии решения о прекращении итерационного процесса.

Сначала необходимо задать 𝑝(0) = 0, 𝑠 = 1 и произвольное начальное

приближение 𝑥(1), а затем многократно выполнить следующую последователь

ность действий:

𝑟(𝑠) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴𝑇
(︀
𝐴𝑥(1) − 𝑏

)︀
+α𝑥(1), если 𝑠 = 1,

𝑟(𝑠−1) − 𝑞(𝑠−1)(︀
𝑝(𝑠−1),𝑞(𝑠−1)

)︀ , если 𝑠 ⩾ 2,

σ2
𝑟(𝑠) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︀
𝐴𝑇
)︀∘2(︁

𝐴∘2
(︀
𝑥(1)
)︀∘2

+ 𝑏∘2
)︁
+α
(︀
𝑥(1)
)︀∘2

, если 𝑠 = 1,

σ2
𝑟(𝑠−1) +

(︀
𝑞(𝑠−1))∘2(︀

𝑝(𝑠−1), 𝑞(𝑠−1)
)︀2 , если 𝑠 ⩾ 2,

если
∆2

𝑁∑︀
𝑛=1

(︀
σ2
𝑟(𝑠)

)︀
𝑛

‖𝑟(𝑠)‖22
⩾ 1, то итерационный процесс прерывается

и 𝑥(𝑠) полагается решением системы (4.1),

𝑝(𝑠) = 𝑝(𝑠−1) +
𝑟(𝑠)(︀

𝑟(𝑠),𝑟(𝑠)
)︀ , 𝑞(𝑠) = 𝐴𝑇

(︀
𝐴𝑝(𝑠)

)︀
+α 𝑝(𝑠),

𝑥(𝑠+1) = 𝑥(𝑠) − 𝑝(𝑠)(︀
𝑝(𝑠),𝑞(𝑠)

)︀ , 𝑠 = 𝑠+ 1.
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Здесь ∘2 — «степень Адамара» (Hadamard power), то есть поэлементное

возведение вектора/матрицы во вторую степень, ∆ — относительная ошибка

машинного округления:

– ∆ = 10−3.3 при вычислениях с половинной точностью (float16);

– ∆ = 10−7.6 при вычислениях с одинарной точностью (float32);

– ∆ = 10−16.3 при вычислениях с двойной точностью (float64);

– ∆ = 10−34.0 при вычислениях с четверной точностью (float128).

Замечание. Необходимо подчеркнуть ещё раз, что возможная относитель

ная ошибка машинного округления ∆ оценивается сверху, что в отдельных

случаях может приводить к переоценке общей ошибки.

Данный алгоритм может быть записан в виде псевдокода, оформленно

го как алгоритм 4.2.

В этом алгоритме красным цветом выделены строки, которые соответ

ствуют действиям по реализации усовершенствованного критерия прекращения

итерационного процесса. Если эти строки убрать и изменить условие 𝑇𝑟𝑢𝑒 на

𝑠 ⩽ 𝑁 , то получится «классическая» реализация метода сопряжённых гради

ентов для поиска регуляризованного решения системы (4.1).

Коричневым цветом выделены слагаемые, которые соответствуют регуля

ризирующей добавке в функционале А.Н. Тихонова (3.2) для случая □ ≡ 𝐿2,

что эквивалентно 𝑅 ≡ 𝐸 в (4.2) в результате дискретизации функционала. Ком

ментарии касательно учёта априорной информации другого вида будут даны в

параграфе 4.5. Но при этом сразу необходимо отметить, что при решении прак

тических задач учёт наиболее распространённых на практике ограничений даст

сильно разреженную матрицу 𝑅, в результате чего вычислительная сложность

алгоритма останется неизменной.

Замечание. Алгоритм является полностью эквивалентным алгоритму 3.1.

Изменения в форме записи по сравнению с оригинальным алгоритмом 3.1 сдела

ны с целью полного соответствия алгоритма 4.2 его программной реализации,

которая будет приведена далее.

Python-код для функции, которая реализует метод сопряжённых гради

ентов для решения системы (4.3) с учётом усовершенствованного критерия

прекращения итерационного процесса, представлен в листинге 4.2. Стилисти

ка оформления алгоритма и стилистика написания программного кода опять

полностью согласованы между собой, чтобы между ними было полное соот

ветствие.



139

Алгоритм 4.2: Псевдокод для последовательной версии усовершен

ствованного алгоритма. Красным цветом выделены строки, которые

соответствуют действиям по реализации усовершенствованного кри

терия прекращения итерационного процесса. Алгоритм полностью

эквивалентен алгоритму 3.1 (изменения по сравнению с оригинальным

алгоритмом 3.1 сделаны с целью полного соответствия алгоритма его

программной реализации, представленной в листинге 4.2). Коричне

вым цветом выделены регуляризирующие добавки для случая □ ≡ 𝐿2.

Входные данные: 𝐴, 𝑏, 𝑥 ≡ 𝑥(1), α

Результат: 𝑥

𝑠← 1

𝑝← 0

while True do

if 𝑠 = 1 then

𝑟 ← 𝐴𝑇 (𝐴𝑥− 𝑏)+α𝑥

σ2
𝑟 ←

(︀
𝐴𝑇
)︀∘2(︁

𝐴∘2𝑥∘2 + 𝑏∘2
)︁
+α𝑥∘2

else

𝑟 ← 𝑟 − 𝑞

scalar_product_pq

σ2
𝑟 ← σ2

𝑟 +
𝑞∘2

(scalar_product_pq)2

end

scalar_product_rr← (𝑟,𝑟)

criterion←
∆2
∑︀
𝑛
(σ2

𝑟)𝑛

scalar_product_rr
if criterion ⩾ 1 then

return 𝑥

end

𝑝← 𝑝+
𝑟

scalar_product_rr
𝑞 ← 𝐴𝑇 (𝐴𝑝)+α𝑝

scalar_product_pq← (𝑝,𝑞)

𝑥← 𝑥− 𝑝

scalar_product_pq
𝑠← 𝑠+ 1

end
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Листинг 4.2: Python-код для последовательной версии усовершенствованного

алгоритма.
def conjugate_gradient_method(A, b, x, alpha) :

x_classic = None

s = 1

p = zeros(size(x))

while True :

if s == 1 :

r = dot(A.T, dot(A,x) - b) + alpha*x

sigma2_r = dot(A.T**2, dot(A**2, x**2) + b**2)

else :

r = r - q/scalar_product_pq

sigma2_r = sigma2_r + q**2/ scalar_product_pq **2

scalar_product_rr = dot(r, r)

delta = finfo(r.dtype).eps

criterion = delta **2 * sum(sigma2_r)/scalar_product_rr

if criterion >= 1 :

return x, s, x_classic

p = p + r/scalar_product_rr

q = dot(A.T, dot(A, p)) + alpha*p

scalar_product_pq = dot(p, q)

x = x - p/scalar_product_pq

s = s + 1

if s == size(x) + 1 :

x_classic = x.copy()

Данная программная реализация содержит следующие особенности.

1. Функция conjugate_gradient_method() возвращает: 1) массив x,

который содержит решение системы (4.3), найденное по усовершенство

ванному алгоритму 4.2; 2) число итераций 𝑠, которое потребовалось

сделать алгоритму, чтобы найти приближённое решение; 3) массив

x_classic, который содержит решение, найденное с помощью «класси

ческого» алгоритма 4.1 (этот массив содержит такое решение только в

том случае, когда число выполненных алгоритмом итераций 𝑠 ⩾ 𝑁+1).

2. В этой программной реализации (и в соответствующем псевдокоде)

учтено, что результат вычисления каждого скалярного произведения

используется по два раза, поэтому результат вычисления скалярного

произведения хранится в отдельной переменной.

3. На первой итерации алгоритма (𝑠 = 1) значение σ2
𝑟 вычисляется с по

мощью команды



141

sigma2_r = dot(A.T**2, dot(A**2, x**2) + b**2)

Особенность Python состоит в том, что под массивы A**2 и A.T**2,

которые содержат матрицы 𝐴∘2 и
(︀
𝐴𝑇
)︀∘2

, выделяется отдельное место

в памяти. Это очень плохо, потому что подразумевается, что решается

задача (4.1) с огромной матрицей 𝐴. Поэтому при решении реальных

«больших» задач массив, содержащий матрицу 𝐴, может занимать

бо́льшую часть памяти. Как следствие, на дополнительные массивы

места в памяти может не хватить.

Эту проблему можно обойти несколькими путями.

В первом случае, можно оформить указанную команду в виде отдель

ной функции на языке программирования C/C++/Fortran, используя

для вычислений только элементы массива, в котором хранится матрица

𝐴.

Во втором случае, можно использовать специально написанную функ

цию

sigma2_r = dot_special(A.T,dot_special(A,x**2,M,N)+b**2,N,M)

которая использует jit-компиляцию с помощью пакета numba:

from numba import jit , prange

@jit(nopython=True , parallel=True)

def dot_special(A, x, M, N):

b = empty(M)

for m in prange(M):

b[m] = 0.

for n in range(N):

b[m] = b[m] + A[m, n]**2*x[n]

return b

Напомним, что такой подход к решению проблемы позволяет не толь

ко получить скорость работы функции сопоставимую с реализацией на

C/C++/Fortran, но и реализовать использование всех ядер многоядер

ного процессора. Это связано с заменой range на prange во внешнем

цикле и указанием аргумента parallel=True в декораторе @jit(), за

счёт которого, по возможности, будет выполнено распараллеливание
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вычислений с помощью технологии параллельного программирования

OpenMP.

Однако, чтобы не перегружать программную реализацию алгоритма

такими техническими особенностями, выберем третий путь.

В третьем случае, можно пренебречь учётом накапливающейся ошиб

ки машинного округления на первой итерации и положить на первой

итерации (𝑠 = 1) σ2
𝑟 = 0 :

sigma2_r = zeros(N)

Далее, во всех программных реализациях будет выбираться третий

путь, так как многочисленные численные эксперименты продемон

стрировали, что при решении реальных прикладных задач учётом

накапливающейся ошибки машинного округления на первой итерации

(𝑠 = 1) можно пренебречь. Однако, при желании, соответствующие

программы могут быть легко усовершенствованы с целью учёта ошиб

ки машинного округления и на первой итерации.

4.2.2 Подходы к построению параллельного алгоритма и его

программной реализации

В данном подпараграфе будут описаны основные подходы, которые бу

дут использованы для построения параллельного варианта рассматриваемого

алгоритма и его последующей программной реализации. При этом будут

учитываться возможности различных стандартов технологии параллельного

программирования MPI.

Распараллеливаемые операции

В рассматриваемой реализация метода сопряжённых градиентов для ре

шения задачи (4.3) все вычисления приходятся на следующие четыре операции.

1. Скалярное произведение двух векторов размерности 𝑁 .
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Эта операция требует 𝑁 умножений и 𝑁−1 сложение — в сумме 2𝑁−1
арифметических операций. Принято обозначать 2𝑁 − 1 = 𝑂(𝑁 1), что

говорит о линейной вычислительной сложности операции скалярного

произведения.

2. Умножение матрицы размерности 𝑀 ×𝑁 на вектор размерности 𝑁 .

Для получения каждого элемента итогового вектора необходимо ска

лярно умножить соответствующую строку матрицы 𝐴 на умножаемый

вектор. Такие вычисления надо провести для каждого элемента векто

ра, являющегося результатом умножения. Таким образом, в сумме надо

совершить𝑀 ·(2𝑁−1) арифметических операций. В случае квадратной

матрицы (𝑀 = 𝑁) таких операций будет 𝑂(𝑁 2), что говорит о квадра

тичной вычислительной сложности операции умножения матрицы на

вектор.

3. Умножение транспонированной матрицы размерности 𝑁×𝑀 на вектор

размерности 𝑀 .

Вычислительная сложность этой операции эквивалентна операции

умножения матрицы на вектор.

4. Сложение двух векторов размерности 𝑁 .

Эта операция требует 𝑁 сложений. То есть вычислительная сложность

этой операции является линейной.

Далее рассматриваются используемые для распараллеливание этих опера

ций алгоритмы, которые будут применены для построения параллельной версии

алгоритма 4.2 и его программной реализации.

Распределение данных по участвующим в вычислениях

MPI-процессам

Также, как и в параграфе 4.1, предполагается, что программная реали

зация разрабатываемого параллельного алгоритма в своей основе использует

технологию параллельного программирования MPI и запускается на числе

MPI-процессов равном numprocs. Все эти процессы входят в коммуникатор

comm ≡ MPI.COMM_WORLD, внутри которого они имеют свой номер/идентифика

тор rank ∈ 0,numprocs− 1.
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Предполагается, что в результате действий, описанных в параграфе 4.1,

при запуске параллельной версии функции conjugate_gradient_method() каж

дый MPI-процесс содержит в своей памяти (адресном пространстве) следующие

данные.

– numpy-массив A_part содержит часть 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴 (размерность

𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) : 𝑀𝑝𝑎𝑟𝑡(·) ×𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(·)).

– numpy-массив b_part содержит часть 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(·) вектора 𝑏 (число элементов

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(·): 𝑀𝑝𝑎𝑟𝑡(·)).

– numpy-массив x_part содержит часть начального приближения 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(·)
вектора 𝑥 (число элементов 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(·): 𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(·)).

– Константа alpha содержит параметр регуляризации α.

– Объекты comm_row и comm_col содержат информацию о дополнитель

ных коммуникаторах, в которые входит MPI-процесс.

– Константа N содержит число компонент 𝑁 искомого вектора 𝑥.

Распределение элементов матрицы 𝐴 по блокам между участвующими в

вычислениях процессами использует двумерное деление матрицы на блоки и

представлена на рис. 4.1.

Необходимо напомнить обозначения, которые были введены в начале па

раграфа 4.1. Они потребуются для описания соответствующих параллельных

алгоритмов.

Число разбиений матрицы 𝐴 вдоль вертикали обозначается как num_row

(сокращение от number of rows), а число разбиений вдоль горизонтали —

num_col (сокращение от number of columns). В результате матрица 𝐴 размер

ности 𝑀 ×𝑁 будет разбита на части 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(rank) размерности 𝑀𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚)×𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛).

Здесь номер процесса rank связан с индексами 𝑚 и 𝑛 следующим образом (см.

также рис. 4.5):

𝑚 =

⌊︂
rank

num_col

⌋︂
, 𝑛 = rank−

⌊︂
rank

num_col

⌋︂
· num_col.

Замечание. Выбранный способ индексации предполагает, что в вычисле

ниях принимают участие все процессы, то есть num_row · num_col ≡ numprocs.

Структура хранения векторов 𝑥 и 𝑏 на различных процессах также показа

на на рис. 4.1. Видно, что часть 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) вектора 𝑥 для фиксированного индекса

𝑛 хранится во всех ячейках столбца сетки процессов с индексом 𝑛. Аналогич

но, часть 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚) вектора 𝑏 для фиксированного индекса 𝑚 хранится во всех

ячейках строки сетки процессов с индексом 𝑚.
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Необходимо напомнить, что

num_row−1∑︁
𝑚=0

𝑀𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚) = 𝑀,
num_col−1∑︁

𝑛=0

𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) = 𝑁.

Каждый дополнительный коммуникатор comm_row и comm_col содержит

информацию о группе MPI-процессов, образующих одну из строк или один из

столбцов сетки процессов, в который входит MPI-процесс, в памяти которого

содержатся объекты comm_row и comm_col. Графическое пояснение структу

ры дополнительных коммуникаторов comm_row и comm_col представлено на

рис. 4.5.

Рисунок 4.5 — Пример распределения 9 MPI-процессов, образующих двумер

ную сетку 3 × 3, по дополнительным коммуникаторам comm_row и comm_col.

Каждый такой дополнительный коммуникатор содержит информацию о группе

MPI-процессов, образующих одну из строк или один из столбцов сетки процес

сов.

Параллельный алгоритм умножения матрицы на вектор в случае

двумерного деления матрицы на блоки

Слагаемые, которые возникают при вычислении произведения матрицы

на вектор, можно разбить на группы следующим образом (ниже приводится

пример, соответствующий рис. 4.6, для случая, когда в вычислениях участвует

только 9 MPI-процессов, образующих двумерную сетку процессов 3× 3):



146

Рисунок 4.6 — Параллельный алгоритм умножения матрицы на вектор в случае

двумерного деления матрицы на блоки.

𝐴𝑥 =

⎡⎢⎣𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(0) 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(1) 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(3) 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(4) 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(5)

𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(6) 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(7) 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(8)

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(0)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(1)
𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

⎤⎥⎦ =

=

⎡⎢⎣𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(0)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(0) + 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(1)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(1) + 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(2)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(2)
𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(3)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(0) + 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(4)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(1) + 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(5)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(2)
𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(6)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(0) + 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(7)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(1) + 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(8)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

⎤⎥⎦ =

=

⎡⎢⎣𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(0)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(0)
𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(3)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(0)
𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(6)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(0)

⎤⎥⎦+

⎡⎢⎣𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(1)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(1)
𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(4)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(1)
𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(7)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(1)

⎤⎥⎦+

⎡⎢⎣𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(2)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(2)
𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(5)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(2)
𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(8)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

⎤⎥⎦ =

=

⎡⎢⎢⎣
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(0,0)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(1,0)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(2,0)

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(0,1)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(1,1)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(2,1)

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(0,2)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(1,2)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(2,2)

⎤⎥⎥⎦ =

= 𝑏𝑡𝑒𝑚𝑝(0) + 𝑏𝑡𝑒𝑚𝑝(1) + 𝑏𝑡𝑒𝑚𝑝(2) =

⎡⎢⎣𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(0)𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(1)
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

⎤⎥⎦ = 𝑏.

Такая форма представления умножения матрицы на вектор выбрана в свя

зи с тем, чтобы наглядно показать, что вектор 𝑥 (предполагается, что он состоит

из 𝑁 элементов) нет необходимости хранить целиком на каждом процессе. На

каждом процессе нужна лишь своя часть этого вектора 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) с 𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) эле

ментами, где 𝑛 ∈ 0,num_col− 1.



147

Тогда каждый участвующий в вычислениях процесс будет выполнять опе

рацию умножения своей части 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(rank) матрицы 𝐴 на свою часть 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛)
вектора 𝑥. В результате этой операции будет вычисляться вектор 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(𝑚,𝑛),

который будет являться одним из слагаемых части 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚) итогового вектора

𝑏. Каждый участвующий в вычислениях процесс может выполнять это дей

ствие независимо от других процессов, при этом оперируя только с данными,

которые расположены в памяти этого процесса. Эти вычисления можно реа

лизовать параллельно. Затем, соответствующие слагаемые 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(𝑚,𝑛) вдоль

каждой строки сетки процессов (т.е. индекс 𝑚 фиксирован) надо собрать (за

счёт обмена сообщениями между процессами) по крайней мере на одном про

цессе и просуммировать.

Таким образом, этот параллельный алгоритм (учитывающий двумерное

деление матрицы 𝐴 на блоки) содержит следующие особенности.

1. На каждом процессе надо хранить не весь вектор 𝑥, а лишь часть 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛)
этого вектора. Вектор 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) придётся рассылать не по всем процессам

коммуникатора comm, а только по части процессов этого коммуникато

ра — по процессам столбца с индексом 𝑛 сетки процессов. При этом

передача данных среди процессов каждого столбца сетки процессов

может быть организована параллельно с передачей данных среди про

цессов других столбцов сетки процессов, что даст выигрыш по времени.

2. При вычислении части 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚) итогового вектора 𝑏 необходимо обмени

ваться сообщениями не всем процессам коммуникатора comm, а лишь

части процессов этого коммуникатора — процессам строки с индексом

𝑚 введённой сетки процессов. При этом передача данных вдоль каж

дой строки сетки процессов может быть организована параллельно с

передачей данных среди процессов других строк сетки процессов, что

также даст выигрыш по времени.

Опишем теперь некоторые особенности программной реализации этого ал

горитма с учётом возможностей технологии параллельного программирования

MPI.

Как известно, обмен сообщениями между процессами, организованный

с помощью MPI-функций Send() и Recv(), возможен, но неэффективен. Го

раздо эффективнее использовать MPI-функции коллективного взаимодействия

процессов. Но такие функции должны быть вызваны на всех процессах комму

никатора. Если работать только с коммуникатором comm, который кроме тех
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процессов, которые необходимо задействовать (процессы из отдельного столб

ца или строки сетки процессов), содержит и другие процессы, которые между

собой взаимодействовать не будут. Таким образом, возникает необходимость

использования дополнительных коммуникаторов comm_row и comm_col, кото

рые содержат только те группы процессов, внутри которых организовывается

взаимодействие по обмену данными с помощью функций коллективного взаи

модействия процессов.

Замечание. Процесс создания вспомогательных коммуникаторов

comm_row и comm_col был подробно описан в подпараграфе 4.1.1.

Необходимо напомнить, что если процессы исходного коммуникатора comm

образуют двумерную сетку, то процессы коммуникаторов comm_row являются

строками этой двумерной сетки процессов (см. рис. 4.5).

Таким образом, параллельная программная реализация умножения мат

рицы на вектор может быть оформлена в следующем виде.

b_part_temp = dot(A_part , x_part)

b_part = empty(M_part , dtype=float64)

comm_row.Allreduce ([ b_part_temp , M_part , MPI.DOUBLE],

[b_part , M_part , MPI.DOUBLE], op=MPI.SUM)

Результат такого умножения (вектор 𝑏) будет хранится на всех процессах

по частям: часть вектора 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚) для фиксированного индекса𝑚 будет хранится

во всех ячейках строки сетки процессов с индексом 𝑚.

Замечание. Необходимо отметить, что время обмена сообщениями про

порционально log2 numprocs, но при этом объём передаваемых сообщений

пропорционален numprocs−1/2 в случае двумерного деления матрицы на бло

ки и постоянен в случае одномерного деления матрицы на блоки [175; 188].

Параллельный алгоритм умножения транспонированной матрицы

на вектор в случае двумерного деления матрицы на блоки

Параллельный алгоритм умножения транспонированной матрицы на век

тор в случае двумерного деления матрицы на блоки достаточно похож на

алгоритм, рассмотренный в предыдущем разделе, и в каком-то смысле обла

дает симметрией относительно него. Так как умножение транспонированной
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матрицы на вектор представляет интерес в контексте метода сопряжённых гра

диентов, предполагается, что матрица системы 𝐴 хранится по процессам сетки

процессов так, как указано на рис. 4.1. Это связано с тем, что, необходимо

построить алгоритм умножения матрицы 𝐴𝑇 на вектор таким образом, чтобы

избежать создания в памяти дополнительных массивов под транспонированную

матрицу. Ведь при решении реальных прикладных задач суммарная доступная

память на всех процессах ограничена. А необходимо построить алгоритмы для

решения очень больших задач!

Рисунок 4.7 — Параллельный алгоритм умножения транспонированной матри

цы на вектор в случае двумерного деления матрицы на блоки.

Итак, слагаемые, которые возникают при вычислении произведения транс

понированной матрицы на вектор, можно разбить на группы следующим

образом (также, как и в предыдущем разделе, приведём пример, в котором в

вычислениях участвует только 9 MPI-процессов, которые образуют двумерную

сетку процессов 3 × 3, см. рис. 4.7):

𝐴𝑇 𝑏 =

⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑇

𝑝𝑎𝑟𝑡(0)
𝐴𝑇

𝑝𝑎𝑟𝑡(3)
𝐴𝑇

𝑝𝑎𝑟𝑡(6)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(1)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(4)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(7)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(5)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(8)

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎣𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(0)𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(1)
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

⎤⎥⎦ =

=

⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑇

𝑝𝑎𝑟𝑡(0)
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(0) + 𝐴𝑇

𝑝𝑎𝑟𝑡(3)
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(1) + 𝐴𝑇

𝑝𝑎𝑟𝑡(6)
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(1)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(0) + 𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(4)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(1) + 𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(7)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(0) + 𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(5)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(1) + 𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(8)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

⎤⎥⎥⎦ =
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=

⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑇

𝑝𝑎𝑟𝑡(0)
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(0)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(1)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(0)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(0)

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑇

𝑝𝑎𝑟𝑡(3)
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(1)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(4)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(1)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(5)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(1)

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
𝐴𝑇

𝑝𝑎𝑟𝑡(6)
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(7)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(8)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

⎤⎥⎥⎦ =

=

⎡⎢⎢⎣
𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(0,0)

𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(0,1)

𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(0,2)

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(1,0)

𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(1,1)

𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(1,2)

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(2,0)

𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(2,1)

𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(2,2)

⎤⎥⎥⎦ =

= 𝑥𝑡𝑒𝑚𝑝(0) + 𝑥𝑡𝑒𝑚𝑝(1) + 𝑥𝑡𝑒𝑚𝑝(2) =

⎡⎢⎣𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(0)𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(1)
𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

⎤⎥⎦ = 𝑥.

Тогда каждый участвующий в вычислениях процесс будет выполнять опе

рацию умножения своей части 𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(rank)

матрицы 𝐴𝑇 на свою часть вектора

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚). В результате этой операции будет вычисляться вектор 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(𝑚,𝑛),

который будет являться одним из слагаемых части 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) итогового вектора 𝑥.

Каждый участвующий в вычислениях процесс может выполнять это действие

независимо от других процессов, при этом оперируя только с данными, кото

рые расположены в памяти этого процесса. Эти вычисления можно реализовать

параллельно. Затем, соответствующие слагаемые 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝(𝑚,𝑛) вдоль каждого

столбца сетки процессов (т.е. индекс 𝑛 фиксирован) надо собрать (за счёт об

мена сообщениями между процессами) по крайней мере на одном процессе и

просуммировать их.

Таким образом, этот параллельный алгоритм (учитывающий двумерное

деление матрицы 𝐴 на блоки) содержит следующие особенности.

1. На каждом процессе надо хранить не весь вектор 𝑏, а лишь часть

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚) этого вектора. Вектор 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑚) придётся рассылать не по всем

процессам коммуникатора comm, а только по части процессов этого ком

муникатора — по процессам строки с индексом 𝑚 сетки процессов. При

этом передача данных среди процессов каждой строки сетки процессов

может быть организована параллельно с передачей данных среди про

цессов других строк сетки процессов, что даст выигрыш по времени.

2. При вычислении части 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) итогового вектора 𝑥 необходимо обмени

ваться сообщениями не всем процессам коммуникатора comm, а лишь

части процессов этого коммуникатора — процессам столбца с индексом

𝑛 введённой сетки процессов. При этом передача данных вдоль каж
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дого столбца сетки процессов может быть организована параллельно с

передачей данных среди процессов других столбцов сетки процессов,

что также даст выигрыш по времени.

Как видно, параллельный алгоритм умножения транспонированной мат

рицы на вектор в случае двумерного деления матрицы на блоки обладает

симметрией относительно параллельного алгоритма умножения матрицы на

вектор, рассмотренного в предыдущем разделе. Этот алгоритм получается из

рассмотренного ранее за счёт замен 𝑚↔ 𝑛 и «строки»↔ «столбцы». При этом

все действия совершаются не с частями матрицы 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(rank), а с их транспони

рованными частями 𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(rank)

. Таким образом, программная реализация этого

алгоритма будет мало отличаться от программной реализации параллельного

алгоритма умножения матрицы на вектор (в том числе будет необходима рабо

та с дополнительными коммуникаторами, которые будут содержать только те

группы процессов, среди которых необходимо организовывать взаимодействия

по обмену данными с помощью функций коллективного взаимодействия про

цессов).

Таким образом, параллельная программная реализация умножения транс

понированной матрицы на вектор (с учётом того, что операции осуществляются

с элементами исходной нетранспонированной матрицы) может быть оформле

на в следующем виде.

x_part_temp = dot(A_part.T, b_part)

x_part = empty(N_part , dtype=float64)

comm_col.Allreduce ([ x_part_temp , N_part , MPI.DOUBLE],

[x_part , N_part , MPI.DOUBLE], op=MPI.SUM)

Результат такого умножения (вектор 𝑥) будет храниться на всех процессах

по частям: часть вектора 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) для фиксированного индекса 𝑛 будет храниться

во всех ячейках столбцах сетки процессов с индексом 𝑛.

Параллельный алгоритм скалярного умножения векторов

Предполагается, что структура хранения элементов векторов 𝑎 и 𝑏 (кото

рые содержат по 𝑁 элементов) такая же, как и у вектора 𝑥 (см. рис. 4.1). В

этом случае части векторов, хранящиеся на различных процессах, будут обо
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значаться как 𝑎𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) и 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛). Каждая такая часть будет состоять из 𝑁𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛)

элементов. Для простоты изложения материала рассматривается индексация

для векторов, хранящихся в первой строке сетки процессов (с индексом 𝑚 = 0).

Таким образом, n ∈ 0,num_col− 1.

Слагаемые, которые возникают при вычислении скалярного произведения

векторов, можно разбить следующим образом (также приведём пример, в кото

ром в вычислениях участвует только 9 MPI-процессов):

(𝑎,𝑏) =
(︀ [︁

𝑎𝑝𝑎𝑟𝑡(0) 𝑎𝑝𝑎𝑟𝑡(1) 𝑎𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

]︁
,
[︁
𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(0) 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(1) 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

]︁ )︀
=

=
(︀
𝑎𝑝𝑎𝑟𝑡(0), 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(0)

)︀
+
(︀
𝑎𝑝𝑎𝑟𝑡(1), 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(1)

)︀
+
(︀
𝑎𝑝𝑎𝑟𝑡(2), 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(2)

)︀
=

= scalar_product𝑡𝑒𝑚𝑝(0)
+ scalar_product𝑡𝑒𝑚𝑝(1)

+ scalar_product𝑡𝑒𝑚𝑝(2)
=

= scalar_product.

Тогда каждый участвующий в вычислениях процесс будет выполнять

операцию (𝑎𝑝𝑎𝑟𝑡(rank), 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(rank)). В результате этой операции будет вычислять

ся одно из слагаемых, из которых состоит итоговое скалярное произведение.

Каждый участвующий в вычислениях процесс может выполнять это действие

независимо от других процессов, при этом оперируя только с данными, кото

рые расположены в памяти этого процесса. Эти вычисления можно реализовать

параллельно. Затем, соответствующие слагаемые вдоль каждой строки сетки

процессов надо собрать (за счёт обмена сообщениями между процессами) по

крайней мере на одном процессе и просуммировать.

Таким образом, параллельная программная реализация скалярного умно

жения векторов может быть оформлена в следующем виде.

scalar_product_temp = array(dot(r_part , r_part), dtype=float64)

scalar_product = array(0, dtype=float64)

comm_row.Allreduce ([ scalar_product_temp , 1, MPI.DOUBLE],

[scalar_product , 1, MPI.DOUBLE], op=MPI.SUM)

Результат такой программной реализации скалярного умножения будет

хранится на всех процессах коммуникатора comm.

Замечание. Минусом такого алгоритма является то, что различные груп

пы процессов, каждая из которых образует свой коммуникатор comm_row,

выполняют одни и те же действия. Но этот минус является несуществен

ным в контексте параллельной реализации метода сопряжённых градиентов,
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в которой на данный алгоритм приходится пренебрежительно малая часть вы

числений в случае решения «больших» задач. Более формально этот минус

можно интерпретировать как то, что в параллельных вычислениях скалярного

произведения векторов будут принимать участие не все numprocs процесса, а

только
√
numprocs. Перестройка алгоритма таким образом, чтобы в вычислени

ях принимали участие все numprocs процесса, приведёт к тому, что очень сильно

вырастут времязатраты на накладные расходы по взаимодействию процессов

друг с другом посредством передачи сообщений с результатами промежуточ

ных вычислений через коммуникационную сеть. В связи с этим, указанный

минус является приемлемым при решении прикладных задач.

4.2.3 Параллельная версия усовершенствованного алгоритма и его

программная реализация

В этом подпараграфе рассматриваются различные подходы к построению

параллельной версии алгоритма 4.2 и его программной реализации. Эти подхо

ды учитывают возможности различных стандартов технологии параллельного

программирования MPI. Сначала описывается «наивный» подход к распаралле

ливанию, который основан на использовании стандарта MPI-2. В этом подходе

на все дополнительные операции, связанные с учётом накапливающихся в

процессе вычислений ошибок машинного округления, затрачивается дополни

тельное время. В том числе появляются дополнительные временные расходы

на приём/передачу дополнительных сообщений между процессами, которые

требуются для организации дополнительных вычислений. Затем описывается

подход к распараллеливанию, основанный на использовании стандарта MPI-3.

Этот подход за счёт использования неблокирующих (асинхронных) операций

обмена сообщениями между процессами позволят скрыть все дополнительные

вычисления на фоне обмена сообщениями между процессами в основном алго

ритме, а дополнительные пересылки сообщений скрыть на фоне вычислений

основного алгоритма. За счёт этого все дополнительные операции (вычисления

и пересылка сообщений между MPI-процессами) не требуют дополнительных

времязатрат. Таким образом, фиксированное число итераций в параллельной

версии усовершенствованного алгоритма может выполняться столько же вре
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мени, как такое же число итераций в параллельной версии «классического»

алгоритма (для последовательных реализаций усовершенствованного и «клас

сического» алгоритмов это утверждение, очевидно, не верно). В результате

эффективность программной реализации усовершенствованного алгоритма не

отличается от эффективности программной реализации классического алгорит

ма. Затем даются комментарии касательно использования стандарта MPI-4,

который позволяет за счёт использования отложенных запросов на взаимо

действие существенно повысить эффективность параллельной программной

реализации.

Учёт возможностей стандрата MPI-2

«Наивный» параллельный вариант алгоритма 4.2, реализующего усо

вершенствованную версию метода сопряжённых градиентов для решения си

стемы (4.3), может быть записан в виде псевдокода, оформленного как

алгоритм 4.3.

В этом алгоритме красным цветом выделены строки, которые соответ

ствуют действиям по реализации усовершенствованного критерия прекращения

итерационного процесса. Если эти строки убрать и изменить условие 𝑇𝑟𝑢𝑒 на

𝑠 ⩽ 𝑁 , то получится классическая реализация метода сопряжённых градиен

тов для решения системы (4.3).

Коричневым цветом выделены операции, которые соответствуют учёту

регуляризирующей добавки в функционале А.Н. Тихонова (3.2) для случая

□ ≡ 𝐿2, что эквивалентно 𝑅 ≡ 𝐸 в (4.2) в результате дискретизации функ

ционала. Комментарии касательно учёта априорной информации другого вида

будут даны в параграфе 4.5. Но важно отметить, что при решении практиче

ских задач матрица 𝑅 будет разреженной, в результате чего вычислительная

сложность алгоритма останется неизменной.

Особенность этого алгоритма заключается в том, что этапы счёта и этапы

пересылки сообщений, содержащих результаты промежуточных вычислений,

чётко разделены. Поэтому накладные расходы по обмену сообщениями между

участвующими в вычислениях процессами будут негативно влиять на эффек

тивность параллельной программной реализации.



155

Алгоритм 4.3: Псевдокод («наивный») для параллельной версии усо

вершенствованного алгоритма.

Входные данные: 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡, 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡, 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡 ≡ 𝑥
(1)
𝑝𝑎𝑟𝑡, α, comm_row, comm_col, 𝑁

Результат: 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡

𝑠← 1; 𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 0

while True do

if 𝑠 = 1 then
𝐴𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝 ← 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡

𝐴𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡 ← comm_row.Allreduce(𝐴𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝐴𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡 − 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡

𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝 ← 𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡

𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 ← comm_col.Allreduce(𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝); 𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 + α𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡

σ2
𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 0

else

𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 −
𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡

scalar_product_pq

σ2
𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 ← σ2

𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 +
𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡

∘2

(scalar_product_pq)2

end

scalar_product𝑡𝑒𝑚𝑝 ← (𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡,𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡)

scalar_product_rr← comm_row.Allreduce(scalar_product𝑡𝑒𝑚𝑝)

criterion𝑡𝑒𝑚𝑝 ←
∆2
∑︀
𝑛
(σ2

𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡)𝑛

scalar_product_rr
criterion← comm_row.Allreduce(criterion𝑡𝑒𝑚𝑝)

if criterion ⩾ 1 then
return 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡

end

𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡 +
𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡

scalar_product_rr
𝐴𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝 ← 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡

𝐴𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡 ← comm_row.Allreduce(𝐴𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝)

𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝 ← 𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(𝐴𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡)

𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡 ← comm_col.Allreduce(𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝); 𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡 + α 𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡

scalar_product𝑡𝑒𝑚𝑝 ← (𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡,𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡)

scalar_product_pq← comm_row.Allreduce(scalar_product𝑡𝑒𝑚𝑝)

𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡 −
𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡

scalar_product_pq
; 𝑠← 𝑠+ 1

end
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Программная реализация функции, которая реализует алгоритм 4.3 для

решения системы (4.3), представлена в листинге 4.3.

Листинг 4.3: Python-код («наивный») для параллельной версии усовершенство

ванного алгоритма.
1 def conjugate_gradient_method(A_part , b_part , x_part , alpha ,

2 comm_row , comm_col , N) :

3

4 N_part = size(x_part); M_part = size(b_part)

5

6 x_classic_part = None

7 delta = finfo(float64).eps

8

9 s = 1

10 p_part = zeros(N_part , dtype=float64)

11

12 while True :

13

14 if s == 1 :

15 Ax_part_temp = dot(A_part , x_part)

16 Ax_part = empty(M_part , dtype=float64)

17 comm_row.Allreduce ([ Ax_part_temp , M_part , MPI.DOUBLE],

18 [Ax_part , M_part , MPI.DOUBLE],

19 op=MPI.SUM)

20 b_part = Ax_part - b_part

21 r_part_temp = dot(A_part.T, b_part)

22 r_part = empty(N_part , dtype=float64)

23 comm_col.Allreduce ([ r_part_temp , N_part , MPI.DOUBLE],

24 [r_part , N_part , MPI.DOUBLE],

25 op=MPI.SUM)

26 r_part = r_part + alpha*x_part

27

28 sigma2_r_part = zeros(N_part , dtype=float64)

29 else :

30 r_part = r_part - q_part/scalar_product_pq

31

32 sigma2_r_part = sigma2_r_part + \

33 q_part **2/ scalar_product_pq **2

34

35 scalar_product_temp = array(dot(r_part , r_part),

36 dtype=float64)

37 scalar_product_rr = array(0, dtype=float64)

38 comm_row.Allreduce ([ scalar_product_temp , 1, MPI.DOUBLE],
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39 [scalar_product_rr , 1, MPI.DOUBLE],

40 op=MPI.SUM)

41

42 criterion_temp = array(delta **2* sum(sigma2_r_part)/

43 scalar_product_rr , dtype=float64)

44 criterion = array(0, dtype=float64)

45 comm_row.Allreduce ([ criterion_temp , 1, MPI.DOUBLE],

46 [criterion , 1, MPI.DOUBLE],

47 op=MPI.SUM)

48 if criterion >= 1 :

49 return x_part , s, x_classic_part

50

51 p_part = p_part + r_part/scalar_product_rr

52

53 Ap_part_temp = dot(A_part , p_part)

54 Ap_part = empty(M_part , dtype=float64)

55 comm_row.Allreduce ([ Ap_part_temp , M_part , MPI.DOUBLE],

56 [Ap_part , M_part , MPI.DOUBLE],

57 op=MPI.SUM)

58 q_part_temp = dot(A_part.T, Ap_part)

59 q_part = empty(N_part , dtype=float64)

60 comm_col.Allreduce ([ q_part_temp , N_part , MPI.DOUBLE],

61 [q_part , N_part , MPI.DOUBLE],

62 op=MPI.SUM)

63 q_part = q_part + alpha*p_part

64

65 scalar_product_temp = array(dot(p_part , q_part),

66 dtype=float64)

67 scalar_product_pq = array(0, dtype=float64)

68 comm_row.Allreduce ([ scalar_product_temp , 1, MPI.DOUBLE],

69 [scalar_product_pq , 1, MPI.DOUBLE],

70 op=MPI.SUM)

71 x_part = x_part - p_part/scalar_product_pq

72

73 s = s + 1

74

75 if s == N + 1 :

76 x_classic_part = x_part.copy()

Аналогично последовательной версии программы по итогу работы этой

функции каждыйMPI-процесс возвращает 1) массив x_part, который содержит

часть решения системы (4.3), найденное по усовершенствованному алгоритму,

и который при объединении с аналогичными данными с остальных процессов
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даст массив x, содержащий полное решение системы (4.3), 2) число итераций 𝑠,

которое потребовалось сделать алгоритму чтобы найти приближённое решение,

3) массив x_classic_part, который содержит часть решения, найденное с по

мощью «классического» алгоритма (этот массив содержит такие данные только

в том случае, когда число выполненных алгоритмом итераций 𝑠 ⩾ 𝑁 + 1).

Ниже приводятся подробные пояснения программной реализации этой

функции.

В строке 4 определяются размеры массивов x_part и b_part, в которых

хранятся части 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡 и 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡 векторов 𝑥 и 𝑏. Эти размеры определяют также и

размеры части 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴, которая хранится в массиве A_part.

В строке 6 формально инициализируется объект x_classic_part, кото

рый будет содержать часть решения, найденное с помощью «классического»

алгоритма в том случае, если число выполненных алгоритмом итераций пре

высит 𝑠 = 𝑁).

В строке 7 определяется ∆ — относительная ошибка машинного округ

ления. При этом здесь учитывается, что предельно возможная точность при

вычислениях на Python — двойная (float64).

В строке 9 устанавливается начальное значение счётчика итераций метода

сопряжённых градиентов.

В строке 10 массив p_part заполняется нулями согласно алгоритму метода

сопряжённых градиентов.

В строке 12 начинается основной цикл метода сопряжённых градиентов.

В строках 15–26 реализуется параллельная версия операции 𝐴𝑇
(︀
𝐴𝑥 −

𝑏) + α𝑥. Строка 15 содержит именно те вычисления, которые осуществляют

ся параллельно на всех процессах исходного коммуникатора comm (или, что в

данном контексте то же самое, comm_cart). Операцию dot(A_part, x_part)

каждый процесс выполняет со своей частью матрицы 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) и своей частью

вектора 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(·). В результате этих действий на каждом процессе получается

массив Ax_part_temp, элементы которого образуют одно из слагаемых части

вектора, который является результатом операции 𝐴𝑥. Если сложить все эти

массивы вдоль одной из строк сетки процессов, то получится массив Ax_part,

который будет содержать часть соответствующего вектора. Этот массив будет

нужен на всех процессах соответствующей строки сетки процессов (то есть на

всех процессах соответствующего коммуникатора comm_row). Поэтому в стро

ке 16 под этот массив выделяется место в памяти. Для сложения значений
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массивов Ax_part_temp вдоль каждой строки сетки процессов используется

функцию Allreduce() (см. строки 17–19). При этом эта функция коллектив

ного взаимодействия процессов на каждой группе процессов, входящих в свой

коммуникатор comm_row, работает независимо от аналогичных функций, рабо

тающих в других коммуникаторах comm_row. То есть пересылка данных вдоль

каждой строки сетки процессов осуществляется параллельно с пересылкой ана

логичных данных вдоль других строк сетки процессов! Результатом работы

этой функции на каждой строке сетки процессов будет один и тот же массив

Ax_part, содержащийся на каждом процессе соответствующего коммуникато

ра comm_row. Далее в строке 20 из полученного массива вычитается массив

b_part. Эта операция реализуется параллельно, потому что она каждым про

цессом совершается над своими данными. Именно по этой причине массив b был

распределён по частям по всем процессам способом, указанным на рис. 4.1. На

конец, полученный на каждом процессе массив b_part содержит часть вектора,

который надо умножить слева на соответствующую часть транспонированной

матрицы. Эти действия каждым процессом также осуществляются независи

мо от действий других процессов, то есть параллельно. В результате этих

действий в строке 21 на каждом процессе получается массив r_part_temp, эле

менты которого образуют одно из слагаемых части вектора, который является

результатом операции 𝐴𝑇 ·
(︀
𝐴 · 𝑥 − 𝑏). Если сложить все эти массивы вдоль

одного из столбцов сетки процессов, то получится массив r_part, который бу

дет содержать часть соответствующего вектора. Этот массив будет нужен на

всех процессах соответствующего столбца сетки процессов (то есть на всех про

цессах соответствующего коммуникатора comm_col). Для сложения значений

массивов r_part_temp вдоль каждого столбца сетки процессов используется

функция Allreduce() (см. строки 23–25). При этом эта функция коллективного

взаимодействия процессов на каждой группе процессов, входящих в свой комму

никатор comm_col, работает независимо от аналогичных функций, работающих

в других коммуникаторах comm_col. То есть пересылка данных вдоль каждого

столбца сетки процессов осуществляется параллельно с пересылкой аналогич

ных данных вдоль других столбцов сетки процессов! Результатом работы этой

функции будет один и тот же массив r_part, содержащийся на каждом процессе

коммуникатора comm_col. Затем в строке 26 к полученному массиву прибавля

ется массив alpha*x_part. Эта операция реализуется параллельно, потому что

она каждым процессом совершается над своими данными. То есть параллель
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ная версия операции 𝐴𝑇
(︀
𝐴𝑥 − 𝑏) + α𝑥 реализована. Результирующий вектор

𝑟 хранится по частям 𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡(·) на всех процессах коммуникатора comm в массиве

r_part (распределение частей 𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡(·) вектора 𝑟 по сетке процессов аналогично

распределению частей вектора 𝑥 и соответствует рис. 4.1).

В строке 28 реализуется формула σ2
𝑟 = 0. Формально, эта операция реали

зуется параллельно на всех процессах, так как на каждом процессе содержится

своя часть σ2
𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡(·) вектора σ2

𝑟. Соответствующие значения сохраняются в мас

сиве sigma2_r_part.

В строке 30 реализуется параллельная версия операции 𝑟 − 𝑞/(𝑝, 𝑞). Так

как это действие выполняется начиная со второй операции, то предполагает

ся, что значение (𝑝,𝑞), содержащееся в массиве scalar_product_pq, вычислено

на предыдущей итерации и содержится на всех процессах коммуникатора

comm_cart. Деление вектора на число и вычитание векторов реализуется на каж

дом процессе независимо от действий других процессов, то есть параллельно.

В результате на каждом процессе коммуникатора comm_cart в массиве r_part

будет содержаться своё пересчитанное значение массива r_part (распределение

частей 𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡(·) вектора 𝑟 по сетке процессов аналогично распределению частей

вектора 𝑥 и соответствует рис. 4.1).

В строках 32–33 аналогичным образом реализуется параллельная версия

операции σ2
𝑟 = σ2

𝑟 + 𝑞∘2/(𝑝,𝑞)2.

В строках 35–40 реализуется параллельное вычисление скалярного про

изведения (𝑟,𝑟). Строки 35–36 содержат именно те вычисления, которые

осуществляются параллельно на всех процессах исходного коммуникатора

comm_cart. Операцию dot(r_part, r_part) каждый процесс выполняет

со своими частями вектора 𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡(·). Если сложить все полученные массивы

scalar_product_temp вдоль одной из строк сетки процессов, то получится мас

сив scalar_product_rr, который будет содержать результат операции (𝑟, 𝑟).

Поэтому в строке 37 под этот массив выделяется место в памяти. Для сложения

значений массивов scalar_product_temp вдоль каждой строки сетки процессов

используется функция Allreduce() (см. строки 38–40). При этом эта функция

коллективного взаимодействия процессов на каждой группе процессов, вхо

дящих в свой коммуникатор comm_row, работает независимо от аналогичных

функций, работающих в других коммуникаторах comm_row. В результате на

каждом процессе коммуникатора comm_cart в массиве scalar_product_rr

будет содержаться одно и тоже число, являющееся результатом операции (𝑟, 𝑟).



161

Замечание. Отметим, что указанным способом результат скалярного про

изведения (𝑟, 𝑟) можно получить, оперируя с данными любой строки сетки

процессов. В предлагаемой реализации, процессы каждой строки сетки про

цессов дублируют вычислительную работу, которую уже делают процессы

остальных строк сетки процессов. При этом, используя функцию Reduce() сре

ди процессов произвольного коммуникатора comm_row можно было бы получить

результат вычисления скалярного произведения, например, на нулевом про

цессе соответствующего коммуникатора comm_row. Затем с помощью функции

Bcast() это значение могло бы быть разослано с соответствующего процес

са по всем процессам коммуникатора comm_cart. В этом случае большинство

процессов не выполняло бы лишнюю работу. Но это не давало бы повышения

эффективности программной реализации, так как эти процессы сначала проста

ивали бы, а затем тратили бы дополнительное время на реализацию функции

Bcast() среди процессов коммуникатора comm_cart.

В строках 42–47 реализуется параллельное вычисление∆2
𝑁∑︀
𝑛=1

(︀
σ2
𝑟

)︀
𝑛

⧸︁
(𝑟,𝑟)2.

Операцию delta**2*sum(sigma2_r_part)/scalar_product_rr каждый про

цесс выполняет со своими частями σ2
𝑝𝑎𝑟𝑡(·) вектора σ2. Если сложить все

полученные массивы criterion_temp вдоль одной из строк сетки процессов,

то получится массив criterion, который будет содержать итоговый результат.

Поэтому в строке 44 под этот массив выделяется место в памяти. Для сложе

ния значений массивов criterion_temp вдоль каждой строки сетки процессов

используется функция Allreduce() (см. строки 45–47). При этом эта функция

коллективного взаимодействия процессов на каждой группе процессов, вхо

дящих в свой коммуникатор comm_row, работает независимо от аналогичных

функций, работающих в других коммуникаторах comm_row. В результате на

каждом процессе коммуникатора comm_cart в массиве criterion будет со

держаться одно и тоже число, являющееся результатом указанной в начале

абзаца операции.

В строках 48–49 осуществляется проверка критерия прекращения итера

ционного процесса.

В случае его завершения функция conjugate_gradient_method прекра

щает работу и возвращает (строка 49) массивы, содержащие искомое решение,

число затраченных итераций и, для сравнения, решение найденное с помощью

«классического» критерия прекращения итерационного процесса.



162

В строке 51 реализуется параллельная версия операции 𝑝 + 𝑟/(𝑟, 𝑟). Все

действия аналогичны действиям в строке 30. В результате на каждом процессе

коммуникатора comm_cart в массиве p_part будет содержаться своё пересчи

танное значение вектора 𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡(·) (распределение частей 𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡(·) вектора 𝑝 по сетке

процессов аналогично распределению частей вектора 𝑝 и соответствует рис. 4.1).

В строках 53–63 реализуется параллельная версия операции 𝐴𝑇
(︀
𝐴𝑝) +

α 𝑝. Все действия в этих строках аналогичны действиям в строках 15–26. В

результате на каждом процессе коммуникатора comm_cart в массиве q_part

будет содержаться своё пересчитанное значение вектора 𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡(·) (распределение

частей 𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡(·) вектора 𝑞 по сетке процессов аналогично распределению частей

вектора 𝑥 и соответствует рис. 4.1).

В строках 65–70 реализуется параллельное вычисление скалярного произ

ведения (𝑝,𝑞). Все действия в этих строках аналогичны действиям в строках

35–40. В результате на каждом процессе коммуникатора comm_cart в массиве

scalar_product_pq будет содержаться одно и тоже число, являющееся резуль

татом операции (𝑝, 𝑞).

В строке 71 реализуется параллельная версия операции 𝑥 − 𝑝/(𝑝, 𝑞). Все

действия в этой строке аналогичны действиям в строке 26. В результате на каж

дом процессе коммуникатора comm_cart будет содержаться своё пересчитанное

значение массива x_part (см. рис. 4.1).

В строке 73 счётчик цикла увеличивается на единицу.

В строках 75–76 сохраняется решение, найденное по «классическому» кри

терию

Затем все описанные действия повторяются.

Таким образом, в предложенной программной реализации распараллеле

ны все вычислительные операции. При этом следует отметить ещё раз, что

именно параллельные вычисления содержатся в строках 15, 20, 21, 26, 30, 32,

35, 42, 51, 53, 58, 63, 65 и 71. Остальные строки кода организуют обмен сооб

щениями между различными MPI-процессами.

Необходимо ещё раз подчеркнуть, что особенность этой программной реа

лизации заключается в том, что этапы счёта и этапы пересылки сообщений,

содержащих результаты промежуточных вычислений, чётко разделены. По

этому накладные расходы по обмену сообщениями между участвующими в

вычислениях процессами будут негативно влиять на эффективность параллель

ной программной реализации.
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Учёт возможностей стандарта MPI-3

Более эффективный параллельный вариант алгоритма 4.2, реализующе

го усовершенствованную версию метода сопряжённых градиентов для решения

системы (4.3), может быть записан в виде псевдокода, оформленного как ал

горитм 4.4.

Данный алгоритм использует возможности стандарта MPI-3: за счёт

использования неблокирующих (асинхронных) операций (выделены в алгорит

ме 4.4 синим цветом) появляется возможность производить дополнительные

вычисления, связанные с учётом накапливающихся ошибок машинного округ

ления, одновременно с передачей самых больших сообщений в основном

алгоритме, а также пересылать дополнительные сообщения на фоне вычисле

ний основного алгоритма.

В этом алгоритме красным цветом, как и ранее, выделены строки, которые

соответствуют действиям по реализации усовершенствованного критерия пре

кращения итерационного процесса. Если эти строки убрать и изменить условие

𝑇𝑟𝑢𝑒 на 𝑠 ⩽ 𝑁 , то получится классическая реализация метода сопряжённых

градиентов для решения системы (4.3).

Коричневым цветом выделены операции, которые соответствуют учёту

регуляризирующей добавки в функционале А.Н. Тихонова (3.2) для случая

□ ≡ 𝐿2, что эквивалентно 𝑅 ≡ 𝐸 в (4.2) в результате дискретизации функ

ционала. Комментарии касательно учёта априорной информации другого вида

будут даны в параграфе 4.5.

Принципиальное отличие этого алгоритма от алгоритма 4.3 заключается

в том, что часть этапов счёта и часть этапов пересылки сообщений, содержащих

результаты промежуточных вычислений, совмещены. В частности, 1) этапы

вычислений, связанные с учётом ошибок машинного округления, совмещены

с этапами пересылки сообщений в основном алгоритме, и 2) этапы пересылки

сообщений, содержащие результаты промежуточных вычислений, связанных с

учётом ошибок машинного округления, совмещены с этапам вычислений в ос

новном алгоритме. Поэтому накладные расходы по обмену сообщениями между

участвующими в вычислениях процессами будут значительно меньше влиять на

эффективность параллельной программной реализации по сравнению с алго

ритмом 4.3.
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Алгоритм 4.4: Псевдокод для эффективной параллельной версии усо

вершенствованного алгоритма.

Входные данные: 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡, 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡, 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡 ≡ 𝑥
(1)
𝑝𝑎𝑟𝑡, α, comm_row, comm_col, 𝑁

Результат: 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡

𝑠← 1; 𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 0

while True do

if 𝑠 = 1 then
𝐴𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝 ← 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡

𝐴𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡 ← comm_row.Allreduce(𝐴𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝)

𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝐴𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡 − 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡

𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝 ← 𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡

𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 ← comm_col.Allreduce(𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝); 𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 + α𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡

σ2
𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 0

else

𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 −
𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡

scalar_product_pq
end

scalar_product𝑡𝑒𝑚𝑝 ← (𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡,𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡)

scalar_product_rr← comm_row.Allreduce(scalar_product𝑡𝑒𝑚𝑝)

𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡 +
𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡

scalar_product_rr
𝐴𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝 ← 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡

𝐴𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡 ← comm_row.Iallreduce(𝐴𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝)

if 𝑠 ⩾ 2 then

σ2
𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 ← σ2

𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡 +
𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡

∘2

(scalar_product_pq)2

end

criterion𝑡𝑒𝑚𝑝 ←
∆2
∑︀
𝑛
(σ2

𝑟𝑝𝑎𝑟𝑡)𝑛

scalar_product_rr
criterion← comm_row.Iallreduce(criterion𝑡𝑒𝑚𝑝)

Wait(𝐴𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡) ; 𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝 ← 𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡(𝐴𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡)

𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡 ← comm_col.Allreduce(𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡_𝑡𝑒𝑚𝑝); 𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡 + α 𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡

scalar_product𝑡𝑒𝑚𝑝 ← (𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡,𝑞𝑝𝑎𝑟𝑡)

scalar_product_pq← comm_row.Allreduce(scalar_product𝑡𝑒𝑚𝑝)

Wait(criterion)

if criterion ⩾ 1 then return 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡

𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡 ← 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡 −
𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡

scalar_product_pq
; 𝑠← 𝑠+ 1

end
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Программная реализация функции, которая реализует алгоритм 4.4 для

решения системы (4.3), представлена на листинге 4.4.

Листинг 4.4: Python-код для эффективной параллельной версии усовершенство

ванного алгоритма.
1 def conjugate_gradient_method(A_part , b_part , x_part , alpha ,

2 comm_row , comm_col , N) :

3

4 N_part = size(x_part); M_part = size(b_part)

5

6 x_classic_part = None

7 delta = finfo(float64).eps

8

9 requests = [MPI.Request () for i in range (2)]

10

11 s = 1

12 p_part = zeros(N_part , dtype=float64)

13

14 while True :

15

16 if s == 1 :

17 Ax_part_temp = dot(A_part , x_part)

18 Ax_part = empty(M_part , dtype=float64)

19 comm_row.Allreduce ([ Ax_part_temp , M_part , MPI.DOUBLE],

20 [Ax_part , M_part , MPI.DOUBLE],

21 op=MPI.SUM)

22 b_part = Ax_part - b_part

23 r_part_temp = dot(A_part.T, b_part)

24 r_part = empty(N_part , dtype=float64)

25 comm_col.Allreduce ([ r_part_temp , N_part , MPI.DOUBLE],

26 [r_part , N_part , MPI.DOUBLE],

27 op=MPI.SUM)

28 r_part = r_part + alpha*x_part

29

30 sigma2_r_part = zeros(N_part , dtype=float64)

31 else :

32 r_part = r_part - q_part/scalar_product_pq

33

34 scalar_product_temp = array(dot(r_part , r_part),

35 dtype=float64)

36 scalar_product_rr = array(0, dtype=float64)

37 comm_row.Allreduce ([ scalar_product_temp , 1, MPI.DOUBLE],

38 [scalar_product_rr , 1, MPI.DOUBLE],
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39 op=MPI.SUM)

40 p_part = p_part + r_part/scalar_product_rr

41

42 Ap_part_temp = dot(A_part , p_part)

43 Ap_part = empty(M_part , dtype=float64)

44 requests [0] = comm_row.Iallreduce(

45 [Ap_part_temp , M_part , MPI.DOUBLE],

46 [Ap_part , M_part , MPI.DOUBLE],

47 op=MPI.SUM)

48 if s >= 2 :

49 sigma2_r_part = sigma2_r_part + \

50 q_part **2/ scalar_product_pq **2

51 criterion_temp = array(delta **2* sum(sigma2_r_part)/

52 scalar_product_rr , dtype=float64)

53 criterion = array(0, dtype=float64)

54 requests [1] = comm_row.Iallreduce(

55 [criterion_temp , 1, MPI.DOUBLE],

56 [criterion , 1, MPI.DOUBLE],

57 op=MPI.SUM)

58 MPI.Request.Wait(requests [0], status=None)

59 q_part_temp = dot(A_part.T, Ap_part)

60 q_part = empty(N_part , dtype=float64)

61 comm_col.Allreduce ([ q_part_temp , N_part , MPI.DOUBLE],

62 [q_part , N_part , MPI.DOUBLE],

63 op=MPI.SUM)

64 q_part = q_part + alpha*p_part

65

66 scalar_product_temp = array(dot(p_part , q_part),

67 dtype=float64)

68 scalar_product_pq = array(0, dtype=float64)

69 comm_row.Allreduce ([ scalar_product_temp , 1, MPI.DOUBLE],

70 [scalar_product_pq , 1, MPI.DOUBLE],

71 op=MPI.SUM)

72

73 MPI.Request.Wait(requests [1], status=None)

74 if criterion >= 1 :

75 return x_part , s, x_classic_part

76

77 x_part = x_part - p_part/scalar_product_pq

78

79 s = s + 1

80

81 if s == N + 1 :
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82 x_classic_part = x_part.copy()

Этот листинг содержит следующие принципиальные отличия от листин

га 4.3.

В строке 9 добавлено создание списка объектов типа request по ко

личеству вызовов неблокирующих функций по приёму/передаче сообщений,

которые будут вызываться MPI-процессом.

В строках 43–44 функция Allreduce() заменена на её неблокирую

щий (асинхронный) аналог Iallreduce(), ассоциированный со значением

request[0]. В строке 58 с помощью команды Wait(request[0]) реализуется

ожидание завершения этой асинхронной операции, чтобы быть уверенными,

что к моменту выполнения строки 59, в которой используется для вычислений

массив Ap_part, массив Ap_part уже содержит требуемые данные после обмена

информацией (передачи сообщений) между процессами.

В строках 54–57 функция Allreduce() заменена на её неблокирую

щий (асинхронный) аналог Iallreduce(), ассоциированный со значением

request[1]. В строке 73 с помощью функции Wait(request[1])реализуется

ожидание завершения этой асинхронной операции, чтобы быть уверенными,

что к моменту выполнения строки 74, в которой используется значение, со

держащееся в массиве criterion), массив criterion уже содержит требуемые

данные после передачи сообщений.

Таким образом, получилось: 1) производить дополнительные вычисле

ния (строки 49–52), связанные с учётом накапливающихся ошибок машинного

округления, одновременно с передачей одного из самых больших сообщений в

основном алгоритме (строки 44-47), и 2) пересылать дополнительные сообще

ния (строки 54–57) на фоне вычислений основного алгоритма (строки 59–60

и 64–67).

А это означает, что по сравнению с «классическим» алгоритмом, нету ни

какого увеличения времени работы программы даже несмотря на добавление

дополнительных вычислений и дополнительных операций по приёму/передаче

сообщений. При этом необходимо отметить, что явно этот эффект будет ска

зывать при расчётах на суперкомпьютерных системах с достаточно большим

числом вычислительных узлов. При этом эти узлы должны обладать хорошей

локализацией в коммуникационной сети, что будет пояснено позже при обсуж

дении эффективности параллельных программных реализаций алгоритмов.
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Учёт возможностей стандарта MPI-4

Программная реализация алгоритма 4.4 содержит коллективные опера

ции взаимодействия между процессами с одинаковым набором аргументов,

которые выполняются в цикле. Это означает что для повышения эффектив

ности программной реализации можно использовать отложенные запросы на

взаимодействие. Они дают возможность оптимизировать коммуникации, при

вязав список аргументов коммуникации к постоянному запросу коммуникации

один раз, а затем повторно использовать сформированный запрос для иниции

рования и завершения обмена сообщениями.

Изменения в программной реализации 4.4 будут достаточно простыми.

Необходимо выполнить следующую последовательность изменений.

1. До основного цикла while необходимо сформировать отложенные за

просы на взаимодействия с помощью MPI-функций вида request[] =

Allreduce_init() для всех функций коллективного взаимодействия

процессов Allreduce() и Iallreduce(), которые многократно вызыва

ются внутри цикла.

Аргументами этих функций являются numpy-массивы, а именно фик

сированные области памяти, ассоциированные с этими массивами.

При инициализации сформированных запросов на взаимодействие

все данные будут браться/записываться в эти области памяти, ко

торые фиксируются один раз при формировании соответствующего

отложенного запроса на взаимодействие. Поэтому также необходимо

предварительно выделить место в памяти под все массивы, которые яв

ляются аргументами этих функций; а при последующих вычислениях

следить за тем, чтобы соответствующие результаты вычислений сохра

нялись в правильных областях памяти.

2. Внутри цикла while заменить MPI-функции Allreduce() на последо

вательность MPI-функций Start(request[]) «+» Wait(request[]).

3. Внутри цикла while заменить MPI-функцию Iallreduce() на MPI

функцию Start(request[]).

Соответствующая программная реализация функции, которая реализует

алгоритм 4.4 для решения системы (4.3), представлена в листинге 4.5.
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Листинг 4.5: Python-код для эффективной параллельной версии усовершенство

ванного алгоритма, использующий стандарт MPI-4.0.
def conjugate_gradient_method(A_part , b_part , x_part , alpha ,

comm_row , comm_col , N) :

N_part = size(x_part); M_part = size(b_part)

x_classic_part = None

delta = finfo(float64).eps

requests = [MPI.Request () for i in range (5)]

scalar_product_temp = empty(1, dtype=float64)

scalar_product_rr = array(0, dtype=float64)

scalar_product_pq = array(0, dtype=float64)

Ap_part_temp = empty(M_part , dtype=float64)

Ap_part = empty(M_part , dtype=float64)

q_part_temp = empty(N_part , dtype=float64)

q_part = empty(N_part , dtype=float64)

criterion_temp = empty(1, dtype=float64)

criterion = array(0, dtype=float64)

requests [0] = comm_row.Allreduce_init(

[scalar_product_temp , 1, MPI.DOUBLE],

[scalar_product_rr , 1, MPI.DOUBLE],

op=MPI.SUM)

requests [1] = comm_row.Allreduce_init(

[Ap_part_temp , M_part , MPI.DOUBLE],

[Ap_part , M_part , MPI.DOUBLE],

op=MPI.SUM)

requests [2] = comm_row.Allreduce_init(

[criterion_temp , 1, MPI.DOUBLE],

[criterion , 1, MPI.DOUBLE],

op=MPI.SUM)

requests [3] = comm_col.Allreduce_init(

[q_part_temp , N_part , MPI.DOUBLE],

[q_part , N_part , MPI.DOUBLE],

op=MPI.SUM)

requests [4] = comm_row.Allreduce_init(

[scalar_product_temp , 1, MPI.DOUBLE],
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[scalar_product_pq , 1, MPI.DOUBLE],

op=MPI.SUM)

s = 1

p_part = zeros(N_part , dtype=float64)

while True :

if s == 1 :

Ax_part_temp = dot(A_part , x_part)

Ax_part = empty(M_part , dtype=float64)

comm_row.Allreduce ([ Ax_part_temp , M_part , MPI.DOUBLE],

[Ax_part , M_part , MPI.DOUBLE],

op=MPI.SUM)

b_part = Ax_part - b_part

r_part_temp = dot(A_part.T, b_part)

r_part = empty(N_part , dtype=float64)

comm_col.Allreduce ([ r_part_temp , N_part , MPI.DOUBLE],

[r_part , N_part , MPI.DOUBLE],

op=MPI.SUM)

r_part = r_part + alpha*x_part

sigma2_r_part = zeros(N_part , dtype=float64)

else :

r_part = r_part - q_part/scalar_product_pq

scalar_product_temp [:] = array(dot(r_part , r_part),

dtype=float64)

MPI.Prequest.Start(requests [0])

MPI.Request.Wait(requests [0], status=None)

p_part = p_part + r_part/scalar_product_rr

Ap_part_temp [:] = dot(A_part , p_part)

MPI.Prequest.Start(requests [1])

if s >= 2 :

sigma2_r_part = sigma2_r_part + \

q_part **2/ scalar_product_pq **2

criterion_temp [:] = array(delta **2* sum(sigma2_r_part)/

scalar_product_rr , dtype=float64)

MPI.Prequest.Start(requests [2])

MPI.Request.Wait(requests [1], status=None)

q_part_temp [:] = dot(A_part.T, Ap_part)

MPI.Prequest.Start(requests [3])
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MPI.Request.Wait(requests [3], status=None)

q_part [:] = q_part [:] + alpha*p_part

scalar_product_temp [:] = array(dot(p_part , q_part),

dtype=float64)

MPI.Prequest.Start(requests [4])

MPI.Request.Wait(requests [4], status=None)

MPI.Request.Wait(requests [2], status=None)

if criterion >= 1 :

return x_part , s, x_classic_part

x_part = x_part - p_part/scalar_product_pq

s = s + 1

if s == N + 1 :

x_classic_part = x_part.copy()

4.2.4 Оценка эффективности и масштабируемости программной

реализации параллельного алгоритма

В этом подпараграфе обсуждается эффективность и масштабируемость

предложенных программных реализаций параллельного алгоритма. Сначала

будет приведено описание тестового примера и использованной для тестовых

вычислений многопроцессорной системы, а затем будут прокомментированы

результаты исследования предложенных программных реализаций на предмет

наличия сильной и слабой масштабируемости.

Описание тестового примера

Для тестирования эффективности программных реализаций парал

лельного алгоритма использовался вычислительный раздел «compute»

суперкомпьютера «Ломоносов-2» [96] научно-исследовательского вычисли
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тельного центра МГУ имени М.В. Ломоносова. Каждый вычислительный

узел раздела «compute» содержит 14-ядерный процессор Intel Xeon E5-2697

v3 2.60GHz с 64 GB оперативной памяти (4.5 GB на ядро) и видеокарту Tesla

K40s с объёмом видеопамяти 11.56 GB.

В качестве тестовой задачи была выбрана задача с 𝑀 = 90 000, 𝑁 =

70 000. Выбор таких параметров обусловлен тем, что для весомости числен

ных экспериментов необходимо провести расчёты для системы (4.1) с как

можно большей матрицей 𝐴, но при этом чтобы эта матрица помещалась в

оперативную память одного вычислительного узла (в противном случае не

получится засечь время работы 𝑇1 последовательной версии программы). В

случае выбранных параметров для хранения матрицы системы 𝐴 необходимо

𝑁×𝑀×8 байт = 46.93 GB. Для тестовых расчётов использовалось ограничение

в 400 итераций метода сопряжённых градиентов. В этом случае время работы 𝑇1

последовательной версии функции conjugate_gradient_method() на 1 вычис

лительном узле составило ∼755 секунд (в случае выполнения 𝑁 итераций при

использовании «классического» критерия прекращения итерационного процес

са это время увеличилось бы до ∼1.5 дней).

Параллельная версия программы запускалась с привязкой каждого MPI

процесса ровно к одному вычислительному узлу. При этом необходимо на

помнить особенность функции dot() из пакета numpy, которая выполняет

основной объём вычислений при реализации алгоритма: эта функция реали

зована на языке программирования Fortran через пакет Intel MKL и при

расчётах автоматически использует многопоточность, если программа запу

щена на многоядерном процессоре — все ядра процессора задействуются за

счёт использования технологии параллельного программирования OpenMP. Та

ким образом, привязывая каждый MPI-процесс к отдельному вычислительному

узлу, автоматически реализовывалась технология гибридного параллельного

программирования MPI+OpenMP. B

Использовались пакеты 1) numpy версии 1.24.3, 2) mpi4py версии 4.0.0.dev0,

3) mpich версии 4.1.1.

Программа запускалась на числе процессов 𝑛 ≡ numprocs, которое яв

ляется квадратом натурального числа (1, 4, 9, 16, 25, 36, 49 и т.д.). Это

связано с тем, что в тестовых программах использовалась виртуальная топо

логия процессов с двумерной декартовой сеткой с параметрами num_row =

num_col =
√
𝑛. Было засечено время работы 𝑇𝑛 параллельной версии функции
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conjugate_gradient_method() для каждого значения 𝑛 из указанного чис

ла процессов. Используя оценку времени работы 𝑇1 последовательной версии

функции conjugate_gradient_method(), по формуле 𝑆𝑛 =
𝑇1

𝑇𝑛
было вычисле

но ускорение 𝑆𝑛, а затем эффективность 𝐸𝑛 =
𝑆𝑛

𝑛
программной реализации.

На рис. 4.8 представлены графики эффективности распараллеливания 𝐸𝑛 в за

висимости от числа вычислительных узлов 𝑛, участвовавших в вычислениях.

Представлены графики таких зависимостей для трёх программных реализа

ций алгоритма, использующих различные стандарты MPI. Графики полностью

соответствуют заявленным ранее ожиданиям. При этом видно неоспоримое пре

имущество использования стандарта MPI-4.

Рисунок 4.8 — Графики эффективности распараллеливания в зависимости

от числа вычислительных узлов для различных программных реализаций па

раллельного алгоритма. Сильная масштабируемость присутствует только для

программной реализации, использующей стандарт MPI-4.

При этом важно отметить следующее. Дизайн параллельного алгоритма

предполагает, что MPI-процессы, участвующие в вычислениях, образуют дву

мерную декартову сетку (см. рис. 4.2, 4.3 и 4.5). MPI-функция Allreduce()

(либо её неблокирующий аналог Iallreduce()/Allreduce_init()), использо

ванная в параллельной программной реализации, будет работать эффективнее

всего, если эта двумерная декартова сетка процессов будет периодической по

обоим направлениям. Поэтому для тестовых расчётов использовалась соответ

ствующая виртуальная топология процессов типа «двумерный тор» comm :=

comm_cart, где comm_cart:
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comm_cart = comm.Create_cart(dims=(num_row , num_col),

periods =(True , True),

reorder=True)

Однако не всегда виртуальная топология MPI-процессов может быть

эффективно отображена на реальную физическую коммуникационную сеть,

связывающую вычислительные узлы суперкомпьютерной системы. Поэтому

возможны ситуации, в которых соседние по виртуальной топологии MPI-про

цессы работают на далеко расположенных друг от друга в коммуникационной

среде вычислительных узлах. Это будет приводить к существенному увели

чению времени передачи сообщений между некоторыми MPI-процессами (см.

рис. 4.9), в том числе и из-за возможной перегрузки коммуникационной сети.

А это, как следствие, может приводить к катастрофическому падению эффек

тивности.

Рисунок 4.9 — Графики зависимости времени работы программы в случае хоро

шей локализации вычислительных узлов в коммуникационной сети (сплошная

линия) и плохой локализации (красная пунктирная линия).

Отметим, что результаты, приведённые на рис. 4.8 соответствуют усред

нённым значениям по серии запусков программ на произвольных распределени

ях MPI-процессов по вычислительным узлам суперкомпьютера «Ломоносов-2».

В случае использования для вычислений узлов только с хорошей локализацией

в коммуникационной среде могут быть получены более хорошие результаты для

эффективности программной реализации по сравнению с результатами, пред

ставленными на рис. 4.8.
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Сильная и слабая масштабируемость программной реализации

Хорошо известно, что слабым местом параллельных алгоритмов решения

систем линейных алгебраических уравнений с плотно заполненной матрицей

является относительно плохая сильная масштабируемость многих возможных

программных реализаций (что видно из рисунка 4.8).

Это можно пояснить следующим образом на примере параллельного алго

ритма умножения матрицы на вектор (см. рис. 4.2), который является основной

операцией в рассмотренных алгоритмах 4.3 и 4.4.

В параллельных вычислениях принимают участие все MPI-процессы, и,

как следствие, все вычисления ускоряются в 𝑛 раз (𝑛 ≡ numprocs). При этом

объём передаваемых сообщений пропорционален
1√
𝑛
, а значит, он уменьша

ется с увеличением числа участвующих в вычислениях процессов. Но при

увеличении числа процессов, участвующих в вычислениях, увеличивается чис

ло обменов сообщениями между процессами вспомогательных коммуникаторов,

которое пропорционально log2
√
𝑛.

Получается, что с ростом числа 𝑛 участвующих в вычислениях процес

сов время счёта пропорционально
1

𝑛
, а время на обмен сообщениями между

процессами пропорционально
log2
√
𝑛√

𝑛
.

Таким образом, начиная с какого-то конкретного числа процессов (это

число зависит от вычислительных размеров задачи и от конфигурации мно

гопроцессорной системы) доля накладных расходов по обмену сообщениями

между процессами начнёт увеличиваться. А это, как следствие, неизбежно

будет приводить к ухудшению эффективности программной реализации с уве

личением числа участвующих в вычислениях процессов.

Поэтому были проведены дополнительные расчёты для тестирования

предложенных программных реализаций на наличие слабой масштабируемости.

Наличие слабой масштабируемости подразумевает сохранение эффективности

с ростом числа участвующих в вычислениях процессов при сохранении объёма

вычислительной работы, которую выполняет каждый процесс.

Таким образом, тест на слабую масштабируемость выполнялся путём одно

временного увеличения размера задачи (𝑀 := 3
√
𝑛𝑀 , 𝑁 := 3

√
𝑛𝑁 и 𝑠 := 3

√
𝑛 𝑠)

и числа 𝑛 участвующих в вычислениях процессов. На рис. 4.10 представлены
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графики эффективности распараллеливания 𝐸𝑛 =
𝑇1

𝑇𝑛
в зависимости от количе

ства вычислительных узлов 𝑛, задействованных в вычислениях. Как видно из

представленных графиков, предложенные программные реализации алгоритма

обладают свойством слабой масштабируемости. При этом опять видно преиму

щество использования стандарта MPI-4.

Рисунок 4.10 — График демонстрирующий наличие слабой масштабируемости

у предложенных программных реализаций.

4.3 О модификации программ с использованием языков

программирования C/C++/Fortran

Все рассмотренные в предыдущих параграфах примеры программ постро

ены таким образом, чтобы их можно было легко переписать с использованием

языков программирования C/C++/Fortran. Это связано с тем, что все вычис

лительные операции сводятся к базовым матричным операциям (умножение

матриц, скалярное произведение векторов, сложение векторов), которые лег

ко переносятся на указанные языки программирования, а все MPI-функции,

используемые в программных реализациях Python, используют синтаксис,

эквивалентный синтаксису соответствующих MPI-функций в языках програм

мирования C/C++/Fortran.
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Пример такой «эквивалентности» синтаксиса можно продемонстриро

вать на примере использования базовых функций передачи/приёма сообщений

Send() и Recv(), которые реализую функциональный аналог (пусть и неэф

фективный) функции Bcast().

Python-код имеет вид:

if rank == 0 :

for k in range(1, numprocs) :

comm.Send([N, 1, MPI.INT], dest=k, tag=0)

else :

comm.Recv([N, 1, MPI.INT], source=0, tag=0, status=None)

Python позволяет не перечислять описание передаваемого/принимаемого

сообщения в виде [buf, count, datatype], ограничившись только первым ар

гументом списка buf, который может являться только numpy-массивом. В этом

случае Python автоматически определяет количество элементов этого массива

и его тип данных. С учётом этих упрощений и наличию необязательных аргу

ментов разбираемый сейчас кусочек программного кода можно записать и в

такой эквивалентной форме:

if rank == 0 :

for k in range(1, numprocs) :

comm.Send([N, 1, MPI.INT], k, 0)

else :

comm.Recv([N, 1, MPI.INT], 0, 0, status=None)

и даже в такой:

if rank == 0 :

for k in range(1, numprocs) :

comm.Send(N, k)

else :

comm.Recv(N)

Однако в предыдущих параграфах специально не использовались никакие

упрощения и не опускались необязательные аргументы. Именно при перечисле

нии всех аргументов программная реализация на Python наиболее похожа на

реализации на C/C++/Fortran. И в этом случае переписать соответствующую

параллельную программу на C/C++/Fortran будет проще всего. Например, эк

вивалентный код на C:

if (rank == 0) {

for (k = 1; i < numprocs; i++){

MPI_Send(N, 1, MPI_INTEGER , k, 0, comm);
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}

}

else {

MPI_Recv(N, 1, MPI_INTEGER , 0, 0, comm , &status);

}

Эквивалентный код на Fortran:

if (rank == 0) then

do k=1,numprocs -1

call MPI_Send(N, 1, MPI_INTEGER , k, 0, comm , ierr)

enddo

else

call MPI_Recv(N, 1, MPI_INTEGER , 0, 0, comm , status , ierr)

endif

Далее, в листинге 4.6 приводится переписанный на Fortran код програм

мы 4.4, которая реализует параллельную версию функции conjugate_gra

dient_method(). Принципиальные отличия в реализации соответствующего

алгоритма на Fortran заключаются только в том, что в начале этой про

граммной реализации (строки 7–26) присутствует традиционное для Fortran

объявление переменных и подключение библиотеки mpi (строка 5). Структура

программы в строках 25–94 полностью соответствует действиям, реализован

ным в строках 6–82 Python-когда в листинге 4.4. Присутствуют только мелкие

синтаксические отличия.

Листинг 4.6: Fortran-код для эффективной параллельной версии усовершенство

ванного алгоритма (эквивалентен листингу 4.4, написанному на Python).
1 subroutine conjugate_gradient_method(A_part ,b_part ,x_part ,alpha , &

2 x_classic_part , &

3 M_part , N_part , &

4 comm_row , comm_col , N)

5 use mpi

6

7 implicit none

8

9 integer :: M_part , N_part , N, s

10 real (16) :: A_part(M_part ,N_part),x_part(N_part),b_part(M_part)

11 real (16) :: alpha

12 real (16) :: p_part(N_part)

13 real (16) :: Ax_part(M_part), Ax_part_temp(M_part)

14 real (16) :: Ap_part(M_part), Ap_part_temp(M_part)

15 real (16) :: r_part(N_part), r_part_temp(N_part)
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16 real (16) :: q_part(N_part), q_part_temp(N_part)

17 real (16) :: sigma2_r_part(N_part)

18 real (16) :: scalar_product_rr , scalar_product_pq

19 real (16) :: scalar_product_temp

20 real (16) :: criterion , criterion_temp

21 integer :: comm_row , comm_col

22 integer :: status(MPI_STATUS_SIZE)

23 integer :: ierr

24

25 real (16) :: x_classic_part(N_part)

26 real (16), parameter :: delta = epsilon (0q0)

27

28 integer requests (0:1)

29

30 s = 1

31 p_part = 0.q0

32

33 do while (.TRUE.)

34

35 if (s == 1) then

36 Ax_part_temp = matmul(A_part , x_part)

37 call MPI_Allreduce(Ax_part_temp , Ax_part , &

38 M_part , MPI_REAL16 , &

39 MPI_SUM , comm_row , ierr)

40 b_part = Ax_part - b_part

41 r_part_temp = matmul(transpose(A_part), b_part)

42 call MPI_Allreduce(r_part_temp , r_part , &

43 N_part , MPI_REAL16 , &

44 MPI_SUM , comm_col , ierr)

45 r_part = r_part + alpha*x_part

46

47 sigma2_r_part = 0.q0

48 else

49 r_part = r_part - q_part/scalar_product_pq

50 end if

51

52 scalar_product_temp = dot_product(r_part , r_part)

53 call MPI_Allreduce(scalar_product_temp , scalar_product_rr ,&

54 1, MPI_REAL16 , &

55 MPI_SUM , comm_row , ierr)

56 p_part = p_part + r_part/scalar_product_rr

57

58 Ap_part_temp = matmul(A_part , p_part)



180

59 call MPI_Iallreduce(Ap_part_temp , Ap_part , &

60 M_part , MPI_REAL16 , &

61 MPI_SUM , comm_row , requests (0), ierr)

62 if (s >= 2) then

63 sigma2_r_part = sigma2_r_part + &

64 q_part **2/ scalar_product_pq **2

65 end if

66 criterion_temp = delta **2* sum(sigma2_r_part)/ &

67 scalar_product_rr

68 call MPI_Iallreduce(criterion_temp , criterion , &

69 1, MPI_REAL16 , &

70 MPI_SUM , comm_row , requests (1), ierr)

71 call MPI_Wait(requests (0), status , ierr)

72 q_part_temp = matmul(transpose(A_part), Ap_part)

73 call MPI_Allreduce(q_part_temp , q_part , &

74 N_part , MPI_REAL16 , &

75 MPI_SUM , comm_col , ierr)

76 q_part = q_part + alpha*p_part

77

78 scalar_product_temp = dot_product(p_part , q_part)

79 call MPI_Allreduce(scalar_product_temp , scalar_product_pq ,&

80 1, MPI_REAL16 , &

81 MPI_SUM , comm_row , ierr)

82

83 call MPI_Wait(requests (1), status , ierr)

84 if (criterion >= 1) then

85 return

86 end if

87

88 x_part = x_part - p_part/scalar_product_pq

89

90 s = s + 1

91

92 if (s == N + 1) then

93 x_classic_part = x_part

94 end if

95

96 end do

97

98 end subroutine

В листинге 4.7 приводится переписанный на Fortran код программы 4.5.

Все отличия аналогичны паре Fortran–Python-листингов 4.4 и 4.6.
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Замечание. Важно отметить, что листинг 4.7 здесь является лишь по

ясняющим примером, демонстрирующим, что Python-код и Fortran-код будут

эквивалентны по своей структуре. Программа из листинга 4.7 не тестировалась.

Это связано с тем, что MPI-функции, которые способны передавать массивы

с четверной точностью (тип данных real(16)), на момент проведения диссер

тационного исследования были корректно реализованы только в компиляторе

Intel Fortran, однако стандарт MPI-4(.1) в Intel MPI к началу 2023 года реа

лизован ещё не был.

Листинг 4.7: Fortrn-код для эффективной параллельной версии усовер

шенствованного алгоритма, использующий стандарт MPI-4.0 (эквивалентен

листингу 4.5, написанному на Python).
1 subroutine conjugate_gradient_method(A_part ,b_part ,x_part ,alpha , &

2 x_classic_part , &

3 M_part , N_part , &

4 comm_row , comm_col , N)

5

6 use mpi

7

8 implicit none

9

10 integer :: M_part , N_part , N, s

11 real (16) :: A_part(M_part ,N_part),x_part(N_part),b_part(M_part)

12 real (16) :: alpha

13 real (16) :: p_part(N_part)

14 real (16) :: Ax_part(M_part), Ax_part_temp(M_part)

15 real (16) :: Ap_part(M_part), Ap_part_temp(M_part)

16 real (16) :: r_part(N_part), r_part_temp(N_part)

17 real (16) :: q_part(N_part), q_part_temp(N_part)

18 real (16) :: sigma2_r_part(N_part)

19 real (16) :: scalar_product_rr , scalar_product_pq

20 real (16) :: scalar_product_temp

21 real (16) :: criterion , criterion_temp

22 integer :: comm_row , comm_col

23 integer :: status(MPI_STATUS_SIZE)

24 integer :: ierr

25

26 real (16) :: x_classic_part(N_part)

27 real (16), parameter :: delta = epsilon (0q0)

28

29 integer :: requests (0:4)

30 integer :: info
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31

32 call MPI_Info_create(info , ierr)

33

34 call MPI_Allreduce_init(scalar_product_temp ,scalar_product_rr ,&

35 1, MPI_REAL16 , &

36 MPI_SUM , comm_row , &

37 info , requests (0), ierr)

38 call MPI_Allreduce_init(Ap_part_temp , Ap_part , &

39 M_part , MPI_REAL16 , &

40 MPI_SUM , comm_row , &

41 info , requests (1), ierr)

42 call MPI_Allreduce_init(criterion_temp , criterion , &

43 1, MPI_REAL16 , &

44 MPI_SUM , comm_row , &

45 info , requests (2), ierr)

46 call MPI_Allreduce_init(q_part_temp , q_part , &

47 N_part , MPI_REAL16 , &

48 MPI_SUM , comm_col , &

49 info , requests (3), ierr)

50 call MPI_Allreduce_init(scalar_product_temp ,scalar_product_pq ,&

51 1, MPI_REAL16 , &

52 MPI_SUM , comm_row , &

53 info , requests (4), ierr)

54

55 s = 1

56 p_part = 0.q0

57

58 do while (.TRUE.)

59

60 if (s == 1) then

61 Ax_part_temp = matmul(A_part , x_part)

62 call MPI_Allreduce(Ax_part_temp , Ax_part , &

63 M_part , MPI_REAL16 , &

64 MPI_SUM , comm_row , ierr)

65 b_part = Ax_part - b_part

66 r_part_temp = matmul(transpose(A_part), b_part)

67 call MPI_Allreduce(r_part_temp , r_part , &

68 N_part , MPI_REAL16 , &

69 MPI_SUM , comm_col , ierr)

70 r_part = r_part + alpha*x_part

71

72 sigma2_r_part = 0.q0

73 else
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74 r_part = r_part - q_part/scalar_product_pq

75 end if

76

77 scalar_product_temp = dot_product(r_part , r_part)

78 call MPI_Start(requests (0), ierr)

79 call MPI_Wait(requests (0), status , ierr)

80 p_part = p_part + r_part/scalar_product_rr

81

82 Ap_part_temp = matmul(A_part , p_part)

83 call MPI_Start(requests (1), ierr)

84 if (s >= 2) then

85 sigma2_r_part = sigma2_r_part + &

86 q_part **2/ scalar_product_pq **2

87 end if

88 criterion_temp = delta **2* sum(sigma2_r_part)/ &

89 scalar_product_rr

90 call MPI_Start(requests (2), ierr)

91 call MPI_Wait(requests (1), status , ierr)

92 q_part_temp = matmul(transpose(A_part), Ap_part)

93 call MPI_Start(requests (3), ierr)

94 call MPI_Wait(requests (3), status , ierr)

95 q_part = q_part + alpha*p_part

96

97 scalar_product_temp = dot_product(p_part , q_part)

98 call MPI_Start(requests (4), ierr)

99 call MPI_Wait(requests (4), status , ierr)

100

101 call MPI_Wait(requests (3), status , ierr)

102 if (criterion >= 1) then

103 return

104 end if

105

106 x_part = x_part - p_part/scalar_product_pq

107

108 s = s + 1

109

110 if (s == N + 1) then

111 x_classic_part = x_part

112 end if

113

114 end do

115

116 end subroutine
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4.4 Программные особенности использования при расчётах

технологий параллельного программирования OpenMP и CUDA

До сих пор при рассмотрении программных реализаций предложенных

алгоритмов не учитывалось то, какими техническими особенностями обладают

многопроцессорные системы, которые используются для параллельных вы

числений. Предполагалось только, что каждый вычислительный MPI-процесс

запускается на своём вычислительном узле, и эти процессы взаимодействуют

друг с другом посредством передачи сообщений с помощью технологии MPI (см.

рис. 4.11). При этом предполагалось, что каждый вычислительный узел содер

Рисунок 4.11 — Простейшая схема взаимодействия вычислительных узлов по

средством технологии MPI.

жит центральный процессор и оперативную память. Таким образом, весь набор

узлов представлял из себя систему с распределённой памятью (см. рис. 4.12).

На практике всё обстоит гораздо сложнее. В нынешние времена каждый цен

тральный процессор является скорее всего многоядерной системой, которая

состоит из относительно большого числа вычислительных ядер (см. рис. 4.13).

Таким образом, каждый такой вычислительный узел можно рассматривать как

локальную вычислительную систему с общей памятью. Более того, каждый вы

числительный узел может содержать ещё и графическую видеокарту, которая

состоит из достаточно большого числа графический ядер и содержит общую

для этих ядер видеопамять. Таким образом, локально видеокарта может воспри

ниматься тоже как многопроцессорная система с общей памятью (см. рис. 4.14).
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Рисунок 4.12 — Простейшая структура вычислительной системы с распределён

ной памятью.

Рисунок 4.13 — Структура вычислительной системы с распределённой памятью

в случае наличия многоядерных процессоров (на примере CPU вычислительных

узлов суперкомпьютера «Ломоносов-2»).

Примером такой сложной вычислительной системы является суперком

пьютер «Ломоносов-2» [96], который использовался для большого числа

расчётов, результаты которых представлены в этой работе. Основной вы

числительный раздел суперкомпьютера «Ломоносов-2» содержит 1504 узла

типа K40, на каждом из которых установлен 14-ядерный процессор Intel Xeon

E5-2697 v3 2.60GHz с 64 GB оперативной памяти, а также видеокарта Tesla

K40s с объёмом видеопамяти 11.56 GB.

Возникает вопрос о том, как эффективно использовать все эти вычисли

тельные ресурсы. Для этого понадобятся следующие технологии.
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Рисунок 4.14 — Простейшая структура вычислительной системы с распределён

ной памятью.

– MPI ≡ Message Passing Interface — технология параллельного програм

мирования для систем с распределённой памятью.

– OpenMP≡ Open Multi-Processing — технология параллельного програм

минрования для систем с общей памятью, которая используется для

написания параллельных программ под многоядерные процессоры.

– CUDA ≡ Compute Unified Device Architecture — технология програм

мирования для сисстем с общей памятью, которая используется для

написания параллельных программ под вычисления на видеокартах

Nvidia (системы с общей памятью).

Если для расчётов доступен только один вычислительный узел, который

содержит многоядерный процессор и видеокарту, то можно ограничиться ис

пользованием только технологии OpenMP, задействуя для вычислений все ядра

многоядерного процессора, и/или технологией CUDA, задействуя все вычисли

тельные ядра видеокарты. Если же таких узлов много, то нужно организовать

взаимодействие между этими вычислительными узлами и сделать это мож

но с помощью технологии MPI. Таким образом, возможно писать программы,
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которые задействуют все доступные вычислительные ресурсы. Но для этого

надо использовать гибридные технологии параллельного программирования

MPI+CUDA+OpenMP, которые позволяют для этих целей использовать все

указанные технологии (MPI, CUDA, OpenMP). В результате вычисления будут

распараллеливаться между вычислительными узлами с помощью технологии

MPI, а на каждом узле своя часть вычислений будет опять же распараллели

ваться между ядрами центрального процессора с помощью технологии OpenMP

и/или между ядрами видеокарты с помощью технологии CUDA.

Достаточно часто при проведении реальных расчётов каждый MPI-про

цесс привязывается к отдельному ядру центрального процессора. Минус такого

подхода связан с тем, что MPI является технологией программирования для си

стем с распределённой памятью. Поэтому если для вычислений используется,

например, персональный компьютер, на котором имеется один многоядрерный

процессор, то хоть ускорение работы программы по сравнению с последова

тельной версией и будет присутствовать, но по сравнению с использованием

технологии OpenMP технология MPI будет в каком-то смысле «тяжеловесной».

При её использовании будут порождаться отдельные MPI-процессы, каждый из

которых будет привязываться к отдельному ядру, и для каждого из которых

будет выделяться какая-то часть общей оперативной памяти. При взаимодей

ствии процессов будут возникать «паразитные» накладные расходы, связанные

с копированием данных из одного места общей памяти (которая выделена под

какой-то конкретный MPI-процесс) в другое (которая выделена под другой

MPI-процесс). То есть накладных расходов будет больше по сравнению с техно

логией OpenMP, которая порождает множество потоков, каждый из которых

привязывается к своему вычислительному ядру, но на взаимодействие потоков

практически не тратится никакого времени, потому что они берут данные из

общей памяти.

В этом разделе будет подробно обсуждаться, как используя особенно

сти Python и некоторые его пакеты (а именно пакет numpy и cupy), можно

достаточно просто использовать гибридные технологии параллельного про

граммирования, в том числе как в программе учесть то, что на каждом

вычислительном узле есть многоядерный процессор и/или видеокарта. При

этом необходимо отметить, что эффективное использование указанных техно

логий будет возможно именно для задач рассматриваемого в диссертационном

исследовании класса.
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4.4.1 Упрощённый пример параллельной реализации алгоритма

решения переопределённой СЛАУ с плотно заполненной матрицей

в случае одномерного деления матрицы СЛАУ на блоки (с

использованием MPI)

В качестве примера будет рассматриваться упрощённая параллельная

реализация метода сопряжённых градиентов для решения переопределённой

системы линейных алгебраических уравнений 𝐴𝑥 = 𝑏 с плотно заполненной

матрицей. Особенность рассматриваемой ниже параллельной программы за

ключается в том, что используется параллельный алгоритм, основанный на

одномерном делении матрицы на блоки, и распараллеливается только часть вы

числений с целью уменьшения накладных расходов. При этом соответствующий

программный код является достаточно компактным, что позволит обсудить ос

новную тему этого раздела, не уделяя лишнего времени повторению достаточно

громоздкого материала. Рассматриваемые в этом параграфе программные при

ёмы могут быть легко обобщены на рассмотренные ране полные программные

реализации (пример может быть найден в приложении Б).

В листинге 4.8 представлен Python-код такой упрощённой параллельной

версии «классического» алгоритма, использующий стандарт MPI-2.0.

Листинг 4.8: Python-код упрощённой параллельной версии «классического» ал

горитма, использующий стандарт MPI-2.0.
def conjugate_gradient_method(A_part , b_part , x, alpha , comm , N) :

s = 1

p = zeros(N, dtype=float64)

while True :

if s == 1 :

r_temp = dot(A_part.T, dot(A_part , x) - b_part)

r = empty(N, dtype=float64)

comm.Allreduce ([r_temp , N, MPI.DOUBLE],

[r, N, MPI.DOUBLE], op=MPI.SUM)

r = r + alpha*x

else :

r = r - q/scalar_product_pq
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scalar_product_rr = dot(r, r)

p = p + r/scalar_product_rr

q_temp = dot(A_part.T, dot(A_part , p))

q = empty(N, dtype=float64)

comm.Allreduce ([q_temp , N, MPI.DOUBLE],

[q, N, MPI.DOUBLE], op=MPI.SUM)

q = q + alpha*p

scalar_product_pq = dot(p, q)

x = x - p/scalar_product_pq

s = s + 1

if s == N + 1 :

x_classic = x.copy()

return x_classic

На вход этой функции, вызываемой каждым MPI-процессом, подаётся: 1)

массив A_part, который содержит свою часть 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы 𝐴 (размерность

𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡(·) : 𝑀𝑝𝑎𝑟𝑡(·) × 𝑁); 2) массив b_part, который содержит свою часть 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(·)
вектора 𝑏 (число элементов 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡(·) : 𝑀𝑝𝑎𝑟𝑡(·)); 3) массив x, который содержит

начальное приближение для 𝑥 полной длины 𝑁 ; 4) константа alpha, которая

содержит параметр регуляризации α; 4) коммуникатор comm≡ MPI.COMM_WORLD,

содержащий информацию о всех процессах, которые участвуют в вычислениях;

5) константа N, которая содержит число компонент 𝑁 искомого вектора 𝑥 По

итогу работы этой функции на каждом процессе возвращается массив x, ко

торый содержит решение системы 𝐴𝑥 = 𝑏. Пример распределения данных по

процессам приведён на рис. 4.15).

Для подготовки на вычислительных узлах вспомогательных данных для

работы этой функции можно использовать последовательность действий, опи

санную в параграфе 4.1, положив: 1) num_row := numprocs и num_col := 1; 2)

comm_row в качестве входного аргумента comm функции при её вызове.

Главный минус такой программной реализации, которая основана на од

номерном делении матрицы на блоки, заключается в том, что с ростом числа 𝑛

участвующих в вычислениях процессов время счёта пропорционально
1

𝑛
, а вре

мя на обмен сообщениями между процессами пропорционально log2 𝑛 (в случае

двумерного деления матрицы на блоки:
log2
√
𝑛√

𝑛
). Таким образом, с увеличе
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Рисунок 4.15 — Пример распределения данных по 3 MPI-процессам, которые

формально образуют сетку 3 × 1 в случае одномерного деления матрицы на

блоки.

нием числа участвующих в вычислениях процессов доля накладных расходов

по приёму/передаче сообщений между MPI-процессами только увеличивается.

Как следствие, это приводит к плохой сильной маштабируемости программ

ной реализации.

Также минусом этой программной реализации является то, что не

все вычисления распараллелены. Однако число последовательных (нерас

параллеленых) арифметических операций равно 9𝑁 2 − 6𝑁 + 1, а число

распараллеленных арифметических операций равно 4𝑀𝑁 2 + 3𝑀𝑁 −𝑁 2 −𝑁 .

Для достаточно больших 𝑁 , 𝑀 и 𝑛 ≪ 𝑀 доля нераспараллеленых операций

будет близка к 0. Таким образом, этот минус не является существенными при

указанных условиях применимости.

В листинге 4.9 представлен Python-код упрощённой параллельной версии

усовершенствованного алгоритма, использующий стандарт MPI-4.0.

Листинг 4.9: Python-код упрощённой параллельной версии усовершенствован

ного алгоритма, использующий стандарт MPI-4.0.
def conjugate_gradient_method(A_part , b_part , x, alpha , comm , N) :

x_classic = None

delta = finfo(float64).eps

q_temp = empty(N, dtype=float64)

q = empty(N, dtype=float64)

request = comm.Allreduce_init ([q_temp , N, MPI.DOUBLE],

[q, N, MPI.DOUBLE], op=MPI.SUM)
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s = 1

p = zeros(N, dtype=float64)

while True :

if s == 1 :

r_temp = dot(A_part.T, dot(A_part , x) - b_part)

r = empty(N, dtype=float64)

comm.Allreduce ([r_temp , N, MPI.DOUBLE],

[r, N, MPI.DOUBLE], op=MPI.SUM)

r = r + alpha*x

sigma2_r = zeros(N, dtype=float64)

else :

r = r - q/scalar_product_pq

sigma2_r = sigma2_r + q**2/ scalar_product_pq **2

scalar_product_rr = dot(r, r)

p = p + r/scalar_product_rr

q_temp [:] = dot(A_part.T, dot(A_part , p))

MPI.Prequest.Start(request)

criterion = delta **2* sum(sigma2_r)/scalar_product_rr

MPI.Request.Wait(request , status=None)

if criterion >= 1 :

return x, s, x_classic

q[:] = q[:] + alpha*p

scalar_product_pq = dot(p, q)

x = x - p/scalar_product_pq

s = s + 1

if s == N + 1 :

x_classic = x.copy()

Далее, для упрощения изложения материала, будут рассматриваться

модификации листинга программы 4.8. Аналогичные рассмотренным далее мо

дификации могут быть достаточно легко применены как к листингу 4.9, так и

к основному листингу 4.5 из раздела 4.2.3.
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4.4.2 Модификация программной реализации алгоритма с

использованием OpenMP для вычислений на многоядерных

процессорах

Сначала необходимо отметить одну особенность использования для те

стов персонального компьютера с многоядерным процессором. Если засечь

время работы функции conjugate_gradient_method(), то внезапно окажет

ся, что время её работы практически не зависит от числа используемых для

вычислений MPI-процессов при условии, что число используемых при запуске

MPI-процессов не превышает число ядер многоядерного процессора.

Это связано с особенностью функции dot() из пакета numpy, которая

используется для всех самых вычислительно ёмких операций в рассматри

ваемой сейчас версии функции conjugate_gradient_method(). Эта функция

при расчётах автоматически использует многопоточность (используя техноло

гию OpenMP), задействуя в вычислениях все ядра многоядерного процессора.

Таким образом, при недостаточно большом числе MPI-процессов отличий во

времени работы последовательной версии программы от её параллельной реа

лизации заметно практически не будет. Если же число MPI-процессов сильно

превышает число доступных для вычислений ядер, то время работы парал

лельной программы может даже превосходить время работы последовательной

версии программы. Это связано с тем, что кроме непосредственных вычисле

ний будет тратиться время и на взаимодействие MPI-процессов друг с другом.

Таким образом, для тестирования эффективности рассматриваемой функции

персональный компьютер с одним многоядерным процессором использовать не

конструктивно, и будет подразумеваться, что соответствующие программы за

пускаются на сложных вычислительных системах, структура которых была

описана выше.

При запуске программы на многопроцессорных вычислительных системах

с многоядерными процессорами всегда есть возможность привязать каждый

MPI-процесс как к одному вычислительному узлу (которой чаще всего содер

жит один процессор), так и к одному ядру. Например, скрипт-файл, который

использовался при запуске рассматриваемых параллельных программ на супер

компьютере «Ломоносов-2», содержит следующие команды:

#!/ bin/bash --login
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#SBATCH --partition=test

#SBATCH --time =0 -00:15:00

#SBATCH --nodes =15

#SBATCH --ntasks -per -node =14

srun mpi=pmi2 python ./ program.py

При этом строка

#SBATCH --ntasks -per -node =14

учитывает то, что каждый узел суперкомпьютера «Ломоносов-2» содержит мно

гоядерный процессор с 14-ю ядрами, а значит каждый MPI-процесс привяжется

к отдельному ядру. Такой же результат можно получить, если заменить эту

строку на

#SBATCH --cpus -per -task=1

Если же необходимо, чтобы один MPI-процесс привязывался только к од

ному вычислительному узлу, то надо задать

#SBATCH --ntasks -per -node=1

В результате, каждый MPI-процесс, выполняющий функцию conjugate_

gradient_method(), при выполнении матричных операций с помощью функции

dot() из пакета numpy автоматически будет задействовать технологию OpenMP.

Это связано с тем, что при выполнении функции dot() внутри неё автома

тически будет определяться, что программа выполняется на многоядерном

процессоре, и будет задействоваться версия этой функции, использующая

технологию OpenMP. В результате будут полностью задействоваться вычисли

тельные ресурсы многоядерного процессора.

То есть всё настолько просто!

Замечание.Многие функции из пакета numpy, использующиеся для выпол

нения матричных операций, при своём запуске делают проверку, запущены ли

они на многоядерном процессоре, и в случае положительного ответа запускают

свою многопоточную версию, написанную на C/C++/Fortran с использование

технологии OpenMP.

Замечание. Если уже готовой функции, использующей технологию

OpenMP, в каком-либо доступном пакете Python нет, то можно реализовать

соответствующую функцию на C/C++/Fortran самостоятельно и использовать

её при вызовах из Python (см., например, учебник А.С. Антонова [189]).
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4.4.3 Модификация программной реализации алгоритма с

использованием CUDA для вычислений на видеокартах

Есть несколько популярных пакетов для Python, которые позволяют ис

пользовать технологию CUDA, например, numba и cupy. Пакет numba позволяет

писать программы на низком уровне, то есть в таком же стиле, в каком

здесь рассматривались программные реализации алгоритмов с использовани

ем технологии MPI. В рамках этой работы использование технологии CUDA

рассматривается лишь обзорно, поэтому будет рассматриваться использова

ние пакетных решений, а именно пакета cupy, который содержит множество

функций, использующих видеокарты для выполнения матричных операций.

Подключить этот пакет можно с помощью команды

import cupy as cp

Терминология, которая используется при написании программ для вычис

лений на видеокартах, следующая.

– «Хост» (host) — центральный процессор (CPU) и его оперативная па

мять (либо, её ещё называют системной памятью).

– «Девайс» (device) — видекарта, то есть графические процессоры (GPU),

и её видеопамять.

Все получаемые узлом данные, например при считывании из файла либо

при получении сообщений от других вычислительных узлов, хранятся в опера

тивной памяти «хоста». Для вычислений на видеокарте необходимо перенести

эти данные в память видеокарты, т.е. «девайса». Для этого в пакете cupy есть

функция cp.asarray(). Пример её использования:

x_d = cp.asarray(x)

Эта функций по системной шине передаёт массив x из оперативной памяти

«хоста» в видеопамять «девайса». В результате создаётся массив x_d, распо

ложенный в памяти видеокарты. Для удобства чтения программного кода в

именах переменных, которые ассоциированы с объектами, расположенными в

видеопамяти «девайса», принято ставить постфикс _d (от слова «device»).

В пакте cupy есть аналог функции dot(). Её вызов осуществляется ко

мандой cp.dot(), которая внутри этой функции использует для вычислений

технологию параллельного программирования CUDA. При этом аргументами

этой функции должны быть массивы, содержащиеся в памяти видеокарты!
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Результатом вычислений является массив, также хранящийся в памяти видео

карты («девайса»). Если его нужно перенести в память «хоста», то это можно

сделать с помощью функции cp.asnumpy(). Например, так:

x = cp.asnumpy(x_d)

Либо, это же можно сделать с помощью Python-метода get():

x = x_d.get()

То есть всегда надо следить за тем, чтобы обрабатываемые видеокар

той данные находились в видеопамяти «девайса», для обработки этих данных

использовать функции из пакета cupy, и не забывать возвращать соответству

ющие данные в память «хоста», если нужны вычисления на «хосте» либо

необходим обмен данными между различными вычислительными узлами по

средством технологии MPI.

Теперь, используя эти знания, листинг 4.8 может быть изменён следую

щим образом.

Листинг 4.10: Python-код упрощённой параллельной версии «классического»

алгоритма, использующий технологии MPI-2.0, OpenMP и CUDA.
1 def conjugate_gradient_method(A_part , b_part , x, alpha , comm , N) :

2

3 import cupy as cp

4

5 A_part_d = cp.asarray(A_part)

6

7 s = 1

8 p = zeros(N, dtype=float64)

9

10 while True :

11

12 if s == 1 :

13 x_d = cp.asarray(x)

14 b_part_d = cp.asarray(b_part)

15 r_temp = cp.dot(A_part_d.T,

16 cp.dot(A_part_d , x_d) -

17 b_part_d).get()

18 r = empty(N, dtype=float64)

19 comm.Allreduce ([r_temp , N, MPI.DOUBLE],

20 [r, N, MPI.DOUBLE], op=MPI.SUM)

21 r = r + alpha*x

22 else :

23 r = r - q/scalar_product_pq
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24

25 scalar_product_rr = dot(r, r)

26 p = p + r/scalar_product_rr

27

28 p_d = cp.asarray(p)

29 q_temp = cp.dot(A_part_d.T, cp.dot(A_part_d , p_d)).get()

30 q = empty(N, dtype=float64)

31 comm.Allreduce ([q_temp , N, MPI.DOUBLE],

32 [q, N, MPI.DOUBLE], op=MPI.SUM)

33 q = q + alpha*p

34

35 scalar_product_pq = dot(p, q)

36 x = x - p/scalar_product_pq

37

38 s = s + 1

39

40 if s == N + 1 :

41 x_classic = x.copy()

42 return x_classic

Здесь в строке 3 подключается пакет cupy и сразу же, в строке 5, массив

A_part копируется из памяти «хоста» в память «девайса». Необходимо отме

тить, что этот массив, являющийся самым большим среди использующихся в

вычислениях, переносится в память «хоста» только один раз. Далее в основном

цикле обмен данными между «хостом» и «девайсом» будет осуществляться по

средством передачи значительно более маленьких по объёму массивов.

В строке 13–14 массивы x и b_part копируются из памяти «хоста» в па

мять «двайса». В памяти «девайся» соответствующие данные будут храниться

в массивах x_d и b_part_d.

В строках 15–17 выполняется операция 𝐴𝑇
𝑝𝑎𝑟𝑡 ·

(︀
𝐴𝑝𝑎𝑟𝑡 𝑥 − 𝑏𝑝𝑎𝑟𝑡). Эти дей

ствия выполняются на видеокарте («девайса»), используя функцию cp.dot()

из пакета cupy. При этом результат этой операции (массив r_temp_d) должен

быть сложен с аналогичными массивами, полученными на других вычислитель

ных узлах, с помощью функции Allreduce(). Но функция Allreduce() может

взаимодействовать только с памятью «хоста». Поэтому этот массив с помощью

Python-метода get() переносится в память «хоста», где сохраняются в мас

сиве r_temp.

Одно из «узких мест» использования технологии CUDA заключается

в следующем: передача данных между «хостом» и «девайсом» может быть
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достаточно времязатратной операцией. По возможности, надо избегать приё

ма/передачи данных с «хоста» на «девайс» и наоборот.

Именно по этой причине в строке 21 переопределение вектора 𝑟 (содержа

щегося в массиве r) реализуется на «хосте». Это связано с тем, что скалярное

произведение векторов, умножение вектора на число и сложение векторов реа

лизуется достаточно быстро, поэтому на центральном процессоре («хост») это

может занять меньше времени, чем пересылка данных на видеокарту и прове

дение соответствующих расчётов на ней. Кроме того, так как для вычисления

скалярного произведения используется функция dot() из пакета numpy, то внут

ри этой функции также используется технология OpenMP.

Аналогичные изменения внесены и строки 28–38.

Таким образом, этот пример является показательным с той точки зрения,

что в нём использованы гибридные технологии параллельного программирова

ния MPI+CUDA+OpenMP.

Замечание. Если уже готовой функции, использующей технологию

CUDA, в пакете cupy нет, то можно написать соответствующую функцию

с помощью пакета numba или CUDA Fortran [190] самостоятельно и использо

вать её при вызовах из Python.

4.4.4 Оценка эффективности и масштабируемости предложенных

программных реализаций

Для тестирования эффективности соответствующих программных реали

заций использовался вычислительный раздел «test» суперкомпьютера «Ломо

носов-2» [96] научно-исследовательского вычислительного центра МГУ имени

М.В. Ломоносова. Каждый вычислительный узел раздела «test» содержит

14-ядерный процессор Intel Xeon E5-2697 v3 2.60GHz с 64 GB оперативной памя

ти (4.5 GB на ядро) и видеокарту Tesla K40s с объёмом видеопамяти 11.56 GB.

В качестве тестовой задачи была выбрана задача 𝑁 = 10 000,𝑀 = 25 000.

В этом случае, для хранения матрицы системы 𝐴 необходимо 𝑁×𝑀×8 байт =
1.86 GB. Тестовые параметры 𝑁 и 𝑀 отличаются от тех, которые исполь

зовались в тестовой задаче в подпараграфе 4.2.4, в связи с тем, что объём

видеопамяти на каждом узле меньше объёма системной оперативной памя
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ти. Поэтому при тех же тестовых параметрах, что и в подпараграфе 4.2.4,

не удалось бы уместить матрицу системы для тестового примера в видеопа

мяти «девайса».

Для указанных параметров OpenMP-версия функции conjugate_gra

dient_method() (см. листинг 4.8) на 1 вычислительном узле работает ∼769
секунд, а CUDA+OpenMP-версия работает ∼245 секунд. Таким образом, сразу

же виден значительный вклад вычислительной видеокарты в прирост скорости

вычислений. Параллельная версия программы запускалась с привязкой каждо

го MPI-процесса ровно к одному вычислительному узлу.

На рис. 4.16 представлены графики эффективности распараллеливания в

зависимости от числа использованных для вычисления узлов. Видно, что мас

штабируемость программной реализации, использующей CUDA + OpenMP (в

дополнение к MPI) хуже, чем масштабируемость программной реализации, ис

пользующей только OpenMP (в дополнение к MPI).

Рисунок 4.16 — Графики эффективности программной реализации функ

ции conjugate_gradient_method() в зависимости от числа использованных

для вычислений узлов. Сплошная линия соответствует графику на основе

программной реализации использующей технологию CUDA + OpenMP (в до

полнение к MPI); пунктирная линия соответствуют использованию только

технологии OpenMP (в дополнение к MPI).

Такой результат связан с наличием дополнительных накладных расхо

дов на приём/передачу данных внутри вычислительно узла между «хостом»

и «девайсом» в случае использования технологии CUDA. Это приводит к

дополнительным накладным расходам, доля которых растёт с увеличением

участвующих в вычислениях узлов. В случае рассматриваемой в этом разделе
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упрощённой версии функции conjugate_gradient_method() объём передава

емых по системной шине данных не меняется и пропорционален 𝑁 , а объём

вычислений на каждом узле уменьшается пропорционально
𝑀 𝑁

𝑛
. В случае

же двумерного деления матрицы на блоки объём передаваемых по системной

шине данных уменьшался бы пропорционально
𝑁√
𝑛
(или

𝑀√
𝑛
), а объём вычис

лений уменьшался пропорционально
𝑀 𝑁

𝑛
. То есть дополнительные накладные

расходы, связанные с использованием технологии CUDA, можно уменьшить,

но их доля всё равно будет расти с ростом используемых для вычислений

узлов. Как следствие, масштабируемость программных реализаций, будет ху

же по сравнению с теми реализациям, что не используют технологию CUDA.

Но при этом эти программные реализации во многих случаях всё равно будут

быстрее. График времени работы функции conjugate_gradient_method() в за

висимости от использованных для вычислений узлов представлен на рис. 4.17

и явно демонстрирует вклад в вычисления видеокарты: время работы суще

ственно уменьшается (примерно в 2-3 раза в случае использованной для тестов

вычислительной системы).

Рисунок 4.17 — Графики времени работы функции

conjugate_gradient_method() в зависимости от числа использованных

для вычислений узлов. Сплошная линия соответствует графикам на основе

программной реализации использующей технологию CUDA + OpenMP (в

дополнение к MPI); пунктирные линии соответствуют использованию только

технологии OpenMP (в дополнение к MPI).

Замечание. Необходимо ещё раз отметить, что особенность параллельных

алгоритмов, использующихся для решения рассматриваемого класса обратных
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задач, такова, что в случае двумерного деления матрицы на блоки время счёта

пропорционально
1

𝑛
, а время на обмен сообщениями между процессами про

порционально
log2
√
𝑛√

𝑛
(𝑛 — число MPI-процессов). Таким образом, начиная с

какого-то конкретного числа процессов (это число зависит от вычислительных

размеров задачи и от конфигурации многопроцессорной системы) доля наклад

ных расходов по обмену сообщениями между процессами начнёт существенно

увеличиваться. А это, как следствие, неизбежно будет приводить к ухудшению

эффективности программной реализации с увеличением числа участвующих

в вычислениях процессов. Поэтому главной целью является такая программ

ная реализация, которая позволяет существенным образом уменьшить скорость

убывания графика эффективности распараллеливания. Но, как было показа

но в подпараграфе 4.2.4 (cм., например, рис. 4.8), программные реализации,

использующие для организации взаимодействия между вычислительными уз

лами MPI-функции из стандарта параллельного программирования MPI-4,

позволяют существенным образом уменьшить скорость убывания графика эф

фективности распараллеливания.

4.5 Учёт априорной информации о решении

Как было отмечено в самом начале этой главы, регуляризованное реше

ние системы (4.1) может быть найдено как элемент, реализующий минимум

функционала А.Н. Тихонова (4.2), в котором присутствует матрица 𝑅, содержа

щая априорную информацию об искомом решении. Для упрощения изложения

материала до сих пор использовалось, что 𝑅 = 𝐸, где 𝐸 — единичная матри

ца. Таким образом, в алгоритме упрощались слагаемые вида α𝑅𝑇 (𝑅𝑝(𝑠)) (см.

раздел «Классическая реализация метода сопряжённых градиентов» в подпа

раграфе 4.2.1). В результате в алгоритмах 4.1, 4.2, 4.3 и 4.4 слагаемые вида

α𝑅𝑇 (𝑅𝑝) заменялись на слагаемые вида α𝑝, что эквивалентно регуляризации

по норме решения в пространстве 𝐿2, то есть при отсутствии априорной ин

формации о решении. В программных реализациях параллельных алгоритмов

соответствующие слагаемые имели вид α𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡, так как на каждом MPI-процессе

необходимо было иметь только часть α𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡 вектора α𝑝.
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Если же матрица 𝑅 отлична от единичной, то есть два варианта действий.

Первый вариант предполагает предварительное вычисление ̃︀𝑅 := 𝑅𝑇𝑅

при подготовке данных для вычислений. Принципиальное отличие операции

𝑅𝑇𝑅 от операции 𝐴𝑇𝐴 заключается в том, что матрица 𝑅 обычно являет

ся разреженной. Поэтому предварительное вычисление 𝑅𝑇𝑅 потребует 𝑂(𝑁 2)

арифметических операций (𝑁 — число элементов вектора решения 𝑥) по срав

нению с 𝑂(𝑁 3) арифметических операций в случае вычисления 𝐴𝑇𝐴. Таким

образом, эта операция не является вычислительно затратной. Более того, в

связи с тем что результат вычисления 𝑅𝑇𝑅 также будет являться разрежен

ной матрицей, хранение этой матрицы в памяти будет требовать только 𝑂(𝑁 1)

условных ячеек памяти (в отличие от 𝑂(𝑁 2) в случае хранения в памяти ре

зультата операции 𝐴𝑇𝐴).

Далее в программной реализации нужно будет выполнить операцию α ̃︀𝑅𝑝.

Так как вектор 𝑝 хранится по частям 𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡(·) на различных MPI-процессах ана

логично схеме хранения частей 𝑥𝑝𝑎𝑟𝑡(·) вектора 𝑥 изображённой на рис. 4.1,

и результат этой операции тоже должен будет храниться на различных MPI

процессах в соответствие с этой схемой, то можно разделить матрицу ̃︀𝑅
одномерным образом на блоки ˜︁𝑅𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛), 𝑛 = 0,num_col− 1 (по аналогии с изобра

жённым на рис. 4.15), и в каждой ячейке столбца с индексом 𝑛 сетки процессов

хранить блок ˜︁𝑅𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) (см. рис. 4.1) в разреженном формате хранения. Необхо

димо отметить, что деление матрицы ̃︀𝑅 на блоки осуществляется построчно, но

соответствующие блоки ˜︁𝑅𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑛) хранятся по столбцам сетки процессов.

Для вычисления на каждом MPI-процессе своей части вектора α𝑅𝑇 (𝑅𝑝)

в соответствии со схемой изображённой на рис. 4.1 MPI-процесс должен умно

жить хранящуюся на неём часть ˜︁𝑅𝑝𝑎𝑟𝑡(·) матрицы
̃︀𝑅 на весь вектор 𝑝. Для этого

на каждом процессе нужно собрать вектор 𝑝 из частей 𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡(·) этого вектора,

хранящихся на всех ячейках любой из строк сетки процессов. Для этого необ

ходимо предварительно использовать коллективную операцию взаимодействия

процессов Gatherv() среди процессов каждого вспомогательного коммуникато

ра comm_row, что будет приводить к необходимости обмена сообщениями длины

𝑁 , что может приводить к повышенным накладным расходам на общем сооб

щениями между MPI-процессами.

Поэтому второй вариант действий заключается в том, чтобы разбить мат

рицу ̃︀𝑅 на блоки двумерным образом, на каждом процессе хранить только свой

блок ˜︁𝑅𝑝𝑎𝑟𝑡(·) в разреженном формате хранения, и на каждой итерации метода
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сопряжённых градиентов выполнять параллельную версию операции 𝑅𝑇𝑅𝑝 по

схеме аналогичной параллельной версии операции 𝐴𝑇𝐴𝑝. В этом случае при

реализации коллективных операций обмена сообщениями между процессами,

длина каждого сообщения будет пропорциональна
𝑁√
𝑛
(здесь 𝑛 — число участ

вующих в вычислениях MPI-процессов). Значит накладных расходов будет

меньше. Как следствие, эффективность программной реализации будет выше.

4.6 Выбор между Python и Fortran: «за» и «против»

В диссертационном исследовании было показано, что использование ги

бридных технологий параллельного программирования MPI+OpenMP+CUDA

является достаточно простым при написании программ на языке программиро

вания Python только в том случае, когда операции, которые следует выполнить

на многоядерном процессоре или вычислительной видеокарте, уже реализова

ны в виде отдельной функции соответствующего пакета (numpy, cupy, numba и

т.д.). Если необходимые операции не реализованы в виде доступных функций,

то преимущества языка программирования Python нивелируются по сравнению

с языком программирования Fortran.

Более того, даже при наличии соответствующих готовых функций, вы

бор Python является конструктивным только в том случае, если решаемая

задача допускает эффективные вычисления с двойной точностью. Если необ

ходимо проводить вычисления с четверной точностью, что требуют многие

рассмотренные постановки обратных задач магнитометрии, использование язы

ка программирования Fortran является практически безальтернативным. При

этом это утверждение верно только на момент написание диссертационной ра

боты. Это связано с тем, что последние годы в научном сообществе активно

продвигается запрос на поддержку пакетом numpy языка программирования

Python вычислений с четверной точностью. Но возможности реализации вы

числений с четверной точностью упираются в то, что большинство функций

линейной алгебры пакета numpy используют функции программных библио

тек линейной алгебры Intel MKL и OpenBLAS (в том числе и те, которые

поддерживают использование многоядерных процессоров). До тех пор, пока со
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ответствующие библиотеки не станут полноценно поддерживать вычисления

с четверной точностью, Python, как зависимый от них посредством пакета

numpy язык программирования, будет тоже ограничен в возможностях. Но в

связи с бурным развитием вычислительных технологий в последние годы, ав

тор считает необходимым отметить этот момент, так как с каждым годом язык

программирования Python сокращает отставание от языка программирования

Fortran в части высокопроизводительных научных расчётов.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.

1. Математическое моделирование показало возможность решения

широкого класса обратных задач магнитометрии в постановках,

учитывающих различную информацию о параметрах измеряемого

в эксперименте магнитного поля и априорную информацию о парамет

рах нормального поля в области расположения исследуемого объекта.

2. Численные исследования показали, что наиболее перспективными по

становками обратных задач магнитометрии являются те, в которых в

качестве входных данных используется экспериментальная информа

ция о компонентах тензора градиентов компонент индукции магнит

ного поля. Математическое моделирование решений обратных задач

магнитометрии на основе таких постановок позволяет получать более

детализированные магнитные изображения исследуемых объектов.

3. Для выполнения поставленных задач был создан программный ком

плекс решения трёхмерных обратных задач магнитометрии с исполь

зованием технологий параллельного программирования MPI, OpenMP

и CUDA для проведения расчётов на гетерогенных вычислительных

системах, каждый узел которых содержит многоядерные процессоры

и/или графические ускорители. Вычислительным ядром этого про

граммного комплекса является параллельная программная реализация

алгоритма решения больших переопределённых систем линейных алгеб

раических уравнений с плотно заполненной матрицей с учётом ошибок

машинного округления. Созданный программный комплекс имеет от

крытый код и подробное описание, в связи с чем он может быть

применён или модифицирован для решения задач и из совершенно дру

гих областей науки и техники, если они сводятся к решению линейных

систем такого типа.
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181. Jiránek P., Strakoš Z., Vohraĺık M. A posteriori error estimates including al

gebraic error and stopping criteria for iterative solvers // SIAM Journal on

Scientific Computing. — 2010. — Vol. 32, no. 3. — Pp. 1567–1590.

182. Landi G., Loli Piccolomini E., Tomba I. A stopping criterion for iterative

regularization methods // Applied Numerical Mathematics. — 2016. — Vol.

106. — Pp. 53–68.

183. Rao K., Malan P., Perot J. B. A stopping criterion for the iterative solution

of partial differential equations // Journal of Computational Physics. — 2018.

— Vol. 352. — Pp. 265–284.



222

184. The numerical stability analysis of pipelined conjugate gradient methods: his

torical context and methodology / E. C. Carson, M. Rozložńık, Z. Strakoš
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Приложение А

Свидетельства о государственной регистрации программ для ЭВМ

№ 2023666291

Программа для восстановления параметров 
намагниченности объекта по данным измерений 

компонент вектора индукции или тензора градиентов 
компонент индукции магнитного поля

Правообладатель: Лукьяненко Дмитрий Витальевич (RU)

Автор(ы): Лукьяненко Дмитрий Витальевич (RU)

Заявка № 2023665314
Дата поступления 17 июля 2023 г.
Дата государственной регистрации
в Реестре программ для ЭВМ 28 июля 2023 г.

Руководитель Федеральной службы
по интеллектуальной собственности

Ю.С. Зубов
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№ 2023667251

Программа для решения больших переопределённых 
систем линейных алгебраических уравнений с плотно 
заполненной матрицей с учётом ошибок машинного 

округления

Правообладатель: Лукьяненко Дмитрий Витальевич (RU)

Автор(ы): Лукьяненко Дмитрий Витальевич (RU)

Заявка № 2023666561
Дата поступления 02 августа 2023 г.
Дата государственной регистрации
в Реестре программ для ЭВМ 14 августа 2023 г.

Руководитель Федеральной службы
по интеллектуальной собственности

Ю.С. Зубов
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Приложение Б

Листинг вычислительного ядра программного комплекса,

использующий технологии гибридного параллельного

программирования MPI+OpenMP+CUDA

Нижеприведённый листинг содержит программную реализацию функции,

реализующей параллельный алгоритм 4.4 поиска регулряризованного решения

переопределённой системы 𝐴𝑥 = 𝑏 с плотно заполненной матрицей с учётом

ошибок машинного округления. В программном коде используются технологии

параллельного программирования MPI (стандарт MPI-4), OpenMP и CUDA.

Программный код реализован на языке программирования Python, вычисления

производятся с двойной точностью.

1 def conjugate_gradient_method(A_part , b_part , x_part , alpha ,

2 comm_row , comm_col , N) :

3

4 import cupy as cp

5

6 A_part_d = cp.asarray(A_part)

7

8 N_part = size(x_part); M_part = size(b_part)

9

10 x_classic_part = None

11 delta = finfo(float64).eps

12

13 requests = [MPI.Request () for i in range (5)]

14

15 scalar_product_temp = empty(1, dtype=float64)

16 scalar_product_rr = array(0, dtype=float64)

17 scalar_product_pq = array(0, dtype=float64)

18

19 Ap_part_temp = empty(M_part , dtype=float64)

20 Ap_part = empty(M_part , dtype=float64)

21

22 q_part_temp = empty(N_part , dtype=float64)

23 q_part = empty(N_part , dtype=float64)

24

25 criterion_temp = empty(1, dtype=float64)

26 criterion = array(0, dtype=float64)
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27

28 requests [0] = comm_row.Allreduce_init(

29 [scalar_product_temp , 1, MPI.DOUBLE],

30 [scalar_product_rr , 1, MPI.DOUBLE],

31 op=MPI.SUM)

32 requests [1] = comm_row.Allreduce_init(

33 [Ap_part_temp , M_part , MPI.DOUBLE],

34 [Ap_part , M_part , MPI.DOUBLE],

35 op=MPI.SUM)

36 requests [2] = comm_row.Allreduce_init(

37 [criterion_temp , 1, MPI.DOUBLE],

38 [criterion , 1, MPI.DOUBLE],

39 op=MPI.SUM)

40 requests [3] = comm_col.Allreduce_init(

41 [q_part_temp , N_part , MPI.DOUBLE],

42 [q_part , N_part , MPI.DOUBLE],

43 op=MPI.SUM)

44 requests [4] = comm_row.Allreduce_init(

45 [scalar_product_temp , 1, MPI.DOUBLE],

46 [scalar_product_pq , 1, MPI.DOUBLE],

47 op=MPI.SUM)

48

49 s = 1

50 p_part = zeros(N_part , dtype=float64)

51

52 while True :

53

54 if s == 1 :

55 x_part_d = cp.asarray(x_part)

56 Ax_part_temp = cp.dot(A_part_d , x_part_d).get()

57 Ax_part = empty(M_part , dtype=float64)

58 comm_row.Allreduce ([ Ax_part_temp , M_part , MPI.DOUBLE],

59 [Ax_part , M_part , MPI.DOUBLE],

60 op=MPI.SUM)

61 b_part = Ax_part - b_part

62 b_part_d = cp.asarray(b_part)

63 r_part_temp = cp.dot(A_part_d.T, b_part_d).get()

64 r_part = empty(N_part , dtype=float64)

65 comm_col.Allreduce ([ r_part_temp , N_part , MPI.DOUBLE],

66 [r_part , N_part , MPI.DOUBLE],

67 op=MPI.SUM)

68 r_part = r_part + alpha*x_part

69



227

70 sigma2_r_part = zeros(N_part , dtype=float64)

71 else :

72 r_part = r_part - q_part/scalar_product_pq

73

74 scalar_product_temp [:] = array(dot(r_part , r_part),

75 dtype=float64)

76 MPI.Prequest.Start(requests [0])

77 MPI.Request.Wait(requests [0], status=None)

78 p_part = p_part + r_part/scalar_product_rr

79

80 p_part_d = cp.asarray(p_part)

81 Ap_part_temp [:] = cp.dot(A_part_d , p_part_d).get()

82 MPI.Prequest.Start(requests [1])

83 if s >= 2 :

84 sigma2_r_part = sigma2_r_part + \

85 q_part **2/ scalar_product_pq **2

86 criterion_temp [:] = array(delta **2* sum(sigma2_r_part)/

87 scalar_product_rr ,dtype=float64)

88 MPI.Prequest.Start(requests [2])

89 MPI.Request.Wait(requests [1], status=None)

90 Ap_part_d = cp.asarray(Ap_part)

91 q_part_temp [:] = cp.dot(A_part_d.T, Ap_part_d).get()

92 MPI.Prequest.Start(requests [3])

93 MPI.Request.Wait(requests [3], status=None)

94 q_part [:] = q_part [:] + alpha*p_part

95

96 scalar_product_temp [:] = array(dot(p_part , q_part),

97 dtype=float64)

98 MPI.Prequest.Start(requests [4])

99 MPI.Request.Wait(requests [4], status=None)

100

101 MPI.Request.Wait(requests [2], status=None)

102 if criterion >= 1 :

103 return x_part , s, x_classic_part

104

105 x_part = x_part - p_part/scalar_product_pq

106

107 s = s + 1

108

109 if s == N + 1 :

110 x_classic_part = x_part.copy()
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