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Введение

Актуальность темы исследования. В диссертационной работе рас�

сматриваются следующие краевые задачи в прямоугольнике ⌦ ⌘ [0, 1] ⇥ [0, b]

для эллиптического дифференциального уравнения с параболическим вырож�

дением порядка m, аналитическими по переменной вырождения коэффициен�

тами и правой частью: задача
8
><

>:

uxx + y
m
uyy + c(y)uy � a(y)u = f(x, y), (x, y) 2 ⌦,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, b) = 0,
(1)

которую мы далее, следуя М.В. Келдышу [29], будем называть краевой задачей

D, и задача
8
><

>:

uxx + y
m
uyy + c(y)uy � a(y)u = f(x, y), (x, y) 2 ⌦,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, b) = 0, |u(x, 0)| < +1,

(2)

которую мы будем называть краевой задачей E.

В то время как общие свойства приведённых выше задач исследованы

очень подробно, вопрос о наследовании решениями таких задач свойства ана�

литичности коэффициентов и правой части подробно не рассматривался. Из�

вестные результаты аналитической теории дифференциальных уравнений от�

носятся к исследованию задач Коши при целых порядках вырождения m (см.,

например, С.В. Ковалевская [82], В.В. Голубев [20], А.И. Янушаускас [75]).

Целью диссертационной работы автора будет исследование неаналитиче�

ской зависимости решений приведённых краевых задач в окрестности отрезка

вырождения y = 0 при произвольных порядках вырождения 1 6 m 6 2.

В предположении, что коэффициенты уравнения a(y), c(y) и правая часть

f(x, y) аналитичны по y в комплексном круге U = {y 2 C : |y| < R}, где R > b,

и при условии, что a(y) > 0 при y 2 [0, b] классическое решение построено в
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виде ряда

u(x, y) =
+1X

k=1

Yk(y) sin ⇡kx, (x, y) 2 ⌦̄,

который сходится при общих ограничениях на правую часть f(x, y). При этом

для функций Yk(y) получены представления:

при m = 2, c(y) > 0 и c(0) = 0:

Yk(y) =  k,0(y) + y
rk k,1(y) + ln y ·  k,2(y),

rk =
1� c

0(0) +
p

(1� c0(0))2 + 4⇡2k2 + 4a(0)

2
,

при m = 1:

Yk(y) =  k,0(y), c(0) > 1,

Yk(y) =  k,0(y) + y
1�c(0)

 k,1(y), c(0) < 1, c(0) 6= 0,�1,�2, ...,

Yk(y) =  k,0(y) + ln y ·  k,1(y), c(0) = 0,�1,�2, ...,

при 1 < m < 2 и c(0) = 0:

Yk(y) =  k,0(y) +
q�1X

n=1

y
n/q
 k,n(y) + ln y ·  k,q(y), m =

p

q
2 Q,

Yk(y) =  k,0(y) +
+1X

n=1

y
n(2�m)

 k,n(y), m 62 Q.

В указанных представлениях все функции  k,n(y) являются аналитически�

ми в области U аналитичности коэффициентов и правой части дифференциаль�

ного уравнения.

Степень разработанности темы исследования. Бурное развитие фи�

зики и её инженерных приложений начиная с конца XIX века привело к необхо�

димости рассмотрения в рамках математической физики задач для линейных

уравнений в частных производных, меняющих свой тип. Такой класс уравнений

получил название уравнений смешанного типа. В частности, большой интерес
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представляют уравнения второго порядка, принадлежащие к классу эллипти�

ческих уравнений в одной части области рассмотрения и к классу гиперболи�

ческих в другой. Линия (поверхность) раздела данных областей называется

линией (поверхностью) параболического вырождения.

Рассмотрим задачи для таких уравнений на плоскости (x, y) 2 R2. Если ко�

эффициенты при старших производных являются аналитическими функциями

в области рассмотрения, то, согласно результату М. Чибрарио [76], существует

регулярная замена независимых переменных, переводящая линию вырождения

в участок прямой y = 0 и приводящая уравнение к одному из следующих видов:

y
m · uxx + uyy + a1(x, y) · ux + a2(x, y) · uy � a(x, y) · u = f(x, y), (3)

uxx + y
m · uyy + a1(x, y) · ux + a2(x, y) · uy � a(x, y) · u = f(x, y), (4)

где целый неотрицательный показатель вырождения m является нечётным в

случае смены типа уравнения с эллиптического на гиперболический и чётным

в случае эллиптического уравнения с параболическим вырождением внутри или

на границе области рассмотрения.

Краевые задачи для уравнений вида (3) в смешанной области возникают,

в частности, в трансзвуковой газовой динамике. Первые существенные иссле�

дования в этом направлении принадлежат Ф. Трикоми [81] [80]. В указан�

ных работах им была поставлена краевая задача для уравнения вида (3) с

a ⌘ a1 ⌘ a2 ⌘ f ⌘ 0 и m = 1 в области, ограниченной гладкой кривой в

эллиптической части и двумя характеристиками в гиперболической части. Для

этой задачи, впоследствии названной задачей Трикоми, были доказаны суще�

ствование и единственность регулярного решения.

Дальнейшее развитие указанного направления осуществлено Геллерстед�

том [77] (задача Трикоми для уравнения более общего вида с a(x, y) ⌘ const > 0

и правой частью), Ф.И. Франклем [72], М.А. Лаврентьевым [35] (модельное урав�

нение) и А.В. Бицадзе [5] [3] (задача Трикоми для уравнений (3) общего ви�

да; задача с заданной нормальной производной); И.Л. Кароль [25] (существова�
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ние и единственность решения задачи Трикоми для уравнения с вырождением

sgn y |y|m).

Для различных частных случаев уравнения вида (3) был доказан прин�

цип максимума для однородных уравнений (3): А.В. Бицадзе [6] для уравнения

Лаврентьева-Бицадзе, Жерменом и Баде [78] для уравнения Трикоми, К.И. Ба�

бенко [1] для обобщения уравнения Трикоми.

Отметим также вклад С.П. Пулькина [62] [63], Ф.И. Франкля [73] и В.П. Ми�

хайлова [45] в исследовании обобщённых решений задачи Трикоми.

Ряд задач для уравнений смешанного типа также рассматривался А.П. Сол�

датовым [68] [67].

Спектральные свойства задачи Трикоми подробно исследованы в работах

Е.И. Моисеева [51] [49] [50] [52]. В частности, им было получено решение

задачи Трикоми в виде биортогонального ряда. Аналогичный вид решения по�

лучен Е.И. Моисеевым для задачи Дирихле для уравнения вида (3) в области

эллиптичности.

Исследование краевых задач для уравнений (3) и (4) в области эллиптич�

ности y > 0 имеет ценность в том числе в контексте исследования задач для

уравнений смешанного типа. Если коэффициент a(x, y) > 0, то для данных од�

нородных уравнений имеет место принцип максимума в области эллиптичности

(см., например, [4]).

Хольмгрен [79] и Геллерстедт [77] явно построили функции Грина для сме�

шанной краевой задачи и задачи Дирихле для частного случая уравнения (3).

Краевая задача Дирихле для уравнения (3) общего вида заменой

⌘ =
2

m+ 2
y

m+2
2

сводится к задаче Дирихле в ограниченной области для эллиптического уравне�

ния без вырождения. Для уравнения без вырождения доказано существование

функции Грина и классического решения при условии, что существует функция

Грина задачи Дирихле для уравнения Лапласа в той же области.
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В случае краевой задачи Дирихле для уравнения (4) указанные преобразо�

вания могут быть произведены только лишь для некоторых случаев вырожде�

ний и коэффициентов уравнения. В общем же случае краевая задача Дирихле

для уравнения (4) не имеет решения.

Фундаментальные результаты для этого случая получены М.В. Келдышем

[29]. Им была поставлена краевая задача E, отличающаяся от краевой задачи

Дирихле (задачи D) заменой условия на значения функции на кривой вырож�

дения на условие ограниченности. В указанной работе приведены достаточные

условия, при которых краевые задачи D и E для уравнения (4) с нулевой правой

частью имеют единственное решение.

Отметим, что для уравнений класса (4) представляет интерес характер неа�

налитической зависимости решения краевой задачи от переменной y для такого

уравнения вблизи кривой вырождения при условии аналитических коэффици�

ентов и правой части. Исследованиями в этой области занимались А.И. Януша�

ускас [75], В.Н. Врагов [16] [15] и др.

Следует отметить, что результат В.Н. Врагова [15], относящийся к краевой

задаче E в случае линейного вырождения, частично соответствует результату,

полученному во второй главе диссертации автора. При этом результат автора

получен иным методом и относится к краевой задаче в прямоугольнике, в то

время как В.Н. Врагов рассматривает область с гладкой границей.

И.С. Ломовым [36] [37] [43] предложен новый метод построения реше�

ний краевых задач для уравнения (4) � метод спектрального выделения осо�

бенностей. Решение строится в виде разложения по собственным функциям

дифференциального оператора. Коэффициенты такого разложения являются

аналитическими функциями аргумента y, аналитичность которых может нару�

шаться при y = 0. Характер неаналитической зависимости коэффициентов от

переменного y в окрестности точки y = 0 выписывается явно с привлечением из�

вестных результатов аналитической теории обыкновенных дифференциальных

уравнений. Устанавливаются условия сходимости построенного спектрального
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разложения решения при m = 2 и нулевых a1(x, y) и a2(x, y).

Указанный выше метод выделения особенностей является развитием мето�

да регуляризации С.А. Ломова [38] [39] [40]. Метод регуляризации развивался

различными авторами, в том числе В.И. Качаловым [41] [42] [26] [27].

Указанные результаты переносятся в диссертационной работе автора на

более широкий класс уравнений (4) с показателем вырождения 1 6 m 6 2.

Отметим вклад других исследователей уравнений смешанного типа и вы�

рождающихся эллиптических уравнений: И.Н. Векуа [9] [8] [10], С.Г. Михлин

[48] [46] [47], М.М. Смирнов [65] [66], М.И. Вишик [12] [11], А.П. Солдатов [69],

А.В. Фурсиков [74], О.А. Олейник [54] [55] [53], А.Б. Костин и В.Б. Шерстюков

[33] [34], И.М. Петрушко [58] [59], С.В. Руткаускас [64], С.М. Пономарёв [60]

[61], В.М. Ивакин [22], Е.А. Волков [13], В.П. Глушко [17] [18] [19], А.Д. Баев

[2], В.В. Панков [56].

В большей части перечисленных работ рассматриваются краевые задачи

в областях, граница которых является гладкой в эллиптической области. В кон�

тексте диссертационной работы важен эффект, оказываемый угловыми точка�

ми области, в которой решается краевая задача. В частности, показано, что

задача Дирихле в двумерном случае остаётся корректной, если мера каждого

угла области решения задачи в эллиптической части не превосходит ⇡. Среди

исследований в этом направлении можно отметить работы Е.А. Волкова [14] и

В.А. Кондратьева [31] [32].

Цели и задачи диссертационной работы. В работе автора исследу�

ются краевые задачи D и E для дифференциального уравнения uxx + y
m
uyy +

c(y)uy�a(y)u = f(x, y) в прямоугольнике. Ставится задача построить решения

в явном виде и выделить неаналитическую зависимость от аргумента y решений

в окрестности прямой y = 0 при 1 6 m 6 2.

Для достижения этой цели автором работы решаются следующие задачи:

1. Построение формальных решений задач D и E для дифференциального

уравнения uxx+y
m
uyy+ c(y)uy�a(y)u = f(x, y), сведение их к серии задач для

9



обыкновенных дифференциальных уравнений.

2. Решение краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравне�

ний вида y
m
Y

00 + c(y)Y 0 � (a(y) + ⇡
2
k
2)Y = f(y), выделение особенностей.

3. Исследование асимптотических свойств решений уравнений y
m
Y

00 +

c(y)Y 0 � (a(y) + ⇡
2
k
2)Y = f(y) с большим параметром k.

4. Доказательство сходимости формальных рядов к классическим решени�

ям задач п. 1. Доказательство существования классических решений.

Научная новизна. Степень разработанности диссертации. В дис�

сертационной работе развивается метод спектрального выделения особенностей

И.С. Ломова.

1. Для случая m = 2 полученный ранее И.С. Ломовым результат о пред�

ставлении решения обобщается на случай c(y) 6⌘ 0. Решается открытая до этого

проблема малых знаменателей и логарифмических особенностей коэффициен�

тов формального ряда: доказывается, что даже в случае их наличия постро�

енная сумма двух рядов сходится при минимальных ограничениях на правую

часть дифференциального уравнения.

2. Аналогичные результаты (явный вид решения и его особенностей) полу�

чены в случаях 1 6 m < 2. Отдельно рассматривается случай иррациональных

m; установлено разложение решения по степеням y и y
2�m.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты диссертации

имеют теоретическое и практическое значение. Они могут быть использованы

при исследовании неклассических задач математической физики и построении

численных методов их решения. Они вносят существенный вклад в аналитиче�

скую теорию вырождающихся дифференциальных уравнений в частных произ�

водных.

Методология и методы исследования. В диссертации используются

методы теории дифференциальных уравнений в частных производных, теории

обыкновенных дифференциальных уравнений, методы аналитической теории

дифференциальных уравнений, асимптотические методы, метод спектрального

10



выделения особенностей.

Положения, выносимые на защиту. 1. Для краевой задачи E для

рассматриваемого эллиптического дифференциального уравнения (2) при по�

рядках вырождения m = 1, 2 установлен общий вид формальных решений в

виде рядов, в которых характер неаналитической зависимости решения от пе�

ременного y указан явно. Доказаны теоремы о существовании решения задачи

из класса C(⌦̄) \ C
2(⌦). При m = 2 решены проблемы малых знаменателей и

логарифмических особенностей.

2. Для краевой задачи D для рассматриваемого эллиптического диффе�

ренциального уравнения (1) при порядках вырождения 1 6 m < 2 установлен

общий вид формальных решений в виде рядов, в которых характер неаналити�

ческой зависимости решения от переменного y указан явно. Доказаны теоремы

о существовании решения задачи из класса C(⌦̄) \ C
2(⌦). При этом в случае

иррациональных m установлено разложение решения по целым степеням пере�

менной ⌧ = y
2�m с аналитическими коэффициентами.

3. Установлены асимптотические свойства решений линейных обыкновен�

ных дифференциальных уравнений второго порядка с вырождением порядка

m 2 [1, 2] и большим параметром k при неизвестной функции.

Степень достоверности. Достоверность результатов диссертационной

работы обеспечивается строгостью математических доказательств и использо�

ванием апробированных научных методов.

Апробация результатов. Основные результаты диссертации и отдель�

ные её части докладывались и обсуждались на следующих международных и

всероссийских конференциях:

1. Международная конференция �Математика в созвездии наук�, приуро�

ченная к юбилею ректора МГУ, академика Виктора Антоновича Садовничего

(Москва, МГУ, 1–2 апреля 2024 г.);

2. Международная конференция �Ломоносовские чтения � 2024� (Москва,

МГУ, 20 марта � 3 апреля 2024 г.);
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3. Международная конференция �Современные методы теории краевых

задач. Понтрягинские чтения � XXXIV� (Воронеж, ВГУ, 3–9 мая 2023 г.);

4. Международная конференция �Ломоносовские чтения � 2023� (Москва,

МГУ, 4–14 апреля 2023 г.);

5. Международная конференция �Ломоносовские чтения � 2022� (Москва,

МГУ, 14–22 апреля 2022 г.);

6. Международная научная конференции студентов, аспирантов и молодых

учёных �Ломоносов 2021� (Москва, МГУ, 12–23 апреля 2021 г.);

7. Международная конференция: ВЗМШ �Современные методы теории

функций и смежные проблемы� (Воронеж, ВГУ, 28 января � 2 февраля 2021 г.);

8. Международная научная конференции студентов, аспирантов и молодых

учёных �Ломоносов 2020� (Москва, МГУ, 10–21 ноября 2020 г.);

9. Международная научная конференции студентов, аспирантов и молодых

учёных �Ломоносов 2019� (Москва, МГУ, 8–12 апреля 2019 г.);

10. Международная конференция �Современные методы теории краевых

задач. Понтрягинские чтения � XXIX�, посвященная 90-летию В.А. Ильина

(Москва, МГУ, 2–6 мая 2018 г.);

11. Международная научная конференции студентов, аспирантов и моло�

дых учёных �Ломоносов 2018� (Москва, МГУ, 9–13 апреля 2018 г.).

Результаты диссертации также докладывались и обсуждались на следую�

щих международных и всероссийских семинарах:

1. Межвузовский научно-исследовательский семинар �Анализ и его при�

ложения� (руководители проф. Г.Г. Брайчев, проф. И.В. Тихонов и проф.

В.Б. Шерстюков) (Москва, МПГУ, 5 декабря 2023 г.);

2. Научно-исследовательский семинар �Обратные задачи математической

физики и естествознания� механико-математического факультета МГУ имени

М.В. Ломоносова (руководители акад. РАН В.А. Садовничий и проф. А.И. При�

лепко) (Москва, Мех-мат МГУ, 27 апреля 2023 г.);

3. Научно-исследовательский семинар �Обратные задачи математической
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физики и естествознания� механико-математического факультета МГУ имени

М.В. Ломоносова (руководители акад. РАН В.А. Садовничий и проф. А.И. При�

лепко) (Москва, Мех-мат МГУ, 20 апреля 2023 г.);

4. Научно-исследовательский семинар �Спектральная теория дифферен�

циальных операторов и актуальные вопросы математической физики� факуль�

тета вычислительной математики и кибернетики МГУ имени М.В. Ломоносова

(руководители акад. РАН Е.И. Моисеев и проф. И.С. Ломов) (Москва, ВМК

МГУ, 21 ноября 2022 г.);

5. Семинар в рамках Шестой Римско-Московской школы по матричным

методам и прикладной линейной алгебре (Москва, МГУ, август 2018 г.).

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 10 печатных

работах, из них 4 научные статьи в рецензируемых журналах [84–87] из списка

ВАК РФ, индексируемых РИНЦ и RSCI, при этом переводные версии статей [84,

86, 87] опубликованы в журнале, индексируемом Web of Science и Scopus, и 6

тезисов докладов [88–93].

Личный вклад автора. Все приводимые в работе результаты, за исклю�

чением специально выделенных, сформулированы и доказаны автором лично.

Результаты других авторов, упомянутые в тексте диссертации, отмечены соот�

ветствующими ссылками.

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения,

3 глав, заключения и списка литературы из 93 наименований. Общий объём

диссертации составляет 150 страниц.

Краткое содержание диссертации

Введение содержит информацию об актуальности рассматриваемой те�

мы, краткую историю вопроса, изложение цели работы, методов и основных

результатов.

В главе 1 приводятся общие постановки рассматриваемых краевых задач
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D и E, после чего подробно рассматривается краевая задача E с квадратичным

вырождением y
2.

В разделе 1 формулируются краевые задачи D и E (в терминологии

М.В. Келдыша) с произвольным порядком вырождения m.

Краевая задача D: в области ⌦ ⌘ (0, 1)⇥ (0, b), b > 0, требуется найти

функцию u 2 C(⌦̄) \ C
2(⌦), удовлетворяющую условиям

8
><

>:

u
00
xx + y

m
u
00
yy + c(y)u0y � a(y)u = f(x, y), (x, y) 2 ⌦,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, b) = 0,
(5)

краевая задача E: в области ⌦ ⌘ (0, 1)⇥ (0, b), b > 0, требуется найти функ�

цию u 2 C(⌦̄) \ C
2(⌦), удовлетворяющую условиям

8
><

>:

u
00
xx + y

m
u
00
yy + c(y)u0y � a(y)u = f(x, y), (x, y) 2 ⌦,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, b) = 0, |u(x, 0)| < +1.

(6)

Показатель вырождения m > 0. Коэффициенты a(y), c(y) и правая часть

задач f(x, y) являются аналитическими функциями переменного y в комплекс�

ном круге U ⌘ {y 2 C : |y| < R}, где R > b � некоторое число, правая часть

f(x, y) принадлежит классу C(⌦̄), a(y) > 0 при y 2 [0, b].

Также рассматривается дифференциальное уравнение

y
m
Y

00(y) + c(y)Y 0(y)� (a(y) + ⇡
2
k
2)Y = 0, 0 < y < b, k 2 N, (7)

получающееся при разделении переменных. Приводится ряд известных фактов

о решениях уравнения (7).

В разделе 2 приводится постановка краевой задачи E в случае квадратич�

ного вырождения m = 2. На коэффициенты задачи дополнительно накладыва�

ются условия c(y) > 0 при y 2 [0, b] и c(0) = 0. С этого момента и до окончания

первой главы m полагается равным 2.

В разделе 3 производится регуляризация задачи (6) и приводится общий
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вид её формального решения:

u(x, y) =
+1X

k=1

(gk(y)'k(y) + g0(y)�k(y) + ⌘k(y)) sin ⇡kx, (x, y) 2 ⌦̄, (8)

где функции 'k(y), �k(y) и ⌘k(y) полагаются аналитическими в круге U , gk(y) ⌘

(y/b)rk , k 2 N, g0(y) = ln (y/b),

rk =
1� c

0(0) +
p
(1� c0(0))2 + 4⇡2k2 + 4a(0)

2
> 0, k 2 N.

Вводится счётное число новых независимых переменных ⌧0, ⌧1, ..., ⌧k, ... и

рассматривается функция

v(x, y, ⌧) =
+1X

k=1

(⌧k'k(y) + ⌧0�k(y) + ⌘k(y)) sin ⇡kx, (9)

которая формально зависит от своих аргументов аналитически и при подста�

новке ⌧0 = g0(y), ⌧1 = g1(y), ..., ⌧k = gk(y), ... совпадает с функцией (8).

Для функции (9) получена расширенная задача
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

v
00
xx + y

2
v
00
yy + 2yv00y⌧0 � v

0
⌧0 + 2y

+1P
k=1

rkv
00
y⌧k⌧k +

+1P
k=1

rk(rk � 1)v0⌧k⌧k+

+c(y)v0y + c(y)
v0⌧0
y + c(y)

+1P
k=1

rkv0⌧k⌧k
y � a(y)v = f(x, y),

v(0, y, ⌧) = v(1, y, ⌧) = v(x, b, {0, 1, 1, ...}) = 0, |v(x, 0, 0)| < +1,

(x, y) 2 ⌦, ⌧0 < 0, 0 < ⌧k < 1.

С использованием разложения правой части f(x, y) в ряд по системе функ�

ций {sin ⇡kx}

f(x, y) =
+1X

k=1

fk(y) sin ⇡kx, (x, y) 2 ⌦,

получены задачи на коэффициенты рядов (8) и (9):

y
2
⌘
00
k(y)+c(y)⌘0k(y)�(⇡2k2+a(y))⌘k(y)+2y�0

k(y)+
c(y)

y
�k(y)��k(y) = fk(y), (10)

y
2
�
00
k(y) + c(y)�0

k(y)� (⇡2k2 + a(y))�k(y) = 0, (11)
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y
2
'
00
k(y) + c(y)'0

k(y) + 2yrk'
0
k(y)+

+rk(rk � 1)'k(y) + rk
c(y)

y
'k(y)� (⇡2k2 + a(y))'k(y) = 0, 0 < y < b, (12)

⌘k(b) = �'k(b), ⌘k,�k,'k 2 A(U), k 2 N.

В разделе 4 устанавливается факт разрешимости поставленных задач для

функции ⌘k(y), �k(y) и 'k(y) в классе функций, аналитических в U . В разделе

5 продолжается уточнение свойств функций 'k(y). Вводится функция

Y
0
k (y) = gk(y) · '̊k(y), k 2 N.

Данная функция является решением дифференциального уравнения (7),

удовлетворяющим краевому условию Y
0
k (0) = 0. Устанавливаются двусторон�

ние оценки функций Y
0
k (y) и их производных.

Теорема 1.4. Существуют постоянные 0 < C1 < C2, не зависящие от k 2 N,

такие, что при всех k > k0

C1

⇣
y

b

⌘rk
6 Y

0
k (y) 6 C2

⇣
y

b

⌘rk
, y 2 [0, b],

C1
rk

y

⇣
y

b

⌘rk
6 dY

0
k

dy
(y) 6 C2

rk

y

⇣
y

b

⌘rk
, y 2 (0, b].

В разделе 6 производятся первоначальные исследования, направленные

на установление факта сходимости ряда (9). Вводятся обозначения

Jk ⌘ argmin
n2N0

|n(n+c
0(0)�1)�⇡2k2�a(0)|, ⌫(n, k) ⌘ n(n+c

0(0)�1)�⇡2k2�a(0),

�k ⌘ ⌫(Jk, k), k 2 N.

Формулируются достаточные условия получения эффективных оценок

функций ⌘k(y):

8 k 2 N : rk 62 N,

8R1 2 (b, R) 9M > 0 :
���f

(n)
k (0)
n!

��� 6 M
Rn

1
, n 2 N0, k 2 N,

9C� > 0, q0 >
b
R : 8 k 2 N : |�k| > C�q

Jk
0 .

(13)
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Теорема 1.7. Пусть выполнены условия (13) и ряд Фурье функции f(x, y)

по системе {sin ⇡kx} сходится равномерно по x 2 [c, d] ⇢ (0, 1) для любого

фиксированного y 2 [0, b]. Тогда ряд
+1X

k=1

⌘k(y) k(x)

сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄, определяет в нём непрерывную

функцию и допускает двукратное дифференцирование под знаком суммы по

x и по y внутри ⌦.

В разделе 7 доказывается сходимость ряда (9) формального решения рас�

ширенной задачи, а также частный случай сходимости ряда (8).

Теорема 1.8. Пусть выполнены условия (13) и ряд Фурье функции f(x, y)

по системе {sin ⇡kx} сходится равномерно по x 2 [c, d] ⇢ (0, 1) для любого

фиксированного y 2 [0, b]. Тогда равномерно по y 2 [0, b] выполнено

'
(N)
k (y) = O

✓
1

k2

◆
, k 2 N, N = 0, 1, 2,

ряд
+1X

k=1

⌧k'k(y) k(x)

сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и определяет в нём непрерывную

функцию, а ряд
+1X

k=1

gk(y)'k(y) k(x)

сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄, определяет в нём непрерывную

функцию и допускает двукратное дифференцирование под знаком суммы по

x и по y внутри ⌦.

Следствие 1.8.1. В условиях теоремы 1.8, формальное решение (9) расши�

ренной задачи определено и сходится к непрерывной функции, а формальное

решение (8) исходной задачи (6) определено и является её классическим реше�

нием.
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Теорема 1.9. Пусть a(0) и c
0(0) � рациональные числа, а правая часть f(x, y)

является аналитической функцией по совокупности переменных (x, y) в обла�

сти (�", 1+ ")⇥U , " > 0. Тогда формальное решение (9) расширенной задачи

определено и сходится к непрерывной функции, а формальное решение (8) ис�

ходной задачи (6) определено и является её классическим решением.

В разделе 8 устанавливаются свойства второго элемента ФСР уравнения

(7). Он строится в виде

Y
b
k (y) ⌘ �Y

0
k (y)

yZ

b

1

(Y 0
k (⇠))

2
exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣2
d⇣

1

A d⇠, y 2 (0, b], k 2 N.

Теорема 1.11. Существуют C4 > C3 > 0, не зависящие от k 2 N и y 2 [0, b],

такие, что

Y
b
k (y) 6

C4

k
·
⇣
y

b

⌘r�k
, y 2 (0, b],

Y
b
k (y) >

C3

k
·
⇣
y

b

⌘r�k
, y 2 (0, 3b/4],

����
dY

b
k

dy
(y)

���� 6
C4

y
·
⇣
y

b

⌘r�k
, y 2 (0, b].

Получены оценки определителей Вронского wk(y) систем {Y 0
k (y), Y

b
k (y)}.

Раздел 9 начинается с построения функций Грина Gk(y, ⌘) краевых за�

дач нахождения ограниченных решений Yk(y) уравнений (7), удовлетворяющих

условию Yk(b) = 0. Доказываются оценки их средних. Коэффициенты ряда (8)

обозначаются как

Yk(y) ⌘ ⌘k(y) + g0(y)�k(y) + gk(y)'k(y), k 2 N, y 2 [0, b].

Теорема 1.14. Пусть функции fk(y) являются равномерно ограниченными

вместе с первыми и вторыми производными при k 2 N и y 2 [0, b]. Тогда

равномерно по y 2 [0, b] имеет место асимптотика

Yk(y) = O

✓
1

k2

◆
.
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Кроме того, на любом компакте K ⇢ (0, b) равномерно по y 2 K справед�

лива асимптотическая формула

Y
(N)
k (y) = �f

(N)
k (y)

⇡2k2
+O

✓
1

k4�N

◆
, N = 0, 1, 2.

В разделе 10 формулируется основной результат главы I � теорема

сходимости ряда (8) к решению задачи (6).

Теорема 1.15. Пусть правая часть f(x, y) задачи (6) непрерывна в ⌦̄ вместе

с первыми и вторыми производными, при каждом фиксированном x 2 (0, 1)

функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргумента y.

Тогда существует классическое решение задачи (6), представимое рядом

(8), который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает двукрат�

ное дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции

⌘k(y),�k(y) и 'k(y) аналитичны в области U .

Если при некотором k 2 N число rk 62 N, то �k(y) ⌘ 0.

Завершает главу I раздел 11, приводящий пример использования полу�

ченных в главе результатов. Рассматривается краевая задача
8
><

>:

u
00
xx + y

2
u
00
yy + yu

0
y � yu = f ⌘ const, (x, y) 2 ⌦ = (0, 1)2,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 1) = 0, |u(x, 0)| < +1.

На основании следствия 1.8.1 находится её решение

u(x, y) = 4f
+1X

k=1,k/262N

"
4f

⇡k

+1X

n=0

y
n

nY

m=0

1

m2 � ⇡2k2
� y

⇡k 4f

⇡k

+1X

n=0

nY

m=0

1

m2 � ⇡2k2
⇥

⇥
 
1 +

+1X

n=1

nY

m=1

y

m2 + 2⇡km

!
·
 
1 +

+1X

n=1

nY

m=1

1

m2 + 2⇡km

!�1 #
· sin ⇡kx

⇡k
.

Ряд сходится равномерно в [0, 1]2. Его можно дифференцировать под зна�

ком суммы по x и по y внутри (0, 1)2 два раза.

Результаты главы 1 были опубликованы в работах [87], [86], [91], [89], [92].
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В главе 2 подробно рассматриваются краевые задачи D и E с линейным

вырождением y. Результаты главы 1 переносятся на случай линейного вырож�

дения.

В разделе 1 производится постановка краевых задач D и E для линейного

вырождения (m = 1). При этом краевая задача D рассматривается при условии

c(0) < 1, а краевая задача E при условии c(0) > 1.

В разделе 2 строятся формальные решения задач (5) и (6). Решения ищут�

ся в общем виде

u(x, y) =
+1X

k=1

Yk(y) · sin ⇡kx, (x, y) 2 ⌦̄, (14)

где коэффициенты Yk(y) удовлетворяют краевым задачам
8
><

>:

yY
00
k + c(y)Y 0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Yk = fk(y), 0 < y < b,

Yk(0) = Yk(b) = 0,
k 2 N, (15)

в случае (5) и
8
><

>:

yY
00
k + c(y)Y 0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Yk = fk(y), 0 < y < b,

Yk(b) = 0, |Yk(0)| < +1,

k 2 N, (16)

в случае (6).

Для описания особенностей решений этих задач достаточно функции y
r1

или ln y, где r1 = 1� c(0). Таким образом, коэффициенты ищутся в виде

Yk(y) = ⌘k(y)

в случае краевой задачи E и в виде

Yk(y) = ⌘k(y) + ln
⇣
y

b

⌘
�k(y) +

⇣
y

b

⌘r1
'k(y)

в случае краевой задачи D, где функции ⌘k(y), �k(y) и 'k(y) являются анали�

тическими в круге U .
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Функции ⌘k(y) в случае краевой задачи E ищутся как решения задач (16),

а в случае краевой задачи D имеют место соотношения

y⌘
00
k(y) + c(y)⌘0k(y)� (⇡2k2 + a(y))⌘k(y) + 2�0

k(y) +
c(y)

y
�k(y)�

�k(y)

y
= fk(y),

y�
00
k(y) + c(y)�0

k(y)� (⇡2k2 + a(y))�k(y) = 0,

y'
00
k(y) + c(y)'0

k(y) + 2r1'
0
k(y)+

+
r1(r1 � 1)

y
'k(y) + r1

c(y)

y
'k(y)� (⇡2k2 + a(y))'k(y) = 0, 0 < y < b,

⌘k(b) = �'k(b), ⌘k,�k,'k 2 A(U), k 2 N,

⌘k(0) = 0, k 2 N.

В разделе 3 устанавливается факт разрешимости задач для функций

⌘k(y), �k(y) и 'k(y). В разделе 4 при условии c(0) > 1 исследуется специ�

альная задача для уравнения с малым параметром 1/k при больших k:
8
><

>:

yY
00
k + c(y)Y 0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Y = 0, y 2 (0, b),

Y (0) = 1.
k > 0, (17)

Её решение ищется в виде

Yk(y) =
�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y) · zk(y),

где � � гамма-функция Эйлера, i � мнимая единица, а J↵ � функция Бесселя

первого рода порядка ↵ = c(0)� 1, zk(y) � новая неизвестная функция. Тогда
8
><

>:

yµz
00(y) + 2

p
yRµ(y)z0(y) + µc(y)z0(y) +

p
yc̄(y)Rµ(y)z(y)� µa(y)z(y) = 0,

z(0) = 1, y 2 (0, b), µ > 0,

(18)

где µ = 1/(⇡k), Rµ(y) = �iJ↵+1(2i
p
y/µ)/J↵(2i

p
y/µ), c̄(y) = (c(y)� c(0))/y.

При формальном предельном переходе при µ ! 0 + 0 задача (18) прини�

мает вид 8
><

>:

2z̄0(y) + c̄(y)z̄(y) = 0, y 2 (0, b),

z̄(0) = 1.
(19)
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Теорема 2.3. Пусть коэффициенты a(y), py ·a0(y), c(y) и c
0(y) принадлежат

классу C[0, b], а функция c̄
0(y) непрерывна на (0, b] и имеет интегрируемую

особенность в точке y = 0. Тогда, если решение задачи (17) существует, то:

1. Существует постоянная M > 0 такая, что имеют место оценки

|z(y, µ)| 6 M , |z0y(y, µ)| 6 M/
p
y равномерно по y 2 (0, b].

2. z(y, µ) ! z̄(y) при µ ! 0 + 0 равномерно по y 2 [0, b],

3. Для любого " 2 (0, b), z0y(y, µ) ! z̄
0
y(y) при µ ! 0 + 0 равномерно по

y 2 [", b].

Здесь z(y, µ) и z̄(y) � решения задач (18) и (19) соответственно.

Следствие 2.3.1. Для решения задачи (17) при k ! +1 имеет место рав�

номерная по y 2 [0, b] асимптотика

Yk(y) =
�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y) ·

0

@exp

0

@
yZ

0

� c̄(⇠)

2
d⇠

1

A+ ō(1)

1

A ,

y 2 [0, b], k 2 N.

В разделе 5 исследуется ФСР уравнения (7) в случае краевой задачи E.

Для обозначения специальным образом выбранных функций из ФСР уравнения

(7) здесь и далее используются символы Y
0
k (y) и Y

b
k (y).

Теорема 2.4. Существуют не зависящие от y 2 [0, b] и k 2 N постоянные

C1 и C2 такие, что имеют место неравенства

0 < C1 ·
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

6 Y
0
k (y) 6 C2 ·

e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

,

Y
0 0
k (y) 6 C2 ·

k
p
y
· e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

,

при всех y 2 [0, b] и k 2 N,

0 < C1 · k · e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

6 Y
0 0
k (y),

при всех y 2 [b/4, b] и k > k0, ↵ = c(0)� 1.
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Теорема 2.5. Существуют не зависящие от y 2 [0, b] и k 2 N постоянные

C1 и C2 такие, что имеют место неравенства:

0 6 Y
b
k (y) 6 C2 ·

y
�c(0)+1/2

k
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

, y 2 (0, b], k 2 N,

C1 ·
1

k
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

6 Y
b
k (y), y 2


b

4
,
3b

4

�
, k 2 N,

��Y b 0
k (y)

�� 6 C2 · y�c(0) ·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

, y 2 (0, b], k 2 N.

В разделе 6 исследуется ФСР уравнения (7) в случае краевой задачи D.

Обозначая ↵ = |c(0)� 1|, могут быть получены следующие оценки.

Теорема 2.6. Существуют не зависящие от y 2 [0, b] и k 2 N постоянные

C1 и C2 такие, что имеют место неравенства

0 < C1 · y↵ ·
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

6 Y
0
k (y) 6 C2 · y↵ ·

e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

,

Y
0 0
k (y) 6 C2 · ky↵�1 · e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

,

при всех y 2 [0, b] и k 2 N,

0 < C1 · ky↵ ·
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

6 Y
0 0
k (y),

при всех y 2 [b/4, b] и k > k0, ↵ = 1� c(0).

Теорема 2.7. Существуют не зависящие от y 2 [0, b] и k 2 N постоянные

C1 и C2 такие, что имеют место неравенства:

0 6 Y
b
k (y) 6 C2 ·

1

k
p
y
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

, y 2 (0, b], k 2 N,

C1 ·
y
↵

k
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

6 Y
b
k (y), y 2

✓
0,

3b

4

�
, k 2 N,

��Y b 0
k (y)

�� 6 C2 ·
1

y
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

, y 2 (0, b], k 2 N.
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В разделе 7 по аналогии с разделами 8 и 9 главы 1 устанавливаются

оценки определителей Вронского wk(y) ФСР уравнения (7) и оценки средних

функций Грина Gk(y, ⌘) задач (15) и (16). В разделе 8 по аналогии с раз�

делом 9 главы 1 устанавливается асимптотика коэффициентов Yk(y) ряда

(14) при k ! +1. В разделе 9 доказываются основные теоремы главы 2 о

существовании и явном виде решений задач (5) и (6).

Теорема 2.11. Пусть c(0) > 1 и правая часть f(x, y) задачи (6) непрерывна

в ⌦̄ вместе с первыми и вторыми производными, при каждом фиксированном

x 2 (0, 1) функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргумента y. Тогда существу�

ет классическое решение задачи (6), представимое рядом

u(x, y) =
+1X

k=1

⌘k(y) · sin ⇡kx,

который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает двукратное

дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции ⌘k(y)

аналитичны в области U .

Теорема 2.12. Пусть c(0) < 1, c(0) 6= 0,�1,�2, ... и правая часть f(x, y)

задачи (5) непрерывна в ⌦̄ вместе с первыми и вторыми производными, при

каждом фиксированном x 2 (0, 1) функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргу�

мента y. Тогда существует классическое решение задачи (5), представимое

рядом

u(x, y) =
+1X

k=1

⇣
⌘k(y) +

⇣
y

b

⌘r1
'k(y)

⌘
· sin ⇡kx,

который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает двукратное

дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции ⌘k(y) и

'k(y) аналитичны в области U .

Теорема 2.13. Пусть c(0) = 0,�1,�2, ... и правая часть f(x, y) задачи (5)

непрерывна в ⌦̄ вместе с первыми и вторыми производными, при каждом
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фиксированном x 2 (0, 1) функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргумента y.

Тогда существует классическое решение задачи (5), представимое рядом

u(x, y) =
+1X

k=1

⇣
⌘k(y) + ln

⇣
y

b

⌘
�k(y)

⌘
· sin ⇡kx,

который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает двукратное

дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции ⌘k(y) и

�k(y) аналитичны в области U .

Результаты главы 2 были опубликованы в работах [84], [89].

В главе 3 подробно рассматривается краевая задача D с вырождением

y
m, m 2 (0, 1) [ (1, 2). Для данного случая получены результаты, аналогичные

результатам глав 1 и 2.

В разделе 1 производится постановка задачи. Накладываются условия

m 2 (0, 1) [ (1, 2) и c(0) = 0. По аналогии с главами 1 и 2 формальное

решение ищется в виде

u(x, y) =
+1X

k=1

Yk(y) · sin ⇡kx, (x, y) 2 ⌦̄, (20)

где функции Yk(y) являются решениями краевых задач
8
><

>:

y
m
Y

00
k + c(y)Y 0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Yk = fk(y), 0 < y < b,

Yk(0) = Yk(b) = 0.
k 2 N, (21)

В разделе 2 производится выделение особенностей функций Yk(y) и до�

казывается разрешимость задач (21).

При m 62 Q рассматриваются вспомогательные задачи
8
><

>:

y
m
⌘
00
k + c(y)⌘0k � (a(y) + ⇡

2
k
2)⌘k = fk(y), 0 < y < b,

⌘k(0) = 0,
k 2 N, (22)

8
><

>:

y
m
'̊
00
k + c(y)'̊0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)'̊k = 0, 0 < y < b,

'̊k(0) = 0.
k 2 N, (23)
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Рассматривается класс A� всех функций �(y) 2 A(U \ {0}), допускающих

представление в виде рядов

�(y) = y
� ·

+1X

n=0

�n · yn =
+1X

n=0

�n · yn+�
, y 2 U,

вводится оператор R: A� ! A�+2�m, обращающий дифференциальный опера�

тор L : A� ! A�+m�2:

(L�)(y) ⌘ y
m · �00(y).

С его помощью строятся решения задач (22) и (23) следующим образом.

⌘k,0(y) = R(fk)(y), '̊k,0(y) = y,

⌘k,n(y) = R(dk · ⌘k,n�1 � c · ⌘0k,n�1)(y), '̊k,n(y) = R(dk · '̊k,n�1 � c · '̊0
k,n�1)(y),

(24)

k, n 2 N, dk(y) ⌘ a(y) + ⇡
2
k
2
,

⌘k(y) =
+1X

n=0

⌘k,n(y), '̊k(y) =
+1X

n=0

'̊k,n(y), k 2 N, y 2 U. (25)

Теорема 3.1. Пусть m 2 (0, 2), m 62 Q. Тогда соотношения (24) корректны

и определяют функции ⌘k,n(y) 2 An(2�m) и '̊k,n(y) 2 A1+n(2�m), а ряды (25)

сходятся в пространствах A(U \ {0}) и C[0, b] к частным решениям задач

(22) и (23) соответственно.

Таким образом доказывается, что при иррациональных m решения задач

(21) имеют вид

Yk(y) = ⌘k(y)�
⌘k(b)

'̊k(b)
'̊k(y) =  k,0(y) +

+1X

n=1

y
n(2�m)

 k,n(y), y 2 U, k 2 N,

где  k,n(y) 2 A(U), n 2 N0, а при рациональных m

Yk(y) = ⌘k,0(y) +
q�1X

n=1

y
n/q · ⌘k,n(y) + �k(y) · ln y, y 2 U, k 2 N,

функции ⌘k,n(y), �k(y) аналитичны в U , n = 0, 1, ..., q � 1.

Таким образом были выделены особенности решений задач (21).
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Функции '̊k(y), определённые в (25) определены корректно независимо от

рациональности m. Далее обозначается Y
0
k (y) ⌘ '̊k(y).

В разделе 3 приводятся оценки элементов ФСР уравнения (7), аналогич�

ные таковым из разделов 5 и 6 главы 2.

Теорема 3.2. Существуют не зависящие от y 2 [0, b] и k 2 N постоянные

C1 и C2 такие, что имеют место неравенства

0 < C1 · y ·
e
2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
6 Y

0
k (y) 6 C2 · y ·

e
2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
,

Y
0 0
k (y) 6 C2 · k · e

2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
,

при всех y 2 [0, b] и k 2 N,

0 < C1 · k · e
2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
6 Y

0 0
k (y),

при всех y 2 [b0, b] и k > k0, 0 < b0 < b.

Теорема 3.3. Существует не зависящая от y 2 [0, b] и k 2 N постоянная C2

такая, что имеют место неравенства:

0 6 Y
b
k (y) 6 C2 ·

1

k
· 1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵y
1/(2↵) , y 2 (0, b], k 2 N,

��Y b 0
k (y)

�� 6 C2 ·
1

y
· 1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵y
1/(2↵) , y 2 (0, b], k 2 N.

Кроме того, для любого " > 0 можно выбрать постоянную C3(") > 0

такую, что при всех y 2 [", b� "] и k 2 N выполнено

C3(") ·
1

k
· 1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵y
1/(2↵) 6 Y

b
k (y).

В разделе 4 приводятся оценки определителей Вронского wk(y) ФСР

уравнений (7) и средних функций Грина Gk(y, ⌘) задач (21), аналогичные тако�

вым из раздела 7 главы 2. В разделе 5 по аналогии с разделом 8 главы

2 получена асимптотика функций Yk(y).

Раздел 6 завершает основную часть главы 3, представляя основные ре�

зультаты главы.
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Теорема 3.7. Пусть 0 < m < 2, m 62 Q и правая часть f(x, y) задачи (5)

непрерывна в ⌦̄ вместе с первыми и вторыми производными, при каждом

фиксированном x 2 (0, 1) функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргумента y.

Тогда существует классическое решение задачи (5), представимое рядом

u(x, y) =
+1X

k=1

 
 k,0(y) +

+1X

n=1

y
n(2�m)

 k,n(y)

!
· sin ⇡kx,

который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает двукратное

дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции  k,n(y),

n 2 N0 аналитичны в области U .

Теорема 3.8. Пусть 0 < m < 2, m = p/q 2 Q, m 6= 1 и правая часть f(x, y)

задачи (5) непрерывна в ⌦̄ вместе с первыми и вторыми производными, при

каждом фиксированном x 2 (0, 1) функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргу�

мента y. Тогда существует классическое решение задачи (5), представимое

рядом

u(x, y) =
+1X

k=1

 
⌘k,0(y) +

q�1X

n=1

y
n/q · ⌘k,n(y) + �k(y) · ln y

!
· sin ⇡kx,

который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает двукратное

дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции ⌘k,n(y),

n = 0, 1, ..., q � 1 и �k(y) аналитичны в области U .

Раздел 7 демонстрирует пример построения решения задачи (5). Рассмат�

ривается задача
8
><

>:

u
00
xx + y

p
2
u
00
yy � ⇡

2
u = f ⌘ const, (x, y) 2 ⌦ = (0, 1)2,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0.

С использованием теоремы 3.7 получено решение этой задачи:

u(x, y) =
4f

⇡k

+1X

k=1,k/262N

"
�(1� ↵)

�
i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

�1�↵ · J1�↵

⇣
2i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

⌘
�
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�
p
y · �(1� ↵)

�
i⇡↵

p
1 + k2

�1�↵ ·
J1�↵

�
2i⇡↵

p
1 + k2

�

J↵

�
2i⇡↵

p
1 + k2

� · J↵
⇣
2i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

⌘#
⇥

⇥ sin ⇡kx, ↵ =
1

2�
p
2
,

ряд сходится равномерно в ⌦̄.

Результаты главы 3 были опубликованы в работах [85], [93], [90], [88].

В заключении диссертационной работы подводятся итоги полученных

в главах 1, 2 и 3 результатов и устанавливаются возможные дальнейшие

направления исследования.
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Глава 1

Краевая задача E для эллиптического уравнения

с квадратичным вырождением

При работе над данной главой диссертации использованы следующие пуб�

ликации автора, в которых, согласно Положению о присуждении учёных степе�

ней в МГУ, отражены основные результаты, положения и выводы исследования:

[87], [86], [91], [89], [92].

1.1. Общие постановки задач и некоторые свойства

решений

На протяжении всей работы, мы будем рассматривать в прямоугольнике

⌦ ⌘ (0, 1)⇥ (0, b), b > 0 следующие две задачи: краевую задачу D в терминоло�

гии М.В. Келдыша [29], [28, с. 299-301]:
8
><

>:

u
00
xx + y

m
u
00
yy + c(y)u0y � a(y)u = f(x, y), (x, y) 2 ⌦,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, b) = 0,
(1.1)

и краевую задачу E:
8
><

>:

u
00
xx + y

m
u
00
yy + c(y)u0y � a(y)u = f(x, y), (x, y) 2 ⌦,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, b) = 0, |u(x, 0)| < +1,

(1.2)

где показатель вырождения m > 0.

Мы будем полагать, что коэффициенты a(y), c(y) и правая часть задач

f(x, y) являются аналитическими функциями переменного y в комплексном

круге U ⌘ {y 2 C : |y| < R}, где R > b � некоторое число. Также будем

считать, что правая часть f(x, y) принадлежит классу C(⌦̄).

Также мы, следуя [29], [28, с. 299-301], будем требовать, чтобы a(y) > 0

при всех y 2 [0, b].
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В дальнейшем, важную роль в исследовании задач (1.1) и (1.2) будет иг�

рать уравнение

y
m
Y

00(y) + c(y)Y 0(y)� (a(y) + ⇡
2
k
2)Y = 0, 0 < y < b, k 2 N. (1.3)

Приведём и докажем ряд известных свойств решений таких уравнений.

Лемма 1.1. Любое решение уравнения (1.3) из класса C
2(0, b) на любом от�

резке T ⇢ [0, b] не может иметь положительного максимума или отрица�

тельного минимума где-либо, кроме граничных точек отрезка T .

Доказательство. Мы докажем это утверждение для положительного максиму�

ма, так как случай минимума доказывается заменой функции Z(y) = �Y (y)

и сведением к случаю положительного максимума. Итак, пусть ⇠ 2 T \ @T �

точка положительного максимума. Так как решение Y дважды гладкое в точке

⇠, то выполняются необходимые условия максимума [23, с. 301-304, теоремы 9.1

и 9.2]: Y 0(⇠) = 0, Y 00(⇠)  0. Рассмотрим уравнение в точке ⇠:

⇠
m
Y

00(⇠) = (a(⇠) + ⇡
2
k
2)Y (⇠) > 0,

следовательно, так как ⇠m > 0, Y 00(⇠) > 0, то получаем противоречие, а значит,

⇠ не является положительным максимумом. Лемма доказана.

Лемма 1.2. Любое нетривиальное аналитическое на (0, b) решение уравнения

(1.3) на [0, b] имеет не более одного нуля. Если этот нуль отличен от точки

y = 0, то этот нуль простой.

Доказательство. Предположим, что решение Y обращается в нуль в точках

⇠1 и ⇠2 2 [0, b]. Рассмотрим его на T = [⇠1, ⇠2]. В силу леммы 1.1, Y ⌘ 0 на

T , а в силу теоремы единственности аналитических функций [44, с. 174], и на

[0, b], что противоречит условию леммы. Таким образом, произвольное решение

Y обращается в 0 не более чем в одной точке. Пусть Y (⇠) = 0, ⇠ 6= 0. Если

кратность данного нуля больше единицы, то в силу теоремы единственности

решения задачи Коши [30, с. 30-31], Y ⌘ 0. Лемма доказана.
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Лемма 1.3. Существует номер k0 2 N такой, что для любого k > k0 вся�

кое аналитическое на (0, b) решение уравнения (1.3), обращающееся в нуль на

одном из концов отрезка [0, b], будет строго монотонным.

Доказательство. Используя уравнение (1.3), выразим решение Y через его

производные.

Y =
y
m
Y

00 + c(y)Y 0

a(y) + ⇡2k2
⌘ Ak(y)Y

00 + Ck(y)Y
0
. (1.4)

Отметим, что так как k > 0, то функции a(y), c(y), Ak(y), Ck(y) являются огра�

ниченными функциями в следующем смысле:

||a||C1[0,b], ||c||C1[0,b], ||Ak||C[0,b], ||Ck||C[0,b]  M = const, k 2 N.

Дифференцируя уравнение (1.3) по y, получим

y
m
Y

000 +my
m�1

Y
00 + c(y)Y 00 + c

0(y)Y 0 � [a(y) + ⇡
2
k
2]Y 0 � a

0(y)Y = 0, (1.5)

подставим выражение Y (y) из формулы (1.4) в уравнение (1.5), получим диф�

ференциальное соотношение для Y
0(y):

y
m(Y 0)00+[my

m�1+c(y)�a
0(y)Ak(y)](Y

0)0�[a(y)�c
0(y)+a

0(y)Ck(y)+⇡
2
k
2](Y 0) = 0.

Исходя из равномерной ограниченности коэффициентов последнего урав�

нения, выберем номер k0 таким, чтобы имело место неравенство a(y)� c
0(y) +

a
0(y)Ck(y) + ⇡

2
k
2
> 0, y 2 [0, b], k � k0. Тогда для последнего уравнения вы�

полнены все условия леммы 1.2, следовательно, Y 0 может обращаться в нуль

на [0, b] не более, чем в одной точке. Если это граничная точка, то Y
0 не обра�

щается в нуль и сохраняет знак на (0, b), из чего следует строгая монотонность

решения Y .

Положим Y
0(⇠) = 0, ⇠ 2 (0, b). Не ограничивая общности, пусть Y (⇠) >

0 (иначе, опять же, рассмотрим функцию �Y (⇠)). Если Y
00(⇠) < 0, то ⇠ �

точка локального положительного максимума функции Y (y), что противоречит

лемме 1.1. Следовательно, Y 00(⇠) > 0 и ⇠ � точка локального положительного
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строгого минимума функции Y (y). По условию леммы, Y (⌘) = 0 при ⌘ = 0

или ⌘ = b, а значит, в силу леммы 1.1, Y (y) 6 Y (⇠), y 2 (⇠, ⌘), но последнее

противоречит тому факту, что ⇠ � точка строгого экстремума, следовательно

Y
0(y) 6= 0, y 2 (0, b). Но тогда Y

0(y) сохраняет знак, а значит, Y (y) строго

монотонна. Лемма доказана.

1.2. Постановка задачи E для квадратичного вырождения

Далее в данной главе мы будем рассматривать краевую задачу E (1.2) с

квадратичным вырождением m = 2:
8
><

>:

u
00
xx + y

2
u
00
yy + c(y)u0y � a(y)u = f(x, y), (x, y) 2 ⌦,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, b) = 0, |u(x, 0)| < +1.

(1.6)

Коэффициенты уравнения � аналитические в U функции, а значит, их

можно разложить в ряды Тейлора:

a(y) =
+1X

n=0

an · yn, c(y) =
+1X

n=0

cn · yn, |y| < R. (1.7)

К уже имеющимся требованиям на коэффициенты (a(y) > 0), мы доба�

вим требования c(y) > 0 при y 2 [0, b] [29] и c(0) = 0. Последнее условие

� условие регулярности вырождения [20, с. 214, 221]. В совокупности из этих

условий следуют свойства коэффициентов Тейлора функции c(y): c0 = c(0) =

0, c1 = c
0(0) > 0. Мы будем искать классическое решение данной задачи в классе

C
2(⌦) \ C(⌦̄).
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1.3. Регуляризация задачи. Формальное решение

Для выделения особенностей решения мы разделим переменные в однород�

ном уравнении

u
00
xx + y

2
u
00
yy + c(y)u0y � a(y)u = 0,

полагая u(x, y) = X(x)Y (y). После подстановки, поделив уравнение на

X(x)Y (y), получим

y
2
Y

00

Y
+

c(y)Y 0

Y
� a(y) = �X

00

X
= �.

Таким образом, для функции X(x) мы получаем следующую задачу
8
><

>:

X
00 + �X = 0, x 2 (0, 1),

X(0) = X(1) = 0.

Её решения имеют вид

X(x) ⌘  k(x) = sin ⇡kx, �k = ⇡
2
k
2
, k 2 N.

Для выделения особенности функции Y (y) рассмотрим задачу

y
2
Y

00 + c(y)Y 0 � (a(y) + ⇡
2
k
2)Y = 0, |Y (0)| < +1.

Определяющее уравнение [20, с. 217] для этой задачи имеет вид

r(r � 1) + c1r � a0 � ⇡
2
k
2 = 0

и имеет два корня

rk =
1� c1 +

p
(1� c1)2 + 4⇡2k2 + 4a0

2
> 0, k 2 N,

r
�
k =

1� c1 �
p
(1� c1)2 + 4⇡2k2 + 4a0

2
< 0, k 2 N,

где знаки чисел rk и r
�
k таковы в силу условий c1 > 0 и a0 > 0. Тогда числа rk

определяют характер особенностей gk(y) ⌘ (y/b)rk функций Y (y) в окрестности

точки y = 0.
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Следует отдельно отметить, что при rk 2 N функция gk(y) не имеет осо�

бенностей в точке y = 0. Этот случай приводит нас к исследованию логарифми�

ческих особенностей, которые могут быть описаны функцией g0(y) = ln (y/b).

Таким образом, мы будем искать решение задачи (1.6) в виде ряда

u(x, y) =
+1X

k=1

(gk(y)'k(y) + g0(y)�k(y) + ⌘k(y)) k(x), (x, y) 2 ⌦̄, (1.8)

где функции 'k(y), �k(y) и ⌘k(y) полагаются аналитическими в круге U .

Для получения регуляризованной задачи, введём счётное число новых пе�

ременных ⌧0, ⌧1, ..., ⌧k, ... или вектор-переменную ⌧ = (⌧0, ⌧1, ..., ⌧k, ...) так, что

⌧0 6 0, 0 6 ⌧k+1 6 ⌧k 6 1, k 2 N и рассмотрим функцию

v(x, y, ⌧) =
+1X

k=1

(⌧k'k(y) + ⌧0�k(y) + ⌘k(y)) k(x). (1.9)

Функция v(x, y, ⌧) формально является аналитической функцией перемен�

ных y и ⌧k, k 2 N0. Установим условия, при которых сужение v(x, y, ⌧)
���
⌧k=gk(y)

является решением задачи (1.6) u(x, y). Заметим, что

u
00
xx = v

00
xx, u

0
y = v

0
y +

v
0
⌧0

y
+

+1X

k=1

rkv
0
⌧k⌧k

y
,

u
00
yy = v

00
yy +

v
00
y⌧0

y
+

+1X

k=1

rkv
00
y⌧k⌧k

y
�

v
0
⌧0

y2
+

v
00
⌧0y

y
+

v
00
⌧0⌧0

y2
+

+1X

k=1

rkv
00
⌧0⌧k⌧k

y2
�

�
+1X

k=1

rkv
0
⌧k⌧k

y2
+

+1X

k=1

r
2
kv

0
⌧k⌧k

y2
+

+1X

k=1

rkv
00
⌧ky⌧k

y
+

+1X

k=1

rkv
00
⌧k⌧0⌧k

y2
+

+1X

k=1

+1X

m=1

r
2
kv

00
⌧k⌧m⌧k⌧m

y2
.

Так как ряд (1.9) зависит от ⌧k, k 2 N0 линейно, то v
00
⌧k⌧m = 0, k,m 2 N0. Тогда

u
00
yy = v

00
yy +

2v00y⌧0
y

�
v
0
⌧0

y2
+

2

y

+1X

k=1

rkv
00
y⌧k⌧k +

1

y2

+1X

k=1

rk(rk � 1)v0⌧k⌧k.
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Подставляя полученные соотношения в задачу (1.6), получим регуляризо�

ванную задачу
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

v
00
xx + y

2
v
00
yy + 2yv00y⌧0 � v

0
⌧0 + 2y

+1P
k=1

rkv
00
y⌧k⌧k +

+1P
k=1

rk(rk � 1)v0⌧k⌧k+

+c(y)v0y + c(y)
v0⌧0
y + c(y)

+1P
k=1

rkv0⌧k⌧k
y � a(y)v = f(x, y),

v(0, y, ⌧) = v(1, y, ⌧) = v(x, b, {0, 1, 1, ...}) = 0, |v(x, 0, 0)| < +1,

(x, y) 2 ⌦, ⌧0 < 0, 0 < ⌧k < 1.

(1.10)

Формальное решение задачи (1.10) будем искать в виде (1.9). Построенная

система функций { k(x)}+1
k=1 является базисом Риса в L2(0, 1). Разложим по

ней в ряд правую часть f(x, y):

f(x, y) =
+1X

k=1

fk(y) k(x), (x, y) 2 ⌦, (1.11)

причём коэффициенты fk(y) являются аналитическими в круге U , если f(x, y)

аналитична в U по y и непрерывна в C(⌦̄). Подставим ряды (1.11) и (1.9) в

уравнение (1.10) и, приравнивая коэффициенты при функциях  k(x), ⌧0 k(x)

и ⌧k k(x), получим задачи для нахождения функций 'k(y), �k(y) и ⌘k(y).

y
2
⌘
00
k(y) + c(y)⌘0k(y)� (⇡2k2 + a(y))⌘k(y) + 2y�0

k(y) +
c(y)

y
�k(y)� �k(y) = fk(y),

y
2
�
00
k(y) + c(y)�0

k(y)� (⇡2k2 + a(y))�k(y) = 0,

y
2
'
00
k(y) + c(y)'0

k(y) + 2yrk'
0
k(y)+

+rk(rk � 1)'k(y) + rk
c(y)

y
'k(y)� (⇡2k2 + a(y))'k(y) = 0, 0 < y < b,

⌘k(b) = �'k(b), ⌘k,�k,'k 2 A(U), k 2 N.

В следующем разделе мы докажем разрешимость поставленных задач на

функции ⌘k(y),�k(y) и 'k(y), а в последующих займёмся установлением доста�

точных условий, при которых ряды (1.8) и (1.9) сходятся к решениям задач

(1.6) и (1.10) соответственно.
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1.4. Разрешимость задач для функций ⌘k(y),�k(y) и 'k(y)

Будем искать в классе A(U) решение '̊k(y) задачи
8
>>>>><

>>>>>:

y
2
'̊
00
k(y) + c(y)'̊0

k(y) + 2yrk'̊0
k(y) + rk(rk � 1)'̊k(y)+

+rk
c(y)
y '̊k(y)� (⇡2k2 + a(y))'̊k(y) = 0, 0 < y < b,

'̊k(0) = 1, k 2 N.

(1.12)

Теорема 1.1. В условиях задачи (1.6) при каждом k 2 N существует един�

ственное решение '̊k(y) задачи (1.12).

Доказательство. Так как решение ищется в классе аналитических функций,

будем искать функцию '̊k(y) в виде ряда Тейлора:

'̊k(y) =
+1X

n=0

'kny
n
. (1.13)

Подставим этот ряд и ряды (1.7) в уравнение (1.12). Получим

+1X

n=0

n(n� 1)'kny
n +

1

y

+1X

n=0

n'kny
n

"
+1X

m=1

cmy
m + 2yrk

#
+

+
+1X

n=0

'kny
n

"
rk(rk � 1) +

rk

y

+1X

m=1

cmy
m �

+1X

m=0

amy
m � ⇡

2
k
2

#
= 0,

+1X

n=0

y
n · n(n� 1)'kn +

+1X

n=0

y
n ·

nX

m=0

m'kmcn�m+1 +
+1X

n=0

y
n · 2rkn'kn+

+
+1X

n=0

y
n ·

nX

m=0

'km (rkcn�m+1 � an�m) +
+1X

n=0

y
n · rk(rk � 1)'kn =

+1X

n=0

y
n · ⇡2k2'kn.

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях y, получим рекур�

рентные формулы для 'kn:

n(n� 1)'kn +
n�1X

m=0

m'kmcn�m+1 + n'knc1 + 2rkn'kn+

+
n�1X

m=0

'km (rkcn�m+1 � an�m) + 'kn (rkc1 � a0) + rk(rk � 1)'kn = ⇡
2
k
2
'kn,
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'kn =

n�1P
m=0

'km (an�m � (rk +m)cn�m+1)

nc1 + n(n� 1) + 2rkn+ rkc1 � a0 + rk(rk � 1)� ⇡2k2
=

=

n�1P
m=0

'km (an�m � (rk +m)cn�m+1)

n(n� 1) + 2rkn+ nc1 + rk(rk + c1 � 1)� ⇡2k2 � a0
=

=

n�1P
m=0

'km (an�m � (rk +m)cn�m+1)

n(n� 1) + 2rkn+ nc1 � rkr
�
k � ⇡2k2 � a0

=

=

n�1P
m=0

'km (an�m � (rk +m)cn�m+1)

n(n� 1) + 2rkn+ nc1
, n > 0,

'k,0 = 1,

таким образом, все коэффициенты разложения функции '̊k(y) определяются

однозначно, из чего следует единственность решения задачи (1.12).

Чтобы доказать существование решения задачи (1.12), покажем, что по�

строенный ряд Тейлора сходится в некоторой окрестности точки y = 0. Функ�

ции a(y) и c(y)/y аналитичны в U , а значит, для их коэффициентов Тейлора

выполнены неравенства Коши [20, с. 18]:

|an|, |cn+1| 6
M

Rn
1

, b < R1 < R,

где M > 0 зависит только от выбора R1. Для произвольного M1 > 1 и данного

M существует номер n0 2 N такой, что n(n�1)+2rkn+nc1 > nMM1, 1+rk 6 n

при n > n0. Выберем p > 1 таким, чтобы

|'k,n| 6
p
n

Rn
1

, n = 0, n0 � 1.

Методом математической индукции покажем, что данное неравенство вер�

но для всех n 2 N0 при некотором выборе M1. Полагая оценку верной для

n = 0, 1, ..., N � 1 покажем, что она верна для индекса N > n0, используя
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рекуррентную формулу.

|'kN | =

���������

N�1P
m=0

'km (aN�m � (rk +m)cN�m+1)

N(N � 1) + 2rkN +Nc1

���������

6

6

N�1P
m=0

pm

Rm
1

⇣
M

RN�m
1

+ (rk +N) M
RN�m

1

⌘

NMM1
6 1

RN
1

·

N�1P
m=0

p
m (1 + rk +N)

NM1
6

6
N�1X

m=0

p
m · 1

RN
1

· 2

M1
=

1� p
N

1� p
· 1

RN
1

· 2

M1
<

p
N

RN
1

,

если выбрать M1 = 2/(p� 1). Таким образом, в силу теоремы Коши-Адамара,

ряд (1.13) сходится при |y| < R1/p.

Заметим, что уравнение (1.12) не имеет в круге U иных особых точек,

кроме точки y = 0. Из этого следует, что функция (1.13), определённая и яв�

ляющаяся решением уравнения (1.12) при |y| < R1/p не имеет особых точек в

области U [30, с. 102], а значит, ряд (1.13) сходится в |y| < R к решению задачи

(1.12) по построению. Теорема доказана.

Рассмотрим теперь задачу нахождения функций ⌘k(y) и �k(y) из класса

A(U) таких, что
8
>>>>><

>>>>>:

y
2
⌘
00
k(y) + c(y)⌘0k(y)� (⇡2k2 + a(y))⌘k(y) + 2y�0

k(y) +
c(y)
y �k(y)� �k(y) = fk(y),

y
2
�
00
k(y) + c(y)�0

k(y)� (⇡2k2 + a(y))�k(y) = 0,

⌘k,�k 2 A(U).

(1.14)

Теорема 1.2. В условиях задачи (1.6) пусть fk 2 A(U) при каждом k 2

N. Тогда решение (⌘k(y),�k(y)) задачи (1.14) существует. Если rk 62 N, то

решение единственно и �k(y) ⌘ 0.
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Доказательство. Доказательство этой теоремы аналогично доказательству

теоремы 1.1. Будем искать решение в виде

⌘k(y) =
+1X

n=0

⌘kny
n
, �k(y) =

+1X

n=0

�kny
n
. (1.15)

Пользуясь аналитичностью правой части, мы также разложим её в ряд

Тейлора:

fk(y) =
+1X

n=0

fkny
n
, |y| < R. (1.16)

Подставим ряды в дифференциальные уравнения (1.14).

+1X

n=0

n(n� 1)⌘kny
n +

1

y

+1X

n=0

n⌘kny
n

+1X

m=1

cmy
m �

+1X

n=0

⌘kny
n

"
+1X

m=0

amy
m + ⇡

2
k
2

#
=

=
+1X

n=0

fkny
n +

+1X

n=0

�kny
n � 2

+1X

n=0

n�kny
n � 1

y

+1X

n=0

�kny
n

+1X

m=1

cmy
m
,

+1X

n=0

n(n� 1)�kny
n +

1

y

+1X

n=0

n�kny
n

+1X

m=1

cmy
m �

+1X

n=0

�kny
n

"
+1X

m=0

amy
m + ⇡

2
k
2

#
= 0,

+1X

n=0

y
n·n(n�1)⌘kn+

+1X

n=0

y
n·

nX

m=0

m⌘kmcn�m+1�
+1X

n=0

y
n·⇡2k2⌘kn�

+1X

n=0

y
n·

nX

m=0

⌘kman�m =

=
+1X

n=0

y
n · fkn +

+1X

n=0

y
n · �kn � 2

+1X

n=0

y
n · n�kn �

+1X

n=0

y
n ·

nX

m=0

�kmcn�m+1,

+1X

n=0

y
n · n(n� 1)�kn +

+1X

n=0

y
n ·

nX

m=0

m�kmcn�m+1 �
+1X

n=0

y
n · ⇡2k2�kn�

�
+1X

n=0

y
n ·

nX

m=0

�kman�m = 0,

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях y, получим

⌫(n, k)⌘kn +
n�1X

m=0

m⌘kmcn�m+1 �
n�1X

m=0

⌘kman�m =

= fkn + (1� 2n)�kn �
nX

m=0

�kmcn�m+1,

40



⌫(n, k)�kn +
n�1X

m=0

m�kmcn�m+1 �
n�1X

m=0

�kman�m = 0,

⌫(n, k) = n(n+ c1 � 1)� ⇡
2
k
2 � a0.

Вид рекуррентных формул будет зависеть от того, обращается ли ⌫(n, k)

в нуль. Так как ⌫(n, k) строго возрастает по n при фиксированном k, то индекс

n0 2 N0 такой, что ⌫(n0, k) = 0 может быть только один:

0 = ⌫(n0, k) = n0(n0 + c1 � 1)� ⇡
2
k
2 � a0 = n0(n0 � rk � r

�
k ) + rkr

�
k =

= n0(n0 � rk + rk + c1 � 1)� rk(rk + c1 � 1) = n
2
0 + n0(c1 � 1)� r

2
k � rk(c1 � 1),

rk =
c1 � 1�

p
(c1 � 1)2 + 4n2

0 + 4n0(c1 � 1)

�2
=

c1 � 1� (c1 � 1 + 2n0)

�2
= n0.

Таким образом, ⌫(n, k) = 0 тогда и только тогда, когда rk = n.

Пусть rk 62 N. Тогда ⌫(n, k) 6= 0 и мы получаем рекуррентные формулы:

�kn =

n�1P
m=0

�km(an�m �mcn�m+1)

⌫(n, k)
, n 2 N, �k,0 = 0, (1.17)

из чего следует, что �kn ⌘ 0, n 2 N0.

Соответственно,

⌘kn =

n�1P
m=0

⌘km(an�m �mcn�m+1) + fkn

⌫(n, k)
, n 2 N, ⌘k,0 =

fk,0

⌫(0, k)
. (1.18)

Формулы (1.17) и (1.18) определяют функции ⌘k(y) и �k(y) ⌘ 0 однознач�

но, если rk 62 N.

Рассмотрим случай rk 2 N. Тогда формулы (1.17) и (1.18) верны лишь при

n = 0, 1, ..., rk � 1. При n = rk мы получим:

0 · ⌘kn +
n�1X

m=0

m⌘kmcn�m+1 �
n�1X

m=0

⌘kman�m = fkn + (1� c1 � 2n)�kn,

0 · �kn = 0,
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Множитель 1� c1 � 2n = rk + r
�
k � 2rk = r

�
k � rk < 0, а значит, мы можем

выбрать

⌘k,rk = 0, �k,rk =

rk�1P
m=0

⌘km(mcrk�m+1 � ark�m)� fk,rk

1� c1 � 2rk
.

Тогда

�kn =

n�1P
m=0

�km(an�m �mcn�m+1)

⌫(n, k)
, n > rk, (1.19)

⌘kn =

n�1P
m=0

⌘km(an�m �mcn�m+1) + fkn + (1� 2n)�kn �
nP

m=0
�kmcn�m+1

⌫(n, k)
, n > rk.

(1.20)

Полученные формулы позволяют определить все коэффициенты ⌘kn и �kn,

но уже не однозначно.

Покажем, что ряды (1.15) сходятся при |y| < R. Для произвольного R1 2

(b, R) найдём M > 1 такой, что

|an|, |cn+1|, |fkn| 6
M

Rn
1

, n 2 N0.

Для произвольного M1 > 1 выберем n0 такое, что ⌫(n, k) > nMM1 и n > rk

при n > n0. Выберем также число p > 2 таким образом, чтобы

|⌘kn|, |�kn| 6
p
n

Rn
1

, n = 0, n0.

Методом математической индукции покажем, что последняя оценка верна

для любого n. Воспользуемся формулами (1.19) и (1.20).

|�kn| =

���������

n�1P
m=0

�km(an�m �mcn�m+1)

⌫(n, k)

���������

6

n�1P
m=0

pm

Rm
1

⇣
M

Rn�m
1

+ n
M

Rn�m
1

⌘

nMM1
6

6 2

Rn
1

·

n�1P
m=0

p
m

M1
=

1

Rn
1

· p
n � 1

p� 1
· 2

M1
<

p
n

Rn
1

,
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если выбрать M1 > 2.

|⌘kn| =

���������

n�1P
m=0

⌘km(an�m �mcn�m+1) + fkn + (1� 2n)�kn �
nP

m=0
�kmcn�m+1

⌫(n, k)

���������

6

6

n�1P
m=0

pm

Rm
1

⇣
M

Rn�m
1

+ n
M

Rn�m
1

⌘
+ M

Rn
1
+ (1 + 2n) p

n

Rn
1
+

nP
m=0

pm

Rm
1

M
Rn�m

1

nMM1
6

6

n�1P
m=0

pm

Rm
1

⇣
M

Rn�m
1

+ M
Rn�m

1

⌘
+ M

Rn
1
+ (1 + 2 +M) p

n

Rn
1
+

n�1P
m=0

pm

Rm
1

M
Rn�m

1

MM1
6

6 1

Rn
1

·

n�1P
m=0

2pm + 1 + 4pn +
n�1P
m=0

p
m

M1
6 1

Rn
1

·
3 · pn�1

p�1 + 5pn

M1
<

p
n

Rn
1

· 8

M1
6 p

n

Rn
1

,

если M1 = 8.

Из полученных оценок заключаем, что ряды (1.15) сходятся при |y| <

R1/p. Так как уравнения (1.14) не имеют иных, кроме y = 0, особых точек в U ,

то по аналогии с доказательством теоремы 1.1 мы заключаем, что ряды (1.15)

сходятся при |y| < R к решению задачи (1.14). Теорема доказана.

Лемма 1.4. При всех k 2 N выполнено '̊k(⇠) 6= 0 для всех ⇠ 2 [0, b].

Доказательство. Заметим, что функция '̂k(y) = gk(y) · '̊k(y) является реше�

нием уравнения (1.3) при m = 2, при этом '̂k(0) = 0. Следовательно, в силу

леммы 1.2, '̂k(⇠) 6= 0, если ⇠ 2 (0, b]. При этом

'̊k(⇠) =
'̂k(⇠)

gk(⇠)
6= 0.

Для ⇠ = 0 утверждение очевидно из построения '̊k(y). Лемма доказана.

Пользуясь теоремами 1.1, 1.2 и леммой 1.4, мы можем построить аналити�

ческую функцию 'k 2 A(U), удовлетворяющую условию ⌘k(b) = �'k(b), как

'k(y) = � ⌘k(b)

'̊k(b)
· '̊k(y), y 2 U. (1.21)

Таким образом, были построены все функции ⌘k(y),�k(y) и 'k(y).

43



1.5. Свойства и асимптотика функций 'k(y)

Лемма 1.5. Решения '̊k(y) задач (1.12) равномерно ограничены в классе

C
2[0, b] при всех k 2 N.

Доказательство. Докажем лемму методом мажорантных функций [20, с. 16].

В ходе доказательства теоремы 1.1 были получены формулы

'kn =

n�1P
m=0

'km (an�m � (rk +m)cn�m+1)

n(n� 1) + 2rkn+ nc1
, n > 0, 'k,0 = 1

для коэффициентов рядов Тейлора функций '̊k(y).

Рассмотрим вспомогательную задачу Коши
8
><

>:

#
0 = d(y)#, y 2 (0, b),

#(0) = 1,

где функция d(y) определена рядом

d(y) =
+1X

n=0

(|cn+2|+ |an+1|) yn.

Заданная таким образом функция d(y) аналитична при |y| < R. Следо�

вательно, существует решение задачи Коши #(y), также аналитическое при

|y| < R. Найдём выражения для коэффициентов Тейлора функции #(y).

#(y) =
+1X

n=0

#ny
n
, |y| < R,

+1X

n=0

n#ny
n = y

+1X

n=0

#ny
n

+1X

m=0

(|cm+2|+ |am+1|) ym =

=
+1X

n=1

y
n ·

n�1X

m=0

#m (|cn�m+1|+ |an�m|) ,

#n =

n�1P
m=0

#m (|cn�m+1|+ |an�m|)

n
, n > 0, #0 = 1.
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По построению #0 = 'k,0. Пусть |'k,n| 6 #n при n = 0, 1, ..., N � 1. Тогда

при n = N мы получим

|'kN | =

���������

N�1P
m=0

'km (aN�m � (rk +m)cN�m+1)

N(N � 1) + 2rkN +Nc1

���������

6

6

N�1P
m=0

#m (|aN�m|+ (rk +N)|cN�m+1|)

N(N + 2rk � 1)
6

N�1P
m=0

#m (|aN�m|+ |cN�m+1|)

N
= #N .

Таким образом, |'k,n| 6 #n при n 2 N0, а значит,

|'̊k(y)| 6 #(b), |'̊0
k(y)| 6 #

0(b), |'̊00
k(y)| 6 #

00(b).

Величины в правых частях неравенств не зависят от y 2 [0, b] и k 2 N.

Лемма доказана.

Теорема 1.3.

'̊k(y) �!
k!+1

'̊(y) ⌘ exp

0

@�
yZ

0

c̄(⇠)

2⇠2
d⇠

1

A ,

где c̄(y) = c(y)� yc1, сходимость в пространстве C
1[0, b].

Доказательство. В силу леммы 1.5, функции '̊k(y) и '̊0
k(y) равномерно ограни�

чены и равностепенно непрерывны. Следовательно, в силу теоремы Арцела [24,

с. 37, теорема 1.12], [24, с. 40, замечание 3], существует подпоследовательность

'̊kn(y) ! '̊(y) при n ! +1, сходимость в C
1[0, b].

Функции '̊k(y) являются решениями задач (1.12):
8
>>>>><

>>>>>:

y2

rk
'̊
00
k(y) +

c̄(y)
rk
'̊
0
k(y) + y

⇣
c1
rk
+ 2
⌘
'̊
0
k(y)+

+ c̄(y)
y '̊k(y)� ā(y)

rk
'̊k(y) = 0, 0 < y < b,

'̊k(0) = 1, k 2 N,
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где ā(y) = a(y) � a0. Данная задача допускает предельный переход на подпо�

следовательности '̊kn(y) при n ! +1. Предельная задача Коши имеет вид
8
>>><

>>>:

2'̊0(y) +
c̄(y)

y2
'̊(y) = 0, 0 < y < b,

'̊(0) = 1.

c̄(y) =
+1X

n=2

cny
n ⇠ y

2
, y ! 0,

следовательно, предельная задача Коши имеет единственное решение

'̊(y) = exp

0

@�
yZ

0

c̄(⇠)

2⇠2
d⇠

1

A .

Таким образом, множество функций {'̊k(y)}+1
k=1 имеет в C

1[0, b] единствен�

ную предельную точку '̊(y). Покажем, что данная последовательность сходит�

ся к ней от противного, то есть пусть найдутся " > 0 и подпоследовательность

'̊kn(y) такие, что

||'̊kn � '̊||C1[0,b] > ".

Подпоследовательность '̊kn(y) по-прежнему обладает свойством предком�

пактности, а значит, существует её подпоследовательность '̊knm(y) ! '̊(y) при

m ! +1 в C
1[0, b], то есть при m > m0(")

����'̊knm � '̊
����
C1[0,b]

< ",

что противоречит предположению об отсутствии сходимости. Теорема доказана.

Рассмотрим далее функцию

Y
0
k (y) = gk(y) · '̊k(y), k 2 N. (1.22)

Эта функция является решением дифференциального уравнения (1.3), удо�

влетворяющим краевому условию Y
0
k (0) = 0.
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Теорема 1.4. Существуют постоянные 0 < C1 < C2, не зависящие от k 2 N,

такие, что при всех k > k0

C1

⇣
y

b

⌘rk
6 Y

0
k (y) 6 C2

⇣
y

b

⌘rk
, y 2 [0, b],

C1
rk

y

⇣
y

b

⌘rk
6 dY

0
k

dy
(y) 6 C2

rk

y

⇣
y

b

⌘rk
, y 2 (0, b].

Доказательство.

dY
0
k

dy
(y) =

rk

y
· gk(y) · '̊k(y) + gk(y) · '̊0

k(y) =
rk

y

⇣
y

b

⌘rk ✓
'̊k(y) +

y'̊
0
k(y)

rk

◆
,

из чего следует

dY
0
k

dy
(y) 6 rk

y

⇣
y

b

⌘rk �
||'̊k||C[0,b] + b||'̊0

k||C[0,b]

�
,

Y
0
k (y) 6

⇣
y

b

⌘rk
||'̊k||C[0,b],

то есть в качестве C2 можно выбрать число sup
k2N

(||'̊k||C[0,b]+b||'̊0
k||C[0,b]), которое

конечно в силу леммы 1.5.

Для проведения оценки снизу заметим, что

dY
0
k

dy
(y) > rk

y

⇣
y

b

⌘rk ✓
min
y2[0,b]

'̊k(y)�
b

rk
||'̊0

k||C[0,b]

◆
,

Y
0
k (y) >

⇣
y

b

⌘rk
min
y2[0,b]

'̊k(y),

В силу леммы 1.4, min
y2[0,b]

'̊k(y) > 0. Предположим, что min
y2[0,b]

'̊k(y) ! 0 при

k ! +1. Но тогда min
y2[0,b]

'̊(y) = 0, а это противоречит явному виду функции

'̊(y) (теорема 1.3), следовательно, min
y2[0,b]

'̊k(y) > � > 0.

Так как b||'̊0
k||C[0,b]/rk ! 0 при k ! +1 в силу леммы 1.5, то существует

номер k0 такой, что при всех k > k0 величины b||'̊0
k||C[0,b]/rk < �/2, но тогда

min
y2[0,b]

'̊k(y)� b||'̊0
k||C[0,b]/rk > C1 ⌘ �/2 > 0. Теорема доказана.
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1.6. Проблема малых знаменателей в коэффициентах ⌘k(y)

Докажем существование решения расширенной задачи (1.10) в случае от�

сутствия логарифмических особенностей (�k(y) ⌘ 0). Так как переменные ⌧k
являются независимыми друг от друга, то достаточно доказать по отдельности

сходимость следующих рядов:

v(x, y, ⌧) =
+1X

k=1

⌧k'k(y) k(x) +
+1X

k=1

⌘k(y) k(x).

В данном разделе мы установим достаточные условия сходимости второ�

го из указанных рядов. В случае отсутствия логарифмических особенностей

rk 62 N, функции ⌘k(y) однозначно определяются формулами (1.15) и (1.18).

Получению эффективных оценок препятствуют знаменатели ⌫(n, k), которые

могут быть малы. Введём обозначения:

Jk ⌘ argmin
n2N0

|⌫(n, k)|, �k ⌘ ⌫(Jk, k), k 2 N.

Лемма 1.6. Пусть rk 62 N. Тогда найдётся номер k0 2 N такой, что при всех

k > k0 выполнено

|⌫(n, k)| >

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

J
2
k/2, n 6 Jk/2� 2� c1,

Jk(Jk � n� 2� c1), Jk/2� 2� c1 < n < Jk � 3� c1,

Jk, Jk � 3� c1 6 n < Jk,

Jk, Jk < n 6 Jk + 3 + c1,

(n� Jk � 2� c1)(n+ Jk � 1), Jk + 3 + c1 < n.

Доказательство.

|⌫(Jk, k)� ⌫(Jk ± 1, k)| = |Jk(Jk + c1 � 1)� (Jk ± 1)(Jk ± 1 + c1 � 1)| =

= |J2
k + Jk(c1 � 1)� J

2
k � Jk(c1 � 1± 1)⌥ (Jk ± 1 + c1 � 1)| =

= |2Jk + c1 � 1± 1|,
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из чего следует |�k| 6 Jk + c1/2, а |⌫(n, k)| > Jk, если n 6= Jk, так как иное

противоречило бы выбору Jk.

Из определения �k имеем:

⇡
2
k
2 + a0 = Jk(Jk + c1 � 1)� �k,

|⌫(n, k)| = |n(n+ c1 � 1)� a0 � ⇡
2
k
2| = |n(n+ c1 � 1)� Jk(Jk + c1 � 1) + �k| >

> |Jk � n| · (Jk + n+ c1 � 1)� (Jk + c1/2).

Если n 6 Jk/2� 2� c1, то

|⌫(n, k)| > |Jk � Jk/2 + 2 + c1| · (Jk + n+ c1 � 1)� (Jk + c1/2) >

> (Jk/2 + c1) · (Jk + n+ c1 � 1)� (Jk + c1/2) = (Jk/2 + c1) · (Jk + n+ c1 � 3) >

> J
2
k/2, n > 4.

Далее, если Jk/2� 2� c1 < n < Jk � 3� c1, то

|⌫(n, k)| > |Jk � n| · (Jk + n+ c1 � 1)� (Jk + n+ c1 � 1) >

> (Jk � n� 1) · (Jk + n+ c1 � 1) > Jk(Jk � n� 2� c1), n > 1.

Наконец, при Jk + 3 + c1 < n мы получим

|⌫(n, k)| > (n� Jk) · (Jk + n+ c1 � 1)� (Jk + n+ c1 � 1) =

= (n� Jk � 1) · (Jk + n+ c1 � 1) > (n� Jk � 2� c1)(n+ Jk � 1).

Осталось заметить, что при n < 4

|⌫(n, k)| > (Jk � n) · (Jk + n+ c1 � 1)� (Jk + c1/2) >

> (Jk � 4) · (Jk + c1 � 1)� (Jk + c1/2) = J
2
k + C1 · Jk + C2,

где C1 и C2 � некоторые постоянные. Тогда |⌫(n, k)| > J
2
k/2 при достаточно

больших k. Лемма доказана.
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Лемма 1.7. Пусть rk 62 N и для любого R1 2 (b, R) найдётся постоянная

M > 0, не зависящая от номера k, такая, что

|fkn| 6
M

Rn
1

, n 2 N0, k 2 N.

Тогда найдётся номер k0 2 N такой, что при всех k > k0 выполнено

R
n
1 |⌘kn| 6

8
><

>:

2M
J2
k
·
⇣
1 + 4M

Jk

⌘n
, n 6 Jk/2� 2� c1,

M
ln Jk

· Mkn

⇣
1 + 4M

ln Jk

⌘n
, Jk/2� 2� c1 < n,

где

Mkn =

8
><

>:

exp (2 ln Jk · ln ln Jk) , n < Jk,

Jk ln Jk max
⇣
1, 1

|�k|

⌘
· exp (4 ln Jk · ln(2 ln Jk)) , n > Jk.

Доказательство. Пользуясь условием и неравенствами Коши для коэффици�

ентов a(y) и c(y), найдём для фиксированного R1 2 (b, R) число M > 0 такое,

что

|an|, |cn+1|, |fkn| 6
M

Rn
1

, n 2 N0, k 2 N.

Зафиксируем индекс k > k0, где k0 выбирается из леммы 1.6 и докажем

требуемые неравенства методом математической индукции. Воспользуемся со�

отношениями (1.18).

|⌘k,0| 6
2M

J2
k

.

Рассмотрим 0 < n 6 Jk/2� 2� c1. Тогда

|⌘kn| 6
2

J2
k

·
"
n�1X

m=0

|⌘km|
✓

M

R
n�m
1

+m
M

R
n�m
1

◆
+

M

Rn
1

#
,

из чего мы получаем, имея в виду, что m+ 1 6 n < Jk, оценки

R
n
1 · |⌘kn| 6

2M

J2
k

·
"
1 +

n�1X

m=0

R
m
1 · |⌘km| (1 +m)

#
6

6 2M

Jk

"
1

Jk
+ 2

n�1X

m=0

2M

J2
k

·
✓
1 +

4M

Jk

◆m
#
=
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=
2M

Jk


1

Jk
+

4M

J2
k

· 1� (1 + 4M/Jk)n

1� (1 + 4M/Jk)

�
=

2M

Jk


1

Jk
+

(1 + 4M/Jk)n � 1

Jk

�
=

=
2M

J2
k

· (1 + 4M/Jk)
n
.

Так как при достаточно больших k имеют место соотношения ln Jk < Jk и

ln Jk < J
2
k/2, то также можно записать, что

|⌘kn| 6
M

ln Jk
· Fkn

✓
1 +

4M

ln Jk

◆n

, 0 6 n 6 Jk/2� 2� c1,

где Fkn ⌘ 1 при 0 6 n 6 Jk/2� 2� c1.

Тогда для всех остальных индексов n справедливо

R
n
1 · |⌘kn| 6

M(n� 1)

|⌫(n, k)| ·
"
1 + 2

n�1X

m=0

M

ln Jk
· Fkm

✓
1 +

4M

ln Jk

◆m
#
6

6 M

ln Jk
· (n� 1) · ln Jk · Fk,n�1

|⌫(n, k)| ·
"
1 +

2M

ln Jk

n�1X

m=0

✓
1 +

4M

ln Jk

◆m
#
=

=
M

ln Jk
· (n� 1) · ln Jk · Fk,n�1

|⌫(n, k)| ·

1 +

2M

ln Jk
· 1� (1 + 4M/ ln Jk)n

1� (1 + 4M/ ln Jk)

�
<

<
M

ln Jk
· (n� 1) · ln Jk · Fk,n�1

|⌫(n, k)| ·
✓
1 +

4M

ln Jk

◆n

,

данные выкладки верны, если определить

Fkn = max


(n� 1) · ln Jk

|⌫(n, k)| , 1

�
· Fk,n�1 > Fk,n�1, n > Jk/2� 2� c1.

Таким образом, чтобы завершить доказательство леммы, достаточно уста�

новить соотношения Fkn 6 Mkn при n > Jk/2� 2� c1 и k > k0.

Пусть n < Jk. Тогда из леммы 1.6 следует, что

(n� 1) · ln Jk
|⌫(n, k)| 6 (n� 1) · ln Jk

Jk max(Jk � n� 2� c1, 1)
6 ln Jk

max(Jk � n� 2� c1, 1)
.

Отсюда мы можем заключить, что

Fk,Jk�1 6 (ln Jk)
L
,
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где L это количество индексов n < Jk, для которых

ln Jk
max(Jk � n� 2� c1, 1)

> 1.

Данное неравенство выполнено, если выполнено Jk �n� 2� c1 < ln Jk. Из

последнего мы получаем, что L 6 Jk�n < ln Jk+2+c1 < 2 ln Jk при достаточно

больших k. Тогда

Fkn 6 Fk,Jk�1 6 (ln Jk)
2 ln Jk ⌘ exp (2 ln Jk · ln ln Jk) ⌘ Mkn, n < Jk.

Оценим Fk,Jk .

Fk,Jk = max


(Jk � 1) · ln Jk

|�k|
, 1

�
· Mk,Jk�1 < Jk ln Jk max

✓
1

|�k|
, 1

◆
· Mk,Jk�1.

При n > Jk, применяя лемму 1.6, получим

(n� 1) · ln Jk
|⌫(n, k)| 6 (n� 1) · ln Jk

max((n� Jk � 2� c1)(n+ Jk � 1), Jk)
.

Пусть номер N > Jk + 3 + c1. Тогда при n > N

(n� 1) · ln Jk
|⌫(n, k)| 6 (n� 1) · ln Jk

(n� Jk � 2� c1)(n+ Jk � 1)
6 ln Jk

n� Jk � 2� c1
6 1,

если также N � Jk � 2� c1 > ln Jk. Тогда

Fkn 6 FkN , n > Jk.

(n� 1) · ln Jk
|⌫(n, k)| 6

8
><

>:

ln Jk·(Jk+3+c1�1)
Jk

, Jk < n 6 Jk + 3 + c1

ln Jk
n�Jk�2�c1

· n�1
n+Jk�1 , Jk + 3 + c1 < n,

и при достаточно больших номерах k имеет место

(n� 1) · ln Jk
|⌫(n, k)| 6 2 ln Jk,

но тогда при n > Jk, используя оценку N � Jk 6 ln Jk + 3 + c1, получим при

достаточно больших k

Fkn 6 FkN 6 Fk,JK · (2 ln Jk)N�Jk 6 Fk,JK · (2 ln Jk)ln Jk+3+c1 6
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6 Fk,JK · exp (2 ln Jk · ln(2 ln Jk)) 6

6 Jk ln Jk max

✓
1

|�k|
, 1

◆
· Mk,Jk�1 · exp (2 ln Jk · ln(2 ln Jk)) 6

6 Jk ln Jk max

✓
1

|�k|
, 1

◆
· exp (4 ln Jk · ln(2 ln Jk)) ⌘ Mkn.

Лемма доказана.

Лемма 1.8. Пусть выполнены все условия леммы 1.7. Тогда для любых q 2

(b/R, 1) и N 2 N0 найдётся постоянная C > 0 такая, что

|⌘(N)
k (y)| 6 C

✓
1

J2
k

+ q
JkNk

◆
, y 2 [0, b], k 2 N,

Nk = Jk max

✓
1,

1

|�k|

◆
· exp (4 ln Jk · ln(2 ln Jk)) .

Доказательство. Зафиксируем q1 2 (b/R1, q) и введём обозначения R2 = qR1,

b < R2 < R1 < R.

|⌘(N)
k (y)| 6

+1X

n=0

|n(n� 1)...(n�N + 1)| · |⌘kn| ·Rn�N
2 6

6
+1X

n=0

n
N · |⌘kn| ·

R
n
2

RN
2

, y 2 [�R2, R2], k 2 N.

Выберем ↵ > 1 и C1 > 0 такие, что q2 = ↵R2/R1 < q < 1 и n
N · R�N

2 6
C1 · qn2 . Тогда

|⌘(N)
k (y)| 6 C1

+1X

n=0

↵
n · |⌘kn| ·Rn

2 , y 2 [�R2, R2], k 2 N.

В силу леммы 1.7, при фиксированном k > k0 имеет место оценка:

|⌘(N)
k (y)| 6 C1

" bJk/2�2�c1cX

n=N

✓
↵R2

R1

◆n 2M

J2
k

✓
1 +

4M

Jk

◆n

+

+
+1X

n=bJk/2�2�c1c

✓
↵R2

R1

◆n
M

ln Jk
Mkn

✓
1 +

4M

ln Jk

◆n
#
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Пусть k0 также настолько велико, что при k > k0 выполнено q2(1 +

4M/Jk) < q2(1 + 4M/ ln Jk) < q. Тогда

bJk/2�2�c1cX

n=N

✓
↵R2

R1

◆n 2M

J2
k

✓
1 +

4M

Jk

◆n

6 2M

J2
k

+1X

n=0

q
n =

C2

J2
k

,

|⌘(N)
k (y)| 6 C1

2

4C2

J2
k

+
MMk,Jk�1

ln Jk

Jk�1X

n=bJk/2�2�c1c

q
n +

MMk,Jk

ln Jk

+1X

Jk

q
n

3

5 ,

MMk,Jk�1

ln Jk

Jk�1X

n=bJk/2�2�c1c

q
n 6 M exp(2 ln Jk ln ln Jk)

ln Jk

+1X

n=bJk/2�2�c1c

q
n 6

6 M exp(2 ln Jk ln ln Jk)

ln Jk
· q

bJk/2�2�c1c

1� q
6 Mq

2 ln Jk ln ln Jk logq e+Jk/2

q3+c1(1� q)
.

При некоторых ограничениях на k0 мы можем полагать, что

2 ln Jk ln ln Jk logq e > �Jk/4. Тогда

MMk,Jk�1

ln Jk

Jk�1X

n=bJk/2�2�c1c

q
n 6 Mq

Jk/4

q3+c1(1� q)
.

Наконец, выберем k0 таким, чтобы при k > k0 было выполнено q
Jk/4 <

1/J2
k . Тогда

MMk,Jk�1

ln Jk

Jk�1X

n=bJk/2�2�c1c

q
n 6 M

q3+c1(1� q)
· 1

J2
k

⌘ C3

J2
k

.

Таким образом, было доказано, что

|⌘(N)
k (y)| 6 C1

"
C2

J2
k

+
C3

J2
k

+
MMk,Jk

ln Jk

+1X

Jk

q
n

#
6

6 C1


C2 + C3

J2
k

+
M

(1� q) · ln Jk
· Mk,Jk · qJk

�
= C1


C2 + C3

J2
k

+ C4Nkq
Jk

�
,

где C4 = M/(1 � q). Наконец, обозначив Mk = max
y2[0,b]

|⌘(N)
k (y)|, k = 1, 2, ..., k0,

положим M = max(J2
1M1, J

2
2M2, ..., J

2
k0
Mk0, C1max(C2 + C3, C4)). Тогда

|⌘(N)
k (y)| 6 M


1

J2
k

+Nkq
Jk

�
, y 2 [0, b], k 2 N.

Лемма доказана.
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Сформулируем на основе лемм 1.6, 1.7 и 1.8 достаточные условия получе�

ния эффективных оценок функций |⌘k(y)|.

8 k 2 N : rk 62 N,

8R1 2 (b, R) 9M > 0 : |fkn| 6 M
Rn

1
, n 2 N0, k 2 N,

9C� > 0, q0 >
b
R : 8 k 2 N : |�k| > C�q

Jk
0 .

(1.23)

Теорема 1.5. Пусть выполнены условия (1.23). Тогда найдётся такая посто�

янная A > 0, что при всех k 2 N и y 2 [0, b] выполнено

|⌘(N)
k (y)| 6 A

J2
k

, N = 0, 1, 2.

Доказательство. Для фиксированного N = 0, 1, 2 применим оценку леммы 1.8

и третье из условий (1.23).

|⌘(N)
k (y)| 6 CN

✓
1

J2
k

+ Jk
1

C�q
Jk
0

· exp (4 ln Jk · ln(2 ln Jk)) · qJk
◆

=

= CN

✓
1

J2
k

+
1

C�
· eJk ln↵+4 ln Jk·ln(2 ln Jk)+ln Jk

◆
,

где ↵ = q/q0 < 1 при выборе q 2 (b/R, q0). Тогда существует постоянная BN > 0

такая, что

e
Jk ln↵+4 ln Jk·ln(2 ln Jk)+ln Jk <

BN

J2
k

, k 2 N,

|⌘(N)
k (y)| 6 CN

✓
1

J2
k

+
BN

C�J
2
k

◆
=

AN

J2
k

, k 2 N,

если выбрать AN = CN + CNBN/C�. Для завершения доказательства леммы

достаточно выбрать A = max(A0, A1, A2).

Теорема 1.6. Пусть выполнены условия (1.23). Тогда равномерно по y 2 [0, b]

выполнено

⌘
(N)
k (y) = �f

(N)
k (y)

⇡2k2
+O

✓
1

k4

◆
, k 2 N, N = 0, 1, 2.

Доказательство. Рассмотрим функции

Rk(y) = ⌘k(y) +
fk(y)

⇡2k2
, k 2 N, y 2 U.
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Подставим эту функцию в левую часть первого дифференциального урав�

нения (1.14) и, используя тот факт, что данная ⌘k(y) и �k(y) ⌘ 0, получим

y
2
R

00
k(y) + c(y)R0

k(y)� (⇡2k2 + a(y))Rk(y) =

=
1

⇡2k2

⇥
y
2
f
00
k (y) + c(y)f 0

k(y)� a(y)fk(y)
⇤
⌘ Fk(y)

⇡2k2
.

Новая правая часть Fk(y) удовлетворяет всем условиям теоремы 1.5, сле�

довательно,

|⇡2k2 ·R(N)
k (y)| 6 A

J2
k

, k 2 N, y 2 [0, b], N = 0, 1, 2.

При k ! +1 величина Jk асимптотически эквивалентна ⇡k. Таким обра�

зом, окончательно получаем

R
(N)
k (y) = O

✓
1

k4

◆
, k ! +1, y 2 [0, b], N = 0, 1, 2.

Лемма доказана.

Теорема 1.7. Пусть выполнены условия (1.23) и ряд Фурье (1.11) сходится

равномерно по x 2 [c, d] ⇢ (0, 1) для любого фиксированного y 2 [0, b]. Тогда

ряд
+1X

k=1

⌘k(y) k(x)

сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄, определяет в нём непрерывную

функцию и допускает двукратное дифференцирование под знаком суммы по

x и по y внутри ⌦.

Доказательство. Из теоремы 1.5 мы имеем оценки

|⌘k(y)| 6
A

J2
k

, |⌘0k(y)| 6
A

J2
k

, |⌘00k(y)| 6
A

J2
k

, k 2 N, y 2 [0, b].

Так как | k(x)| 6 1 при k 2 N и x 2 [0, 1], то ряды

+1X

k=1

⌘k(y) k(x),
+1X

k=1

⌘
0
k(y) k(x),

+1X

k=1

⌘
00
k(y) k(x)
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сходятся равномерно в ⌦̄ согласно признаку Вейерштрасса. Из этого, в частно�

сти, следует непрерывность суммы исходного ряда в ⌦̄.

Рассмотрим произвольный компакт K ⇢ [c, d] ⇥ [0, b] ⇢ (0, 1) ⇥ [0, b]. Рас�

смотрим на K ряды

+1X

k=1

⌘k(y) 
0
k(x),

+1X

k=1

⌘k(y) 
00
k(x).

В силу теоремы 1.6

+1X

k=1

⌘k(y) 
00
k(x) =

+1X

k=1

✓
�fk(y)

⇡2k2
+O

✓
1

k4

◆◆
·
�
�⇡2k2 sin ⇡kx

�
=

=
+1X

k=1

fk(y) · sin ⇡kx+
+1X

k=1

O

✓
1

k2

◆
· sin ⇡kx.

Первый ряд сходится равномерно на K по условию теоремы, второй � в

силу признака Вейерштрасса.

+1X

k=1

|⌘k(y) 0
k(x)| =

+1X

k=1

����⇡k
✓
�fk(y)

⇡2k2
+O

✓
1

k4

◆◆
cos ⇡kx

���� 6

6
+1X

k=1

(fk(y))
2 +

+1X

k=1

1

⇡2k2
+

+1X

k=1

O

✓
1

k3

◆
.

Здесь первое слагаемое сходится равномерно при фиксированном y в силу

тождества Парсеваля, остальные слагаемые являются сходящимися числовыми

рядами.

Таким образом, выполнены все достаточные условия [24, с. 29, теорема 1.9]

для возможности дифференцирования исходного ряда под знаком суммы два

раза по x и по y внутри области ⌦. Теорема доказана.
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1.7. Теорема сходимости формального решения

расширенной задачи

Для доказательства разрешимости расширенной задачи (1.10) докажем

следующую теорему.

Теорема 1.8. Пусть выполнены условия (1.23) и ряд Фурье (1.11) сходится

равномерно по x 2 [c, d] ⇢ (0, 1) для любого фиксированного y 2 [0, b]. Тогда

равномерно по y 2 [0, b] выполнено

'
(N)
k (y) = O

✓
1

k2

◆
, k 2 N, N = 0, 1, 2,

ряд
+1X

k=1

⌧k'k(y) k(x)

сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и определяет в нём непрерывную

функцию, а ряд
+1X

k=1

gk(y)'k(y) k(x)

сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄, определяет в нём непрерывную

функцию и допускает двукратное дифференцирование под знаком суммы по

x и по y внутри ⌦.

Доказательство.

'k(y) = � ⌘k(b)

'̊k(b)
· '̊k(y),

где функции '̊k(y) в силу теоремы 1.3 и лемм 1.4, 1.5 равномерно ограничены

вместе со своими первой и второй производными и равномерно отделены от

нуля. Тогда, пользуясь также теоремой 1.6, получим

'
(N)
k (y) = �

✓
�fk(b)

⇡2k2
+O

✓
1

k4

◆◆
· '̊(y) + o(1)

'̊(b) + o(1)
= O

✓
1

k2

◆
.

Тогда ряд
+1X

k=1

⌧k'k(y) k(x)
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сходится равномерно в ⌦̄ в силу признака Вейерштрасса, так как

|⌧k'k(y) k(x)| 6 const/k
2. Так как каждое его слагаемое непрерывно, то и сум�

ма ряда также будет непрерывной функцией.

Аналогично доказывается равномерная сходимость и непрерывность сум�

мы ряда
+1X

k=1

gk(y)'k(y) k(x) ⌘
+1X

k=1

� ⌘k(b)

'̊k(b)
· Y 0

k (y) k(x)

при (x, y) 2 ⌦̄.

Фиксируем любой компакт K ⇢ [c, d] ⇥ [", b � "] ⇢ ⌦. Из теоремы 1.4 и

уравнения (1.3) следует оценка

��Y 0
k

00(y)
�� 6 C3

r
2
k

y2

⇣
y

b

⌘rk
,

где C3 > 0, не зависит от k 2 N и y 2 (0, b].

Тогда при (x, y) 2 K, 0 6 i, j, i+ j 6 2 имеют место оценки

+1X

k=1

����
@
i+j

@xi@yj
(Y 0

k (y) k(x))

���� 6
+1X

k=1

C · ki+j

"2k2

✓
b� "

b

◆rk

,

где постоянная C > 0 зависит только от постановки исходной задачи. Число

(b � ")/b 2 (0, 1), следовательно найдётся постоянная B > 0 такая, что ((b �

")/b)rk 6 B/k
2. Тогда

+1X

k=1

����
@
i+j

@xi@yj
(Y 0

k (y) k(x))

���� 6
+1X

k=1

CB

"2k2
< +1.

Таким образом, ряды, полученные почленным дифференцированием ряда

+1X

k=1

gk(y)'k(y) k(x)

по x и y до 2 раз сходятся равномерно на любом K ⇢ ⌦, а значит, в силу [24, с.

29, теорема 1.9], допускают двукратное дифференцирование под знаком суммы

внутри области ⌦. Теорема полностью доказана.
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Следствие 1.8.1. В условиях теоремы 1.8, формальное решение (1.9) расши�

ренной задачи (1.10) определено и сходится к непрерывной функции, а фор�

мальное решение (1.8) исходной задачи (1.6) определено и является её класси�

ческим решением.

Доказательство. Для доказательства данного утверждения достаточно приме�

нить теоремы 1.1, 1.2, 1.7 и 1.8.

Условия, заданные теоремами 1.7 и 1.8, не являются очевидными. В сле�

дующей теореме мы установим более легко проверяемые достаточные условия,

при которых утверждение следствия остаётся в силе.

Теорема 1.9. Пусть a(0) и c
0(0) � рациональные числа, а правая часть f(x, y)

является аналитической функцией по совокупности переменных (x, y) в обла�

сти (�", 1+")⇥U , " > 0. Тогда формальное решение (1.9) расширенной задачи

(1.10) определено и сходится к непрерывной функции, а формальное решение

(1.8) исходной задачи (1.6) определено и является её классическим решением.

Доказательство. Согласно условию, функция f(x, y) принадлежит классу

Гёльдера по x 2 [0, 1] при каждом фиксированном y 2 [0, b], так как является

непрерывно дифференцируемой. В силу [24, с. 352, теорема 10.17], ряд Фурье

(1.11) функции f(x, y), нечётно продолженной на x 2 (�1, 0), сходится равно�

мерно на любом отрезке x 2 [c, d] 2 (0, 1) при любом фиксированном y 2 [0, b].

Таким образом, остаётся проверить выполнение условий (1.23).

При любом фиксированном x 2 [0, 1] и R1 2 (b, R) имеет место |f(x, y)| 6
max
|y|=R1

|f(x, y)| ⌘ M(x) в силу принципа максимума аналитических функций [44,

с. 284]. Тогда при k 2 N

fk(y) = 2

1Z

0

f(x, y) · sin ⇡kx dx,

max
|y|=R1

|fk(y)| 6 2

1Z

0

max
|y|=R1

|f(x, y)|dx = 2

1Z

0

M(x)dx ⌘ M.
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Тогда для функций fk(y) в силу [20, с. 17] имеет место условие 2 из (1.23):

|fkn| 6
M

Rn
1

, k 2 N, n 2 N0.

Установим выполнение третьего из условий (1.23).

�k = Jk(Jk + c
0(0)� 1)� ⇡

2
k
2 � a(0),

следовательно,

⇡
2 � qk = ��k

k2
, qk =

Jk(Jk + c
0(0)� 1)� a(0)

k2
⌘ Pk

Qk
2 Q, k 2 N,

где Pk и Qk � попарно простые целые числа. Очевидно, что Qk 6 Q · k2, где

Q > 0 зависит от a(0) и c
0(0). Применяя оценку меры иррациональности числа

⇡
2 из [71, с. 38], получим

����
�k

k2

���� = |⇡2 � qk| ⌘
����⇡

2 � Pk

Qk

���� >
1

Q20
k

> 1

k40Q20
, k > k0.

Тогда для любого q0 2 (b/R, 1) найдётся Ĉ� > 0 такая, что

|�k| >
1

k38Q20
> Ĉ� · qJk0 , k > k0.

В силу иррациональности числа ⇡2, |�k| 6= 0 при всех k 2 N, следовательно,

можно выбрать C� > 0 так, чтобы

|�k| > C� · qJk0 , k 2 N,

то есть выполнено третье из условий (1.23).

Наконец, так как |�k| 6= 0 при всех k 2 N, то rk 62 N в силу доказанного

нами ранее (см. доказательство теоремы 1.2). Теорема полностью доказана.

Установленные условия на рациональность чисел a(0) и c
0(0) не являются

физичными. В оставшихся разделах данной главы мы покажем методом функ�

ции Грина, что ряд (1.8) сходится к классическому решению задачи (1.6) при

существенно более слабых ограничениях, чем условия (1.23).
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1.8. Оценки неограниченного элемента фундаментальной

системы решений

Заметим, что коэффициенты ⌘k(y) + g0(y)�k(y) + gk(y)'k(y) ряда (1.8) яв�

ляются решениями следующих краевых задач:
8
><

>:

y
2
Y

00(y) + c(y)Y 0(y)� (a(y) + ⇡
2
k
2)Y = fk(y), 0 < y < b, k 2 N,

|Y (0)| < +1, Y (b) = 0.
(1.24)

Ранее (1.22) мы построили функции Y
0
k (y), которые являются решениями

однородных уравнений (1.24), удовлетворяющими краевому условию задач на

конце y = 0. В этом разделе мы построим вторые решения Y
b
k (y), удовлетворя�

ющие краевому условию задач на конце y = b.

Для их построения мы воспользуемся следствием из формулы Остроград�

ского-Лиувилля [30, с. 95], [57, с. 154]:

Y
b
k (y) ⌘ �Y

0
k (y)

yZ

b

1

(Y 0
k (⇠))

2
exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣2
d⇣

1

A d⇠, y 2 (0, b], k 2 N. (1.25)

Легко видеть, что Y
b
k (b) = 0. Представим функцию Y

b
k (y) как

Y
b
k (y) =

⇣
y

b

⌘r�k
#k(y).

Получим представление функции #k(y):

#k(y) = �
⇣
y

b

⌘rk�r�k
'̊k(y)

yZ

b

✓
⇠

b

◆�2rk 1

('̊k(⇠))2
exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣2
d⇣

1

A d⇠,

⇠Z

b

c(⇣)

⇣2
d⇣ =

⇠Z

b

c̄(⇣)

⇣2
d⇣ +

⇠Z

b

c1

⇣
d⇣.

Так как функция c̄(y)/y2 является аналитической в U , то

#k(y) = �
⇣
y

b

⌘rk�r�k
'̊k(y)

yZ

b

✓
⇠

b

◆�2rk�c1

✓k(⇠)d⇠,
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где функции ✓k(y) аналитичны в U , равномерно ограничены и равномерно от�

делены от нуля на [0, b] в силу теоремы 1.3,

✓k(y) =
1

('̊k(y))2
exp

0

@�
yZ

b

c̄(⇣)

⇣2
d⇣

1

A .

Получим оценки построенных функций.

Теорема 1.10. Существуют ⇥2 > ⇥1 > 0, не зависящие от k 2 N и y 2 [0, b]

такие, что

|#k(y)| 6
⇥2

k
, |#0k(y)| 6

⇥2

y
, y 2 (0, b],

|#k(y)| >
⇥1

k
, y 2 (0, 3b/4].

Доказательство. Используя свойства функций #k(y), заключаем

|#k(y)| 6 C

⇣
y

b

⌘rk�r�k
bZ

y

✓
⇠

b

◆�2rk�c1

d⇠ 6 C

k

⇣
y

b

⌘rk�r�k

1

b
+ b

⇣
y

b

⌘1�2rk�c1
�
6

6 C

k

✓
1

b
+ b

◆
⌘ ⇥3

k
, y 2 [0, b].

Символ C здесь обозначает некоторые положительные константы, не за�

висящие от k 2 N и y 2 [0, b], но различные в различных частях цепочки

неравенств.

Аналогично

|#k(y)| > C

⇣
y

b

⌘rk�r�k
bZ

y

✓
⇠

b

◆�2rk�c1

d⇠ >

> C

k

⇣
y

b

⌘rk�r�k
b
2rk+c1(x1�2rk�c1 � b

1�2rk�c1) =

=
C

k

 
b� b

y
rk�r�k

brk�r�k

!
> C

k

 
b� b

✓
3

4

◆r1�r�1
!

⌘ ⇥1

k
, y 2

✓
0,

3b

4

�
.

Наконец,

#
0
k(y) = �rk � r

�
k

y
·
⇣
y

b

⌘rk�r�k
'̊k(y)

yZ

b

✓
⇠

b

◆�2rk�c1

✓k(⇠)d⇠�
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�
⇣
y

b

⌘rk�r�k
'̊
0
k(y)

yZ

b

✓
⇠

b

◆�2rk�c1

✓k(⇠)d⇠ �
⇣
y

b

⌘rk�r�k
'̊k(y)

⇣
y

b

⌘�2rk�c1
✓k(y),

соответственно,

|#0k(y)| 6
rk � r

�
k

y
· |#k(y)|+

����
'̊
0
k(y)

'̊k(y)

���� · |#k(y)|+
⇣
y

b

⌘�rk�r�k �c1
· |'̊k(y)| · |✓k(y)| 6

6 C · k
y
· ⇥3

k
+ C · ⇥3

k
+

C

y
6 C

y
⌘ ⇥4

y
, y 2 [0, b].

Для завершения доказательства выберем ⇥2 = max(⇥3,⇥4).

Теорема 1.11. Существуют C4 > C3 > 0, не зависящие от k 2 N и y 2 [0, b],

такие, что

Y
b
k (y) 6

C4

k
·
⇣
y

b

⌘r�k
, y 2 (0, b],

Y
b
k (y) >

C3

k
·
⇣
y

b

⌘r�k
, y 2 (0, 3b/4],

����
dY

b
k

dy
(y)

���� 6
C4

y
·
⇣
y

b

⌘r�k
, y 2 (0, b].

Доказательство. Первые две оценки непосредственно следуют из теоремы 1.10

и соотношения

Y
b
k (y) =

⇣
y

b

⌘r�k
#k(y).

Для доказательства третьей оценки заметим, что

dY
b
k

dy
(y) =

r
�
k

y
·
⇣
y

b

⌘r�k
#k(y) +

⇣
y

b

⌘r�k
#
0
k(y),

тогда ����
dY

b
k

dy
(y)

���� 6
����
r
�
k

y
·
⇣
y

b

⌘r�k
#k(y)

����+
����
⇣
y

b

⌘r�k
#
0
k(y)

���� 6

6

Ck

y
· ⇥2

k
+

⇥2

y

�
·
⇣
y

b

⌘r�k ⌘ C4

y
·
⇣
y

b

⌘r�k
, y 2 (0, b].

Теорема доказана.
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Имея оценки теорем 1.4 и 1.11, получим оценки определителей Вронско�

го систем {Y 0
k (y), Y

b
k (y)}, являющихся фундаментальными системами решений

однородных уравнений (1.24):

wk(y) = det

0

@Y
0
k (y) Y

b
k (y)

dY 0
k

dy (y) dY b
k

dy (y)

1

A , k 2 N, y 2 (0, b). (1.26)

Теорема 1.12. Существуют постоянная W > 0 и номер k0 2 N, не зависящие

от k 2 N и y 2 (0, b], такие, что

wk(y) 6 �Wy
�c1 < 0, k > k0.

Доказательство. I. Оценим wk(⇠), где ⇠ = b/2. В силу леммы 1.3, при доста�

точно больших номерах k имеет место

Y
0
k (⇠) > 0, Y

0
k

0(⇠) > 0, Y
b
k (⇠) > 0, Y

b
k

0(⇠) < 0,

wk(⇠) = Y
0
k (⇠)Y

b
k

0(⇠)� Y
0
k

0(⇠)Y b
k (⇠) 6 �Y

0
k

0(⇠)Y b
k (⇠) 6 �C3

⇠

✓
⇠

b

◆r�k

·C1

✓
⇠

b

◆rk

=

= �C1C3

⇠

✓
⇠

b

◆1�c1

⌘ �V, k > k0,

оценки верны в силу теорем 1.4 и 1.11, постоянная V > 0 не зависит от k.

II. Для произвольной точки y 2 (0, b], воспользуемся формулой Остроград�

ского-Лиувилля:

wk(y) = wk(⇠) exp

0

B@�
yZ

⇠

c(⇠)

⇠2
d⇠

1

CA 6 wk(⇠) · y�c1 · P,

где P > 0 � минимальное значение функции

exp

0

B@�
yZ

⇠

c̄(⇠)

⇠2
d⇠

1

CA , y 2 [0, b],

которое существует, так как функция c̄(y)/y2 аналитична на [0, b].

Окончательно получаем

wk(y) 6 wk(⇠) · y�c1 · P 6 �V P · y�c1, y 2 (0, b], k 2 N,

откуда W = V P > 0. Теорема доказана.
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1.9. Оценки функции Грина и асимптотика

коэффициентов ряда

Построим функции Грина [21, с. 193] краевых задач (1.24).

Gk(y, ⌘) =

8
><

>:

Y 0
k (y)Y

b
k (⌘)

⌘2wk(⌘)
, y < ⌘,

Y 0
k (⌘)Y

b
k (y)

⌘2wk(⌘)
, y > ⌘,

k 2 N. (1.27)

Теорема 1.13. Существует постоянная M > 0 такая, что

bZ

0

|Gk(y, ⌘)| d⌘ 6 M

k2

при всех y 2 [0, b] и k 2 N. Кроме того, для любого компакта K ⇢ (0, b)

найдётся постоянная MK > 0 такая, что

bZ

0

����
@Gk

@y
(y, ⌘)

���� d⌘ 6 MK

k

при всех y 2 K и k 2 N.

Доказательство. Применим оценки теорем 1.4, 1.11 и 1.12, формулу (1.27) и

асимптотику rk,�r
�
k ⇠ ⇡k при k ! +1.

bZ

0

|Gk(y, ⌘)| d⌘ =

yZ

0

����
Y

0
k (⌘)Y

b
k (y)

⌘2wk(⌘)

���� d⌘ +
bZ

y

����
Y

0
k (y)Y

b
k (⌘)

⌘2wk(⌘)

���� d⌘ 6

6
yZ

0

C2

⇣
⌘

b

⌘rk C4

k

⇣
y

b

⌘r�k · 1

W⌘2⌘�c1
d⌘ +

bZ

y

C2

⇣
y

b

⌘rk C4

k

⇣
⌘

b

⌘r�k · 1

W⌘2⌘�c1
d⌘ =

=
C2C4

Wk
· y

r�k

b1�c1

yZ

0

⌘
rk

⌘2⌘�c1
d⌘ +

C2C4

Wk
· y

rk

b1�c1

bZ

y

⌘
r�k

⌘2⌘�c1
d⌘ =

=
C2C4

Wk
· y

r�k

b1�c1
· y

rk+c1�1

rk + c1 � 1
+

C2C4

Wk
· y

rk

b1�c1
· b

r�k +c1�1 � y
r�k +c1�1

r
�
k + c1 � 1

6
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6 C5

k2
· y

r�k

b1�c1
· yrk+c1�1 +

2C5

k2
· y

rk

b1�c1
· yr

�
k +c1�1 =

3C5

k2
· 1

b1�c1
⌘ M

k2
,

что верно при k 2 N, y 2 [0, b], постоянные C5,M > 0.

Аналогично
bZ

0

����
@Gk

@y
(y, ⌘)

���� d⌘ 6

6 C2C4

Wk
· y

r�k

b1�c1

yZ

0

k

y
· ⌘

rk

⌘2⌘�c1
d⌘ +

C2C4

Wk
· y

rk

b1�c1

bZ

y

rk

y
· ⌘

r�k

⌘2⌘�c1
d⌘ 6

6 M

k2
· max(k, rk)

y
.

Пусть y 2 K ⇢ (0, b). Тогда найдётся " > 0 такой, что " < y < b� " и

bZ

0

����
@Gk

@y
(y, ⌘)

���� d⌘ 6 M

k2
· max(k, rk)

"
6 MK

k
, MK =

M · sup
k2N

�
rk
k

�
+M

"
,

оценка верна для k 2 N и y 2 K. Теорема доказана.

Используя полученные результаты, мы теперь можем доказать аналог тео�

рем 1.6 и 1.3 при минимальных требованиях к задаче (1.6). Введём обозначение

Yk(y) ⌘ ⌘k(y) + g0(y)�k(y) + gk(y)'k(y), k 2 N, y 2 [0, b].

Функции Yk(y) являются решениями краевых задач (1.24), а значит, для

них имеет место представление

Yk(y) =

bZ

0

fk(⌘) ·Gk(y, ⌘) d⌘, k 2 N, y 2 [0, b].

Теорема 1.14. Пусть функции fk(y) являются равномерно ограниченными

вместе с первыми и вторыми производными при k 2 N и y 2 [0, b]. Тогда

равномерно по y 2 [0, b] имеет место асимптотика

Yk(y) = O

✓
1

k2

◆
.
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Кроме того, на любом компакте K ⇢ (0, b) равномерно по y 2 K справед�

лива асимптотическая формула

Y
(N)
k (y) = �f

(N)
k (y)

⇡2k2
+O

✓
1

k4�N

◆
, N = 0, 1, 2.

Доказательство. Применим первую из оценок теоремы 1.13:

|Yk(y)| 6
bZ

0

|fk(⌘) ·Gk(y, ⌘)| d⌘ 6 MMf

k2
,

где Mf > 0 � супремум |fk(y)| по всем y 2 [0, b] и k 2 N, таким образом, первая

асимптотика доказана.

Далее рассмотрим функцию

Rk(y) ⌘ Yk(y) +
fk(y)

⇡2k2
,

и подставим её в уравнение задачи (1.24). Тогда
8
><

>:

y
2
R

00
k + c(y)R0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Rk = Fk(y) ⌘ y2f 00

k (y)+c(y)f 0
k�a(y)fk(y)

⇡2k2 ,

Rk(0) =
fk(0)
⇡2k2 � fk(0)

a0+⇡2k2 , Rk(b) =
fk(b)
⇡2k2 ,

где y 2 (0, b), k 2 N. Заметим, что в силу равномерной ограниченности функций

fk(y) с их производными и коэффициентов задачи существует постоянная MF >

0 такая, что |Fk(y)| 6 MF/k
2. Тогда имеет место представление

Rk(y) =

bZ

0

Fk(⌘) ·Gk(y, ⌘) d⌘ +
fk(b)

⇡2k2
· Y

0
k (y)

Y 0
k (b)

, k 2 N, y 2 [0, b],

при y 2 K, k 2 N и N = 0, 1 имеет место оценка

���R(N)
k (y)

��� 6 MF

k2

bZ

0

����
@
N
Gk

@yN
(y, ⌘)

���� d⌘ +
Mf

⇡2k2
·
✓
rk

y

◆N

· C2

C1
·
⇣
y

b

⌘rk
6

6 MF

k2
· MK

y2�N
+

Mf

⇡2k2
·
✓
rk

y

◆N

· C2

C1
·
⇣
y

b

⌘rk
6
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6 MF

k2
· MK

y2�N
+

Mf

⇡2k2
·
⇣
rk

"

⌘N
· C2

C1
· µrk , µ =

b� "

"
< 1.

Найдём постоянную C > 0 такую, что rk · µrk 6 C/k
3 при всех k 2 N.

Тогда
���R(N)

k (y)
��� 6 MF

k2
· MK

y2�N
+

CC2Mf

C1⇡
2k5"

6 1

k4�N

✓
MKMF +

CC2Mf

C1⇡
2"

◆
⌘ B

k4�N
.

Докажем оценку при N = 2.

R
00
k(y) =

Fk(y) + (a(y) + ⇡
2
k
2)Rk(y)� c(y)R0

k(y)

y2
,

тогда при y 2 K и k 2 N мы получаем

|R00
k(y)| 6

MF + (MA + ⇡
2
k
2)B/k

4 +MCB/k
3

"2
,

где MA и MC � наибольшие значения |a(y)| и |c(y)| на отрезке [0, b] соответ�

ственно. Тогда окончательно получаем

|R00
k(y)| 6

1

k2
· MF + (MA + ⇡

2)B +MCB

"2
⌘ B1

k2
.

Теорема доказана.

1.10. Теорема существования решения основной задачи

Лемма 1.9. Пусть функции Yk(y) таковы, что имеют место следующие

асимптотики равномерно по y:

Yk(y) = O

✓
1

k2

◆
, k 2 N, y 2 [0, b],

Y
(N)
k (y) = �f

(N)
k (y)

⇡2k2
+O

✓
1

k4�N

◆
, k 2 N, y 2 K ⇢ (0, b), N = 0, 1, 2,

где функции fk(y) � коэффициенты Фурье разложения функции f(x, y) по

системе {sin ⇡kx}+1
k=1, функция f 2 C

2(⌦̄). Тогда ряд

+1X

k=1

Yk(y) sin ⇡kx
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сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄, допускает двукратное дифференци�

рование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦ и определяет в нём функцию

из C(⌦̄) \ C
2(⌦).

Доказательство. Для доказательства достаточно по аналогии с теоремой 1.7

установить равномерную сходимость ряда

+1X

k=1

Yk(y) sin ⇡kx

и рядов, полученных его почленным дифференцированием.

+1X

k=1

|Yk(y) sin ⇡kx| 6
+1X

k=1

C

k2
, (x, y) 2 ⌦̄,

+1X

k=1

����
@
N
Yk

@yN
(y) sin ⇡kx

���� 6
+1X

k=1

C

k2
, (x, y) 2 K ⇢ ⌦, N = 1, 2,

из чего следует равномерная сходимость соответствующих рядов на ⌦̄ и на

любом компакте K ⇢ ⌦ соответственно.

+1X

k=1

Yk(y)
@
2

@x2
sin ⇡kx = �

+1X

k=1

⇡
2
k
2
Yk(y) sin ⇡kx =

=
+1X

k=1

fk(y) sin ⇡kx+
+1X

k=1

O

✓
1

k2

◆
sin ⇡kx,

первый ряд сходится равномерно на любом компакте K ⇢ ⌦ в силу равно�

мерной гёльдеровости функции f(x, y) по x, которая следует из равномерной

ограниченности f
0
x(x, y) в ⌦̄. Второй ряд сходится равномерно в силу признака

Вейерштрасса.

При N = 0, 1 имеет место

+1X

k=1

����
@
N

@yN
Yk(y)

@

@x
sin ⇡kx

���� =
+1X

k=1

����⇡k
@
N

@yN
Yk(y) cos ⇡kx

���� 6

6
+1X

k=1

����f
(N)
k (y) · 1

⇡k

����+
+1X

k=1

C

k2
6

+1X

k=1

⇣
f
(N)
k (y)

⌘2
+

+1X

k=1

1

⇡2k2
+

+1X

k=1

C

k2
, (x, y) 2 K.
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Так как f
00
xy(x, y) и f

0
x(x, y) равномерно ограничены в ⌦̄, то f

0
y(x, y) и f(x, y)

равномерно гёльдеровы по x в ⌦̄, а значит их ряды Фурье сходятся равномерно

внутри ⌦, из чего следует равномерная сходимость первого ряда в силу тожде�

ства Парсеваля. Второй и третий ряды сходятся равномерно в силу признака

Вейерштрасса.

Теорема доказана.

Теперь сформулируем и докажем теорему существования классического

решения задачи (1.6).

Теорема 1.15. Пусть правая часть f(x, y) задачи (1.6) непрерывна в ⌦̄

вместе с первыми и вторыми производными, при каждом фиксированном

x 2 (0, 1) функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргумента y.

Тогда существует классическое решение задачи (1.6), представимое ря�

дом (1.8), который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает дву�

кратное дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции

⌘k(y),�k(y) и 'k(y) аналитичны в области U .

Если при некотором k 2 N число rk 62 N, то �k(y) ⌘ 0.

Доказательство. Исходя из условий, наложенных на функцию f(x, y), мы мо�

жем заключить, что функции fk(y) аналитичны в U и равномерно ограничены

на y 2 [0, b] при k 2 N вместе с первыми и вторыми производными. Таким об�

разом, выполнены все условия теорем 1.2 и 1.1 и функции ⌘k(y),�k(y) и 'k(y)

определены и аналитичны в области U , причём если rk 62 N, то �k(y) ⌘ 0.

Выполнены все условия теоремы 1.14, а значит, в силу леммы 1.9, ряд (1.8)

сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄, допускает двукратное дифференци�

рование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦ и определяет в нём функцию

из C(⌦̄) \ C
2(⌦).

Так как данный ряд построен как формальное решение задачи (1.6), то он

является её классическим решением по построению. Теорема доказана.
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1.11. Пример

В качестве примера рассмотрим краевую задачу
8
><

>:

u
00
xx + y

2
u
00
yy + yu

0
y � yu = f ⌘ const, (x, y) 2 ⌦ = (0, 1)2,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 1) = 0, |u(x, 0)| < +1.

(1.28)

Разложим правую часть в ряд Фурье по функциям {sin ⇡kx}.

fk = 2

1Z

0

f · sin ⇡kx dx =

8
>><

>>:

0, k = 2l,

4f

⇡k
, k = 2l � 1.

l 2 N,

Таким образом, при чётных k ⌘k(y) ⌘ 'k(y) ⌘ �k(y) ⌘ 0. При нечётных k

мы получим

rk =
1� c1 +

p
(1� c1)2 + 4⇡2k2 + 4a0

2
= ⇡k 62 Q,

из чего следует, что �k(y) ⌘ 0 при всех k 2 N. Найдём коэффициенты ряда

(1.8).

⌘k,0 = � fk

⇡2k2
= �

4f

⇡3k3
, ⌘k,n =

⌘k,n�1

n2 � ⇡2k2
= �

4f

⇡3k3

nY

m=1

1

m2 � ⇡2k2
, n 2 N,

⌘k(y) =
4f

⇡k

+1X

n=0

y
n

nY

m=0

1

m2 � ⇡2k2
, y 2 [0, b], k = 2l � 1,

'k,0 = 1, 'k,n =
'k,n�1

n2 + 2nrk
=

nY

m=1

1

m2 + 2⇡km
, n 2 N,

'k(y) = �4f

⇡k

+1X

n=0

nY

m=0

1

m2 � ⇡2k2
⇥

⇥
 
1 +

+1X

n=1

nY

m=1

y

m2 + 2⇡km

!
·
 
1 +

+1X

n=1

nY

m=1

1

m2 + 2⇡km

!�1

,

y 2 [0, b], k = 2l � 1.
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Теперь построим решение задачи (1.28) в виде ряда (1.8).

u(x, y) = 4f
+1X

k=1,k/262N

"
4f

⇡k

+1X

n=0

y
n

nY

m=0

1

m2 � ⇡2k2
� y

⇡k 4f

⇡k

+1X

n=0

nY

m=0

1

m2 � ⇡2k2
⇥

⇥
 
1 +

+1X

n=1

nY

m=1

y

m2 + 2⇡km

!
·
 
1 +

+1X

n=1

nY

m=1

1

m2 + 2⇡km

!�1 #
· sin ⇡kx

⇡k
.

Ряд сходится равномерно в [0, 1]2 в силу теорем 1.9 (так как c1 = 1, a0 =

0 2 Q) и 1.15 к классическому решению задачи (1.28). Его можно дифференци�

ровать под знаком суммы по x и по y внутри (0, 1)2 два раза.
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Глава 2

Краевые задачи D и E для эллиптического

уравнения с линейным вырождением

При работе над данной главой диссертации использованы следующие пуб�

ликации автора, в которых, согласно Положению о присуждении учёных степе�

ней в МГУ, отражены основные результаты, положения и выводы исследования:

[84], [89].

2.1. Постановки задач D и E для линейного вырождения

В этой главе мы будем рассматривать две краевые задачи (1.1) и (1.2) в

прямоугольнике ⌦ ⌘ (0, 1) ⇥ (0, b), b > 0 с линейным вырождением m = 1:

краевую задачу D
8
><

>:

u
00
xx + yu

00
yy + c(y)u0y � a(y)u = f(x, y), (x, y) 2 ⌦,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, b) = 0,
(2.1)

и краевую задачу E
8
><

>:

u
00
xx + yu

00
yy + c(y)u0y � a(y)u = f(x, y), (x, y) 2 ⌦,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, b) = 0, |u(x, 0)| < +1.

(2.2)

На коэффициенты и правую часть мы будем накладывать те же ограни�

чения, что и в разделе 1 главы 1. Также мы полагаем, что в обеих задачах

a(y) > 0, в задаче (2.2) c(0) > 1, а в задаче (2.1) c(0) < 1. Решения обеих задач

мы будем искать в классе C
2(⌦) \ C(⌦̄).
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2.2. Формальные решения задач

По аналогии с первой главой, разложим правые части задач и их решения

в ряды Фурье

f(x, y) =
+1X

k=1

fk(y) · sin ⇡kx, (x, y) 2 ⌦̄, (2.3)

u(x, y) =
+1X

k=1

Yk(y) · sin ⇡kx, (x, y) 2 ⌦̄, (2.4)

где функции Yk(y) являются в случае задачи (2.1) решениями краевых задач
8
><

>:

yY
00
k + c(y)Y 0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Yk = fk(y), 0 < y < b,

Yk(0) = Yk(b) = 0,
k 2 N, (2.5)

и в случае задачи (2.2) решениями краевых задач
8
><

>:

yY
00
k + c(y)Y 0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Yk = fk(y), 0 < y < b,

Yk(b) = 0, |Yk(0)| < +1.

k 2 N, (2.6)

Определяющее уравнение [20, с. 217] для этих задач имеет вид r(r � 1) +

c0r = 0. Его решениями являются числа r0 = 0 и r1 = 1 � c0. Из данных соот�

ношений следует, что однородные уравнения (2.5) и (2.6) всегда имеют нетри�

виальное аналитическое в U решение.

В случае задачи (2.2), число r1 = 1 � c0 6 0, из чего следует, что второй

элемент ФСР однородных уравнений (2.6) не является ограниченным в окрест�

ности точки y = 0, а само решение задачи (2.6) может быть найдено в классе

аналитических в U функций.

В случае же задачи (2.1), число r1 = 1� c0 > 0, а значит, второй элемент

ФСР однородных уравнений (2.5) в точке y = 0 имеет особенность вида y
1�c0

или ln y.

Указанные факты будут строго доказаны в следующем разделе.

Таким образом, будем искать решения задач (2.6) в виде

Yk(y) = ⌘k(y),
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а решения задач (2.5) в виде

Yk(y) = ⌘k(y) + ln
⇣
y

b

⌘
�k(y) +

⇣
y

b

⌘r1
'k(y),

где функции ⌘k(y), �k(y) и 'k(y) являются аналитическими в круге U .

Соответственно, формальное решение задачи (2.2) будет иметь вид

u(x, y) =
+1X

k=1

⌘k(y) · sin ⇡kx, (x, y) 2 ⌦̄, (2.7)

а формальное решение задачи (2.1) �

u(x, y) =
+1X

k=1

h
⌘k(y) + ln

⇣
y

b

⌘
�k(y) +

⇣
y

b

⌘r1
'k(y)

i
· sin ⇡kx, (x, y) 2 ⌦̄. (2.8)

В случае задачи (2.2), функции ⌘k(y) являются решениями задач (2.6). В

случае задачи (2.1), мы, по аналогии с разделом 3 главы 1, получаем:

Y
0
k(y) = ⌘

0
k(y) + ln

⇣
y

b

⌘
�
0
k(y) +

1

y
· �k(y) +

⇣
y

b

⌘r1
'
0
k(y) +

r1

y
·
⇣
y

b

⌘r1
'k(y),

Y
00
k (y) = ⌘

00
k(y)�

1

y2
· �k(y) +

2

y
· �0

k(y) + ln
⇣
y

b

⌘
�
00
k(y)+

+
r1(r1 � 1)

y2
·
⇣
y

b

⌘r1
'k(y) +

2r1
y

·
⇣
y

b

⌘r1
'
0
k(y) +

⇣
y

b

⌘r1
'
00
k(y),

откуда

y⌘
00
k(y) + c(y)⌘0k(y)� (⇡2k2 + a(y))⌘k(y) + 2�0

k(y) +
c(y)

y
�k(y)�

�k(y)

y
= fk(y),

y�
00
k(y) + c(y)�0

k(y)� (⇡2k2 + a(y))�k(y) = 0,

y'
00
k(y) + c(y)'0

k(y) + 2r1'
0
k(y)+

+
r1(r1 � 1)

y
'k(y) + r1

c(y)

y
'k(y)� (⇡2k2 + a(y))'k(y) = 0, 0 < y < b,

⌘k(b) = �'k(b), ⌘k,�k,'k 2 A(U), k 2 N,

в случае задачи (2.1) также

⌘k(0) = 0, k 2 N.

Далее мы покажем, что поставленные задачи на функции ⌘k(y),�k(y) и

'k(y) имеют решения.
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2.3. Разрешимость задач для коэффициентов Фурье

решения

Рассмотрим при фиксированном k 2 (0,+1) задачу нахождения аналити�

ческих в U функций ⌘k(y) и �k(y), удовлетворяющих уравнениям
8
><

>:

y⌘
00
k(y) + c(y)⌘0k(y)� (⇡2k2 + a(y))⌘k(y) + 2�0

k(y) +
c(y)
y �k(y)� �k(y)

y = fk(y),

y�
00
k(y) + c(y)�0

k(y)� (⇡2k2 + a(y))�k(y) = 0,

(2.9)

с условиями

⌘k(b) = 0, �k(0) = 0 (2.10)

в случае c(0) > 1, условиями

⌘k(0) = 0, �k(0) = 0 (2.11)

в случае c(0) < 1, c(0) 6= 0,�1,�2, ... и условиями

⌘k(0) = ⌘k(b) = 0, �k(0) = 0 (2.12)

в случае c(0) = 0,�1,�2, ....

Теорема 2.1. В условиях задач (2.2) и (2.1) пусть fk(y) 2 A(U) при каждом

k 2 N. Тогда решения (⌘k(y),�k(y)) уравнения (2.9) с условиями (2.10), (2.11)

и (2.12) существуют, причём если c(0) 6= 0,�1,�2, ..., то �k(y) ⌘ 0.

Доказательство. I. Покажем, что дифференциальные уравнения (2.9) имеют

аналитические решения при любой аналитической правой части. Доказатель�

ство данного утверждения в целом аналогично доказательству теоремы 1.2,

поэтому будет достаточно указать рекуррентные формулы построения коэффи�

циентов рядов Тейлора функций ⌘k(y) и �k(y).

Подставим разложения в ряды Тейлора коэффициентов, правой части и

функций ⌘k(y) и �k(y) в уравнения (2.9).
+1X

n=0

n(n+ 1)⌘k,n+1y
n +

+1X

m=1

cmy
m

+1X

n=0

(n+ 1)⌘k,n+1y
n + c0

+1X

n=0

(n+ 1)⌘k,n+1y
n�
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�
+1X

m=0

amy
m

+1X

n=0

⌘k,ny
n � ⇡

2
k
2
+1X

n=0

⌘k,ny
n + 2

+1X

n=0

(n+ 1)�k,n+1y
n+

+
+1X

m=0

cmy
m

+1X

n=�1

�k,n+1y
n �

+1X

n=�1

�k,n+1y
n =

+1X

n=0

fkny
n
,

+1X

n=0

n(n+ 1)�k,n+1y
n +

+1X

m=1

cmy
m

+1X

n=0

(n+ 1)�k,n+1y
n + c0

+1X

n=0

(n+ 1)�k,n+1y
n�

�
+1X

m=0

amy
m

+1X

n=0

�k,ny
n � ⇡

2
k
2
+1X

n=0

�k,ny
n = 0,

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях y, получим

(n+ c0)(n+ 1)�k,n+1 +
nX

m=0

(mcn�m+1 � an�m)�k,m � ⇡
2
k
2
�k,n = 0, n 2 N0,

(n+ c0)(n+ 1)⌘k,n+1 +
nX

m=0

(mcn�m+1 � an�m)⌘k,m � ⇡
2
k
2
⌘k,n+

+(2(n+ 1)� 1 + c0)�k,n+1 +
nX

m=1

cn�m+1�k,m = fkn, n 2 N0,

при этом ⌘k,0 и �k,0 могут быть выбраны произвольным образом. Так как функ�

ция �k(y) соответствует логарифмической особенности в решениях задач (2.5)

и (2.6), то естественным будет выбрать �k,0 = 0.

Пусть c0 6= 0,�1,�2, .... Тогда

⌘k,n+1 =

fkn �
nP

m=0
(mcn�m+1 � an�m)⌘k,m + ⇡

2
k
2
⌘k,n

(n+ c0)(n+ 1)
, �k,n+1 ⌘ 0, n 2 N0,

то есть �k(y) ⌘ 0.

В противном случае, если c0 = �N , N 2 N0, то

⌘k,n+1 =

fkn �
nP

m=0
(mcn�m+1 � an�m)⌘k,m + ⇡

2
k
2
⌘k,n

(n+ c0)(n+ 1)
, �k,n+1 ⌘ 0, n = 0, N � 1,

при индексе n = N получаем

NX

m=0

(mcN�m+1 � aN�m)⌘k,m � ⇡
2
k
2
⌘k,N + (N + 1)�k,N+1 = fkN ,
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что позволяет выбрать ⌘k,N+1 произвольным образом, если

�k,N+1 =

fkN �
NP

m=0
(mcN�m+1 � aN�m)⌘k,m + ⇡

2
k
2
⌘k,N

N + 1
.

Наконец, при n > N мы получим

�k,n+1 =

⇡
2
k
2
�k,n �

nP
m=0

(mcn�m+1 � an�m)�k,m

(n+ c0)(n+ 1)

⌘k,n+1 =

fkn �
nP

m=0
(mcn�m+1 � an�m)⌘k,m + ⇡

2
k
2
⌘k,n

(n+ c0)(n+ 1)
�

�
(2(n+ 1)� 1 + c0)�k,n+1 +

nP
m=1

cn�m+1�k,m

(n+ c0)(n+ 1)
.

Таким образом, при некотором выборе коэффициентов ⌘k,0 и ⌘k,N+1, все

остальные коэффициенты рядов определяются однозначно. Доказательство схо�

димости полученных рядов в круге U производится по аналогии с доказатель�

ством сходимости рядов в теоремах 1.1 и 1.2.

II. Покажем, что за счёт некоторого выбора коэффициентов ⌘k,0 и ⌘k,N+1,

можно удовлетворить условиям (2.10), (2.11) и (2.12).

Построенное указанным способом решение уравнений (2.9) при ⌘k,0 = 0 и

⌘k,N+1 = 0 1 обозначим ⌘
0
k(y), �0

k(y).

Заметим, что в случае (2.11) данная функция ⌘
0
k(y) уже удовлетворяет

всем необходимым условиям.

Рассмотрим случай (2.12). Положим правую часть fk(y) ⌘ 0. Построим

при такой правой части решение, выбирая ⌘k,0 = 0 и ⌘k,N+1 = 1. Это решение

мы обозначим ⌘
1
k(y), �1

k(y). Заметим, что функция ⌘1k(y)+ln(y/b)�1
k(y) является

решением уравнения (1.3). В силу леммы 1.2 и его построения, ⌘1k(b) 6= 0 (так

как ⌘
1
k(0) = 0), и тогда решение (⌘k(y),�k(y)), построенное с исходной правой

1 В случае (2.12).
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частью fk(y) и ⌘k,0 = 0, ⌘k,N+1 = �⌘0k(b)/⌘1k(b) удовлетворяет условию (2.12) в

силу линейности.

Наконец, рассмотрим случай (2.10). Построим функцию ⌘
2
k(y), положив

fk(y) ⌘ 0 и ⌘k,0 = 1. Функция ⌘2k(0) = 1, покажем, что ⌘2k(y) > 0 при y 2 [0, b].

Предположим, что существует точка ⇠ 2 (0, b] такая, что ⌘
2
k(⇠) = 0 (такая

точка ⇠ если существует, то единственна в силу леммы 1.2). Существует второе

решение ⌘3k(y) уравнения (1.3), удовлетворяющее условию ⌘
3
k(⇠) = 1.

В силу следствия из формулы Остроградского-Лиувилля,

⌘
3
k(y) = C1⌘

2
k(y) + ⌘

2
k(y)

yZ

⇠/2

w(⌘)

(⌘2k(⌘))
2
d⌘,

где

w(y) = C2 exp

0

B@�
yZ

⇠

c(⇣)

⇣
d⇣

1

CA ⇠ C2y
�c(0) �! +1, y ! 0 + 0,

так как C2 > 0 (при C2 = 0 решения ⌘
2
k(y) и ⌘

3
k(y) линейно зависимы, а при

C2 < 0, 1 6= ⌘
3
k(⇠) < 0). Следовательно,

⌘
3
k(y) �! +1, y ! 0 + 0.

Заметим, что ⌘3k(y) 6= 0 при y 2 (0, ⇠). Действительно, пусть ⌘3k(⌘) = 0, ⌘ 2

(0, ⇠). Если ⌘3k(y) меняет знак в точке ⌘, то существует другая ⇣ 6= ⌘, ⇣ 2 (0, ⇠)

такая, что ⌘3k(⇣) = 0. Если же ⌘3k(y) сохраняет знак в точке ⌘, то ⌘ является

нулём функции ⌘
3
k(y) кратности выше 1. В любом случае, мы получаем, что

функция ⌘3k(y) имеет более 1 нуля на интервале (0, ⇠) с учётом кратности, что

противоречит лемме 1.2. Таким образом, ⌘3k(y) 6= 0 при y 2 (0, ⇠).

Наконец, рассмотрим следующий интеграл

I =

⇠Z

0

✓
⌘
2
k(⌘)

⌘3k(⌘)

◆0

d⌘ =

✓
⌘
2
k(⇠)

⌘3k(⇠)

◆
�
✓
⌘
2
k(0)

⌘3k(0)

◆
= 0� 0 = 0.
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Но с другой стороны,

I =

⇠Z

0

⌘
2
k
0(⌘)⌘3k(⌘)� ⌘

3
k
0(⌘)⌘2k(⌘)

(⌘3k(⌘))
2

d⌘ =

⇠Z

0

w(⌘)

(⌘3k(⌘))
2
d⌘ 6= 0,

так как w(y) знакопостоянен.

Полученное противоречие доказывает, что ⌘2k(y) 6= 0 при y 2 [0, b], в част�

ности, ⌘2k(b) 6= 0. Тогда решение ⌘k(y), построенное с исходной правой частью

fk(y) и ⌘k,0 = �⌘0k(b)/⌘2k(b) удовлетворяет условию (2.10). Теорема доказана.

Заметим, что в случаях c(0) > 1 и c(0) = 0,�1,�2, ... построенные реше�

ния ⌘k(y), �k(y) и 'k(y) ⌘ 0 удовлетворяют всем условиям раздела 2 настоя�

щей главы. Покажем, что в остальных случаях также можно выбрать функцию

'k(y), при которой данные условия будут выполнены.

Теорема 2.2. В условиях задачи (2.1) пусть c(0) < 1. Тогда существует

аналитическое в U нетривиальное решение '̊k(y) уравнения

y'
00
k(y) + c(y)'0

k(y) + 2r1'
0
k(y)+

+
r1(r1 � 1)

y
'k(y) + r1

c(y)

y
'k(y)� (⇡2k2 + a(y))'k(y) = 0, 0 < y < b,

причём '̊k(b) 6= 0.

Доказательство. Доказательство данного утверждения проводится по анало�

гии с доказательствами теорем 2.1, 1.1 и леммы 1.4. Подставим ряды Тейлора

функции '̊k(y) и коэффициентов задачи в уравнение.
+1X

n=0

(n+ r1 + 1)(n+ 1)'k,n+1y
n +

+1X

m=1

cmy
m

+1X

n=0

(n+ 1)'k,n+1y
n+

+r1

+1X

m=1

cmy
m

+1X

n=�1

'k,n+1y
n � ⇡

2
k
2
+1X

n=0

'k,ny
n �

+1X

m=0

amy
m

+1X

n=0

'k,ny
n = 0,

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях y, получим

(n+ r1 + 1)(n+ 1)'k,n+1 +
nX

m=1

mcn�m+1'k,m+
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+r1

nX

m=0

cn�m+1'k,m � ⇡
2
k
2
'k,n �

nX

m=0

an�m'k,m = 0,

'k,n+1 =

⇡
2
k
2
'k,n +

nP
m=0

(an�m � (m+ r1)cn�m+1)'k,m

(n+ r1 + 1)(n+ 1)
, n 2 N0,

и выберем

'k,0 = 1.

Таким образом, мы можем найти все коэффициенты 'k,n по данной рекур�

рентной формуле и построить функцию

'̊k(y) =
+1X

n=0

'k,ny
n
.

Сходимость последнего ряда в U доказывается по аналогии с доказатель�

ством теоремы 1.1.

Предположим, что '̊k(b) = 0. Рассмотрим функцию

#k(y) = y
r1 · '̊k(y).

Выполнено #k(0) = #k(b) = 0, а значит, так как функция #k(y) является

решением уравнения (1.3), то в силу леммы 1.1 #k(y) ⌘ 0. А это значит, что

'̊k(y) ⌘ 0, что не есть так по построению. Полученное противоречие доказывает

второе утверждение теоремы. Теорема доказана.

Мы доказали, что в случае c(0) < 1, c(0) 6= 0,�1,�2, ... функции ⌘k(y),

�k(y), выбранные в соответствии с теоремой 2.1, и функция

'k(y) = � ⌘k(b)

'̊k(b)
· '̊k(y)

также удовлетворяют всем условиям раздела 2. Таким образом, все функции

⌘k(y), �k(y) и 'k(y) определены при k 2 N и ряд (2.4) является формальным

решением задач (2.1) и (2.2) соответственно.

В следующих главах будет показано, что данный ряд является решением

и в классическом смысле.
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2.4. Специальное уравнение с малым параметром и

асимптотика его решения

В данном разделе мы, предполагая, что c(0) > 1, будем рассматривать

следующую задачу
8
><

>:

yY
00
k + c(y)Y 0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Yk = 0, y 2 (0, b),

Y (0) = 1.
k > 0, (2.13)

В предыдущем разделе мы показали при доказательстве теоремы 2.1, что

данная задача имеет единственное аналитическое в U решение при всех k > 0.

Задачей данного раздела будет установление равномерной асимптотики функ�

ции Yk(y) при y ! +1.

Рассмотрим также следующую упрощённую задачу
8
><

>:

yȲ
00
k + c(0)Ȳ 0

k � ⇡
2
k
2
Ȳk = 0, y 2 (0, b),

Ȳ (0) = 1.
k > 0, (2.14)

Решение последней задачи (2.14) может быть найдено явно по рекуррент�

ным формулам из доказательства теоремы 2.1. Для его коэффициентов ряда

Тейлора Ȳk,n имеют место соотношения

Ȳk,n+1 =
⇡
2
k
2
Ȳk,n

(n+ c0)(n+ 1)
, n 2 N0, Ȳk,0 = 0,

Ȳk,n = (⇡k)2n · Ȳk,0

n!
· �(c0)

�(c0 + n)
=

(⇡k)2n

n!
· �(c0)

�(c0 + n)
,

где � � гамма-функция Эйлера. Для получения выражения функции Ȳk(y)

воспользуемся известными соотношениями из [83], обозначая ↵ = c0 � 1 > 0.

Ȳk(y) =
+1X

n=0

(⇡k)2n

n!
· �(c0)

�(c0 + n)
· yn = �(c0) ·

+1X

n=0

(�1)n

�(c0 + n) · n! · (⇡ki
p
y)2n =

=
�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y), y 2 (0, b), k > 0,
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здесь i � мнимая единица, а J↵ � функция Бесселя I рода порядка ↵.

Решение исходной задачи (2.13) мы будем искать в виде

Yk(y) = Ȳk(y) · zk(y),

где zk(y) � новая неизвестная функция. Получим уравнение для zk(x).

y
⇥
Ȳk(y) · z00k(y) + 2Ȳ 0

k(y) · z0k(y) + Ȳ
00
k (y) · zk(y)

⇤
+

+c(y)
⇥
Ȳk(y) · z0k(y) + Ȳ

0
k(y) · zk(y)

⇤
� (⇡2k2 + a(y))Ȳk(y) · zk(y) = 0,

в силу того, что Ȳk(y) � решение задачи (2.14), получаем

yz
00
k(y) + 2yR̃k(y) · z0k(y) + c(y)z0k(y) + c̃(y)R̃k(y) · zk(y)� a(y)zk(y) = 0,

где c̃(y) = c(y) � c(0), R̃k(y) = Ȳ
0
k(y)/Ȳk(y). Пользуясь формулами дифферен�

цирования функций Бесселя из [83], получим

Ȳ
0
k(y) =

d

dy

✓
�(↵ + 1)

(⇡ki
p
y)↵

J↵(2⇡ki
p
y)

◆
=

= 2↵�(↵ + 1)
d

d(2⇡ki
p
y)

✓
1

(2⇡ki
p
y)↵

J↵(2⇡ki
p
y)

◆
d(2⇡ki

p
y)

dy
=

=
�2↵�(↵ + 1)

(2⇡ki
p
y)↵

J↵+1(2⇡ki
p
y)
⇡ki
p
y
= � �(↵ + 1)

(⇡ki
p
y)↵

J↵+1(2⇡ki
p
y)
⇡ki
p
y
.

Введём обозначение Rk(y) = �iJ↵+1(2⇡ki
p
y)/J↵(2⇡ki

p
y). Тогда

R̃k(y) =
Ȳ

0
k(y)

Ȳk(y)
= �

�(↵+1)
(⇡ki

p
y)↵J↵+1(2⇡ki

p
y)⇡ki

�(↵+1)
(⇡ki

p
y)↵J↵(2⇡ki

p
y)
p
y

=
⇡k
p
y
·Rk(y).

Таким образом, уравнение для zk(x) примет вид

yz
00
k(y) + 2⇡k

p
yRk(y)z

0
k(y) + c(y)z0k(y) + ⇡k

p
yc̄(y)Rk(y)zk(y)� a(y)zk(y) = 0.

где c̄(y) = (c(y)� c(0))/y.

Введём малый параметр µ ⌘ 1/(⇡k) > 0 и переобозначим Rµ(y) ⌘ Rk(y),

z(y, µ) ⌘ z(y) ⌘ zk(y). Наконец, получим задачу для функции zk(x):
8
><

>:

yµz
00(y) + 2

p
yRµ(y)z0(y) + µc(y)z0(y) +

p
yc̄(y)Rµ(y)z(y)� µa(y)z(y) = 0,

z(0) = 1, y 2 (0, b), µ > 0.

(2.15)
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Отметим следующие свойства коэффициентов задачи (2.15):

1. Функции a(y), c(y) и c̄(y) аналитичны в круге U .

2. Функция Rµ(y) ⇠ const ·py/µ, y ! 0 + 0 при µ > 0, также Rµ(y) 6 1,

y 2 [0, b], µ > 0.

3. В силу асимптотик функций Бесселя чисто мнимого аргумента [83],

lim
µ!0+0

Rµ(y) = 1, y 2 (0, b].

4. R
0
µ(y) = 1

µ
p
y

⇣
1� µ

2↵+1
2
p
y Rµ(y)�R

2
µ(y)

⌘
, а значит, в силу свойства 2,

|R0
µ(y)|  const/(µ

p
y).

5. Исходя из свойств 2 и 3 и [83], можно выбрать постоянные p > 0, p̄ > 0

и µ0 > 0 такие, что Rµ(y) > py и Rµ(y) > p̄
p
y/µ при y 2 [0, b] и 0 < µ < µ0.

Также мы будем рассматривать формально-предельную задачу
8
><

>:

2z̄0(y) + c̄(y)z̄(y) = 0, y 2 (0, b),

z̄(0) = 1,
(2.16)

полученное из уравнения (2.15) формальной подстановкой µ = 0.

Далее мы получим важный результат, являющийся некоторым обобщени�

ем теоремы Тихонова [70], [7, § 7] на рассматриваемый нами случай уравнения

с вырождением.

Теорема 2.3. Пусть коэффициенты a(y), py ·a0(y), c(y) и c
0(y) принадлежат

классу C[0, b], а функция c̄
0(y) непрерывна на (0, b] и имеет интегрируемую

особенность при y = 0. Тогда, если решение задачи (2.13) существует, то:

1. Существует постоянная M > 0 такая, что имеют место оценки

|z(y, µ)| 6 M , |z0y(y, µ)| 6 M/
p
y равномерно по y 2 (0, b].

2. z(y, µ) ! z̄(y) при µ ! 0 + 0 равномерно по y 2 [0, b],

3. Для любого " 2 (0, b) выполнено z
0
y(y, µ) ! z̄

0
y(y) при µ ! 0 + 0 равно�

мерно по y 2 [", b].

Здесь z(y, µ) и z̄(y) � решения задач (2.15) и (2.16) соответственно.
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Доказательство. Сведём задачу (2.15) к системе, полагая w(y, µ) = z
0
y(y, µ).

8
>>>>><

>>>>>:

yµw
0 + 2

p
yRµ(y)w + µc(y)w +

p
yc̄(y)Rµ(y)z � µa(y)z = 0,

z
0 = w, y 2 (0, b),

z(0) = 1, w(0) = '(0, µ), µ > 0,

(2.17)

где

'(y, µ) =
µa(y)�p

yc̄(y)Rµ(y)

µc(y) + 2
p
yRµ(y)

.

Второе начальное условие w(0) = '(0, µ) индуцировано вырождением и

получается из уравнения (2.15) при y = 0.

При достаточно малых 0 < µ < µ0, знаменатель µc(y) + 2
p
yRµ(y) > 0.

Выберем y0 > 0 таким, что c(y) > c(0)/2 при y 2 [0, y0]. Тогда если µc(y) >
p
yRµ(y), то y 6 y0 и

|'(y, µ)| 6
����
µa(y)�p

yc̄(y)Rµ(y)

µc(y)

���� 6
����
µa(y)

µc(y)

����+
����
p
yc̄(y)Rµ(y)

µc(y)

���� 6

6
����
a(y)

c(y)

����+
����
p
yc̄(y)Rµ(y)p
yRµ(y)

���� 6
����
a(y)

c(y)

����+ |c̄(y)| ,

иначе, если |µc(y)| < p
yRµ(y) и y 6 y0, то

|'(y, µ)| 6
����
µa(y)�p

yc̄(y)Rµ(y)p
yRµ(y)

���� 6
����

µa(y)
p
yRµ(y)

����+
����
p
yc̄(y)Rµ(y)p
yRµ(y)

����

6
����
µa(y)

µc(y)

����+
����
p
yc̄(y)Rµ(y)p
yRµ(y)

���� 6
����
a(y)

c(y)

����+ |c̄(y)| ,

наконец, при |µc(y)| < p
yRµ(y) и y > y0

|'(y, µ)| 6
����

µa(y)
p
y0Rµ(y0)

����+ |c̄(y)| .

В любом случае мы показали, что функция '(y, µ) ограничена в прямо�

угольнике [0, b]⇥ [0, µ0]. Она также непрерывна в этом прямоугольнике всюду,

кроме точки (0, 0), и lim
µ!0+0

'(y, µ) = '(y, 0) равномерно при y 2 [", b], " > 0.

Аналогично, принимая во внимание свойства 2–5, легко доказать, что

функция y'
0
y(y, µ) тоже является ограниченной в прямоугольнике [0, b]⇥ [0, µ0].
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Нормализуем начальные данные задачи (2.17). Произведём следующую

замену:

z = ẑ + 1, w = '(y, µ) + '(y, 0)ẑ + ŵ.

Относительно неизвестных ẑ и ŵ система примет вид
8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

µyŵ
0 + µy'

0
y(y, µ) + µy'

0
y(y, 0)ẑ + µy'(y, 0)ẑ0 + 2

p
yRµ(y)ŵ + µc(y)ŵ+

+
p
yc̄(y)Rµ(y)ẑ � µa(y)ẑ +

p
yc̄(y)Rµ(y)� µa(y)+

+('(y, µ) + '(x, 0)ẑ)
�
2
p
yRµ(y) + µc(y)

�
= 0,

ẑ
0 = '(y, µ) + '(y, 0)ẑ + ŵ,

ẑ(0) = ŵ(0) = 0.

Подставим ẑ
0 из второго уравнения в первое, принимая во внимание, что

'(y, 0) = �c̄(y)/2.
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

µyŵ
0 + µy'

0
y(y, µ)� µy

c̄
0(y)

2
ẑ � µy

c̄(y)

2

0

@'(y, µ)�
c̄(y)

2
ẑ + ŵ

1

A+

+2
p
yRµ(y)ŵ + µc(y)ŵ +

p
yc̄(y)Rµ(y)ẑ � µa(y)ẑ +

p
yc̄(y)Rµ(y)� µa(y)+

+

0

@'(y, µ)�
c̄(y)

2
ẑ

1

A�2pyRµ(y) + µc(y)
�
= 0,

ẑ
0 = '(y, µ)�

c̄(y)

2
ẑ + ŵ,

ẑ(0) = ŵ(0) = 0.

Для сокращения объёма выкладок, введём обозначения

A(y) = �y

c̄(y)

2
+ c(y), D(y) = �

c̄(y)

2
,

B(y) = �y

c̄
0(y)

2
+ y

c̄
2(y)

4
� a(y)�

c̄(y)c(y)

2
,
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�(y, µ) = �y'
0
y(y, µ) + y

c̄(y)

2
'(y, µ) + a(y)� '(y, µ)c(y)�

�Rµ(y) ·
c̄(y) + 2'(y, µ)

µ
.

В новых обозначениях система примет окончательный вид
8
>>>>><

>>>>>:

µyŵ
0 + 2

p
yRµ(y)ŵ + µA(y)ŵ + µB(y)ẑ = µ�(y, µ),

ẑ
0 = D(y)ẑ + ŵ + '(y, µ),

ẑ(0) = ŵ(0) = 0.

(2.18)

Функции A(x), B(x), D(x) � непрерывные на [0, b], A(0) = c(0), функции

�(y, µ) и �(y, µ) � интегрируемые по y при всех µ 2 [0, µ0].

Rµ(y) ·
c̄(y) + 2'(y, µ)

µ
=

= Rµ(y) ·
c̄(y)(µc(y) + 2

p
yRµ(y)) + 2(µa(y)�p

yc̄(y)Rµ(y))

µ(µc(y) + 2
p
yRµ(y))

=

= Rµ(y) ·
c(y)c̄(y) + 2a(y)

µc(y) + 2
p
yRµ(y)

=
c(y)c̄(y) + 2a(y)

µc(y)/Rµ(y) + 2
p
y
.

Из последнего выражения следует, что функция p
y · �(y, µ) равномерно

ограничена по µ 2 [0, µ0] и y 2 [0, b].

Лемма 2.1. Пусть семейство непрерывных функций vµ(y) таково, что для

всех функций семейства выполнено неравенство

0 6 vµ(y) 6 Æ+æ

yZ

0

ln
y

⇠
vµ(⇠)d⇠, y 2 [0, b] (2.19)

при некоторых постоянных Æ > 0 и æ > 0, не зависящих от µ. Тогда су�

ществует постоянная C > 0, не зависящая от µ и y, такая, что при всех

y 2 [0, b] и µ выполнено

0 6 vµ(y) 6 C.
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Доказательство. Из неравенства (2.19) следует, что

0 6 vµ(y) 6 Æ+æ

yZ

0

ln
b

⇠
vµ(⇠)d⇠, y 2 [0, b].

Введём обозначение

Vµ(y) =

yZ

0

ln
b

⇠
vµ(⇠)d⇠ > 0, V

0
µ(y) = ln

b

y
vµ(y), Vµ(0) = 0.

Тогда неравенство примет вид

0 6
V

0
µ(y)

ln(b/y)
6 Æ+æVµ(y),

0 6 V
0
µ(y) 6 Æ · ln b

y
+ æVµ(y) · ln

b

y
. (2.20)

Рассмотрим задачу Коши
8
>>><

>>>:

V̄
0(y) = Æ · ln

b

y
+ æV̄ (y) · ln

b

y
, y 2 (0, b),

V̄ (0) = 0.

(2.21)

Единственное решение задачи (2.21) выписывается в квадратурах:

V̄ (y) = V̄0(y)

yZ

0

Æln(b/⇠)

V̄0(⇠)
d⇠, V̄0(y) = e

bæy
⇣
y

b

⌘�æy
.

Заметим, что

1 6 V̄0(y) 6 exp

✓
æb2 +

æb

e

◆
, y 2 [0, b].

Тогда получим, что

0 6 V̄ (y) 6 Æexp

✓
æb2 +

æb

e

◆
·

bZ

0

ln(b/⇠)d⇠ ⌘ C̄, y 2 [0, b],

то есть функция V̄ (y) ограничена на отрезке [0, b] постоянной C̄ > 0. Покажем,

что V̄ (y) мажорирует все функции Vµ(y). Рассмотрим Fµ(y) ⌘ V̄ (y) � Vµ(y).
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Известно, что Fµ(0) = 0. Существует непрерывная функция ⇢µ(y) такая, что

0 6 ⇢µ(y) 6 1 при y 2 [0, b] и

0 6 V
0
µ(y) = Æ · ⇢µ(y) ln

b

y
+ æ⇢µ(y)Vµ(y) · ln

b

y
,

F
0
µ(y) = V̄

0(y)�V
0
µ(y) = Æ·ln b

y
+æV̄ (y)·ln b

y
�Æ·⇢µ(y) ln

b

y
�æ⇢µ(y)Vµ(y)·ln

b

y
=

= Æ · ln b

y
+ æV̄ (y) · ln b

y
�Æ · ⇢µ(y) ln

b

y
� æ⇢µ(y)V̄ (y) · ln b

y
+

+Æ · ⇢µ(y) ln
b

y
+ æ⇢µ(y)V̄ (y) · ln b

y
�Æ · ⇢µ(y) ln

b

y
� æ⇢µ(y)Vµ(y) · ln

b

y
=

= (1� ⇢µ(y))

✓
Æ · ln b

y
+ æV̄ (y) · ln b

y

◆
+ ⇢µ(y) · æFµ(y) · ln

b

y
.

В последнем выражении величины ⇢µ(y), (1� ⇢µ(y)) и выражение в боль�

шой скобке неотрицательные. Полученные соотношения являются задачей Ко�

ши для функции Fµ(y). По аналогии со случаем функции V̄ (y) мы можем за�

ключить, что Fµ(y) > 0 при всех µ и y 2 [0, b], а следовательно,

0 6 Vµ(y) 6 V̄ (y) 6 C̄.

Наконец, в силу определения Vµ(y) и (2.20), при всех µ и y 2 [0, b]

vµ(y) =
V

0
µ(y)

ln(b/y)
6 Æ · ln(b/y) + æVµ(y) · ln(b/y)

ln(b/y)
= Æ+ æVµ(y) 6 C ⌘ Æ+æC̄.

Лемма доказана.

Лемма 2.2. Для решения ẑ(y, µ), ŵ(y, µ) системы (2.18) имеют место оценки

|ŵ(y)| 6 W1p
y
+W2 max

⇠2[0,y]
|ẑ(⇠)|, y 2 [0, b], µ > 0, (2.22)

|ŵ(y)| 6 W1p
y
+

W2

y

yZ

0

|ẑ(⇠)|d⇠, y 2 [0, b], µ > 0, (2.23)

причём постоянные W1, W2 > 0 не зависят от y, µ и функции ẑ(y).
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Доказательство. Перепишем часть системы в виде:
8
><

>:

µyŵ
0 + 2

p
yRµ(y)ŵ + µA(y)ŵ = µ�(y, µ)� µB(y)ẑ,

ŵ(0) = 0.
(2.24)

I. Найдём общее решение однородного уравнения

µyẘ
0 + 2

p
yRµ(y)ẘ + µA(y)ẘ = 0.

ẘ = exp

0

@�
yZ

b

2Rµ(⇠)

µ
p
⇠

d⇠

1

A exp

0

@�
yZ

b

A(⇠)

⇠
d⇠

1

A .

Обозначим первый интеграл:

P (y, µ) = �
yZ

b

2Rµ(⇠)p
⇠

d⇠.

Из свойств функции Rµ(y) мы можем заключить, что P (y, µ) по y � непре�

рывная и монотонно убывающая функция на отрезке [0, b].

Пользуясь известными свойствами функции A(y), мы можем написать раз�

ложение
A(y)

y
=

c0

y
+ Ā(y),

в котором функция Ā(y) является интегрируемой. Тогда

ẘ = exp

✓
P (y, µ)

µ

◆
exp

0

@�
yZ

b

c0

⇠
d⇠

1

A exp

0

@�
yZ

b

Ā(⇠)d⇠

1

A =

= y
�c0Â(y) · exp

✓
P (y, µ)

µ

◆
,

0 < C1 6 Â(y) = b
c0 · exp

0

@�
yZ

b

Ā(⇠)d⇠

1

A 6 C2.

Таким образом,

0 < C1y
�c0 · exp

✓
P (y, µ)

µ

◆
6 ẘ 6 C2y

�c0 · exp
✓
P (y, µ)

µ

◆
.
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II. Найдём решение задачи Коши (2.24) методом вариации постоянной

ŵ(y) = ẘ(y)

yZ

0

�(⇠, µ)� B(⇠)ẑ(⇠)

⇠ẘ(⇠)
d⇠.

Получим оценку (2.22).

|ŵ(y)| 6 ẘ(y)

yZ

0

����
�(⇠, µ)

⇠ẘ(⇠)

���� d⇠ + ẘ(y)

yZ

0

����
B(⇠)ẑ(⇠)

⇠ẘ(⇠)

���� d⇠.

Имеет место оценка

ẘ(y)

yZ

0

����
�(⇠, µ)

⇠ẘ(⇠)

���� d⇠ =
yZ

0

|�(⇠, µ)| ẘ(y)
⇠ẘ(⇠)

d⇠ 6

6
yZ

0

|�(⇠, µ)| 1
⇠


C2y

�c0 · exp
✓
P (y, µ)

µ

◆�,
C1⇠

�c0 · exp
✓
P (⇠, µ)

µ

◆�
d⇠ =

=
C2

C1

yZ

0

|�(⇠, µ)| y
�c0

⇠1�c0
exp

✓
P (y, µ)� P (⇠, µ)

µ

◆
d⇠ 6 C2

C1

yZ

0

|�(⇠, µ)| y
�c0

⇠1�c0
d⇠.

Последнее неравенство имеет место в силу того факта, что аргумент экс�

поненты неположительный.

Далее воспользуемся выше упомянутым свойством о том, что существует

постоянная �̄ > 0 такая, что |
p
⇠ · �(⇠, µ)| < �̄. Тогда

ẘ(y)

yZ

0

����
�(⇠, µ)

⇠ẘ(⇠)

���� d⇠ 6
C2�̄

C1

yZ

0

y
�c0

⇠3/2�c0
d⇠ 6 C2�̄

C1
p
y
.

Аналогично,

ẘ(y)

yZ

0

����
B(⇠)ẑ(⇠)

⇠ẘ(⇠)

���� d⇠ 6 max
y2[0,b]

|B(y)| · max
y2[0,b]

|ẑ(y)| · C2

C1
.

Обозначая W1 = C2�̄/C1 и W̄2 = C2 max
y2[0,b]

|B(y)| /C1, получаем

|ŵ(y)| 6 W1p
y
+ W̄2 · max

y2[0,b]
|ẑ(y)| , y 2 (0, b].
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Также мы получаем оценку

|ŵ(y)| 6 W1p
y
+ ẘ(y)

yZ

0

����
B(⇠)ẑ(⇠)

⇠ẘ(⇠)

���� d⇠ 6
W1p
y
+

C2

C1
· max
y2[0,b]

|B(y)| · b
y

yZ

0

|ẑ(⇠)| d⇠.

Для завершения доказательства леммы достаточно выбрать

W2 =
C2

C1
· (b+ 1) · max

y2[0,b]
|B(y)| .

Лемма 2.3. Для решения ẑ(y, µ), ŵ(y, µ) системы (2.18) имеет место оценка

|ẑ(y)| 6 Z1 + Z2

yZ

0

|ŵ(⇠)|d⇠, y 2 [0, b], µ > 0, (2.25)

причём постоянные Z1, Z2 > 0 не зависят от y, µ и функции ŵ(y).

Доказательство. Перепишем часть задачи (2.18) в виде
8
><

>:

ẑ
0 �D(y)ẑ = ŵ + '(y, µ), y 2 (0, b),

ẑ(0) = 0.
(2.26)

I. Аналогично доказательству леммы 2.2, найдём решение однородного

уравнения

z̊
0 �D(y)̊z = 0, y 2 (0, b),

0 < C1 6 z̊(y) = exp

0

@
yZ

0

D(⇠)d⇠

1

A 6 C2.

II. Методом вариации постоянной найдём решение задачи Коши (2.26).

ẑ(y) = z̊(y)

yZ

0

ŵ(⇠) + '(⇠, µ)

z̊(⇠)
d⇠,

|ẑ(y)| 6 z̊(y)

yZ

0

����
ŵ(⇠)

z̊(⇠)

���� d⇠ + z̊(y)

yZ

0

����
'(⇠, µ)

z̊(⇠)

���� d⇠ 6
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6 bC2

C1
· max
y2[0,b]

|'(y, µ)|+ C2

C1

yZ

0

|ŵ(⇠)| d⇠ 6 Z1 + Z2

yZ

0

|ŵ(⇠)| d⇠, y 2 [0, b],

здесь

Z1 =
bC2

C1
· sup
y2[0,b],µ2[0,µ0]

|'(y, µ)| , Z2 =
C2

C1
.

Лемма доказана.

Лемма 2.4. Функции ẑ(y, µ), py · ŵ(y, µ) равномерно ограничены по y 2 [0, b]

и µ 2 [0, µ0].

Доказательство. Мы применим одновременно оценки (2.23) и (2.25) лемм 2.2

и 2.3:

0 6 |ẑ(y)| 6 Z1 + Z2

yZ

0

2

4W1p
⇠
+

W2

⇠

⇠Z

0

|ẑ(⇣)|d⇣

3

5 d⇠ 6

6 Z1 + 2Z2W1

p
b+ Z2W2

yZ

0

⇠Z

0

1

⇠
|ẑ(⇣)|d⇣d⇠ =

= Z1 + 2Z2W1

p
b+ Z2W2

yZ

0

|ẑ(⇣)|
yZ

⇠

1

⇠
d⇠d⇣ =

= Z1 + 2Z2W1

p
b+ Z2W2

yZ

0

|ẑ(⇣)| · ln
✓
y

⇣

◆
d⇣.

Применяя лемму 2.1 к полученной цепочке неравенств, находим постоян�

ную C > 0 такую, что

0 6 |ẑ(y)| 6 C, y 2 [0, b], µ 2 [0, µ0].

Далее, в силу оценки (2.22) леммы 2.2, имеет место неравенство

p
y·|ŵ(y)| 6 W1+W2

p
y·max

⇠2[0,y]
|ẑ(⇠)| 6 W1+CW2

p
b ⌘ C̄, y 2 [0, b], µ 2 [0, µ0].

Лемма доказана.
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Вернёмся к исходным переменным задачи.

z(y) = ẑ(y) + 1, z
0(y) = '(y, µ) + '(y, 0)ẑ(y) + ŵ(y),

следовательно, в силу леммы 2.4, функции z(y) и p
y · z0(y) равномерно ограни�

чены по y 2 [0, b] и µ 2 [0, µ0], то есть первое утверждение теоремы доказано.

Для доказательства сходимости воспользуемся полученным при доказа�

тельстве леммы 2.2 представлением

ŵ(y) = ẘ(y)

yZ

0

�(⇠, µ)� B(⇠)ẑ(⇠)

⇠ẘ(⇠)
d⇠.

В силу уже доказанных фактов о �(y, µ), B(y) и ẑ(y), имеет место оценка

модуля числителя величиной C/
p
⇠, где постоянная C > 0 не зависит от ⇠ 2

[0, b] и µ 2 (0, µ0]. Совмещая данную оценку с оценками функции ẘ(y), получим

|ŵ(y)| 6 C ·
yZ

0

ẘ(y)

⇠3/2ẘ(⇠)
d⇠ 6 CC2

C1

yZ

0

y
�c0

⇠3/2�c0
· exp

✓
P (y, µ)� P (⇠, µ)

µ

◆
d⇠ 6

6 CC2

C1

yZ

0

y
�c0

⇠3/2�c0
· exp

0

B@
�1

µ

yZ

⇠

2Rµ(⇣)p
⇣

d⇣

1

CA d⇠.

При µ 2 (0, µ0] имеет место оценка 2Rµ(y) > p
p
y с некоторым p > 0.

Тогда

|ŵ(y)| 6 CC2

C1

yZ

0

y
�c0

⇠3/2�c0
· exp

✓
p(⇠ � y)

µ

◆
d⇠ 6

6 CC2

C1

yZ

0

y
�c0

⇠3/2�c0
·
✓
p(y � ⇠)

µ
+ 1

◆�1/4

d⇠ 6 CC2µ
1/4

C1p
1/4

yZ

0

y
�c0

⇠3/2�c0
· 1

4
p
y � ⇠

d⇠.

Введём новую переменную интегрирования t = ⇠/y.

|ŵ(y)| 6 CC2µ
1/4

C1p
1/4

1

y1/2+1/4

1Z

0

1

t3/2�c0
· 1

4
p
1� t

dt =
CC2µ

1/4

C1p
1/4

1

y3/4
· B(c0 � 1/2, 3/4),
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где B(↵, �) � бета-функция Эйлера. Обозначая множители, не зависящие от y

и µ, как C3 > 0, получим оценку

|ŵ(y)| 6 C3
4
p
µ

4
p

y3
, y 2 (0, b], µ 2 (0, µ0].

Последнее соотношение позволяет установить, что

I. Для любого " 2 (0, b) на отрезке [", b] функция ŵ(y) равномерно стре�

мится к нулю при µ ! 0 + 0.

II. Для любых y
0
, y

00 2 [0, b], y0 6 y
00 интеграл

y00Z

y0

|ŵ(y)| dy 6
bZ

0

|ŵ(y)| dy 6 C3
4
p

bµ �!
µ!0+0

0.

Так как имеет место соотношение

ẑ
0(y) = '(y, µ) + '(y, 0)ẑ(y) + ŵ(y), y 2 [0, b], µ 2 (0, µ0],

то из полученного свойства II следует, что для любых y
0
, y

00 2 [0, b], y0 6 y
00

y00Z

y0

|ẑ0(y)| dy 6 const · 4
p
µ,

причём постоянная в этом неравенстве не зависит от y
0
, y

00 и µ. Но тогда

|ẑ(y00)� ẑ(y0)| =

�������

y00Z

y0

ẑ
0(y)dy

�������
6 const · 4

p
µ,

то есть функции аргумента y: ẑ(y, µ) являются равностепенно непрерывными

по µ 2 (0, µ0] и равномерно ограниченными (последнее � в силу леммы 2.4).

Следовательно, в силу теоремы Арцела, эти функции имеют при µ ! 0+0 хотя

бы один равномерный частичный предел z̃(y).

Рассмотрим последовательность µn ! 0 + 0 такую, что ẑ(y, µn) ! z̃(y)

равномерно на [0, b]. Соответственно, ŵ(y, µn) ! 0 в среднем и поточечно на

[0, b].
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Подставим эту последовательность решений в систему (2.18) и проинтегри�

руем её по y от 0 до y0 2 [0, b]:

µn

y0Z

0

yŵ
0(y) dy = µny0ŵ(y0)� µn

y0Z

0

ŵ(y) dy =

=

y0Z

0

[µn�(y, µn)� 2
p
yRµn(y)ŵ(y)� µnA(y)ŵ(y)� µnB(y)ẑ(y)] dy,

ẑ(y0) =

y0Z

0

[D(y)ẑ(y) + ŵ(y) + '(y, µn)] dy.

Устремим µn к 0. Тогда, в силу доказанных свойств ẑ(y, µn) и ŵ(y, µn),

первое уравнение распадается в тождество 0 = 0, а второе принимает вид

z̃(y0) =

y0Z

0

[D(y)z̃(y) + '(y, 0)] dy.

Продифференцируем его по y0 и подставим выражения для D(y) и '(y, 0):
8
>><

>>:

z̃
0(y) = �

c̄(y)

2
· (z̃(y) + 1) , y 2 (0, b),

z̃(0) = 0.

Решение последней задачи Коши единственно и имеет вид z̃(y) = z̄(y)� 1,

где z̄(y) � решение формально-предельной задачи (2.16). Таким образом, си�

стема функций ẑ(y, µ) имеет единственную предельную точку z̄(y) � 1 при

µ ! 0 + 0. По аналогии с доказательством теоремы 1.3, из этого и предком�

пактности ẑ(y, µ) следует, что ẑ(y, µ) ! z̄(y) � 1 равномерно по y 2 [0, b] при

µ ! 0 + 0 или что z(y, µ) ! z̄(y). Второе утверждение теоремы доказано.

Найдём предел производных z
0(y, µ).

z
0(y, µ) = '(y, µ) + '(y, 0)ẑ(y, µ) + ŵ(y, µ), y 2 [0, b], µ 2 (0, µ0].

Для любого " 2 (0, b) правая часть равенства имеет равномерный предел при

y 2 [", b]. Обозначим его символом ž(y). Тогда на любом [", b] функция z
0(y, µ)
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стремится к ž(y) равномерно при µ ! 0 + 0 и

ž(y) = �
c̄(y)

2
�

c̄(y)

2
(z̄(y)� 1) = �

c̄(y)

2
· z̄(y) = z̄

0(y).

Теорема полностью доказана.

Следствие 2.3.1. Для решения задачи (2.13) при k ! +1 имеет место

равномерная по y 2 [0, b] асимптотика

Yk(y) =
�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y) ·

0

@exp

0

@
yZ

0

� c̄(⇠)

2
d⇠

1

A+ ō(1)

1

A ,

y 2 [0, b], k 2 N.

Доказательство. В силу теоремы (2.3), имеет место асимптотика

Yk(y) =
�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y) · (z̄(y) + ō(1)) , y 2 [0, b], k 2 N.

Найдём z̄(y). Из (2.16)

dz̄

z̄
= � c̄(y)

2
dy, z̄(y) = exp

0

@
yZ

0

� c̄(⇠)

2
d⇠

1

A .

Утверждение доказано.

2.5. Фундаментальная система решений в случае задачи E

Для доказательства сходимости ряда (2.4) мы, повторяя логику главы I, по�

лучим двусторонние оценки элементов ФСР уравнения (1.3). В данном разделе

такие оценки будут получены для случая краевой задачи E (2.2) при c(0) > 1.

Будем обозначать символом Y
0
k (y) в случае c(0) > 1 единственное решение

задачи (2.13).

Теорема 2.4. Существуют не зависящие от y 2 [0, b] и k 2 N постоянные

C1 и C2 такие, что имеют место неравенства

0 < C1 ·
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

6 Y
0
k (y) 6 C2 ·

e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

, (2.27)
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Y
0 0
k (y) 6 C2 ·

k
p
y
· e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

, (2.28)

при всех y 2 [0, b] и k 2 N,

0 < C1 · k · e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

6 Y
0 0
k (y), (2.29)

при всех y 2 [b/4, b] и k > k0, ↵ = c(0)� 1.

Доказательство. Воспользуемся разложением

Y
0
k (y) =

�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y) ·

0

@exp

0

@
yZ

0

� c̄(⇠)

2
d⇠

1

A+ ō(1)

1

A

следствия 2.3.1. При доказательстве теоремы 2.1 было установлено, что Y
0
k (y) 6=

0 при y 2 [0, b] и k 2 N, а значит, равномерно отделено от нуля. В силу теоремы

2.3, выражение в скобках равномерно ограничено по y 2 [0, b] и k 2 N. Таким

образом, существуют постоянные A1 и A2 > 0 такие, что

A1 ·
�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y) 6 Y

0
k (y) 6 A2 ·

�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y).

Рассмотрим

F (k
p
y) ⌘ �(↵ + 1)�

⇡ki
p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y)

,
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

.

Функция F (k
p
y) является непрерывной и не обращается в нуль при k

p
y 2

(0,+1). В силу [83]

lim
k
p
y!0+0

F (k
p
y) = 1, lim

k
p
y!+1

F (k
p
y) = lim

k
p
y!+1

�(↵ + 1)

(⇡k
p
y)�1/2

·
J↵(2⇡ki

p
y)

i↵ · e2⇡k
p
y

=

= lim
k
p
y!+1

�(↵ + 1)

(⇡k
p
y)�1/2

· e
2⇡k

p
y

p
2⇡k

p
y · e2⇡k

p
y
=

�(↵ + 1)p
2

> 0.

Таким образом, существуют B1, B2 > 0 такие, что B1 6 F (k
p
y) 6 B2,

k
p
y 2 [0,+1). Возвращаясь к оценке функций Y

0
k (y), получим

A1B1 ·
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

6 Y
0
k (y) 6 A2B2 ·

e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

.
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Обозначая C1 ⌘ A1B1 и C2 ⌘ A2B2, получим оценки (2.27).

Получим оценки производных.

Y
0 0
k (y) =

 
�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y)

!0

· zk(y) +
�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y) · z0k(y) =

= �⇡kip
y
· �(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵+1(2⇡ki

p
y) · zk(y) +

�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y) · z0k(y).

В силу теоремы (2.3), найдётся постоянная M > 0 такая, что
�����
�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y) · z0k(y)

����� 6
�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y) · Mp

y
.

По аналогии с доказательством первой части теоремы найдём D2 > 0 та�

кое, что
������
⇡ki
p
y
· �(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵+1(2⇡ki

p
y)

����� 6 D2 ·
⇡k
p
y
· e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

,

�(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵(2⇡ki

p
y) 6 D2 ·

e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

.

Тогда

Y
0 0
k (y) 6 D2M · ⇡kp

y
· e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

+D2M · 1
p
y
· e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

6

6 C2 ·
k
p
y
· e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

, C2 = 2⇡D2M,

что доказывает оценки (2.28).

С другой стороны, существует D1 > 0 такой, что
������
⇡ki
p
y
· �(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵+1(2⇡ki

p
y)

����� > D1 ·
⇡
2
k
2p

y
p
y

· e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+3/2

.

Если ⇡kpy > 1, то
������
⇡ki
p
y
· �(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵+1(2⇡ki

p
y)

����� > D1 ·
⇡kp
b
· e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

,

100



иначе
������
⇡ki
p
y
· �(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵+1(2⇡ki

p
y)

����� > D1 · ⇡k · e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

.

Тогда, если выбрать D3 = D1⇡(1 + 1/
p
b), то

������
⇡ki
p
y
· �(↵ + 1)�
⇡ki

p
y
�↵ · J↵+1(2⇡ki

p
y)

����� > D3 · k · e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

, k
p
y > 0.

Имеем при y > b/4 оценки

Y
0 0
k (y) > D3A1 · k · e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

�D2 ·
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

· Mp
y
>

> D3A1 · k · e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

�D2 ·
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

· 2Mp
b
=

=

✓
D3A1k � 2D2Mp

b

◆
· e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

.

Выберем k0 2 N таким образом, чтобы было выполнено D3A1 · k0 >
4D2M/

p
b. Тогда при k > k0

D3A1k � 2D2Mp
b

> D3A1

✓
k

2
+

k0

2
� 2D2M

D3A1

p
b

◆
> D3A1

2
· k.

Тогда

Y
0 0
k (y) > C1 · k · e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

, C1 ⌘
D3A1

2
,

что доказывает неравенства (2.29). Теорема доказана.

Построим решения уравнений (1.3), удовлетворяющие краевому условию

задач (2.6) на конце y = b:

Y
b
k (y) ⌘ �Y

0
k (y)

yZ

b

1

(Y 0
k (⇠))

2
exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣
d⇣

1

A d⇠, y 2 (0, b], k 2 N. (2.30)

Функции Y
0
k (y) и Y

b
k (y) � линейно независимые, образуют ФСР уравнения

(1.3). Получим оценки функций Y
b
k (y).

101



Теорема 2.5. Существуют не зависящие от y 2 [0, b] и k 2 N постоянные

C1 и C2 такие, что имеют место неравенства:

0 6 Y
b
k (y) 6 C2 ·

y
�c0+1/2

k
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

, y 2 (0, b], k 2 N, (2.31)

C1 ·
1

k
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

6 Y
b
k (y), y 2


b

4
,
3b

4

�
, k 2 N, (2.32)

��Y b 0
k (y)

�� 6 C2 · y�c0 ·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

, y 2 (0, b], k 2 N. (2.33)

Доказательство. Заметим, что из (2.30) следует

Y
0
k (y) · Y b

k (y) =

bZ

y

✓
Y

0
k (y)

Y 0
k (⇠)

◆2

exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣
d⇣

1

A d⇠.

Будем писать F (y) ⇣ G(y), если существуют не зависящие от y 2 [0, b] и

k 2 N числа A2 > A1 > 0 такие, что A1G(y) 6 F (y) 6 A2G(y) при y 2 [0, b] и

k 2 N. Функция

exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣
d⇣

1

A = exp

0

@�
⇠Z

b

✓
c(0)

⇣
+ c̄(⇣)

◆
d⇣

1

A =

= e
(c(0)·(ln b�ln ⇠)) · exp

0

@�
⇠Z

b

c̄(⇣)d⇣

1

A = ⇠
�c0 · bc0 · exp

0

@�
⇠Z

b

c̄(⇣)d⇣

1

A ⇣ ⇠
�c0,

⇠ 2 [0, b], k 2 N.

Применим оценки (2.27) и (2.28) теоремы 2.4 в полученном тождестве:

Y
0
k (y) · Y b

k (y) ⇣
bZ

y

✓
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

· 1 + (⇡k
p
⇠)↵+1/2

e2⇡k
p
⇠

◆2

⇠
�c0 d⇠.

Введём новые переменные k
p
⇠ = ⌧ , kpy = t, k

p
b = z, ⌫ = ⌧ � t:

Y
0
k (y) · Y b

k (y) ⇣ 2k2c0�2

zZ

t

✓
e
2⇡t

1 + (⇡t)↵+1/2
· 1 + (⇡⌧)↵+1/2

e2⇡⌧

◆2

⌧
1�2c0 d⌧ ⇣
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⇣ k
2c0�2

zZ

t

e
4⇡t

(t+ 1)2↵+1
· (⌧ + 1)2↵+1

e4⇡⌧
· ⌧ 1�2c0 d⌧,

e
4⇡t

(t+ 1)2↵+1
· (⌧ + 1)2↵+1

e4⇡⌧
= e

�4⇡(⌧�t) ·
✓
1 + t� (t� ⌧)

1 + t

◆2↵+1

=

= e
�4⇡(⌧�t) ·

✓
1 +

(⌧ � t)

1 + t

◆2↵+1

6 e
�4⇡⌫ · (1 + ⌫)2↵+1

.

Тогда

Y
0
k (y) · Y b

k (y) 6 const · k2c0�2

z�tZ

0

e
�4⇡⌫ · (1 + ⌫)2↵+1 · (t+ ⌫)1�2c0 d⌫.

Отметим, что интеграл
+1Z

1

e
�4⇡⌫ · (1 + ⌫)2↵+1 · (t+ ⌫)1�2c0 d⌫

сходится равномерно по t > 0, а значит, можно выбрать ⌫0 > 1, не зависящее

от t, такое, что
+1Z

1

e
�4⇡⌫ · (1 + ⌫)2↵+1 · (t+ ⌫)1�2c0 d⌫ 6 10

⌫0Z

1

e
�4⇡⌫ · (1 + ⌫)2↵+1 · (t+ ⌫)1�2c0 d⌫.

Значит,

Y
0
k (y) · Y b

k (y) 6 const · k2c0�2

⌫0Z

0

e
�4⇡⌫ · (1 + ⌫)2↵+1 · (t+ ⌫)1�2c0 d⌫ 6

6 const · k2c0�2

⌫0Z

0

(t+ ⌫)1�2c0 d⌫ 6 const · k2c0�2 · t1�2c0 =

= const · k2c0�2 · k1�2c0 · y1/2�c0 = const · y
�c0+1/2

k
,

из чего следуют первые оценки (2.31).

Аналогично, мы можем оценить

Y
0
k (y) · Y b

k (y) ⇣ k
2c0�2

zZ

t

e
4⇡t

(t+ 1)2↵+1
· (⌧ + 1)2↵+1

e4⇡⌧
· ⌧ 1�2c0 d⌧ >
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> const · k2c0�2

z�tZ

0

e
�4⇡⌫ · (t+ ⌫)1�2c0 d⌫.

Если b/4 < y < 3b/4, то z � t = k(
p
b�p

y) >
p
b(2�

p
3)/2 ⌘ ⌫0 > 0. Тогда

Y
0
k (y) · Y b

k (y) > const · k2c0�2

⌫0Z

0

e
�4⇡⌫ · (t+ ⌫)1�2c0 d⌫ >

> const · k2c0�2 · (t+ ⌫0)
1�2c0 = const · k2c0�2 · (kpy + ⌫0)

1�2c0 >

> const · k2c0�2 · (kpy)1�2c0 > const · 1
k
,

таким образом, оценки (2.32) доказаны.

Оценим производные.

Y
b 0
k (y) = �

yZ

b

Y
0 0
k (y)

(Y 0
k (⇠))

2
exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣
d⇣

1

A d⇠�

� Y
0
k (y)

(Y 0
k (y))

2
exp

0

@�
yZ

b

c(⇣)

⇣
d⇣

1

A .

Применяя все оценки (2.27), (2.28) и (2.29) теоремы 2.4, мы можем оценить

��Y b 0
k (y) · Y 0

k (y)
�� 6

bZ

y

Y
0 0
k (y) · Y 0

k (y)

(Y 0
k (⇠))

2
exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣
d⇣

1

A d⇠+

+

✓
Y

0
k (y)

Y 0
k (y)

◆2

exp

0

@�
yZ

b

c(⇣)

⇣
d⇣

1

A 6

6 kC2

C1
p
y

bZ

y

✓
Y

0
k (y)

Y 0
k (⇠)

◆2

exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣
d⇣

1

A d⇠ + exp

0

@�
yZ

b

c(⇣)

⇣
d⇣

1

A .

Оценки на оба слагаемых были получены в первой половине этого доказа�

тельства. Применяя их, мы можем написать, что

��Y b 0
k (y) · Y 0

k (y)
�� 6 const ·


k
p
y
· y

�c0+1/2

k
+ y

�c0

�
6 const · y�c0,

что доказывает оценки (2.33). Теорема доказана.
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2.6. Фундаментальная система решений в случае

задачи D

В данном разделе мы получим аналоги двусторонних оценок раздела 5 для

случая краевой задачи D (2.1) (т.е. при c(0) < 1).

Будем искать одно из решений уравнения (1.3) в виде Y 0
k (y) ⌘ y

1�c(0)
Ŷk(y),

где Ŷk(y) � новая неизвестная функция, ограниченная в окрестности нуля. Под�

ставим это представление в уравнение (1.3).

y

⇣
y
1�c(0)

Ŷ
00
k (y) + 2(1� c(0))y�c(0)

Ŷ
0
k(y)� c(0)(1� c(0))y�1�c(0)

Ŷk(y)
⌘
+

+c(y)
⇣
y
1�c(0)

Ŷ
0
k(y) + (1� c(0))y�c(0)

Ŷk(y)
⌘
� (⇡2k2 + a(y))y1�c(0)

Ŷk(y) = 0,
8
><

>:

yŶ
00
k (y) + ĉ(y)Ŷ 0

k(y)� (⇡2k2 + â(y))Ŷk(y) = 0, y 2 (0, b),

Ŷk(0) = 1,
k 2 N, (2.34)

ĉ(y) = c(y) + 2(1� c(0)), â(y) = a(y)� (1� c(0)) · c̄(y).

Задача (2.34) � задача вида (2.13), причём ĉ(0) = c(0) + 2(1 � c(0)) =

2�c(0) > 1. А значит, задача (2.34) имеет единственное решение в силу теоремы

2.1, которое удовлетворяет асимптотике теоремы (2.4) с числом ↵ = ĉ(0) �

1 = 2 � c(0) � 1 = 1 � c(0). Договоримся далее в общем случае использовать

обозначение ↵ = |1� c(0)|.

Таким образом, в качестве первого элемента ФСР уравнения (1.3) мы выбе�

рем функцию Y
0
k (y) ⌘ y

1�c(0)
Ŷk(y), где Ŷk(y) � решение задачи (2.34). Заметим,

что Y
0
k (0) = 0.

Теорема 2.6. Существуют не зависящие от y 2 [0, b] и k 2 N постоянные

C1 и C2 такие, что имеют место неравенства

0 < C1 · y↵ ·
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

6 Y
0
k (y) 6 C2 · y↵ ·

e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

, (2.35)

Y
0 0
k (y) 6 C2 · ky↵�1 · e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

, (2.36)
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при всех y 2 [0, b] и k 2 N,

0 < C1 · ky↵ ·
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

6 Y
0 0
k (y), (2.37)

при всех y 2 [b/4, b] и k > k0, ↵ = 1� c(0).

Доказательство. Оценки (2.35) непосредственно следуют из теоремы 2.4, при�

менённой к функциям Ŷk(y).

Y
0 0
k (y) = ↵y

↵�1
Ŷk(y) + y

↵
Ŷ

0
k(y) 6

6 ↵C2 · y↵�1 · e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

+ C2 · y↵ ·
k
p
y
· e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

6

6 C2

⇣
↵ +

p
b

⌘
· ky↵�1 · e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

,

что доказывает оценки (2.36).

Наконец, при y 2 [b/4, b] и k > k0 мы получаем оценки (2.37):

Y
0 0
k (y) > C1 · y↵ · k · e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

� ↵C2 · y↵�1 · e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

>

>
✓
C1k � 4C2

b

◆
· y↵ · e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

> C · ky↵ · e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

при достаточно больших k. Теорема доказана.

Аналогично разделу 5, определим второй элемент ФСР уравнения (1.3)

согласно формуле (2.30).

Теорема 2.7. Существуют не зависящие от y 2 [0, b] и k 2 N постоянные

C1 и C2 такие, что имеют место неравенства:

0 6 Y
b
k (y) 6 C2 ·

1

k
p
y
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

, y 2 (0, b], k 2 N, (2.38)

C1 ·
y
↵

k
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

6 Y
b
k (y), y 2

✓
0,

3b

4

�
, k 2 N, (2.39)

��Y b 0
k (y)

�� 6 C2 ·
1

y
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

, y 2 (0, b], k 2 N. (2.40)
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Доказательство. Данное доказательство, в целом, аналогично доказательству

теоремы 2.5. Заметим, что в силу оценок (2.35) теоремы 2.6, справедливо

Y
0
k (y) · Y b

k (y) ⇣
bZ

y

✓
y
↵ · e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

· ⇠�↵ · 1 + (⇡k
p
⇠)↵+1/2

e2⇡k
p
⇠

◆2

⇠
�c0 d⇠ ⇣

⇣ y
2↵

bZ

y

✓
e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

· 1 + (⇡k
p
⇠)↵+1/2

e2⇡k
p
⇠

◆2

⇠
�1�↵

d⇠.

Для последнего интеграла при доказательстве теоремы 2.5 была получена

следующая оценка:

Y
0
k (y) · Y b

k (y) 6 const · y2↵ · y
�1�↵+1/2

k
= const · y↵ · y

�1/2

k
,

или же

Y
b
k (y) 6 const · y

↵�1/2

k · Y 0
k (y)

6 const · y
↵�1/2

C1k
· y�↵ ·

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

=

= const · 1

k
p
y
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

, y 2 (0, b], k 2 N,

что доказывает оценки (2.38).

Аналогично, мы получим оценки (2.39), если оценим интеграл снизу:

Y
0
k (y) · Y b

k (y) > const · y
2↵

k
,

то

Y
b
k (y) > const · y

2↵

k · Y 0
k (y)

> const · y
↵

k
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

,

y 2
✓
0,

3b

4

�
, k 2 N.

Наконец, как было показано при доказательстве теоремы 2.5,

��Y b 0
k (y) · Y 0

k (y)
�� 6

6 kC2

C1

bZ

y

✓
Y

0
k (y)

Y 0
k (⇠)

◆2

exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣
d⇣

1

A d⇠ + exp

0

@�
yZ

b

c(⇣)

⇣
d⇣

1

A 6
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6 const ·

k · y

↵�1/2

k
+ y

�c0

�
6 const · y↵�1

,

��Y b 0
k (y)

�� 6 const · 1
y
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

, y 2 (0, b], k 2 N.

Теорема доказана.

2.7. Оценки определителя Вронского и функции Грина

Далее мы будем рассматривать одновременно как случай задачи D (2.1),

так и случай задачи E (2.2). Для начала, мы получим оценку для определителя

Вронского системы функций {Y 0
k (y), Y

b
k (y)}.

wk(y) = det

0

@Y
0
k (y) Y

b
k (y)

dY 0
k

dy (y) dY b
k

dy (y)

1

A , k 2 N, y 2 (0, b). (2.41)

Теорема 2.8. Существуют постоянная W > 0 и номер k0 2 N, не зависящие

от k 2 N и y 2 (0, b] такие, что

wk(y) 6 �Wy
�c(0)

< 0, k > k0.

Доказательство. I. Данное доказательство, в целом, аналогично доказатель�

ству теоремы (1.12). Оценим wk(⇠), где ⇠ = b/2. В силу леммы 1.3, при доста�

точно больших номерах k в силу теорем 2.4, 2.5, 2.6, 2.7 имеет место

Y
0
k (⇠) > 0, Y

0
k

0(⇠) > 0, Y
b
k (⇠) > 0, Y

b
k

0(⇠) < 0,

wk(⇠) = Y
0
k (⇠)Y

b
k

0(⇠)� Y
0
k

0(⇠)Y b
k (⇠) 6 �Y

0
k

0(⇠)Y b
k (⇠) 6

6 �C1 · k · e
2⇡k

p
⇠

1 + (⇡k
p
⇠)↵+1/2

· C1 ·
1

k
· 1 + (⇡k

p
⇠)↵+1/2

e2⇡k
p
⇠

= �C
2
1 , c(0) > 1,

wk(⇠) 6 �C1·k⇠↵·
e
2⇡k

p
⇠

1 + (⇡k
p
⇠)↵+1/2

·C1·
1

k
·1 + (⇡k

p
⇠)↵+1/2

e2⇡k
p
⇠

= �C
2
1 ·⇠↵, c(0) < 1.

В любом случае,

wk(⇠) 6 �V, V ⌘ C
2
1 (1 + ⇠

↵) , k > k0.
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II. В произвольной точке y 2 (0, b] мы применим формулу Остроградского�

Лиувилля:

wk(y) = wk(⇠) exp

0

B@�
yZ

⇠

c(⇠)

⇠
d⇠

1

CA 6 wk(⇠) · y�c0 · bc0 · exp

0

@�
yZ

b

c̄(⇠)d⇠

1

A 6

6 �V P · y�c0, y 2 (0, b], k > k0,

P = min
y2[0,b]

b
c0 · exp

0

@�
yZ

b

c̄(⇠)d⇠

1

A > 0.

Обозначая W ⌘ V P > 0, получаем требуемое неравенство. Теорема доказана.

Функции Грина краевых задач (2.5) и (2.6) имеют вид:

Gk(y, ⌘) =

8
><

>:

Y 0
k (y)Y

b
k (⌘)

⌘wk(⌘)
, y < ⌘,

Y 0
k (⌘)Y

b
k (y)

⌘wk(⌘)
, y > ⌘,

k 2 N. (2.42)

Теорема 2.9. Существует постоянная M > 0 такая, что
bZ

0

|Gk(y, ⌘)| d⌘ 6 M

k2

при всех y 2 [0, b] и k 2 N. Кроме того, для любого компакта K ⇢ (0, b)

найдётся постоянная MK > 0 такая, что
bZ

0

����
@Gk

@y
(y, ⌘)

���� d⌘ 6 MK

k

при всех y 2 K и k 2 N.

Доказательство. Доказательство производится по аналогии с доказатель�

ством теоремы 1.13. Применим формулу (2.42), теоремы 2.8, 2.4, 2.5, 2.6 и 2.7.

В случае краевой задачи E получаем следующие оценки:
bZ

0

|Gk(y, ⌘)| d⌘ =

yZ

0

����
Y

0
k (⌘)Y

b
k (y)

⌘wk(⌘)

���� d⌘ +
bZ

y

����
Y

0
k (y)Y

b
k (⌘)

⌘wk(⌘)

���� d⌘ 6
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6 C
2
2 ·

yZ

0

e
2⇡k

p
⌘

1 + (⇡k
p
⌘)↵+1/2

· y
�c0+1/2

k
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

· 1

W⌘1�c0
d⌘+

+C
2
2 ·

bZ

y

e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

· ⌘
�c0+1/2

k
·
1 + (⇡k

p
⌘)↵+1/2

e2⇡k
p
⌘

· 1

W⌘1�c0
d⌘ 6

6 C
2
2

kW
· y�c0+1/2 ·

yZ

0

e
2⇡k

p
⌘

1 + (⇡k
p
⌘)↵+1/2

·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

· ⌘c0�1
d⌘+

+
C

2
2

kW
·

bZ

y

e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

·
1 + (⇡k

p
⌘)↵+1/2

e2⇡k
p
⌘

· ⌘�1/2
d⌘.

Оценки второго интеграла были получены при доказательстве теоремы

2.5. Применим их.
bZ

0

|Gk(y, ⌘)| d⌘ 6

6 C
2
2y

�c0+1/2

kW
·

yZ

0

e
2⇡k

p
⌘

1 + (⇡k
p
⌘)↵+1/2

·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

· ⌘c0�1
d⌘ + const · 1

k
· y

0

k
.

Оценим первый интеграл. Выполним замену k
p
⌘ = ⌧ , kpy = t, ⌫ = t�⌧ . Тогда

yZ

0

e
2⇡k

p
⌘

1 + (⇡k
p
⌘)↵+1/2

·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

· ⌘c0�1
d⌘ ⇣

⇣ k
�2c0

tZ

0

e
2⇡⌧

(1 + ⌧)↵+1/2
· (1 + t)↵+1/2

e2⇡t
· ⌧ 2c0�1

d⌧ ⇣

⇣ k
�2c0

tZ

0

e
�2⇡(t�⌧) ·

✓
1 + t

1 + ⌧

◆↵+1/2

· ⌧ 2c0�1
d⌧ ⇣

⇣ k
�2c0

tZ

0

e
�2⇡(t�⌧) ·

✓
1 +

t� ⌧

1 + ⌧

◆↵+1/2

· ⌧ 2c0�1
d⌧ 6

6 k
�2c0

tZ

0

e
�2⇡⌫ · (1 + ⌫)↵+1/2 · (t� ⌫)2c0�1

d⌫ 6
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6 k
�2c0 · t2c0�1

+1Z

0

e
�2⇡⌫ · (1 + ⌫)↵+1/2

d⌫ = const · k�2c0 · k2c0�1 · yc0�1/2
.

Тогда, совмещая оценки, мы получим

bZ

0

|Gk(y, ⌘)| d⌘ 6 const · y
�c0+1/2

k2
· yc0�1/2 + const · 1

k
· y

0

k
= const · 1

k2
,

y 2 [0, b], k 2 N.

В случае краевой задачи D получаем оценки:

bZ

0

|Gk(y, ⌘)| d⌘ 6 C
2
2 ·

yZ

0

⌘
↵ · e

2⇡k
p
⌘

1 + (⇡k
p
⌘)↵+1/2

· 1

k
p
y
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

· 1

W⌘1�c0
d⌘+

+C
2
2 ·

bZ

y

y
↵ · e

2⇡k
p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

· 1

k
p
⌘
·
1 + (⇡k

p
⌘)↵+1/2

e2⇡k
p
⌘

· 1

W⌘1�c0
d⌘ 6

6 C
2
2

kW
· 1
p
y
·

yZ

0

e
2⇡k

p
⌘

1 + (⇡k
p
⌘)↵+1/2

·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

d⌘+

+
C

2
2

kW
· y↵ ·

bZ

y

e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

·
1 + (⇡k

p
⌘)↵+1/2

e2⇡k
p
⌘

· ⌘c0�3/2
d⌘ 6

6 const · 1
k
· 1
p
y
· y

1/2

k
+ const · y↵ · y

c0�3/2+1/2

k2
= const · 1

k2
,

y 2 [0, b], k 2 N,

таким образом, первая оценка доказана.

Отметим, что операция дифференцирования по y, применённая к какой�

либо из функций Y
0
k (y) или Y

b
k (y) ухудшает оценки в теоремах 2.4, 2.5, 2.6,

2.7 не более чем в k/y раз. Тогда произведённые выше выкладки могут быть

повторены и для интеграла от G
0
ky(y, ⌘):

bZ

0

����
@Gk

@y
(y, ⌘)

���� d⌘ 6 C · 1

ky
, y 2 (0, b), k 2 N.
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Фиксируем произвольный компакт K ⇢ (0, b) и найдём " > 0 такое, что

K ⇢ (", b� ") ⇢ (0, b). Тогда при y 2 K мы имеем

bZ

0

����
@Gk

@y
(y, ⌘)

���� d⌘ 6 C · 1

k"
=

MK

k
, y 2 K, k 2 N,

где MK ⌘ C/" > 0 � постоянная, не зависящая от y 2 K и k 2 N. Теорема

доказана.

2.8. Асимптотика коэффициентов ряда Фурье решения

Построенные в третьем разделе функции Yk(y) � решения задач (2.5) и

(2.6) � могут быть получены с использованием функции Грина

Yk(y) =

bZ

0

Gk(y, ⌘)fk(⌘) d⌘, y 2 [0, b], k 2 N.

Получим асимптотики Yk(y) с использованием уже доказанных оценок

функции Грина.

Теорема 2.10. Пусть функции fk(y) являются равномерно ограниченными

вместе с первыми и вторыми производными при k 2 N и y 2 [0, b]. Тогда

равномерно по y 2 [0, b] имеет место асимптотика

Yk(y) = O

✓
1

k2

◆
.

Кроме того, на любом компакте K ⇢ (0, b) равномерно по y 2 K справед�

лива асимптотическая формула

Y
(N)
k (y) = �f

(N)
k (y)

⇡2k2
+O

✓
1

k4�N

◆
, N = 0, 1, 2.

Доказательство. В силу первой из оценок теоремы 2.9,

|Yk(y)| 6
bZ

0

|fk(⌘) ·Gk(y, ⌘)| d⌘ 6 MMf

k2
,
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Mf = sup |fk(y)|, y 2 [0, b], k 2 N,

таким образом, первая асимптотика доказана.

Рассмотрим функцию

Rk(y) ⌘ Yk(y) +
fk(y)

⇡2k2
.

Подставляя Rk(y) в уравнения задач (2.5) или (2.6), получаем краевые

задачи для функции Rk(y):
8
><

>:

yR
00
k + c(y)R0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Rk = Fk(y) ⌘ yf 00

k (y)+c(y)f 0
k�a(y)fk(y)

⇡2k2 ,

Rk(0) =
fk(0)
⇡2k2 , Rk(b) =

fk(b)
⇡2k2 ,

в случае краевой задачи D, и
8
>>>>><

>>>>>:

yR
00
k + c(y)R0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Rk = Fk(y),

c(0)R0
k(0)� (a(0) + ⇡

2
k
2)Rk(0) =

c(0)
⇡2k2 · f

0
k(0)�

⇣
a(0)
⇡2k2 + 1

⌘
fk(0) + fk(0),

Rk(b) =
fk(b)
⇡2k2 ,

в случае краевой задачи E. Соответственно, для функции Rk(y) имеет место

одно из следующих представлений:

Rk(y) =

bZ

0

Gk(y, ⌘)Fk(⌘) d⌘ + C1,k · Y 0
k (y) + C2,k · Y b

k (y),

Rk(y) =

bZ

0

Gk(y, ⌘)Fk(⌘) d⌘ + C1,k · Y 0
k (y),

причём

��C1,k · Y 0
k (b)

�� ,
��C2,k · Y b

k (0)
�� , |Fk(y)| 6

MF

k2
, y 2 [0, b], k 2 N,

MF = max(sup
��y2f 00

k (y) + c(y)f 0
k � a(y)fk(y)

�� ,MMf)

в силу первой асимптотики данной теоремы.
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В силу принципа максимума (лемма 1.1) также верно

��C1,k · Y 0
k (b� ")

�� ,
��C2,k · Y b

k (")
�� 6 MF

k2
, k 2 N,

где " > 0 таков, что K ⇢ (", b� ").

Применим оценки теорем 2.4, 2.6, 2.7 и 2.9. Фиксируем произвольный ком�

пакт K ⇢ (0, b). При N = 0, 1 и y 2 K

���R(N)
k (y)

��� 6
bZ

0

����
@
N
Gk

@yN
(y, ⌘)Fk(⌘)

���� d⌘ +
���C1,k · Y 0

k
(N)(y)

���+
���C2,k · Y b

k
(N)(y)

��� 2 6

6 MKMF

k4�N
+

MF

k2

����
C2k

N

C1y
Npy

· e
2⇡k

p
y

1 + (⇡k
p
y)↵+1/2

· 1 + (⇡k
p
b� ")↵+1/2

e2⇡k
p
b�"

����+

+
MF

k2

�����
C2k

N

C1(K)yN
p
y
· 1
p
y
·
1 + (⇡k

p
y)↵+1/2

e2⇡k
p
y

· e
2⇡k

p
"

1 + (⇡k
p
")↵+1/2

����� .

Легко заметить, что второе и третье слагаемые убывают экспоненциально

при y 2 K. В силу этого, можно выбрать постоянную C > 0, зависящую только

от компакта K, так, что будут выполнены оценки
���R(N)

k (y)
��� 6 C

k4�N
, y 2 K, k 2 N, N = 0, 1,

из которых следует вторая асимптотика теоремы при N = 0 и 1.

yR
00
k + c(y)R0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Rk = Fk(y),

R
00
k(y) =

Fk(y) + (a(y) + ⇡
2
k
2)Rk(y)� c(y)R0

k(y)

y
.

При y 2 K, с применением ранее полученных оценок, получаем
���R(2)

k (y)
��� 6 C

k2
, y 2 K, k 2 N.

Теорема доказана.
2 В случае краевой задачи D.
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2.9. Теоремы существования решений

На основании полученных результатов мы можем сформулировать теоре�

мы существования решений краевых задач (2.1) и (2.2).

Теорема 2.11. Пусть c(0) > 1 и правая часть f(x, y) задачи (2.2) непрерывна

в ⌦̄ вместе с первыми и вторыми производными, при каждом фиксированном

x 2 (0, 1) функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргумента y. Тогда существу�

ет классическое решение задачи (2.2), представимое рядом

u(x, y) =
+1X

k=1

⌘k(y) · sin ⇡kx,

который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает двукратное

дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции ⌘k(y)

аналитичны в области U .

Теорема 2.12. Пусть c(0) < 1, c(0) 6= 0,�1,�2, ... и правая часть f(x, y)

задачи (2.1) непрерывна в ⌦̄ вместе с первыми и вторыми производными, при

каждом фиксированном x 2 (0, 1) функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргу�

мента y. Тогда существует классическое решение задачи (2.1), представимое

рядом

u(x, y) =
+1X

k=1

⇣
⌘k(y) +

⇣
y

b

⌘r1
'k(y)

⌘
· sin ⇡kx,

который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает двукратное

дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции ⌘k(y) и

'k(y) аналитичны в области U .

Теорема 2.13. Пусть c(0) = 0,�1,�2, ... и правая часть f(x, y) задачи (2.1)

непрерывна в ⌦̄ вместе с первыми и вторыми производными, при каждом

фиксированном x 2 (0, 1) функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргумента y.

Тогда существует классическое решение задачи (2.1), представимое рядом

u(x, y) =
+1X

k=1

⇣
⌘k(y) + ln

⇣
y

b

⌘
�k(y)

⌘
· sin ⇡kx,
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который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает двукратное

дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции ⌘k(y) и

�k(y) аналитичны в области U .

Доказательство. Исходя из условий на функцию f(x, y), мы можем заклю�

чить, что функции fk(y) аналитичны в U и равномерно ограничены на y 2 [0, b]

при k 2 N вместе с первыми и вторыми производными. Следовательно, справед�

ливы представления функций Yk(y), доказанные в разделе 3 настоящей главы

(см. теоремы 2.1 и 2.2).

Выполнены все условия теоремы 2.10, а значит, в силу леммы 1.9, ряд (2.4)

сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄, допускает двукратное дифференци�

рование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦ и определяет в нём функцию

из C(⌦̄) \ C
2(⌦).

Так как данный ряд построен как формальное решение задачи (2.1) или

(2.2) соответственно, то он является её классическим решением по построению.

Теоремы 2.11, 2.12 и 2.13 доказаны.
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Глава 3

Краевая задача D для эллиптического

уравнения с регулярным нецелым вырождением

При работе над данной главой диссертации использованы следующие пуб�

ликации автора, в которых, согласно Положению о присуждении учёных степе�

ней в МГУ, отражены основные результаты, положения и выводы исследования:

[85], [93], [90], [88].

3.1. Постановка задачи и её формальное решение

В этой главе мы рассмотрим краевую задачу D (1.1) в прямоугольнике

⌦ ⌘ (0, 1)⇥ (0, b), b > 0 с вырождением порядка m 2 (0, 2), m 6= 1:
8
><

>:

u
00
xx + y

m
u
00
yy + c(y)u0y � a(y)u = f(x, y), (x, y) 2 ⌦,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, b) = 0.
(3.1)

Коэффициенты задачи a(y), c(y) и правая часть f(x, y) удовлетворяют

условиям, указанным в разделе 1 главы 1. Кроме того, мы будем требовать,

чтобы c(0) = 0. Решение задачи ищется в классе C
2(⌦) \ C(⌦̄).

Опираясь на опыт глав I и II, мы разложим правую часть в ряд Фурье по

системе синусов

f(x, y) =
+1X

k=1

fk(y) · sin ⇡kx, (x, y) 2 ⌦̄, (3.2)

и будем искать решение задачи (3.1) в виде ряда

u(x, y) =
+1X

k=1

Yk(y) · sin ⇡kx, (x, y) 2 ⌦̄. (3.3)

Функции Yk(y) являются решениями соответствующих краевых задач на
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интервале (0, b):
8
><

>:

y
m
Y

00
k + c(y)Y 0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Yk = fk(y), 0 < y < b,

Yk(0) = Yk(b) = 0.
k 2 N, (3.4)

Так как коэффициенты данных задач в силу того, что m не является це�

лым, вообще говоря, многозначны в круге U , то метод выделения особенностей

глав I и II оказывается неприменимым к данным задачам.

В следующем разделе будет рассмотрен новый метод выделения особенно�

стей решений: решения будут представлены в виде рядов по степеням y и y
2�m,

сходящихся в U . После этого в разделах 3–6 будет доказана сходимость ряда

(3.3) к решению задачи (3.1) посредством сведения задачи к случаю линейного

вырождения и применения теоремы 2.3.

3.2. Разрешимость задач для коэффициентов Фурье

решения

Рассмотрим 2 задачи:
8
><

>:

y
m
⌘
00
k + c(y)⌘0k � (a(y) + ⇡

2
k
2)⌘k = fk(y), 0 < y < b,

⌘k(0) = 0,
k 2 N, (3.5)

и её однородный вариант
8
><

>:

y
m
'̊
00
k + c(y)'̊0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)'̊k = 0, 0 < y < b,

'̊k(0) = 0.
k 2 N, (3.6)

Рассмотрим класс A� всех функций �(y) 2 A(U \ {0}), представимых в

виде

�(y) = y
� ·

+1X

n=0

�n · yn =
+1X

n=0

�n · yn+�
, y 2 U.

То есть y
��
�(y) 2 A(U).
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Отметим следующие тривиальные свойства данного класса.

1. Функции a(y), fk(y) 2 A0; c(y) 2 A1; y� 2 A�;.

2. Если f(y) и g(y) 2 A�, то f(y)± g(y) 2 A�.

3. Если f(y) 2 A↵, а g(y) 2 A�, то f(y)g(y) 2 A↵+�.

4. Если f(y) 2 A�, то f
0(y) 2 A��1.

Рассмотрим специальную операцию интегрирования в классе A�,

� 6= �1,�2, .... Пусть �(y) 2 A�. Тогда

�
(�1)(y) ⌘

 
+1X

n=0

�n · yn+�

!(�1)

⌘
+1X

n=0

1

n+ � + 1
· �n · yn+�+1

, y 2 U,

�
(�N)(y) ⌘

⇣
�
(�N+1)(y)

⌘(�1)
, y 2 U, N = 2, 3, ....

Очевидно, что �(�1)(y) � некоторая первообразная функции �(y). Кроме

того, если f(y) 2 A� и �� 62 N, то f
(�1)(y) 2 A�+1.

Наконец, введём дифференциальный оператор L : A� ! A�+m�2:

(L�)(y) ⌘ y
m · �00(y).

Символом R обозначим оператор, обращающий действие L:

(R�)(y) ⌘
�
y
�m · �(y)

�(�2)
.

Если �(y) 2 A� и m � � 62 N, то R определён корректно и действует из

пространства A� в пространство A�+2�m.

Построим частные решения задач (3.5) и (3.6). Положим

⌘k,0(y) = R(fk)(y), '̊k,0(y) = y,

⌘k,n(y) = R(dk · ⌘k,n�1 � c · ⌘0k,n�1)(y), '̊k,n(y) = R(dk · '̊k,n�1 � c · '̊0
k,n�1)(y),

(3.7)

k, n 2 N, dk(y) ⌘ a(y) + ⇡
2
k
2
,

⌘k(y) =
+1X

n=0

⌘k,n(y), '̊k(y) =
+1X

n=0

'̊k,n(y), k 2 N, y 2 U. (3.8)
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Теорема 3.1. Пусть m 2 (0, 2), m 62 Q. Тогда соотношения (3.7) корректны

и определяют функции ⌘k,n(y) 2 An(2�m) и '̊k,n(y) 2 A1+n(2�m), а ряды (3.8)

сходятся в пространствах A(U \ {0}) и C[0, b] к частным решениям задач

(3.5) и (3.6) соответственно.

Доказательство. I. Для начала заметим, что если �(y) 2 A�, то dk(y) · �(y)�

c(y) · �0(y) 2 A�, так как c(0) = 0. При этом, если применение оператора R

корректно, то R (dk(y) · �(y)� c(y) · �0(y)) 2 A�+2�m. Таким образом, ⌘k,n(y) 2

An(2�m) и '̊k,n(y) 2 A1+n(2�m), если определены.

Рассмотрим выражения m�n(2�m) и m�1�n(2�m). Пусть m�n(2�m) 2

N или m� 1� n(2�m) 2 N при некотором n 2 N0. Тогда

2 +m� 2� n(2�m) 2 N, 2 + (1 + n)(m� 2) 2 N.

Так как m�2 < 0, то единственным случаем выполнения такого вложения

является

2 + (1 + n)(m� 2) = 1, (1 + n)(2�m) = 1,

из чего следует, что m 2 Q. Полученное противоречие доказывает, что соотно�

шения (3.7) корректны.

II. Докажем сходимость первого из рядов (3.8), так как сходимость вто�

рого доказывается аналогично. Заметим, что показатель � класса A� функций

⌘k,n(y) будет не меньше, чем 2 при n > n0, где n0 зависит только от m. Зафик�

сируем данный n0.

Будем рассматривать y 2 {y 2 C : |y| < R1}, где b < R1 < R. Тогда можно

выбрать числа Mk,n > 0 такими, что

⌘k,n(y) = y
n(2�m) · zk,n(y), |zk,n(y)| 6 Mk,n, |z0k,n(y)| 6 Mk,n ·

n(2�m)

|y| ,

|y| < R1, n > n0, k 2 N.

Найдём Mk > 0 такой, что |dk(y)|, |c̄(y)| 6 Mk, где |y| < R1, c(y) = yc̄(y);
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R2 = max(R1, 1). Тогда имеет место оценка

⌘k,n+1(y) =

yZ

0

⇠Z

0

�
dk(⇣) · ⌘k,n(⇣)� c(⇣) · ⌘0k,n(⇣)

�
⇣
�m

d⇣ d⇠ =

=

yZ

0

�
dk(⇣) · ⌘k,n(⇣)� c(⇣) · ⌘0k,n(⇣)

�
(y � ⇣)⇣�m

d⇣ =

=

yZ

0

�
dk(⇣) · zk,n(⇣)� c(⇣) · z0k,n(⇣)� n(2�m) · c̄(⇣) · zk,n(⇣)

�
(y�⇣)⇣n(2�m)�m

d⇣,

|⌘k,n(y)| 6
|y|Z

0

(MkMk,n + 2n(2�m) ·MkMk,n) (|y|� ⇣)⇣n(2�m)�m
d⇣ 6

6 3n(2�m) ·MkMk,nR2

|y|Z

0

(|y|� ⇣)⇣n(2�m)�m
d⇣ =

= 3n(2�m) ·MkMk,nR2

|y|Z

0

⇠Z

0

⇣
n(2�m)�m

d⇣ d⇠ =

= 3n(2�m) ·MkMk,nR2 ·
|y|n(2�m)�m+2

(n(2�m)�m+ 2)(n(2�m)�m+ 1)
6

6 3n(2�m) ·MkMk,nR2 ·
|y|n(2�m)�m+2

(n(2�m))(n(2�m)� 1)
6

6 6MkMk,nR2 ·
|y|(n+1)(2�m)

n(2�m)
,

из чего следует, что

|zk,n+1| 6
6MkMk,nR2

n(2�m)
<

18MkR2

n(2�m)
·Mk,n.

Аналогично,

⌘
0
k,n+1(y) =

yZ

0

�
dk(⇣) · ⌘k,n(⇣)� c(⇣) · ⌘0k,n(⇣)

�
⇣
�m

d⇣ =
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=

yZ

0

�
dk(⇣) · zk,n(⇣)� c(⇣) · z0k,n(⇣)� n(2�m) · c̄(⇣) · zk,n(⇣)

�
⇣
n(2�m)�m

d⇣,

��⌘0k,n(y)
�� 6

|y|Z

0

(MkMk,n + 2n(2�m) ·MkMk,n) ⇣
n(2�m)�m

d⇣ 6

6 3n(2�m) ·MkMk,nR2

|y|Z

0

⇣
n(2�m)�m

d⇣ =

= 3n(2�m) ·MkMk,nR2

|y|Z

0

⇣
n(2�m)�m

d⇣ =

= 3n(2�m) ·MkMk,nR2 ·
|y|n(2�m)�m+1

n(2�m)�m+ 1
6 6MkMk,nR2 · |y|(n+1)(2�m)�1

.

Тогда

|z0k,n+1(y)| =
����

✓
⌘k,n+1(y)

y(n+1)(2�m)

◆0���� 6
����
⌘
0
k,n+1(y)

y(n+1)(2�m)

����+
(n+ 1)(2�m)

|y|

����
⌘k,n+1(y)

y(n+1)(2�m)

���� 6

6 6MkMk,nR2 · |y|(n+1)(2�m)�1

|y|(n+1)(2�m)
+

(n+ 1)(2�m)

|y| · 6MkMk,nR2

n(2�m)
6

6 6MkMk,nR2

|y| +
n+ 1

|y| · 6MkMk,nR2

n
6 18MkMk,nR2

|y| =
18MkR2

n(2�m)
·n(2�m)

|y| ·Mk,n,

что позволяет выбрать

Mk,n+1 ⌘
18MkR2

n(2�m)
·Mk,n, k 2 N, n > n0,

Mk,n+1 = Mk,n0 ·
(18MkR2)n+1�n0

n0(2�m) · (n0 + 1)(2�m) · ... · n(2�m)
=

= Mk,n0 ·
n0! · pn+1�n0

n!
= M

0
k ·

p
n

n!
,

M
0
k ⌘ n0! ·Mk,n0 · p1�n0, p ⌘ 18MkR2

2�m
.

Отсюда

|⌘k,n+1(y)| 6 |y|(n+1)(2�m) ·M 0
k ·

p
n

n!
6 |R1|2�m ·M 0

k ·
�
pR

2�m
1

�n

n!
,
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следовательно, при всех k 2 N в силу признака Вейерштрасса, ряд (3.8) схо�

дится равномерно при |y| 6 R1 для любого R1 < R, следовательно сходится в

пространствах C[0, b] и A(U \ {0}).

III. Заметим, что ⌘k(0) = 0 по построению. В силу доказанной в предыду�

щей части доказательства сходимости в классе A(U \ {0}), ряд (3.8) дифферен�

цирование под знаком суммы. Тогда
✓
y
m d

2

dy2
+ c(y)

d

dy
� (a(y) + ⇡

2
k
2)

◆
⌘k(y) =

=

✓
L+ c(y)

d

dy
� (a(y) + ⇡

2
k
2)

◆ +1X

n=0

⌘k,n(y) =

=
+1X

n=0

L⌘k,n(y) +
+1X

n=0

✓
c(y)

d

dy
� (a(y) + ⇡

2
k
2)

◆
⌘k,n(y) =

= L⌘k,0(y) +
+1X

n=0

L⌘k,n+1(y) +
+1X

n=0

�
c(y)⌘0k,n(y)� (a(y) + ⇡

2
k
2)⌘k,n(y)

�
=

= fk(y) +
+1X

n=0

(LR� I)
�
(a(y) + ⇡

2
k
2)⌘k,n(y)� c(y)⌘0k,n(y)

�
= fk(y),

y 2 U \ {0}, k 2 N,

символом I обозначен тождественный оператор. Таким образом, ряд (3.8) яв�

ляется решением задачи (3.5). Теорема доказана.

Заметим, что построенные функции '̊k(y) являются нетривиальными ре�

шениями уравнений (1.3), '̊k(0) = 0. Следовательно, '̊k(b) 6= 0 в силу леммы

1.2. Тогда решения задач (3.4) можно построить в виде

Yk(y) = ⌘k(y)�
⌘k(b)

'̊k(b)
'̊k(y) =  k,0(y) +

+1X

n=1

y
n(2�m)

 k,n(y), y 2 U, k 2 N,

(3.9)

где  k,n(y) 2 A(U), n 2 N0.

Кроме того, переобозначим Y
0
k (y) ⌘ '̊k(y) � решения уравнений (1.3),

удовлетворяющие левому краевому условию задач (3.4).
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Пусть теперь m = p/q 2 Q. Тогда совершим в задачах (3.4) замену пере�

менной t = y
1/q. Обозначая â(t) = a(tq), ĉ(t) = c(tq), ˆ̄c(t) = c̄(tq), f̂k(t) = fk(tq),

получим

Y
0
k(y) = Y

0
k(t) ·

y
1/q�1

q
,

Y
00
k (y) = Y

00
k (t) ·

y
2/q�2

q2
+ Y

0
k(t) ·

y
1/q�2

q2
· (1� q) ,

t
p


Y

00
k (t) ·

y
2/q�2

q2
+ Y

0
k(t) ·

y
1/q�2

q2
· (1� q)

�
+

+ĉ(t)Y 0
k(t) ·

y
1/q�1

q
� (â(t) + ⇡

2
k
2)Yk(t) = f̂k(t),

t
p
⇥
Y

00
k (t) · t2�2q + Y

0
k(t) · t1�2q · (1� q)

⇤
+

+qt
q · ˆ̄c(t)Y 0

k(t) · t1�q � q
2(â(t) + ⇡

2
k
2)Yk(t) = q

2
f̂k(t),

tY
00
k (t) + (1� q)Y 0

k(t)+

+qt
2q�p · ˆ̄c(t)Y 0

k(t)� q
2
t
2q�p�1 · (â(t) + ⇡

2
k
2)Yk(t) = q

2
t
2q�p�1 · f̂k(t).

Так как m 2 (0, 2), то p < 2q или, что тоже самое, 2q � p � 1 > 0. Та�

ким образом, последнее уравнение это уравнение с линейным вырождением и

аналитическими коэффициентами. Решения таких уравнений уже были нами

исследованы в разделе 3 главы II. Так как 1 � q 2 {0,�1,�2, ...}, то решение

задачи (3.4) существует, единственно и может быть представлено в виде

Yk(t) = ⌘k(t) + �k(t) ln t,

где ⌘k(t) и �k(t) � аналитические в некоторой области функции.

Возвращаясь к исходной переменной y, мы можем получить разложение

Yk(y) = ⌘k,0(y) +
q�1X

n=1

y
n/q · ⌘k,n(y) + �k(y) · ln y, y 2 U, k 2 N, (3.10)

функции ⌘k,n(y), �k(y) аналитичны в U , n = 0, 1, ..., q � 1.
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Аналогичным образом можно получить разложение и для функции Y
0
k (y)

� решения однородной задачи (3.6) (см. доказательство теоремы 2.1):

Y
0
k (y) = y · '̊k,0(y) + y ·

q�1X

n=1

y
n/q · '̊k,n(y), y 2 U, k 2 N,

функции '̊k,n(y) аналитичны в U , n = 0, 1, ..., q � 1.

3.3. Оценки фундаментальной системы решений

В предыдущей главе нами были построены функции Y
0
k (y) � нетривиаль�

ные решения задач (3.6). Так как решения указанных задач определены с точ�

ностью до постоянного сомножителя, то мы можем выбрать Y
0
k (y) ⇠ y при

y ! 0.

Используя функции Y
0
k (y), докажем сходимость ряда (3.3) к решению зада�

чи (3.1) стандартным для данной работы методом. В этом разделе мы получим

оценки ФСР уравнения (1.3).

Произведём следующую замену переменных:

y = ((2�m)t)↵, Y
0
k = t

↵
zk, ↵ =

1

2�m
,

тогда

(Y 0
k )

0
y = (Y 0

k )
0
t · y1�m =

�
↵t

↵�1
zk + t

↵
z
0
k

�
((2�m)t)↵(1�m)

,

(Y 0
k )

00
yy = (Y 0

k )
00
tt · y2�2m + (1�m)(Y 0

k )
0
t · y�m =

=
�
↵(↵� 1)t↵�2

zk + 2↵t↵�1
z
0
k + t

↵
z
00
k

�
((2�m)t)2↵(1�m)+

+(1�m)
�
↵t

↵�1
zk + t

↵
z
0
k

�
· ((2�m)t)�↵m

,

подставим данные соотношения в задачи (3.6).

(2�m)tz00k +
⇣
3�m+ c(t)((2�m)t)↵(1�m)

⌘
z
0
k+

+
⇣
↵t

�1((2�m)t)↵(1�m)
c(t)� a(t)� ⇡

2
k
2
⌘
zk = 0,
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tz
00
k + d(t)z0k �

⇣
ā(t)� ⇡

2
�
k
p
↵
�2⌘

zk = 0, t 2 (0, b̄), (3.11)

zk(0) = ↵
�↵

, b̄ = ↵b
2�m

.

Здесь

d(t) ⌘ ↵

⇣
3�m+ c(t)((2�m)t)↵(1�m)

⌘
=

= (1+↵)+ c1t+ c2(2�m)↵(3�m)�1
t
↵(3�m)+ ...+ cn(2�m)↵(1+n�m)�1

t
↵(1+n�m)+ ...,

ā(t) ⌘ ↵

⇣
a(t)� ↵t

�1((2�m)t)↵(1�m)
c(t)
⌘
=

= ↵
�
a0 + a1((2�m)t)↵ + a2((2�m)t)2↵ + ...

�
�

�↵2
�
c1 + c2((2�m)t)↵ + c3((2�m)t)2↵ + ...

�
.

По этим разложениям мы можем заключить, что функции ā(t), py · ā0(t) 2

C[0, b̄], d(t) 2 C
1[0, b̄].

d̄(t) ⌘ d(t)� d(0)

t
=

= c1 + c2(2�m)↵(3�m)�1
t
↵ + ...+ cn(2�m)↵(1+n�m)�1

t
↵(1+n�m)�1 + ...,

то есть d̄(t) 2 C[0, b̄], d̄0(t) 2 C(0, b̄] и имеет интегрируемую особенность при

t = 0. Таким образом, для уравнения (3.11) с начальным условием zk(0) = ↵
�↵

выполнены все условия теоремы 2.3.

Следовательно, в силу следствия 2.3.1,

zk(t) = ↵
�↵ · �(↵ + 1)�

⇡ki
p
↵t
�↵ · J↵(2⇡ki

p
↵t) ·

0

@exp

0

@
tZ

0

� d̄(⇠)

2
d⇠

1

A+ ō(1)

1

A ,

k 2 N, t 2 [0, b̄].

И, кроме того, в силу теоремы 2.4 имеют место двусторонние оценки

0 < C1 ·
e
2⇡k

p
↵t

1 + (⇡k
p
↵t)↵+1/2

6 zk(t) 6 C2 ·
e
2⇡k

p
↵t

1 + (⇡k
p
↵t)↵+1/2

,

z
0
k(t) 6 C2 ·

kp
↵t

· e
2⇡k

p
↵t

1 + (⇡k
p
↵t)↵+1/2

,
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при всех t 2 [0, b̄] и k 2 N,

0 < C1 · k · e
2⇡k

p
↵t

1 + (⇡k
p
↵t)↵+1/2

6 z
0
k(t),

при всех t 2 [b̄/4, b̄] и k > k0, постоянные C2 > C1 > 0 не зависят от t и k.

Теорема 3.2. Существуют не зависящие от y 2 [0, b] и k 2 N постоянные

C1 и C2 такие, что имеют место неравенства

0 < C1 · y ·
e
2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
6 Y

0
k (y) 6 C2 · y ·

e
2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
, (3.12)

Y
0 0
k (y) 6 C2 · k · e

2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
, (3.13)

при всех y 2 [0, b] и k 2 N,

0 < C1 · k · e
2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
6 Y

0 0
k (y), (3.14)

при всех y 2 [b0, b] и k > k0, 0 < b0 < b.

Доказательство. Неравенства (3.12) непосредственно следуют из аналогичных

оценок функций zk(t) и обратной замены переменного.

Y
0 0
k (y) =

d

dt
(t↵zk(t)) ·

dt

dy
=
�
↵t

↵�1
zk(t) + t

↵
z
0
k(t)
�
· y1�m =

= A1zk(t) + A2y
2�m

z
0
k(t),

где A1 и A2 � некоторые положительные постоянные. Тогда, применяя оценки

сверху, получим

Y
0 0
k (y) 6 A1C2 ·

e
2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
+ A2C2 ·

ky
2�m

↵y1/(2↵)
· e

2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
6

6 const · k · y2�m�(2�m)/2 · e
2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
6

6 const · k · e
2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
, y 2 [0, b], k 2 N,
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что доказывает оценку (3.13).

Наконец, аналогично, при t > b̄/4 и k > k0 имеет место

Y
0 0
k (y) > const · k · e

2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
,

b̄

4
6 t 6 b̄.

Неравенству b̄/4 6 t 6 b̄ относительно переменной y соответствует нера�

венство b0 6 y 6 b при некотором 0 < b0 < b, что доказывает оценку (3.14).

Теорема доказана.

Аналогично главам I и II, мы построим второй элемент ФСР уравнения

(1.3) по формуле

Y
b
k (y) ⌘ �Y

0
k (y)

yZ

b

1

(Y 0
k (⇠))

2
exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣m
d⇣

1

A d⇠, y 2 (0, b], k 2 N. (3.15)

Лемма 3.1. Функция

P (⇠) ⌘ exp

0

@�
⇠Z

b

c(⇣)

⇣m
d⇣

1

A

равномерно ограничена и равномерно отделена от нуля при ⇠ 2 [0, b].

Доказательство.

P (⇠) = exp

0

@�
⇠Z

b

✓
c1

⇣m�1
+ c̄(⇣)

◆
d⇣

1

A ,

где c̄(⇣) = (c(⇣)� c1⇣)⇣�m � ограниченная на [0, b] функция. Тогда

P (⇠) ⇣ exp

0

@�
⇠Z

b

c1

⇣m�1
d⇣

1

A = exp

✓
� c1

2�m

�
b
2�m � ⇠

2�m
�◆

⇣ 1,

так как аргумент экспоненты ограничен при ⇠ 2 [0, b]. Лемма доказана.

Теорема 3.3. Существует не зависящая от y 2 [0, b] и k 2 N постоянная C2

такая, что имеют место неравенства:

0 6 Y
b
k (y) 6 C2 ·

1

k
· 1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵y
1/(2↵) , y 2 (0, b], k 2 N, (3.16)
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��Y b 0
k (y)

�� 6 C2 ·
1

y
· 1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵y
1/(2↵) , y 2 (0, b], k 2 N. (3.17)

Кроме того, для любого " > 0 можно выбрать постоянную C3(") > 0

такую, что при всех y 2 [", b� "] и k 2 N выполнено

C3(") ·
1

k
· 1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵y
1/(2↵) 6 Y

b
k (y). (3.18)

Доказательство. По аналогии с доказательствами теорем 2.5 и 2.7, воспользу�

емся леммой 3.1 и рассмотрим произведение

Y
0
k (y) · Y b

k (y) ⇣
bZ

y

 
y

⇠
· 1 + (⇡k↵⇠1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵⇠
1/(2↵) · e

2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

!2

d⇠.

Тогда, применяя метод доказательства теорем 2.5 и 2.7 (замену ⌧ =

k⇠
1/(2↵), t = ky

1/(2↵), d⇠ = 2↵⌧ 2↵�1
d⌧/k

2↵), мы получим

Y
0
k (y) · Y b

k (y) 6 const

bZ

y

 
1 + (⇡k↵⇠1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵⇠
1/(2↵) · e

2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

!2

d⇠ 6

6 const

k
,

из чего в совокупности с неравенствами (3.12) следует, что

Y
b
k (y) 6 C2 ·

1

k
· 1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵y
1/(2↵) , y 2 [0, b], k 2 N.

Для доказательства оценки (3.18) заметим, что

Y
0
k (y) · Y b

k (y) > const · y2
bZ

y

 
e
2⇡k↵y1/(2↵)

e2⇡k↵⇠
1/(2↵)

!2

d⇠ > const · y2(b� y)

k
>

> const · "3

k
⌘ C3(")

k
, y 2 [", b� "], k 2 N,

что доказывает неравенства (3.18).

Наконец, по аналогии с теоремами 2.5 и 2.7,

Y
0
k (y) · Y b 0

k (y) 6
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6 const ·

2

4
bZ

y

k

y

 
y

⇠
· 1 + (⇡k↵⇠1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵⇠
1/(2↵) · e

2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

!2

d⇠ + 1

3

5 6

6 const ·

k

y
· 1
k
+ 1

�
6 const

y
, y 2 (0, b], k 2 N,

что доказывает неравенства (3.17). Теорема доказана.

3.4. Оценки определителя Вронского и функции Грина

По аналогии с главами I и II рассмотрим определители Вронского систем

функций {Y 0
k (y), Y

b
k (y)}

wk(y) = det

0

@Y
0
k (y) Y

b
k (y)

dY 0
k

dy (y) dY b
k

dy (y)

1

A , k 2 N, y 2 (0, b),

и функции Грина задач (3.4)

Gk(y, ⌘) =

8
><

>:

Y 0
k (y)Y

b
k (⌘)

⌘mwk(⌘)
, y < ⌘,

Y 0
k (⌘)Y

b
k (y)

⌘mwk(⌘)
, y > ⌘,

k 2 N.

Теорема 3.4. Существуют постоянная W > 0 и номер k0 2 N, не зависящие

от k 2 N и y 2 (0, b] такие, что

wk(y) 6 �W < 0, k > k0.

Доказательство. Выберем ⇠ = (b+ b0)/2, где b0 � число из теоремы 3.2. Тогда

в силу формулы Остроградского-Лиувилля, леммы 3.1 и теорем 3.2 и 3.3

wk(y) = wk(⇠) exp

0

B@�
yZ

⇠

c(⇠)

⇠
d⇠

1

CA ⇣ wk(⇠) =

= Y
0
k (⇠)Y

b
k

0(⇠)� Y
0
k

0(⇠)Y b
k (⇠) 6 �Y

0
k

0(⇠)Y b
k (⇠) 6

6 �C1 · k · e
2⇡k↵⇠1/(2↵)

1 + (⇡k↵⇠1/(2↵))↵+1/2
· C3 ·

1

k
· 1 + (⇡k↵⇠1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵⇠
1/(2↵) = �C1C3.

Лемма доказана.
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Теорема 3.5. Существует постоянная M > 0 такая, что

bZ

0

|Gk(y, ⌘)| d⌘ 6 M

k2

при всех y 2 [0, b] и k 2 N. Кроме того, для любого компакта K ⇢ (0, b)

найдётся постоянная MK > 0 такая, что

bZ

0

����
@Gk

@y
(y, ⌘)

���� d⌘ 6 MK

k

при всех y 2 K и k 2 N.

Доказательство. Применим для оценки функций Грина теоремы 3.2, 3.3 и 3.4.

Тогда

bZ

0

|Gk(y, ⌘)| d⌘ =

yZ

0

����
Y

0
k (⌘)Y

b
k (y)

⌘mwk(⌘)

���� d⌘ +
bZ

y

����
Y

0
k (y)Y

b
k (⌘)

⌘mwk(⌘)

���� d⌘ 6

6 C
2
2 ·

yZ

0

⌘ · e
2⇡k↵⌘1/(2↵)

1 + (⇡k↵⌘1/(2↵))↵+1/2
· 1
k
· 1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵y
1/(2↵) · 1

W⌘m
d⌘+

+C
2
2 ·

bZ

y

y · e
2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
· 1
k
· 1 + (⇡k↵⌘1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵⌘
1/(2↵) · 1

W⌘m
d⌘ 6

6 C
2
2

kW

yZ

0

e
2⇡k↵⌘1/(2↵)

1 + (⇡k↵⌘1/(2↵))↵+1/2
· 1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵y
1/(2↵) · ⌘1�m

d⌘+

+
C

2
2

kW

bZ

y

e
2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
· 1 + (⇡k↵⌘1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵⌘
1/(2↵) · ⌘1�m

d⌘.

Обозначим y
2�m = z, ⌘2�m = ⇣, b2�m = d. Тогда

bZ

0

|Gk(y, ⌘)| d⌘ 6 C
2
2

k↵W

zZ

0

e
2⇡k↵

p
⇣

1 + (⇡k↵
p
⇣)↵+1/2

· 1 + (⇡k↵
p
z)↵+1/2

e2⇡k↵
p
z

d⇣+
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+
C

2
2

k↵W

dZ

z

e
2⇡k↵

p
z

1 + (⇡k↵
p
z)↵+1/2

· 1 + (⇡k↵
p
⇣)↵+1/2

e2⇡k↵
p
⇣

d⇣.

Полученные интегралы исследовались при доказательстве теоремы 2.9.

Для каждого из них была получена оценка сверху величиной C/k с постоян�

ной C > 0, не зависящей от y 2 [0, b] и k 2 N. Получаем

bZ

0

|Gk(y, ⌘)| d⌘ 6 2CC
2
2

k2↵W
⌘ M

k2
, M ⌘ 2CC

2
2

↵W
, y 2 [0, b], k 2 N,

что доказывает первую оценку теоремы.

Вторая оценка теоремы доказывается аналогично с привлечением оценок

сверху функций Y
0
k (y) и Y

b
k (y) и их производных сверху из теорем 3.2 и 3.3.

Получаем
bZ

0

����
@Gk

@y
(y, ⌘)

���� d⌘ 6 M

yk
, y 2 (0, b], k 2 N.

Фиксируем произвольный компакт K ⇢ (0, b) и найдём " > 0 такое, что

K ⇢ (", b� ") ⇢ (0, b). Тогда при y 2 K мы имеем

bZ

0

����
@Gk

@y
(y, ⌘)

���� d⌘ 6 M

"k
⌘ MK

k
, MK ⌘ M

"
, y 2 K, k 2 N.

Теорема доказана.

3.5. Асимптотика коэффициентов ряда Фурье решения

Воспользуемся представлением коэффициентов Yk(y) ряда (3.3) с помощью

функции Грина.

Yk(y) =

bZ

0

Gk(y, ⌘)fk(⌘) d⌘, y 2 [0, b], k 2 N.

Теорема 3.6. Пусть функции fk(y) являются равномерно ограниченными

вместе с первыми и вторыми производными при k 2 N и y 2 [0, b]. Тогда
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равномерно по y 2 [0, b] имеет место асимптотика

Yk(y) = O

✓
1

k2

◆
.

Кроме того, на любом компакте K ⇢ (0, b) равномерно по y 2 K справед�

лива асимптотическая формула

Y
(N)
k (y) = �f

(N)
k (y)

⇡2k2
+O

✓
1

k4�N

◆
, N = 0, 1, 2.

Доказательство. Используя первую оценку функции Грина из теоремы 3.5,

получим оценки на Yk(y) на отрезке [0, b]:

|Yk(y)| 6
bZ

0

|fk(⌘) ·Gk(y, ⌘)| d⌘ 6 MMf

k2
,

где

Mf = sup |fk(y)|, y 2 [0, b], k 2 N,

то есть Yk(y) = O
�
k
�2
�
.

Далее мы рассмотрим функции

Rk(y) ⌘ Yk(y) +
fk(y)

⇡2k2
.

Подставляя функции Rk(y) в уравнения задач (3.4), получим краевые за�

дачи для функций Rk(y)
8
><

>:

y
m
R

00
k + c(y)R0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Rk = Fk(y) ⌘ ymf 00

k (y)+c(y)f 0
k�a(y)fk(y)

⇡2k2 ,

Rk(0) =
fk(0)
⇡2k2 , Rk(b) =

fk(b)
⇡2k2 ,

следовательно, имеет место представление

Rk(y) =

bZ

0

Gk(y, ⌘)Fk(⌘) d⌘ + C1,k · Y 0
k (y) + C2,k · Y b

k (y),

где, в силу уже доказанного утверждения данной теоремы,

��C1,k · Y 0
k (b)

�� ,
��C2,k · Y b

k (0)
�� , |Fk(y)| 6

MF

k2
, y 2 [0, b], k 2 N,
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MF = max(sup
��y2f 00

k (y) + c(y)f 0
k � a(y)fk(y)

�� ,MMf).

Кроме того, в силу леммы 1.1 также верно

��C1,k · Y 0
k (b� ")

�� ,
��C2,k · Y b

k (")
�� 6 MF

k2
, k 2 N,

где " > 0 таков, что K ⇢ (", b� ").

Зафиксируем произвольный компакт K ⇢ (0, b), N = 0, 1 и применим

оценки теорем 3.2, 3.3 и 3.5 при y 2 K и k 2 N:

���R(N)
k (y)

��� 6
bZ

0

����
@
N
Gk

@yN
(y, ⌘)Fk(⌘)

���� d⌘ +
���C1,k · Y 0

k
(N)(y)

���+
���C2,k · Y b

k
(N)(y)

��� 6

6 MKMF

k4�N
+

MF

k2

�����
C2k

N

C1y
N
· e

2⇡k↵y1/(2↵)

1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2
· 1 + (⇡k↵(b� ")1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵(b�")1/(2↵)

�����+

+
MF

k2

�����
C2k

N

C3(")yN
· 1 + (⇡k↵y1/(2↵))↵+1/2

e2⇡k↵y
1/(2↵) · e

2⇡k↵"1/(2↵)

1 + (⇡k↵"1/(2↵))↵+1/2

����� .

Так как второе и третье слагаемые убывают экспоненциально при y 2 K,

то можно выбрать постоянную C > 0, зависящую только от компакта K, так,

чтобы ���R(N)
k (y)

��� 6 C

k4�N
, y 2 K, k 2 N, N = 0, 1,

то есть

Y
(N)
k (y) = �f

(N)
k (y)

⇡2k2
+R

(N)
k (y) = �f

(N)
k (y)

⇡2k2
+O

✓
1

k4�N

◆
,

y 2 K, k 2 N, N = 0, 1.

Наконец, при y 2 K,

y
m
R

00
k + c(y)R0

k � (a(y) + ⇡
2
k
2)Rk = Fk(y),

R
00
k(y) =

Fk(y) + (a(y) + ⇡
2
k
2)Rk(y)� c(y)R0

k(y)

ym
,

то есть,

|R00
k(y)| 6

C

k2
, y 2 K, k 2 N,
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из чего следует, что

Y
00
k (y) = �f

00
k (y)

⇡2k2
+O

✓
1

k2

◆
= O

✓
1

k2

◆
, y 2 K, k 2 N.

Теорема доказана.

3.6. Теоремы существования решения

Сформулируем теоремы существования решения задачи (3.1) при рацио�

нальных и иррациональных m.

Теорема 3.7. Пусть 0 < m < 2, m 62 Q и правая часть f(x, y) задачи (3.1)

непрерывна в ⌦̄ вместе с первыми и вторыми производными, при каждом

фиксированном x 2 (0, 1) функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргумента y.

Тогда существует классическое решение задачи (3.1), представимое рядом

u(x, y) =
+1X

k=1

 
 k,0(y) +

+1X

n=1

y
n(2�m)

 k,n(y)

!
· sin ⇡kx,

который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает двукратное

дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции  k,n(y),

n 2 N0 аналитичны в области U .

Теорема 3.8. Пусть 0 < m < 2, m = p/q 2 Q, m 6= 1 и правая часть f(x, y)

задачи (3.1) непрерывна в ⌦̄ вместе с первыми и вторыми производными, при

каждом фиксированном x 2 (0, 1) функция f(x, y) 2 A(U) как функция аргу�

мента y. Тогда существует классическое решение задачи (3.1), представимое

рядом

u(x, y) =
+1X

k=1

 
⌘k,0(y) +

q�1X

n=1

y
n/q · ⌘k,n(y) + �k(y) · ln y

!
· sin ⇡kx,

который сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄ и допускает двукратное

дифференцирование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦, функции ⌘k,n(y),

n = 0, 1, ..., q � 1 и �k(y) аналитичны в области U .
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Доказательство. Доказательство данных теорем полностью повторяет доказа�

тельства теорем 1.15, 2.11, 2.12 и 2.13.

Исходя из условий на функцию f(x, y) мы можем заключить, что функции

fk(y) аналитичны в U и равномерно ограничены на y 2 [0, b] при k 2 N вместе

с первыми и вторыми производными. Следовательно, справедливы представ�

ления функций Yk(y), доказанные в разделе 2 настоящей главы (см. теорему

3.1).

Выполнены все условия теоремы 3.6, а значит, в силу леммы 1.9, ряд (3.3)

сходится равномерно в прямоугольнике ⌦̄, допускает двукратное дифференци�

рование под знаком суммы по x и по y внутри ⌦ и определяет в нём функцию

из C(⌦̄) \ C
2(⌦).

Так как данный ряд построен как формальное решение задачи (3.1), то он

является её классическим решением по построению.

Теоремы 3.7 и 3.8 доказаны.

3.7. Пример

Для примера мы рассмотрим краевую задачу
8
><

>:

u
00
xx + y

p
2
u
00
yy � ⇡

2
u = f ⌘ const, (x, y) 2 ⌦ = (0, 1)2,

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0.
(3.19)

Сразу отметим, что данная задача удовлетворяет всем условиям теоремы

3.7. Коэффициенты Фурье правой части нами уже были получены в примере к

первой главе:

fk =

8
>><

>>:

0, k = 2l,

4f

⇡k
, k = 2l � 1.

l 2 N,

Найдём функции ⌘k(y) и '̊k(y). Обозначим ↵ = 1/(2�
p
2).

'̊k,0(y) = y, '̊k,n(y) = R
�
⇡
2(1 + k

2)'̊k,n�1(y)
�
=
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=
�
⇡
2(1 + k

2)
�n · y1+2n�n

p
2 ·

nY

j=1

1

(2j � j
p
2)(1 + 2j � j

p
2)

=

=
�
⇡
2(1 + k

2)
�n · y1+2n�n

p
2 · ↵2n ·

nY

j=1

1

j(↵ + j)
=

=
�
⇡
2
↵
2(1 + k

2)
�n · y1+2n�n

p
2 · �(1 + ↵)

n! · �(n+ 1 + ↵)
,

'̊k(y) =
+1X

n=0

'̊k,n(y) = y�(1 + ↵)
+1X

n=0

�
⇡
2
↵
2(1 + k

2)
�n · y

n(2�
p
2)

n! · �(n+ 1 + ↵)
=

= y�(1 + ↵)
+1X

n=0

(�1)n

n! · �(n+ 1 + ↵)
·
⇣
�⇡2↵2(1 + k

2)y2�
p
2
⌘n

=

= y�(1 + ↵)
+1X

n=0

(�1)n

n! · �(n+ 1 + ↵)
·
 
2i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

2

!2n

=

=
y�(1 + ↵)

�
i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

�↵ · J↵
⇣
2i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

⌘
.

Аналогично мы находим при k = 2l � 1:

⌘k,0(y) = R
✓
4f

⇡k

◆
=

4f

⇡k
· y

2�
p
2

(2�
p
2)(1�

p
2)
,

⌘k,n(y) = R
�
⇡
2(1 + k

2)⌘k,n�1(y)
�
=

=
4f

⇡k
·
�
⇡
2(1 + k

2)
�n · yn(2�

p
2) ·

n+1Y

j=1

1

(2j � j
p
2)(�1 + 2j � j

p
2)

=

=
4f

⇡k
·
�
⇡
2(1 + k

2)
�n · yn(2�

p
2) · ↵2n ·

n+1Y

j=1

1

j(�↵ + j)
=

=
4f

⇡k
·
�
⇡
2
↵
2(1 + k

2)
�n · yn(2�

p
2) · �(1� ↵)

n! · �(n+ 2� ↵)
,

⌘k(y) =
+1X

n=0

⌘k,n(y) =
4f

⇡k
· �(1� ↵)

+1X

n=0

�
⇡
2
↵
2(1 + k

2)
�n · y

n(2�
p
2)

n! · �(n+ 2� ↵)
=

=
4f

⇡k
· �(1� ↵)

+1X

n=0

(�1)n

n! · �(n+ 2� ↵)
·
⇣
�⇡2↵2(1 + k

2)y2�
p
2
⌘n

=

=
4f

⇡k
· �(1� ↵)

+1X

n=0

(�1)n

n! · �(n+ 2� ↵)
·
 
2i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

2

!2n

=
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=
4f

⇡k
· �(1� ↵)
�
i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

�1�↵ · J1�↵

⇣
2i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

⌘
.

Тогда решение задачи (3.19) имеет вид

u(x, y) =
4f

⇡k

+1X

k=1,k/262N

"
�(1� ↵)

�
i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

�1�↵ · J1�↵

⇣
2i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

⌘
�

�
p
y · �(1� ↵)

�
i⇡↵

p
1 + k2

�1�↵ ·
J1�↵

�
2i⇡↵

p
1 + k2

�

J↵

�
2i⇡↵

p
1 + k2

� · J↵
⇣
2i⇡↵

p
1 + k2 · y1/(2↵)

⌘#
⇥

⇥ sin ⇡kx,

ряд сходится равномерно в ⌦̄ к решению задачи (3.19) в силу теоремы 3.7.
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Заключение

1. Для краевой задачи E для рассматриваемого эллиптического диффе�

ренциального уравнения при порядках вырождения m = 1, 2 установлен общий

вид формальных решений в виде рядов, в которых характер неаналитической

зависимости решения от переменного y указан явно. Доказаны теоремы о су�

ществовании решения задачи из класса C(⌦̄) \ C
2(⌦). При m = 2 решены

проблемы малых знаменателей и логарифмических особенностей.

2. Для краевой задачи D для рассматриваемого эллиптического диффе�

ренциального уравнения при порядках вырождения 1 6 m < 2 установлен

общий вид формальных решений в виде рядов, в которых характер неаналити�

ческой зависимости решения от переменного y указан явно. Доказаны теоремы

о существовании решения задачи из класса C(⌦̄) \ C
2(⌦). При этом в случае

иррациональных m установлено разложение решения по целым степеням пере�

менной ⌧ = y
2�m с аналитическими коэффициентами.

3. Исследованы асимптотические свойства решений линейных обыкновен�

ных дифференциальных уравнений второго порядка с вырождением порядка

m 2 [1, 2] и большим параметром k при неизвестной функции.

Полученные теоретические результаты имеют значимость в рамках анали�

тической теории дифференциальных уравнений и при разработке численных

методов решения задач математической физики.
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