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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå ëèíåéíûõ íåñòàöèî-
íàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì èìååò íå òîëüêî ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà-
÷åíèå, íî è ñëóæèò áàçîé äëÿ èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ. Ëèíåéíûå ñèñòåìû èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ, êî-
òîðûå ïîðîæäàþò ðÿä íîâûõ òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷, òðåáóþùèõ èçó÷åíèÿ
êîëåáàòåëüíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåì â îáëàñòè êà÷åñòâåííîé
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âàæíåéøèìè íàïðàâëåíèÿìè êîòî-
ðîé ÿâëÿþòñÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè è òåîðèÿ êîëåáàíèé.

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè, ñîçäàííàÿ À.Ì. Ëÿïóíîâûì (1892 ã.), åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ñâÿçàíà, ïðåæäå âñåãî, ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè
Ëÿïóíîâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå ñ ââåäåííûìè ïîç-
æå ïîêàçàòåëÿìè Ïåððîíà, Áîëÿ, Âèíîãðàäà, Ìèëëèîíùèêîâà è Èçîáîâà,
îòâå÷àþùèìè çà ðàçíîîáðàçíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé.

Èçó÷åíèåì ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ñàìûõ ðàçíûõ ïîêàçàòåëåé ðåøåíèé ñè-
ñòåì çàíèìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè. Ïðèâåäåì ñïèñîê (äàëåêî íå ïîëíûé)
òåõ èç íèõ, êòî âíåñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ýòó òåîðèþ: Ð.Ý. Âèíîãðàä
[52, 53], Á.Ô. Áûëîâ [45, 46], Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ [132, 133, 134], Í.À. Èçî-
áîâ [81, 82, 84], À.Â. Èëüèí [89, 91, 92], Ì.È. Ðàõèìáåðäèåâ [154, 155],
È.Í. Ñåðãååâ [162, 163], Å.Ê. Ìàêàðîâ [130, 131], Å.À. Áàðàáàíîâ [19, 20],
Ñ.Í. Ïîïîâà [151, 152], À.Ñ. Ôóðñîâ [200, 201], À.Í. Âåòîõèí [49, 50],
Â.Â. Áûêîâ [41, 43] è äðóãèå. Çäåñü óïîìÿíóòû ëèøü ïî 2�3 ðàáîòû êàæäî-
ãî àâòîðà, à èñ÷åðïûâàþùóþ (íà ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò) áèáëèîãðàôèþ
ïî ýòèì âîïðîñàì ìîæíî íàéòè â îáçîðàõ [83, 87] è ìîíîãðàôèÿõ [47, 88].

Îäíàêî äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ âàæíà
èíôîðìàöèÿ íå òîëüêî î ðîñòå èññëåäóåìûõ ôóíêöèé, íî è îá èõ êîëåáà-
òåëüíûõ ñâîéñòâàõ. Â òåîðèè êîëåáàíèé íåìàëàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ âîïðîñàì
êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîñõîäÿùèì ê ôóí-
äàìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèÿì Æ. Øòóðìà (1837�41 ãã.) è áîëåå ïîçäíèì
èññëåäîâàíèÿì À. Êíåçåðà (1896�98 ãã.).
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Èññëåäîâàíèÿ ïî òåìàòèêå êîëåáëåìîñòè óñïåøíî ïðîäâèãàëèñü óñè-
ëèÿìè ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåîáõîäèìî îñîáî îòìåòèòü
Â.À. Êîíäðàòüåâà [105, 106, 107], È.Ò. Êèãóðàäçå [99, 100, 102], Ò.À. ×àíòó-
ðèÿ [205, 207], À.Þ. Ëåâèíà [114, 115, 116], Í.À. Èçîáîâà [85, 86], À.Ä. Ìûø-
êèñà [142], Â.À. Êîçëîâà [223], È.Â. Êàìåíåâà [93, 94, 95], Äæ.Ä. Ìèðçî-
âà [135, 136], È.Â. Àñòàøîâó [13, 14, 15], Ñ.Ä. Ãëûçèíà, À.Þ. Êîëåñîâà è
Í.Õ. Ðîçîâà [61, 62, 63], Â.Â. Ðîãà÷åâà [156] è äðóãèõ (îáøèðíûå áèáëèîãðà-
ôèè ïî ýòîìó âîïðîñó ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â îáçîðå [101] è ìîíîãðà-
ôèè [16]). Çàìåòèì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûõ àâòîðîâ â îñíîâíîì èíòåðåñîâàëè
âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ó çàäàííîãî óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû õîòÿ
áû îäíîãî êîëåáëþùåãîñÿ ðåøåíèÿ, à òàêæå ñ îïèñàíèåì âñåãî ìíîæåñòâà
òàêèõ ðåøåíèé èëè êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ èõ ñâîéñòâ. Íåìàëî óñèëèé
â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî íàïðàâëåíî íà ïîëó÷åíèå êîýôôèöèåíòíûõ ïðèçíàêîâ
íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ êîëåáëþùèõñÿ ðåøåíèé.

Ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåðåñ ê òàêèì ñâîéñòâàì ðåøåíèé ëèíåéíûõ íåñòà-
öèîíàðíûõ ñèñòåì, êàê îãðàíè÷åííîñòü, óñòîé÷èâîñòü, êîëåáëåìîñòü è ò.ï.,
âîçðîñ â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè èçó÷åíèÿ àâòîêîëåáàíèé è õàîòè÷åñêèõ ðåæè-
ìîâ, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîííûõ è ëàçåðíûõ óñòðîéñòâàõ. Â
ñâÿçè ñ ýòèì, îñîáåííî èíòåðåñíîé è àêòóàëüíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷à îá
îïðåäåëåíèè àíàëîãîâ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, îòâå÷àþùèõ çà êîëåáëåìîñòü
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.
Õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè. È.Í. Ñåðãååâûì

áûëè ââåäåíû õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ÿâèëèñü âåñüìà ýôôåêòèâ-
íûì ñðåäñòâîì äëÿ èçó÷åíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ñâîéñòâ. Òàê, â ðàáîòå [165]
îí âïåðâûå ââåë ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòîòû ν(y) ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè y, ïîçâîëèâøåé ÷èñëåííî èçìåðÿòü êîëåáëåìîñòü ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé íà ïîëóïðÿìîé.

×àñòîòó ðåøåíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñðåäíåå (ïî âñåé ïîëó-
ïðÿìîé) çíà÷åíèå ÷èñëà íóëåé ðåøåíèÿ íà ïîëóèíòåðâàëå äëèíû π. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî íà ðåøåíèÿõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åííûìè
êîýôôèöèåíòàìè îíà ïðèíèìàåò ëèøü êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ [165] è ïîçâîëÿåò
åñòåñòâåííûì îáðàçîì êëàññèôèöèðîâàòü êîëåáëþùèåñÿ ðåøåíèÿ, ñòàâÿ â
ñîîòâåòñòâèå, ê ïðèìåðó, ôóíêöèè y(t) = sinωt åå ÷àñòîòó ν(y) = ω (ïîäîá-
íî òîìó, êàê ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà è Ïåððîíà ïîçâîëÿþò èçìåðÿòü ïî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé øêàëå ðîñò íîðìû ðåøåíèÿ, ñòàâÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð-
ôóíêöèè x ñ íîðìîé |x(t)| = expλt åå ïîêàçàòåëü χ(x) = λ).

Â ðàáîòàõ [174, 177] ââåäåíû è èçó÷åíû ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè õà-
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ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò, íî óæå äëÿ âåêòîð-ôóíêöèé x, â ÷àñòíîñòè, òàê
íàçûâàåìûå ïîëíûå σ(x) è âåêòîðíûå ζ(x) ÷àñòîòû. Ïîäñ÷åò ïîñëåäíèõ
ïðîèñõîäèò ïóòåì óñðåäíåíèÿ ÷èñëà íóëåé ïðîåêöèè ôóíêöèè x íà êàêóþ-
ëèáî ïðÿìóþ, ïðè÷åì ýòà ïðÿìàÿ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ñðåä-
íåå çíà÷åíèå îêàçàëîñü ìèíèìàëüíûì: åñëè óêàçàííàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïðîèç-
âîäèòñÿ ïåðåä óñðåäíåíèåì, òî ïîëó÷àåòñÿ âåêòîðíàÿ ÷àñòîòà σ(x), à åñëè
ïîñëå � òî ïîëíàÿ ÷àñòîòà ζ(x). Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ è âåêòîðíàÿ ÷àñòî-
òû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ïîíÿòèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòîòû íà ñëó÷àé
ðåøåíèé ñèñòåì. Äëÿ ðåøåíèÿ y ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ýòè õà-
ðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿþòñÿ êàê âåëè÷èíû σ(x) è ζ(x) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå
x = (y, ẏ, . . . , y(n−1)). Ïîçæå â ðàáîòå [180] áûëè îïðåäåëåíû è èçó÷åíû
áîëåå ñëîæíûå õàðàêòåðèñòèêè � ïîêàçàòåëè âðàùàåìîñòè äëÿ ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

Âñå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè, íàçûâàåìûå â ðàáîòå [185] ëèíåéíûìè
äëÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì, îêàçàëèñü ïðèìåíèìû ëèøü ê ðåøåíèÿì,
îïðåäåë¼ííûì ãàðàíòèðîâàííî íà âñåé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè âðåìåíè,
òîãäà êàê äëÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì òàêîé ãàðàíòèè äàòü íåëüçÿ.
Â ðàáîòå [185] áûëè ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïðåäåëåíèÿ
ýòèõ ïîêàçàòåëåé íà ñèñòåìû, ðåøåíèÿ êîòîðûõ íå îáÿçàòåëüíî ïðîäîëæàå-
ìû íà âñþ ïîëóîñü, à èìåííî, èì áûëè îïðåäåëåíû è èçó÷åíû ñôåðè÷åñêèå,
ðàäèàëüíûå è øàðîâûå ôóíêöèîíàëû è ïîêàçàòåëè.

Èçó÷åíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò, ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è âðà-
ùàåìîñòè çàíèìàëèñü òàêæå Â.Â. Áûêîâ [40], Å.À. Áàðàáàíîâ è À.Ñ. Âîé-
äåëåâè÷ [21, 22, 23], À.Þ. Ãîðèöêèé [65], Ì.Â. Ñìîëåíöåâ [188, 190, 191],
Ä.Ñ. Áóðëàêîâ [34, 36, 37], Â.Â. Ìèöåíêî [138, 140], Å.Ì. Øèøëÿííèêîâ
[208, 211] è äðóãèå. Â ýòèõ ðàáîòàõ èçó÷àëèñü ñïåêòðû (ìíîæåñòâà çíà÷å-
íèé íà âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèÿõ) óêàçàííûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ óðàâíåíèé è ñèñòåì, ñâÿçè ìåæäó çíà÷åíèÿìè ïîêàçàòåëåé è êîýô-
ôèöèåíòàìè óðàâíåíèé è ñèñòåì, à òàêæå ñâÿçè ýòèõ õàðàêòåðèñòèê äðóã
ñ äðóãîì.
Íåêîòîðûå èñòîêè è áèáëèîãðàôèÿ. Ââåäåííûå È.Í. Ñåðãååâûì õà-

ðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè èìåþò ñâîþ ïðåäûñòîðèþ (ñì. [182]). Äëÿ èõ
âîçíèêíîâåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü ñîäåðæàòåëüíî ðàçâèòü ïîíÿòèå êîëåáëåìî-
ñòè ñêàëÿðíîé ôóíêöèè íà ïîëóïðÿìîé, ïðåîäîëåâ äâå òðóäíîñòè:

à) óêàçàòü äëÿ áåñêîíå÷íîãî íàáîðà íóëåé åñòåñòâåííóþ ÷èñëåííóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó;

á) ïåðåéòè îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ê âåêòîðíîé.
Ïðåäëàãàåì îáçîð íåêîòîðûõ ðàáîò â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè.
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Â 1963 ã. â ðàáîòå [147] Â.Â. Íåìûöêèé, ïî âñåé âèäèìîñòè, âïåðâûå èçó-
÷àåò êîëåáëåìîñòü âåêòîð-ôóíêöèè: îí ðàññìàòðèâàåò åå ïðîåêöèè íà äâå
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå è òðåáóåò êîëåáëåìîñòè êàæäîé èç ýòèõ ïðî-
åêöèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîëåáëþùàÿñÿ ïî Íåìûöêîìó âåêòîð-ôóíêöèÿ,
ïðîåêòèðóÿñü íà ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííóþ ïëîñêîñòü, ãåîìåòðè÷åñêè ëèáî
âðàùàåòñÿ â íåé â êàêîì-òî íàïðàâëåíèè, ëèáî êîëåáëåòñÿ â íåêîòîðîì åå
ïîëíîì ñåêòîðå, ëèáî îáëàäàåò îáîèìè ñâîéñòâàìè ñðàçó.

Äàëåå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èç ðàáîòû [44] ß.Â. Áûêîâà, îïóáëèêîâàí-
íîé â 1965 ã., ó ñèëüíî êîëåáëþùåéñÿ (îñöèëëÿòîðíîé) âåêòîð-ôóíêöèè
îêàçûâàþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ òåïåðü ñðàçó âñå åå êîîðäèíàòû â íåêîòîðîì
ôèêñèðîâàííîì áàçèñå â Rn, à ó ñëàáî êîëåáëþùåéñÿ � õîòÿ áû îäíà êîîð-
äèíàòà. Òàêîå îïðåäåëåíèå êîëåáëåìîñòè ñòðàäàëî ÿâíîé çàâèñèìîñòüþ îò
âûáîðà áàçèñà.

Â 1971 ã. Þ.È. Äîìøëàê [73] äåëàåò íîâûé øàã â îïðåäåëåíèè êîëåá-
ëåìîñòè âåêòîð-ôóíêöèè: ó íåãî ñèëüíî êîëåáëþùàÿñÿ ôóíêöèÿ èìååò êî-
ëåáëþùóþñÿ ïðîåêöèþ íà ëþáóþ ïðÿìóþ â Rn, à ñëàáî êîëåáëþùàÿñÿ �
õîòÿ áû íà îäíó èç ïðÿìûõ. Ýòè ñâîéñòâà óæå íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà.

Â ýòîì ðÿäó íåëüçÿ íå óïîìÿíóòü ðàáîòó Å.Ë. Òîíêîâà [196] (1973 ã.), â
êîòîðîé îí, äëÿ íóæä òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ, ââîäèò ïîíÿòèå íåîñöèëëÿ-
öèè ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè ñ çàäàí-
íîé íîðìàëüþ c ∈ Rn∗ . Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà σ(x) ≡ 〈c, x〉 îí èçó÷àåò
íå òîëüêî îáû÷íóþ êîëåáëåìîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ýòîé ãè-
ïåðïëîñêîñòè, íî è òàêóþ, ïðè êîòîðîé íà ðåøåíèè x(t) ôóíêöèÿ σ(x(t))
ðåãóëÿðíî ïðèíèìàåò îòäåëåííûå îò íóëÿ çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ.

Ìîòèâàöèåé ê ðàññìîòðåíèþ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ïîñëóæèëî ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî
(ñì. [21]). Êàê èçâåñòíî, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà è Ïåððîíà ëèíåéíîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñîâïàäàþò â àâòîíîìíîì ñëó÷àå ñ âåùåñòâåííûìè
÷àñòÿìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ è ïîýòîìó ìîãóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè êàê àíàëîãè
âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ïîêàçàòåëè Ïåððîíà ïîñëå ðå-
ãóëÿðèçàöèè ïî Ìèëëèîíùèêîâó [134, 165]). Àíàëîãàìè æå ìíèìûõ ÷àñòåé
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïå-
ðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû ïîñëå
ðåãóëÿðèçàöèè ïî Ìèëëèîíùèêîâó, à äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ñèñòåì � ïîëíûå è âåêòîðíûå ÷àñòîòû [34, 174, 256]. Ïîýòîìó ââåäåíèåì
(â äîïîëíåíèå ê ïîêàçàòåëÿì Ëÿïóíîâà è Ïåððîíà) ýòèõ ïîêàçàòåëåé êî-
ëåáëåìîñòè äîñòèãàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ è íåîáõîäèìàÿ ïîëíîòà ðàññìîòðåíèÿ

7



ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, õàðàêòåðèçóÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñ-
ëå èõ ñâîéñòâà ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè.
Èçìåíåíèå íàçâàíèé àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Â 2015 ã. â

ñòàòüå [180] áûëè ñèñòåìàòèçèðîâàíû âñå ââåäåííûå È.Í. Ñåðãååâûì ê òî-
ìó ìîìåíòó õàðàêòåðèñòèêè ëÿïóíîâñêîãî òèïà (ñì. òàêæå [181, 182]), ÷òî
ïðèâåëî ê èçìåíåíèþ íàçâàíèé íåêîòîðûõ èç íèõ. Â ÷àñòíîñòè, ïîëíûå è
âåêòîðíûå ÷àñòîòû ïåðåèìåíîâàíû ñîîòâåòñòâåííî â ñèëüíûå è ñëàáûå ïî-
êàçàòåëè êîëåáëåìîñòè, à ïîêàçàòåëè âðàùàåìîñòè è âðàùåíèÿ � â ñèëüíûå
è ñëàáûå ïîêàçàòåëè îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû (èëè ñêàëÿðíûå ÷àñòîòû) â ðàáîòàõ [21, 56]
ñòàëè íàçûâàòüñÿ ÷àñòîòàìè Ñåðãååâà.
Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ. Ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî

îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñèëó òåîðå-
ìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íå èìåþò âîâñå íóëåé, à çíà÷èò, âñå
õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè ðàâíû íóëþ.
1. Äëÿ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè èëè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè (è

âîîáùå, äëÿ ïðàâèëüíûõ ñèñòåì [47, ãëàâà VII, �22]) ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé
Ëÿïóíîâà è Ïåððîíà îäèíàêîâû: îíè â àâòîíîìíîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò ñ
ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé åå ìàòðèöû, à â
ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìíîæåñòâî
ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñèñòåìû [71, ãëàâà III, �3, 15]. Â ðàáîòå [258] óêàçàíû
ñëó÷àè ñóùåñòâîâàíèÿ è îòñóòñòâèÿ âçàèìîñâÿçè ÷àñòîòû íóëåé óðàâíåíèÿ
Õèëëà ñ åãî ìóëüòèïëèêàòîðàìè.

Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àâòî-
íîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì áûëè ïîëíîñòüþ èçó÷åíû:
• ñïåêòðû ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé (êàê è íàáîð ðåãóëÿ-
ðèçîâàííûõ ïî Ìèëëèîíùèêîâó èõ çíà÷åíèé) ëþáîé àâòîíîìíîé ñè-
ñòåìû ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé çàäàþùåãî åå îïåðàòîðà [174];
• ñèëüíûå è ñëàáûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé ëþáîãî ðåøåíèÿ àâ-
òîíîìíîé ñèñòåìû ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé [34].

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ îá îïèñàíèè ñîîòíîøå-
íèé ìåæäó âñåìè ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé
ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå
îá èõ âîçìîæíûõ ñïåêòðàõ è ãëàâíûõ çíà÷åíèÿõ äëÿ ëþáîé àâòîíîìíîé
ñèñòåìû.
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Ïîëíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò òåîðåìà 3.1 (íèæå).
2. Ñïåêòðû âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà áûëè ïîëíîñòüþ èññëåäî-
âàíû:

• äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñïåêòðû âñåõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ÷àñòîò è ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñîñòîÿò èç îäíîãî ÷èñëà,
ïðè÷åì âñå âåðõíèå (êàê è âñå íèæíèå) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû è
ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé [165, 174];
• ñóùåñòâóåò ðåøåíèå íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, âñå âåðõ-
íèå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè êîòîðîãî íå ñîâïàäàþò ñ íèæíèìè
[174, 175];
• íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Õèëëà âñå âåðõíèå õàðàêòåðèñòèêè
êîëåáëåìîñòè ñîâïàäàþò ñ íèæíèìè [258].

Äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëåå âòîðî-
ãî ïîðÿäêà î ñòðîåíèè ñïåêòðîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò è ïîêàçàòåëåé
êîëåáëåìîñòè èçâåñòíî ñëåäóþùåå:
• ãëàâíûå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì ìîäóëåé ìíèìûõ ÷à-
ñòåé êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà [165];
• ñóùåñòâóåò àâòîíîìíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà [65] è ïåðèîäè-
÷åñêîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà [191], ñïåêòðû âåðõíèõ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ ÷àñòîò êîòîðîãî ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûé îòðåçîê;
• ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñïåêòðû õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò è ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè êîòîðîãî ñîäåðæàò
îäíî è òî æå íàïåðåä çàäàííîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñóùåñòâåííûõ
çíà÷åíèé (ò.å. êàæäîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ íà ðåøåíèÿõ, ìíîæåñòâî
íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó) [260];
• ïîñòðîåíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñïåêòðû
âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò è ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè êîòîðî-
ãî ñîäåðæàò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé
[269];
• äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà ñ êîíòèíóàëüíûìè ñïåêòðàìè ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè [270];
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• ñïåêòðû âåðõíèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå
äâóõ ÿâëÿþòñÿ ñóñëèíñêèìè ìíîæåñòâàìè íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè
ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé [21, 22, 40]; òàêæå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ñïåêòðû ñîäåðæàò òî÷êó íóëü, óñòàíîâëåíî îáðàùåíèå ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ [21, 22].

Çàìåòèì, ÷òî ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà n-ìåðíîé ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû ñîñòîèò ðîâíî èç n ÷èñåë (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè [47, ãëàâà I, �2]). Â
òî æå âðåìÿ, ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ïåððîíà òàêîé ñèñòåìû, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì è, áîëåå òîãî [18], ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ëþáûì íàïå-
ðåä çàäàííûì îãðàíè÷åííûì è çàìêíóòûì ñâåðõó èçìåðèìûì (ñóñëèíñêèì)
ïîäìíîæåñòâîì ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæåò ëè ñïåêòð êàêîãî-ëèáî ïîêàçà-
òåëÿ êîëåáëåìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå âòîðîãî
áûòü ïðîèçâîëüíûì ñóñëèíñêèì ìíîæåñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè
ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñîäåðæàùèì íóëü?

Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñîäåðæèòñÿ â òåîðåìå 2.7 (íèæå).
3. Â ðàáîòå [162] áûëî ââåäåíî ñâîéñòâî îñòàòî÷íîñòè (ò. å. èíâàðèàíò-

íîñòè îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå) äëÿ
àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, ïðèçâàííîå îáëåã÷èòü èõ èññëåäîâàíèå.
Ïåðâîíà÷àëüíî îæèäàëîñü, ÷òî âñå àñèìïòîòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îêà-
æóòñÿ îñòàòî÷íûìè:
• èç îïðåäåëåíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî, íèæíåãî, ýêñïîíåíöèàëüíîãî,
öåíòðàëüíîãî è ãåíåðàëüíîãî ïîêàçàòåëåé (ñì. [47, 88]) ñëåäóåò èõ îñòà-
òî÷íîñòü íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì;
• íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âñå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå ÷àñòîòû ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûìè [165];
• íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèé è ñèñòåì âñå ñëàáûå ïîêàçàòåëè
êîëåáëåìîñòè ãèïåðêîðíåé ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûìè, ïîñêîëüêó îíè
ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëàáûìè ïîêàçàòåëÿìè áëóæäàåìîñòè
[177];
• íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà âñå ñèëüíûå ïîêà-
çàòåëè êîëåáëåìîñòè ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûìè, òàê êàê îíè ñîâïàäàþò
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷àñòîòàìè [171, 174].

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: áóäåò ëè îñòàòî÷íûì
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êàêîé-ëèáî èç ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøå-
íèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà âûøå âòîðîãî?

Òåîðåìà 2.8 (íèæå) äàåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.
4. Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè îòäåëüíûõ êëàññîâ íåàâòîíîìíûõ

ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñîâåðøåííî ðàçíîîáðàç-
íû:
• ñóùåñòâóåò äâóìåðíàÿ ñèñòåìà ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûìè ìíîæåñòâà-
ìè ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè [266];
• äëÿ ëþáîãî n > 2 ñóùåñòâóåò n-ìåðíàÿ ñèñòåìà ñ êîíòèíóàëüíûìè
ñïåêòðàìè ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè [265];
• ñóùåñòâóåò äâóìåðíàÿ ñèñòåìà, íà êàæäîì ðåøåíèè êîòîðîé âñå ïîêà-
çàòåëè êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè ðàâíû, à èõ îáùèé ñïåêòð çàïîë-
íÿåò íåâûðîæäåííûé îòðåçîê [211];
• ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè
òðåóãîëüíûõ ñèñòåì ñîñòîÿò èç îäíîãî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ [262].

Ëþáîå èç êðàéíèõ (ò. å. íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå) çíà÷åíèé ñïåêòðà
êàêîãî-ëèáî ïîêàçàòåëÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåí-
íûé íà ëèíåéíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ ñèñòåì ñ ðàâíî-
ìåðíîé íà R+ òîïîëîãèåé.

Ñóæåíèÿ êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà òîïîëîãè÷åñêîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû [171] è, áóäó÷è îñòà-
òî÷íûìè [162], èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ (ò. å. èñ÷å-
çàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè) âîçìóùåíèé. Áîëåå òîãî, îïðåäåëåíû [258] íåîá-
õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè ÷àñòîòû óðàâíåíèÿ Õèëëà
îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèé óðàâíåíèÿ.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [34, 174, 256] â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè
êîðíåé ìíîãî÷ëåíà îò åãî êîýôôèöèåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî ñóæåíèå ëþáîãî èç
êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà òîïîëîãè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî àâ-
òîíîìíûõ ñèñòåì åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Â ðàáîòàõ [184, 271] íà ìíîæåñòâå äâóìåðíûõ ñèñòåì áûëè íàéäåíû íå
òîëüêî òî÷êè ðàçðûâà, íî è òî÷êè íåèíâàðèàíòíîñòè êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé
êîëåáëåìîñòè îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé.

Â 1930 ã. Ïåððîí ïîñòðîèë [237] ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðè n > 2
êàæäûé èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, ðàññìàòðèâàåìûé
êàê ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâåMn, ðàçðûâåí è íåèíâàðèàíòåí îòíîñè-
òåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé. Èç ñâîéñòâà îñòàòî÷íîñòè óêàçàí-
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íûõ ôóíêöèîíàëîâ ñëåäóåò [162], ÷òî íè îäèí èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ äàæå
ïîëóíåïðåðûâíûì.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàâàëñÿ îòêðûòûì åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè
äëÿ ëþáîãî n > 2 â ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà óêàçàòü òî÷êè, â êî-
òîðûõ ñðàçó âñå êðàéíèå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè òåðïÿò ðàçðûâ è íå
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé?

Â òåîðåìå 4.1 (íèæå) ñîäåðæèòñÿ ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.
5. Ïåððîí îòêðûë ýôôåêò èíâåðñèè çíàêà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ðå-

øåíèé ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è èõ ïåðâûõ ïðèáëèæåíèé [238]. Èì áûëà ïîñòðîåíà íåëèíåéíàÿ ñè-
ñòåìà, ïåðâîå ïðèáëèæåíèå êîòîðîé èìåëî îòðèöàòåëüíûå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå ïîêàçàòåëè, à ïî÷òè âñå åå ðåøåíèÿ îáëàäàëè ïîëîæèòåëüíûìè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè. Ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè êîíòðïðèìåðà
Ïåððîíà èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè [25, 89, 90, 91, 117].

Â ðàáîòå [92] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé äâóìåðíîé âîçìóù¼ííîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì, èìåþùèì ïðîèç-
âîëüíî çàäàííûå îòðèöàòåëüíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, è âîçìó-
ùåíèåì òàêæå ïðîèçâîëüíî çàäàííîãî âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè â îêðåñò-
íîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, ÷òî âñå å¼ íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íî
ïðîäîëæèìû âïðàâî è âñ¼ ìíîæåñòâî èõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñîâïàäàåò
ñ çàäàííûì îãðàíè÷åííûì ñóñëèíñêèì ìíîæåñòâîì ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-
îñè.

Â [186] ïåðå÷èñëåíû ðàçëè÷íûå ðåàëèçóåìûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ëè-
íåéíûìè, ñôåðè÷åñêèìè, ðàäèàëüíûìè è øàðîâûìè ðàçíîâèäíîñòÿìè ýòèõ
ïîêàçàòåëåé, à òàêæå èõ âçàèìîñâÿçè ñ àíàëîãè÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè ñèñòå-
ìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îäíîýëåìåíòíûå ñïåêòðû ëèíåéíûõ
ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ãèïåðêîðíåé äâóìåðíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû è
ñèñòåìû åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîãóò áûòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûìè.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì ðåçóëüòàòîì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î âîç-
ìîæíîñòè ðàçëè÷èÿ íå òîëüêî ìåæäó ñàìèìè ñïåêòðàìè ïîêàçàòåëåé
êîëåáëåìîñòè äâóìåðíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû è ñèñòåìû åå ïåðâîãî ïðè-
áëèæåíèÿ, íî äàæå è ìåæäó ìîùíîñòÿìè ýòèõ ñïåêòðîâ.

ßðêèé ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò òåîðåìà 3.8 (íèæå).
Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ çàäàííîãî n ∈ N îáî-

çíà÷èì ÷åðåç M̃n ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0, +∞),
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ñ íåïðåðûâíûìè îïåðàòîð-ôóíêöèÿìè A : R+ → EndRn (íå îáÿçàòåëüíî
îãðàíè÷åííûìè � áóäåì îòîæäåñòâëÿòü èõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñèñòåìà-
ìè). Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M̃n, ñîñòîÿùèå èç îãðàíè÷åííûõ è àâòî-
íîìíûõ ñèñòåì, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåçMn è Cn.Ìíîæåñòâî âñåõ
íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈ M̃n îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗(A) (äàëåå çâåç-
äî÷êîé ñíèçó ïîìå÷àåì ëþáîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âûêîëîòûì íóëåì)
è ïîëîæèì

SnM ≡
⋃

A∈M̃n

S∗(A).

Â ìíîæåñòâå M̃n åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûäåëèì òàêæå ïîäìíîæåñòâî
Ẽn ñèñòåì, èìåþùèõ ìàòðèöû âèäà

A(t) =




0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1
−an(t) −an−1(t) . . . −a1(t)




è îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì n-ãî
ïîðÿäêà

y(n) + a1(t)y
(n−1) + . . .+ an−1(t)ẏ + an(t)y = 0, t ∈ R+,

êàæäîå èç êîòîðûõ çàäàåòñÿ ñâîåé íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèåé
a ≡ (a1, . . . , an) : R+ → Rn

è, ïðåîáðàçóÿñü â ñèñòåìó A ñòàíäàðòíûì ïåðåõîäîì [198] îò ñêàëÿðíîé
ïåðåìåííîé y ê âåêòîðíîé

x = ψny ≡ (y, ẏ, . . . , y(n−1)),

îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ýòîé ñèñòåìîé. Ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé
y : R+ → R óðàâíåíèÿ a ∈ Ẽn îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗(a) è ïîëîæèì

SnE ≡
⋃

a∈Ẽn
S∗(a).

Îïðåäåëåíèå I [164, 175, 177]. Äëÿ çàäàííîãî ìîìåíòà t > 0 è ñêàëÿð-
íîé ôóíêöèè y : R+ → R ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâ
ñïåöèôè÷åñêèõ òî÷åê íà ïðîìåæóòêå (0, t]:
• ν−(y, t) � ÷èñëî òî÷åê ñòðîãîé ñìåíû çíàêà ôóíêöèè y, ò. å. òàêèõ, ÷òî
â ëþáîé îêðåñòíîñòè êàæäîé èç íèõ îíà ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëü-
íûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ;
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• ν∼(y, t) � ÷èñëî òî÷åê íåñòðîãîé ñìåíû çíàêà ôóíêöèè y, ò. å. òàêèõ,
÷òî â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè êàæäîé èç íèõ îíà ïðèíèìàåò êàê
íåïîëîæèòåëüíûå, òàê è íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ;
• ν0(y, t) � ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè y;
• ν+(y, t) � ÷èñëî êîðíåé ôóíêöèè y, ò. å. åå íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíî-
ñòè;
• ν∗(y, t) � ÷èñëî ãèïåðêîðíåé ôóíêöèè y: ïðè åãî ïîäñ÷åòå êàæäûé åå
íåêðàòíûé êîðåíü áåðåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç, à êðàòíûé � áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðàç,

à äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè x ∈ SnM è âåêòîðà m ∈ Rn∗ , âçÿâ â êà÷åñòâå y(·)
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈x(·),m〉, îáîçíà÷èì

να(x,m, t) ≡ να(y, t), α = −,∼, 0,+, ∗.

Îïðåäåëåíèå II [164, 175, 180]. Âåðõíèå (íèæíèå) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
÷àñòîòû ñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé ëþáîãî ðåøåíèÿ y ∈ SnE çàäàäèì
ïðè α = −, 0,+ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

ω̂α(y) ≡ lim
t→+∞

π

t
να(y, t)

(
ω̌α(y) ≡ lim

t→+∞

π

t
να(y, t)

)
,

à âåðõíèå (íèæíèå) ñèëüíûé è ñëàáûé ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè çíàêîâ,
íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ðåøåíèÿ x ∈ SnM çàäàäèì ïðè α = −,∼, 0,+, ∗
ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

ν̂α• (x) ≡ inf
m∈Rn∗

lim
t→+∞

π

t
να(x,m, t)

(
ν̌α• (x) ≡ inf

m∈Rn∗
lim
t→+∞

π

t
να(x,m, t)

)
,

ν̂α◦ (x) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈Rn∗

π

t
να(x,m, t)

(
ν̌α◦ (x) ≡ lim

t→+∞
inf
m∈Rn∗

π

t
να(x,m, t)

)
.

Îïðåäåëåíèå III [165, 182]. Äëÿ êàæäîãî ïîêàçàòåëÿ

κ : SnM → R+ ≡ R+ ∪ {+∞}
óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùåì:

• åñëè åãî âåðõíåå çíà÷åíèå (ñ êðûøå÷êîé) äëÿ ôóíêöèè x ∈ SnM ñîâïàäà-
åò ñ àíàëîãè÷íûì íèæíèì çíà÷åíèåì (ñ ãàëî÷êîé), òî áóäåì íàçûâàòü
ýòî çíà÷åíèå òî÷íûì, çàïèñûâàÿ åãî áåç ãàëî÷êè è êðûøå÷êè;
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• åñëè åãî ñëàáîå çíà÷åíèå (ñ ïóñòûì êðóæî÷êîì) äëÿ ôóíêöèè x ∈ SnM
ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì ñèëüíûì çíà÷åíèåì (ñ ïîëíûì êðóæî÷êîì),
òî áóäåì íàçûâàòü ýòî çíà÷åíèå àáñîëþòíûì, çàïèñûâàÿ åãî áåç êðó-
æî÷êîâ âîîáùå;
• íàçîâåì åãî ñïåêòðîì äëÿ ñèñòåìû A ∈ M̃n ìíîæåñòâî κ(S∗(A));
• íàçîâåì åãî i-ì âåðõíèì κi(A) è íèæíèì κi(A) ãëàâíûìè (èëè ðåãó-
ëÿðèçîâàííûìè ïî Ìèëëèîíùèêîâó) çíà÷åíèÿìè äëÿ ñèñòåìû A ∈ M̃n

âåëè÷èíû, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè

κi(A) ≡ inf
V ∈Gi(A)

sup
x∈V∗

κ(x), κi(A) ≡ sup
V ∈Gn−i+1(A)

inf
x∈V∗

κ(x),

ãäå i = 1, 2, . . . , n è Gi(A) � ìíîæåñòâî i-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà S(A), à ïðè i = 1 è i = n áóäåì íàçûâàòü ýòè ãëàâíûå
çíà÷åíèÿ êðàéíèìè.

Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ M̃n ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

0 6 κ1(A) 6 . . . 6 κn(A), 0 6 κ1(A) 6 . . . 6 κn(A),

κi(A) 6 κi(A), i = 1, . . . , n,

κ1(A) = κ1(A) = inf
x∈S∗(A)

κ(x), κn(A) = κn(A) = sup
x∈S∗(A)

κ(x),

ïîýòîìó êðàéíèå çíà÷åíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî κ1(A) è κn(A).
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1(A), . . . , λn(A) ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn

áóäåì, ïî óìîë÷àíèþ, ñ÷èòàòü óïîðÿäî÷åííûìè ïî íåñòðîãîìó âîçðàñòàíèþ
ìîäóëåé èõ ìíèìûõ ÷àñòåé.
Òåîðåìà 3.1. Ïðè ëþáîì n > 1 äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) ëþáîé

ñèñòåìû A ∈ Cn êàæäûé ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì,
àáñîëþòíûì è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

ν−(x) 6 ν∼(x) = ν0(x) = ν+(x) = ν∗(x),

ν−(S∗(A)) = {|Imλ1(A)|} ïðè n = 2,

0 ∈ ν−(S∗(A)) ⊂ {0, |Imλ1(A)|} ïðè n > 2,

ν−n (A) = ν−
n−1(A) = ν−n−1(A) 6 |Imλ1(A)|,

ν−
j

(A) = ν−j (A) = 0, 1 6 j 6 n− 2 (n > 2).

Èç òåîðåìû 3.1 è åå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò:
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• åñëè õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ñèñòåìû äåéñòâèòåëü-
íî èëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíû, íî íåêîòîðîìó èç íèõ
ñîîòâåòñòâóåò áîëåå îäíîé æîðäàíîâîé êëåòêè, òî ïîêàçàòåëè ñòðîãèõ
çíàêîâ âñåõ åå ðåøåíèé ðàâíû íóëþ;
• åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíû è êàæäîìó èç íèõ ñîîò-
âåòñòâóåò ðîâíî îäíà æîðäàíîâà êëåòêà, òî ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ ñòðîãèõ
çíàêîâ àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç íóëÿ è íàèìåíüøåãî èç ìîäóëåé
ìíèìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé;

à ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [34, 174] âûòåêàþò ñâîéñòâà:
• äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Cn ïðè ëþáîì κ = ν̂α• , ν̌

α
• , ν̂

α
◦ , ν̌

α
◦ âûïîëíåíû

ðàâåíñòâà

κj(A) = κj(A) = |Imλj(A)|, α ∈ {∼, 0,+, ∗}, j = 1, 2, . . . , n;

• ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé, íåñòðîãèõ çíàêîâ, êîðíåé è
ãèïåðêîðíåé àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñîñòîÿò èç ìíîæåñòâà ìîäóëåé ìíè-
ìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé åå ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå IV [111]. Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ ñóñëèíñêèì ìíî-
æåñòâîì ïðÿìîé R, åñëè îíî ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îá-
ðàçîì ìíîæåñòâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ðàññìàòðèâàåìîãî â åñòåñòâåí-
íîé òîïîëîãèè, à ìíîæåñòâî A ⊂ R � ñóñëèíñêîå ìíîæåñòâî ðàñøèðåííîé
÷èñëîâîé ïðÿìîé, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñóñëèíñêîãî
ìíîæåñòâà ïðÿìîé R è íåêîòîðîãî (â òîì ÷èñëå è ïóñòîãî) ïîäìíîæåñòâà
ìíîæåñòâà {−∞,+∞}.
Òåîðåìà 2.7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîäåðæàùåãî íóëü ñóñëèíñêîãî ìíî-

æåñòâà A ⊂ R+ è ëþáîãî n > 2 ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
a ∈ Ẽn, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâàì

ν̂α• (S∗(a)) = ω̂−(S∗(a)) = ω̂0(S∗(a)) = ω̂+(S∗(a)) = A, α = −,∼, 0,+.

Îïðåäåëåíèå V [162]. Íàçîâåì ôóíêöèîíàë κ : SnE → R+ îñòàòî÷íûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé x, y ∈ SnE , óäîâëåòâîðÿþùèõ õîòÿ áû ïðè îäíîì
t0 ∈ R+ óñëîâèþ x(t) = y(t), t > t0, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî κ(x) = κ(y).

Òåîðåìà 2.8. Ïðè ëþáîì n > 2 íè îäèí èç ôóíêöèîíàëîâ

ν̂α• , ν̌
α
• : SnE → R+, α =∼, 0,+, ∗,

íå ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íûì.
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Âñå êðàéíèå ïîêàçàòåëè ñèñòåìû A ∈ M̃n áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
ôóíêöèîíàëû íà ëèíåéíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M̃n ñ åñòåñòâåí-
íûìè äëÿ ôóíêöèè ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè è ðàâíîìåðíîé íà R+ òîïîëî-
ãèåé, çàäàâàåìîé ìåòðèêîé

ρU(A,B) = sup
t∈R+

min{|A(t)−B(t)|, 1}, A,B ∈ M̃n.

Îïðåäåëåíèå VI [162]. Äëÿ ñèñòåìû A ∈ M̃n ÷åðåç B(A) îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî ñèñòåì B ∈ M̃n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

lim
t→+∞

|B(t)− A(t)| = 0,

ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî âîçìóùåíèå B − A íàçîâåì áåñêîíå÷íî ìàëûì,
à ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà M̃n, íàçîâåì èíâàðèàíòíûì â òî÷êå
A ∈ M̃n îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé, åñëè åãî ñóæåíèå
íà ìíîæåñòâî B(A) åñòü êîíñòàíòà.
Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ëþáîãî n > 2 â ïðîñòðàíñòâå M̃n ñóùåñòâóåò ñè-

ñòåìà, â êîòîðîé íè îäèí èç êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé,
êîðíåé è ãèïåðêîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ íè íåïðåðûâíûì, íè ïîëóíåïðåðûâíûì
ñâåðõó, íè ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó, íè èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé.

Äëÿ çàäàííîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè G òî÷êè 0 â åâêëèäîâîé ôàçîâîé
ïëîñêîñòè R2 ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ, âîîáùå ãîâîðÿ íåëèíåéíóþ,
ñèñòåìó âèäà

ẋ = f(t, x), x ∈ G, f(t, 0) = 0, t ∈ R+, f, f ′x ∈ C(R+ ×G), (1)

äîïóñêàþùóþ íóëåâîå ðåøåíèå è îáåñïå÷èâàþùóþ ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè.
Îïðåäåëåíèå VII. Ñ ñèñòåìîé (1) ñâÿæåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó å¼ ïåðâîãî

ïðèáëèæåíèÿ

ẋ = A(t)x, A(t) = f ′x(t, 0), t ∈ R+, x ∈ R2, (2)

ïðè óñëîâèè
sup
t∈R+

|f(t, x)− A(t)x| = o(x), x→ 0.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåëèíåéíûå ñèñòåìû âèäà (1), ó êîòîðûõ âñå íåíó-
ëåâûå ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïîëóîñè. ×åðåç S∗(f) áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ íåïðîäîëæàåìûõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû
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(1), à ÷åðåç xf(·, x0) òî èç íèõ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
xf(0, x0) = x0.

Òåîðåìà 3.8. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ [0, 1]∩Q èëè
X = [0, 1] ñóùåñòâóþò äâå ñèñòåìû

ẋ = A(t)x+B(t, x) ≡ f(t, x), |B(t, x)| 6 |x|2, f, f ′x ∈ C(R+ × R2),

ẋ = A(t)x, A(t) = f ′x(t, 0), x ∈ R2, t ∈ R+,

ñ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó íóëåâûì ðåøåíèåì, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè

να(S∗(A)) =

{
{0}, α = −,∼,
{1}, α = 0,+, ∗,

να(S∗(f)) =

{
X ∪ {0}, α = −,∼,
X ∪ {1}, α = 0,+, ∗,

ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ α = −,∼, 0,+, ∗ ïðè ëþáîì ε > 0 ìíîæå-
ñòâà {να(xf(·, x0)) | 0 < |x0| < ε} è να(S∗(f)) ðàâíîìîùíû.
Áëàãîäàðíîñòè. Âûðàæàþ èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷-

íîìó êîíñóëüòàíòó ïðîôåññîðó È.Í. Ñåðãååâó çà âíèìàíèå, öåííûå çàìå-
÷àíèÿ è ïîääåðæêó â ðàáîòå.
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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ðÿäà õàðàêòåðèñòèê àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è ñèñòåì. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëå-
ìîñòè è âðàùàåìîñòè:

� õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû ñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé;
� âåðõíèå è íèæíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû (â ñëó÷àå èõ ñîâïàäå-

íèÿ � òî÷íûå);
� ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ñòðîãèõ çíàêîâ, íåñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé,

êîðíåé è ãèïåðêîðíåé;
� âåðõíèå è íèæíèå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè (â ñëó÷àå èõ ñîâïàäåíèÿ

� òî÷íûå);
� ñèëüíûå è ñëàáûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè (â ñëó÷àå èõ ñîâïàäåíèÿ �

àáñîëþòíûå);
� âåðõíèå è íèæíèå ïîêàçàòåëè îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè (â ñëó-

÷àå èõ ñîâïàäåíèÿ � òî÷íûå);
� ñèëüíûå è ñëàáûå ïîêàçàòåëè îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè (â ñëó÷àå

èõ ñîâïàäåíèÿ � àáñîëþòíûå).
Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ

èçó÷åíèå ñâîéñòâ ëÿïóíîâñêèõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè íà ïðîñòðàí-
ñòâå ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèåé, à òàêæå èññëåäîâàíèå
ëèíåéíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ. Â èññëå-
äîâàíèè äåëàåòñÿ àêöåíò íà îòêàçå îò òðåáîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì íà âðåìåíí�îé ïîëóîñè.

Â ðàáîòå ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:
� íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñè-

ñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè óñòàíîâèòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âñå-
ìè ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè, íàéòè èõ ñïåêòðû è ãëàâíûå çíà÷åíèÿ äëÿ
êàæäîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû;
� ïðè êàæäîì n > 2 ïîñòðîèòü ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

n-ãî ïîðÿäêà, ñïåêòðû âåðõíèõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè çíà-
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êîâ, íóëåé è êîðíåé êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ çàäàííûì ñóñëèíñêèì ìíîæå-
ñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñîäåðæà-
ùèì íóëü;
� èññëåäîâàòü â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà ñèëüíûå ïîêàçàòåëè êîëåá-
ëåìîñòè íà îñòàòî÷íîñòü;
� ïðè êàæäîì n > 2 èññëåäîâàòü â ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ ëèíåéíûõ

îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèåé êàæ-
äûé èç êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé íà
íåïðåðûâíîñòü è èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìó-
ùåíèé;
� âûÿñíèòü íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå çàâèñèìîñòè ìåæäó ìîùíîñòÿìè

ñïåêòðîâ âñåõ ëèíåéíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè äâóìåðíîé íåëèíåéíîé
ñèñòåìû è ñèñòåìû åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûìè íà âðåìåíí�îé
ïîëóîñè êîýôôèöèåíòàìè, íàäåë¼ííûå ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèåé, à òàêæå
íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû ñ çàäàííûìè ëèíåéíûìè ïðèáëè-
æåíèÿìè.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâà ëÿïóíîâñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê êîëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì,
èõ ãëàâíûå çíà÷åíèÿ (ðåãóëÿðèçîâàííûå ïî Ìèëëèîíùèêîâó), êîòîðûå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèé è ñèñòåì, à
òàêæå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ
ñèñòåì.
Ìåòîäîëîãèÿ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïðè äîêàçàòåëü-

ñòâå óòâåðæäåíèé â äèññåðòàöèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû è ðåçóëü-
òàòû òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ëèíåéíîé àëãåáðû, ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè âîçìóùåíèé è òåîðèè êîëåáàíèé, à òàêæå
ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì ìåòîä âàðüèðîâàíèÿ ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùèé ïðå-
îáðàçîâûâàòü èñõîäíûå ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû
èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ òàê, ÷òîáû îíè îáëàäàëè íàïåðåä çàäàííûìè ñâîé-
ñòâàìè.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Äàíû

îêîí÷àòåëüíûå îòâåòû íà íåêîòîðûå, äîëãîå âðåìÿ îñòàâàâøèåñÿ îòêðû-
òûìè, âîïðîñû î ñâîéñòâàõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå:
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1) íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñè-
ñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè óñòàíîâëåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
âñåìè ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè, íàéäåíû èõ ñïåêòðû è ãëàâíûå çíà÷å-
íèÿ äëÿ êàæäîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû;

2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñóñëèíñêîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R+, ñîäåðæàùåãî
íóëü, ïðè ëþáîì n > 2 ïîñòðîåíî óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà, ñïåêòðû âåðõíèõ
ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè (ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ) çíàêîâ, íóëåé è
êîðíåé êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì A;

3) ïðè ëþáîì n > 2 â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà
óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå ñâîéñòâà îñòàòî÷íîñòè ó ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êî-
ëåáëåìîñòè íåñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé;

4) ïðè ëþáîì n > 2 â ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ðàâ-
íîìåðíîé òîïîëîãèåé íàéäåíû òî÷êè, â êîòîðûõ êàæäûé èç êðàéíèõ ïîêà-
çàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ íè íåïðå-
ðûâíûì, íè èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé;

5) óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå íåïîñðåäñòâåííîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó ìîùíî-
ñòÿìè ñïåêòðîâ âñåõ ëèíåéíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè äâóìåðíîé íåëè-
íåéíîé ñèñòåìû è ñèñòåìû åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà ìíîæå-

ñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2. Ïîñòðîåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå
âòîðîãî, ñïåêòðû âåðõíèõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè (ñòðîãèõ è
íåñòðîãèõ) çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ çàäàííûì ñóñëèí-
ñêèì ìíîæåñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿ-
ìîé, ñîäåðæàùèì íóëü.

3. Íåîñòàòî÷íîñòü ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íåñòðîãèõ çíàêîâ,
íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà âûøå âòîðîãî ñ íåïðåðûâíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè.

4. Ðàçðûâíîñòü êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé, êîðíåé è ãè-
ïåðêîðíåé íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì
ñ ðàâíîìåðíîé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè òîïîëîãèåé è èõ íåèíâàðèàíò-
íîñòü îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé.

5. Îòñóòñòâèå íåïîñðåäñòâåííîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó ìîùíîñòÿìè ñïåê-
òðîâ âñåõ ëèíåéíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè äâóìåðíîé íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû è ñèñòåìû åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ñïåöèàëè-
ñòàì, çàíèìàþùèìñÿ êà÷åñòâåííîé òåîðèåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
â ÷àñòíîñòè, òåîðèåé àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè. Êàæ-
äûé èç ðàçäåëîâ äèññåðòàöèè ìîæåò ñîñòàâèòü ñîäåðæàíèå ñïåöèàëüíîãî
êóðñà äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾Ìàòå-
ìàòèêà¿.
Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäåíà

ñòðîãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè. Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå
àâòîðîì íà çàùèòó, ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî. Ðåçóëüòàòû äðóãèõ àâòîðîâ,
èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè, îòìå÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèìè ññûëêàìè.
Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðîøëè

àïðîáàöèþ è îáñóæäåíèå íà âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöè-
ÿõ, à òàêæå íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:
• íà ñåìèíàðå ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (21 îêòÿáðÿ 2011 ã., 13 àï-
ðåëÿ 2012 ã., 22 ìàðòà 2013 ã., 20 ñåíòÿáðÿ 2013 ã., 25 àïðåëÿ 2014 ã., 17
àïðåëÿ 2015 ã., 23 îêòÿáðÿ 2015 ã., 15 àïðåëÿ 2016 ã., 18 íîÿáðÿ 2016 ã.,
22 ñåíòÿáðÿ 2017 ã., 14 äåêàáðÿ 2018 ã., 26 àïðåëÿ 2019 ã., 24 àïðåëÿ
2020 ã., 8 àïðåëÿ 2022 ã., 14 àïðåëÿ 2023 ã., 15 ñåíòÿáðÿ 2023 ã., 15 ìàðòà
2024 ã.);
• íà ñåìèíàðå ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è ñèíåðãåòèêà¿ â ßðîñëàâñêîì ãî-
ñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Ï. Ã. Äåìèäîâà (ßðîñëàâëü, 11 àïðåëÿ
2024 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîì íàó÷íîì ñåìèíàðå ¾Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ â Þæíîì ìàòåìàòè÷åñêîì èí-
ñòèòóòå Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ (Âëàäèêàâêàç, 10 ìàÿ
2023 ã.);
• íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è òåî-
ðèÿ óïðàâëåíèÿ¿ â Àäûãåéñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (17 àï-
ðåëÿ 2014 ã., 20 íîÿáðÿ 2014 ã., 9 àïðåëÿ 2015 ã., 15 îêòÿáðÿ 2015 ã., 7
àïðåëÿ 2016 ã., 10 íîÿáðÿ 2016 ã., 20 àïðåëÿ 2017 ã., 16 ñåíòÿáðÿ 2017 ã.,
19 àïðåëÿ 2018 ã., 6 äåêàáðÿ 2018 ã., 18 àïðåëÿ 2019 ã., 19 ñåíòÿáðÿ
2019 ã., 16 àïðåëÿ 2020 ã., 31 ìàðòà 2022 ã., 6 àïðåëÿ 2023 ã., 21 äåêàáðÿ
2023 ã.);
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• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû: óñòîé÷è-
âîñòü, óïðàâëåíèå, äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû¿, ïîñâÿù¼ííîé 100-ëåòèþ
ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Í.Í. Êðàñîâñêîãî (Åêàòåðèíáóðã, 9�13 ñåí-
òÿáðÿ 2024 ã.);
• íà êîíôåðåíöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíòðîâ Ðîññèè (Ñî÷è, 9�13 àâãóñòà
2021 ã.; Ìîñêâà, 7�11 íîÿáðÿ 2022 ã.; Ìàéêîï, 10�15 îêòÿáðÿ 2023 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîé Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ¾Ñî-
âðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿ (Âîðîíåæ,
27 ÿíâàðÿ � 1 ôåâðàëÿ 2023 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîé Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå ¾Ñî-
âðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷. Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ¿, ïî-
ñâÿù¼ííîé 115-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà
(Âîðîíåæ; 3�9 ìàÿ 2023 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæ-
íûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, XVII: òåîðèÿ îïåðàòî-
ðîâ è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ (ÐÑÎ-À, Äçèíàãà, 29 èþíÿ � 5
èþëÿ 2023 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾XXXII Êðûìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ øêîëà-ñèìïîçèóì ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì
(ÊÐÎÌØ-2021)¿ (Ñèìôåðîïîëü, 18�25 ñåíòÿáðÿ 2021 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ øêîëà-2020¿ (Óôà, 11�14 íîÿáðÿ 2020 ã.);
• íà III ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Êàâêàçñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîí-
ôåðåíöèÿ¿ (Third International Conference ¾Caucasian Mathematics
Conference¿) (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 26�29 àâãóñòà 2019 ã.);
• íà V ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çà-
äà÷è è ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè, èíôîðìàòèêè
è ôèçèêè¿, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ À.Ì. Íàõóøåâà (Íàëü÷èê, 4�7 äå-
êàáðÿ 2018 ã.);
• íà øêîëå ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è è ñîâðåìåí-
íûå ïðîáëåìû àíàëèçà è èíôîðìàòèêè¿ (Òåðñêîë, 4�8 äåêàáðÿ 2013 ã.,
17�22 îêòÿáðÿ 2016 ã.);
• íà II ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå ôðàêòàëüíûõ ïðîöåññîâ, ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû àíàëè-
çà è èíôîðìàòèêè¿ (Òåðñêîë, 28 íîÿáðÿ � 1 äåêàáðÿ 2012 ã.);
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• íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Îñåííèå ìàòåìàòè÷åñêèå
÷òåíèÿ â Àäûãåå¿ (Ìàéêîï; 8�10 îêòÿáðÿ 2015 ã., 20�24 îêòÿáðÿ 2017 ã.,
15�20 îêòÿáðÿ 2019 ã., 13�17 îêòÿáðÿ 2021 ã.);
• íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Íàóêà. Îá-
ðàçîâàíèå. Ìîëîäåæü¿ (Ìàéêîï, 9�10 ôåâðàëÿ 2012 ã., 7�8 ôåâðàëÿ
2013 ã., 7�8 ôåâðàëÿ 2015 ã., 8�9 ôåâðàëÿ 2016 ã., 8�9 ôåâðàëÿ 2017 ã.,
8�9 ôåâðàëÿ 2018 ã.).

Îïóáëèêîâàíèå ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 77 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, èç íèõ 18 ñòàòåé â íà-
ó÷íûõ èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â áàçàõ äàííûõ Web of Science, Scopus,
RSCI è ðåêîìåíäîâàííûõ äëÿ çàùèòû â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå ÌÃÓ ïî
ñïåöèàëüíîñòè 1.1.2 � ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ôèçèêà¿ [251]�[268], 19 ñòàòåé â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ èç ïå-
ðå÷íÿ ÂÀÊ, èíäåêñèðóåìûõ òîëüêî â áàçå äàííûõ ÐÈÍÖ [269]�[287] è 40
ïóáëèêàöèé ñ òåçèñàìè âûñòóïëåíèé íà ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ è
ñåìèíàðàõ [288]�[327].
Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû òîëüêî òå ðåçóëü-

òàòû, êîòîðûå ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì. Â ñïèñêå îñíîâíûõ ïóáëèêàöèè
àâòîðà îòñóòñòâóþò ðàáîòû â ñîàâòîðñòâå.
Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

îáùåé õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû, ïåðå÷íÿ óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé, ÷åòûðåõ
ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 26 ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñïèñêà.
Ïîëíûé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 217 ñòðàíèö òåêñòà, èç êîòîðûõ 31
ñòðàíèöà çàíèìàåò áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê, ñîäåðæàùèé 327 íàèìåíî-
âàíèé (ñ ó÷¼òîì 77 ïóáëèêàöèé ñîèñêàòåëÿ).

Â ãëàâàõ äèññåðòàöèè ïðèíÿòà äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë, îïðåäåëåíèé,
çàìå÷àíèé, ëåìì, óòâåðæäåíèé è òåîðåì.
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Ïåðå÷åíü ñîêðàùåíèé è óñëîâíûõ
îáîçíà÷åíèé

Ïðèâåäåì ñïèñîê íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå îáîçíà÷åíèé:

• N, Z, Q, I, R � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ, èððà-
öèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî;
• òðîéíîé çíàê ðàâåíñòâà ¾≡¿ îáîçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ;
• R � ðàñøèðåííàÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ;
• R+ ≡ [0; +∞) � âðåìåíí�àÿ ïîëóîñü;
• R+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîëóîñü ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé;
• Rn � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;
• EndRn � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç Rn â
Rn;
• End2Rn � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà EndRn, ñîñòîÿùåå èç ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ ðàíãà 2;
• Sn−1 � åäèíè÷íàÿ åâêëèäîâà n− 1 -ìåðíàÿ ñôåðà â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ
öåíòðîì â íóëå;
• M̃n � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ n-ìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûìè íà R+ êîýôôèöèåíòàìè;
• Mn � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M̃n, ñîñòîÿùèå èç ñèñòåì ñ îãðàíè-
÷åííûìè íà R+ êîýôôèöèåíòàìè;
• Pn � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M̃n, ñîñòîÿùèå èç ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷å-
ñêèìè êîýôôèöèåíòàìè;
• Cn � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M̃n, ñîñòîÿùèå èç àâòîíîìíûõ ñèñòåì;
• T n � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M̃n, ñîñòîÿùèå èç òðåóãîëüíûõ ñèñòåì
ñ íåïðåðûâíûìè íà R+ êîýôôèöèåíòàìè;
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• Ẽn � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M̃n, ñîñòîÿùèå èç ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûìè íà R+ êîýôôèöèåíòàìè;
• En � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ẽn, ñîñòîÿùèå èç óðàâíåíèé ñ îãðàíè-
÷åííûìè íà R+ êîýôôèöèåíòàìè;
• a ≡ (a1, . . . , an) : R+ → Rn � íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî îäíîðîä-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà, îòîæäåñòâëÿåìûé ñ
ñàìèì óðàâíåíèåì;
• ρU � ìåòðèêà, çàäàþùàÿ ðàâíîìåðíóþ òîïîëîãèþ;
• | · | � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà;
• ei � âåêòîð-ñòîëáåö ñ 1 íà i-îì ìåñòå è íóëÿìè íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ;
• 〈· , ·〉 � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn;
• ∠ � çíàê óãëà ìåæäó âåêòîðàìè;
• ⊥ � çíàê îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ;
• span {x1, . . . , xk} � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ x1, . . . , xk;
• dim � ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà;
• L∗ � ìíîæåñòâî L\{0}, ò. å. çâ¼çäî÷êà ñïðàâà âíèçó îáîçíà÷àåò âûáðà-
ñûâàíèå íóëÿ èç ïîäïðîñòðàíñòâà;
• ⊕ � çíàê ïðÿìîé ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ;
• Gi(L) � ìíîæåñòâî i-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
L;

• On � íóëåâàÿ n× n-ìàòðèöà;
• En � åäèíè÷íàÿ n× n-ìàòðèöà;
• diag[A1, . . . , Ak] � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, i-ûé áëîê êîòîðîé
ðàâåí Ai, i = 1, . . . , k.

• S(A) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈ M̃n;
• S∗(A) � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈ M̃n;
• SnM � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé âñåõ ñèñòåì ïðîñòðàíñòâà
M̃n;
• S(a) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a ∈ Ẽn;
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• S∗(a) � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a ∈ Ẽn;
• SnE � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé âñåõ óðàâíåíèé ïðîñòðàíñòâà
Ẽn;
• ψny(0) � íàáîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ y ∈ S(a) êàêîãî-ëèáî
óðàâíåíèÿ a ∈ Ẽn;
• ν−(y, t), ν0(y, t), ν+(y, t) � ÷èñëà ñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé ñîîò-
âåòñòâåííî ôóíêöèè y íà ïðîìåæóòêå (0; t];
• ν−(y, s, t), ν0(y, s, t), ν+(y, s, t) � ÷èñëà ñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé
ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè y íà ïðîìåæóòêå (s, t];
• ω̂−(y), ω̂0(y), ω̂+(y) � âåðõíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû ñòðîãèõ
çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ y ∈ S∗(a);
• ω̌−(y), ω̌0(y), ω̌+(y) � íèæíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû ñòðîãèõ
çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ y ∈ S∗(a);
• κ : SnE → R+ ïîêàçàòåëü, îïðåäåëåííûé íà SnE ;
• κ(S∗(a)) � ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ κ óðàâíåíèÿ a ∈ Ẽn;
• ν−(x,m, t), ν∼(x,m, t), ν0(x,m, t), ν+(x,m, t), ν∗(x,m, t) � ÷èñëà ñòðî-
ãèõ çíàêîâ, íåñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ñîîòâåò-
ñòâåííî ôóíêöèè 〈x,m〉 íà ïðîìåæóòêå (0; t];
• ν−(x,m, s, t), ν∼(x,m, s, t), ν0(x,m, s, t), ν+(x,m, s, t), ν∗(x,m, s, t) �
÷èñëà ñòðîãèõ çíàêîâ, íåñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé
ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè 〈x,m〉 íà ïðîìåæóòêå (s; t];
• ν̂−• (x), ν̂∼• (x), ν̂0

•(x), ν̂+
• (x), ν̂∗•(x) � âåðõíèå ñèëüíûé ïîêàçàòåëü êîëåá-

ëåìîñòè ñòðîãèõ çíàêîâ, íåñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé
ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A);
• ν̌−• (x), ν̌∼• (x), ν̌0

•(x), ν̌+
• (x), ν̌∗•(x) � íèæíèå ñèëüíûé ïîêàçàòåëü êîëåá-

ëåìîñòè ñòðîãèõ çíàêîâ, íåñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé
ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A);
• ν̂−◦ (x), ν̂∼◦ (x), ν̂0

◦(x), ν̂+
◦ (x), ν̂∗◦(x) � âåðõíèå ñëàáûé ïîêàçàòåëü êîëåáëå-

ìîñòè ñòðîãèõ çíàêîâ, íåñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé
ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A);
• ν̌−◦ (x), ν̌∼◦ (x), ν̌0

◦(x), ν̌+
◦ (x), ν̌∗◦(x) � íèæíèå ñëàáûé ïîêàçàòåëü êîëåáëå-

ìîñòè ñòðîãèõ çíàêîâ, íåñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé
ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A);
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• θ̌•(x) � íèæíèé ñèëüíûé ïîêàçàòåëü îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè
ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A);
• θ̂•(x) � âåðõíèé ñèëüíûé ïîêàçàòåëü îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè
ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A);
• θ̌◦(x) � íèæíèé ñëàáûé ïîêàçàòåëü îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè ðå-
øåíèÿ x ∈ S∗(A);
• θ̂◦(x) � âåðõíèé ñëàáûé ïîêàçàòåëü îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè ðå-
øåíèÿ x ∈ S∗(A);
• κ : SnM → R+ ïîêàçàòåëü, îïðåäåëåííûé íà SnM;
• κ(S∗(A)) � ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ κ ñèñòåìû A ∈ M̃n.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû

Â íàñòîÿùåé ãëàâå äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è äîêàçûâàþòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ äèññåðòà-
öèè.

1.1 Âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ñ÷èòàòü Rn n-ìåðíûì åâêëèäîâûì âåùåñòâåí-
íûì âåêòîðíûì (ëèíåéíûì) ïðîñòðàíñòâîì ñ çàäàííûì íà í¼ì ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàí áàçèñ
e = (e1, . . . , en), ãäå ei � âåêòîð-ñòîëáåö ñ 1 íà i-îì ìåñòå è íóëÿìè íà
îñòàëüíûõ ìåñòàõ, i = 1, n.

Ïîä ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â Rn áóäåì ïîíèìàòü åãî ìàòðè-
öó â áàçèñå e. Âñþäó íèæå On è En îáîçíà÷àþò íóëåâóþ è åäèíè÷íóþ
ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà ðàâåíñòâîì
|x| =

√
〈x, x〉, à ÷åðåç EndRn îáîçíà÷èì íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â Rn.
Ìíîæåñòâî L â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ åãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèé, ââåäåííûõ â ïðîñòðàíñòâå V . Äâà ïîäïðîñòðàíñòâà îäíîãî è òîãî æå
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ äèçúþíêòíûìè, åñëè èõ ïåðåñå÷å-
íèå ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåâîãî âåêòîðà. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ
x1, x2, . . . , xk âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ åãî âåêòîðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ñîäåðæàùèå âñå ýòè âåêòîðû. Ëèíåé-
íóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç span {x1, x2, . . . , xk}.

Ïóñòü S � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Âñþäó äàëåå óñëîâèìñÿ ÷å-
ðåç Gi(S), i = 1, n îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî åãî i-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, à
çâåçäî÷êîé âíèçó îáîçíà÷àòü âûáðàñûâàíèå íóëÿ, ò. å. ÷åðåç S∗ áóäåì îáî-
çíà÷àòü ìíîæåñòâî S \ {0}.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ ñóììó
åãî ïîäïðîñòðàíñòâ L1 è L2 è ïèøóò V = L1 ⊕ L2, åñëè ëþáîé âåêòîð
x ∈ V åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå x = x1 + x2, ãäå
x1 ∈ L1, x2 ∈ L2. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà V = L1 ⊕ L2 íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîäïðîñòðàíñòâà L1 è L2 áûëè äèçúþíêòíûìè è ñóììà
èõ ðàçìåðíîñòåé ðàâíÿëàñü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà V .

Óãîë ∠(x, y) ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè x, y ∈ Rn îïðåäåëÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà ∠(x, y) = arccos 〈x,y〉|x||y| . Îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî
∠(x, y) = ∠(αx, βy) äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R, α · β > 0. Âåêòîðû x, y ∈ Rn
íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè (îáîçíà÷åíèå x ⊥ y), åñëè 〈x, y〉 = 0, è êîë-
ëèíåàðíûìè (îáîçíà÷åíèå x ‖ y), åñëè |〈x, y〉| = |x||y|. Äðóãèìè ñëîâàìè,
äëÿ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ x è y îòíîøåíèå x ⊥ y ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó
∠(x, y) = π/2, à îòíîøåíèå x ‖ y � ðàâåíñòâó ∠(x, y) = 0 èëè ∠(x, y) = π.

Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà L ïðîñòðàíñòâà Rn íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç Rn, îðòîãîíàëüíûõ êàæäîìó âåêòîðó
èç L. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà L îáîçíà÷àåòñÿ L⊥. Äëÿ
ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥ ñóùåñòâóåò, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî Rn ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ
ñóììó L ⊕ L⊥. Òàê êàê Rn = L ⊕ L⊥, òî ëþáîé âåêòîð x ∈ Rn îäíîçíà÷-
íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå x = x1 + x2, ãäå x1 ∈ L, x2 ∈ L⊥; âåêòîð x1

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L è
îáîçíà÷àåòñÿ prLx. Î÷åâèäíî, ÷òî

(
L⊥
)⊥

= L. Äâà ïîäïðîñòðàíñòâà L è N
íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè N = L⊥.

1.2 Ñóñëèíñêèå ìíîæåñòâà

Ñåìåéñòâî B áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî (èëè, áîëåå îáùî, òîïî-
ëîãè÷åñêîãî) ïðîñòðàíñòâàM � ýòî íàèìåíüøàÿ ñèñòåìà åãî ïîäìíîæåñòâ,
ñîäåðæàùàÿ âñå çàìêíóòûå è âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà è çàìêíóòàÿ îòíî-
ñèòåëüíî âçÿòèÿ ñ÷¼òíûõ îáúåäèíåíèé è ñ÷¼òíûõ ïåðåñå÷åíèé. Ìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêèì, èëè B - ìíîæåñòâîì, èëè B - èçìåðèìûì ìíî-
æåñòâîì, èëè ìíîæåñòâîì, èçìåðèìûì ïî Áîðåëþ, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò
ñåìåéñòâó B.

Áîëåå íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñåìåéñòâå B áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ ïî òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè áî-
ðåëåâñêèõ êëàññîâ Fα è Gα, ãäå α � ïîðÿäêîâîå ÷èñëî ïåðâîãî èëè âòîðîãî
÷èñëîâûõ êëàññîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F0 ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàM. Îïðåäåëåíèå êëàññà Fα ðàçíèòñÿ
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â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íå÷¼òíûì èëè ÷¼òíûì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî α (ïðåäåëü-
íûå ïîðÿäêîâûå ÷èñëà ñ÷èòàþòñÿ ÷¼òíûìè). Åñëè α � íå÷åòíî, òî êëàññ
Fα ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèÿìè ñ÷¼òíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññàì ñ ìåíüøèìè èíäåêñàìè, ò.
å. êëàññàì Fβ, ãäå β < α. Åñëè α � ÷åòíî, òî êëàññ Fα ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ñ÷¼òíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâ, ïðè-
íàäëåæàùèõ êëàññàì ñ ìåíüøèìè èíäåêñàìè. Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâ-
ëåíèå B =

⋃
α<Ω

Fα (çäåñü è äàëåå Ω � ïåðâîå ïîðÿäêîâîå ÷èñëî òðåòüåãî
÷èñëîâîãî êëàññà) [111, ñ. 353], [202, ñ. 192].

Äâîéñòâåííûì îáðàçîì, îòïðàâëÿÿñü îò êëàññà G0 îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M è çàìåíÿÿ â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè ïå-
ðåñå÷åíèÿ îáúåäèíåíèÿìè è íàîáîðîò, ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå êëàññîâ Gα,
α < Ω. Èìåííî, ìíîæåñòâà êëàññà Gα, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷¼òíî ïîðÿä-
êîâîå ÷èñëî α èëè íå÷¼òíî, ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëèáî îáúåäèíåíèÿìè,
ëèáî ïåðåñå÷åíèÿìè ñ÷¼òíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæà-
ùèõ êëàññàì ñ ìåíüøèìè èíäåêñàìè, ò.å. êëàññàì Gβ, ãäå β < α. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå B =

⋃
α<Ω

Gα [111, ñ. 353], [202, ñ. 192].
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

E = {(n1, . . . , nl) : ni ∈ N, i ∈ {1, . . . , l}, l ∈ N}
è ÷åðåç NN îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé N→ N, êîòîðûå áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü ñ áåñêîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ
ϕ ∈ NN è ÷èñëà p ∈ N ÷åðåç ϕ|p îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç E,
ñîñòàâëåííóþ èç ïåðâûõ p è â òîì æå ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ ÷ëåíîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ϕ (ò.å. ϕ|p � ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ ∈ NN íà ìíîæåñòâî
{1, . . . , p}). Ïóñòü T � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à F(T ) � ñîâîêóïíîñòü
åãî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Ëþáîå îòîáðàæåíèå O : E → F(T ) íàçûâàåòñÿ
îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìîé, à A - îïåðàöèåé íà îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìå O �
ìíîæåñòâî

A(O) =
⋃

ϕ∈NN

⋂

p∈N
O(ϕ|p).

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíòèíó-
àëüíûì. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñóñëèíñêèì ìíîæåñòâîì, èëè A - ìíîæå-
ñòâîì, ïðîñòðàíñòâà T , åñëè îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå A
-îïåðàöèè íà íåêîòîðîé îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìå O. Êëàññ ñóñëèíñêèõ ìíî-
æåñòâ ïðîñòðàíñòâà T îáîçíà÷èì ÷åðåç S(T ).
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A -îïåðàöèþ îòêðûë Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ [216], äîêàçàâøèé ñ å¼ ïîìîùüþ,
÷òî íåñ÷¼òíîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â R èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.
Òåðìèí A - ìíîæåñòâî (Àëåêñàíäðîâà ìíîæåñòâî) ââåä¼í Ì.ß. Ñóñëè-
íûì [245]; ïîçæå ïî ïðåäëîæåíèþ Ô. Õàóñäîðôà [202] ýòè ìíîæåñòâà ñòàëè
íàçûâàòü ñóñëèíñêèìè, à ñèìâîë ”A” ïåðåíåñëè â íàçâàíèå îïåðàöèè, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîé îíè ñòðîÿòñÿ. Ñóñëèíñêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ òàêæå
[122] àíàëèòè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì òîëüêî èíòåðåñóþùèå íàñ ñëó÷àè T = R è T = R.
Èç ïðèâåä¼ííîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ñóñëèíñêèå ìíîæåñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà R ñîâïàäàþò ñ îáúåäèíåíèåì ñóñëèíñêèõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàí-
ñòâà R è âñåâîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ (â òîì ÷èñëå, è ïóñòîãî) ìíîæåñòâà
{−∞,+∞}. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè F ∈ F(R), òî F ∩ R ∈ F(R). Ïîýòîìó
åñëè îòîáðàæåíèå O : E → F(R) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìîé äëÿ
ìíîæåñòâà S ∈ S(R), òî, çàäàâ îïðåäåëÿþùóþ ñèñòåìó O : E → F(R)
ðàâåíñòâîì O(ν) = O(ν) ∩ R, ν ∈ E, ïîëó÷èì, ÷òî ðåçóëüòàòîì A -
îïåðàöèè íà ñèñòåìå O áóäåò ìíîæåñòâî S∩R. Îáðàòíî, çàôèêñèðóåì ìíî-
æåñòâî D ⊂ {−∞,+∞}. Åñëè F ∈ F(R), òî ìíîæåñòâà (F ∩ [−k, k]) ∪D,
k ∈ N, ïðèíàäëåæàò êëàññó F(R). Ïóñòü O : E → F(R) îïðåäå-
ëÿþùàÿ ñèñòåìà äëÿ ìíîæåñòâà S ∈ S(R). Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ
O(�) = � è çàäàäèì îïðåäåëÿþùóþ ñèñòåìó O : E → F(R) ðàâåíñòâîì
O((k, ν)) = (O(ν) ∩ [−k, k]) ∪ D, k ∈ N, ν ∈ E. Òîãäà ðåçóëüòàòîì A -
îïåðàöèè íà ñèñòåìåO ÿëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî S∪D. Â ñèëó óñòàíîâ-
ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè S(R) è S(R) äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ
ýòèõ êëàññîâ äîñòàòî÷íî îïèñàòü òîëüêî ñâîéñòâà êëàññà S(R). Ïîýòîìó äî
êîíöà ýòîãî ïóíêòà òåðìèí ¾ñóñëèíñêîå ìíîæåñòâî¿ îçíà÷àåò ñóñëèíñêîå
ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà R.

Êëàññ ñóñëèíñêèõ ìíîæåñòâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñ÷¼òíûõ îáúåäèíå-
íèé è ñ÷¼òíûõ ïåðåñå÷åíèé, íî σ-àëãåáðîé íå ÿâëÿåòñÿ (äîïîëíåíèå äî
ñóñëèíñêîãî ìíîæåñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóñëèíñêèì íå ÿâëÿåòñÿ). Îí ñî-
äåðæèò êàê ñîáñòâåííûé ïîäêëàññ, êëàññ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ (òåîðåìà
Ì.ß. Ñóñëèíà [245]), è ëþáîå ñóñëèíñêîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî ïî Ëåáåãó,
ò. å. êëàññ ñóñëèíñêèõ ìíîæåñòâ çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæ-
äó êëàññàìè áîðåëåâñêèõ è èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.
Ñâÿçü ìåæäó áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè ïðîñòðàíñòâà R2 è ñóñëèíñêèìè
ìíîæåñòâàìè â R óñòàíàâëèâàåò äàííîå Ì.ß. Ñóñëèíûì äðóãîå èõ îïðå-
äåëåíèå: ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñóñëèíñêèì ìíîæåñòâîì ïðÿìîé R, åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé íà R áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà â R2.

Ñóñëèíñêèå ìíîæåñòâà, à çíà÷èò, â ÷àñòíîñòè, è áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà
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ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ñî ñ÷åòíîé áàçîé èëè êîíå÷íû, èëè ñ÷åòíû, èëè èìå-
þò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà (òåîðåìà Àëåêñàíäðîâà-Õàóñäîðôà) [202].

Ïðèâåä¼ì åù¼ äâà ïîäõîäà Í.Í. Ëóçèíà ê îïðåäåëåíèþ ñóñëèíñêèõ ìíî-
æåñòâ. ×åðåç I îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ òîïîëîãè-
åé, èíäóöèðîâàííîé èç R. Êàê äîêàçàíî [228], ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñóñëèí-
ñêèì, åñëè îíî ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè I → R. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå
ñóñëèíñêèõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñóñëèíñêèì, åñëè îíî ëèáî ïó-
ñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé ôóíêöèè ïåðâîãî áý-
ðîâñêîãî êëàññà íà R. Â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè ïåðâûé êëàññ ìîæíî çà-
ìåíèòü íà ëþáîé äðóãîé áýðîâñêèé êëàññ, êðîìå íóëåâîãî, ò. å. ñóñëèíñêèå
ìíîæåñòâà � ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ áýðîâñêèìè ôóíêöèÿìè.

Âìåñòå ñ òåì, êàê äîêàçàíî Å.À. Áàðàáàíîâûì â ðàáîòå [18] (ñì. òàê-
æå [19]), êëàññ ôóíêöèé, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðûõ � ñóñëèíñêèå ìíî-
æåñòâà, ìîæíî ñóçèòü äî êëàññà ïîëóíåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ ñóñëèíñêèì, åñëè îíî ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà-
÷åíèé íåêîòîðîé ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó ôóíêöèè íà R. Ïîíÿòíî, ÷òî â
ýòîì îïðåäåëåíèè ïîëóíåïðåðûâíûå ñíèçó ìîæíî çàìåíèòü íà ïîëóíåïðå-
ðûâíûå ñâåðõó ôóíêöèè.

1.3 Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

Äëÿ çàäàííîãî n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃n ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0; +∞), (1.1)

ñ íåïðåðûâíûìè îïåðàòîð-ôóíêöèÿìè A : R+ → EndRn (êàæäóþ èç êîòî-
ðûõ áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìîé). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Mn, Pn, Pn(T ), Cn, T n ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M̃n, ñîñòîÿùèå èç îãðàíè-
÷åííûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ, T - ïåðèîäè÷åñêèõ, àâòîíîìíûõ è òðåóãîëüíûõ
ñèñòåì ñîîòâåòñòâåííî.

Ìíîæåñòâî M̃n íàäåëèì ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R ñ
åñòåñòâåííûìè äëÿ ôóíêöèè ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè è ðàâíîìåðíîé íà R+

òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé ìåòðèêîé

ρU(A,B) = sup
t∈R+

min{|A(t)−B(t)|, 1}, A,B ∈ M̃n. (1.2)

Ôèêñèðîâàâ â Rn áàçèñ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûäåëèì â ìíîæåñòâå M̃n
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ïîäìíîæåñòâî Ẽn ñèñòåì, çàäàâàåìûõ ìàòðèöàìè âèäà

A(t) =




0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1
−an(t) −an−1(t) . . . −a1(t)




è îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì n-ãî ïîðÿäêà

y(n) + a1(t)y
(n−1) + . . .+ an−1(t)ẏ + an(t)y = 0, t ∈ R+,

êàæäîå èç êîòîðûõ, çàäàâàÿñü ñâîåé íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèåé

a ≡ (a1, . . . , an) : R+ → Rn,

ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó A ñòàíäàðòíûì ïåðåõîäîì îò ñêàëÿðíîé ïåðåìåí-
íîé y ê âåêòîðíîé

x = ψny ≡ (y, ẏ, . . . , y(n−1))

è îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ýòîé ñèñòåìîé. ×åðåç En îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî Ẽn,
ñîñòîÿùåå èç óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åííûìè íà R+ êîýôôèöèåíòàìè.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.1) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà R+ è äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ x(·) : R+ → Rn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå
(1.1) ïðè âñåõ t ∈ R+. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x0 ∈ Rn ðåøåíèå x(·) ñèñòåìû
(1.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî [176, ñ. 55].

Ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1) îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ èõ íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî îáðàçó-
åò âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S(A).
Ïðîñòðàíñòâî S(A) èçîìîðôíî Rn � êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì çàäà¼òñÿ
áèåêöèåé x(·) 7→ x(0). Ëþáîé áàçèñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå S(A) íà-
çûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1). Ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé x1(·), . . . , xn(·) ñèñòåìû (1.1), çàïèñàííàÿ â âèäå
(n×n)-ìàòðèöû [x1(·), . . . , xn(·)], i-ûé ñòîëáåö (i = 1, n) êîòîðîé � âåêòîð-
ôóíêöèÿ xi(·), íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (1.1).

Åñëè X(t), t ∈ R+, � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1.1), òî ìàò-
ðèöà XA(t, τ) ≡ X(t)X−1(τ), ãäå t, τ ∈ R+, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé èëè
îïåðàòîðîì Êîøè ñèñòåìû (1.1).

Ïîëîæèì
SnM ≡

⋃

A∈M̃n

S∗(A), SnE ≡
⋃

a∈Ẽn
S∗(a).
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1.4 Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþ-
ùèå äâà âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.1 [164, 165]. Ñêàæåì, ÷òî â òî÷êå t > 0 ïðîèñõîäèò

ñòðîãàÿ (íåñòðîãàÿ) ñìåíà çíàêà ôóíêöèè y : R+ → R, åñëè â ëþáîé ïðî-
êîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ y ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå
(íåîòðèöàòåëüíûå), òàê è îòðèöàòåëüíûå (íåïîëîæèòåëüíûå) çíà÷åíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.2 [164, 175, 177]. Äëÿ ìîìåíòà t > 0 è ôóíêöèè

y : R+ → R ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
• ν−(y, t) � ÷èñëî òî÷åê åå ñòðîãîé ñìåíû çíàêà íà ïðîìåæóòêå (0, t];
• ν∼(y, t) � ÷èñëî òî÷åê åå íåñòðîãîé ñìåíû çíàêà íà ïðîìåæóòêå (0, t];
• ν0(y, t) � ÷èñëî åå íóëåé íà ïðîìåæóòêå (0, t];
• ν+(y, t) � ÷èñëî åå êîðíåé (ò.å. íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè) íà ïðî-
ìåæóòêå (0, t];
• ν∗(y, t) � ÷èñëî åå ãèïåðêîðíåé íà ïðîìåæóòêå (0, t]: ïðè åãî ïîäñ÷åòå
êàæäûé íåêðàòíûé êîðåíü áåðåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç, à êðàòíûé - áåñêî-
íå÷íî ìíîãî ðàç.

Äàëåå, äëÿ ëþáûõ t > s > 0, m ∈ Rn∗ , y ∈ SnE è x ∈ SnM ââåäåì îáîçíà÷å-
íèÿ

να(y, s, t) ≡ να(y, t)− να(y, s), α ∈ {−, 0,+},
να(x,m, t) ≡ να(〈x,m〉, t), α ∈ {−,∼, 0,+, ∗},

να(x,m, s, t) ≡ να(x,m, t)− να(x,m, s), α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.
Îïðåäåëåíèå 1.3 [164, 175]. Âåðõíåé èëè íèæíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

÷àñòîòîé (÷àñòîòîé Ñåðãååâà) çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé ôóíêöèè y ∈ SnE
áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíû

ω̂α(y) ≡ lim
t→+∞

π

t
να(y, t) èëè ω̌α(y) ≡ lim

t→+∞

π

t
να(y, t),

ïðè α = −, 0,+ ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìå÷àíèå 1.1. Äëÿ ðåøåíèÿ y ∈ SnE ïðè ëþáîì α = −, 0,+ îáîçíà÷èì

÷åðåç µα(y, t) åãî ñðåäíåå ÷èñëî ñîîòâåòñòâåííî çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé íà
ïðîìåæóòêå äëèíû π çà âðåìÿ t. Òîãäà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ α = −, 0,+
è ëþáîãî ε > 0 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t èìåþò ìåñòî îöåíêè

ω̌α(y)− ε 6 µα(y, t) 6 ω̂α(y) + ε.
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Çàìå÷àíèå 1.2. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèè y ∈ SnE è ìîìåíòà âðåìåíè t > 0
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ν−(y, t) 6 ν0(y, t) 6 ν+(y, t),

ω̂−(y) 6 ω̂0(y) 6 ω̂+(y), ω̌−(y) 6 ω̌0(y) 6 ω̌+(y),

0 6 ω̌α(y) 6 ω̂α(y), α ∈ {−, 0,+}.
Îïðåäåëåíèå 1.4 [166, 167, 180]. Âåðõíèå (íèæíèå) ñèëüíûé è ñëàáûé

ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ôóíêöèè
x ∈ SnM çàäàäèì ïðè α = −,∼, 0,+, ∗ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

ν̂α• (x) ≡ inf
m∈Rn∗

lim
t→+∞

π

t
να(x,m, t)

(
ν̌α• (x) ≡ inf

m∈Rn∗
lim
t→+∞

π

t
να(x,m, t)

)
,

ν̂α◦ (x) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈Rn∗

π

t
να(x,m, t)

(
ν̌α◦ (x) ≡ lim

t→+∞
inf
m∈Rn∗

π

t
να(x,m, t)

)
.

Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ âåðõíåãî è íèæíåãî çíà÷åíèé êàêîãî-ëèáî èç
ïåðå÷èñëåííûõ â îïðåäåëåíèÿõ 1.3 è 1.4 õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè
κ̂(x) = κ̌(x) áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîêàçàòåëü κ(x) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, à â
ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ñëàáîãî è ñèëüíîãî ïîêàçàòåëåé κ◦(x) = κ•(x)
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîêàçàòåëü κ(x) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì.

Ïðèìåðû íåñîâïàäåíèÿ ñèëüíûõ è ñëàáûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [282, 314, 257].

Ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè x ∈ SnM ìîãóò áûòü íàãëÿäíî ïðåäñòàâëåíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Pm � ãèïåðïëîñêîñòü â Rn (ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç íà÷àëî êîîðäèíàò) ñ íîðìàëüþ m ∈ Rn∗ . Ñëó÷àé m = 0 èíòåðåñà íå
ïðåäñòàâëÿåò, ïîñêîëüêó

ν−(x,m, t) = 0, να(x,m, t) = +∞, α ∈ {∼, 0,+, ∗}.
Òîãäà:
• ñèëüíûé ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè íóëåé (çíàêîâ, êîðíåé èëè ãèïåð-
êîðíåé) � ýòî ÷àñòîòà íàèìåíåå êîëåáëþùåéñÿ êîîðäèíàòû âåêòîð-
ôóíêöèè x (ïî ñâîåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó îíà îòâå÷àåò çà ÷àñòîòó
âðàùåíèÿ âåêòîðà x(t) âîêðóã íóëÿ: äåéñòâèòåëüíî, âñÿêîìó ïåðåñå÷å-
íèþ ýòèì âåêòîðîì òîé ãèïåðïëîñêîñòè, â êîòîðóþ îíà ïîïàäàåò ðåæå
âñåãî, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî ìåíüøåé ìåðå îäíîêðàòíîå
ïåðåñå÷åíèå èì âñåõ îñòàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ÷òî íåñêîëüêî íàïî-
ìèíàåò ïîëóîáîðîò);
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• åñëè â ïðîöåññå óñðåäíåíèÿ âåëè÷èíû να(x,m, t) ïðè ëþáîì
α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ìàíèïóëèðîâàòü âåêòîðîì m,

âûáèðàÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ t ∈ R+ òó ãèïåðïëîñêîñòü Pm, ÷èñëî
ïîïàäàíèè â êîòîðóþ çà âðåìÿ îò 0 äî t îêàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì, òî
â ðåçóëüòàòå òàêîãî óñðåäíåíèÿ ïîëó÷èòñÿ ñëàáûé ïîêàçàòåëü êîëåáëå-
ìîñòè ôóíêöèè x.

Çàìå÷àíèå 1.3. Äëÿ ëþáûõ y ∈ SnE , m ∈ Rn∗ , x ∈ SnM è t > s > 0
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

0 6 να(y, t, s) < +∞, α ∈ {−, 0,+};
να(x,m, t, s) > 0, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.

Çàìå÷àíèå 1.4. Äëÿ ëþáûõ x ∈ SnM è α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

0 6 ν̌α◦ (x) 6 ν̂α◦ (x) 6 ν̂α• (x), ν̌α◦ (x) 6 ν̌α• (x) 6 ν̂α• (x),

ν̂−◦ (x) 6 ν̂∼◦ (x) 6 ν̂0
◦(x) 6 ν̂+

◦ (x) 6 ν̂∗◦(x),

ν̂−• (x) 6 ν̂∼• (x) 6 ν̂0
•(x) 6 ν̂+

• (x) 6 ν̂∗•(x),

ν̌−◦ (x) 6 ν̌∼◦ (x) 6 ν̌0
◦(x) 6 ν̌+

◦ (x) 6 ν̌∗◦(x),

ν̌−• (x) 6 ν̌∼• (x) 6 ν̌0
•(x) 6 ν̌+

• (x) 6 ν̌∗•(x).

Çàìå÷àíèå 1.5. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèè y ∈ SnE è α ∈ {−, 0,+} ñïðàâåä-
ëèâû îöåíêè

ν̂α• (y) 6 ω̂α(y), ν̌α• (y) 6 ω̌α(y).

Çàìå÷àíèå 1.6. Ìèíèìóìû â îïðåäåëåíèÿõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
ìîæíî áðàòü íå ïî âñåì íåíóëåâûì âåêòîðàì m, à ëèøü ïî åäèíè÷íûì,
ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî
να(x,m, t) = να(x,m/|m|, t), x ∈ SnM, m ∈ Rn∗ , α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.

Îïðåäåëåíèå 1.5 [177]. Ïóñòü x ∈ SnM. Òîãäà âåêòîð m ∈ Rn∗ íàçîâåì:
à) êðèòè÷åñêîé íîðìàëüþ ê ôóíêöèè x íà îòðåçêå [0; t], åñëè äëÿ

íåãî õîòÿ áû â îäèí ìîìåíò τ0 ∈ [0; t] âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
〈x(τ0),m〉 = 〈ẋ(τ0),m〉 = 0; ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ îáîçíà÷èì
÷åðåç Cx(t);

á) êðèòè÷åñêîé íîðìàëüþ ê ôóíêöèè x (íà R+), åñëè äëÿ íåãî õîòÿ áû
â îäèí ìîìåíò τ0 ∈ R+ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà 〈x(τ0),m〉 = 〈ẋ(τ0),m〉 = 0;
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Cx;
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â) êîíöåâîé îðòîãîíàëüþ ê ôóíêöèè x íà îòðåçêå [0; t], åñëè âåêòîð m
îðòîãîíàëåí õîòÿ áû îäíîìó èç âåêòîðîâ x(0) èëè x(t).
Çàìå÷àíèå 1.7 [177]. Ðàâåíñòâî ν∗(x,m, t) = +∞ âîçìîæíî òîëüêî â

ñëó÷àå, êîãäà m ∈ Cx(t).
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åäèíè÷íóþ ñôåðó Sn−1 â Rn êàê ñàìîñòîÿòåëü-

íîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ èíäóöèðîâàííîé èç Rn òîïîëîãèåé è ñî
ñòàíäàðòíîé ìåðîé mes, ÿâëÿþùàÿñÿ (n − 1)-ìåðíîé ïëîùàäüþ ïîâåðõíî-
ñòè.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Gx(t) ≡ Sn−1 \ (Cx(t) ∪ x⊥(0) ∪ x⊥(t))

âñåõ âåêòîðîâ m ∈ Sn−1, íå ÿâëÿþùèõñÿ äëÿ ôóíêöèè x íà îòðåçêå [0; t] íè
êðèòè÷åñêèìè íîðìàëÿìè, íè êîíöåâûìè îðòîãîíàëÿìè.
Óòâåðæäåíèå 1.1 (Ñåðãååâ È.Í. [177]). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ SnM è

ëþáîãî çíà÷åíèÿ t > 0 ìíîæåñòâî Gx(t) èìååò íà ñôåðå Sn−1 ïîëíóþ ìåðó,
îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî, à íà êàæäîé åãî êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè âåëè÷èíà
ν∗(x,m, t) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå.
Çàìå÷àíèå 1.8 [177]. Â óòâåðæäåíèè 1.1 ãîâîðèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ

êàæäîãî çíà÷åíèÿ t > 0 ìíîæåñòâî Gx(t) ∩ Sn−1 åäèíè÷íûõ êðèòè÷åñêèõ
íîðìàëåé ê ôóíêöèè x íà îòðåçêå [0; t] èìååò íà ñôåðå Sn−1 ìåðó íóëü,
çàìêíóòî è íèãäå íå ïëîòíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èõ ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå

Cx ∩ Sn−1 =
⋃

t∈N
Cx(t) ∩ Sn−1,

ò.å. ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ êðèòè÷åñêèõ íîðìàëåé ê ýòîé ôóíêöèè íà âñåé
ïîëóïðÿìîé R+, òàêæå èìååò íà åäèíè÷íîé ñôåðå ìåðó íóëü è ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè Áýðà [111, ñ. 86].

Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè óïðîùàåò ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 1.1 (ñì. [165]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-

ñåë t1 < t2 < . . . óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

lim
k→+∞

tk = +∞, lim
k→+∞

tk+1

tk
= 1. (1.3)

Òîãäà äëÿ ëþáûõ y ∈ SnE è x ∈ SnM :
1) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ω̂α(y) = lim
k→+∞

π

tk
να(y, tk), α ∈ {−, 0,+}, (1.4)
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ν̂α• (x) = inf
m∈Rn∗

lim
k→+∞

π

tk
να(x,m, tk), α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, (1.5)

ν̂α◦ (x) = lim
k→+∞

inf
m∈Rn∗

π

tk
να(x,m, tk), α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}; (1.6)

2) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T1, T2, . . . > 0 è ν1, ν2, . . . > 0 óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì

lim
k→+∞

Tk
tk

= lim
k→+∞

νk
tk

= 0, (1.7)

òî ïîñëå óìåíüøåíèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ôîðìóë (1.4)�(1.6) êàæäîãî èç
÷èñåë tk â çíàìåíàòåëå äðîáè � íà Tk, à êàæäîãî èç ÷èñåë να(y, tk) èëè
να(y,m, tk) � íà νk çíà÷åíèå ýòèõ ïðàâûõ ÷àñòåé íå èçìåíÿòñÿ;

3) óòâåðæäåíèÿ 1)�2) íàñòîÿùåé ëåììû îñòàíóòñÿ âåðíûìè, åñëè â
íèõ (êîíêðåòíî â ñîîòíîøåíèÿõ (1.4)�(1.6)) çàìåíèòü âñå âåðõíèå ïðå-
äåëû íèæíèìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå α ∈ {−, 0,+} è y ∈ SnE .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ âåðõíèé ïåðåäåë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(1.4). Áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì (1.3), ìîæíî êàæäîå çíà÷åíèå t > t1 çàêëþ÷èòü
â ñâîè ãðàíèöû tk < t 6 tk+1 è çàïèñàòü äâå öåïî÷êè îöåíîê

ω̂α(y) = lim
t→+∞

πνα(y, t)

t
> lim

k→+∞
πνα(y, tk)

tk+1
=

= lim
k→+∞

πνα(y, tk)

tk
· lim
k→+∞

tk
tk+1

= Λ,

ω̂α(y) = lim
t→+∞

πνα(y, t)

t
6 lim

k→+∞
πνα(y, tk+1)

tk
=

= lim
k→+∞

πνα(y, tk+1)

tk+1
· lim
k→+∞

tk+1

tk
= Λ,

â êîòîðûõ, â èòîãå, âñå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, îòêóäà
ω̂α(y) = Λ.

2. Òåïåðü íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâ (1.7), ñ ó÷åòîì äîêàçàííîé ðàíåå ôîðìó-
ëû (1.4), óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ íàñòîÿùåé ëåì-
ìû äëÿ âåðõíèõ ÷àñòîò Ñåðãååâà:

lim
k→+∞

π (να(y, tk)− νk)
tk − Tk =

lim
k→+∞

π

tk
να(y, tk)− π lim

k→+∞
νk
tk

1− lim
k→+∞

Tk
tk

=

= lim
k→+∞

π

tk
να(y, tk) = ω̂α(y).
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3. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ÷àñòîò Ñåðãååâà (çà-
ìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ôóíêöèè να(y, t) â íèõ ìîãëà áû ôèãóðèðîâàòü ëþ-
áàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ è íåñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïî t ôóíêöèÿ), ïîýòîìó äëÿ
ëþáûõ α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} è x ∈ SnM : ïîëó÷àåì: âî-ïåðâûõ,

ν̂α• (x) = inf
m∈Rn∗

lim
t→+∞

π

t
να(〈x,m〉, t) = inf

m∈Rn∗
lim

k→+∞
π

tk
να(〈x,m〉, tk) =

= inf
m∈Rn∗

lim
k→+∞

π

tk
να(x,m, tk),

ν̂α◦ (x) = lim
t→+∞

π

t
inf
m∈Rn∗

να(〈x,m〉, t) = lim
k→+∞

π

tk
inf
m∈Rn∗

να(〈x,m〉, tk) =

= lim
k→+∞

π

tk
inf
m∈Rn∗

να(x,m, tk)

è, âî-âòîðûõ,

inf
m∈Rn∗

lim
k→+∞

π (να(x,m, tk)− νk)
tk − Tk = inf

m∈Rn∗
lim

k→+∞
π

tk
να(x,m, tk) = ν̂α• (x),

lim
k→+∞

inf
m∈Rn∗

π (να(x,m, tk)− νk)
tk − Tk = lim

k→+∞

π

(
inf
m∈Rn∗

να(x,m, tk)− νk
)

tk − Tk =

= lim
k→+∞

π inf
m∈Rn∗

να(x,m, tk)

tk
= ν̂α◦ (x).

4. Äëÿ íèæíèõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè âñå óòâåðæäåíèÿ íàñòîÿùåé
ëåììû äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 1.1 äîêàçàíà.
Îïðåäåëåíèå 1.6. Áóäåì íàçûâàòü ïîäîáíûìè:
• ìàòðèöû A,B ∈ Cn, åñëè äëÿ íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû
C ∈ Cn âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî B = CAC−1;
• âåêòîð-ôóíêöèè x, y ∈ SnM, åñëè äëÿ íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé ìàò-
ðèöû C ∈ Cn èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå y = Cx.

Ëåììà 1.2. Äëÿ êàæäîãî ôóíêöèîíàëà

κ = ν̂α• , ν̌
α
• , ν̂

α
◦ , ν̌

α
◦ , α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}

è ïîäîáíûõ âåêòîðîâ x, y ∈ SnM ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

κ(x) = κ(y). (1.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèè x, y ∈ SnM ïîäîáíû. Òîãäà äëÿ
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íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû C ∈ Cn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî y = Cx.
Äàëåå, ïðè ëþáîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} èìååì

ν̂α• (y) ≡ inf
m∈Rn∗

lim
t→+∞

π

t
να(y,m, t) = inf

m∈Rn∗
lim
t→+∞

π

t
να(Cx,m, t) =

= inf
(CTm)∈Rn∗

lim
t→+∞

π

t
να(x,CTm, t) = inf

m∈Rn∗
lim
t→+∞

π

t
να(x,m, t) = ν̂α• (x).

Äëÿ îñòàëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ðàâåíñòâî (1.8) äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 1.2 äîêàçàíà.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê íåëèíåéíûì ñèñòåìàì. Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî

n > 1 è çàäàííîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè G òî÷êè 0 â åâêëèäîâîì (âåêòîð-
íîì) ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ, âîîáùå
ãîâîðÿ íåëèíåéíóþ, ñèñòåìó âèäà

ẋ = f(t, x), x ∈ G, f(t, 0) = 0, t ∈ R+, f, f ′x ∈ C(R+ ×G), (1.9)

îáåñïå÷èâàþùóþ íàëè÷èå íóëåâîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè [176, ñ. 55]. Ñ ñèñòåìîé (1.9) ñâÿæåì
ëèíåéíóþ ñèñòåìó å¼ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ

ẋ = A(t)x ≡ f′(t, x), A(t) = f ′x(t, 0), t ∈ R+, x ∈ Rn, (1.10)

ïðè óñëîâèè
sup
t∈R+

|f(t, x)− f′(t, x)| = o(x), x→ 0.

Âñå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè, íàçûâàåìûå ëèíåéíûìè (ñì. [185]) äëÿ
ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì, îêàçàëèñü ïðèìåíèìûìè ëèøü ê ðåøåíèÿì,
ãàðàíòèðîâàííî îïðåäåëåííûì íà âñåé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè âðåìåíè.
Ýòî çàòðóäíÿåò èõ âû÷èñëåíèå äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ãäå òàêîé ãàðàí-
òèè äàòü íåëüçÿ. Â ðàáîòå [185] ïðåäïðèíÿòà ïåðâàÿ ïîïûòêà ðàñïðîñòðà-
íèòü îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîêàçàòåëåé íà ñëó÷àé íåñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé
ñèñòåìû íà âñåé ïîëóîñè, à èìåííî, îïðåäåëåíû è èçó÷åíû ñôåðè÷åñêèå,
ðàäèàëüíûå è øàðîâûå ôóíêöèîíàëû è ïîêàçàòåëè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåëèíåéíûå ñèñòåìû âèäà (1.9), ó êîòîðûõ âñå
íåíóëåâûå ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïîëóîñè. ×åðåç S∗(f) áó-
äåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ íåïðîäîëæàåìûõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñè-
ñòåìû (1.9), à ÷åðåç xf(·, x0) òî èç íèõ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ xf(0, x0) = x0, à ÷åðåç G∗, Gδ èëè Gγ1,γ2

� ìíîæåñòâà âñåõ çíà÷å-
íèé x0 ∈ G, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèþ x0 6= 0, |x0| = δ èëè
γ1 < |x0| < γ2.
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Òåïåðü îïðåäåëèì ëèíåéíûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ôóíêöèé èç ìíî-
æåñòâà S∗(f). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.7 [185]. Äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà m ∈ Rn∗ è âåêòîð-

ôóíêöèè xf(·, x0) ∈ S∗(f) ÷åðåç να(xf(·, x0),m, t) ïðè α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}
ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷èì:

� ÷èñëî òî÷åê ñòðîãîé ñìåíû çíàêà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
〈xf(·, x0),m〉 íà ïðîìåæóòêå (0, t];

� ÷èñëî òî÷åê íåñòðîãîé ñìåíû çíàêà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
〈xf(·, x0),m〉 íà ïðîìåæóòêå (0, t];

� ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè 〈xf(·, x0),m〉 íà ïðîìåæóòêå (0, t];
� ÷èñëî êîðíåé (ò.å. íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè) ôóíêöèè 〈xf(·, x0),m〉

íà ïðîìåæóòêå (0, t];
� ÷èñëî ãèïåðêîðíåé ôóíêöèè 〈xf(·, x0),m〉 íà ïðîìåæóòêå (0, t], ãäå â

ïðîöåññå ïîäñ÷åòà ýòîãî êîëè÷åñòâà êàæäûé íåêðàòíûé êîðåíü ñ÷èòàåò-
ñÿ ðîâíî îäèí ðàç, à êðàòíûé � áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç íåçàâèñèìî îò åãî
ôàêòè÷åñêîé êðàòíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 1.8 [185]. Âåðõíèå ñèëüíûé è ñëàáûé ëèíåéíûå ïî-

êàçàòåëè êîëåáëåìîñòè çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ôóíêöèè
xf(·, x0) ∈ S∗(f) ïðè α = −,∼, 0,+, ∗ ñîîòâåòñòâåííî çàäàäèì ôîðìóëà-
ìè

ν̂α• (xf(·, x0)) ≡ inf
m∈Rn∗

lim
t→+∞

π

t
να(xf(·, x0),m, t),

ν̂α◦ (xf(·, x0)) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈Rn∗

π

t
να(xf(·, x0),m, t).

Íèæíèå ëèíåéíûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ν̌α• (xf(·, x0)),
ν̌α◦ (xf(·, x0)) çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ôóíêöèè xf(·, x0)
ïðè α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñâåííî òåìè æå ôîðìóëàìè,
íî ñ çàìåíîé âåðõíåãî ïðåäåëà íà íèæíèé.

Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ êàêîãî-ëèáî íèæíåãî ïîêàçàòåëÿ ñ àíàëîãè÷íûì
âåðõíèì áóäåì íàçûâàòü åãî òî÷íûì, óáèðàÿ â åãî îáîçíà÷åíèè êðûøå÷êó
è ãàëî÷êó.

Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ êàêîãî-ëèáî ñëàáîãî ïîêàçàòåëÿ ñ àíàëîãè÷íûì
ñèëüíûì áóäåì íàçûâàòü åãî àáñîëþòíûì, óáèðàÿ â åãî îáîçíà÷åíèè ïó-
ñòîé è ïîëíûé êðóæêè.
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1.5 Ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Q ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå êîíå÷íîé ñóììû
êâàçèìíîãî÷ëåíîâ:

l∑

j=1

eαjt(uj(t) cos βjt+ vj(t) sin βjt), αj ∈ R, 0 6 β1 6 . . . 6 βl

(uj, vj - äåéñòâèòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû) ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè
δj = αj + iβj. Äàëåå, äëÿ çàäàííîãî n ∈ N ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Cn×Q
ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1ẏ + any = f(t), t ∈ R+,

îòîæäåñòâëÿåìûõ êàæäîå ñî ñâîåé ïàðîé (a, f), ãäå a ≡ (a1, . . . , an) - ñòðîêà
ïîñòîÿííûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, à f ∈ Q - íåîäíîðîäíîñòü.

Ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé ðåøåíèé ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èç ìíîæåñòâà Cn×Q áûëè îïðåäå-
ëåíû è èçó÷åíû òîëüêî â ðàáîòå [168]. Îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî è îñòàëüíûå
ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè (ñëàáûå è ñèëüíûå, âåðõíèå è íèæíèå) çíàêîâ,
êîðíåé è ãèïåðêîðíåé äëÿ ðåøåíèé íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ìíîæåñòâà R∞∗ âñåõ êîíå÷íûõ íåíóëåâûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé, êàæäîé ÷èñëîâîé ôóíêöèè y ∈ C∞(R+), ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
m ≡ (m1, . . . ,mk) ∈ Rk∗ ⊂ R∞∗ (k íå ôèêñèðîâàíî), âåêòîð-ôóíêöèè
ψky ≡ (y, ẏ, . . . , y(k−1)

)
è ìîìåíòà âðåìåíè t > 0 ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ν−(y,m, t) � ÷èñëî òî÷åê ñòðîãîé ñìåíû çíàêà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
〈ψky,m〉 íà (0, t];
ν∼(y,m, t) � ÷èñëî òî÷åê íåñòðîãîé ñìåíû çíàêà ôóíêöèè 〈ψky,m〉 íà

(0, t];
ν0(y,m, t) � ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè 〈ψky,m〉 íà (0, t];
ν+(y,m, t) � ÷èñëî êîðíåé ôóíêöèè 〈ψky,m〉 íà (0, t], ò.å. íóëåé ñ ó÷åòîì

èõ êðàòíîñòè;
ν∗(y,m, t) � ÷èñëî ãèïåðêîðíåé ôóíêöèè 〈ψky,m〉 íà (0, t], ò.å. ïðè åãî

ïîäñ÷åòå êàæäûé íåêðàòíûé êîðåíü áåðåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç, à êðàòíûé -
ñðàçó áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç.
Îïðåäåëåíèå 1.9 [168]. Âåðõíèé (íèæíèé) ñèëüíûé è ñëàáûé ïî-

êàçàòåëü êîëåáëåìîñòè çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ôóíêöèè
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y ∈ C∞(R+) çàäàäèì ôîðìóëàìè

σ̂α(y) ≡ inf
m∈R∞∗

lim
t→+∞

π

t
να(y,m, t)

(
σ̌α(y) ≡ inf

m∈R∞∗
lim
t→+∞

π

t
να(y,m, t)

)
,

ζ̂α(y) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈R∞∗

π

t
να(y,m, t)

(
ζ̌α(y) ≡ lim

t→+∞
inf

m∈R∞∗

π

t
να(y,m, t)

)

ïðè α = −,∼, 0,+, ∗ ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ñèëüíîãî èëè
ñëàáîãî âåðõíåãî ïîêàçàòåëÿ êîëåáëåìîñòè ðåøåíèÿ y ñ îäíîèìåííûì íèæ-
íèì áóäåì íàçûâàòü åãî òî÷íûì è îáîçíà÷àòü σα(y) èëè ζα(y).
Îïðåäåëåíèå 1.10 [168]. Äëÿ êàæäîãî κ = ζ̌α, ζ̂α, σ̌α, σ̂α íàçîâåì j -ûì

âåðõíèì κj(a) è íèæíèì κj(a) ðåãóëÿðèçîâàííûìè ïî Ìèëëèîíùèêîâó èëè
ãëàâíûìè çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîêàçàòåëÿ êîëåáëåìîñòè íåîäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ (a, f) ∈ Cn × Q âåëè÷èíû, çàäàâàåìûå ïðè êàæäîì
j = 0, 1, . . . , n ðàâåíñòâàìè

κj(a, f) ≡ inf
L∈Aj(a)

sup
y∈L

ω(y), κj(a, f) ≡ sup
L∈An−j(a)

inf
y∈L

ω(y),

ãäåAj(a) � ìíîæåñòâî j - ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
S(a, f) âñåõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.11. Ñïåêòðîì Specκ(a, f) ïîêàçàòåëÿ κ íåîäíîðîäíî-

ãî óðàâíåíèÿ (a, f) ∈ Cn ×Q íàçîâåì ìíîæåñòâî Specκ(a, f) = κ(S(a, f)).

1.6 Ïîêàçàòåëè îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè íàì ïîíàäî-
áèòñÿ ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë.
Îïðåäåëåíèå 1.12 [178]. Äëÿ ôóíêöèè x ∈ C1(R+,R2) è êîíå÷íîãî

ìîìåíòà âðåìåíè t > 0 îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë âðàùàåìîñòè Θ(x, t), êàê
òàêóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü îðèåíòèðîâàííîãî óãëà ìåæäó âåêòîðàìè x(t) è
x(0), ÷òî Θ(x, 0) = 0; ïðè ýòîì åñëè íàéäåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ [0, t], äëÿ
êîòîðîãî x(τ) = 0, òî ïî îïðåäåëåíèþ (â óùåðá íåïðåðûâíîñòè) ñ÷èòàåì
Θ(x, t) = +∞.
Îïðåäåëåíèå 1.13 [178]. Íèæíèå (âåðõíèå) ñèëüíûé è ñëàáûé ïîêà-

çàòåëè îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè âåêòîð-ôóíêöèè x ∈ SnM çàäàäèì
ñîîòâåòñòâåííî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

θ̌•(x) ≡ inf
L∈End2Rn

lim
t→+∞

1

t
|Θ(Lx, t)|

(
θ̂•(x) ≡ inf

L∈End2Rn
lim
t→+∞

1

t
|Θ(Lx, t)|

)
,

θ̌◦(x) ≡ lim
t→+∞

inf
L∈End2Rn

1

t
|Θ(Lx, t)|

(
θ̂◦(x) ≡ lim

t→+∞
inf

L∈End2Rn
1

t
|Θ(Lx, t)|

)
,
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ãäå End2Rn ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà EndRn, ñîñòîÿùåå èç ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ ðàíãà 2.

Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ âåðõíåãî è íèæíåãî çíà÷åíèé êàêîãî-ëèáî èç ïåðå-
÷èñëåííûõ ïîêàçàòåëåé κ̂(x) = κ̌(x) áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîêàçàòåëü κ(x)
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, à â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ñëàáîãî è ñèëüíîãî ïî-
êàçàòåëåé κ◦(x) = κ•(x) áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîêàçàòåëü κ(x) ÿâëÿåòñÿ
àáñîëþòíûì.
Çàìå÷àíèå 1.9. Ïîêàçàòåëè âðàùàåìîñòè ïðè n = 1 òåðÿþò ñìûñë.

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n > 2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G2 ìíîæåñòâî âñåõ äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ G ïðî-

ñòðàíñòâà Rn, íàäåëåííîå êîíå÷íîé ëåáåãîâîé ìåðîé è ñòàíäàðòíîé òîïî-
ëîãèåé, à ÷åðåç PG áóäåì îáîçíà÷àòü îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî G ⊂ Rn. Âû÷èñëåíèå ïîêàçàòåëåé âðàùàåìîñòè óïðîùàåò ñëåäó-
þùåå
Óòâåðæäåíèå 1.2 (Ñåðãååâ È.Í. [178]). Åñëè â ðàâåíñòâàõ îïðåäåëåíèÿ

1.13 âìåñòî âçÿòèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ïî L ∈ End2Rn ïîëîæèòü L = PG
è áðàòü òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ïî âñåì G ∈ G2, òî îïðåäåëÿåìûå ýòèìè
ðàâåíñòâàìè âåëè÷èíû íå èçìåíÿòñÿ.

Íàáîð ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè ãèïåðêîðíåé è
ïîêàçàòåëÿìè âðàùàåìîñòè ïðåäëàãàåò
Óòâåðæäåíèå 1.3 (Ñåðãååâ È.Í. [182]). Äëÿ ëþáîãî x ∈ SnM ñïðàâåä-

ëèâû íåðàâåíñòâà

θ̂•(x) 6 ν̂∗•(x), θ̌•(x) 6 ν̌∗•(x), θ̂◦(x) 6 ν̂∗◦(x), θ̌◦(x) 6 ν̌∗◦(x).

Òåïåðü ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â êàíäè-
äàòñêîé äèññåðòàöèé Áóðëàêîâà Ä.Ñ., ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü ïîêàçàòåëè
îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè.
Óòâåðæäåíèå 1.4 (Áóðëàêîâ Ä.Ñ. [38]). Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ

x(τ) =

(
g1(τ)
g2(τ)

)
∈ C1(R+,R2)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì |x(t)| 6= 0, g1(0) = 0 è âñå íóëè g1 ïðîñòûå. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç tk íóëè g1, íà÷èíàÿ ñ t0 = 0. Òîãäà âåðíî òîæäåñòâî

|Θ(x, tk)| =
∣∣∣∣∣
π

2

k∑

i=1

(−1)i (sgng2(ti)− sgng2(ti−1))

∣∣∣∣∣ , k > 0.
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Óòâåðæäåíèå 1.5 (Áóðëàêîâ Ä.Ñ. [38]). Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî
óòâåðæäåíèÿ, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ∈ R+ âåðíî íåðàâåí-
ñòâî ∣∣∣∣∣|Θ(x, t)| −

∣∣∣∣∣π
k∑

i=1

(−1)isgng2(ti)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ 6 2π,

ãäå k � ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ òàêîé, ÷òî tk 6 t.
Óòâåðæäåíèå 1.6 (Áóðëàêîâ Ä.Ñ. [38]). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-

ôóíêöèè x ∈ C1(R+,Rn∗), ÷èñëà γ > 0 è ôóíêöèè y, çàäàííîé ðàâåíñòâîì
y(t) = x(γt), âåðíî

κ(y) = γκ(x),

ãäå κ - îäèí èç ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè θ̌•, θ̂•, θ̌◦, θ̂◦.
Ëåììà 1.3. Äëÿ ïîäîáíûõ âåêòîðîâ x, y ∈ SnM ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

κ(x) = κ(y), (1.11)

ãäå κ - îäèí èç ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè θ̌•, θ̂•, θ̌◦, θ̂◦.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèè x, y ∈ SnM ïîäîáíû. Òîãäà äëÿ

íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû C ∈ Cn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî y = Cx.
Äàëåå, äëÿ íèæíåãî ñëàáîãî ïîêàçàòåëÿ îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè
èìååì

θ̌◦(y) = lim
t→+∞

inf
L∈End2Rn

1

t
|Θ(Ly, t)| = lim

t→+∞
inf

L∈End2Rn
1

t
|Θ(LCx, t)| = θ̌◦(x).

Äëÿ îñòàëüíûõ ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè ðàâåíñòâî
(1.11) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 1.3 äîêàçàíà.

1.7 Ãëàâíûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñèñòåìû

Îïðåäåëèì ãëàâíûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è îðèåíòèðîâàí-
íîé âðàùàåìîñòè ëèíåéíîé îäíîðîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû.
Îïðåäåëåíèå 1.14 [165]. Äëÿ êàæäîãî

κ = ν̂α• , ν̌
α
• , ν̂

α
◦ , ν̌

α
◦ , θ̌•, θ̂•, θ̌◦, θ̂◦, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} (1.12)

íàçîâåì i-ûì âåðõíèì κi(A) è íèæíèì κi(A) ãëàâíûìè (èëè ðåãóëÿðè-
çîâàííûìè ïî Ìèëëèîíùèêîâó) çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîêàçàòåëÿ
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êîëåáëåìîñòè èëè îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè ñèñòåìû A ∈ M̃n âåëè-
÷èíû, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè

κi(A) ≡ inf
V ∈Gi(A)

sup
x∈V∗

κ(x), κi(A) ≡ sup
V ∈Gn−i+1(A)

inf
x∈V∗

κ(x),

ãäå i = 1, 2, . . . , n, à ÷åðåç Gi(A) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî i-ìåðíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà S(A).
Çàìå÷àíèå 1.10. Ãëàâíûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëåííûõ õàðàêòåðèñòèê êî-

ëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè ñèñòåìû îòâå÷àþò çà íàëè÷èå ó íåå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèé çàäàííîé ðàçìåðíîñòè, âñå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ êîòîðîé
èìåþò õàðàêòåðèñòèêè, íå á�îëüøèå èëè íå ìåíüøèå çàäàííîãî ÷èñëà. Íà-
ïðèìåð, åñëè äëÿ ñèñòåìû A ∈ M̃n è íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà κ èç ñïèñêà
(1.12) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî κi(A) = γ, òî íàéäåòñÿ òàêîå i-ìåðíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî V ∈ Gi(A), ÷òî ïðè ëþáûõ ε > 0 è x ∈ V∗ âûïîëíåíà îöåíêà
ñâåðõó κ(x) 6 γ + ε, à äëÿ ëþáîãî i-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
V ∈ Gi(A) ïðè ëþáûõ ε > 0 è x ∈ V∗ âûïîëíåíà îöåíêà ñíèçó κ(x) > γ−ε.

Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà [165, òåîðåìà VI] î ãëàâíûõ çíà÷åíèÿõ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò çíàêîâ è íóëåé ïåðåíîñèòñÿ íà ðàññìàòðèâàåìûå
ôóíêöèîíàëû (1.12), ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ M̃n ñïðàâåä-
ëèâû ñîîòíîøåíèÿ

0 6 κ1(A) 6 . . . 6 κn(A), 0 6 κ1(A) 6 . . . 6 κn(A), (1.13)

κi(A) 6 κi(A), i = 1, . . . , n, (1.14)
κ1(A) = κ1(A) = inf

x∈S∗(A)
κ(x), κn(A) = κn(A) = sup

x∈S∗(A)
κ(x).

Ïîñëåäíèå âåëè÷èíû îáîçíà÷èì ÷åðåç κ1(A), κn(A) ñîîòâåòñòâåííî è íà-
çîâåì ìëàäøèì è ñòàðøèì ïîêàçàòåëåì (êîëåáëåìîñòè èëè âðàùàåìîñòè)
ñèñòåìû A.

Ðåãóëÿðèçîâàííûå ïî Ìèëëèîíùèêîâó çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìî-
ñòè ñèñòåìû A ∈ M̃n áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèîíàëû íà ëèíåéíîì
òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M̃n ñ åñòåñòâåííûìè äëÿ ôóíêöèè ëèíåé-
íûìè îïåðàöèÿìè è ðàâíîìåðíîé íà R+ òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé ìåòðèêîé
(1.2).

Íîâûå ñâîéñòâà ãëàâíûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà ìíîæå-
ñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðå-
òüåãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [280, 281, 297].
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1.8 Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé óðàâíåíèé è ñèñòåì

Ñ êàæäîé èç àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê κ, îïèñàííûõ â îïðåäå-
ëåíèÿõ 1.3, 1.4 è 1.13, è ñ êàæäîé ñèñòåìîé A ∈ M̃n (à â ñëó÷àå
κ = ω̂−, ω̌−, ω̂0, ω̌0, ω̂+, ω̌+ òîëüêî ñ ñèñòåìîé A ∈ Ẽn) ìîæíî ñâÿçàòü ôóíê-
öèîíàë

κ : S∗(A)→ R+ ≡ R+ ∪ {+∞}. (1.15)

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ (1.15) ñèñòåìû A ∈ M̃n

íàçîâåì ìíîæåñòâî κ(S∗(A)), à çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ κ, ïðèíàäëåæàùåå
ñïåêòðó ñèñòåìû A, íàçîâåì:

à) ìåòðè÷åñêè òèïè÷íûì, åñëè îíî ïðèíèìàåòñÿ íà ðåøåíèÿõ
x ∈ S∗(A), ìíîæåñòâî íàáîðîâ x(0) ∈ Rn íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ
èìååò ïîëíóþ ìåðó â Rn;

á) ìåòðè÷åñêè ñóùåñòâåííûì [172], åñëè îíî ïðèíèìàåòñÿ íà ðåøåíèÿõ
x ∈ S∗(A), ìíîæåñòâî íàáîðîâ x(0) ∈ Rn íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû â Rn;

â) òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûì, åñëè îíî ïðèíèìàåòñÿ íà ðåøåíèÿõ
x ∈ S∗(A), ìíîæåñòâî íàáîðîâ x(0) ∈ Rn íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ ñëó-
æèò äîïîëíåíèåì ê ìíîæåñòâó ïåðâîé êàòåãîðèè Áýðà [111], èëè ñîäåðæèò
âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî òèïà Gδ (ò. å. ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñ÷åòíîãî
ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ è âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ);

ã)òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûì [173], åñëè îíî ïðèíèìàåòñÿ íà ðåøåíè-
ÿõ x ∈ S∗(A), ìíîæåñòâî íàáîðîâ x(0) ∈ Rn íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ,
ïåðåñå÷åííîå ñ íåêîòîðûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì U ⊂ Rn, ñëóæèò äî-
ïîëíåíèåì â U ê ìíîæåñòâó ïåðâîé êàòåãîðèè Áýðà.
Ëåììà 1.4. Ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ κ (1.15) ëþáîé ñèñòåìû A ∈ M̃n

ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêè ñóùåñòâåííûõ
çíà÷åíèé è íå áîëåå îäíîãî ìåòðè÷åñêè òèïè÷íîãî çíà÷åíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî (ñì. [188]). Ïóñòü ôèêñèðîâàíà ñèñòåìà A ∈ M̃n è

ïîêàçàòåëü κ (1.15).
1. Êàæäîìó ìåòðè÷åñêè ñóùåñòâåííîìó çíà÷åíèþ γ ∈ R+ âåëè÷èíû κ

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî ìíîæåñòâî Vγ ⊂ Rn ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, êî-
òîðîå, ïî îïðåäåëåíèþ, ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x(0)
âñåõ ðåøåíèé x ∈ S(A), èìåþùèõ ïîêàçàòåëü κ(x) = γ.

2. Çàìåòèì, ÷òî íèêàêèå äâà ìíîæåñòâà Vγ1
è Vγ2

, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì
ðàçíûì ñóùåñòâåííûì çíà÷åíèÿì γ1 6= γ2, íå ïåðåñåêàþòñÿ: èíà÷å îäíî
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ðåøåíèå
x ∈ Vγ1

∩ Vγ2

èìåëî áû äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû

γ1 = κ(x) = γ2,

÷òî íåâîçìîæíî.
3. Êàæäîìó ìíîæåñòâó Vγ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òàêîå áîëüøîå çíà-

÷åíèå n ∈ N, ÷òîáû åãî ïåðåñå÷åíèå

Vγ,n = Vγ ∩B(n, 0)

ñ øàðîì B(n, 0) (ðàäèóñà n, ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò) èìåëî ìåðó,
á�îëüøóþ 1/n. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêîãî çíà÷åíèÿ n äîñòàòî÷íî ñíà÷àëà íàé-
òè êàêîé-íèáóäü øàð, ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ ìíîæåñòâîì Vγ ïî ìíîæåñòâó íåêî-
òîðîé ïîëîæèòåëüíîé ìåðû µ (åñëè òàêîãî øàðà íåò, òî ìåðà ìíîæåñòâà Vγ
ïðîñòî ðàâíà íóëþ), à çàòåì óâåëè÷èòü åãî ðàäèóñ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü
îöåíêà µ > 1/n. Ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà Vγ,n, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì
çíà÷åíèÿì γ, ïî-ïðåæíåìó ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

4. Ïðîîáðàç êàæäîãî çíà÷åíèÿ n ∈ N ïðè ïîëó÷åííîì ñêâîçíîì îòîáðà-
æåíèè

γ 7→ Vγ 7→ Vγ,n 7→ n

ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé γ (ïîñêîëüêó â øàðå ðàäèóñà n
íåëüçÿ ðàçìåñòèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Vγ,n ìå-
ðîé áîëüøåé 1/n êàæäîå). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ ñóùåñòâåííûõ çíà÷å-
íèé γ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, à
çíà÷èò, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

5. Íàêîíåö, íåâîçìîæíîñòü ñðàçó äâóõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ áûòü ìåòðè-
÷åñêè òèïè÷íûìè îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Rn íåëüçÿ âûáðàòü
äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà ïîëíîé ìåðû.

Ëåììà 1.4 äîêàçàíà.
Ëåììà 1.5. Ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ κ (1.15) ëþáîé ñèñòåìû A ∈ M̃n ñî-

äåðæèò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûõ
çíà÷åíèé è íå áîëåå îäíîãî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî çíà÷åíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî (ñì. [188]). Ïóñòü ôèêñèðîâàíà ñèñòåìà A ∈ M̃n è

ïîêàçàòåëü κ (1.15).
1. Êàæäîìó òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííîìó çíà÷åíèþ γ ∈ R+ âåëè÷è-

íû κ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî Uγ ⊂ Rn, êîòîðîå,
ïî îïðåäåëåíèþ, ñîäåðæèò äîïîëíåíèå Vγ ê ìíîæåñòâó ïåðâîé êàòåãîðèè
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(ñ÷åòíîìó îáúåäèíåíèþ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ) â Uγ, ñîñòîÿùåå èç
íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x(0) ðåøåíèé x ∈ S(A), èìåþùèõ ÷àñòîòó κ(x) = γ.

2. Çàìåòèì, ÷òî íèêàêèå äâà ìíîæåñòâà Uγ1
è Uγ2

, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì
ðàçíûì ñóùåñòâåííûì çíà÷åíèÿì γ1 6= γ2, íå ïåðåñåêàþòñÿ: èíà÷å â èõ îò-
êðûòîì ïåðåñå÷åíèè Uγ1

∩ Uγ2
íàøåëñÿ áû çàìêíóòûé øàð U (äîñòàòî÷íî

ìàëîãî ðàäèóñà), îáðàçóþùèé ñàìîñòîÿòåëüíîå ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî è ñîäåðæàùèé ñðàçó äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ äîïîëíåíèÿ

(Vγ1
∩ U) ∩ (Vγ2

∩ U) = ∅

ê ìíîæåñòâàì ïåðâîé êàòåãîðèè (â U), à òîãäà äâà äîïîëíåíèÿ ê ýòèì äî-
ïîëíåíèÿì, îáðàçóþùèå ìíîæåñòâà ïåðâîé êàòåãîðèè, áóäó÷è îáúåäèíåí-
íûìè, çàïîëíèëè áû âåñü øàð

(
U \ (Vγ1

∩ U)
) ∪ (U \ (Vγ2

∩ U)
)

= U,

÷òî íåâîçìîæíî ïî òåîðåìå Áýðà [111].
3. Ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Uγ â ïðî-

ñòðàíñòâå Rn íå ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì (âåäü â êàæäîì ìíî-
æåñòâå Uγ ìîæíî óêàçàòü ñâîþ òî÷êó ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, à
òàêèõ òî÷åê � ëèøü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî). Ïîýòîìó è ìíîæåñòâî ïîðîæäà-
þùèõ èõ ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé γ òàêæå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

4. Íàêîíåö, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè ñðàçó äâóõ çíà÷åíèé ïî-
êàçàòåëÿ áûòü òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûìè äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè òî æå ðàñ-
ñóæäåíèå, ÷òî è â ïóíêòå 2 âûøå, âçÿâ â êà÷åñòâå øàðà U âñå ïðîñòðàíñòâî
Rn.

Ëåììà 1.5 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2

Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è
÷àñòîò Ñåðãååâà ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â äàííîé ãëàâå äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î âîçìîæíûõ ñïåêòðàõ ïîêàçàòå-
ëåé êîëåáëåìîñòè è ÷àñòîò Ñåðãååâà ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èçó÷åíî ñâîéñòâî
îñòàòî÷íîñòè (èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ íà ëþáîì
êîíå÷íîì îòðåçêå) ó ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâå SnE
ïðè ëþáîì n > 2, à òàêæå âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ
ìåæäó ñëàáûìè è ñèëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè â íåêîòîðîé òî÷êå óêàçàííîãî
ìíîæåñòâà.

Â ðàçäåëå 2.2 äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà óñòàíîâëåíû ýôôåêòèâíûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âû-
÷èñëÿòü õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè, ïîëüçóñü òîëüêî êîýôôèöèåíòàìè
óðàâíåíèÿ [317, 324]. Äàíû âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû, íåîá-
õîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà.
Óñòàíîâëåíî ðàâåíñòâî ìåæäó íèæíèìè è âåðõíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êî-
ëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Õèëëà, à òàê-
æå âçàèìîñâÿçü íåöåëîé ÷àñòîòû óðàâíåíèÿ Õèëëà ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè
÷àñòîòû óðàâíåíèÿ Õèëëà îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèé
óðàâíåíèÿ [258].

Â ðàçäåëå 2.3 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåí-
òàìè, ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåð-
êîðíåé êîòîðûõ ñîäåðæàò íàáîðû, ñîñòîÿùèå èç ëþáîãî êîíå÷íîãî íàïå-
ðåä çàäàííîãî ÷èñëà ìåòðè÷åñêè è òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé
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[260, 274]. Îòêàçàâøèñü îò ïåðèîäè÷íîñòè êîýôôèöèåíòîâ, äîêàçàíî ñó-
ùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðå-
òüåãî ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñïåêòðû
ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé êîòîðûõ
ñîäåðæàò ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêè è òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûõ
çíà÷åíèé [269, 275, 292].

Êðîìå òîãî, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ êîíòèíóàëüíûìè ñïåêòðàìè ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè.
Ïðè ýòîì ñïåêòðû âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè çàïîëíÿþò îäèí è òîò
æå îòðåçîê ÷èñëîâîé îñè ñ çàäàííûìè ïîëîæèòåëüíûìè íåñîèçìåðèìû-
ìè êîíöàìè [267, 270]. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ ïîñòðîåííîãî
óðàâíåíèÿ âñå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé.

Â ðàçäåëå 2.4 äëÿ ëþáîãî n > 2 ìåòîäîì âàðüèðîâàíèÿ ñèñòåìû ïî-
ñòðîåí ïðèìåð ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî
ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûìè íåîãðàíè÷åííûìè íà âðåìåííîé ïîëóîñè êîýô-
ôèöèåíòàìè, ñïåêòðû âåðõíèõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè çíàêîâ,
íóëåé è êîðíåé êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ íàïåðåä çàäàííûì ñóñëèíñêèì ìíî-
æåñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñîäåð-
æàùèì íóëü [304, 323, 326].

Â ðàçäåëå 2.5 óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèëüíûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå êàê ôóíêöèîíàëû íà ìíîæåñòâå SnE ïðè ëþáîì n > 2, íå
ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûìè [268, 254]. Êðîìå òîãî, ïðè ëþáîì n > 2 ïðèâîäèò-
ñÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà SnE , ó êîòîðîé ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ÿâëÿþòñÿ
òî÷íûìè, íî íå àáñîëþòíûìè [285, 305]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôàêòîâ
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä âàðüèðîâàíèÿ ñèñòåìû íà êîíå÷íîì ó÷àñòêå ïîëóîñè.

Â ðàçäåëå 2.6 ïîëíîñòüþ èçó÷åíû ìíîæåñòâà çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê
êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè [278, 295, 312]. Îêàçàëîñü, ÷òî ñèëüíûå è ñëàáûå ïîêàçà-
òåëè êîëåáëåìîñòè ñòðîãèõ ñìåí çíàêîâ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
ïðèíèìàþò ëèøü íóëåâûå çíà÷åíèÿ, à äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ âñå åãî ñèëüíûå
è ñëàáûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íåñòðîãèõ ñìåí çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è
ãèïåðêîðíåé ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåêòðû ñèëüíûõ è
ñëàáûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íåñòðîãèõ ñìåí çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è
ãèïåðêîðíåé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿò èç íàáîðà èõ ãëàâíûõ çíà-
÷åíèé.
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2.1 Îáçîð ëèòåðàòóðû è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Õèëëà

ẍ+ p(t)x = 0, t ∈ R+, (2.1)

â êîòîðîì p : R+ → R+ åñòü íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðè-
îäîì T . Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T = π.

Çàïèøåì óðàâíåíèå Õèëëà â âèäå ñèñòåìû

ẋ = y, ẏ = −p(t)x. (2.2)
Ïóñòü f(t) è g(t) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì
f(0) = 1, ḟ(0) = 0, g(0) = 1, ġ(0) = 0.

Òîãäà
U(t) =

(
f(t) g(t)

ḟ(t) ġ(t)

)
, U(π) =

(
f(π) g(π)

ḟ(π) ġ(π)

)

� ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà è ìàòðèöà ìîíîäðîìèè ñèñòåìû (2.2) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî ìóëüòèïëèêàòîðû óðàâíåíèÿ (2.1) - ýòî ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû U(π).

Â ðàáîòàõ [165, 174, 180] óñòàíîâëåíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé óðàâíå-
íèé âòîðîãî ïîðÿäêà âñå âåðõíèå (êàê è íèæíèå) õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëå-
ìîñòè è âðàùàåìîñòè ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è èõ ñïåêòðû ñîñòîÿò èç îä-
íîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ðåøåíèå íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ a ∈ E2,
âñå âåðõíèå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè êîòîðîãî íå ñîâ-
ïàäàþò ñ íèæíèìè [182]. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íå èìååò ìåñòî
íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Õèëëà (ñì. [301, 320]).
Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) âñå ÷à-

ñòîòû Ñåðãååâà, ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè è îðèåíòèðîâàííîé âðàùàå-
ìîñòè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.

×àñòîòó η(p) óðàâíåíèÿ Õèëëà (0, p) ∈ E2 ∩ P2(π) îïðåäåëèì êàê ÷à-
ñòîòó íóëåé Ñåðãååâà êàêîãî-ëèáî îäíîãî íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Åñëè
η(p) ∈ Z, òî î åãî ìóëüòèïëèêàòîðàõ ïî÷òè íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ, êðî-
ìå òîãî, ÷òî îíè âåùåñòâåííûå, à èõ çíàê ñîâïàäàåò ñî çíàêîì (−1)η(p).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ÷àñòîòå Ñåðãååâà îäíîçíà÷íî ìîæíî âîññòàíîâèòü
ìóëüòèïëèêàòîðû óðàâíåíèÿ Õèëëà, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2.2. Åñëè ÷àñòîòà óðàâíåíèÿ Õèëëà (0, p) ∈ E2∩P2(π) óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ η(p) /∈ Z, òî åãî ìóëüòèïëèêàòîðû ðàâíû µ± = e±iη(p)π.
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Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà íàì ïîíàäîáèòñÿ
Îïðåäåëåíèå 2.1 [148]. Áóäåì íàçûâàòü ÷àñòîòó óðàâíåíèÿ Õèëëà

(0, p) ∈ E2 ∩ P2(π) èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîç-
ìóùåíèé óðàâíåíèÿ, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è ëþáîãî óðàâíåíèÿ Õèëëà
(0, q) ∈ E2 ∩ P2(π), óäîâëåòâîðÿþùåãî îöåíêå sup

t∈R+

|q(t) − p(t)| 6 ε, èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî η(p) = η(q).
Â ðàáîòàõ [165, 174] óñòàíîâëåíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå E2 êàæäàÿ èç õàðàê-

òåðèñòèê êîëåáëåìîñòè Ñåðãååâà ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåïðåðûâíîé â ñìûñëå
ðàâíîìåðíîé íîðìû íà ïîëóïðÿìîé R+, íî è èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî
áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî E2, íà êîòîðîì õàðàêòåðèñòèêè êî-
ëåáëåìîñòè íå áóäóò ìåíÿòüñÿ, íåñìîòðÿ íà ïðîèçâîëüíûå, íî äîñòàòî÷íî
ìàëûå âîçìóùåíèÿ?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäó-
þùàÿ
Òåîðåìà 2.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷àñòîòà óðàâíåíèÿ Õèëëà

(0, p) ∈ E2 ∩ P2(π) áûëà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî
ìàëûõ âîçìóùåíèé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ðàöèî-
íàëüíà η(p) = s

k (k, s ∈ N) è äëÿ íåêîòîðûõ åãî ðåøåíèé y, z âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî

Θ
(
ψ2y, πk

)
< πs < Θ

(
ψ2z, πk

)
, (2.3)

ãäå Θ
(
ψ2x, πk

)
� îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó âåêòîðàìè (x(0), ẋ(0)) è

(x(πk), ẋ(πk)), ò.å.

Θ
(
ψ2x, πk

)
=

πk∫

0

xẍ(t)− ẋ2(t)

x2(t) + ẋ2(t)
dt.

Â äîêëàäàõ [172, 173] È.Í. Ñåðãååâà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåêòðû ïî-
êàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé ëþáîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñîäåðæàò îäíî
òèïè÷íîå çíà÷åíèå, à ñïåêòðû ÷àñòîò Ñåðãååâà íóëåé ëèíåéíîãî àâòîíîì-
íîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæåò ñîäåðæàòü ìàêñèìóì äâà ñóùå-
ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, çàòî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà � ëþáîå
íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
íóëåé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [252, 288, 289, 307].
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Â ðàáîòå [274] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåí-
òàìè, ñïåêòðû ÷àñòîò Ñåðãååâà íóëåé è ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé
êîòîðîãî ñîäåðæàò ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå êîíå÷íîå ÷èñëî ìåòðè÷åñêè è
òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ýòè ñâîéñòâà
ïåðåíåñåíû è íà îñòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè.
Òåîðåìà 2.4. Äëÿ ëþáîãî N ∈ N íàéäåòñÿ óðàâíåíèå a ∈ E3 ñ ïåðèî-

äè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùåå íàáîð ðåøåíèé y1, y2, . . . , yN , óäîâ-
ëåòâîðÿþùèé ïðè êàæäîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} óñëîâèÿì

να(yi) = ω−(yj) = ω0(yj) = ω+(yj), i = 1, 2, . . . , N,

ω−(yi) 6= ω−(yj), i 6= j,

ïðè÷åì âñå ýòè çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè ÿâëÿþòñÿ ìåò-
ðè÷åñêè è òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûìè.

Â ðàáîòàõ [190, 269] äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñî ñ÷åòíûìè ìíîæåñòâàìè ñóùåñòâåííûõ (è ìåò-
ðè÷åñêè, è òîïîëîãè÷åñêè) çíà÷åíèé ÷àñòîò Ñåðãååâà íóëåé è ïîêàçàòåëåé
êîëåáëåìîñòè íóëåé ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ðåçóëüòàòû ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
îáîáùàåò ñðàçó íà âñå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè.
Òåîðåìà 2.5. Ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå a ∈ Ẽ3, èìåþùåå ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé y1, y2, . . . , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàæäîì
α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} óñëîâèÿì

να(yi) = ω−(yi) = ω0(yi) = ω+(yi) = 2 · 3−i, i ∈ N,
ïðè÷åì âñå ýòè çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè ÿâëÿþòñÿ ñóùå-
ñòâåííûìè (è ìåòðè÷åñêè, è òîïîëîãè÷åñêè).

Äëÿ àâòîíîìíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñïåêòð õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷à-
ñòîò íå ñîâïàäàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ ìíîæåñòâîì ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé
âñåõ êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Ñ íèì
ñîâïàäàåò ëèøü íàáîð ñïåöèàëüíî âûäåëåííûõ (ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöå-
äóðû ðåãóëÿðèçàöèè ïî Ìèëëèîíùèêîâó) ãëàâíûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò ýòîãî
óðàâíåíèÿ [165].

Â [65] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ íåñîèçìåðèìûõ
÷èñåë ω2 > ω1 ñóùåñòâóåò àâòîíîìíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà,
ñïåêòð âåðõíåé ÷àñòîòû Ñåðãååâà êîðíåé êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì
[ω1, ω2]. Â [191] óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñïåêòðû âåðõíèõ ÷àñòîò Ñåðãååâà
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çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé êîòîðîãî ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûé îòðåçîê. Ýòîò
ðåçóëüòàò â ðàáîòå [270] áûë ïåðåíåñåí è íà ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåá-
ëåìîñòè íóëåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïðàâäà, ñ
íåïðåðûâíûìè íåîãðàíè÷åííûìè íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè êîýôôèöèåí-
òàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ìîæíî îáîáùèòü ñðàçó íà âñå
õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè, ñïåêòðû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç îòðåçêà ñ çà-
äàííûìè ïîëîæèòåëüíûìè íåñîèçìåðèìûìè êîíöàìè.
Òåîðåìà 2.6. Äëÿ ëþáûõ íåñîèçìåðèìûõ ω2 > ω1 > 0 íàéäåòñÿ òà-

êîå óðàâíåíèå a ∈ Ẽ3, ÷òî ïðè êàæäîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ

να(S∗(a)) = ω−(S∗(a)) = ω0(S∗(a)) = ω+(S∗(a)) = [ω1, ω2].

Â ðàáîòàõ [22, 40] äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðû âåðõíèõ ÷àñòîò Ñåðãååâà çíàêîâ,
íóëåé è êîðíåé ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå
äâóõ ÿâëÿþòñÿ ñóñëèíñêèìè ìíîæåñòâàìè íåîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ðàñ-
øèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Òàêæå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñïåêòðû ñîäåð-
æàò òî÷êó íóëü, ïîëó÷åíî îáðàùåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ [23, 56]. Ïîñëåäíåå
ñâîéñòâî óäàëîñü îáîáùèòü è íà âåðõíèå ñèëüíûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè
çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé.
Òåîðåìà 2.7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîäåðæàùåãî íóëü ñóñëèíñêîãî ìíî-

æåñòâà A ⊂ R+ è ëþáîãî n > 2 ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
a ∈ Ẽn, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè ëþáîì α ∈ {−,∼, 0,+} ðàâåíñòâàì

ν̂α• (S∗(a)) = ω̂−(S∗(a)) = ω̂0(S∗(a)) = ω̂+(S∗(a)) = A. (2.4)
Âàæíûì ñâîéñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷àñòîò è ïîêàçàòåëåé êîëåá-

ëåìîñòè, ïðèçâàííûì îáëåã÷èòü èõ èññëåäîâàíèå, ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íîñòü
[162]. Ñëàáûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ãèïåðêîðíåé íà ìíîæåñòâå SnM,
n > 2, êàê îêàçàëîñü [177], âñåãäà ñîâïàäàþò ñ èõ ïîêàçàòåëÿìè áëóæäàå-
ìîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûìè. Äëÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âñå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ðàâíû íóëþ,
òàê êàê ýòè ðåøåíèÿ íå èìåþò íóëåé, à äëÿ âñåõ ðåøåíèé ëþáîãî óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà âñå âåðõíèå (êàê è âñå íèæíèå) ÷àñòîòû Ñåðãååâà
è ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ðàâíû ìåæäó ñîáîé [174]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âñå ÷àñòîòû Ñåðãååâà ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûìè [165]. Ñëåäîâàòåëüíî,
íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ íàáëþäàåòñÿ
îñòàòî÷íîñòü âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè. Âîïðîñû îòñóòñòâèÿ îñòàòî÷-
íîñòè íà ìíîæåñòâå S2

M îáñóæäàëèñü â ðàáîòàõ [255, 283, 298], à íà ìíîæå-
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ñòâå ðåøåíèé SnM ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì � â [257, 286, 299, 300]. Â ñâÿçè ñ
ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: áóäåò ëè îñòàòî÷íûì êàêîé ëèáî èç
ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà SnE , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n > 2?

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàííîé ãëàâû íàì ïîíàäîáèòñÿ
Îïðåäåëåíèå 2.2 [162]. Íàçîâåì ôóíêöèîíàë κ : SnE → R+ îñòàòî÷-

íûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ôóíêöèé x, y ∈ SnE , ñîâïàäàþùèõ íà âñåé ïîëó-
îñè t ∈ R+, êðîìå íåêîòîðîãî îòðåçêà êîíå÷íîé äëèíû, âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî κ(x) = κ(y).

Îêàçàëîñü, ÷òî ñèëüíûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íå îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì îñòàòî÷íîñòè, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2.8. Ïðè ëþáîì n > 2 íè îäèí èç ôóíêöèîíàëîâ

ν̂∼• , ν̌
∼
• , ν̂

0
• , ν̌

0
• , ν̂

+
• , ν̌

+
• , ν̂

∗
• , ν̌

∗
• : SnE → R+ (2.5)

íå ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íûì.
Â ñâÿçè ñ çàêëþ÷åíèåì òåîðåìû 2.8 è íåñòðîãèìè íåðàâåíñòâàìè ìåæ-

äó îäíîèìåííûìè ñëàáûìè è ñèëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè êîëåáåëåìîñòè âîç-
íèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ: ìîãóò ëè íåêîòîðûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè
îäíîâðåìåííî áûòü òî÷íûìè, íî íå àáñîëþòíûìè? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2.9. Ïðè ëþáîì n > 2 ñóùåñòâóåò âåêòîð-ôóíêöèÿ y ∈ SnE ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì
ν∼◦ (y) = ν0

◦(y) = ν+
◦ (y) = ν∗◦(y) < ν∼• (y) = ν0

•(y) = ν+
• (y) = ν∗•(y). (2.6)

Ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé ðåøåíèé ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èç ìíîæåñòâà Cn×Q áûëè îïðåäå-
ëåíû è èçó÷åíû òîëüêî â ðàáîòå [168]. Â ÷àñòíîñòè, áûëè íàéäåíû ãëàâíûå
çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ïîëíîì îïèñàíèè âñåõ ïîêàçàòå-
ëåé êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èç ïðîñòðàíñòâà
Cn ×Q.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äàþò èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.
Òåîðåìà 2.10. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ y ∈ S(a, f) ëþáîãî íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (a, f) ∈ Cn ×Q ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
σ−(y) = ζ−(y) = 0,

σ∼(y) = ζ∼(y) = σ0(y) = ζ0(y) = σ+(y) = ζ+(y) = σ∗(y) = ζ∗(y).
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Èç âòîðîé öåïî÷êè ðàâåíñòâ ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [168] èìååì

• äëÿ ëþáîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (a, f) ∈ Cn ×Q ïðè ëþáîì

κ = ζ∼, ζ0, ζ+, ζ∗, σ∼, σ0, σ+, σ∗

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

κj(a, f) = κj(a, f) = min{| Imλj|, β1}, j = 0, 1, . . . , n,

ãäå | Imλ0| = +∞, à λ1, λ2, . . . , λn - êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (a, 0), óïîðÿäî÷åííûå
ïî íåñòðîãîìó âîçðàñòàíèþ ìîäóëåé èõ ìíèìûõ ÷àñòåé.

Òåîðåìà 2.11. Ñïåêòðû ñèëüíûõ è ñëàáûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
íåñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(a, f) ∈ Cn ×Q ñîñòîÿò èç íàáîðà èõ ãëàâíûõ çíà÷åíèé.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì.

2.2 Ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøå-
íèé îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òðè êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòî-
ðûõ ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ìîæíî âû÷èñëÿòü íå íàõîäÿ ñàìèõ ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ÿ + 2p(t)ẏ + q(t)y = 0 (2.7)

ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè p(t), q(t) íà R+.
Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå p è q,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ "ýëëèïòè÷íîñòè":

q − p2 = c2 > 0,

òàêèå, ÷òî
t∫

0

|p(t)− p|dt = o(t),

t∫

0

|q(t)− q|dt = o(t).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ y óðàâíåíèÿ (2.7) âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî ω(y) = c.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå ðåøåíèå y óðàâíå-
íèÿ (2.7). Èç òåîðåìû 1 [192] ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé ν0(y, t), ctπ
ïðè t→ +∞. Îòêóäà ïîëó÷àåì

ω(y) = lim
t→+∞

π

t
ν0(y, t) = lim

t→+∞
π

t
· ct
π

= c.

Óòâåðæäåíèå 2.1 äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïóñòü çàäàíî óðàâíåíèå

ÿ + q2(t)y = 0, (2.8)

ãäå íåïðåðûâíûå ïðè t > 0 ôóíêöèé q(t) > 0, q̇(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

lim
t→+∞

q̇(t)

2q2(t)
= γ, 0 6 |γ| < 1. (2.9)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ y óðàâíåíèÿ (2.8) âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî

ω(y) = lim
t→+∞

√
1− γ2

t

∫ t

0
q(τ)dτ. (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8).
Çàìåòèì, ÷òî ïîìèìî íåêîòîðîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè q(t) óñëîâèå (2.9) îçíà-
÷àåò, ÷òî q(t) íå ìîæåò óáûâàòü áûñòðåå, ÷åì 1

t , íî ìîæåò êàê óãîäíî áûñòðî
âîçðàñòàòü. Ïîýòîìó íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫ +∞
0 q(τ)dτ ðàñõîäèòñÿ. Çà-

ìåíà íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

ξ =

∫ t

0
q(τ)dτ (2.11)

ïðåîáðàçóåò (2.8) â óðàâíåíèå òèïà (2.7):
d2y

dξ2 + 2

(
q̇(t)

2q2(t)

)
dy

dξ
+ y = 0. (2.12)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëóîñü [0,+∞) ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
(2.11). Ñëåäîâàòåëüíî, ê óðàâíåíèþ (2.12) ïðèìåíèìî óòâåðæäåíèå 1, ïî-
ýòîìó (ñì. òåîðåìà 3 [192]) ôóíêöèè ν0(y, t) è

√
1−γ2

π

∫ t
0 q(τ)dτ ýêâèâàëåíòíû

ïðè t→ +∞, à çíà÷èò, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.10).
Óòâåðæäåíèå 2.2 äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 2.3. Ïóñòü çàäàíî óðàâíåíèå

ÿ + q(t)y = 0, (2.13)
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ãäå, íåïðåðûâíàÿ íà R+, ôóíêöèÿ q(t) óäîâëåòâîðÿåò ïðè s→ +∞ óñëîâèþ

sup
s6t<+∞

| ln q(t)/q(s)|
1 +

∫ t
s

√
q(τ)dτ

→ 0. (2.14)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ y óðàâíåíèÿ (2.13) âûïîëíåíî ðà-
âåíñòâî

ω(y) = lim
t→+∞

1

t

∫ t

0

√
q(τ)dτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå ðåøåíèå y óðàâ-
íåíèÿ (2.13). Èç ðàáîòû [203] ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé ν0(y, t),
1
π

∫ t
0

√
q(τ)dτ ïðè t→ +∞. Îòêóäà ïîëó÷àåì

ω(y) = lim
t→+∞

π

t
ν0(y, t) = lim

t→+∞
π

t
· 1

π

∫ t

0

√
q(τ)dτ = lim

t→+∞
1

t

∫ t

0

√
q(τ)dτ.

Óòâåðæäåíèå 2.3 äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (2.14), íåîáõîäè-

ìî è äîñòàòî÷íî ñëåäóþùåå:
∫ +∞

0

√
p(t)dt = +∞,

p
(
t+ c/

√
p(t)

)

p(t)
→ 1

ïðè t → +∞ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì ôèêñèðîâàííîì îãðàíè÷åííîì c-
èíòåðâàëå ïðÿìîé −∞ < c < +∞.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ÷àñòîò Ñåðãååâà óðàâíåíèÿ Õèëëà. Äëÿ ýòî-
ãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû.

Â ñèñòåìå (2.2) ïåðåéäåì îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y) ê ïîëÿðíûì
êîîðäèíàòàì (r, ϕ) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ x = r sinϕ, y = r cosϕ. Ïðè ýòîì
äëÿ ïîëÿðíîãî óãëà ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ϕ̇ = cos2 ϕ+ p(t) sin2 ϕ ≡ f(t, ϕ). (2.15)
Åñëè â êâàäðàòå 0 6 t < π, 0 6 ϕ < π çàäàíî ïîëå íàïðàâëåíèé, îïðåäå-

ëÿåìîå óðàâíåíèåì (2.15), òî âî âñåé ïëîñêîñòè îíî èçâåñòíî èç-çà ïåðèî-
äè÷íîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî îáåèì ïåðåìåííûì

f(t+ π, ϕ) = f(t, ϕ), f(t, ϕ+ π) = f(t, ϕ).

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïåðåìåííûå t è ϕ èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óãëû è òîãäà
ñëåäóåò îòîæäåñòâèòü ìåæäó ñîáîé òî÷êè âèäà (t + kπ, ϕ + πn) ñ öåëû-
ìè k è n. Ãåîìåòðè÷åñêè òàêîå îòîæäåñòâëåíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü ïó-
òåì ñêëåèâàíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí îñíîâíîãî êâàäðàòà 0 6 t 6 π,
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0 6 ϕ 6 π. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ñêëåèâàíèÿ ìû ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü òîðà
T 2 êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ îêðóæíîñòåé S1 è S2 äëèí π; ñ ïîìîùüþ ïåðâîé
îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàëëåëè, à ñ ïîìîùüþ âòîðîé - ìåðèäèàíû. Ñîãëàñíî òåî-
ðèè Ïóàíêàðå-Äàíæóà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà òîðå, ïîâåäåíèå
ðåøåíèé ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì âðàùåíèÿ ρ è íåêîòîðûì ñî-
õðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì H îêðóæíîñòè íà
ñåáÿ (ñì., íàïðèìåð [148]).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà
|f(t, ϕ)| 6 max{1, |p(t)|} (2.16)

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
|f(t, ϕ)− f(t, φ)| 6 (1 + |p(t)|)|ϕ− φ|. (2.17)

Îöåíêà (2.16) ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðè âñåõ t ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(2.15), óäîâëåòâîðÿþùåãî ëþáîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, à óñëîâèå Ëèïøè-
öà (2.17) îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ è åãî íåïðåðûâíóþ
çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t, ϕ0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.15), óäîâëåòâîðÿþùåå
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0) = ϕ0. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè f íàéäåòñÿ
òàêîå öåëîå k, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

ϕ(t, ϕ0 + kπ) = ϕ(t, ϕ0) + kπ.

Îïðåäåëåíèå 2.3 [148]. ×èñëî âðàùåíèÿ ρ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (2.15) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ = lim
t→+∞

ϕ(t, ϕ0)

t
, (2.18)

ïðè÷åì íàïèñàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ïî ϕ0.
Çàìå÷àíèå 2.2. ×èñëî âðàùåíèÿ ρ óðàâíåíèÿ (2.15) íåîòðèöàòåëüíî.
Â ñàìîì äåëå. Òàê êàê f(t, 0) > 0 ïðè âñåõ t, òî ϕ(t, ϕ0) > 0 ïðè ϕ0 > 0

è 0 6 t < +∞. Ïîýòîìó ñîãëàñíî (2.18) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρ > 0.
Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíóþ
Ëåììà 2.1. Âåðõíÿÿ ω̂ è íèæíÿÿ ω̌ ÷àñòîòû Ñåðãååâà äëÿ óðàâíåíèÿ

Õèëëà (0, p) ∈ E2 ∩ P2(π) ñîâïàäàþò ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ ρ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî óðàâíåíèÿ (2.15):

ω̂(p) = ω̌(p) = ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê p(t) > 0 ïðè 0 6 t < +∞, òî ïðè ëþáîì
ϕ0 > 0 ôóíêöèÿ ϕ(t, ϕ0) âîçðàñòàåò.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç (tn) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé êàêîãî-ëèáî ðåøåíèÿ
x(t) óðàâíåíèÿ (2.1), ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ïðè îáðàùå-
íèè x(t) â íóëü ôóíêöèÿ ϕ(t, ϕ0) ïðîõîäèò âñå çíà÷åíèÿ πn. Ïîýòîìó ïðè
n→ +∞ èìååì πn ∼ tn , à çíà÷èò, ν0(x, t) ∼

[
ϕ(t,ϕ0)
π

]
ïðè t→ +∞, ãäå [a]�

öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûáðàííîãî ðåøåíèÿ x áóäåì èìåòü

ω̂(p) = ω̌(p) = ω(x) = lim
t→+∞

π

t
ν0(x, t) = lim

t→+∞
π

t

[
ϕ(t, ϕ0)

π

]
=

= lim
t→+∞

ϕ(t, ϕ0)

t
= ρ.

Ëåììà 2.1 äîêàçàíà.
Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìû 2.1�2.3.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàåò èç ëåììû 2.1.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2 âûòåêàåò èç ëåììû 2.1 è òåîðåìû 3 [77].
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Ñíà÷àëà äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü ÷àñòîòà óðàâíåíèÿ Õèëëà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî ìà-
ëûõ âîçìóùåíèé. Â ñèëó ëåììû 2.1 ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ÷èñëî
âðàùåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.15) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî ìàëûõ
âîçìóùåíèé. Îòñþäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, èç ëåììû 11.1 [148, ñ. 176] âûòåêà-
åò ðàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà âðàùåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.15). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà
îñíîâàíèè ëåììû 11.2 [148, ñ. 178] ôóíêöèÿ ∆(ϕ0) = ϕ(πk, ϕ0)−ϕ0−πs ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ íà ïîëóèíòåðâàëå [0, π). Ïîñëåäíåå óñëîâèå
ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèé y, z óðàâíåíèÿ Õèëëà, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ íåðàâåíñòâó (2.3). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè y îðèåíòèðîâàííûé
óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ψ2y(0) ≡ (y(0), ẏ(0)) è ψ2y(πk) ≡ (y(πk), ẏ(πk))
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Θ
(
ψ2y, πk

)
=

πk∫

0

d

dt
arctg

ẏ(t)

y(t)
dt =

πk∫

0

yÿ(t)− ẏ2(t)

y2(t) + ẏ2(t)
dt.

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Òåïåðü äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ÷àñòîòà óðàâíåíèÿ Õèëëà ðàöè-

îíàëüíà s
k (k, s ∈ N) è äëÿ íåêîòîðûõ ðåøåíèé y, z óðàâíåíèÿ Õèëëà âû-

ïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.3), ãàðàíòèðóþùåå ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê ñòðîãèõ
çíàêîâ ó ôóíêöèè ∆(ϕ0) íà ïîëóèíòåðâàëå [0, π). Îòêóäà íà îñíîâàíèè
ëåììû 11.3 [148, ñ. 178] è ëåììû 2.1 ïîëó÷àåì èíâàðèàíòíîñòü ÷àñòîòû
óðàâíåíèÿ Õèëëà îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî ìàëûõ âîçìóùåíèé.
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Òåîðåìà 2.3 äîêàçàíà.

2.3 Ñïåêòðû õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè îäíîðîäíûõ óðàâíå-
íèé òðåòüåãî ïîðÿäêà

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ñïåêòðû õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè êîòîðûõ äîñòèãàþò ìîùíîñòü êîí-
òèíóóìà èëè ñîäåðæàò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà èõ ñóùåñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

Äëÿ óïðàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 2.2. Äëÿ ëþáûõ k ∈ N è c ∈ R íàéäóòñÿ óðàâíåíèÿ ak, bk ∈ Ẽ3,

ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé x1, y1, z1 ∈ S∗(ak) è x2, y2, z2 ∈ S∗(bk)
êîòîðûõ ïðè êàæäîì α ∈ {−, 0,+} óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

(x1, y1, z1)(t) =

{
(exp(− cos t) + c, 1, sin t), 0 6 t 6 (2k + 1)π,

(exp(− cos t) + c+ 3, 1, sin t), t > (2k + 4)π,

(x2, y2, z2)(t) =

{
(exp(− cos t) + c+ 3, 1, sin t), 0 6 t 6 2kπ,

(exp(− cos t) + c, 1, sin t), t > (2k + 3)π,

να (x1(t)− c− 1, (2k + 1)π, (2k + 4)π) =

= να (x1(t)− c− 4, (2k + 1)π, (2k + 4)π) = 0,
(2.19)

να (x2(t)− c− 1, 2kπ, (2k + 3)π) = να (x2(t)− c− 4, 2kπ, (2k + 3)π) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.
1. Äëÿ íàáîðà ôóíêöèé

f1(t) = exp(− cos t) + c, f2(t) = 1, f3(t) = sin t,

îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî

Wf1,f2,f3
(t) = exp(− cos t)

(
1 + sin2 t cos t

)

ïðè ëþáîì t > 0 ïîëîæèòåëåí, à ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ðåøåíè-
ÿìè êîòîðîãî îíè ÿâëÿþòñÿ, èìååò âèä (ñì. [198]):

1

Wf1,f2,f3
(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣

exp(− cos t) + c 1 sin t y

sin t exp(− cos t) 0 cos t ẏ
(cos t+ sin2 t) exp(− cos t) 0 − sin t ÿ

(sin3 t+ 3 sin t cos t− sin t) exp(− cos t) 0 − cos t
...
y

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,
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èëè
...
y − ∆1(t)

Wf1,f2,f3
(t)
· ÿ +

∆2(t)

Wf1,f2,f3
(t)
· ẏ = 0, (2.20)

ãäå
∆1(t) = exp(− cos t)(cos t sin3 t+ 3 sin t cos2 t),

∆2(t) = exp(− cos t)(1− 2 cos t sin2 t− sin4 t).

2. Ïóñòü çàäàíû k ∈ N è c ∈ R. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

T k1 ≡ (2k + 1)π, T k2 ≡ T k1 + π, T k3 ≡ T k1 + 2π, T k4 ≡ T k1 + 3π.

Òåïåðü íà îòðåçêå [T k1 , T
k
4 ] âûáåðåì íåïðåðûâíî òðèæäû äèôôå-

ðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ θ1(t), óáûâàþùóþ íà èíòåðâàëàõ (T k1 , T
k
2 ),

(T k3 , T
k
4 ), âîçðàñòàþùóþ íà (T k2 , T

k
3 ), èìåþùóþ ïåðåãèáû â òî÷êàõ

sk1 ≡ T k1 +π/2, sk2 ≡ T k2 +π/2, sk3 ≡ T k3 +π/2 è îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè

θ(T k1 ) = f1(T
k
1 ), θ(T k2 ) = c+ 2, θ(T k3 ) = c+ 3, 5, θ(T k4 ) = f1(T

k
4 ) + 3,

θ′(T k1 ) = f ′1(T
k
1 ), θ′′(T k1 ) = f ′′1 (T k1 ), θ′′′(T k1 ) = f ′′′1 (T k1 ),

θ′(T k4 ) = f ′1(T
k
4 ), θ′′(T k4 ) = f ′′1 (T k4 ), θ′′′(T k4 ) = f ′′′1 (T k4 ).

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî

Wθ1,f2,f3
(t) = θ′1(t) sin t+ θ′′1(t) cos t

ñèñòåìû ôóíêöèé θ1(t), f2(t), f3(t) íà îòðåçêå [T k1 , T
k
4 ] ïîëîæèòåëåí, òàê

êàê íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè g1(t) = θ′1(t) sin t è g2(t) = θ′′1(t) cos t íà
îòðåçêå [T k1 , T

k
4 ] îäíîâðåìåííî â íóëü íå îáðàùàþòñÿ.

3. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèòåëüíîñòü îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî ñèñòåìû
òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

x1(t) =





f1(t), t 6 T k1 ,

θ1(t), t ∈ [T k1 , T
k
4 ],

f1(t) + 3, t > T k4 ,

y1(t) = f2(t), z1(t) = f3(t)

ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà, ðåøåíèåì êîòîðîãî
îíè ÿâëÿþòñÿ, ñîâïàäàþùèì íà [0, T k1 ] ∪ [T k4 , +∞) ñ óðàâíåíèåì (2.20).
4. Òàê êàê ôóíêöèÿ θ1(t) íà îòðåçêå [T k1 , T

k
4 ] ïðèíèìàåò ñâîè íàèáîëüøåå

è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ T k2 , T k3 , òî ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

c+ 2 = θ1(T
k
2 ) 6 x1(t) 6 θ1(T

k
3 ) = c+ 3, 5, t ∈ [T k1 , T

k
2 ],
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íà îñíîâàíèé êîòîðûõ íà îòðåçêå [T k1 , T
k
4 ] èìååì

x1(t)− c− 1 = θ1(t)− c− 1 > 1, x1(t)− c− 4 = θ1(t)− c− 4 6 −0, 5.

Ïîñëåäíèå äâå îöåíêè óñòàíàâëèâàþò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (2.19).
5. Íà îòðåçêå [T k0 , T

k
3 ] çàäàäèì ôóíêöèþ θ2 ∈ C3

(
[T k0 , T

k
3 ]
)
, âîçðàñòàþ-

ùóþ íà èíòåðâàëàõ (T k0 , T
k
1 ), (T k2 , T

k
3 ), óáûâàþùóþ íà (T k1 , T

k
2 ), èìåþùóþ

ïåðåãèáû â òî÷êàõ sk0, sk1, sk2, è îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè
θ2(T

k
0 ) = f1(T

k
0 ), θ2(T

k
1 ) = c+ 0, 5 + e−1,

θ2(T
k
2 ) = c− 1, 5, θ2(T

k
3 ) = f1(T

k
3 )− 3,

θ′2(T
k
0 ) = f ′1(T

k
0 ), θ′′2(T k0 ) = f ′′1 (T k0 ), θ′′′2 (T k0 ) = f ′′′1 (T k0 ),

θ′2(T
k
3 ) = f ′1(T

k
3 ), θ′′2(T k3 ) = f ′′1 (T k3 ), θ′′′2 (T k3 ) = f ′′′1 (T k3 ),

ãäå sk0 = sk1 − π, T k0 = T k1 − π.
Ñèñòåìà ôóíêöèé

x2(t) =





f1(t) + 3, t 6 T k0 ,

θ2(t), t ∈ [T k0 , T
k
3 ],

f1(t), t > T k3 ,

y2(t) = f2(t), z2(t) = f3(t)

ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
äëÿ íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ bk ∈ Ẽ3.

Çàìåòèì, ÷òî èç îöåíêè
x2(t) 6 θ2(T

k
1 ) = c+ 0, 5 + e−1, t ∈ [T k0 , T

k
3 ],

âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
x2(t)− c− 1 = θ2(t)− c− 1 6 e−1 − 0, 5 < 0, t ∈ [T k0 , T

k
3 ],

çàâåðøàþùåå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.2.
Ëåììà 2.2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå î âîçìîæíîñòè êîíå÷íîãî ñóùåñòâåííîãî

ñïåêòðà õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4.
1. Ïóñòü çàäàíî N ∈ N. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî òî÷åê íà ÷èñëîâîé îñè:
t0 ≡ 0, T ≡ 3π, t1 ≡ 3π, t2 ≡ t1 + T + 5π, t3 ≡ t2 + T + 7π, . . . ,

tN−2 ≡ tN−3 + T + (2N − 3)π, tN−1 ≡ tN−2 + T + (2N − 1)π,

tN ≡ tN−1 + T + 2(2N + 1)π, tN+1 ≡ tN + T + (2N − 1)π,

tN+2 ≡ tN+1 + T + (2N − 3)π, tN+3 ≡ tN+2 + T + (2N − 5)π, . . . ,

t2N−2 ≡ t2N−3 + T + 5π, t2N−1 ≡ t2N−2 + T + 3π.
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Îòêóäà íàõîäèì

t2N−1 = 2(3π + 5π + 7π + · · ·+ (2N + 1)π) + 2(N − 1)T =

= (4 + 2N)Nπ + 6π(N − 1) = 2π(N 2 + 5N − 3).

2. Íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

[0, t1], [t1 + T, t2], [t2 + T, t3], . . . , [t2N−2 + T, t2N−1]

çàäàäèì ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.20) ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè îïðåäåëèòåëÿìè Âðîíñêîãî. Íà îòðåçêå [0, t2N−1] ïîñòðîèì óðàâ-
íåíèå a1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� ïðåæäå âñåãî, íà ó÷àñòêå [t1, t1 + T ] âîçüìåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿùåå
íàáîð

(exp(− cos t) + 2, 1, sin t) (2.21)
ðåøåíèé, çàäàííûõ ñëåâà îò òî÷êè t1, â íàáîð

(exp(− cos t) + 5, 1, sin t) (2.22)

ðåøåíèé, çàäàííûõ ñïðàâà îò òî÷êè t1 + T (çäåñü è äàëåå ïåðâîå ðåøåíèå
íà÷àëüíîãî íàáîðà ïåðåõîäèò â ïåðâîå ðåøåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà, âòîðîå
� âî âòîðîå, à òðåòüå � â òðåòüå);

� òåïåðü íà ó÷àñòêå [t2, t2 + T ] âîçüìåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿùåå íàáîð
(2.22) ðåøåíèé, çàäàííûõ ñëåâà îò òî÷êè t2, â íàáîð

(exp(− cos t) + 8, 1, sin t) (2.23)
ðåøåíèé, çàäàííûõ ñïðàâà îò òî÷êè t2 + T ; � è ò. ä.;

� íà ó÷àñòêå [tN−1, tN−1 + T ] âîçüìåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿùåå íàáîð

(exp(− cos t) + 3N − 4, 1, sin t) (2.24)

ðåøåíèé, çàäàííûõ ñëåâà îò òî÷êè tN−1, â íàáîð

(exp(− cos t) + 3N − 1, 1, sin t) (2.25)

ðåøåíèé, çàäàííûõ ñïðàâà îò òî÷êè tN−1 + T ;
� ïîñëå ýòîãî íà ó÷àñòêå [tN , tN + T ] âîçüìåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿùåå

íàáîð (2.25) ðåøåíèé, çàäàííûõ ñëåâà îò òî÷êè tN , â íàáîð (2.24) ðåøåíèé,
çàäàííûõ ñïðàâà îò òî÷êè tN + T ;

� íà ó÷àñòêå [tN+1, tN+1 +T ] âîçüìåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿùåå ïîñëåäíèé
íàáîð (2.24) ðåøåíèé, çàäàííûõ ñëåâà îò òî÷êè tN+1, â íàáîð

(exp(− cos t) + 3N − 7, 1, sin t)
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ðåøåíèé, çàäàííûõ ñïðàâà îò òî÷êè tN+1 + T ;
� è ò.ä.;
� äàëåå, íà ó÷àñòêå [t2N−3, t2N−3+T ] âîçüìåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿùåå íà-

áîð (2.23) ðåøåíèé, çàäàííûõ ñëåâà îò òî÷êè t2N−3, â íàáîð (2.22) ðåøåíèé,
çàäàííûõ ñïðàâà îò òî÷êè t2N−3 + T .

� íàêîíåö, íà ó÷àñòêå [t2N−2, t2N−2 + T ] âîçüìåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿ-
ùåå íàáîð (2.22) ðåøåíèé, çàäàííûõ ñëåâà îò òî÷êè t2N−2, â íàáîð (2.21)
ðåøåíèé, çàäàííûõ ñïðàâà îò òî÷êè t2N−2 + T .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé, ïîñòðîåííîãî íà îò-
ðåçêå [0, t2N−1] óðàâíåíèÿ a1 ∈ E3, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(x1, x2, x3)(t) =

=





(exp(− cos t) + 2, 1, sin t), 0 6 t 6 t1,

(exp(− cos t) + 5, 1, sin t), t1 + T 6 t 6 t2,

(exp(− cos t) + 8, 1, sin t), t2 + T 6 t 6 t3,

. . . . . . . . . . . . . . .

(exp(− cos t) + 3N − 4, 1, sin t), tN−2 + T 6 t 6 tN−1,

(exp(− cos t) + 3N − 1, 1, sin t), tN−1 + T 6 t 6 tN ,

(exp(− cos t) + 3N − 4, 1, sin t), tN + T 6 t 6 tN+1,

. . . . . . . . . . . . . . .

(exp(− cos t) + 8, 1, sin t), t2N−4 + T 6 t 6 t2N−3,

(exp(− cos t) + 5, 1, sin t), t2N−3 + T 6 t 6 t2N−2,

(exp(− cos t) + 2, 1, sin t), t2N−2 + T 6 t 6 t2N−1,

3. Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

s0 ≡ 0, si = si−1 + t2N−1, i ∈ N,
îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì

lim
i→+∞

si = +∞, lim
i→+∞

si
si−1

= lim
i→+∞

(
1 +

t2N
si−1

)
= 1.

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî s1 êðàòíî 2π, à ôóíêöèé f(t) = exp(− cos t) + 2 è
g(t) = sin t ÿâëÿþòñÿ 2π ïåðèîäè÷åñêèìè, ìîæíî îïðåäåëèòü íà R+ ñëåäó-
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þùóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó

(z1, z2, z3)(t) =





(x1, x2, x3)(t), 0 6 t 6 s1,

(x1, x2, x3)(t− s1), s1 6 t 6 s2,

(x1, x2, x3)(t− s2), s2 6 t 6 s3,

. . . . . . . . . . . . . . .

ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

a(t) =





a1(t), 0 6 t 6 s1,

a1(t− s1), s1 6 t 6 s2,

a1(t− s2), s2 6 t 6 s3,

. . . . . . . . . . . . . . .

ñ íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè s1-ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.
4. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíèõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè ïðîèçâîëüíîãî

ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ y ∈ S∗(a), ó êîòîðîãî íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè
R+ íåò êðàòíûõ íóëåé, îïðåäåëèì ÷èñëà ïðè êàæäîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}:
L(y) ≡ ν−(y, s1) = ν0(y, s1) = ν+(y, s1), l(y) ≡ inf

m∈R3∗
να(y,m, s1), (2.26)

òîãäà ïî ëåììå 1.1 èìååì ðàâåíñòâî

ω̌−(y) = ω̌0(y) = ω̌+(y) = lim
p→+∞

π

sp
ν−(y, sp) = lim

p→+∞

π
p∑
i=1

ν−(y, si−1, si)

s1p
=

= lim
p→+∞

πpν−(y, s1)

s1p
=
πν−(y, s1)

s1
=
π

s1
· L(y),

à òàêæå ðàâåíñòâà

ν̌α• (y) = inf
m∈R3∗

lim
p→+∞

π

sp
να(y,m, sp) = inf

m∈R3∗
lim

p→+∞

π
p∑
i=1

να(y,m, si−1, si)

s1p
=

= inf
m∈R3∗

lim
p→+∞

πpνα(y,m, s1)

ps1
=
π

s1
inf
m∈R3∗

να(y,m, s1) =
π

s1
· l(y),

ν̌α◦ (y) = lim
p→+∞

inf
m∈R3∗

π

sp
να(y,m, sp) = lim

p→+∞
inf
m∈R3∗

π
p∑
i=1

να(y,m, si−1, si)

s1p
=

= lim
p→+∞

inf
m∈R3∗

πpνα(y,m, s1)

ps1
=
π

s1
inf
m∈R3∗

να(y,m, s1) =
π

s1
· l(y).
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Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû è äëÿ âåðõíèõ õàðàêòåðèñòèê êî-
ëåáëåìîñòè, ïîýòîìó èìååì

ω−(y) = ω0(y) = ω+(y) =
π

s1
· L(y), να• (y) = να◦ (y) =

π

s1
· l(y). (2.27)

5. Â ñèëó ðàâåíñòâ (2.27) âû÷èñëåíèå ÷àñòîò ðåøåíèé, ïîñòðîåííîãî óðàâ-
íåíèÿ, ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó âåëè÷èí (2.26), à äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çíàòü
ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà ïðîìåæóòêå (0, s1]. Èç ìíîæåñòâà S∗(a) âûäåëèì N

ñëåäóþùèõ ðåøåíèé

y1(t) ≡ (z1 − 3z2)(t) =





exp(− cos t)− 1, 0 6 t 6 t1,

exp(− cos t) + 2, t1 + T 6 t 6 t2,

exp(− cos t) + 5, t2 + T 6 t 6 t3,

. . . . . . . . . . . .

exp(− cos t) + 3N − 7, tN−2 + T 6 t 6 tN−1,

exp(− cos t) + 3N − 4, tN−1 + T 6 t 6 tN ,

exp(− cos t) + 3N − 7, tN + T 6 t 6 tN+1,

. . . . . . . . . . . .

exp(− cos t) + 5, t2N−4 + T 6 t 6 t2N−3,

exp(− cos t) + 2, t2N−3 + T 6 t 6 t2N−2,

exp(− cos t)− 1, t2N−2 + T 6 t 6 t2N−1,

y2(t) ≡ (z1 − 6z2)(t) =





exp(− cos t)− 4, 0 6 t 6 t1,

exp(− cos t)− 1, t1 + T 6 t 6 t2,

exp(− cos t) + 2, t2 + T 6 t 6 t3,

. . . . . . . . . . . .

exp(− cos t) + 3N − 10, tN−2 + T 6 t 6 tN−1,

exp(− cos t) + 3N − 7, tN−1 + T 6 t 6 tN ,

exp(− cos t) + 3N − 10, tN + T 6 t 6 tN+1,

. . . . . . . . . . . .

exp(− cos t) + 2, t2N−4 + T 6 t 6 t2N−3,

exp(− cos t)− 1, t2N−3 + T 6 t 6 t2N−2,

exp(− cos t)− 4, t2N−2 + T 6 t 6 t2N−1,
. . .
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yN(t) ≡ (z1 − 3Nz2)(t) =





exp(− cos t) + 2− 3N, 0 6 t 6 t1,

exp(− cos t) + 5− 3N, t1 + T 6 t 6 t2,

. . . . . . . . . . . .

exp(− cos t)− 4, tN−2 + T 6 t 6 tN−1,

exp(− cos t)− 1, tN−1 + T 6 t 6 tN ,

exp(− cos t)− 4, tN + T 6 t 6 tN+1,

. . . . . . . . . . . .

exp(− cos t) + 5− 3N, t2N−3 + T 6 t 6 t2N−2,

exp(− cos t) + 2− 3N, t2N−2 + T 6 t 6 t2N−1.

6. Åñëè äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , N îïðåäåëèòü âåëè÷èíû
κ(yi) ≡ ν0(yi, t1) + ν0(yi, t1 + T, t2) + · · ·+ ν0(yi, t2N−1 + T, t2N),

κ(yi,m) ≡ ν0(yi,m, t1) + · · ·+ ν0(yi,m, t2N−1 + T, t2N),

κ∗(yi) ≡ ν0(yi, t1, t1 + T ) + · · ·+ ν0(yi, t2N−1, t2N−1 + T ),

κ∗(yi,m) ≡ ν0(yi,m, t1, t1 + T ) + · · ·+ ν0(yi,m, t2N−1, t2N−1 + T ),

òî, â ñèëó ëåììû 2.2 ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

L(yi) = κ(yi) + κ∗(yi) = κ(yi), l(yi) = inf
m∈R3∗

(κ(yi,m) + κ∗(yi,m)).

7. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u(t) = exp(− cos t) − 1 è óñòàíîâèì, ÷òî ÷èñëî
íóëåé ôóíêöèè

〈ψu(t), m〉 = m1(exp(− cos t)− 1)+
+m2 sin t exp(− cos t) +m3 exp(− cos t)(cos t+ sin2 t)

íà ïîëóèíòåðâàëå (0, 2π] ïðè ëþáîì íåíóëåâîì âåêòîðå m = (m1,m2,m3)
íå ìåíüøå äâóõ. Äëÿ ýòîãî ïðîñëåäèì çà çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè 〈ψu, m〉 â
òî÷êàõ 0, π/2, π, 3π/2, 2π :

〈ψu(0), m〉 = 〈ψu(2π), m〉 =
m1

e
−m1 +

m3

e
, (2.28)

〈ψu(π), m〉 = m1e−m1 −m3e, (2.29)
〈ψu (π/2) , m〉 = m2 +m3, (2.30)
〈ψu (3π/2) , m〉 = −m2 +m3. (2.31)

Åñëè m2 = m3 = 0 (m1 6= 0), òî ôóíêöèÿ 〈ψu, m〉 ñîâïàäàåò ñ m1u, à
çíà÷èò, èìååò äâà íóëÿ.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà




m2 +m3 > 0,

−m2 +m3 = 0,

m1(e− 1)−m3e > 0,

m1(1− e) +m3 > 0.

Âûðàæàÿ m2 èç ðàâåíñòâà è ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû, ïî-
ëó÷èì 2m3 > 0. Äàëåå, óìíîæàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà e è ñêëàäûâàÿ
ñî âòîðûì íåðàâåíñòâîì äàííîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì (2e− 1− e2)m3 > 0, èç
êîòîðîãî ñëåäóåò m3 < 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò íåâûïîëíè-
ìîñòü ñèñòåìû.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñèñòå-
ìû 




m2 +m3 < 0,

−m2 +m3 = 0,

m1(e− 1)−m3e < 0,

m1(1− e) +m3 < 0,





m2 +m3 > 0,

−m2 +m3 > 0,

m1(e− 1)−m3e = 0,

m1(1− e) +m3 > 0,




m2 +m3 < 0,

−m2 +m3 < 0,

m1(e− 1)−m3e = 0,

m1(1− e) +m3 < 0,





m2 +m3 > 0,

−m2 +m3 > 0,

m1(e− 1)−m3e > 0,

m1(1− e) +m3 = 0,




m2 +m3 < 0,

−m2 +m3 < 0,

m1(e− 1)−m3e < 0,

m1(1− e) +m3 = 0,





m2 +m3 > 0,

−m2 +m3 > 0,

m1(e− 1)−m3e > 0,

m1(1− e) +m3 > 0,




m2 +m3 < 0,

−m2 +m3 < 0,

m1(e− 1)−m3e < 0,

m1(1− e) +m3 < 0,





m2 +m3 = 0,

−m2 +m3 > 0,

m1(e− 1)−m3e > 0,

m1(1− e) +m3 > 0,
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



m2 +m3 = 0,

−m2 +m3 < 0,

m1(e− 1)−m3e < 0,

m1(1− e) +m3 < 0,

íå èìåþò ìåñòà, òåì ñàìûì äëÿ çíà÷åíèé (2.28)�(2.31) èñêëþ÷èëè äåñÿòü
êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ, à âñå îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâà-
íèå ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ íóëåé ôóíêöèè 〈ψu(t), m〉 íà ïðîìåæóòêå (0, 2π].

Ñëåäîâàòåëüíî, óñòàíîâèëè ðàâåíñòâî

inf
m∈R3∗

να(u,m, 2π) = ν−(u, 2π) = ν0(u, 2π) = ν+(u, 2π) = 2,

èç êîòîðîãî ïðè ëþáûõ i = 1, 2, . . . , N è α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} ñëåäóåò
inf
m∈R3∗

να(yi,m, ti−1 + T, ti) = inf
m∈R3∗

να(yi,m, t2N−i−1 + T, t2N−i) =

= ν−(yi, ti−1 + T, ti) = ν0(yi, ti−1 + T, ti) = ν+(yi, ti−1 + T, ti) =

= ν−(yi, t2N−i−1 + T, t2N−i) = ν+(yi, t2N−i−1 + T, t2N−i) = 2i+ 1.

Íà îñòàëüíûõ ÷àñòÿõ ïîëóèíòåðâàëà (0, t2N−1] âñå ðåøåíèÿ yi îòäåëåíû
îò íóëÿ, ïîýòîìó ïðè ëþáîì i = 1, 2, . . . , N èìååì

κ(yi) = νγ(yi, ti−1 + T, ti) + νγ(yi, t2N−i−1 + T, t2N−i) = 4i+ 2,

à çíà÷èò, âûïîëíåíû

l(yi) = inf
m∈R3∗

(κ(yi,m) + κ∗(yi,m)) = κ(yi) = L(yi) = 4i+ 2,

(ò.å. èíôèìóì â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå m = (1, 0, 0)).
Äàëåå, âñïîìèíàÿ ðàâåíñòâà (2.27) è

s1 = t2N−1 = 2π(N 2 + 5N − 3),

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé y1, . . . , yN ïðè êàæäîì
α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ω−(yi) = ω0(yi) = ω+(yi) = να• (yi) = να◦ (yi) =
2i+ 1

N 2 + 5N − 3
. (2.32)

8. Äîêàæåì, ÷òî êàæäîå èç çíà÷åíèé (2.32) õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè
ïîñòðîåííîãî óðàâíåíèÿ a ∈ E3 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì è ìåòðè÷åñêè, è
òîïîëîãè÷åñêè.
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Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî òåîðåìå îá èçîìîðôèçìå [176], ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ðåøåíèé y ∈ S(a) èçîìîðôíî ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó èõ íà-
÷àëüíûõ çíà÷åíèé

ψy(0) =



y(0)
ẏ(0)
ÿ(0)


 ∈ R3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèè z1, z2, z3 îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòå-
ìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a. Ïîýòîìó êàæäîìó ðåøåíèþ y ∈ S(a) ìîæíî
ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííóþ òðîéêó êîýôôèöèåíòîâ åãî ëèíåé-
íîãî ðàçëîæåíèÿ

y = c1z1 + c2z2 + c3z3, c1, c2, c3 ∈ R,
ïîëó÷èâ, òåì ñàìûì, åùå îäèí èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ S(a)
è R3. Â èòîãå ìû èìååì îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
ψy(0) ∈ R3 â ìíîæåñòâî òðîåê êîýôôèöèåíòîâ

c = (c1, c2, c3) ∈ R3,

êîòîðîå òàêæå îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ â R3 çàäàåòñÿ íîðìîé è íå çàâèñèò îò åå
âûáîðà, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà íîðìà çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

|c| = max{|c1|, |c2|, |c3|}.
Òåïåðü îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî èñõîäíîãî ðåøåíèÿ yi óðàâ-

íåíèÿ a âîçìóùåííîå ðåøåíèå

yi = c1z1 + c2z2 + c3z3, (2.33)

c1 ∈ (1, 1 + ε), c2 ∈ (1− 3i, 1− 3i+ ε), c3 ∈ (0, ε),

òîãî æå óðàâíåíèÿ ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì ε > 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

να• (yi) = να◦ (yi) = ω−(yi) = ω0(yi) = ω+(yi) = να• (yi). (2.34)

Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ñîâïàäåíèå õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè èñõîäíî-
ãî è âîçìóùåííîãî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì èç íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (1, 1−3i, 0) â ïðîñòðàíñòâå òðîåê êîýôôèöèåíòîâ
èëè, ÷òî òî æå, èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ui òî÷êè ψyi(0) â ïðîñòðàíñòâå
íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé. Ýòî ñðàçó ïîâëå÷åò çà ñîáîé è ìåòðè÷åñêóþ, è òîïî-
ëîãè÷åñêóþ ñóùåñòâåííîñòü çíà÷åíèé (2.32) ÷àñòîò óðàâíåíèÿ a, ïîñêîëüêó
ìåðà îêðåñòíîñòè Ui ïîëîæèòåëüíà, à äîïîëíåíèå ê íåé â Ui âîîáùå ïóñòî.
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Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
ðåøåíèå (2.33) íà ëþáîì îòðåçêå áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò yi. Ïîýòîìó ðå-
øåíèå yi íè ðàçó íå áóäåò îáðàùàòüñÿ â íóëü íà òåõ ó÷àñòêàõ, ãäå ôóíêöèÿ
yi îòäåëåíà îò íóëÿ. Íà îñòàëüíûõ ó÷àñòêàõ âèäà

[ti−1 + T, ti], [t2N−i−1 + T, t2N−i],

ãäå ôóíêöèÿ yi èìååò âèä exp(− cos t)− 1, ðåøåíèå yi ïðåäñòàâèìî â âèäå

yi ≡ c1(exp(− cos t)− 1) + c∗2 + c3 sin t,

ãäå c∗2 - ïîëîæèòåëüíîå, äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî.
Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

〈ψyi(t), m〉 ≡ m1(c1(exp(− cos t)− 1) + c∗2 + c3 sin t)+
+m2 exp(− cos t)(c1 sin t+ c3 cos t)+

+m3 exp(− cos t)(c1(cos t+ sin2 t)− c3 sin t)

íà ïðîìåæóòêå (0, 2π] ïðè ëþáîì íåíóëåâîì âåêòîðåm ∈ R3 èìååò íå ìåíåå
äâóõ íóëåé. Äëÿ ýòîãî ïðîñëåäèì çà ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè

〈ψyi (π/2) , m〉 = (c∗2 + c3)m1 + c1m2 + (c1 − c3)m3, (2.35)

〈ψyi (3π/2) , m〉 = (c∗2 − c3)m1 − c1m2 + (c1 + c3)m3, (2.36)
〈ψyi(π), m〉 = m1(c1e+ c∗2 − c1)− ec3m2 − ec1m3, (2.37)
e〈ψyi(0), m〉 = m1(c1 + ec∗2 − ec1) + c3m2 + c1m3. (2.38)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñèñòåìû




〈ψyi(0), m〉 = 0,

〈ψyi(π), m〉 > 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 > 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 > 0,





〈ψyi(0), m〉 = 0,

〈ψyi(π), m〉 < 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 < 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 < 0,




〈ψyi(0), m〉 > 0,

〈ψyi(π), m〉 = 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 > 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 > 0,





〈ψyi(0), m〉 < 0,

〈ψyi(π), m〉 = 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 < 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 < 0,
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



〈ψyi(0), m〉 > 0,

〈ψyi(π), m〉 > 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 = 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 > 0,





(ψyi(0), m〉 < 0,

〈ψyi(π), m〉 < 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 = 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 < 0,




(ψyi(0), m〉 > 0,

〈ψyi(π), m〉 > 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 > 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 = 0,





〈ψyi(0), m〉 < 0,

〈ψyi(π), m〉 < 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 < 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 = 0,




〈ψyi(0), m〉 > 0,

〈ψyi(π), m〉 > 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 > 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 > 0,





〈ψyi(0), m〉 < 0,

〈ψyi(π), m〉 < 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 < 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 < 0,

íå èìåþò ìåñòà. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü èìååò ìåñòî ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà (äëÿ
îñòàëüíûõ ñèñòåì ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ)





(c∗2 + c3)m1 + c1m2 + (c1 − c3)m3 < 0,

(c∗2 − c3)m1 − c1m2 + (c1 + c3)m3 < 0,

(c1e+ c∗2 − c1)m1 − ec3m2 − ec1m3 < 0,

(c1 + ec∗2 − ec1)m1 + c3m2 + c1m3 < 0.

Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû íà e è ñêëàäûâàÿ åãî ñ òðåòüèì,
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

(2c1e+ e2c∗2 + c∗2 − c1 − e2c1)m1 < 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò m1 > 0.
Ñêëàäûâàÿ ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà ñèñòåìû, áóäåì èìåòü

c∗2m1 + c1m3 < 0,

îòêóäà, íà îñíîâàíèè ïîëîæèòåëüíîñòè m1, âûòåêàåò îòðèöàòåëüíîñòü m3.
Äàëåå, óìíîæèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà ec3, à òðåòüå - íà c1 è ñëîæèì èõ:

(ec∗2c3 + ec2
3 + c2

1e+ c1c
∗
2 − c1)m1 + (ec1c3 − ec2

3 − ec2
1)m3 < 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå êîýôôèöèåíò ïðè m1 ïîëî-
æèòåëüíûé, à êîýôôèöèåíò ïðè m3 îòðèöàòåëüíûé, ïîýòîìó ( ó÷èòûâàÿ
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ïîëîæèòåëüíîñòü m1 è îòðèöàòåëüíîñòü m3) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(ec∗2c3 + ec2
3 + c2

1e+ c1c
∗
2 − c1)m1 + (ec1c3 − ec2

3 − ec2
1)m3 > 0,

êîòîðîå íå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì, à çíà÷èò, ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìå íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîé âåêòîð m ∈ R3

∗.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðåííûå äåñÿòü ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé çíàêîâ

çíà÷åíèé (2.35)�(2.38) íå èìåþò ìåñòà, à ëþáàÿ äðóãàÿ êîìáèíàöèÿ ãà-
ðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû äâóõ íóëåé ôóíêöèè 〈ψyi, m〉 íà ïðî-
ìåæóòêå (0, 2π] è òåì ñàìûì ïðè êàæäîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} óñòàíîâëåíî
ðàâåíñòâî

inf
m∈R3∗

να(yi,m, 2π) = ν−(yi, 2π) = ν0(yi, 2π) = ν+(yi, 2π) = 2. (2.39)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì i ∈ {1, 2, 3, . . . , N} ðåøåíèå yi îáëàäàåò
ñâîéñòâîì (2.34). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâà-
ìè (2.32), ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêè è òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûìè.

Òåîðåìà 2.4 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå î âîçìîæíîñòè ñ÷åòíîãî ñóùåñòâåííîãî

ñïåêòðà õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5.
1. Ïðè ëþáîì k ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç

∆k ≡ 6πk + 3(3k − 1)π (2.40)

è âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (εk) ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿ-
ùóþñÿ ê íóëþ.

Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

t0 ≡ 0, tk+1 ≡ tk + ∆1, k ∈ N ∪ {0}.
Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k1, âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû âûïîë-
íÿëîñü íåðàâåíñòâî ∆1

tk
< ε1. Ìåíÿåì ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k2 òàê

tk+1 ≡ tk + ∆2, k > k2,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü
tk+1

tk
= 1 +

∆2

tk
< 1 + ε2, k > k2.

Äàëåå, ïî èíäóêöèè ïðîäîëæàåì ìåíÿòü ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Åñëè äëÿ ëþáîãî i ∈ N ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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t1, t2, . . . , tk, . . . , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

tk+1 ≡ tk + ∆i,
tk+1

tk
= 1 +

∆i

tk
< 1 + εi, k > ki,

òî âûáèðàåì ki+1, òàê ÷òîáû ïðè ëþáîì k > ki+1 áûëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

tk+1 ≡ tk + ∆i+1,
tk+1

tk
= 1 +

∆i+1

tk
< 1 + εi+1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (tk), çàäàííóþ ðåêóððåíòíîé
ôîðìóëîé

tk ≡ tk−1 + ∆i(k−1), t0 ≡ 0, i(0) = 1,

îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè

lim
k→+∞

tk = +∞, lim
k→+∞

tk
tk−1

= 1.

2. Ïåðâûå äâà ýëåìåíòà ïîñòðîåííîé â ï. 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû

t0 = 0, t1 = ∆1 = 12π.

Ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê (0, t1] íà ÷àñòè

(0; t10], (t10; t
1
0 + T0], (t10 + T0; t

1
0 + 2T0], (t10 + 2T0; t1],

ãäå t10 = T0 = 3π.
Îñòàëüíûå ïðîìåæóòêè (tk, tk+1], îáðàçóåìûå ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè

ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ øàãîì ∆1, òàêæå ðàçáèâàåì íà ïðîìåæóòêè

(tk; tk+t
1
k], (tk+t

1
k; tk+t

1
k+T0], (tk+t

1
k+T0; tk+t

1
k+2T0], (tk+t

1
k+2T0; tk+1],

ãäå t1k = 3π.
Ïðîìåæóòêè (tk, tk+1], îáðàçîâàííûå ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè ñ øàãîì ∆2

ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà k2 äî k3−1, ðàçáèâàåì
íà ÷àñòè

(tk; tk + t1k], (tk + t1k + T0; t
2
k], (t2k + 2T0; t

3
k], (t3k + T0; tk+1],

(tk + t1k, tk + t1k + T0], (t2k; t
2
k + T0], (t2k + T0; t

2
k + 2T0], (t3k; t

3
k + T0],

ãäå

t1k = tk+32π, t2k = tk+t
1
k+T0+3π, t3k = t2k+2T0+3π, tk+1 = t3k+T0+32π.

Ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ýëåìåíòà ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

tk+1 = tk + ∆i, ki 6 k 6 ki+1 − 1.
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Ïðîìåæóòîê (tk, tk+1] ðàçáèâàåì íà òðè ãðóïïû:

(tik + T0; t
i
k + 2T0],

(tk+t1k, tk+t1k+T0], (t2k; t
2
k+T0], . . . , (t

i
k; t

i
k+T0], . . . , (t

2i−1
k ; t2i−1

k +T0], (2.41)
(tk; tk + t1k], (tk + t1k + T0; t

2
k], . . . , (t

i
k + 2T0; t

i+1
k ], . . . , (t2i−1

k + T0; tk+1], (2.42)
ãäå

t1k = tk + 3iπ, t2k = tk + t1k + T0 + 3i−1π, t3k = t2k + T0 + 3i−2π, . . . ,

tik = ti−1
k + T0 + 3π, ti+1

k = tik + 2T0 + 3π, ti+2
k = ti+1

k + T0 + 32π, . . . ,

t2i−1
k = t2i−2

k + T0 + 3i−1π, tk+1 = t2i−1
k + T0 + 3iπ.

3. Ïîñòðîèì óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðå-
øåíèé êîòîðîãî íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (2.42) ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðî-
âàííîì çíà÷åíèè k áóäåò ñîâïàäàòü ñ íàïåðåä âûáðàííûìè ôóíäàìåíòàëü-
íûìè ñèñòåìàìè ðåøåíèé. Íà îñíîâàíèè ëåììû 2.2 ñòðîèì óðàâíåíèå ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

� íà ó÷àñòêå (tk+t1k; tk+t1k+T0] � íàéäåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿùåå íàáîð

(exp(− cos t) + 1, 1, sin t) (2.43)

ðåøåíèé, çàäàííûõ íà [tk, tk + t1k], â íàáîð

(exp(− cos t) + 4, 1, sin t) (2.44)

ðåøåíèé, çàäàííûõ íà [tk + t1k + T0; t
2
k] (çäåñü ïåðâîå ðåøåíèå íà÷àëüíîãî

íàáîðà ïåðåõîäèò â ïåðâîå ðåøåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà, âòîðîå � âî âòîðîå,
è òðåòüå � â òðåòüå);

� íà ó÷àñòêå (t2k; t
2
k + T0] � íàéäåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿùåå íàáîð (2.44)

ðåøåíèé, çàäàííûõ ñëåâà îò òî÷êè t2k, â íàáîð

(exp(− cos t) + 7, 1, sin t)

ðåøåíèé, çàäàííûõ íà [t2k + T0; t
3
k];

� . . . è ò.ä.;
� íà ó÷àñòêå (tik; t

i
k + T0] � âûáåðåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿùåå íàáîð

(exp(− cos t) + 3i− 2, 1, sin t) (2.45)

ðåøåíèé, çàäàííûõ íà [ti−1
k + T0, t

i
k], â íàáîð

(exp(− cos t) + 3i+ 1, 1, sin t); (2.46)

� íà ó÷àñòêå (tik +T0; t
i
k + 2T0] � âûáåðåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿùåå íàáîð

(2.46) â íàáîð (2.45) ðåøåíèé, çàäàííûõ íà [tik + 2T0; t
i+1
k ];
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� íà ó÷àñòêå (ti+1
k ; ti+1

k + T0] � âûáåðåì óðàâíåíèå, ïåðåâîäÿùåå íàáîð
(2.45) ðåøåíèé, çàäàííûõ ñëåâà îò òî÷êè ti+1

k , â íàáîð

(exp(− cos t) + 3i− 5, 1, sin t)

ðåøåíèé, çàäàííûõ ñïðàâà îò òî÷êè ti+1
k + T0;

� . . . è ò.ä.;
� íà ó÷àñòêå [t2i−1

k ; t2i−1
k + T0] � ñîâïàäàþùèì ñ óðàâíåíèåì, ïåðåâîäÿ-

ùèì íàáîð (2.44) ðåøåíèé, çàäàííûõ ñëåâà îò òî÷êè t2i−1
k , â íàáîð (2.43)

ðåøåíèé, çàäàííûõ ñïðàâà îò òî÷êè t2i−1
k + T0;

� âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïîëóèíòåðâàëà (tk; tk+1] � èìåþùèì âèä
(2.20).

Â èòîãå ïîñòðîèëè óðàâíåíèå íà ïðîìåæóòêå (tk; tk+1], ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà ðåøåíèé y1, y2, y3 êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

(y1, y2, y3)(t) =





(exp(− cos t) + 1, 1, sin t), tk < t 6 tk + t1k,

(exp(− cos t) + 4, 1, sin t), tk + t1k + T0 < t 6 t2k,

. . . ,

(exp(− cos t) + 3i− 2, 1, sin t), ti−1
k + T0 < t 6 tik,

(exp(− cos t) + 3i− 2, 1, sin t), tik + 2T0 < t 6 ti+1
k ,

. . . ,

(exp(− cos t) + 4, 1, sin t), t2i−2
k + T0 < t 6 t2i−1

k ,

(exp(− cos t) + 1, 1, sin t), t2i−1
k + T0 < t 6 tk+1.

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ äëÿ âñåõ k ∈ N, ïîëó÷èì íà R+

óðàâíåíèå a ∈ Ẽ3.
4. Â ï. 7 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4 äëÿ ôóíêöèè u(t) = exp(− cos t)−1

ïðè êàæäîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} áûëî óñòàíîâëåíî

inf
m∈R3∗

να(u,m, 2π) = ν−(u, 2π) = ν0(u, 2π) = ν+(u, 2π) = 2. (2.47)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ y = c1y1 + c2y2 + c3y3 ∈ S∗(a) îïðåäåëèì
âåëè÷èíû

κk(y) =
1

3i(k)+1 (ν−(y, tk, tk + t1k) + ν−(y, tk + t1k + T0, t
2
k)+

+ν−(y, t2k + T0, t
3
k) + · · ·+ ν−(y, tik + T0, t

i
k + 2T0)+

+ · · ·+ ν−(y, t
2i(k)−2
k + T0, t

2i(k)−1
k ) + ν−(y, t

2i(k)−1
k + T0, tk+1)),
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inf
m∈R3∗

κk(y,m) =
1

3i(k)+1 inf
m∈R3∗

(ν−(y,m, tk, tk + t1k)+

+ν−(y,m, tk + t1k + T0, t
2
k) + · · ·+

+ν−(y,m, tik + T0, t
i
k + 2T0) + ν−(y,m, tik + 2T0, t

i+1
k ) + · · ·+

ν−(y,m, t
2i(k)−2
k + T0, t

2i(k)−1
k ) + ν−(y,m, t

2i(k)−1
k + T0, tk+1)),

ãäå i(k) ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì øàãà ìåæäó tk è tk+1.

Èç ìíîæåñòâà S∗(a) âûäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé

zq = (y1 − (3q − 1)y2) : [0; +∞)→ R, q ∈ N. (2.48)

Ðåøåíèå z1 ïðè ëþáîì k ∈ N ïðåäñòàâèìî â âèäå

z1(t) =





exp(− cos t)− 1, tk < t 6 tk + t1k,

exp(− cos t) + 2, tk + t1k + T0 < t 6 t2k,

. . . ,

exp(− cos t) + 3i(k)− 4, t
i(k)−1
k + T0 < t 6 t

i(k)
k ,

exp(− cos t) + 3i(k)− 4, t
i(k)
k + 2T0 < t 6 t

i(k)+1
k ,

. . . ,

exp(− cos t) + 2, t
2i(k)−2
k + T0 < t 6 t

2i(k)−1
k ,

exp(− cos t)− 1, t
2i(k)−1
k + T0 < t 6 tk+1,

è îíî íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

(tk; tk + t1k], (t
2i(k)−1
k + T0; tk+1]

èìååò 3i(k) ñòðîãèõ çíàêîâ, òîãäà êàê ëþáàÿ ôóíêöèÿ 〈z1,m〉 íå ìîæåò èìåòü
ìåíåå 3i(k) çíàêîâ â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, à íà ëþáîì äðóãîì ïðîìå-
æóòêå âèäà (2.42) ðåøåíèå z1 îòäåëåíî îò íóëÿ, à çíà÷èò, âûïîëíåíà öåïî÷-
êà ðàâåíñòâ

inf
m∈R3∗

κk(z1,m) = κk(z1) =
2 · 3i
3i+1 =

2

3
, k ∈ N.
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Ðåøåíèå z2 ïðè ëþáîì k > k2 ïðåäñòàâèìî â âèäå

z2(t) =





exp(− cos t)− 4, tk < t 6 tk + t1k,

exp(− cos t)− 1, tk + t1k + T0 < t 6 t2k,

. . . ,

exp(− cos t) + 3i(k)− 7, t
i(k)−1
k + T0 < t 6 t

i(k)
k ,

exp(− cos t) + 3i(k)− 7, t
i(k)
k + 2T0 < t 6 t

i(k)+1
k ,

. . . ,

exp(− cos t) + 2, t
2i(k)−2
k + T0 < t 6 t

2i(k)−1
k

exp(− cos t)− 1, t
2i(k)−1
k + T0 < t 6 tk+1

è íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

(tk + t1k + T0; t
2
k], (t

2i(k)−2
k + T0; t

2i(k)−1
k ]

èìååò 3i(k)−1 ñòðîãèõ çíàêîâ, ïîýòîìó â ñèëó (2.47) ïîëó÷èì

inf
m∈R3∗

κk(z2,m) = κk(z2) =
2 · 3i−1

3i+1 =
2

32 .

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì q ∈ N ðåøåíèå zq (íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî ìîìåíòà
kq ïîÿâëåíèÿ ∆q � ãî øàãà) ïðè ëþáîì k > kq ïðåäñòàâèìî â âèäå

zq(t) =





exp(− cos t) + 2− 3q, tk < t 6 tk + t1k,

exp(− cos t) + 5− 3q, tk + t1k + T0 < t 6 t2k,

. . . ,

exp(− cos t)− 1, tq−1
k + T0 < t 6 tqk,

. . . ,

exp(− cos t)− 1 + 3(i(k)− q), t
i(k)−1
k + T0 < t 6 t

i(k)
k ,

exp(− cos t)− 1 + 3(i(k)− q), t
i(k)
k + 2T0 < t 6 t

i(k)+1
k ,

. . . ,

exp(− cos t)− 1, t
2i(k)−q+1
k + T0 < t 6 t

2i(k)−q+2
k ,

. . . ,

exp(− cos t) + 5− 3q, t
2i(k)−2
k + T0 < t 6 t

2i(k)−1
k ,

exp(− cos t) + 2− 3q, t
2i(k)−1
k + T0 < t 6 tk+1,
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è ëþáàÿ ôóíêöèÿ 〈zq,m〉 íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

(tq−1
k + T0; t

q
k], (t

2i(k)−q+1
k + T0; t

2i(k)−q+2
k ] (2.49)

â ñèëó (2.47) èìååò íå ìåíåå 3i(k)−q+1 ñòðîãèõ çíàêîâ, à íà ëþáîì äðóãîì
ïðîìåæóòêå âèäà (2.42) ðåøåíèå zq îòäåëåíî îò íóëÿ, ñëåäîâàòåëüíî

inf
m∈R3∗

κk(zq,m) = καk (zq) =
2

3q
. (2.50)

5. Ñíà÷àëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.40) ïðåäñòàâèì â âèäå

∆k = (2k − 1)T0 + 3k+1π,

äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Tl) ñóìì äëèí âñåõ ïðîìåæóòêîâ èç ñïèñêà
(2.41), ïîïàâøèõ â ïðîìåæóòîê (0, tl+1], çàäàäèì ôîðìóëîé

Tl+1 ≡ (P1 + 3P2 + · · ·+ (2j(l)− 1)Pj(l))T0,

ãäå P1 � ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (tk) ñ øàãîì ∆1, P2 �
÷èñëî âñåõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (tk) ñ øàãîì ∆2 è ò.ä., Pj(l) � ÷èñ-
ëî âñåõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (tk) ñ øàãîì ∆j(l), íå ïðåâûøàþùèõ
tl+1 ≡ tl + ∆j(l). ßñíî, ÷òî

tl+1 ≡ (32P1 + 33P2 + · · ·+ 3j(l)+1Pj(l))π + Tl+1

è èç l → +∞ ñëåäóåò j → +∞.
Íà îñíîâàíèè ëåììû 2.2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (νl) ñóìì ñòðîãèõ çíàêîâ

ëþáîé ôóíêöèè (2.48) íà êàæäîì èç âñåõ ïðîìåæóòêîâ (2.41), ïîïàâøèõ â
(0, tl+1], ðàâíà íóëþ.

Â ñèëó íåóáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Pj), èìååì
Pk
Pj
6 1, k = 1, 2, . . . , j − 1,

ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû îöåíêè
Tl+1

tl+1
6
T0(P1 + 3P2 + · · ·+ (2j(l)− 1)Pj(l))

π3j(l)+1Pj(l)
6

6 T0(1 + 3 + · · ·+ (2j(l)− 1))

π3j(l)+1 =
j2(l)

3j(l)
,

íà îñíîâàíèè êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

lim
l→+∞

Tl
tl

= lim
l→+∞

νl
tl

= 0.
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6. Íà îñíîâàíèè ï. 5 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòîò
Ñåðãååâà ëþáîé ôóíêöèè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.48) áóäåì ïîëüçîâàòü-
ñÿ ëåììîé 1.1, ñîãëàñíî êîòîðîé ìîæíî íå ó÷èòûâàòü êàê ïîëóèíòåðâàë
(0, tkq ], òàê è âñå ïîëóèíòåðâàëû (2.41) (ò. å. íå ó÷èòûâàòü èõ âêëàä íè â
äëèíó ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî çíàêîâ, íè â ñàìî
ýòî ÷èñëî). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå íóëè ëþáîé ôóíêöèè zq èç (2.48) ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè ñòðîãîé ñìåíû çíàêà, áóäåì èìåòü

ω̌−(zq) = ω̌0(zq) = ω̌+(zq) = lim
p→+∞

π

tp
ν−(zq, tp) =

= lim
p→+∞

πν−(zq, tkq) + π
p∑

i=kq
ν−(zq, ti, ti+1)

tp+1
= lim

p→+∞

π
p∑

i=kq
ν−(zq, ti, ti+1)

tp+1 − tkq
=

= lim
p→+∞

π
p∑

i=kq
(ν−(zq, ti + T0, t

1
i ) + · · ·+ ν−(zq, t

2j(i)−1
i + T0, ti+1))

(3j(kq)+1 + 3j(kq+1)+1 + · · ·+ 3j(p)+1)π
=

= lim
p→+∞

3j(kq)+1κkq(zq) + 3j(kq+1)+1κkq+1(zq) + · · ·+ 3j(p)+1κp(zq)

3j(kq)+1 + 3j(kq+1)+1 + · · ·+ 3j(p)+1
=

= lim
p→+∞

2
(
3j(kq)+1 + 3j(kq+1)+1 + · · ·+ 3j(p)+1

)

3q(3j(kq)+1 + 3j(kq+1)+1 + · · ·+ 3j(p)+1)
=

2

3q
,

ãäå j(i) ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì øàãà ìåæäó ti, ti+1.
Èç ðàâåíñòâ (2.50) ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóì â îïðåäåëåíèè ñëàáûõ ïîêàçà-

òåëåé êîëåáëåìîñòè êàæäîãî âûáðàííîãî ðåøåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ íà âåêòîðå
m = (1, 0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} è q ∈ N ïîëó-
÷èì

ν̌α◦ (zq) = lim
p→+∞

inf
m∈R3∗

π

tp
να(zq,m, tp) = lim

p→+∞

π

tp
να(zq,mq, tp) =

= lim
p→+∞

π

tp
ν−(zq, tp) =

2

3q
.

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî ðåøåíèÿ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ äâó-
ñòîðîííÿÿ îöåíêà

2

3q
= ν̌α◦ (zq) 6 ν̌α• (zq) =

= inf
m∈R3∗

lim
p→+∞

π

tp
να(zq,m, tp) 6 lim

p→+∞

π

tp
να(zq,mq, tp) =

2

3q
.
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Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû ñîîòâåòñòâåííî è äëÿ âåðõíèõ õà-
ðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè, ïîýòîìó èìååì

ω−(zq) = ω0(zq) = ω+(zq) = να• (zq) = να◦ (zq) = 2 · 3−q, q ∈ N. (2.51)

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâîäèìûå â ï.8 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4,
ïîëó÷èì ñóùåñòâåííîñòü (è ìåòðè÷åñêóþ, è òîïîëîãè÷åñêóþ) êàæäîãî çíà-
÷åíèÿ (2.51).

Òåîðåìà 2.5 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 2.3. Â ñèëó ëåìì 1.4 è 1.5, â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2.5

íåëüçÿ îáåñïå÷èòü òèïè÷íîñòü íè îäíîãî èç ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé ñïåê-
òðîâ ÷àñòîò Ñåðãååâà ôèãóðèðóþùåãî â íèõ óðàâíåíèÿ a ∈ E3, ïðè÷åì íè
â ìåòðè÷åñêîì, íè â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå.

Íàêîíåö, â ýòîì ðàçäåëå äîêàæåì óòâåðæäåíèå î âîçìîæíîñòè êîíòèíó-
àëüíûõ ñïåêòðîâ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6.
1. Ïî çàäàííûì íåñîèçìåðèìûì ω2 > ω1 > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ε ∈ (0, 1),

÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ω2 <
ω1√
1− ε,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò
0 < ω2

2 − ω2
1 < εω2

2. (2.52)
Âûáåðåì íà R+ ñèñòåìó èç òðåõ ôóíêöèé

y1(t) = et
2

(cosω1t+ ε), y2(t) = et
2

cosω2t, y3(t) = et
2

sinω2t

è âû÷èñëèì èõ ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî

ẏ1(t) = et
2

(2t cosω1t+ 2tε− ω1 sinω1t),

ÿ1(t) = et
2

(4t2 cosω1t+ 4t2ε− 4ω1t sinω1t+ (2− ω2
1) cosω1t+ 2ε),

...
y 1(t) = et

2

(8t3 cosω1t− 12ω1t
2 sinω1t+ (12t− 6ω2

1t) cosω1t+

+(ω3
1 − 6ω1) sinω1t+ 8εt3 + 12εt),

ẏ2(t) = et
2

(2t cosω2t− ω2 sinω2t),

ÿ2(t) = et
2

(4t2 cosω2t− 4ω2t sinω2t+ (2− ω2
2) cosω2t),

...
y 2(t) = et

2

((12t−6ω2
2t) cosω2t−12ω2t

2 sinω2t+8t3 cosω2t+(ω3
2−6ω2) sinω2t),
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ẏ3(t) = et
2

(2t sinω2t+ ω2 cosω2t),

ÿ3(t) = et
2

(4t2 sinω2t+ 4ω2t cosω2t+ (2− ω2
2) sinω2t),

...
y 3(t) = et

2

((12t−6ω2
2t) sinω2t+12ω2t

2 cosω2t+8t3 sinω2t−(ω3
2−6ω2) cosω2t).

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

X ≡


y1 y2 y3

ẏ1 ẏ2 ẏ3

ÿ1 ÿ2 ÿ3




è íà îñíîâàíèè (2.52) îöåíèì ñíèçó:

detX(t) = ω2((ω
2
2 − ω2

1) cos t+ εω2
2)e−3t2 >

> e3t2ω2((ω
2
2−ω2

1) cos t+(ω2
2−ω2

1)) = e3t2ω2(ω
2
2−ω2

1)(cos t+1) > 0, t ∈ R+.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé y1, y2, y3 ∈ C∞(R+) ÿâëÿåò-
ñÿ (ñì. [198]) ôóíäàìåíòàëüíîé äëÿ óðàâíåíèÿ

1

detX(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 y3 y

ẏ1 ẏ2 ẏ3 ẏ
ÿ1 ÿ2 ÿ3 ÿ...
y 1

...
y 2

...
y 3

...
y

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

èç ìíîæåñòâà Ẽ3. Îáîçíà÷èì ýòî óðàâíåíèå ÷åðåç a ∈ Ẽ3.
2. Çàôèêñèðóåì íåíóëåâîé íàáîð c = (c1, c2, c3) òàê, ÷òîáû ðåøåíèå

yc = c1y1 + c2y2 + c3y3 ∈ S∗(a)

èëè ôóíêöèÿ

fc(t) ≡ e−t
2

yc(t) = c1(cosω1t+ ε) + c2 cosω2t+ c3 sinω2t

íå èìåëà êðàòíûõ íóëåé.
Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè fc(t) íà ëþáîì èíòåðâàëå (t0, T ) ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøîì t0 ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íóëåé ôóíêöèè

e−t
2〈ψyc(t), m〉 ≡ m1(c1(cosω1t+ ε) + c2 cosω2t+ c3 sinω2t)+

+m2(c1(2t cosω1t+ 2tε− ω1 sinω1t) + c2(2t cosω2t− ω2 sinω2t)+

+c3(2t sinω2t+ ω2 cosω2t))+

+m3(c1(4t
2 cosω1t+4t2ε−4ω1t sinω1t+(2−ω2

1) cosω1t+2ε)+c2(4t
2 cosω2t−

−4ω2t sinω2t+(2−ω2
2) cosω2t)+c3(4t

2 sinω2t+4ω2t cosω2t+(2−ω2
2) sinω2t))
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íà ýòîì æå èíòåðâàëå ïðè ëþáîì âåêòîðå m ∈ R3
∗.

Åñëè m3 6= 0, òî ïðè êàæäîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} âûïîëíåíà öåïî÷êà
ðàâåíñòâ

να(yc(t),m, t0, T ) = ν−(fc(t), t0, T ) = ν+(fc(t), t0, T ), (2.53)
òàê êàê èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

〈ψyc(t), m〉
4m3t2et

2 = c1(cosω1t+ ε) + c2 cosω2t+ c3 sinω2t+ ϕ1(t),

ãäå ϕ1(t)→ 0 ïðè t→ +∞.
Åñëè m3 = 0, m2 6= 0, òî ïðè êàæäîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} âûïîëíå-

íà öåïî÷êà ðàâåíñòâ (2.53), ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 〈ψyc(t), m〉 óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

〈ψyc(t), m〉
2m2tet

2 = c1(cosω1t+ ε) + c2 cosω2t+ c3 sinω2t+ ϕ2(t),

ãäå ϕ2(t)→ 0 ïðè t→ +∞.
Ñïðàâåäëèâîñòü öåïî÷êè ðàâåíñòâ (2.53) î÷åâèäíà è â ñëó÷àå

m2 = m3 = 0, òàê êàê
〈ψyc(t), m〉 = m1(c1(cosω1t+ ε) + c2 cosω2t+ c3 sinω2t).

Ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè ïîêàçûâàþò, ÷òî ìèíèìóì â îïðåäåëåíèÿõ ïîêà-
çàòåëåé êîëåáëåìîñòè ðåàëèçóåòñÿ íà ëþáîì âåêòîðå m ∈ R3

∗, â ÷àñòíîñòè,
íà âåêòîðå m = (1, 0, 0).

3. Âûäåëèì èç ìíîæåñòâà S∗(a) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî
fA(t) = (1− A)(cosω1t+ ε)− A cos(ω2t+ ϕ), t ∈ R+, A ∈ [0, 1].

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âñïîìîãàòåëüíîãî àð-
ãóìåíòà ϕ = ϕ(A) èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Â ðàáîòå [191] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ A ∈ [0, 1]:
� ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé ϕ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ fA(t) èìååò êðàòíûå

íóëè, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî;
� äëÿ êàæäîãî A ∈ [0, 1] íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå ϕ = ϕ(A), ïðè êîòîðîì

íè â îäíîì èç íóëåé ôóíêöèè fA(t) íå îáíóëÿåòñÿ åå ïðîèçâîäíàÿ;
� ÷àñòîòà íóëåé ôóíêöèè fA(t) íå çàâèñèò îò ϕ è ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ï.2 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà, ïðè êàæ-

äîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} è ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè A ∈ [0, 1] èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâà

να• (yA) = να◦ (yA) = ω−(yA) = ω0(yA) = ω+(yA) = ω0(fA),
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ãäå
yA(t) = (1− A)et

2

(cosω1t+ ε)− Aet2 cos(ω2t+ ϕ) ∈ S∗(a).

Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû íóëåé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-
ìåéñòâà fA ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà A îò 0 äî 1 ïðèíèìàþò âñå çíà÷åíèÿ
èç îòðåçêà [ω1, ω2] (ñì. [65, 191]), òî õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè ñìåí
çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà yA
òàêæå áóäóò ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [ω1, ω2].

5. Òåïåðü óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ñïåêòðû õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè íå
ñîäåðæàò äðóãèõ çíà÷åíèé. Çàìåòèì, ÷òî íèæíèé ñëàáûé ïîêàçàòåëü ñòðî-
ãèõ ñìåí çíàêîâ ëþáîãî ðåøåíèÿ y ∈ S∗(a) íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ω1 â
ñèëó ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ â ï. 2 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû IV [165] è ñëåäñòâèÿ 2 [256], âåðõíèå ÷àñòîòà
Ñåðãååâà êîðíåé è ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè ãèïåðêîðíåé ëþáîãî ðåøåíèÿ
y ∈ S∗(a) íå ìîãóò áûòü áîëüøå ω2 â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè êàæäîì m ∈ R3

∗
ôóíêöèÿ e−t

2〈ψyc(t), m〉 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îäíî-
ðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðû âñåõ õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè (ñì. çàìå÷à-
íèÿ 1.2�1.5) ñîñòîÿò èç âñåõ ÷èñåë îòðåçêà [ω1, ω2].

Òåîðåìà 2.6 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 2.4. Â òåîðåìå 2.6 íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î ñóùåñòâåííîñòè

çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìîñòè âûâîäèìîãî â íåé óðàâíåíèÿ a ∈ Ẽ3,
ïðè÷åì íè â ìåòðè÷åñêîì, íè â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå. Ýòî îáóñëîâëå-
íî òåì, ÷òî â ñëó÷àå êîíòèíóàëüíîãî ñïåêòðà ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæ-
íî íàäåÿòüñÿ íà òî, ÷òî ñðàçó âñå åãî çíà÷åíèÿ îêàæóòñÿ ñóùåñòâåííûìè
â êàêîì-ëèáî èç óêàçàííûõ ñìûñëîâ, ïîñêîëüêó èç äîêàçàòåëüñòâà ëåìì
1.4 è 1.5 ñëåäóåò, ÷òî íè äëÿ êàêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè ñóùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ åãî ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íå ìîãóò
îáðàçîâàòü áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

2.4 Óïðàâëåíèå ñóñëèíñêèìè ñïåêòðàìè âåðõíèõ ñèëüíûõ ïîêà-
çàòåëåé êîëåáëåìîñòè îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7, íî äëÿ ýòîãî íàì
ïîíàäîáèòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèé è óòâåðæäåíèé.
Ëåììà 2.3. Åñëè íàáîð ôóíêöèé {y1, y2, . . . , yn} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ a ∈ Ẽn, òî ïðè ëþáîì
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λ > 0 íàáîð ôóíêöèé

zi(t) = yi(t) exp(exp(λt)), i = 1, n, (2.54)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ
b ∈ Ẽn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wy1,y2,...,yn(t) è Wz1,z2,...,zn(t), t ∈ R+,

îïðåäåëèòåëè Âðîíñêîãî ñèñòåì ôóíêöèé y1, y2, . . . , yn ∈ S∗(a) è
z1, z2, . . . , zn ñîîòâåòñòâåííî.

Èìååì

z
(j)
i (t) = exp(exp(λt))(Hj(e

λt)yi(t) +Hj−1(e
λt)ẏi(t) + · · ·+ y

(j)
i (t)),

ãäå Hl(t) � àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí l-îé ñòåïåíè, i = 1, n, j = 1, n− 1.
Òîãäà

Wz1,z2,...,zn(t) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z1(t) z2(t) . . . zn(t)
ż1(t) ż2(t) . . . żn(t)
. . . . . . . . . . . .

z
(n−1)
1 (t) z

(n−1)
2 (t) . . . z

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= exp(exp(λt))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(t) y2(t) . . . yn(t)
ż1(t) ż2(t) . . . żn(t)
. . . . . . . . . . . .

z
(n−1)
1 (t) z

(n−1)
2 (t) . . . z

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= exp(2 exp(λt))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(t) y2(t) . . . yn(t)
ẏ1(t) ẏ2(t) . . . ẏn(t)
. . . . . . . . . . . .

z
(n−1)
1 (t) z

(n−1)
2 (t) . . . z

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= exp(n exp(λt))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(t) y2(t) . . . yn(t)
ẏ1(t) ẏ2(t) . . . ẏn(t)
. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 (t) y

(n−1)
2 (t) . . . y

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= exp(n exp(λt))Wy1,y2,...,yn(t) 6= 0, t ∈ R+.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàáîð ôóíêöèé (2.54) ÿâëÿåòñÿ [198, ñ. 86] ôóíäà-
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ìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ b ∈ Ẽn:

1

Wz1,z2,...,zn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z1(t) z2(t) . . . zn(t) y
ż1(t) ż2(t) . . . żn(t) ẏ

z̈1(t) z̈2(t) . . . z̈n(t) ÿ

. . . . . . . . . . . . . . .

z
(n)
1 (t) z

(n)
2 (t) . . . z

(n)
n (t) y(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Ëåììà 2.3 äîêàçàíà.
Îïðåäåëåíèå 2.4 [22]. Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ y ∈ C3([α, β]) ïðàâèëüíî êî-

ëåáëþùåéñÿ ïîðÿäêà p ∈ N íà îòðåçêå [α, β], åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü α = τ1 < τ2 < ... < τ4p+2 = β âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òàêàÿ,
÷òî

1) íà îòðåçêàõ [τ2i−1, τ2i], i = 1, 2p+ 1, ôóíêöèÿ y èìååò ïîñòîÿííóþ
ïðîèçâîäíóþ ri, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà r1 > 0 è riri+1 < 0;

2) íà èíòåðâàëàõ (τ2i, τ2i+1), i = 1, 2p, å¼ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿ îòëè÷íà
îò íóëÿ.

Êëàññ ôóíêöèé, ââåä¼ííûõ â îïðåäåëåíèè 2.4, îáîçíà÷èì ÷åðåç Rp[α, β].
Èç îïðåäåëåíèÿ 2.4 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè y ∈ Rp[α, β] ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà ÿ < 0 ïðè t ∈ (τ4i−2, τ4i−1) è ÿ > 0 ïðè t ∈ (τ4i, τ4i+1), i = 1, p.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè y ∈ Rp[α, β] ïðè êàæäîì
c ∈ R âåðíî íåðàâåíñòâî

νγ (y(t)− c;α, β) 6 2p+ 1, γ ∈ {−,∼, 0,+}.
Îïðåäåëåíèå 2.5 [22]. Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ y ∈ C3(R+) ïðàâèëüíî êî-

ëåáëþùåéñÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè R+, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîãî
âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δi} íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñ ïåðâûì
÷ëåíîì δ1 = 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ N ñóæåíèå y|[δi,δi+1] ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî
êîëåáëþùåéñÿ íà îòðåçêå [δi, δi+1] ôóíêöèåé íåêîòîðîãî ïîðÿäêà pi ∈ N,
ò.å. y|[δi,δi+1] ∈ Rpi[δi, δi+1].

Êëàññ ôóíêöèé, ââåä¼ííûõ â îïðåäåëåíèè 2.5, îáîçíà÷èì ÷åðåç R(R+).
Â ðàáîòå [22] óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2.4. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p ∈ N è äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α < β è b < d ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
f(·) ≡ f(·;α, β; b, d; p) : [α, β] → [b, d], ïðàâèëüíî êîëåáëþùàÿñÿ ïîðÿäêà p
íà îòðåçêå [α, β], îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:

1) äëÿ ëþáûõ τ ∈ (α, β], ñèìâîëà γ ∈ {−,∼, 0,+} è ÷èñåë c1 ∈ [b, d],
c2 ∈ (b, d), c3 ∈ {b, d} è c4 /∈ [b, d] ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:
νγ(f(·)− c1;α, τ) 6 (2p+ 1)(τ −α)/(β−α) + 1, ν0(f(·)− c3;α, β) = p+ 1,
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ν−(f(·)− c3;α, β) = ν∼(f(·)− c3;α, β) = νγ(f(·)− c4;α, β) = 0,

νγ(f(·)− c2;α, β) = ν+(f(·)− c3;α, β) = 2p+ 1.

2) Óðàâíåíèå f(t) = b èìååò ðîâíî p + 1 ðåøåíèå µ1 < . . . < µp+1,

óðàâíåíèå f(t) = d èìååò ðîâíî p + 1 ðåøåíèå ν1 < . . . < νp+1, ïðè÷¼ì
α = µ1 < ν1 < µ2 < ν2 < . . . < νp+1 = β.

3) Äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû M > 0 ïðè t ∈ [α, β] âûïîëíåíû íåðàâåí-
ñòâà

|ḟ(t)| 6M(2p+ 1)(d− b)(β − α)−1, |f̈(t)| 6M(2p+ 1)2(d− b)2(β − α)−2.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòî÷íÿåò ñëåäñòâèå 4 [22] è èñïîëüçóåò ðàññóæäåíèÿ
ëåììû 14 [22].
Ëåììà 2.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñóñëèíñêîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R+, ñî-

äåðæàùåãî íóëü, ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ yA(·) ∈ R(R+), îá-
ëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé ai : R+ → R, i = 0, 2, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ C è λ óñëîâèþ
|a0(t)| + |a1(t)| + |a2(t)| 6 Ce−λt, t ∈ R+, ïðè êàæäîì c ∈ R ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ

{ω̂−(yA(·)− c) : c ∈ R} = A, (2.55)
ω̂−(yA(·)+a0(·)+a1(·)ẏA(·)+a2(·)ÿA(·)−c) > ω̂−(yA(·)− c) = ω̂+(yA(·)− c).

(2.56)
Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç K îáîçíà÷èì êàíòîðîâî ìíîæåñòâî [6, ñ. 138]:

K =
∞⋂
j=0

2j⋃
i=1

∆j
i ,

ãäå îòðåçêè ∆j
i , i = 1, 2j îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêöèåé ïî j ∈ N0 ≡ N t {0}:

∆0
1 = [0, 1], à ïðè j ∈ N äëÿ êàæäîãî i = 1, 2j îòðåçêè ∆j

2i−1 è ∆j
2i ïî

îïðåäåëåíèþ � ëåâàÿ è ïðàâàÿ òðåòè îòðåçêà ∆j−1
i ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ

ëþáûõ j ∈ N0, i = 1, 2j îáîçíà÷èì ∆j
i = [αji , β

j
i ], ò.å.

[αj+1
2i−1, β

j+1
2i−1] = [αji , α

j
i + 3−(j+1)], [αj+1

2i , β
j+1
2i ] = [βji − 3−(j+1), βji ].

Ìíîæåñòâî òî÷åê âòîðîãî ðîäà [6, ñ. 141] êàíòîðîâà ìíîæåñòâà K îáî-
çíà÷èì ÷åðåç K2:

K2 =
∞⋂
j=0

2j⋃
i=1

(αji , β
j
i ).
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Äàëåå, äëÿ êàæäîãî j ∈ N0 îïðåäåëèì 2j îòðåçêîâ ∆̃j
i = [α̃ji , β̃

j
i ], ãäå

α̃ji = αji + 6−(j+2) è β̃ji = βji − 6−(j+2), i = 1, 2j.
Çàíóìåðóåì îòðåçêè ∆̃j

i , j ∈ N0, i = 1, 2j, íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè è
îáîçíà÷èì èõ â óêàçàííîé íóìåðàöèè ∆1,∆2, . . . , ïîëàãàÿ ∆(2j+i−1) = ∆̃j

i .

Ïóñòü ∆(k) = [bk, dk], k ∈ N, òîãäà bk = α̃ji , dk = β̃ji , ãäå j = [log2 k] è
i = k + 1− 2j (çäåñü è äàëåå [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà).

Âûáåðåì ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (tk) ñ ïåðâûì ÷ëåíîì
t1 = 0, óäîâëåòâîðÿþùóþ ïðè k → +∞ óñëîâèþ (tk+1 − tk)/tk+1 → 1.

Ñîãëàñíî [6, ñ. 146�147] ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ϕ : K2 → I ìåæäó
ïðîñòðàíñòâîì K2 è ïðîñòðàíñòâîì I èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ ñóñëèí-
ñêîãî ìíîæåñòâà A ∩ R ñóùåñòâóåò [111, ñ. 489] íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ψ : I→ R, òàêîå, ÷òî ψ(I) = A∩R. Ïîëîæèì g = ψ◦ϕ. Òîãäà g(K2) = A∩R.

Ôóíêöèþ yA(·) îïðåäåëèì ñíà÷àëà íà îòðåçêàõ [t4k−3, t4k−2] è [t4k−1, t4k]
äëÿ âñåõ k ∈ N. Íà êàæäîì îòðåçêå ∆(k), k ∈ N, âûáåðåì ÷èñëî ξk ∈ ∆(k)
âòîðîãî ðîäà è çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (pk)k∈N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðà-
âåíñòâîì pk =

[
(2π)−1(t4k−2 − t4k−3)g(ξk)

]
+ 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (nk)k∈N

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë çàäàäèì ðàâåíñòâîì nk = [(t4k − t4k−1)k] + 1, åñëè
+∞ ∈ A, èíà÷å nk = 1. Ïîëîæèì

yA(t) =

{
f(t; t4k−3, t4k−2; bk, dk; pk) ïðè t ∈ [t4k−3, t4k−2],

f(t; t4k−1, t4k; 2, 3;nk) ïðè t ∈ [t4k−1, t4k],

ãäå k ∈ N. Íà ïîëóîñü R+ ôóíêöèþ yA(·) ïðîäîëæèì ñîãëàñíî [22, ñëåä-
ñòâèå 2] òàê, ÷òîáû yA(·) ∈ R(R+) è

yA
∣∣
[t4k−2,t4k−1](·) ∈ R2[t4k−2, t4k−1], yA

∣∣
[t4k,t4k+1](·) ∈ R2[t4k, t4k+1], k ∈ N.

Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ yA(·) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ïîëóîñè, êàê ýòî
âûòåêàåò èç óêàçàííîãî ñëåäñòâèÿ è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(·;α, β; b, d; p).

Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 14 [22] è ñëåäñòâèÿ 4 [22] óñòàíîâëåíî ðàâåíñòâî

ω̂−(yA(·)− c) = ω̂+(yA(·)− c) =





g(c), åñëè c ∈ K2,

+∞, åñëè c ∈ (2, 3) è +∞ ∈ A,
0, èíà÷å.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíû âñå ðàâåíñòâà â (2.55) è (2.56). Óñòàíîâèì
òåïåðü îñòàâøååñÿ íåðàâåíñòâî.

Ïóñòü c ∈ K2. Òîãäà â åãî òðîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè c = 0, c1c2 . . . (ãäå
öèôðû ci ∈ {0, 2}, i ∈ N) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ m ∈ N, ÷òî
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cm = 0 è cm+1 = 2. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ m ÷åðåç N (c). Ïóñòü

c(m) = 0, c1c2 . . . cm−1 è c(m) = 0, c1c2 . . . cm−1(2), m ∈ N (c).

Ïîñêîëüêó òðîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà c(m) ñîäåðæèò ïîñëå çàïÿòîé íå áîëåå
÷åì m − 1 öèôð 0 è 2, òî c(m) � ëåâûé êîíåö íåêîòîðîãî îòðåçêà (m − 1)-
ãî ðàíãà ∆m−1

j(m), j(m) ∈ {1, . . . , 2m−1}, à òàê êàê c(m) − c(m) = 3−(m−1), òî
[c(m), c(m)] = ∆m−1

j(m).

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

c(m) + 2 · 6−(m+1) < c < c(m) − 2 · 6−(m+1), m ∈ N (c). (2.57)

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èòàÿ èç âñåõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà ÷èñëî c(m) è çà-
òåì óìíîæàÿ èõ íà 3m+1, ïîëó÷èì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

2−m < 2 + 0, cm+2 . . . < 9− 2−m.

Ïîëîæèì N 0(c) = {2m−1 + j(m) − 1 : m ∈ N (c)}. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíî-
æåñòâî N 0(c) ñîñòîèò èç íîìåðîâ îòðåçêîâ ∆̃m−1

j(m), m ∈ N (c). Êàê îòìå÷åíî
âûøå, ìíîæåñòâî N 0(c) áåñêîíå÷íî.

Èç ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè yA(·) è ëåììû 2.4 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâ

|ẏA(t)| 6M(|g(ξk)|+ 1), |ÿA(t)| 6M(g2(ξk) + 1), t ∈ [t4k−3, t4k−2],

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé M > 0.
Çàìåòèì, ÷òî limN0(c)3k→∞ ξk = c, ïîñêîëüêó |∆(k)| → 0 ïðè k → ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, limN0(c)3k→∞ g(ξk) = g(c), ïîñêîëüêó g íåïðåðûâíà. Çíà÷èò,
ìíîæåñòâî {|g(ξk)| : k ∈ N 0(c)}, à ñ íèì è ñóæåíèÿ ôóíêöèé ẏA(·) è ÿA(·)
íà îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ [t4k−3, t4k−2], k ∈ N 0(c), îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé
êîíñòàíòîé M̃ > 1.

Âûáåðåì k0 ∈ N, òàêîå, ÷òî 36CM̃k3e−λ(4k−3) < 1 ïðè âñåõ k > k0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ N 0(c) ∩ [k0,+∞) íà îòðåçêå [t4k−3, t4k−2] ôóíêöèÿ
yA(·)+a0(·)+a1(·)ẏA(·)+a2(·)ÿA(·)−c èìååò íå ìåíåå 2pk+1 òî÷åê ñòðîãîé
ñìåíû çíàêà. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (2.57) ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà

min{dk − c, c− bk} > 6−(m+1) > 1/(36k3), ãäå m = [log2 k] + 1,

ïîýòîìó ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè yA(·) íà îòðåçêå [t4k−3, t4k−2] íàéäóòñÿ
òî÷êè

t4k−3 = µk1 < νk1 < . . . < µkpk+1 < νkpk+1 = t4k−2,

â êîòîðûõ ôóíêöèÿ yA(·) + a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·) − c ïðèíèìàåò
ïîî÷åð¼äíî îòðèöàòåëüíûå è ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà pk ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ν−(yA(·)+a0(·)+a1(·)ẏA(·)+a2(·)ÿA(·)−c; t4k−3, t4k−2) >
g(ξk)

π
(t4k−2−t4k−3),

îòêóäà ïî ëåììå 13 [22] ïîëó÷àåì, ÷òî

ω̂−(yA(·) + a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·)− c) > lim
N0(c)3k→∞

g(ξk) = g(c).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ëåììå 14 [22] óñòàíîâëåíî, ÷òî ω̂−[yA(·)− c] = g(c).
Ïóñòü òåïåðü c ∈ (2, 3) è +∞ ∈ A. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ íåêî-

òîðîé ïîñòîÿííîé M̃ > 0 íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [t4k−1, t4k], k ∈ N, âû-
ïîëíåíû îöåíêè |ẏA(t)| 6 M̃k, |ÿA(t)| 6 M̃k, à çíà÷èò, ñóæåíèå ôóíêöèè
a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·) íà îáúåäèíåíèå óêàçàííûõ îòðåçêîâ ÿâëÿåò-
ñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì ïðè t → +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ k íà îòðåçêå [t4k−1, t4k] íàéäóòñÿ òî÷êè

t4k−1 = µk1 < νk1 < . . . < µknk+1 < νknk+1 = t4k,

â êîòîðûõ ôóíêöèÿ yA(·) + a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·) − c ïðèíèìàåò
ïîî÷åð¼äíî îòðèöàòåëüíûå è ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà nk ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ν−(yA(·) + a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·)− c; t4k−1, t4k) > 2k(t4k − t4k−1),

îòêóäà ïî ëåììå 13 [22] ïîëó÷àåì, ÷òî

ω̂−(yA(·) + a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·)− c) = +∞.
Ëåììà 2.5 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7. 1. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü

òåîðåìû 2.7 ïðè n = 3.
Ïóñòü yA(·) � ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ â ëåììå 2.5 ïî çàäàííîìó ñóñ-

ëèíñêîìó ìíîæåñòâó A. Ñîãëàñíî ëåììå 12 [22] ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
u0(·) ∈ C3(R+) òàêàÿ, ÷òî limt→+∞ u0(t) = +∞ è íàáîð ôóíêöèé
{1, yA(·), u0(·)} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé íåêîòîðîãî
óðàâíåíèÿ a ∈ Ẽ3.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî è çàôèêñèðóåì λ > 0. Ïî ëåììå 2.3 íàáîð ôóíê-
öèé exp(exp(λt)), exp(exp(λt))yA(t), exp(exp(λt))u0(t), t ∈ R+, ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ a ∈ Ẽ3.

Ïîëîæèì c = (c1, c2, c3) ∈ R3
∗. Êàæäîìó íåíóëåâîìó ðåøåíèþ

yc(t) = c1 + c2yA(t) + c3u0(t), t ∈ R+,
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óðàâíåíèÿ a ∈ Ẽ3 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðåøåíèå

zc(t) = exp(exp(λt))yc(t) ∈ S∗(a).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà c 6= 0 íóëè è òî÷êè ñòðîãîé ñìåíû
çíàêà äâóõ ôóíêöèé yc è zc ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Áîëåå òîãî, åñëè â
íåêîòîðîé òî÷êå ôóíêöèÿ yc èìååò êðàòíûé íóëü, òî ýòî æå âåðíî è äëÿ
ôóíêöèè zc è íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ω̂−(yc) = ω̂−(zc), ω̂0(yc) = ω̂0(zc), ω̂+(yc) = ω̂+(zc). (2.58)

Ïîêàæåì, ÷òî âåðõíèé ñèëüíûé ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè çíàêîâ ν̂−• (zc)
âñÿêîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ zc ∈ S∗(a) ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé ÷àñòîòîé Ñåð-
ãååâà çíàêîâ ω̂−(yc) ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ yc ∈ S∗(a). Èç î÷åâèäíîãî
íåðàâåíñòâà ν̂−• (zc) 6 ω̂−(zc) è (2.58) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî ν̂−• (zc) 6 ω̂−(yc).
Óñòàíîâèì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî.

Ïóñòü c3 6= 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ yc íàéäåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè
t(c), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ôóíêöèÿ yc áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïîýòîìó âû-
ïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

0 = ν̂−• (zc) = ω̂−(zc) = ω̂−(yc) = 0. (2.59)

Ïðè c3 = 0 äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈ψzc(t), m〉 èìååì ïðåäñòàâëå-
íèå
〈ψzc(t), m〉

exp(exp(λt))
= m1(c1 + c2yA(t)) +m2(λe

λt(c1 + c2yA(t)) + c2ẏA(t))+

+m3((λ
2e2λt + λ2eλt)(c1 + c2yA(t)) + 2λeλtc2ẏA(t) + c2ÿA(t)).

à) Åñëè m3 6= 0, òî óêàçàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðèíèìàåò âèä
〈ψzc(t), m〉

m3(λe2λt + λ2eλt) exp(exp(λt))
= c1+c2yA(t)+a0(t)+a1(t)ẏA(t)+a2(t)ÿA(t),

ãäå ai(t), i = 0, 2, ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞.
á) Åñëè m2 6= 0, m3 = 0, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

〈ψzc(t), m〉
m2λeλt exp(exp(λt))

= c1 + c2yA(t) + a0(t) + a1(t)ẏA(t),

ãäå ai(t), i = 0, 1, ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞.
â) Åñëè m2 = m3 = 0, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðèìåò âèä

〈ψzc(t), m〉
m1 exp(exp(λt))

= c1 + c2yA(t).
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Âî âñåõ ñëó÷àÿõ à)�â) âûøå, åñëè c2 = 0, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåí-
òà t(c), ôóíêöèÿ yc áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà
(2.59). Åñëè c2 6= 0, òî â ñèëó ëåììû 2.3 èìååì ν̂−• (zc) > ω̂−(yc). Òàêèì
îáðàçîì, ðàâåíñòâî ν̂−• (zc) = ω̂−(yc) óñòàíîâëåíî äëÿ âñåõ c ∈ R3

∗.
Èç ýòîãî ðàâåíñòâà, ëåììû 2.5 è îïðåäåëåíèé õàðàêòåðèñòèê êîëåáëåìî-

ñòè äëÿ ëþáîãî c ∈ R3
∗ ïîëó÷àåì öåïî÷êó

ω̂−(yc) = ν̂−• (zc) 6 ν̂+
• (zc) 6 ω̂+(zc) = ω̂+(yc) = ω̂−(yc),

â êîòîðîé âñå íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòðû âåðõíèõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è

âåðõíèõ ÷àñòîò Ñåðãååâà çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé óðàâíåíèÿ a ñîâïàäàþò ñî
ñïåêòðîì âåðõíåé ÷àñòîòû Ñåðãååâà çíàêîâ óðàâíåíèÿ a. Ïîñëåäíèé â ñèëó
ëåììû 2.5 åñòü â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî A.

2. Òåïåðü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî n � ïîðÿäêó äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ � äîêàæåì (áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå), òî äëÿ
ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p > n > 3 íàéäåòñÿ óðàâíåíèå a ∈ Ẽn ñ ìíî-
æåñòâîì íåíóëåâûõ ðåøåíèé S∗(a) ⊂ Cp(R+), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì
òåîðåìû 2.7.

Áàçà èíäóêöèè ïðè n = 3 óñòàíîâëåíà â ï. 1 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà.
Ïðåäïîëîæèì ñïðàâåäëèâîñòü íàøåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî n è

ïðîèçâîëüíîãî p > n. Ïóñòü p > n+ 1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé {x1(·), x2(·), . . . , xn(·)} ⊂ Cp(R+) óðàâíåíèÿ a.
Íà îñíîâàíèè ëåììû ðàáîòû [56], äîïîëíèì âûáðàííóþ ñèñòåìó ôóíêöèåé
xn+1(·) ∈ C∞(R+) òàê, ÷òî Wx1,x2,...,xn+1

(t) 6= 0 ïðè t > 0 è

lim
t→+∞

xi(t)

xn+1(t)
= 0, i = 1, n. (2.60)

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ óðàâíåíèå ã ∈ Ẽn+1 ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé
ðåøåíèé {x1(·), x2(·), . . . , xn+1(·)}. Òàê êàê êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ a

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ã, òî ïðè ëþáîì α ∈ {−,∼, 0,+} âûïîëíåíû
âêëþ÷åíèÿ

A ⊂ ω̂α(S∗(ã)), A ⊂ ν̂α(S∗(ã)), A ⊂ ω̌α(S∗(ã)), A ⊂ ν̌α(S∗(ã)).

Ïóñòü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå x ∈ S∗(ã) íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ a. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå c1, c2, . . . , cn+1, äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå x = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cn+1xn+1 è cn+1 6= 0. Èç
óñëîâèé (2.60) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t > 0 ðåøåíèå x îòäåëåíî îò íóëÿ, à
çíà÷èò, âñå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé ðåøåíèÿ

95



x ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó èç ïðèíàäëåæíîñòè 0 ∈ A ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.7 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

2.5 Íåîñòàòî÷íîñòü ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà ìíî-
æåñòâå ðåøåíèé îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå ñâîéñòâà îñòàòî÷íîñòè ó ñèëüíûõ
ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.8 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå, èñòèííîñòü êîòîðîãî âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [21].
Ëåììà 2.6. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C1[a, b], èìåþùåé òîëüêî ïðîñòûå

íóëè a < x1 < . . . < xk < b èëè âîâñå íå èìåþùåé íóëåé (òîãäà ñ÷èòàåì
k = 0), ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè g ∈ C1[a, b],
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

max
t∈[a,b]

(|g(t)|+ |g′(t)|) < δ,

ôóíêöèÿ f + g èìååò ðîâíî k íóëåé, ïðè÷åì âñå îíè ïðîñòûå.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.8.
1. Ñíà÷àëà çàôèêñèðóåì íå÷åòíûé ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ n = 2k+1, k ∈ N.

Ðàññìîòðèì òàêîå óðàâíåíèå a ≡ (a1, a2, . . . , an) ∈ Cn, äëÿ êîòîðîãî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä (λ+ 1)(λ2 + 1)k = 0, ò.å. èìååò ïðîñòîé
êîðåíü λ = −1 è k-êðàòíûå êîðíè λ = ±i. ßñíî, ÷òî åãî óïîðÿäî÷åííûå
ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé

x1 = e−t, x2 = cos t, x3 = sin t, . . . , xn−1 = tk−1 cos t, xn = tk−1 sin t,

y1 = − cos t, y2 = e−t, y3 = sin t, . . . , yn−1 = tk−1 cos t, yn = tk−1 sin t

èìåþò îäèí è òîò æå îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî.
Âûáåðåì òàêèå ÷èñëà t1 è t2, ÷òî t1 < t2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3

[169] ïîñòðîèì íà ó÷àñòêå [t1, t2] óðàâíåíèå b ∈ En (ñ ãëàäêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè), ïåðåâîäÿùåå íàáîð (x1, x2, . . . , xn) ðåøåíèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå
[0, t1], â íàáîð (y1, y2, . . . , yn) ðåøåíèé, çàäàííûõ íà ëó÷å [t2,+∞): âíå îò-
ðåçêà [t1, t2] óðàâíåíèå b ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì a. Çäåñü ïåðâîå ðåøåíèå
íà÷àëüíîãî íàáîðà ïåðåõîäèò â ïåðâîå ðåøåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà, âòîðîå �
âî âòîðîå, è ò. ä. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûå êóñî÷íî ñîñòàâëåííûå ðåøåíèÿ
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ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç z1, z2, . . . , zn ñîîòâåòñòâåííî, ò. å.

zi(t) =

{
xi(t), t ∈ [0, t1],

yi(t), t ∈ [t2,+∞).

Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå d ≡ (0, d2, 0, d4, . . . , 0, dn−1) ∈ Cn−1

ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì (λ2 + 1)k = 0. Òîãäà äëÿ
âåêòîðà m1 = (dn−1, 0, dn−3, . . . , d2, 0, 1) è ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ
x = c2x2 + c3x3 + · · · + cnxn ∈ S∗(a) âûïîëíÿåòñÿ 〈ψnx(t),m1〉 ≡ 0, òàê
êàê x2, x3, . . . , xn ∈ S∗(d).
2. Äëÿ ñîâïàäàþùèõ äðóã ñ äðóãîì íà ëó÷å [t2,+∞) äâóõ ðåøåíèé

y = y2 + y3 + · · ·+ yn ∈ S∗(a), z = z2 + z3 + · · ·+ zn ∈ S∗(b)
è âåêòîðà m1 èìååì ïðåäñòàâëåíèÿ

〈ψny(t),m1〉 = Ae−t > 0, A = 1 + d2 + · · ·+ dn−3 + dn−1, t ∈ R+, (2.61)

〈ψnz(t),m1〉 =

{
0, t ∈ [0, t1],

〈ψny(t),m1〉, t ∈ [t2,+∞).

Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.61) èìååì

ν̂α• (y) = ν̌α• (y) = 0, α ∈ {∼, 0,+, ∗}. (2.62)

3. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 [251] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
j ∈ {1, . . . , k} íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð mj ∈ Rn∗ , íåêîëëèíåàðíûé m1, ÷òî
ïðè t > t2 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

t−j+1〈ψnz(t),mj〉 = q1 cos t+ q2 sin t+ ϕj(t),

ãäå q1 · q2 6= 0, lim
t→+∞

ϕj(t) = lim
t→+∞

ϕ′j(t) = 0. Ïðè ýòîì äëÿ íåêî-
òîðûõ âåêòîðîâ m, ñîãëàñíî òåîðåìå 2 [177], âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
ν∗(z,m, t2) < +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ëåììû 2.6 ïðè ëþáîì
α ∈ {∼, 0,+, ∗} ñïðàâåäëèâî

ν̂α• (z) = inf
m∈Rn

lim
t→+∞

π

t
να(z,m, t) = lim

t→+∞
π

t

[
t

π

]
= 1,

ãäå [s] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà s.
Äëÿ íèæíèõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ðåøåíèÿ z èìåþò ìåñòî

àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

ν̂α• (z) = ν̌α• (z) = 1, α ∈ {∼, 0,+, ∗}. (2.63)
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Íåñîâïàäåíèå äðóã ñ äðóãîì âåëè÷èí (2.62) è (2.63) îçíà÷àåò íåîñòàòî÷-
íîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ïîêàçàòåëåé (2.5).
4. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷åòíîãî ïîðÿäêà n = 2k + 2, k ∈ N óðàâíåíèé

ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, äëÿ âûáðàííûõ ÷èñåë
τ1 è τ2 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3 [169] ïîñòðîèì b ∈ En ñ ôóíäàìåíòàëü-
íîé ñèñòåìîé ðåøåíèé z1, z2, . . . , zn:

zi(t) =

{
xi(t), t ∈ [0, τ1],

yi(t), t ∈ [τ2,+∞),

ãäå ñèñòåìû ôóíêöèé

x1 = e−t cos t, x2 = e−t sin t, x3 = cos 2t, x4 = sin 2t, . . . , xn = tk−1 sin 2t,

y1 = e−t cos t, y2 = − cos 2t, y3 = e−t sin t, y4 = sin 2t, . . . , yn = tk−1 sin 2t

(ñ îäíèì è òåì æå îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî) ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûìè äëÿ óðàâíåíèÿ a ∈ Cn ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì
(λ2 + 2λ+ 2)(λ2 + 4)k = 0.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå óðàâíåíèå
d ≡ (0, d2, 0, d4, . . . , 0, dn−2) ∈ Cn−2 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì
(λ2 + 4)k = 0 è ñîîòâåòñòâåííî ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé
x3, x4, . . . , xn ∈ S∗(d).

Äëÿ äâóõ ðåøåíèé

y = y3 + y4 + · · ·+ yn ∈ S∗(a), z = z3 + z4 + · · ·+ zn ∈ S∗(b),
ñîâïàäàþùèõ íà ëó÷å [τ2,+∞), è âåêòîðà m1 = (dn−2, 0, dn−4, . . . , d2, 0, 1, 0)
ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

〈ψnz(t),m1〉 ≡ 0, t ∈ [0, τ1],

〈ψny(t),m1〉 = Be−t sin(t+ t0), t ∈ R+,

ãäå t0 � âñïîìîãàòåëüíûé óãîë, à B 6= 0 ïîñêîëüêó y3 /∈ S∗(d).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì m ∈ Rn∗ èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

〈ψny(t),m〉 ∈ S∗(a). Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû IV ðàáîòû [165] âûòåêà-
åò, ÷òî äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèèöåíòàìè õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ñòðîãèõ çíàêîâ ó ëþáîãî íåíóëåâîãî åãî ðåøåíèÿ íå
ìåíüøå, ÷åì íàèìåíüøèé èç ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé êîðíåé åãî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì α ∈ {∼, 0,+, ∗} äëÿ ðåøåíèÿ
y èìååì

1 6 ν̌α• (y) 6 ν̂α• (y) = inf
m∈Rn

lim
t→+∞

π

t
να(y,m, t) 6
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6 lim
t→+∞

π

t
να(y,m1, t) = lim

t→+∞
π

t

[
t+ t0
π

]
= 1,

à äëÿ ðåøåíèÿ z è ëþáîãî âåêòîðà m ∦ m1 ïðè t > τ2 èìååì ïðåäñòàâëåíèå
〈ψnz(t),m〉 = r1e

−t cos t+ r2e
−t sin t+ · · ·+ rn−1t

k−1 cos 2t+ rnt
k−1 sin 2t,

â êîòîðîì âñå êîýôôèöèåíòû r3, r4, . . . , rn îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ.
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 [251] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, . . . , k}
íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð mj ∦ m1, ÷òî ôóíêöèÿ 〈ψnz(t),mj〉 ïðè t > τ2 óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ

t−j+1〈ψnz(t),mj〉 = r1 cos 2t+ r2 sin 2t+ ψj(t),

ãäå r1 · r2 6= 0, lim
t→+∞

ψj(t) = lim
t→+∞

ψ′j(t) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 [177] è ëåììû 2.6 íàéäåòñÿ òàêîé

âåêòîð m2 ∦ m1, ÷òî ñïðàâåäëèâî

να• (z) = inf
m∈Rn

lim
t→+∞

π

t
να(z,m, t) = lim

t→+∞
π

t
να(z,m2, t) = lim

t→+∞
π

t

[
2t

π

]
= 2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà
να• (y) = 1 < 2 = να• (z), α ∈ {∼, 0,+, ∗},

çàâåðøàþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Òåîðåìà 2.8 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.9. Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû

2.8.
1. Â ñëó÷àå íå÷åòíîñòè ïîðÿäêà óðàâíåíèé ïðè ëþáîì α ∈ {∼, 0,+, ∗}

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî να(z,m1, t1) = +∞. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà m ∈ Rn∗ ïðè
t > t2 èìååì ïðåäñòàâëåíèå
〈ψnz(t),m〉 = A1e

−t + A2 cos t+ A3 sin t+ · · ·+ An−1t
k−1 cos t+ Ant

k−1 sin t.

Èç óñëîâèÿ m → m1 ñëåäóåò A1 → A 6= 0, A2 → 0, . . . , An → 0, à çíà÷èò,
ïðè ëþáîì t > t2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
m→m1

να(z,m, t2, t) = 0, α ∈ {∼, 0,+, ∗},
îòêóäà ñ ó÷åòîì îöåíêè (ñì. òåîðåìó 2 [177])

lim
m→m1

ν∗(z,m, t2) < +∞,
ïîëó÷èì ïðè ëþáîì α ∈ {∼, 0,+, ∗}

να◦ (z) = lim
t→+∞

π

t
inf
m∈Rn∗

να(z,m, t) = lim
t→+∞

π

t
lim
m→m1

να(z,m, t) = 0. (2.64)
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Íåñîâïàäåíèå äðóã ñ äðóãîì âåëè÷èí (2.63) è (2.64) ãàðàíòèðóåò ñïðà-
âåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (2.6).
2. Â ñëó÷àå ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ óðàâíåíèé ïðè ëþáîì α ∈ {∼, 0,+, ∗}

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî να(z,m1, τ1) = +∞. Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà
m ∦ m1 ïðè t > τ2 èìååì ïðåäñòàâëåíèå

〈ψnz(t),m〉 = B0e
−t sin(t+ t1) +B1 sin(2t+ t2) + · · ·+Bkt

k−1 sin(2t+ tk+1),

ãäå t1, t2, . . . , tk+1 � âñïîìîãàòåëüíûå àðãóìåíòû.
Åñëè m → m1, òî B0 → B 6= 0, B1 → 0, . . . , Bk → 0 è ïðè ëþáîì t > τ2

âåðíî
lim
m→m1

να(z,m, τ2, t) =

[
t− τ2

π

]
, α ∈ {∼, 0,+, ∗}.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì α ∈ {∼, 0,+, ∗} ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

να◦ (z) = lim
t→+∞

π

t
inf
m∈Rn∗

να(z,m, t) = lim
t→+∞

π

t
lim
m→m1

να(z,m, t) = 1,

à çíà÷èò, να◦ (z) ìåíüøå ÷åì να• (z).
Òåîðåìà 2.9 äîêàçàíà.

2.6 Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íåîäíîðîäíûõ àâòîíîì-
íûõ óðàâíåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ïîëíîñòüþ îïèñàíû ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íà ìíî-
æåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.10 è 2.11.
1. Èç îáùåãî âèäà ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (a, f)

ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå óðàâíåíèå b ≡ (b1, . . . , bn, . . . , bn+r1
) ∈ Cn+r1,

ìíîæåñòâî ðåøåíèé S(b, 0) êîòîðîãî ñîäåðæèò S(a, f). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
ðåøåíèÿ y ∈ S(a, f) è âåêòîðà

m1 = (bn+r1
, . . . , bn, . . . , b1, 1) ∈ Rn+r1+1

ôóíêöèÿ 〈ψy(τ),m1〉 òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâà

σ−(y) = ζ−(y) = 0.

2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì λ1, . . . , λn âûïèøåì ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
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(a, 0): êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó êîðíþ λ, âñòðå÷àþùåìóñÿ â ñïèñêå ðîâíî
s ðàç, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ôóíêöèè

ts−1eλt, . . . , teλt, eλt,

à êàæäîé ïàðå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé µ ± iγ, âñòðå÷àþùåéñÿ â
ñïèñêå êîðíåé ðîâíî s ðàç, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ôóíêöèé

ts−1eµt cos γt, ts−1eµt sin γt, . . . , teµt sin γt, eµt cos γt, eµt sin γt.

Â èòîãå ïîëó÷èì óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê S = {f1, f2, . . . , fn}, ñîñòîÿùèé
ðîâíî èç n ôóíêöèé.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàéäåì ÷àñòíîå ðå-
øåíèå

z =
l∑

j=1

thjeαjt(Pj(t) cos βjt+Qj(t) sin βjt), hj ∈ N ∪ {0},

ãäå Pj, Qj - äåéñòâèòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû, ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ
(a, f). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå ýòîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ â
âèäå

y = c1f1(t) + c2f2(t) + · · ·+ cnfn(t) + z(t),

ãäå c1, c2, . . . , cn - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå y ∈ S(a, f) íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

(a, f) ∈ Cn ×Q:

y = cqfq(t) + cq+1fq+1(t) + · · ·+ cpfp(t) + z(t), cq 6= 0, 1 6 q 6 p 6 n.

(2.65)
3. Ïóñòü λq = δ1 ∈ R. Òîãäà äëÿ âûáðàííîãî ðåøåíèÿ y ∈ S(a, f) è

íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ d = (d1, d2, . . . , dr2
) ∈ Cr2 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

y = u(t) + v(t), u ∈ S(d), v = ctl−1eλqt /∈ S(d), l > 1, c ∈ R.
Òîãäà äëÿ âåêòîðà m2 = (dr2

, . . . , d2, d1, 1) ∈ Rr2+1 è íåêîòîðîì q ∈ R∗
ñïðàâåäëèâî

〈ψy(τ),m2〉 = 〈ψu(τ),m2〉+ 〈ψv(τ),m2〉 = 〈ψv(τ),m2〉 = qeλqt. (2.66)

Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ. Íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
Φ∞ ñêàëÿðíûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà R+ îïðåäåëèì
îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d

dt ≡ D : Φ∞ → Φ∞. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí

L(λ) = λr2 + dr2
λr2−1 + · · ·+ d2λ+ d1,
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âçÿòûé îò îïåðàòîðà D è èìåþùèé âèä

L(D) = Dr2 + dr2
Dr2−1 + · · ·+ d2D + d1I : Φ∞ → Φ∞,

äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ y ∈ S∗(a) äàåò ïðåäñòàâëåíèå

〈ψy,m2〉 = L(D)y.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåé ôóíêöèè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé ñäâèãà
[1] :

L(D)
(
f(t)eλt

)
= eλtL(D + λI)f(t), f ∈ Φ∞, λ ∈ C. (2.67)

×èñëî λq ÿâëÿåòñÿ (l − 1)-êðàòíûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà L, ò.å.

L(λq) = L′(λq) = · · · = L(l−2)(λq) = 0, L(l−1)(λq) 6= 0.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

L(λ+ λq) = λr2 +

r2−1∑
j=0

qjλ
j

ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè q0, q1, . . . , qr2
. Ïðè λ = 0, ïîëó÷èì

q0 = L(λq) = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðóÿ ìíîãî÷ëåí L(λ + λq) ïî
λ, íàõîäèì

q1 = L′(λ+ λq)|λ=0 = L′(λq) = 0,

qs =
1

s!
L(s)(λ+ λq)

∣∣∣∣
λ=0

=
1

s!
L(s)(λq) = 0, s = 2, 3, . . . , l − 2.

Òåïåðü çàïèøåì

L(λ+ λq) = λr2 +

r2−1∑

j=l−1

qjλ
j. (2.68)

Íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâ (2.67),(2.68), èìååì

L(D)
(
tl−1eλqt

)
= eλqtL(D + λqI)tl−1 =

= eλqt


Dr2 +

r2−1∑

j=l−1

qjD
j


 tl−1 = (l − 1)!ql−1e

λqt

(çäåñü ql−1 6= 0, òàê êàê tl−1eλqt /∈ S∗(d)). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûáðàííîãî
ðåøåíèÿ (2.65) ñïðàâåäëèâî (2.66) ïðè ëþáîì l > 1, à çíà÷èò, ïðè ëþáîì
ε ∈ {∼, 0,+, ∗} âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

ζε(y) = σε(y) = 0. (2.69)
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4. Ïóñòü 0 = Imλq < β1. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå óðàâíåíèå
d1 = (d1

1, d
1
2, . . . , d

1
r3

) ∈ Cr3, ÷òî ðåøåíèå (2.65) ïðåäñòàâèìî â âèäå

y = cqfq(t) + u1(t), u1 ∈ S(d1, 0), fq /∈ S(d1, 0).

Ïîýòîìó äëÿ âåêòîðàm3 = (d1
r3
, . . . , d1

2, d
1
1, 1) ∈ Rr3+1 è íåêîòîðîé íåíóëåâîé

êîíñòàíòû H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

〈ψy(τ),m3〉 = cq〈ψfq(τ),m3〉+ 〈ψu1(τ),m3〉 = cq〈ψfq(τ),m3〉 = Heλqτ ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü (2.69).
5. Ñëó÷àé 0 = β1 < | Imλq| ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíê-

òó íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà è ïðèâîäèò ê òàêîìó æå çàêëþ÷åíèþ.
6. Ïóñòü òåïåðü λq = δ1 /∈ R. Òîãäà äëÿ âûáðàííîãî ðåøåíèÿ

y = u2(t) + u3(t),

ãäå

u2 ∈ S(d2), u3 = tl−1eα1t(P cos β1t+Q sin β1t) /∈ S(d2), l > 1, P,Q ∈ R,
è âåêòîðà m4 = (d2

r4
, . . . , d2

2, d
2
1, 1) ∈ Rr4+1 ïîëó÷èì

〈ψy(τ),m4〉 = Aeα1τ sin(β1τ + τ0), (2.70)
ãäå τ0 � âñïîìîãàòåëüíûé óãîë è A 6= 0. Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî
ðàâåíñòâà.

Â ñàìîì äåëå, âñå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâîäèìûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå íà-
ñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà, ñïðàâåäëèâû è ïðè êîìïëåêñíîì λq = α1 + iβ1.
Ïîýòîìó äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

L(D) = Dr4 + d2
r4
Dr4−1 + · · ·+ d2

2D + d2
1I

ñîáëþäàþòñÿ ðàâåíñòâà

L(D)
(
tl−1eα1t sin β1t

)
= L(D)

(
tl−1Re

(
eλqt
))

= Re
(
L(D)

(
tl−1eλqt

))
=

= Re
(
eλqtL(D + λqI)tl−1) = Re


eλqt


Dr4 +

r4−1∑

j=l−1

(pj + ihj)D
j


 tl−1


 =

= Re
(
(l − 1)!(pl−1 + ihl−1)e

λqt
)

= (l − 1)!eα1t (pl−1 cos β1t− hl−1 sin β1t) ,

L(D)
(
tl−1eα1t sin β1t

)
= L(D)

(
tl−1Im

(
eλqt
))

= Im
(
L(D)

(
tl−1eλqt

))
=
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= Im
(
eλqtL(D + λqI)tl−1) = Im


eλqt


Dr4 +

r4−1∑

j=l−1

(pj + ihj)D
j


 tl−1


 =

= Im
(
(l − 1)!(pl−1 + ihl−1)e

λqt
)

= (l − 1)!eα1t (pl−1 sin β1t+ hl−1 cos β1t) ,

ãäå pl−1, . . . , pr4−1, hl−1, . . . , hr4−1 ∈ R. Ïîíÿòíî, ÷òî ÷èñëà pl−1, hl−1 îäíî-
âðåìåííî íå ðàâíû íóëþ, òàê êàê tl−1eα1t cos β1t, t

l−1eα1t sin β1t /∈ S∗(d2).
Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2.70) ñëåäóåò ζε(y) = β1 ïðè ëþáîì ε ∈ {∼, 0,+, ∗}.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî òàê. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ y ∈ S∗(a, f)
ïðè ëþáîì âåêòîðå m ∈ Rk∗ ôóíêöèÿ 〈ψy,m〉 ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì
íåêîòîðîãî àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ d áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì n. Ïî-
ýòîìó ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè âåêòîðà m5 ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ
〈ψy,m5〉 èìååò ìåíüøóþ ÷åì β1 õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ÷àñòîòó íóëåé ïðè-
âîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî íàèìåíüøàÿ õàðàêòðèñòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà
íóëåé óðàâíåíèÿ d ∈ Ck ñîâïàäàåò èìåííî ñ β1 [165].

Èç îïðåäåëåíèé ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîãî ðåøåíèÿ y ∈ S∗(a, f) ïðè ëþáîì ε ∈ {∼, 0,+, ∗} ñîáëþäàþòñÿ
íåðàâåíñòâà êàê ñ îäíîé ñòîðîíû

σ̂ε(y) > σ̌ε(y) > ζ̌ε(y) = β1,

òàê è ñ äðóãîé

σ̂ε(y) ≡ inf
m∈Rk

lim
t→∞

π

t
νε(y,m, t) 6 lim

t→∞
π

t
νε(y,m4, t) = ζ̂ε(y) = β1,

äàþùèå ðàâåíñòâà σ̂ε(y) = σ̌ε(y) = β1.

7. Ïóñòü òåïåðü 0 6= γq ≡ | Imλq| < β1 è n− q ÷åòíîå. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ
(2.65) è âåêòîðà m6 = (d1

r3
, . . . , d1

2, d
1
1, 1) ∈ Rr3+1 ïîëó÷èì

〈ψy(τ),m6〉 = cq〈ψfq(τ),m6〉 = Beµqτ sin(γqτ + τ1),

ãäå λq = µq + iγq, τ1 � âñïîìîãàòåëüíûé óãîë è B 6= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, (ñì. ï.6) ïîëó÷èì
σ∼(y) = σ0(y) = σ+(y) = σ∗(y) = ζ∼(y) = ζ0(y) = ζ+(y) = ζ∗(y) = γq.

Åñëè æå n − q íå÷åòíîå, òî âìåñòî óðàâíåíèÿ d1 ∈ Cr3 è âåêòîðà m6

âûáèðàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå ρ = (ρ1, ρ2, . . . , ρr3−1) ∈ Cr3−1 ñ
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé
fq+2, . . . , fn, t

h1eα1tP1(t) cos β1t, th1eα1tQ1(t) sin β1t, . . . , t
hleαltQl(t) sin βlt

è âåêòîð m7 = (ρr3−1, . . . , ρ2, ρ1, 1) ∈ Rr3. Äàëåå, âñå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿ-
þòñÿ.
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8. Ðàññóæäåíèÿ, ïðîâîäèìûå â ï. 7 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà â ñëó÷àå
0 6= β1 < | Imλq|, ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì

ζ̂ε(y) = ζ̌ε(y) = σ̂ε(y) = σ̌ε(y) = β1, ε ∈ {∼, 0,+, ∗}.
Òåîðåìû 2.10 è 2.11 ïîëíîñòüþ äîêàçàíû.
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Ãëàâà 3

Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è
îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

Â äàííîé ãëàâå íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àâòîíîìíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïîëíîñòüþ îïèñàíû ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè
è îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè, à òàêæå íàéäåíû ñïåêòðû ýòèõ ïîêàçàòå-
ëåé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ òðåóãîëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì è óñòà-
íîâëåíà âçàèìîñâÿçü ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè
âçàèìíî-ñîïðÿæåííûõ äâóìåðíûõ ñèñòåì. Êðîìå òîãî, äîêàçàíû óòâåðæäå-
íèÿ î âîçìîæíûõ ñïåêòðàõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñìåí çíàêîâ, íóëåé,
êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì.
Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæå-
íèþ.

Â ðàçäåëå 3.2 óñòàíîâëåíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé àâòîíîìíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è îðèåíòèðîâàííîé âðà-
ùàåìîñòè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè è àáñîëþòíûìè [256, 259]. Îêàçàëîñü, ÷òî îíè
íàïðÿìóþ çàâèñÿò îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû. Êàê ñëåä-
ñòâèå, íàéäåíû ñïåêòðû âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè àâ-
òîíîìíûõ ñèñòåì ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé. Äîêàçàíî, ÷òî îíè ñîñòîÿò
èç îäíîãî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, äàíî ïîëíîå îïèñàíèå ãëàâíûõ
çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè òà-
êèõ ñèñòåì. Ýòè çíà÷åíèÿ äëÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íåñòðîãèõ çíà-
êîâ, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ñîâïàëè ñ ìíîæåñòâîì ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû, à ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ñòðî-
ãèõ ñìåí çíàêîâ ìîãóò ñîñòîÿòü èç íóëÿ è íàèìåíüøåãî ïî ìîäóëþ ìíè-
ìûõ ÷àñòåé êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà [296, 316, 319]. Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé âðàùàå-
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ìîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâûìè ñâîéñòâà-
ìè íàáîðà ìíèìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû. Ýòî
ìíîæåñòâî ìîæåò ñîäåðæàòü (â îòëè÷èå îò ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è
áëóæäàåìîñòè) çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò íóëÿ, è îò ìíèìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû, ïðè÷åì ìîùíîñòü ýòîãî ñïåêòðà ìîæåò
áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà
[302, 322].

Â ðàçäåëå 3.3 óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåêòðû âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è
âðàùàåìîñòè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ òðåóãîëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñè-
ñòåì ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñîñòîÿò èç îäíîãî íóëåâîãî çíà÷å-
íèÿ [262, 303, 310].

Â ðàçäåëå 3.4 óñòàíîâëåíî ñîâïàäåíèå ñïåêòðîâ êàæäîãî ïîêàçàòåëÿ êî-
ëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè âçàèìíî-ñîïðÿæåííûõ äâóìåðíûõ ñèñòåì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè [262, 318].

Â ðàçäåëå 3.5 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîé îäíîðîäíîé äâóìåðíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè çíàêîâ,
íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé êîòîðûõ ñîäåðæàò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûå ìíî-
æåñòâà ìåòðè÷åñêè è òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé [266, 276, 290,
291, 309]. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ñïåêòðà óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ñèñòå-
ìó ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè [272], à â ñëó÷àå ñ÷åòíîãî ñïåêòðà
- ñèñòåìó ñ íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè êî-
ýôôèöèåíòàìè [273].

Â ðàçäåëå 3.6 äëÿ ëþáîãî n > 2 óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå n-ìåðíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñ êîíòèíóàëüíûìè ñïåêòðàìè ïîêàçàòåëåé êî-
ëåáëåìîñòè [265]. Ïðè ÷åòíûõ n ñïåêòðû âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
çàïîëíÿþò îäèí è òîò æå îòðåçîê ÷èñëîâîé îñè ñ íàïåðåä çàäàííûìè ïî-
ëîæèòåëüíûìè íåñîèçìåðèìûìè êîíöàìè, à ïðè íå÷åòíûõ n ê óêàçàííûì
ñïåêòðàì åùå äîïîëíèòåëüíî äîáàâëÿåòñÿ íóëü. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî ðåøåíèÿ ïîñòðîåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû âñå ïîêàçàòåëè êî-
ëåáëåìîñòè ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ
â äàííîì ðàçäåëå îòäåëüíî ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè n.

Â ðàçäåëå 3.7 óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå íåïîñðåäñòâåííîé âçàèìîñâÿçè
ìåæäó ìîùíîñòÿìè ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íåëèíåéíîé ñèñòå-
ìû è ñèñòåìû åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ [264, 327]. À èìåííî, ìåòîäîì âàðüè-
ðîâàíèÿ ñèñòåìû ïîñòðîåíà äâóìåðíàÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà, âñå íåòðèâè-
àëüíûå ðåøåíèÿ êîòîðîé áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìû âïðàâî è ìíîæåñòâî èõ
ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè çàïîëíÿåò îòðåçîê [0, 1] èëè ñîâïàäàåò ñ íàïåðåä
çàäàííûì íåïóñòûì ïîäìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îòðåçêà [0, 1], à
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ñïåêòðû ëèíåéíîé ñèñòåìû åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîÿò òîëüêî èç îä-
íîãî ýëåìåíòà. Áîëåå òîãî, ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñóæåíèÿ ïî-
ñòðîåííîé íåëèíåéíîé äâóìåðíîé ñèñòåìû íà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ëþáîé
îòêðûòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ôàçîâîé ïëîñêîñòè è âðåìåííîé ïîëóîñè ìî-
ãóò ñîñòîÿòü èç çàäàííîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ, èëè áûòü ñ÷¼òíûìè, èëè
äàæå äîñòèãàòü ìîùíîñòè êîíòèíóóìà. Êðîìå òîãî, äîêàçàíî ñóùåñòâîâà-
íèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû, ñïåêòðû âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè êîòîðîé
ñîâïàäàþò ñ ïðîèçâîëüíûì çàðàíåå çàäàííûì èíòåðâàëîì îòðåçêà [0, 1], à
ñîîòâåòñòâóþùèå ñïåêòðû ëèíåéíîé ñèñòåìû å¼ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ òàê-
æå ñîñòîÿò èç îäíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà.

3.1 Îáçîð ëèòåðàòóðû è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó A ∈ Cn è óïîðÿäî÷èì åå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ λ1(A), . . . , λn(A) ïî íåóáûâàíèþ ìîäóëåé èõ ìíèìûõ ÷àñòåé. Â
ðàáîòå [174] óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû A ∈ Cn ñèëüíûé
ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè íóëåé ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, à åãî ñïåêòð ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñè-
ñòåìû A ∈ Cn. Ðåãóëÿðèçîâàííûå æå ïî Ìèëëèîíùèêîâó i-ûå âåðõíèé è
íèæíèé ñèëüíûé ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè íóëåé àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñîâ-
ïàäàþò ìåæäó ñîáîé è ðàâíû |Imλi(A)|, i = 1, n. Â ðàáîòå [34] äîêàçàíî,
÷òî ñèëüíûé ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè íóëåé ëþáîãî ðåøåíèÿ àâòîíîìíîé
ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñî ñëàáûì, à çíà÷èò, âñå ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû
ðàáîòû [174] ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñëàáîãî ïîêàçàòåëÿ êîëåáëåìîñòè íóëåé.
Áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òî÷íîñòè è àáñîëþòíîñòè ïîêàçàòåëÿ êîëåá-
ëåìîñòè íóëåé íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé àâòîíîìíûõ ñèñòåì ïðèâîäèòñÿ â
[284].

Ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè (ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ) çíàêîâ è êîðíåé ýòè âî-
ïðîñû áûëè èññëåäîâàíû òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àâòîíîìíûõ
óðàâíåíèé [251, 277, 293, 311, 313]. Ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íåñòðîãèõ
çíàêîâ è êîðíåé ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè îáëàäàëè âñåìè âûøå ïåðå÷èñëåí-
íûìè ñâîéñòâàìè [277], íî ýòè ñâîéñòâà ëèøü ÷àñòè÷íî èìåëè ìåñòî äëÿ
ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñòðîãèõ çíàêîâ [251]. Ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè
ãèïåðêîðíåé âîâñå íå áûëè èññëåäîâàíû íà ìíîæåñòâå S∗(C). Â ñâÿçè ñ ýòèì
âîçíèêàþò ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå âîïðîñû. Ñîõðàíÿþòñÿ ëè âñå ýòè ñâîé-
ñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè çíàêîâ è êîðíåé ðåøå-
íèé àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé, è äëÿ ðåøåíèé àâòîíîìíûõ ñèñòåì? Áóäóò ëè
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îòëè÷àòüñÿ ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ãèïåðêîðíåé íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé
âñåõ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì îò ïîêàçàòåëåé çíàêîâ èëè êîðíåé?

Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ñîäåðæàòñÿ â ñëåäóþùåé
Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Cn

êàæäûé ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, àáñîëþòíûì è óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

ν−(x) 6 ν∼(x) = ν0(x) = ν+(x) = ν∗(x), (3.1)

ν−(S∗(A)) = {|Imλ1(A)|} ïðè n = 2,

0 ∈ ν−(S∗(A)) ⊂ {0, |Imλ1(A)|} ïðè n > 2,

ν−
j

(A) = ν−j (A) = 0, 1 6 j 6 n− 2 (n > 2).

Èç ýòîé òåîðåìû è åå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò:
• åñëè õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ñèñòåìû äåéñòâèòåëü-
íî èëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíû, íî íåêîòîðîìó èç íèõ
ñîîòâåòñòâóåò áîëåå îäíîé æîðäàíîâîé êëåòêè, òî ïîêàçàòåëè ñòðîãèõ
çíàêîâ âñåõ åå ðåøåíèé ðàâíû íóëþ;
• åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíû è êàæäîìó èç íèõ ñîîò-
âåòñòâóåò ðîâíî îäíà æîðäàíîâà êëåòêà, òî ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ ñòðîãèõ
çíàêîâ àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç íóëÿ è íàèìåíüøåãî èç ìîäóëåé
ìíèìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé;

à ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [34, 174] âûòåêàþò ñâîéñòâà:
• äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ Cn ïðè ëþáîì κ = ν̂α• , ν̌

α
• , ν̂

α
◦ , ν̌

α
◦ âûïîëíåíû

ðàâåíñòâà

κj(A) = κj(A) = |Imλj(A)|, α ∈ {∼, 0,+, ∗}, j = 1, 2, . . . , n;

• ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé, íåñòðîãèõ çíàêîâ, êîðíåé è
ãèïåðêîðíåé àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñîñòîÿò èç ìíîæåñòâà ìîäóëåé ìíè-
ìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé åå ìàòðèöû.

Èçâåñòíî [179], ÷òî ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè
àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñîäåðæàò ìíîæåñòâî ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû, íî íå ñîâïàäàåò ñ íèì â îáùåì ñëó÷àå. Â
ýòîì æå äîêëàäå [179] áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î òèïè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçà-
òåëÿ îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè è î ñòóðêòóðå åãî âîçìîæíîãî ñïåêòðà.

109



Áóðëàêîâó Ä.Ñ. óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì ñ ïî-
ñòîÿíûìè êîýôôèöèåíòàìè (ó êîòîðûõ åñòü äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ èëè äâà êîìïëåêñíûõ ñ íåñîèçìåðèìûìè ìíèìûìè ÷àñòÿìè) íóëü
ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì çíà÷åíèåì äàííîãî ïîêàçàòåëÿ, à â ñëó÷àå ñèñòåì ñ ïðî-
ñòûìè ÷èñòî ìíèìûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè � îïðåäåëèòü åãî ñïåêòð
[35]. Òåì ñàìûì çàäà÷à îïðåäåíèÿ ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé
âðàùàåìîñòè àâòîíîìíûõ ñèñòåì áûëà ðåøåíà ÷àñòè÷íî. Ïîëíîå îïèñàíèå
ïîêàçàòåëåé âðàùàåìîñòè íà ìíîæåñòâå àâòîíîìíûõ ñèñòåì äàåòñÿ â ñëå-
äóþùåé òåîðåìå. Äëÿ åå ôîðìóëèðîâêè íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå
Îïðåäåëåíèå 3.1 [35]. Ââåäåì íàèáîëüøèé íå÷åòíî-îáùèé äåëèòåëü

gcd∗(Q) ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë Q = {q1, . . . , qr}: åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå q, ÷òî ìíîæåñòâî Q/q = {q1/q, . . . , qr/q} ñîñòîèò èç íå÷åòíûõ
öåëûõ ÷èñåë, òî â êà÷åñòâå gcd∗(Q) âîçüìåì íàèáîëüøåå èç òàêèõ q, à â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì gcd∗ (Q) = 0.
Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn ïîêàçàòåëü θ ÿâëÿ-

åòñÿ òî÷íûì, àáñîëþòíûì, åãî ñïåêòð èìååò âèä

θ(S∗(A)) = {gcd∗(S) |∅ 6= S ⊂ {|Imλ1(A)|, . . . |Imλn(A)|}}, (3.2)

à ãëàâíûå çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
θ1(A) = θ2(A) = θ2(A) = · · · = θn−1(A) = θn−1(A) 6

6 θn(A) = |Imλn(A)|. (3.3)

Îòñþäà âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà:
• äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ θ äèñêðåòíûé,
ïðè÷åì åãî ìîùíîñòü íå ìîæåò ïðåâûøàòü 2

n
2 − 1;

• ñïåêòðû âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìî-
ñòè àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé ñîñòîÿò èç îäíîãî
íóëåâîãî çíà÷åíèÿ.

Â äîêëàäàõ [306, 308] áûëà àíîíñèðîâàíà òåîðåìà î íóëåâîì ñïåêòðå ïî-
êàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ òðåóãîëü-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò äëÿ âñåõ ñëàáûõ è íèæíèõ ñèëüíûõ ïîêà-
çàòåëåé áëóæäàåìîñòè äâóìåðíûõ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè
êîýôôèöèåíòàìè áûë óñòàíîâëåí â [137]. Òàì æå áûëà àíîíñèðîâàíà òåî-
ðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ íåêîòîðîé äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé ñèñòåìû
ñ ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì âåðõíåãî ñèëüíîãî ïîêàçàòåëÿ áëóæäàåìîñòè.
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À ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé âðàùàåìîñòè òðåóãîëüíûõ ñèñòåì íå áûëè èññëå-
äîâàíû âîâñå.

Íèæå ïîëíîñòüþ îïèñàíû ñïåêòðû âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è âðà-
ùàåìîñòè òðåóãîëüíûõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûìè (íåîáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åí-
íûìè) êîýôôèöèåíòàìè.
Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) ëþáîé òðåóãîëüíîé ñè-

ñòåìû A ∈ T n èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

θ(x) = ν−(x) = ν∼(x) = ν0(x) = ν+(x) = ν∗(x) = 0.

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:
• ñïåêòðû âñåõ ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè è ïîêàçà-
òåëåé êîëåáëåìîñòè òðåóãîëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñîñòî-
ÿò èç îäíîãî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà âçàèìíî-ñîïðÿæåííûõ
ïðàâèëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íóëÿ
(ñì., íàïðèìåð, [71]). Ó÷èòûâàÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé êîëåáëå-
ìîñòè è âðàùàåìîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñè-
ñòåì, áûëî áû ëþáîïûòíî îòâåòèòü íà ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé âîïðîñ.
Ìîæíî ëè, ïî ñïåêòðó êàêîãî-ëèáî ïîêàçàòåëÿ êîëåáëåìîñòè èëè âðàùà-
åìîñòè íåêîòîðîé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, âîñ-
ñòàíîâèòü ñïåêòð ýòîãî ïîêàçàòåëÿ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû?

Äëÿ âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè â äâóìåðíîé ñëó÷àå
îòâåò îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈M2 è ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ

κ = θ̌•, θ̂•, θ̌◦, θ̂◦, ν̂α• , ν̌
α
• , ν̂

α
◦ , ν̌

α
◦ , α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} (3.4)

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî κ(S∗(A)) = κ(S∗
(−AT

)
).

Èçâåñòíî, ÷òî [174] ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè äâóìåðíîé ñè-
ñòåìû, îòâå÷àþùåé ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà,
ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî ýëåìåíòà. Äëÿ äâóìåðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïå-
ðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé
ìîãóò ñîäåðæàòü íàáîðû, ñîñòîÿùèå èç ñêîëü óãîäíî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà
ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé [272]. Åñëè îòêàçàòüñÿ îò ïåðèîäè÷íîñòè êîýôôè-
öèåíòîâ äâóìåðíîé ñèñòåìû, òî ñïåêòðû ìîãóò ñîäåðæàòü ñ÷åòíûå ìíî-
æåñòâà ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé [273]. Âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ ýòèõ óòâåð-
æäåíèé è íà îñòàëüíûå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ãàðàíòèðóþò ñëåäóþùèå
äâå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 3.5. Äëÿ ëþáîãî N ∈ N ñóùåñòâóåò ñèñòåìà A ∈ P2, èìåþ-
ùàÿ òàêèå N ðåøåíèé x1, . . . , xN ∈ S∗(A), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

να(xi) =
i

N
, i = 1, N, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗},

ïðè÷åì âñå ýòè çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ÿâëÿþòñÿ ñóùå-
ñòâåííûìè (è ìåòðè÷åñêè, è òîïîëîãè÷åñêè).
Òåîðåìà 3.6. Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà A ∈ M2, èìåþùàÿ òàêóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé x1, x2, . . . ∈ S∗(A), ÷òî âûïîëíåíî
να(xi) = 1− 2−i, i ∈ N, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗},

ïðè÷åì âñå ýòè çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè (è ìåòðè÷åñêè, è
òîïîëîãè÷åñêè).

Â ðàáîòàõ [253, 315] óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå äâóìåðíîé ñèñòåìû,
ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé êîòî-
ðîé çàïîëíÿþò îäèí è òîò æå îòðåçîê ÷èñëîâîé îñè. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè
ñâîéñòâà äëÿ âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ìîæíî ïåðåíåñòè íà îòðåç-
êè ñ ïðîèçâîëüíûìè íåñîèçìåðèìûìè êîíöàìè è îáîáùèòü íà n-ìåðíûå
ñèñòåìû.
Òåîðåìà 3.7. Äëÿ ëþáîãî n > 2 è ëþáûõ íåñîèçìåðèìûõ ω2 > ω1 > 0

íàéäåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà A ∈ M̃n, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
ν−(S∗(A)) = [ω1, ω2], åñëè n = 2;

να(S∗(A)) =

{
[ω1, ω2], åñëè n ÷åòíîå;
[ω1, ω2] ∪ {0}, åñëè n íå÷åòíîå;

α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.

Â ðàáîòå [186] äëÿ óêàçàííûõ ïîêàçàòåëåé íåëèíåéíîé ñèñòåìû ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå (êàê ôèêñèðîâàííûå, òàê è âàðèàòèâíûå)
èõ âçàèìîñâÿçè íå òîëüêî äðóã ñ äðóãîì, íî è ñ àíàëîãè÷íûìè ïîêàçàòåëÿ-
ìè ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, èìååò
ìåñòî
Óòâåðæäåíèå 3.1 (Ñåðãååâ È.Í. [186]). Ïðè n = 2 è G = R2 äëÿ ëþáûõ

0 6 β < +∞ è 0 6 γ 6 +∞ ñóùåñòâóåò ñèñòåìà (1.9) ñ ñèñòåìîé ïåðâîãî
ïðèáëèæåíèÿ (1.10) ïðè ïîòî÷å÷íîì óñëîâèè íà íåëèíåéíóþ äîáàâêó

f(t, x)− f′(t, x) = o(x), x→ 0, t ∈ R+,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
ν∗(S∗(A)) = {β}, ν∗(S∗(f)) = {γ}.
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Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò îòñóòñòâèå ñâÿçè â îáùåì ñëó÷àå
ìåæäó ñïåêòðàìè ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ãèïåðêîðíåé íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû è ñèñòåìû åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âî-
ïðîñ î ñîâïàäåíèè ìîùíîñòåé ñïåêòðîâ êàêîãî-ëèáî ïîêàçàòåëÿ êîëåáëåìî-
ñòè ñèñòåìû è åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ìàëîñòè ïî
t ∈ R+ íåëèíåéíîé äîáàâêè. Îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñîäåð-
æèòñÿ â ñëåäóþùåé
Òåîðåìà 3.8. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ [0, 1]∩Q èëè

X = [0, 1] ñóùåñòâóþò äâå ñèñòåìû

ẋ = A(t)x+B(t, x) ≡ f(t, x), |B(t, x)| 6 |x|2, f, f ′x ∈ C(R+×R2), (3.5)

ẋ = A(t)x ≡ f′(t, x), A(t) = f ′x(t, 0), x ∈ R2, t ∈ R+, (3.6)
ñ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó íóëåâûì ðåøåíèåì, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè

να(S∗(f′)) =

{
{0}, α = −,∼,
{1}, α = 0,+, ∗,

(3.7)

να(S∗(f)) =

{
X ∪ {0}, α = −,∼,
X ∪ {1}, α = 0,+, ∗,

(3.8)

ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ α = −,∼, 0,+, ∗ ïðè ëþáîì ε > 0 ìíîæå-
ñòâà {να(xf(·, x0)) | 0 < |x0| < ε} è να(S∗(f)) ðàâíîìîùíû.
Òåîðåìà 3.9. Äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà X = (a, b) ⊂ [0, 1] ñóùåñòâó-

þò äâå ñèñòåìû âèäà (3.5) è (3.6) ñ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó íóëåâûì
ðåøåíèåì, ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè êîòîðûõ îáëàäàþò ñîîò-
âåòñòâåííî ñâîéñòâàìè (3.7) è (3.8).

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé.

3.2 Ñâîéñòâà ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè ðåøå-
íèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì

Â äàííîì ðàçäåëå ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
è âðàùàåìîñòè àâòîíîìíûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå
Îïðåäåëåíèå 3.2 [197]. Ïîä âåùåñòâåííûì àíàëîãîì æîðäàíîâîé

ìàòðèöû áóäåì ïîíèìàòü êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ êëåòêàìè âè-
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äà

Jλ,s=




λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
... ... . . . . . . 0
0 0 . . . λ 1
0 0 . . . 0 λ



∈Cs,

Jα,β,p=




α β 1 0 . . . . . . . . . . . . 0
−β α 0 1 0 . . . . . . . . . 0
0 0 α β 1 0 . . . . . . 0
0 0 −β α 0 1 . . . . . . 0
... ... ... . . . . . . . . . . . . . . . ...
0 0 . . . . . . 0 α β 1 0
0 0 . . . . . . 0 −β α 0 1
0 0 0 0 . . . . . . 0 α β

0 0 0 0 . . . . . . 0 −β α




∈Cp,

ãäå α, β ∈ R, s, j ∈ N, p = 2j; ïðè ýòîì êëåòêè ïåðâîãî âèäà áóäåì íàçû-
âàòü îäèíî÷íûìè, à âòîðîãî � ïàðíûìè.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 ðàçîáüåì íà ïóíêòû.
1. Êàê èçâåñòíî [197], ìàòðèöà A ∈ Cn ïîäîáíà íåêîòîðîìó âåùåñòâåí-

íîìó àíàëîãó æîðäàíîâîé ìàòðèöû, ïðè ïåðåõîäå ê êîòîðîìó êàæäîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû A çàìåíÿåòñÿ ïîäîáíîé âåêòîð-ôóíêöèåé, îò÷åãî çíà÷åíèÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íå èçìåíèòñÿ (ëåììà 1.2). Ïî-
ýòîìó ìàòðèöó A èçíà÷àëüíî áóäåì ñ÷èòàòü âåùåñòâåííûì àíàëîãîì æîð-
äàíîâîé ìàòðèöû.
2. Ïðè n = 1 ñôîðìóëèðîâàííûå òåîðåìû, î÷åâèäíî, âåðíû, ïîñêîëüêó

ëþáîå ðåøåíèå x ∈ S∗(A) ëþáîãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ A ∈ C1 â íóëü íå
îáðàùàåòñÿ íà R+.
3. Ïóñòü òåïåðü n > 2. Óïîðÿäî÷èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, . . . , λn

ìàòðèöû A ïî íåñòðîãîìó óáûâàíèþ ìîäóëåé èõ ìíèìûõ ÷àñòåé (çàìåòèì,
÷òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3.1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óïîðÿäî÷åíû â îá-
ðàòíîì ïîðÿäêå) è ïîñòðîèì äåéñòâèòåëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó
ðåøåíèé

x1 =




x11

x21...
xn1


, x2 =




x12

x22...
xn2


, . . . , xn =




x1n

x2n...
xnn


 (3.9)
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ñèñòåìû A ∈ Cn ïî íåñêîëüêèì ïîäñèñòåìàì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåò-
ñòâóåò ñâîåé êëåòêå ìàòðèöû A:

à) êàæäîé îäèíî÷íîé êëåòêå Jλk,s ïîðÿäêà s, îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λk ∈ R, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîäñèñòåìó èç s ðåøåíèé

xk(t) = eλkthk, . . . ,

xk+s−1(t) =
ts−1

(s− 1)!
eλkthk + · · ·+ teλkthk+s−2 + eλkthk+s−1,

ãäå j-àÿ êîìïîíåíòà êàæäîãî âåêòîðà hj èç ýòîé ïîäñèñòåìû ðàâíà åäèíèöå,
à âñå îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ;

á) êàæäîé ïàðíîé êëåòêå Jα,β,p ïîðÿäêà p = 2s, îòâå÷àþùåé ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk = α + iβ, ñîîòâåòñòâóåò ïîäñèñòåìà ðåøåíèé
xk, xk+1, . . . , xk+2s−1




x1k...
xk−1k

xkk
xk+1k

xk+2k...
xnk




=




0
...
0

eαt cos βt
−eαt sin βt

0
...
0




,




x1k+1...
xk−1k+1

xkk+1

xk+1k+1

xk+2k+1...
xnk+1




=




0
...
0

eαt sin βt
eαt cos βt

0
...
0




,




x1k+2...
xkk+2

xk+1k+2

xk+2k+2

xk+3k+2...
xnk+2




=




0
...

teαt cos βt
−teαt sin βt
eαt cos βt
−eαt sin βt

...
0




,




x1k+3...
xkk+3

xk+1k+3

xk+2k+3

xk+3k+3...
xnk+3




=




0
...

teαt sin βt
teαt cos βt
eαt sin βt
eαt cos βt

...
0




,

. . . ,
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


x1k+2s−2...
xkk+2s−2

xk+1k+2s−2...
xk+2s−4k+2s−2

xk+2s−3k+2s−2

xk+2s−2k+2s−2

xk+2s−1k+2s−2...
xnk+2s−2




=




0
...

ts−1

(s−1)!e
αt cos βt

− ts−1

(s−1)!e
αt sin βt
...

teαt cos βt
−teαt sin βt
eαt cos βt
−eαt sin βt

...
0




,




x1k+2s−1...
xkk+2s−1

xk+1k+2s−1...
xk+2s−4k+2s−1

xk+2s−3k+2s−1

xk+2s−2k+2s−1

xk+2s−1k+2s−1...
xnk+2s−1




=




0
...

ts−1

(s−1)!e
αt sin βt

ts−1

(s−1)!e
αt cos βt
...

teαt sin βt
teαt cos βt
eαt sin βt
eαt cos βt

...
0




;

â) ñîáðàâ ðåøåíèÿ âñåõ òàêèõ ïîäñèñòåì, ïîëó÷èì îáùóþ óïîðÿäî÷åííóþ
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé A.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû A ïðèíèìàåò âèä

x = c1x
1(t) + c2x

2(t) + · · ·+ cnx
n(t), (3.10)

ãäå c1, c2, . . . , cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
4. Ïðè n = 2 â çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A äëÿ

âèäà ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿ ÷åòûðå ñëó-
÷àÿ:

ã)
x1 =

(
eλ1t

0

)
, x2 =

(
0
eλ2t

)
, λ1 6= λ2;
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ä)
x1 =

(
eλt

0

)
, x2 =

(
0
eλt

)
, λ = λ1 = λ2;

å)
x1 =

(
eλt

0

)
, x2 =

(
teλt

eλt

)
, λ = λ1 = λ2;

æ)

x1 =

(
eαt cos βt
−eαt sin βt

)
, x2 =

(
eαt sin βt
eαt cos βt

)
, λ1 = α + iβ, λ2 = α− iβ.

Â ïåðâûõ òðåõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðåøåíèÿ âèäà x = c1x
1(t)+ c2x

2(t) âûáèðàåì
âåêòîð m1 = (0, 1), åñëè c2 6= 0, è âåêòîð m2 = (1, 0), åñëè c2 = 0. Êàæäûé
èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïðè ëþáîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

να• (x) = να◦ (x) = 0,

èç êîòîðîãî ïîëó÷èì ν−1 (A) = ν−2 (A) = 0.
Â ñëó÷àå æ) äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) è âåêòîðà m ∈ R2

∗ èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

〈x(τ),m〉 = aeαt sin(βτ + τ0), a 6= 0,

ãäå τ0 � âñïîìîãàòåëüíûé óãîë. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì
α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} èìååò ìåñòî

να• (x) = να◦ (x) = β,

îòêóäà íàõîäèì ν−1 (A) = ν−2 (A) = β.

Â ñëó÷àå n = 2 ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 3.1 óñòàíîâëåíà.
5. Äàëåå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé n > 2. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå

x = cqx
q(t) + cq+1x

q+1(t) + . . .+ crx
r(t), cr 6= 0, 1 6 q 6 r 6 n, (3.11)

ñèñòåìû A ∈ Cn.
ç) Ïóñòü λr ∈ R. Òîãäà äëÿ âåêòîðà m3 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rn

ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè êðîìå r-ãî è âûáðàííîãî ðåøåíèÿ x èìååì
〈x(τ),m3〉 = cre

λrτ , îòêóäà ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

ν∼• (x) = ν∼◦ (x) = ν0
•(x) = ν0

◦(x) = ν+
• (x) = ν+

◦ (x) = ν∗•(x) = ν∗◦(x) = 0.

è) Ïóñòü λr /∈ R. Òîãäà äëÿ âåêòîðà m3 è ðåøåíèÿ (3.11) áóäåì èìåòü

〈x(τ),m3〉 = beαrτ sin(βrτ + τ1), b 6= 0, (3.12)
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ãäå Reλr = αr, |Imλr| = βr, τ1 � âñïîìîãàòåëüíûé óãîë.
Èç ðàâåíñòâà (3.12) ñëåäóåò, ÷òî

ν∼◦ (y) = ν0
◦(x) = ν+

◦ (x) = ν∗◦(x) = βr.

Ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåé öåïî÷êè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íàèìåíüøàÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà íóëåé ôóíêöèé âèäà 〈x,m〉 ïðè ëþáîì íåíóëå-
âîì m ∈ Rn∗ ñîâïàäàåò ñ βr (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû IV â ðàáîòå [165]).

Èç îïðåäåëåíèé ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîãî ðåøåíèÿ (3.11) ïðè ëþáîì α ∈ {∼, 0,+, ∗} âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
êàê ñ îäíîé ñòîðîíû

ν̂α• (x) > ν̌α• (x) > ν̌α◦ (x) = βr,

òàê è ñ äðóãîé
ν̂α• (x) ≡ inf

m∈Rn
lim
t→∞

π

t
να(x,m, t) 6 lim

t→∞
π

t
να(x,m3, t) = ν̂α◦ (x) = βr,

êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì
ν∼• (x) = ν0

•(x) = ν+
• (x) = ν∗•(x) = βr.

6. ê) Åñëè ìàòðèöà A èìååò õîòÿ áû îäíî äåéñòâèòåëüíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå, òî äëÿ âåêòîðà m4 = (0, . . . , 0, 1) è ðåøåíèÿ (3.11) áóäåì èìåòü
ïðåäñòàâëåíèå 〈x(τ),m4〉 = cne

λnt. Îòêóäà ïðè ëþáîì cn ñëåäóåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü ðàâåíñòâ ν−• (x) = ν−◦ (x) = 0, âëåêóùèå çà ñîáîé ðàâåíñòâà

ν−
j

(A) = ν−j (A) = 0, j = 1, 2, . . . , n.

ë) Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíû è íåêîòîðîìó α + βi èç
íèõ ñîîòâåòñòâóåò s > 1 æîðäàíîâûõ êëåòîê, òî êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà A ñîäåðæèò s ïàðíûõ êëåòîê Jα,β,p1

, . . . , Jα,β,ps. Òîãäà äëÿ êàæäî-
ãî ðåøåíèÿ xc ∈ S∗(A) íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð mc ∈ Rn∗ , ÷òî 〈xc(τ),mc〉 ≡ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå âñå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ñòðîãèõ çíà-
êîâ, êàê è èõ ãëàâíûå çíà÷åíèÿ, ðàâíû íóëþ.
7. Ïóñòü òåïåðü ìàòðèöà A íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé è êàæäîé ïàðå α± βi ñîîòâåòñâóåò ðîâíà îäíà ïàðíàÿ êëåòêà Jα,β,p.
Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈ Cn â âèäå

S(A) = Ln−2(A)⊕ L2(A),

ãäå Ln−2(A) ≡ span {x1, x2, . . . , xn−2}, L2(A) ≡ span {xn−1, xn}.
Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x ∈ Ln−2(A) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈x(τ),m4〉

òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
ν−• (x) = ν−◦ (x) = 0, (3.13)
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èç êîòîðûõ, òàê êàê dimLn−2(A) = n− 2, âûòåêàåò

ν−1 (A) = ν−2 (A) = ν−2 (A) = . . . = ν−
n−2(A) = ν−n−2(A) = 0.

ì) Åñëè â ðåøåíèè (3.10) âñå êîýôôèöèåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ èëè ðîâíî
îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí íóëþ, òî òîæäåñòâî 〈x(τ),m〉 ≡ 0 âîçìîæ-
íî ëèøü ïðè íóëåâîì âåêòîðå m = 0. Ïîýòîìó äëÿ óêàçàííûõ ðåøåíèé
x ∈ S∗(A) ñîáëþäàþòñÿ ðàâåíñòâà (ñì. ïóíêò 5. è) íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëü-
ñòâà)

ν−• (x) = ν−◦ (x) = βn, (3.14)

ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

〈x(τ),m4〉 = ceαnτ sin(βnτ + τ2), c 6= 0 (3.15)

ãäå Reλn = Reλn−1 = αn, |Imλn| = |Imλn−1| = βn, τ2 � âñïîìîãàòåëüíûé
óãîë. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ãëàâíûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé
êîëåáëåìîñòè ñòðîãèõ çíàêîâ, èìååì

ν−
n−1(A) = ν−n (A) = βn.

í) Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

y1 = x1 + x3 + · · ·+ xn−1, y2 = x2 + x4 + · · ·+ xn.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ y1, y2 ∈ S∗(A) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. ×åðåç V îáî-
çíà÷èì ýëåìåíò span {y1, y2} ìíîæåñòâà G2(A). Äëÿ âåêòîðà m4 è ëþáîãî
ðåøåíèÿ x ∈ V∗ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (3.15). Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäå-
íèÿ, ïðîâåäåííûå â ïóíêòå 7. ì) íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà, áóäåì èìåòü
ðàâåíñòâî (3.14) äëÿ ëþáîãî x ∈ V∗, îòêóäà ïîëó÷èì

ν−n−1(A) = sup
L∈G2∗(A)

inf
x∈L∗

ν−(x) = βn.

8. Â ïóíêòàõ 6 è 7 íàéäåíû äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåá-
ëåìîñòè ñòðîãèõ çíàêîâ. Ïîýòîìó äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
3.1 îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ S∗(A) çíà÷åíèÿ ν−• (x), ν−◦ (x)
ðàâíû ìåæäó ñîáîé è, â çàâèñèìîñòè îò ðåøåíèÿ, ðàâíû ëèáî 0, ëèáî βn.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ó ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) âñå êîìïîíåíòû îòëè÷íû îò
íóëÿ, òî ïîâòîðÿþòñÿ ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåííûå â ïóíêòå 7. ì) íàñòîÿùåãî
äîêàçàòåëüñòâà, à çíà÷èò, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (3.14)

Åñëè æå ó ðåøåíèÿ x èìååòñÿ íóëåâàÿ êîìïîíåíòà íà r-îì ìåñòå, òî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈x(τ),m3〉 òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâà (3.13).

119



Òåîðåìà 3.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.
1. Êàê èçâåñòíî [197], ìàòðèöà A ∈ Cn ïîäîáíà íåêîòîðîìó âåùåñòâåí-

íîìó àíàëîãó æîðäàíîâîé ìàòðèöû, ïðè ïåðåõîäå ê êîòîðîìó êàæäîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû A çàìåíÿåòñÿ ïîäîáíîé âåêòîð-ôóíêöèåé, îò÷åãî çíà÷åíèÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ ïîêàçàòåëåé âðàùàåìîñòè íå èçìåíèòñÿ (ëåììà 1.3). Ïî-
ýòîìó ìàòðèöó A èçíà÷àëüíî áóäåì ñ÷èòàòü âåùåñòâåííûì àíàëîãîì æîð-
äàíîâîé ìàòðèöû.
2. Óïîðÿäî÷èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, . . . , λn ìàòðèöû A

ïî íåñòðîãîìó âîçðàñòàíèþ ìîäóëåé èõ ìíèìûõ ÷àñòåé è ïîñòðî-
èì óïîðÿäî÷åííóþ äåéñòâèòåëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé
x1, . . . , xn ∈ S∗(A) (ñì. ï.3 äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1) è çàïèøåì îáùåå
ðåøåíèå

x = c1x
1(t) + c2x

2(t) + · · ·+ cnx
n(t), (3.16)

ãäå c1, c2, . . . , cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Â ðàáîòå [182] äîêàçàíî, ÷òî

θ̌◦(xj) = θ̂◦(xj) = θ̌•(xj) = θ̂•(xj) = |Imλj(A)|, j = 1, 2, . . . , n. (3.17)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå

x = cqx
q(t) + cq+1x

q+1(t) + . . .+ crx
r(t), cq 6= 0, 1 6 q 6 r 6 n (3.18)

ñèñòåìû A ∈ Cn.
3. Ïóñòü λq ∈ R. Òîãäà èç ðàáîòû [256] ñëåäóåò öåïî÷êà ðàâåíñòâ

ν̂∗•(x) = ν̌∗•(x) = ν̂∗◦(x) = ν̌∗◦(x) = 0,

îòêóäà íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 1.3 âûòåêàåò

θ̌◦(x) = θ̂◦(x) = θ̌•(x) = θ̂•(x) = 0. (3.19)

4. Ïóñòü β ≡ |Imλq(A)| = · · · = |Imλr(A)| 6= 0. Òîãäà ïðè ëþáûõ äîïó-
ñòèìûõ çíà÷åíèÿõ L âåêòîð-ôóíêöèÿ Lx èìååò âèä:

Lx =

(
eγ1t
√
P 2

1 (t) + P 2
2 (t) sin(βt+ ϕ(t))

eγ2t
√
P 2

3 (t) + P 2
4 (t) cos(βt+ φ(t))

)
,

ãäå ϕ(t), φ(t) � âñïîìîãàòåëüíûå àðãóìåíòû ïðè êàæäîì t > 0, à
P1(t), P2(t), P3(t), P4(t) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå n/2. Îòêóäà âû-
òåêàåò îöåíêà

|Θ(Lx, t)−Θ(z, t)| 6 2π, t > 0,
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ãäå
z =

(
sin βt
cos βt

)
.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

θ̌◦(x) = θ̂◦(x) = θ̌•(x) = θ̂•(x) = lim
t→+∞

1

t
|Θ(z, t)| = β.

5. Ïóñòü λq /∈ R è ñðåäè ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé |Imλq(A)|, . . . , |Imλr(A)|
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A, ôèãóðèðóþùèõ â ðåøåíèè (3.18), åñòü
ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìàÿ ïàðà. Îáîçíà÷èì èõ β1, β2. Òîãäà íàéäåòñÿ òà-
êîå ïðåîáðàçîâàíèå L1, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ L1x áóäåò èìåòü âèä

L1x =

(
eα1t sin β1t
eα2t cos β2t

)
.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ tk = πk/β1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|Θ(L1x, t)−Θ(L1x, tk)| 6 π.

Íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 1.5 áóäåì èìåòü
∣∣∣∣∣|Θ(L1x, t)| −

∣∣∣∣∣π
k∑
i=1

(−1)isgneα2ti cos β2ti

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣|Θ(L1x, t)| −
∣∣∣∣∣π

k∑
i=1

sgn cos

(
β2πi

β1
+ πi

)∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ 6 2π,

ãäå k � ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ òàêîé, ÷òî tk 6 t. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðà-
âåíñòâ ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî t, ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

lim
t→+∞

1

t
|Θ(L1x, t)| = lim

k→+∞
1

t k
|Θ(L1x, tk)| = lim

k→+∞
π

tk

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

sgn cosωi

∣∣∣∣∣ , (3.20)

ãäå ω = π(1 + β2/β1).
Èç òîãî, ÷òî β1 è β2 ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìû, ñëåäóåò, ÷òî ω ðàöè-

îíàëüíî íåñîèçìåðèìî ñ π. Âîçüìåì èíòåãðèðóåìóþ ïî Ðèìàíó ôóíêöèþ
f(s) = β1 sgn cos s è îòîáðàæåíèå T (τ) = τ + ω mod 2π, ÿâëÿþùååñÿ
ïîâîðîòîì îêðóæíîñòè íà èððàöèîíàëüíûé óãîë. Èç ðàâåíñòâà

1

k

k∑
i=1

f(T i0) =
β1

k

k∑
i=1

sgn cosωi =
π

tk

k∑
i=1

sgn cosωi, k > 0,
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íà îñíîâàíèè òåîðåìû Âåéëÿ [103] ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(T k0), ïîëó÷èì

lim
k→+∞

1

k

k∑
i=1

f(T i0) =
1

2π

2π∫

0

f(s)ds =
β1

2π

2π∫

0

sgn cos sds = 0,

îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ

0 6 θ̂•(x) 6 lim
t→+∞

1

t
|Θ(L1x, t)| = lim

k→+∞
π

tk

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

sgn cosωi

∣∣∣∣∣ =

= lim
k→+∞

1

k

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

f(T i0)

∣∣∣∣∣ = 0.

È â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ðåøåíèÿ x èìååì ðàâåíñòâî
(3.19).
6. Ïóñòü λq /∈ R è ñðåäè ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé |Imλq(A)|, . . . , |Imλr(A)|

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A, ôèãóðèðóþùèõ â ðåøåíèè (3.18), åñòü
ïàðà β3, β4 òàêàÿ, ÷òî β4/β3 = 2p/l, ãäå p/l � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, ïðè÷åì
q � íå÷åòíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ãîìîìîðôèçì L2, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ
L2x áóäåò èìåòü âèä

L2x =

(
eα3t sin β3t

eα4t cos β4t

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî è ýòîò ñëó÷àé ïðèâîäèò ê öåïî÷êå ðàâåíñòâ (3.19).
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè sin β3t, cos β4t ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïå-

ðèîäîì T = 2πl
β3

= 4πp
β4

. Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè
tk = πk/β3. Èç óòâåðæäåíèÿ 1.4 âûòåêàåò ðàâåíñòâî

|Θ(L2x, kT )| =
∣∣∣∣∣∣
π

2

β3Tk
π∑
i=1

(−1)i
(
sgn

(
eα4ti cos β4ti

)− sgn
(
eα4ti−1 cos β4ti−1

))
∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣
π

2

β3Tk
π∑
i=1

(−1)i (sgn cos β4ti − sgn cos β4ti−1)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣π
2lk∑
i=1

(−1)isgn cos β4ti

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣π
2lk∑
i=1

sgn cos

(
2pπi

l
+ πi

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣π
2lk∑
i=1

sgn cos
2p+ l

l
πi

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣π
lk∑
i=1

sgn cos
2p+ l

l
πi+ π

2lk∑

i=lk+1

sgn cos
2p+ l

l
πi

∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣π
lk∑
i=1

sgn cos
2p+ l

l
πi+ π

lk∑
i=1

sgn cos

(
2p+ l

l
πi+ (2p+ l)π

)∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣π
lk∑
i=1

sgn cos
2p+ l

l
πi− π

lk∑
i=1

sgn cos
2p+ l

l
πi

∣∣∣∣∣ = 0.

Îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

0 6 θ̂•(x) 6 lim
k→+∞

1

kT
|Θ(L2x, kT )| = 0.

7. Ïóñòü λr /∈ R è ñðåäè ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé βq, . . . , βr ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ìàòðèöû A, ôèãóðèðóþùèõ â ðåøåíèè (3.18), ëþáàÿ ïàðà ÿâëÿ-
åòñÿ ðàöèîíàëüíî ñîèçìåðèìîé. Äàëåå, âûáèðàåì íàèáîëüøåå ÷èñëî b, ÷òî
ìíîæåñòâî

{
βq
b , . . . ,

βr
b

}
ñîñòîèò èç íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàèáîëü-

øèé îáùèé äåëèòåëü êîòîðûõ ðàâåí åäèíèöå. Îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíûå äâà
÷èñëà èç ýòîãî ìíîæåñòâà ÷åðåç ω1 è ω2. Èç óòâåðæäåíèÿ 1.6 âûòåêàåò, ÷òî
ôóíêöèÿ

y(t) = x

(
t

b

)
= cqx

q

(
t

b

)
+ cq+1x

q+1
(
t

b

)
+ . . .+ crx

r

(
t

b

)
, (3.21)

ãäå cq · cr 6= 0, 1 6 q 6 r 6 n, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

κ(x) = bκ(y), κ ∈
{
θ̌◦, θ̂◦, θ̌•, θ̂•

}
.

ã) Âûáèðàåì òàêîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L3, ÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèÿ
L3y èìåëà âèä

L3y =

(
eγ1t sinω1t

eγ2t cosω2t

)
, ω1 < ω2

è äîêàæåì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tk = πk
ω1

ðàâåíñòâî Θ(L3y, tω1k) = πk.
Â ñàìîì äåëå, âîñïîëüçîâàâøèñü óòâåðæäåíèåì 1.4 è ó÷èòûâàÿ ïåðè-

îäè÷íîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé sinω1t, cosω2t, ïðè ëþáîì íàòó-
ðàëüíîì k áóäåì èìåòü

|Θ(L3y, tω1k)| =
∣∣∣∣∣
π

2

ω1k∑
i=1

(−1)i
(
sgn

(
eγ2ti cosω2ti

)− sgn
(
eγ2ti−1 cosω2ti−1

))
∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
π

2

ω1k∑
i=1

(−1)i
(

sgn cos

(
ω2πi

ω1

)
− sgn cos

(
ω2π(i− 1)

ω1

))∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣π
ω1k∑
i=1

(−1)isgn cos

(
ω2πi

ω1

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣π
ω1k∑
i=1

(−1)isgn cos

(
(ω1 + 2q)πi

ω1

)∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣π
ω1k∑

i=1

(−1)isgn cos

(
πi+

2qπi

ω1

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣π
ω1k∑

i=1

sgn cos

(
2qπi

ω1

)∣∣∣∣∣ = πk.

Ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî çíà÷åíèÿ 2qπi
ω1

íà
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðè i = 1, 2, . . . , ω1

ëåæàò íà âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ω1-óãîëüíèêà ñ ôèêñèðîâàííîé âåðøèíîé
(1, 0), à ïðè i = ω1 + 1, . . . , 2ω1 ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ 2qπi

ω1
ïîñëåäîâàòåëüíî

ïîâòîðÿþñÿ. Àíàëîãè÷íî è ñ îñòàâøèìèñÿ çíà÷åíèÿìè i. Â ðåçóëüòàòå êî-
ëè÷åñòâà âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà, ðàñïðåäåëåííûõ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
îñè oy, áóäóò îòëè÷àòüñÿ ðîâíî íà åäèíèöó.

ä) Ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ L íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 1.2
âåêòîð-ôóíêöèÿ Ly èìååò âèä:

Ly =

(
eγ3t
√
P 2

5 (t) + P 2
6 (t) sin(ω3t+ ψ1(t))

eγ4t
√
P 2

7 (t) + P 2
8 (t) cos(ω4t+ ψ2(t))

)
,

ãäå ψ1(t), ψ2(t) � âñïîìîãàòåëüíûå óãëû ïðè êàæäîì t > 0, à
P5(t), P6(t), P7(t), P8(t) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå n/2. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Θ(Ly, t)−Θ(u, t)| 6 2π t > 0,

ãäå
u =

(
sinω3t
cosω4t

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ L çíà÷åíèÿ ω3 è ω4 ìîãóò ñîâïàäàòü. Òîãäà èí-
ôèìóì â îïðåäåëåíèè ñëàáûõ ïîêàçàòåëåëé îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè
íå áóäåò ðåàëèçîâàí.

å) Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ïîäïóíêòîâ ñëåäóåò, ÷òî

θ◦(y) = lim
t→+∞

inf
L∈End2Rn

1

t
|Θ(Ly, t)| = lim

k→+∞
inf

L∈End2Rn
1

tω1k
|Θ(Ly, tω1k)| =

= lim
k→+∞

1

tω1k
|Θ(L3y, tω1k)| = lim

k→+∞
1

πk
|Θ(L3y, πk)| = lim

k→+∞
1

πk
· πk = 1.

Îòêóäà, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé âðà-
ùàåìîñòè, ïîëó÷èì

1 = θ◦(y) 6 θ•(y) 6 lim
k→+∞

1

tω1k
|Θ(L3y, tω1k)| = 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûáðàííîãî ðåøåíèÿ (3.18) óñòàíîâèëè ñïðàâåäëè-
âîñòü ðàâåíñòâ

θ̌◦(x) = θ̂◦(x) = θ̌•(x) = θ̂•(x) = b.

8. Òåïåðü óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé (3.3).
à) Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â öåïî÷êå (3.3) àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç (3.2).
á) Ïóñòü ðàâíû ìîäóëè âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Òîãäà èç

ïóíêòîâ 3 è 4 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ðàâåíñòâî âñåõ ãëàâíûõ
çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè.

â) Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ äåé-
ñòâèòåëüíûì, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ span {x1, x2, . . . , xn−1} âûïîëíåíû ðàâåí-
ñòâà (3.19), à ñ íèìè è θn−1(A) = 0. Îòêóäà íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé
(1.13) è (1.14) ñëåäóåò

θ1(A) = θ2(A) = θ2(A) = · · · = θn−1(A) = θn−1(A) = 0. (3.22)

ã) Óñëîâèÿ ïóíêòîâ 5 è 6 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà äëÿ âñåõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A òàê æå ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó (3.22). Ïîñêîëüêó
â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ íàéäåòñÿ n − 1 -ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíòñâà S(A), âñå ðåøåíèÿ êîòîðîãî îáëàäàþò ñâîéñòâîì (3.19).

ä) Ïóñòü ñðåäè ìîäóëåé âñåõ ìíèìûõ ÷àñòåé β1, . . . , βr (ðàñïîëîæåííûõ â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ëþáàÿ ïàðà ÿâëÿ-
åòñÿ ðàöèîíàëüíî ñîèçìåðèìîé è ìíîæåñòâî

{
β1

b , . . . ,
βr
b

}
ñîñòîèò èç íå÷åò-

íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîòîðûõ ðàâåí åäè-
íèöå. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå b � íàèáîëüøåå. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
gcd∗ ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

gcd∗ {β1, . . . , βk−1, βk, βk+1, . . . , βr} = b,

β1 > b 6 gcd∗ {β1, . . . , βk−1, βk+1, . . . , βr} .
Îòêóäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, âûòåêàåò θ1(A) = b, à ñ äðóãîé ñòîðîíû �

θn−1(A) = b.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðåàëèçóåòñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâå

V = span {x1, x2, . . . , xn−1},
òàê êàê äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x = c1x

1 + c2x
2 + . . .+ cn−1x

n−1 ñ íåíóëåâûìè
êîýôôèöèåíòàìè c1 · c2 · . . . · cn−1 6= 0 âûïîëíåíî

θ̌◦(x) = θ̂◦(x) = θ̌•(x) = θ̂•(x) = b.
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Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (1.13) è (1.14) áóäåì èìåòü

b = θ1(A) = θ2(A) = θ2(A) = · · · = θn−1(A) = θn−1(A) < θn(A) = βr.

Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.

3.3 Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè ëèíåé-
íûõ îäíîðîäíûõ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì

Â ýòîì ðàçäåëå ïîëíîñòüþ èçó÷åíû ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è
îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ òðåóãîëüíûõ íåñòà-
öèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3.
Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñèñòåìû

âèäà

A(t) =




a11(t) 0 . . . 0
a21(t) a22(t) 0 . . .

. . . . . . . . . . . .

an1(t) . . . ann−1(t) ann(t)


 .

Ïîñëåäîâàòåëüíî èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ñèñòåìó

X(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) = [xjk(t)]

âèäà
xjk(t) = 0, j < k;

xkk(t) = Ak(t);

xjk(t) = Aj(t)

t∫

0

A−1
j (τ)

j−1∑

s=k

ajs(τ)xsk(τ)dτ, j > k;

ãäå

Ak(t) ≡ exp

t∫

0

akk(τ)dτ ;

j, k = 1, . . . , n.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâîãî âåêòîðà m ≡ (m1, . . . ,mn) è ðåøå-
íèÿ

x(t) = c1x
1(t) + · · ·+ cnx

n(t) ∈ S∗(A),
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ãäå c1, . . . , cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, èìååò âèä:

〈x,m〉 = m1c1A1(t) +m2(c1x21(t) + c2A2(t)) + · · ·+
+mn(c1xn1(t) + · · ·+ cn−1xnn−1(t) + cnAn(t)).

Òåïåðü â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ci, i = 1, . . . , n âûáèðàåì âåêòîð
m ∈ Rn∗ , äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ 〈x,m〉 íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ëþ-
áîì t > 0. Åñëè c1 6= 0, òî áåðåì âåêòîð m = (1, 0, . . . , 0). Åñëè æå
c1 = 0, òî èùåì ïåðâûé áëèæàéøèé ê åäèíèöå íîìåð r êîýôôèöèåíòà
ci, i = 2, . . . , n îòëè÷íîãî îò íóëÿ. Ïðè ýòîì âûáèðàåì âåêòîð m ∈ Rn∗ ñ
íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè çà èñêëþ÷åíèåì r-ãî. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåáèðàÿ
âñå çíà÷åíèÿ ci, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ xc íàéäåòñÿ
òàêîé âåêòîð mc, ÷òî âûïîëíåíî

inf
m∈Rn∗

να(m,xc, t) = να(mc, xc, t) = 0, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, (3.23)

à ñ íèì è öåïî÷êà ðàâåíñòâ

ν̂α◦ (x) = ν̌α◦ (x) = 0, x ∈ S∗(A).

Íà îñíîâàíèè (3.23), ñ ó÷åòîì να(xc,m, t) > 0 ïðè ëþáûõm ∈ Rn∗ è t > 0,
èìååì

0 6 ν̌α• (xc) 6 ν̂α• (xc) = inf
m∈Rn∗

lim
t→+∞

π

t
να(xc,m, t) 6

6 lim
t→+∞

π

t
να(xc,mc, t) = ν̂α◦ (xc) = 0.

Îòêóäà, íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 1.3, èìååì

θ̌•(x) = θ̂•(x) = θ̌◦(x) = θ̂◦(x) = 0.

Òåîðåìà 3.3 äîêàçàíà.

3.4 Ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè
âçàèìíî-ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äâóìåðíûõ
ñèñòåì

Â ýòîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíî ñîâïàäåíèå ñïåêòðîâ êàæäîãî èç ïîêàçàòåëåé
êîëåáëåìîñòè è âðàùàåìîñòè âçàèìíî-ñîïðÿæåííûõ äâóìåðíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ñèñòåì.

Ñíà÷àëà äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèå è ôàêòû.
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Îïðåäåëåíèå 3.3 [71]. Ñèñòåìà −AT ∈ Mn íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé
äëÿ ñèñòåìû A ∈Mn.
Çàìå÷àíèå 3.1. Î÷åâèäíî, ñèñòåìó A ∈ Mn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ñîïðÿæåííóþ äëÿ ñèñòåìû −AT ∈ Mn, ò.å. ñèñòåìû A, −AT ∈ Mn

âçàèìíî-ñîïðÿæåííûå.
Ëåììà 3.1 [71]. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà A ∈ Mn ñ íåïðåðûâíûìè íà R+

êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ðåøåíèé x ∈ S∗(A) è y ∈ S∗(−AT )
âçàèìíî�ñîïðÿæåííûõ ñèñòåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈x, y〉 ïîñòîÿííî.
Ëåììà 3.2 [215]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè y ∈ S2

∗ è íåâûðîæ-
äåííîé ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà L ïîëîæèì z(t) = Ly(t).

à) Ïóñòü detL > 0. Åñëè ïðè íåêîòîðûõ k ∈ Z è T > 0 âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî Θ(y, T ) = πk, òî Θ(z, T ) = πk; åñëè æå πk 6 Θ(y, T ) 6 π(k+ 1),
òî è πk 6 Θ(z, T ) 6 π(k + 1).

á) Ïóñòü detL < 0. Åñëè ïðè íåêîòîðûõ k ∈ Z è T > 0 âûïîëíåíî
Θ(y, T ) = πk, òî Θ(z, T ) = −πk; åñëè æå πk 6 Θ(y, T ) 6 π(k + 1), òî è
πk 6 −Θ(z, T ) 6 π(k + 1).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4.
1. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì áèåêöèþ ïðîñòðàíñòâà R2 â ñåáÿ. Äëÿ ýòîãî

êàæäîìó âåêòîðó c ≡ (c1, c2) ∈ R2 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð
c∗ ≡ (−c2, c1) ∈ R2. Óñòàíîâëåííûé èçîìîðôèçì ïîðîæäàåò è èçîìîðôèçì
ïðîñòðàíñòâ S(A), S(−AT ). Â ñàìîì äåëå, êàæäîìó ðåøåíèþ x ∈ S(A)
ñèñòåìû A c íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = c ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðåøå-
íèå y ∈ S (−AT

)
ñèñòåìû −AT c íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = c∗. Çàìåòèì,

÷òî âåêòîðû c, c∗ îðòîãîíàëüíû, ïîýòîìó îðòîãîíàëüíûìè áóäóò íå òîëüêî
âåêòîðû x(0), y(0), íî, â ñèëó ëåììû 3.1, è âåêòîð ôóíêöèè x(t), y(t) íà
R+.
2. Îòñþäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè ëþáûõ t > 0 è α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} èìååì

inf
m∈Rn∗

π

t
να(x,m, t) = inf

m∈Rn∗

π

t
να(y,m, t).

Áåðÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âåðõíèå è íèæíèå ïðåäåëû îò îáåèõ ÷àñòåé, ñîîòâåò-
ñòâåííî ïîëó÷èì

ν̂α◦ (x) = ν̂α◦ (y), ν̌α◦ (x) = ν̌α◦ (y).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ t > 0, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}
è ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðîâ m1,m2 ∈ R2 ñïðàâåäëèâî

lim
t→+∞

π

t
να(x,m1, t) = lim

t→+∞
π

t
να(y,m2, t).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè èíôèìóì â ν̂α• (x) ðåàëèçóåòñÿ íà íåêîòîðîì âåêòî-
ðå m1 ∈ R2

∗, òî èíôèìóì â ν̂α• (y) áóäåò ðåàëèçîâàí íà âåêòîðå m2 ⊥ m1

128



è ν̂α• (x) = ν̂α• (y). Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì
ν̌α• (x) = ν̌α• (y).
3. Èç ëåììû 3.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ L ∈ End2R2 è t > 0 ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî [ |Θ(Lx, t)|
π

]
=

[ |Θ(Ly, t)|
π

]
,

ãäå [q] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà q.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ äâå öåïî÷êè ðàâåíñòâ

inf
L∈End2R2

1

t

[ |Θ(Lx, t)|
π

]
= inf

L∈End2R2

1

t

[|Θ(Ly, t)|
π

]
,

lim
t→+∞

1

t

|Θ(Lx, t)|
π

= lim
t→+∞

1

t

[|Θ(Lx, t)|
π

]
=

= lim
t→+∞

1

t

[ |Θ(Ly, t)|
π

]
= lim

t→+∞

1

t

|Θ(Ly, t)|
π

,

èç êîòîðûõ ñëåäóþò ñîâïàäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ íèæíèõ ïîêàçàòåëåé
îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè ðåøåíèé x ∈ S(A) è y ∈ S (−AT

)
:

θ̌◦(x)

π
= lim

t→+∞
inf

L∈End2Rn
1

πt
|Θ(Lx, t)| = lim

t→+∞
inf

L∈End2R2

1

t

[|Θ(Lx, t)|
π

]
=

= lim
t→+∞

inf
L∈End2R2

1

t

[ |Θ(Ly, t)|
π

]
= lim

t→+∞
inf

L∈End2R2

1

t

|Θ(Ly, t)|
π

=
θ̌◦(x)

π
,

θ̌•(x) = inf
L∈End2R2

lim
t→+∞

|Θ(Lx, t)|
t

= inf
L∈End2R2

lim
t→+∞

|Θ(Ly, t)|
t

= θ̌•(y).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ñîâïàäåíèÿ è âåðõíèõ ïîêàçàòåëåé îðèåíòè-
ðîâàííîé âðàùàåìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ κ èç ñïèñêà (3.4) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî κ(x) = κ(y).

Òåîðåìà 3.4 äîêàçàíà.

3.5 Ëèíåéíûå äâóìåðíûå ñèñòåìû ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûìè ñó-
ùåñòâåííûìè ñïåêòðàìè ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè

Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè äâóìåðíîé ñèñòåìû ñ ñó-
ùåñòâåííûìè ñïåêòðàìè ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñìåí çíàêîâ, íóëåé,
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êîðíåé è ãèïåðêîðíåé, ñîäåðæàùèìè êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîé
ìîùíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.5.
1. Ïî çàäàííîìó N ∈ N âûáåðåì ε è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ri}Ni=1,

{si−1}Ni=1, {δi}Ni=1, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì
1

6
> ε > δ1 > δ2 > · · · > δN > 0,

1

4
< ε+ δi <

1

3
, i = 1, . . . , N, (3.24)

r0 = 0, ri = 2πi, si−1 = 2πi− π, i = 1, . . . , N. (3.25)
Çàäàäèì 2π ïåðèîäè÷åñêóþ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ

ψ(·), âîçðàñòàþùóþ íà îòðåçêå [0, π], óáûâàþùóþ íà ó÷àñòêå [π, 2π] è ïðè-
íèìàþùóþ íà êîíöàõ îòðåçêîâ çíà÷åíèÿ

ψ(0) = ψ(2π) = 0, ψ(π) = π, ψ̇(0) = ψ̇(π) = ψ̇(2π) = 0.

Ñíà÷àëà íà ïðîìåæóòêå

[0, 2πN ] = [r0, r1] ∪ [r1, r2] ∪ · · · ∪ [rN−1, rN ]

ïîñòðîèì äâóìåðíóþ ñèñòåìó

ẋ = A1(t)x, A1 ≡
(
a11 a12

a21 a22

)

ñ íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè a11, a12, a21, a22.
Äëÿ ýòîãî íà ïðîìåæóòêàõ

[ri−1, ri], i = 1, . . . , N (3.26)

îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâåííî ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû

X(t, δi) =
(
x1(t), x2(t, δi)

)
, i = 1, . . . , N :

x1(t) =

(
cos((1− ε)ψ(t))
sin((1− ε)ψ(t))

)
, x2(t, δi) =

( − sin((1 + δi)ψ(t))
cos((1 + δi)ψ(t))

)
.

Ïðîèçâîäíûå ïî t îïðåäåëåííûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì èìåþò âèä:

Ẋ(t, δi) =

= ψ̇(t)

( −(1− ε) sin((1− ε)ψ(t)) −(1 + δi) cos((1 + δi)ψ(t))
(1− ε) cos((1− ε)ψ(t)) −(1 + δi) sin((1 + δi)ψ(t))

)
.
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Òàê êàê íà êàæäîì ïðîìåæóòêå (3.26) âûïîëíåíà îöåíêà ñíèçó

detX(t, δi) = cos((1− ε)ψ(t)) cos((1 + δi)ψ(t))+

+ sin((1− ε)ψ(t)) sin((1 + δi)ψ(t)) = cos((ε+ δi)ψ(t)) > 1/2,

òî, íà îñíîâàíèè óñëîâèé (3.24), ìàòðèöà

X−1(t, δi) =

=
1

cos((ε+ δi)ψ(t))

(
cos((1 + δi)ψ(t)) sin((1 + δi)ψ(t))
− sin((1− ε)ψ(t)) cos((1− ε)ψ(t))

)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé.
Èçâåñòíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîé ìàò-

ðè÷íîé ñèñòåìå

Ẋ(t, δi) = Ai(t)X(t, δi), t ∈ [ri−1, ri], i = 1, . . . , N,

à çíà÷èò, íà ó÷àñòêàõ (3.26), áåç òðóäà, âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñèñòåìû

Ai(t) = Ẋ(t, δi)X
−1(t, δi), i = 1, . . . , N : (3.27)

a11(t) = (−(1− ε) sin((1− ε)ψ(t)) cos((1 + δi)ψ(t))+

+(1 + δi) sin((1− ε)ψ(t)) cos((1 + δi)ψ(t)))
ψ̇(t)

cos((ε+ δi)ψ(t))
,

a12(t) = (−(1− ε) sin((1− ε)ψ(t)) sin((1 + δi)ψ(t))−

−(1 + δi) cos((1− ε)ψ(t)) cos((1 + δi)ψ(t)))
ψ̇(t)

cos((ε+ δi)ψ(t))
,

a21(t) = ((1− ε) cos((1− ε)ψ(t)) cos((1 + δi)ψ(t))+

+(1 + δi) sin((1− ε)ψ(t)) sin((1 + δi)ψ(t)))
ψ̇(t)

cos((ε+ δi)ψ(t))
,

a22(t) = ((1− ε) cos((1− ε)ψ(t)) sin((1 + δi)ψ(t))−

−(1 + δi) cos((1− ε)ψ(t)) sin((1 + δi)ψ(t)))
ψ̇(t)

cos((ε+ δi)ψ(t))
.

×åðåç E2 è O2 îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷íóþ è íóëåâóþ ìàòðèöû
âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîñòðîåííûå ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû â òî÷êàõ ñòûêà
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

X(ri, δi) = X(ri, δi+1) = E2, Ẋ(ri, δi) = Ẋ(ri, δi+1) = O2, i = 1, N − 1,
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áëàãîäàðÿ êîòîðûì ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

X1(t) =





X(t, δ1), t ∈ [r0, r1],

X(t, δ2), t ∈ [r1, r2],

. . . ,

X(t, δN), t ∈ [rN−1, rN ]

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà [0, 2πN ], à çíà÷èò, êîýôôè-
öèåíòû ñèñòåìû

A1(t) =





A1(t), t ∈ [r0, r1],

A2(t), t ∈ [r1, r2],

. . . ,

AN(t), t ∈ [rN−1, rN ]

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà óêàçàííîì îòðåçêå.
2. Òåïåðü ïîñòðîèì ñèñòåìó A ∈ P2. Â ñèëó ðàâåíñòâ

X1(0) = X1(2πN) = E2, Ẋ1(0) = Ẋ1(2πN) = O2,

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

X(t) =





X1(t), t ∈ [0, 2πN ],

X1(t− 2πN), t ∈ [2πN, 4πN ],

X1(t− 4πN), t ∈ [4π, 6π],

. . .

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìîé íà R+, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà

A(t) =





A1(t), t ∈ [0, 2πN ],

A1(t− 2πN), t ∈ [2πN, 4πN ],

A1(t− 4πN), t ∈ [4πN, 6πN ],

. . .

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé 2πN ïåðèîäè÷åñêîé, à çíà÷èò, îãðàíè÷åííîé íà R+.
3. Èç ìíîæåñòâà S∗(A) ïðè êàæäîì i = 1, . . . , N âûáåðåì ðåøåíèå

yi = ci1x
1 + ci2x

2, ci1, c
i
2 > 0,

óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè íåêîòîðîì ki > 0 óñëîâèþ
−kiyi(ri−1) = yi(si−1). (3.28)
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Ïîñëåäíåå îçíà÷àëî áû êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ

yi(ri−1), yi(si−1), i = 1, . . . , N,

à òî÷íåå, ÷òî óãîë ìåæäó íèìè ñîñòàâëÿåò π ðàäèàí.
Äîêàæåì,÷òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü èìååòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ðàñïèñûâàÿ ïî-

êîîðäèíàòíî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è ó÷èòûâàÿ

yi(ri−1) = (ci1, c
i
2), i = 1, . . . , N,

ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ ïàðàìåòðîì ki îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ci1, ci2
{
−kici1 = ci1 cos((1− ε)ψ(si−1))− ci2 sin((1 + δi)ψ(si−1)),

−kici2 = ci1 sin((1− ε)ψ(si−1)) + ci2 cos((1 + δi)ψ(si−1)).
(3.29)

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìó (3.29) çàïèøåì â âèäå
{
ci1(k

i − cos(επ)) + ci2 sin(δiπ) = 0,

ci1 sin(επ) + ci2(k
i − cos(δiπ)) = 0.

Åñëè ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣∣∣∣
ki − cos(επ) sin(δiπ)

sin(επ) ki − cos(δiπ)

∣∣∣∣ =

=
(
ki
)2 − ki(cos(επ) + cos(δiπ)) + cos(επ) cos(δiπ)− sin(επ) sin(δiπ) =

=
(
ki
)2 − ki(cos(επ) + cos(δiπ)) + cos((ε+ δi)π)

ðàâåí íóëþ, òî ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ. Â ñèëó âûáîðà
ε, δi èìååì ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

D = (cos(επ) + cos(δiπ))2 − 4 cos((ε+ δi)π) >

>
(

cos
(π

6

)
+ cos

(π
6

))2
− 4 cos

(π
4

)
= 3− 2

√
2 > 0,

à çíà÷èò, êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ∆ = 0 îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé
ki ðàâíû

ki1 =
cos(επ) + cos(δiπ) +

√
D

2
> 0,

ki2 =
cos(επ) + cos(δiπ)−√D

2
> 0.

Ïðè ki = ki2 ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ci1, ci2, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèÿì

ci1c
i
2 > 0, i = 1, . . . , N.
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Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

ki2 − cos(επ) < 0. (3.30)

Â ñèëó âûáîðà ε, δi, i = 1, . . . , N èìååì

0 < cos((ε+ δi)π) < cos(επ) < cos(δiπ).

Òîãäà èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

cos(επ) cos(δiπ) > cos(επ) cos(δiπ)− sin(επ) sin(δiπ)

ñëåäóåò
−4 cos(επ) cos(δiπ) < −4 cos((ε+ δi)π).

Ïðèáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûðàæåíèå

(cos(δiπ) + cos(επ))2,

ïîëó÷èì

0 < (cos(δiπ)− cos(επ))2 < (cos(δiπ) + cos(επ))2 − 4 cos((ε+ δi)π),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò

cos(επ) + cos(δiπ)−
√
D < 2 cos(επ).

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.30).
4. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ ϕ, êîòîðîå êàæäîìó íåíóëåâîìó äâó-

ìåðíîìó âåêòîðó ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå óãîë ìåæäó ýòèì âåêòîðîì è ïîëî-
æèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè 0x1, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì i = 1, . . . , N ðåøåíèÿ x1 è x2 óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì

ϕ(x1(si−1))− ϕ(x1(ri−1)) = ∠
(
x1(si−1), x

1(ri−1)
)

= (1− ε)π,
ϕ(x2(si−1))− ϕ(x2(ri−1)) = ∠

(
x2(si−1), x

2(ri−1)
)

= (1 + δi)π,

èç êîòîðûõ (ñ ó÷åòîì δ1 > δ2 > · · · > δN) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ0(y
j) > ϕ1(y

j) > · · · > ϕN−1(y
j), j = 1, . . . , N

ãäå
ϕi−1(y

j) = ϕ(yj(si−1))− ϕ(yj(ri−1)), i = 1, . . . , N.

Ïîýòîìó áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ϕ(y1(0)) < ϕ(y2(0)) < · · · < ϕ(yN(0)) < ϕ(x2(0)).
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Ïðîñëåäèì çà ïîâåäåíèåì ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ðåøåíèÿ yi ∈ S∗(A)
íà ïðîìåæóòêå

(0, 2Nπ] = (r0, s0] ∪ (s0, r1] ∪ · · · ∪ (sN−1, rN ].

Íà ó÷àñòêå (ri−1, si−1] ðåøåíèå yi â ñèëó (3.28) ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè ðîâíî íà

ϕ(yi(si−1))− ϕ(yi(ri−1)) = ∠
(
yi(si−1), y

i(ri−1)
)

= π,

à íà ó÷àñòêå (si−1, ri] ðåøåíèå yi, ïîâîðà÷èâàÿñü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, çàíè-
ìàåò èñõîäíîå ïîëîæåíèå

yi(ri−1) = (ci1, c
i
2). (3.31)

Íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

(rj, sj], j = 0, . . . , i− 2 (3.32)

ðåøåíèå yi ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè áîëåå ÷åì íà π, ò.å.

ϕ(yi(sj−1))− ϕ(yi(rj−1)) > π, j = 1, . . . , i− 1,

à íà ïðîìåæóòêàõ
(sj−1, rj], j = 1, . . . , i− 1 (3.33)

ñîâåðøàåò òàêèå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ ïðîìåæóòêàõ, ïîâîðîòû ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå è çàíèìàåò êàæäûé ðàç èñõîäíîå ïîëîæåíèå (3.31).

Íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

(rj, sj], j = i, . . . , N − 1 (3.34)

ðåøåíèå yi ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ìåíåå ÷åì íà π, ò.å.

ϕ(yi(sj−1))− ϕ(yi(rj−1)) < π, j = i+ 1, . . . , N,

à íà ïðîìåæóòêàõ
(sj, rj+1], j = i, . . . , N − 1 (3.35)

ñîâåðøàåò òàêèå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ ïðîìåæóòêàõ, ïîâîðîòû ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå è çàíèìàåò êàæäûé ðàç èñõîäíîå íàïðàâëåíèå (3.31).

Ðåøåíèå, ñîâåðøàþùåå ïîâîðîò íå ìåíåå ÷åì íà π, áóäåò îðòîãîíàëüíî
â îäíîé èëè äâóõ òî÷êàõ íàïåðåä çàäàííîìó íåíóëåâîìó âåêòîðó. Åñëè æå
ðåøåíèå ñîâåðøàåò ïîâîðîò ìåíåå ÷åì íà π, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòî-
ãî ðåøåíèÿ è íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà ìîæåò áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óêàçàòü òàêîé âåêòîð mi ∈ R2, ÷òî íà êàæäîì èç
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ïðîìåæóòêîâ (3.32), (3.33), (ri−1, si−1], (si−1, ri] ðåøåíèå yi áóäåò îðòîãî-
íàëüíî ýòîìó âåêòîðó â îäíîé òî÷êå, à íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (3.34),
(3.35) íè ðàçó íå áóäåò îðòîãîíàëüíî. Ïðè ýòîì âñå íóëè êàæäîé ôóíêöèè
〈yi,mi〉 ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè ñìåíàìè çíàêà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êàæäîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} èìååì
inf
m∈Rn∗

να(yi,m, rN) = να(yi,mi, rN) = 2i, i = 1, 2, . . . , N. (3.36)

5. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ïðîèçâîëüíîãî ïå-
ðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ yi ∈ S∗(A) çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

tk = tk−1 + 2πN, t0 ≡ 0, k ∈ N,
îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè

lim
k→+∞

tk = +∞, lim
k→+∞

tk
tk−1

= lim
k→+∞

(
1 +

2πN

tk−1

)
= 1.

Òîãäà ïî ëåììå 1.1, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (3.36), ïðè êàæäîì
α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} èìååì

ν̌α• (yi) = inf
m∈Rn

lim
j→+∞

π
j∑
l=1

να(yi,m, tl−1, tl)

tj
= inf

m∈Rn
lim
j→+∞

πjνα(yi,m, t1)

2πNj
=

= inf
m∈Rn

να(yi,m, t1)

2N
=

2i

2N
=

i

N
, i = 1, 2, . . . , N,

ν̌α◦ (yi) = lim
j→+∞

inf
m∈Rn

π
j∑
l=1

να(yi,m, tl−1, tl)

tj
= lim

j→+∞
inf
m∈Rn

πjνα(yi,m, t1)

2πNj
=

= lim
j→+∞

2i

2N
=

i

N
, i = 1, 2, . . . , N.

Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû è äëÿ âåðõíèõ ÷àñòîò, ïîýòîìó ïðè
êàæäîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} èìååì

να• (yi) = να◦ (yi) =
i

N
i = 1, 2, . . . , N. (3.37)

6. Ïîëîæèì yN+1(0) ≡ x2(0). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî i ∈ {1, 2, . . . , N} ïðî-
èçâîëüíîå ðåøåíèå z ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ϕ(z(0)) ∈ [ϕ(yi(0)), ϕ(yi+1(0))
)

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
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� íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ
(rj, sj], j = 0, . . . , i− 1

ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè áîëåå ÷åì íà π;
� íà ïðîìåæóòêàõ

(sj−1, rj], j = 1, . . . , i

ñîâåðøàåò òàêèå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ ïðîìåæóòêàõ, ïîâîðîòû ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå è çàíèìàåò êàæäûé ðàç èñõîäíîå íàïðàâëåíèå;

� íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (3.34) ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè ìåíåå ÷åì íà π;

� íà ïðîìåæóòêàõ (3.35) ñîâåðøàåò òàêèå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ ïðî-
ìåæóòêàõ, ïîâîðîòû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è çàíèìàåò êàæäûé ðàç èñõîäíîå
íàïðàâëåíèå.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ï.5 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà, äëÿ ðåøå-
íèÿ z ïðè ëþáîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} âûïîëíåíû

να• (z) = να◦ (z) =
i

N
.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè (3.37), ÿâëÿþòñÿ ìåò-
ðè÷åñêè è òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûìè.

Òåîðåìà 3.5 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 3.2. Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó ëåìì 1.4 è 1.5, â ôîðìóëèðîâ-

êå òåîðåìû 3.5 íåëüçÿ îáåñïå÷èòü òèïè÷íîñòü íè îäíîãî èç ñóùåñòâåííûõ
çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè âûâîäèìîé â íåé ñèñòåìû A ∈ M2,
ïðè÷åì íè â ìåòðè÷åñêîì, íè â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè äâóìåðíîé ñèñòåìû ñî
ñ÷åòíûìè ñïåêòðàìè ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñìåí çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé
è ãèïåðêîðíåé.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6. 1. Âûáåðåì ε > 0 è ïîëîæèòåëüíóþ

ñòðîãî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δk} òàê, ÷òîáû
1/6 > ε > δk, 1/4 < ε+ δk < 1/3, k ∈ N. (3.38)

Äëÿ êàæäîãî i ∈ N ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äâóìåðíûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè ìàòðèöàìè

X(t, δi) =
(
x1(t), x2(t, δi)

)
,

ãäå

x1(t) =

(
cos((1− ε)ψ(t))
sin((1− ε)ψ(t))

)
, x2(t, δi) =

( − sin((1 + δi)ψ(t))
cos((1 + δi)ψ(t))

)
,
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ψ(·) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â ï.1 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.5.
Ïðîèçâîäíûå ïî t èìåþò âèä:

Ẋ(t, δi) = ψ̇(t)

( −(1− ε) sin((1− ε)ψ(t)) −(1 + δi) cos((1 + δi)ψ(t))
(1− ε) cos((1− ε)ψ(t)) −(1 + δi) sin((1 + δi)ψ(t))

)
.

Â ñèëó (3.38) âûïîëíåíà îöåíêà ñíèçó

detX(t, δi) = cos((ε+ δi)ψ(t)) > 1/2, t ∈ R+, i ∈ N,
îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ìàòðèöû

X−1(t, δi) =
1

cos((ε+ δi)ψ(t))

(
cos((1 + δi)ψ(t)) sin((1 + δi)ψ(t))
− sin((1− ε)ψ(t)) cos((1− ε)ψ(t))

)
.

Èçâåñòíî [198, ñ. 75], ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò èñ-
õîäíîé ìàòðè÷íîé ñèñòåìå

Ẋ(t, δi) = Ai(t)X(t, δi), t > 0, i ∈ N,
à çíà÷èò, áåç òðóäà, âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñèñòåìû

Ai(t) = Ẋ(t, δi)X
−1(t, δi) ∈M2, i ∈ N.

2. Ïðè êàæäîì k ∈ N ïîëîæèì ∆k ≡ 2k+1π è âîçüìåì ëþáóþ ñòðîãî
óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {εk}, ñòðåìÿùóþñÿ
ê íóëþ. Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

t0 ≡ 0, t1 ≡ ∆1, tk+1 ≡ tk + ∆1, k ∈ N.
Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k1, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

tk+1

tk
= 1 +

∆1

tk
< 1 + ε1, k > k1.

Ìåíÿåì ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k2 > k1

tk+1 ≡ tk + ∆2, k > k2,

òàê ÷òîáû
tk+1

tk
= 1 +

∆2

tk
< 1 + ε2, k > k2.

Äàëåå, ïî èíäóêöèè ïðîäîëæàåì ìåíÿòü ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ N ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýëåìåíòû
êîòîðîé íà÷èíàÿ ñ íîìåðà ki óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

tk+1 ≡ tk + ∆i,
tk+1

tk
= 1 +

∆i

tk
< 1 + εi, k > ki,
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òî âûáèðàåì ki+1 > ki òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì k > ki+1 áûëè âûïîëíåíû
óñëîâèÿ

tk+1 ≡ tk + ∆i+1,
tk+1

tk
= 1 +

∆i+1

tk
< 1 + εi+1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk+1 ≡ tk + ∆i(k), îáëàäàþùóþ
ñâîéñòâàìè

lim
k→+∞

tk = +∞, lim
k→+∞

tk+1

tk
= 1.

Ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê [0, t1], îáðàçîâàííûé ïåðâûìè äâóìÿ ýëåìåíòàìè
ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî÷êîé t10 ≡ 2π íà ÷àñòè [0; t10], [t10; t1].

Îñòàëüíûå ïðîìåæóòêè [tk, tk+1], îáðàçóåìûå ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ øàãîì ∆1, òàêæå ðàçáèâàåì íà ÷àñòè [tk; t

1
k],

[t1k; tk+1], ãäå t1k ≡ tk + 2π. Çàìåòèì, ÷òî tk+1 = t1k + 2π.
Ïðîìåæóòêè âèäà [tk, tk+1], îáðàçîâàííûå ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè ïîñòðî-

åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ øàãîì ∆2, ðàçáèâàåì òî÷êàìè t1k ≡ tk + 22π,
t2k ≡ t1k + 2π, íà ïðîìåæóòêè [tk; t

1
k], [t1k; t

2
k], [t2k; tk+1]. Çäåñü tk+1 = t2k + 2π.

Ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ýëåìåíòà ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

tk+1 = tk + ∆i, ki 6 k < ki+1.

Ïðîìåæóòêè âèäà [tk, tk+1](çàìåòèì, ÷òî tk+1 = tik + 2π), îáðàçîâàííûå
ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ øàãîì ∆i, ñ ïî-
ìîùüþ òî÷åê

t1k ≡ tk + 2iπ, t2k ≡ t1k + 2i−1π, t3k ≡ t2k + 2i−2π, . . . ,

ti−1
k ≡ ti−2

k + 22π, tik ≡ ti−1
k + 2π, tk+1 ≡ tik + 2π

ðàçáèâàåì íà i+ 1 ÷àñòåé:

[tk; t
1
k], [t1k; t

2
k], [t2k; t

3
k], . . . , [t

i
k; tk+1]. (3.39)

3. Ïîñòðîèì äâóìåðíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ñèñòåìà ðåøåíèé êîòîðîãî íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (3.39) ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè k áóäåò ñîâïàäàòü ñ íàïåðåä âûáðàííûìè âåêòîð-
ôóíêöèÿìè ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî, ïîäîáíî òîìó, êàê
ýòî äåëàëîñü â ï. 1 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.5:

� íà ó÷àñòêå [tk; t
1
k] � íàéäåì ñèñòåìó, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

X(t, tk, t
1
k) êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ

X(t, δ1), t ∈ [tk, t
1
k];
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� íà ó÷àñòêå [t1k; t
2
k] � íàéäåì ñèñòåìó, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

X(t, t1k, t
2
k) êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé

X(t, δ2), t ∈ [t1k, t
2
k];

� . . . è ò.ä.;
� íà ó÷àñòêå [ti−2

k ; ti−1
k ] � íàéäåì ñèñòåìó, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

X(t, ti−2
k , ti−1

k ) êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé

X(t, δi−1), t ∈ [ti−2
k , ti−1

k ];

� íà ó÷àñòêå [ti−1
k ; tik] � íàéäåì ñèñòåìó, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

X(t, ti−1
k , tik) êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé

X(t, δi), t ∈ [ti−1
k ; tik];

� íà ó÷àñòêå [tik; tk+1] � íàéäåì ñèñòåìó, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà
X(t, tik; tk+1) êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé

X(t, δi+1), t ∈ [tik; tk+1].

Òåïåðü íà ó÷àñòêå [tk; tk+1] íàéäåì ñèñòåìó c ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé

X(t, tk, tk+1) =





X(t, tk, t
1
k), t ∈ [tk, t

1
k],

X(t, t1k, t
2
k), t ∈ [t1k, t

2
k],

X(t, t2k, t
3
k), t ∈ [t2k, t

3
k],

. . . , . . . ,

X(t, ti−1
k , tik), t ∈ [ti−1

k , tik],

X(t, tik, tk+1), t ∈ [tik, tk+1].

Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êàõ ñòûêà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

X(tj−1
k , tj−2

k , tj−1
k ) = X(tj−1

k , tj−1
k , tjk) = E2,

Ẋ(tj−1
k , tj−2

k , tj−1
k ) = Ẋ(tj−1

k , tj−1
k , tjk) = O2,

ãäå j = 2, 3, . . . , i+ 1, t0k ≡ tk, ti+1
k ≡ tk+1.

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ íà êàæäîì ïðîìåæóòêå âèäà
[tk; tk+1] ïðè ëþáîì k ∈ N, ïîëó÷èì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ íà
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R+ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó

X(t) =





X(t, 0, t1), t ∈ [0, t1],

X(t, t1, t2), t ∈ [t1, t2],

X(t, t2, t3), t ∈ [t2, t3],

. . . . . . ,

X(t, tk, tk+1), t ∈ [tk, tk+1],

. . . . . . ,

òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
X(tk, tk−1, tk) = X(tk, tk, tk+1) = E2,

Ẋ(tk, tk−1, tk) = Ẋ(tk, tk, tk+1) = O2,

à çíà÷èò, êîýôôèöèåíòû âîññòàíîâëåííîé äâóìåðíîé ñèñòåìûA äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè íà R+.

4. Âûáåðåì èç ìíîæåñòâà S∗(A) ðåøåíèÿ
yj = cj1x1 + cj2x2, cj1, c

j
2 > 0, j ∈ N,

îáëàäàþùèå ïðè ëþáîì j ∈ N ñâîéñòâàìè
yj(tj−1

kj
) = −w · yj(tj−1

kj
+ π), w > 0, (3.40)

ãäå tkj - ýëåìåíò ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ
øàã ∆j, à tj−1

kj
- ëåâûé êîíåö j ãî ïðîìåæóòêà â ðàçáèåíèè îòðåçêà [tkj , tkj+1]

íà ñîñòàâëÿþùèå. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé yj ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì äî-
êàçûâàåòñÿ òàêæå êàê è â ï. 3 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.5.

Äëÿ âûáðàííûõ ðåøåíèé îïðåäåëèì âåëè÷èíû
κk(y

j) ≡

≡ να(yj,mj, tk, t
1
k) + να(yj,mj, t1k, t

2
k) + · · ·+ να(yj,mj, t

i(k)
k , tk+1)

2i(k)+1 =

= inf
m∈R2

να(yj,m, tk, t
1
k) + να(yj,m, t1k, t

2
k) + · · ·+ να(yj,m, t

i(k),tk+1

k )

2i(k)+1 ,

ãäå i(k) ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì øàãà ìåæäó tk è tk+1.
Ëþáîå ðåøåíèå y ∈ S∗(A) íà ëþáîì ó÷àñòêå äëèíû π íå ìîæåò ñîâåð-

øàòü ïîâîðîò áîëåå ÷åì íà (1 + δ1)π < 3π/2, ïîýòîìó ýòî ðåøåíèå ìîæåò
áûòü îðòîãîíàëüíî ëþáîìó âåêòîðó m ∈ R2

∗ íå áîëåå ÷åì 2 ðàçà. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ôóíêöèÿ 〈y,m〉 íà ëþáîì êîíå÷íîì ó÷àñòêå (0, t] ìîæåò èìåòü
òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ ϕ, îïðåäåëåííóþ â ï.4 äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 3.5.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ j, k ∈ N. Ðåøåíèå yj ∈ S∗(A) íà
ó÷àñòêå (tk, tk + 2π] çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè π ñîâåðøàåò ïîâîðîò íà îïðå-
äåëåííûé óãîë

ϕ0(y
j) = ϕ(yj(tk + π))− ϕ(yj(tk)) = ∠

(
yj(tk + π), yj(tk)

)

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è çà òàêîå æå âðåìÿ óñïåâàåò çàíÿòü èñõîäíîå
ïîëîæåíèå

y(tk + 2π) = (cj1, c
j
2). (3.41)

Íà ïðîìåæóòêàõ
(tk + 2π, tk + 4π], (tk + 4π, tk + 6π], . . . , (t1k − 2π, t1k]

ðåøåíèå yj âåäåò ñåáÿ òî÷íî òàê æå.
Íà ïðîìåæóòêå (t1k, t

1
k + 2π] ðåøåíèå yj çà âðåìÿ π ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà

óãîë
ϕ1(y

j) = ϕ(yj(t1k + π))− ϕ(yj(t1k)) = ∠
(
yj(t1k + π), yj(t1k)

)
,

à çàòåì, âîçâðàùàÿñü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, çàíèìàåò èñõîäíîå ïîëîæåíèå
(3.42). Íà ïðîìåæóòêàõ

(t1k + 2π, t1k + 4π], (t1k + 4π, t1k + 6π], . . . (t2k − 2π, t2k]

âñå ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåòñÿ.
Íà ñëåäóþùèõ ïðîìåæóòêàõ

(t2k, t
3
k] = (t2k, t

2
k + 2π] ∪ (t2k + 2π, t2k + 4π] ∪ · · · ∪ (t3k − 2π, t3k],

(t3k, t
4
k] = (t3k, t

3
k + 2π] ∪ (t3k + 2π, t3k + 4π] ∪ · · · ∪ (t4k − 2π, t4k],

. . . ,

(tik, tk+1] = (tik, t
i
k + 2π] ∪ (tik + 2π, tik + 4π] ∪ · · · ∪ (tk+1 − 2π, tk+1]

âñå ïîâòîðÿåòñÿ, íî ñ êàæäûì ðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîãî ïðîìåæóòêà íà
äðóãîé, óãîë ïîâîðîòà ðåøåíèÿ yj çà âðåìÿ π óìåíüøàåòñÿ, ò.å. âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

ϕ0(y
j) > ϕ1(y

j) > · · · > ϕi−1(y
j) > ϕi(y

j), (3.42)
ãäå
ϕ2(y

j) = ϕ(yj(t2k + π))− ϕ(yj(t2k)), . . . , ϕi(y
j) = ϕ(yj(tik + π))− ϕ(yj(tik))

(i � ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì øàãà ìåæäó tk è tk+1), îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü íåðàâåíñòâ

ϕ(y1(0)) < ϕ(y2(0)) < · · · < ϕ(yj(0)) < · · · < ϕ(x2(0)).
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Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà íóëåé ôóíêöèè 〈yj, m〉, m ∈ R2
∗ íà

ïðîìåæóòêå (tk, tk+1] äîñòàòî÷íî çíàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ yj íà ó÷àñòêàõ
(tk, tk + π], (t1k, t

1
k + π], . . . , (tik, t

i
k + π]. (3.43)

5. Â ñèëó (3.40), (3.42) ðåøåíèå y1 ∈ S∗(A) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè k ∈ N íà ó÷àñòêàõ (3.43) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

ϕ(y1(tk + π))− ϕ(y1(tk)) = π,

ϕ(y1(t1k + π))− ϕ(y1(t1k)) < π,

. . . ,

ϕ(y1(tik + π))− ϕ(y1(tik)) < π.

Åñëè ðåøåíèå y1 íà ïðîìåæóòêå (t1k, t
1
k + π] íè ðàçó íå áóäåò îðòîãîíàëüíî

íåêîòîðîìó âåêòîðó m1, òî
να(y1,m1, tk, tk + π) = 1, να(y1,m1, t1k, tk+1) = 0, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗},

ïîýòîìó âûïîëíåíî
inf
m∈R2∗

να(y1,m, tk, tk+1) = να(y1,m1, tk, tk+1) = 2i(k).

Îòêóäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî κk(y1) = 2−1, k ∈ N. Îòêóäà ïîëó÷àåì ðà-
âåíñòâî

κk(y
1) =

2i(k)

2i(k)+1 = 2−1, k ∈ N.
Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k > k2 íà ïðîìåæóòêàõ (3.43) (ëþáàÿ ôóíê-

öèÿ 〈y2, m〉, m ∈ R2
∗ íà ïðîìåæóòêå (0, tk] èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé)

ðåøåíèå y2 ∈ S∗(A) â ñèëó (3.40), (3.42) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
2700 > ϕ(y2(tk + π))− ϕ(y2(tk)) > π,

ϕ(y2(t1k + π))− ϕ(y2(t1k)) = π,

ϕ(y2(t2k + π))− ϕ(y2(t2k)) < π,

. . . ,

ϕ(y2(tik + π))− ϕ(y2(tik)) < π.

Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ y2 âûáèðàåì òàêîé âåêòîð m2, ÷òîáû ïðè ëþáîì
α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} âûïîëíÿëèñü
να(y2,m2, tk, tk + π) = να(y2,m2, t1k, t

1
k + π) = 1, να(y2,m2, t2k, tk+1) = 0,

à çíà÷èò,
inf
m∈R2∗

να(y2,m, tk, tk+1) = να(y2,m2, tk, tk+1) = 3 · 2i(k)−1,
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ïîýòîìó κk(y2) = 3/4 ïðè âñåõ k > k2.
Íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî ìîìåíòà kq ïîÿâëåíèÿ øàãà ∆q (ðåøåíèå yq íà ïðî-

ìåæóòêå (0, tkq ] èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
k > kq íà ó÷àñòêàõ (3.43) ðåøåíèå yq ∈ S∗(A) â ñèëó (3.40), (3.42) óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

2700 > ϕ(yq(tk + π))− ϕ(yq(tk)) > π,

ϕ(yq(t1k + π))− ϕ(yq(t1k)) > π,

. . . ,

ϕ(yq(tq−2
k + π))− ϕ(yq(tq−2

k )) > π,

ϕ(yq(tq−1
k + π))− ϕ(yq(tq−1

k )) = π,

ϕ(yq(tqk + π))− ϕ(yq(tqk)) < π,

. . . ,

ϕ(yq(tik + π))− ϕ(yq(tik)) < π.

Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ yq âûáèðàåì òàêîé âåêòîð mq, ÷òîáû ôóíêöèÿ
〈yq, mq〉 íå èìåëà ãèïåðêîðíåé íà ïðîìåæóòêå (tqk, tk+1]. Ïðè ýòîì äëÿ êàæ-
äîãî α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

να(yq,mq, tk, tk+π) = να(yq,mq, t1k, t
1
k+π) = · · · = να(yq,mq, tq−1

k , tq−1
k +π) = 1,

îòêóäà ñëåäóåò

inf
m∈R2∗

να(yq,m, tk, tk+1) = να(yq,mq, tk, tk+1) = 2i(k)−q+1(2q − 1), k > kq,

ñëåäîâàòåëüíî,
κk(y

q) = 1− 2−q, k > kq. (3.44)
6. Ïðè âû÷èñëåíèè íèæíèõ ñëàáûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ëþáîãî

âûáðàííîãî ðåøåíèÿ yq áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1.1, ñîãëàñíî êîòîðîé
ìîæíî íå ó÷èòûâàòü ïîëóèíòåðâàë (0, tkq ] (ò. å. íå ó÷èòûâàòü åãî âêëàä íè
â äëèíó ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî íóëåé ðåøåíèÿ,
íè â ñàìî ýòî ÷èñëî). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì q ∈ N äëÿ ðåøåíèÿ yq, ñ
ó÷åòîì ðàâåíñòâ (3.44), ïðè ëþáîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} ïîëó÷èì

ν̌α◦ (yq) = lim
p→+∞

inf
m∈R2

π

tp
να(yq,m, tp) = lim

p→+∞

π

tp
να(yq,mq, tp) =

= lim
p→+∞

πνα(yq,mq, tkq) + π
p∑

i=kq
(να(yq,mq, ti, ti+1))

tp+1
=
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= lim
p→+∞

π
p∑

i=kq
(να(yq,mq, ti, ti+1))

tp+1 − tkq
=

= lim
p→+∞

π

(2j(kq)+1 + 2j(kq+1)+1 + · · ·+ 2j(p)+1)π

p∑

i=kq

(να(yq,mq, ti, t
1
i )+

+να(yq,mq, t1i , t
2
i ) + · · ·+ να(yq,mq, t

j(i)
i , ti+1)) =

= lim
p→+∞

1

2j(kq)+1 + 2j(kq+1)+1 + · · ·+ 2j(p)+1
(2j(kq)+1κkq(y

q)+

+2j(kq+1)+1κkq+1(y
q) + · · ·+ 2j(p)+1κp(y

q)) =

= lim
p→+∞

(1− 2−q)(2j(kq)+1 + 2j(kq+1)+1 + · · ·+ 2j(p)+1)

2j(kq)+1 + 2j(kq+1)+1 + · · ·+ 2j(p)+1
= 1− 2−q,

ãäå j(i) ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì øàãà ìåæäó ti, ti+1.
Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû è äëÿ âåðõíèõ ñëàáûõ ïîêàçàòåëåé,

ïîýòîìó ïðè ëþáîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} èìååì
να◦ (yq) = 1− 2−q, q ∈ N. (3.45)

Äëÿ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ðåøåíèÿ yq èìååì äâóñòîðîí-
íþþ îöåíêó

ν̌α◦ (yq) 6 ν̌α• (yq) 6 ν̂α• (yq) = inf
m∈R2∗

lim
p→+∞

π

tp
να(yq,m, tp) 6

6 lim
p→+∞

π

tp
να(yq,mq, tp) = 1− 2−q,

èç êîòîðîé ñëåäóåò
να• (yq) = 1− 2−q, q ∈ N. (3.46)

7. Äëÿ êàæäîãî q ∈ N ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå z ∈ S∗(A) ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè

ϕ(z(0)) ∈ [ϕ(yq(0)), ϕ(yq+1(0))
)

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k ∈ N óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
5π/4 > ϕ(z(tk + π))− ϕ(z(tk)) > π, ϕ(z(t1k + π))− ϕ(z(t1k)) > π, . . . ,

ϕ(z(tq−2
k + π))− ϕ(z(tq−2

k )) > π, ϕ(z(tq−1
k + π))− ϕ(z(tq−1

k )) > π,

ϕ(z(tqk + π))− ϕ(z(tqk)) < π, . . . , ϕ(z(tik + π))− ϕ(z(tik)) < π,

à çíà÷èò, ïðè ëþáîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
να◦ (z) = να• (z) = 1− 2−q.
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Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè (3.45), (3.46), ÿâëÿ-
þòñÿ ìåòðè÷åñêè è òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûìè.

Òåîðåìà 3.6 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3.6 Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû ñ êîíòèíóàëüíûìè ñïåêòðà-
ìè ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè äâóìåðíîé ñè-
ñòåìû ñ êîíòèíóàëüíûìè ñïåêòðàìè ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñìåí çíà-
êîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.7.
1. Ïóñòü n = 2. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå íåñîèçìåðèìûå ω2 > ω1 > 0.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè

x1(t) =

(
cosω2t

−e−t cosω1t

)
, x2(t) =

(
cosω1t

e−t cosω2t

)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äâóìåðíîé ñèñòåìû

A ≡
( −ω2 sinω2t cosω2t−ω1 sinω1t cosω1t

cos2 ω2t+cos2 ω1t
ω2 sinω2t cosω1t−ω1 sinω1t cosω2t

e−t(cos2 ω2t+cos2 ω1t)
e−t(ω1 sinω1t cosω2t−ω2 sinω2t cosω1t)

cos2 ω2t+cos2 ω1t
−ω1 sinω1t cosω1t−ω2 sinω2t cosω2t

cos2 ω2t+cos2 ω1t
− 1

)
.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû A íåïðåðûâíû, à âåêòîð-ôóíêöèè
x1, x2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà R+, òàê êàê íà R+ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

cos2 ω2t+ cos2 ω1t > 0,

detX(t) ≡ det
(
x1(t), x2(t)

)
= e−t

(
cos2 ω2t+ cos2 ω1t

)
> 0.

2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ

x(t) = c1x
1(t) + c2x

2(t) ∈ S∗(A)

è íåíóëåâîãî âåêòîðà m = (m1, m2) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈x,m〉 ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå

m1 (c1 cosω2t+ c2 cosω1t) +m2e
−t (−c1 cosω1t+ c2 cosω2t) . (3.47)

à. Åñëè c1 = 0, òî ìèíèìóì â îïðåäåëåíèÿõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
ðåàëèçóåòñÿ íà âåêòîðå m = (m1, m2) ïðè m2 = 0 (ñì. [256]) è

να◦ (x) = να• (x) = ω1, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}. (3.48)

146



á. Ïðè c2 = 0 òàêæå ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (3.48), íî ìèíèìóì â îïðå-
äåëåíèÿõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ðåàëèçóåòñÿ íà âåêòîðå m = (m1, m2)
ïðè m1 = 0.

â. Âûäåëèì èç ìíîæåñòâà S∗(A) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøå-
íèé

xc(t) = cx1(t) + x2(t), c > 0

è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè

fc(t) = cosω1t+ c cosω2t, gc(t) = cosω1t+
1

c
cos(ω2t+ π).

Òîãäà èç âèäà
〈xc(t),m〉 = m1fc(t)−m2ce

−tgc(t),

â ñèëó îñòàòî÷íîñòè ÷àñòîòû Ñåðãååâà ñòðîãèõ çíàêîâ ω̂− [165], ñëåäóåò

ω̂−(〈xc,m〉) =

{
ω̂−(fc), m1 6= 0

ω̂−(gc), m1 = 0.

Ïî òåîðåìå 1 èç ðàáîòû [65] ôóíêöèÿ ω̂+(fc) ïðè c > 0 íåïðåðûâíà: ïðè
0 < c < ω1/ω2 îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ω1, ïðè c > 1 � çíà÷åíèå ω2, à ïðè
ω1/ω2 < c < 1 ôóíêöèÿ ω̂+(fc) ñòðîãî âîçðàñòàåò.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè c ∈ (0, 1] èìååì 1
c > 1, ïîýòîìó ω̂+(gc) = ω2.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïîëóèíòåðâàëå c ∈ (0, 1] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
ω̂+(fc) 6 ω̂+(gc).

×àñòîòà Ñåðãååâà êîðíåé ω̂+(hc,φ) ôóíêöèè

hc,φ(t) = cosω1t+ c cos(ω2t+ φ)

ïî òåîðåìå 1 [65] íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ φ, è äëÿ êàæäîãî c ∈ (0, 1] íàéäåò-
ñÿ òàêîå φ (ñì. [189]), ÷òî âñå íóëè ôóíêöèè hc,φ îäíîêðàòíû è ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè ñòðîãèõ ñìåí çíàêîâ, ïîýòîìó

ω̂−(hc,φ) = ω̂−(fc) = ω̂0(fc) = ω̂+(fc), ω̂−(gc) = ω̂0(gc) = ω̂+(gc).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå äâå öåïî÷êè ñïðàâåäëèâû è äëÿ íèæíèõ ÷àñòîò
Ñåðãååâà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ xc òî÷íûå íèæíèå ãðàíè
â îïðåäåëåíèÿõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè çíàêîâ, íóëåé è êîðíåé äîñòè-
ãàþòñÿ íà ëþáîì âåêòîðå m = (m1,m2) ∈ R2 ïðè m1 6= 0, ïîýòîìó ïðè
êàæäîì α ∈ {−,∼, 0,+} áóäåì èìåòü

να◦ (x) = να• (x) = ω+(〈x,m〉) = ω+(fc).
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Åñëè ôóíêöèÿ fc èìååò êðàòíûå íóëè, òî ïî òåîðåìå 2 èç [177] íåíóëå-
âûå m1 è m2 ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì t > 0 âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî ν∗(xc,m, t) < +∞. Òîãäà ν∗◦(x) = ν∗•(x) = ω+(〈x,m〉) = ω+(fc).

ã. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé ìíîæåñòâà S∗(A) ïîêàçà-
òåëè êîëåáëåìîñòè çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé çàïîëíÿþò îòðå-
çîê [ω1;ω2], à äëÿ îñòàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈ M2 çíà÷åíèÿ ïîêà-
çàòåëåé êîëåáëåìîñòè ïîâòîðÿþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ
x ∈ S∗(A) è ëþáîãî âåêòîðà m ∈ R2

∗ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈x(t), m〉 ÿâ-
ëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó, íà
îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ 2 [256], âåðõíèé ñèëüíûé ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè ãè-
ïåðêîðíåé ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) íå ìîæåò áûòü áîëüøå ω2, à íèæíèé ñëàáûé
ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè ñòðîãèõ çíàêîâ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ω1.

3. Ïóñòü n > 2 � ÷åòíîå. Òîãäà âûáèðàåì ñèñòåìó A ∈ Mn ñ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé

x1(t) =




cosω2t

−e−t cosω1t

0
. . .

0



, x2(t) =




cosω1t

e−t cosω2t

0
. . .

0



,

xn−1(t) =




0
. . .

0
cosω2t

−e−t cosω1t



, xn(t) =




0
. . .

0
cosω1t

e−t cosω2t



.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ðå-
øåíèÿ x ∈ span {x1, x2} è íåíóëåâîãî âåêòîðà m ∈ Rn∗ áóäåò (â òîì ÷èñëå è
òðèâèàëüíûì) ðåøåíèåì íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à çíà÷èò, ïðè êàæäîì
α ∈ {∼, 0,+, ∗} ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

να•
(
span∗

{
x1, x2}) = να◦

(
span∗

{
x1, x2}) = [ω1, ω2].

Äëÿ îñòàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈Mn ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ ïîêàçàòå-
ëåé êîëåáëåìîñòè èç îòðåçêà [ω1, ω2].

4. Ïóñòü n > 2 � íå÷åòíîå. Òîãäà âûáèðàåì ñèñòåìó A ∈ Mn ñ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé
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x1(t) =




cosω2t

−e−t cosω1t
0
. . .

0



, x2(t) =




cosω1t

e−t cosω2t
0
. . .

0



, . . . ,

xn−2(t) =




0
. . .

0
cosω2t

−e−t cosω1t

0



, xn−1(t) =




0
. . .

0
cosω1t

e−t cosω2t

0



, xn(t) =




0
. . .

0
0
et



.

Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

x(t) = c1x
1(t) + c2x

2(t) + · · ·+ cn−1x
n−1(t) + cnx

n(t).

Åñëè cn = 0, òî ïîâòîðÿþòñÿ âñå ðàññóæäåíèÿ èç ïóíêòà 3 íàñòîÿùåãî
äîêàçàòåëüñòâà.

Åñëè cn 6= 0, òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) âñå ïîêàçàòåëè
êîëåáëåìîñòè ðàâíû íóëþ, ïîñêîëüêó èíôèìóì ðåàëèçóåòñÿ íà âåêòîðå
m = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn∗ .

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñïåêòðû ïîêàçàòåëåé êîëåá-
ëåìîñòè íåñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ñîâïàäàþò ñ ìíî-
æåñòâîì [ω1;ω2] ∪ {0}.

Òåîðåìà 3.7 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 3.3. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 1.4 è 1.5 ñëåäóåò, ÷òî â òåîðåìå

3.7 ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñðàçó âñå åãî çíà÷åíèÿ
îêàçàëèñü ñóùåñòâåííûìè â êàêîì-ëèáî èç óêàçàííûõ ñìûñëîâ.

3.7 Ñðàâíåíèå ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íåëèíåéíîé
ñèñòåìû è ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ïî
ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãà-
òåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè z ∈ C1
(
R+,R2

∗
)
îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëèì ôóíêöèþ φz : R+ → R ñîîòíîøåíèÿìè

φz(0) ∈ [0, 2π), |z(t)|(cosφz(t), sinφz(t))
> = z(t), t ∈ R+, φz ∈ C1(R+).
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Äëÿ ëþáîãî óãëà ϕ0 ∈ [0, 2π) îáîçíà÷èì ÷åðåç A0 è A1 ìíîæåñòâà, ñîñòî-
ÿùèå èç âåêòîð-ôóíêöèé u ∈ C1

(
[0, 2π],R2

∗
)
, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1) φ(0) = ϕ0, ãäå φ = φu;
2) ôóíêöèÿ φ íåñòðîãî âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [0, π] (ïðè âîçðàñòàíèè

ôóíêöèè φ âåêòîð-ôóíêöèÿ u äâèæåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòíîñè-
òåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò);

3) ïðè êàæäîì t ∈ (0, π] âåðíî ðàâåíñòâî φ(π + t) = φ(π − t);
4) äëÿ u ∈ A0 ïðè íåêîòîðîì δ ∈ (0, π/2) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

φ(π)− ϕ0 = π − δ;
5) äëÿ u ∈ A1 âûïîëíåíî äâîéíîå íåðàâåíñòâî π < φ(π)− ϕ0 < 3π/2.

Îïðåäåëåíèå 3.4 [176]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äðîáíûõ äîëåé (θi) íàçû-
âàåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî ìîäóëþ 1, åñëè äëÿ êàæäîãî ïîëó-
èíòåðâàëà [a, b) ⊂ [0, 1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→+∞

1

n

n∑
i=1

χ[a,b)(θi) = b− a,

ãäå χ[a,b) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîìåæóòêà [a, b).

Çàìå÷àíèå 3.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü θi = {iπ}, i ∈ N, ãäå {·} � äðîáíàÿ
÷àñòü ÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî ìîäóëþ 1 (ñì. [176]),
ïðè÷åì íà ìåñòå ÷èñëà π ìîæåò ñòîÿòü ëþáîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè z ∈ C1
(
R+,R2

∗
)
è ëþáîãî íîìåðà i ∈ N îïðåäåëèì

ôóíêöèþ zi ∈ C1
(
[0, 2π],R2

∗
)
ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

zi(t) ≡ z(2π(i− 1) + t), t ∈ [0, 2π].

Ëåììà 3.3. Äëÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.6) ñ óñëîâèÿìè (3.7)
ïðè ëþáûõ q ∈ [0, 1]∩Q è 0 < γ1 < γ2 6 1 íàéäåòñÿ âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà
âèäà (3.5), îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè

{να(xf(·, x0)) | x0 ∈ Gγ1
∪Gγ2

} =

{
{0}, α = −,∼,
{1}, α = 0,+, ∗,

(3.49)

{να(xf(·, x0)) | x0 ∈ Gγ1,γ2
} = {q}, α = −,∼, 0,+, ∗. (3.50)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3. 1. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ
ñèñòåìó (3.6), çàïèñûâàåìóþ â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå â R2 â âèäå

ẋ = ζ(t)Ix ≡ f′(t, x), ζ(t) ≡ π

2
sin t, I ≡

(
0 −1
1 0

)
. (3.51)
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Îíà çàäà¼ò âðàùåíèå ôàçîâîé ïëîñêîñòè âîêðóã òî÷êè x = 0 ñ ìãíîâåííîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ ζ(t) â êàæäûé ìîìåíò t ∈ R+, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îðèåí-
òèðîâàííûé óãîë ïîâîðîòà ëþáîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà x0 ∈ R2

∗ çà âðåìÿ t
ðàâåí

Θ(xf′(·, x0), t) =
π

2
(1− cos t) ∈ [0, π] ,

à çíà÷èò, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

xf′(tk, x0) = (−1)k−1xf′(t1, x0), tk ≡ π(k − 1), k ∈ N.
Íà êàæäîì ïðîìåæóòêå (tk, tk+1], k ∈ N ðåøåíèå xf′(·, x0), ñîâåðøàÿ ïî-
âîðîò íà óãîë π, áóäåò îðòîãîíàëüíî â îäíîé òî÷êå çàäàííîìó íåíóëå-
âîìó âåêòîðó. Áåðÿ âî âíèìàíèå, ÷òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè xf′(·, x0) è
m0 = xf′(π/2, x0) çàêëþ÷åí â ïðåäåëàõ îò −π/2 äî π/2 è ôóíêöèÿ ẋf′(·, x0)
îáíóëÿåòñÿ òîëüêî â òî÷êàõ tk, ïðèõîäèì ê îòñóòñòâèþ íåñòðîãèõ ñìåí çíà-
êà ó ñêàëÿðíîé ôóíêöèè 〈xf′(·, x0),m0〉. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì t ∈ R+

âûïîëíåíî
ν−(xf′(·, x0),m0, t) = ν∼(xf′(·, x0),m0, t) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò ñâîéñòâî

ν−(S∗(f′)) = ν∼(S∗(f′)) = {0}.
Äëÿ ëþáîãî âåêòîðàm ∦ m0 ôóíêöèÿ 〈xf′(·, x0),m〉 íå èìååò êðàòíûõ íóëåé
è íà êàæäîì ïðîìåæóòêå (tk, tk+1] äëèíû π èìååò îäèí íóëü, à çíà÷èò,
âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

ν0(S∗(f′)) = ν+(S∗(f′)) = ν∗(S∗(f′)) = {1}.
2. Íà îòðåçêå r ∈ [0, 3] ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ 0 6 γ1 < γ2 6 3

çàäàäèì ôóíêöèè

δ(r, γ1, γ2) =
r2(r − γ1)

2(r − γ2)
2

(r + γ1)2(r2 + 100)2 , ψ±(r, γ1, γ2) ≡ 1± δ(r, γ1, γ2)

π
∈
(

0,
3

2

)
.

Äëÿ íåëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû

ẋ = ψ−(|x|, γ1, γ2) · f′(t, x) ≡ g(t, x)

ïðè ëþáûõ t ∈ R+ è γ1 < |x0| < γ2 èìååì

Θ(xg(·, x0), t) = ψ−(|x0|, γ1, γ2)
π

2
(1− cos t) ∈ [0, π − δ(|x0|, γ1, γ2)] ⊂ [0, π) .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðåøåíèÿ xg(t, x0) = |x0|(cosϕg(t), sinϕg(t))
>, ñî-

âåðøàþùåãî ïîâîðîò ìåíåå ÷åì íà π, è âåêòîðà mg = (cosψg, sinψg)
>, ãäå
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ψg = ϕg(0) +π/2− δ(|x0|, γ1, γ2)/2, îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïîýòîìó äëÿ çíà÷åíèÿ
q = 0 âûáåðåì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó

f(t, x) ≡
{
f′(t, x), 0 < |x| 6 γ1 ∨ |x| > γ2, t ∈ R+,

ψ−(|x|, γ1, γ2) · f′(t, x), γ1 < |x| < γ2, t ∈ R+.

3. Äëÿ íåëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû
ẋ = ψ+(|x|, γ1, γ2) · f′(t, x) ≡ h(t, x) áóäåì èìåòü
{Θ(xh(·, x0), t) | t ∈ R+} ⊃ [0, π + δ(|x0|, γ1, γ2)] ⊃ [0, π] , γ1 < |x0| < γ2.

Íà êàæäîì ïðîìåæóòêå (tk, tk+1], k ∈ N, ðåøåíèå
xh(t, x0) = |x0|(cosϕh(t), sinϕh(t))

>, ñîâåðøàÿ ïîâîðîò íå ìåíåå ÷åì
íà π (íî ìåíåå ÷åì íà 3π/2), áóäåò îðòîãîíàëüíî â îäíîé èëè äâóõ òî÷êàõ
íàïåðåä çàäàííîìó íåíóëåâîìó âåêòîðó. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåêòîðà
mh = (cosψh, sinψh)

>, ãäå ψh = ϕh(0) + π/2 − δ(|x0|, γ1, γ2)/2, è ëþáûõ
k ∈ N, α = −,∼, 0,+, ∗, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

inf
m∈R2∗

να(xh(·, x0),m, tk, tk+1) = να(xh(·, x0),mh, tk, tk+1) = 1,

íà îñíîâàíèè êîòîðûõ áóäåì èìåòü
ν̌α◦ (xh(·, x0)) = lim

t→+∞

π

t
inf
m∈Rn∗

να(xh(·, x0),m, t) =

= lim
k→+∞

π

tk
inf
m∈Rn∗

k∑
i=2

να(xh(·, x0),m, ti−1, ti) =

= lim
k→+∞

π

tk

k∑

i=2

να(xh(·, x0),mh, ti−1, ti) = lim
k→+∞

π(k − 1)

π(k − 1)
= 1,

ν̂α• (xh(·, x0)) = inf
m∈R2∗

lim
k→+∞

π

tk
να(xh(·, x0),m, tk) 6

6 lim
k→+∞

π

tk
να(xh(·, x0),mh, tk) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1.4 äëÿ çíà÷åíèÿ q = 1 âûáåðåì
ñèñòåìó

f(t, x) ≡
{
f′(t, x), 0 < |x| 6 γ1 ∨ |x| > γ2, t ∈ R+,

ψ+(|x|, γ1, γ2) · f′(t, x), γ1 < |x| < γ2, t ∈ R+.

4. Òåïåðü óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî çíà÷åíèþ q = l1/(l1 + l2), l1, l2 ∈ N, ñîîò-
âåòñòâóåò ñèñòåìà

f(t, x) ≡



f′(t, x), 0 < |x| 6 γ1 ∨ |x| > γ2, t ∈ R+,
ψ+(|x|, γ1, γ2) · f′(t, x), γ1 < |x| < γ2, t ∈ [0, 2πl1],
ψ−(|x|, γ1, γ2) · f′(t, x), γ1 < |x| < γ2, t ∈ [2πl1, 2π(l1 + l2)],
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ãäå â êîëüöå γ1 < |x| < γ2 ôóíêöèÿ f(t, x) ïåðèîäè÷åñêè (ñ ïåðèîäîì
T = 2π(l1 + l2)) ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîëóîñü R+. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþ-
áîì x0 ∈ Gγ1,γ2

äëÿ ðåøåíèÿ xf(t, x0) = |x0|(cosϕf(t), sinϕf(t))
> íàéäåòñÿ

òàêîé âåêòîð mf = (cosψf , sinψf)
>, ãäå ψf = ϕf(0) +π/2− δ(|x0|, γ1, γ2)/2,

÷òî ïðè âñåõ k ∈ N è α = −,∼, 0,+, ∗ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

inf
m∈R2∗

να(xf(·, x0),m, (k − 1)T, kT ) = να(xf(·, x0),mf , (k − 1)T, kT ) = 2l1.

Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (3.50) ãàðàíòèðóþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
(ñì. çàìå÷àíèå 1.4):

ν̌α◦ (xf(·, x0)) = lim
t→+∞

inf
m∈R2∗

π

t
να(xf(·, x0),m, t) =

= lim
p→+∞

inf
m∈R2∗

π

pT
να(xf(·, x0),m, pT ) =

= lim
p→+∞

inf
m∈R2∗

π

pT

p∑
i=1

να(xf(·, x0),m, (i− 1)T, iT ) =

= lim
p→+∞

π

pT

p∑
i=1

να(xf(·, x0),mf , (i− 1)T, iT ) =

= lim
p→+∞

π

2pπ(l1 + l2)

p∑

i=1

2l1 = lim
p→+∞

2pπl1
2pπ(l1 + l2)

=
l1

l1 + l2
,

ν̂α• (xf(·, x0)) = inf
m∈R2∗

lim
t→+∞

π

t
να(xf(·, x0),m, t) 6 lim

t→+∞
π

t
να(xf(·, x0),mf , t) =

= lim
p→+∞

π

pT
να(xf(·, x0),mf , pT ) =

= lim
p→+∞

π

pT

p∑
i=1

να(xf(·, x0),mf , (i− 1)T, iT ) =
l1

l1 + l2
.

Ëåììà 3.3 äîêàçàíà.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.8. I. Ïóñòü çàäàíî áåñêîíå÷íîå ïîäìíî-

æåñòâî X ⊂ [0, 1] ∩Q.
Çàíóìåðîâàâ âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà X íàòóðàëüíûìè

÷èñëàìè, îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (sp)p∈N. Ïî ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè îáðàçóåì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

s1; s1, s2; s1, s2, s3; . . . ; s1, s2, s3, . . . , sk; . . . ,
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êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç (qp)p∈N.
Ìíîæåñòâî 0 < |x| < 1 ðàçîáüåì íà ñ÷åòíîå ÷èñëî êîëåö âèäà

γk+1 < |x| < γk, γk = 21−k, k ∈ N. (3.52)

Äàëåå, âûáåðåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó (3.51) è, íà îñíîâàíèè ëåììû, ìîäè-
ôèöèðóåì â êàæäîì êîëüöå (3.52) òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì k ∈ N âûïîëíÿ-
ëèñü ðàâåíñòâà

{να(xf(·, x0)) | x0 ∈ Gγk+1,γk} = {qk}, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.
Â êîëüöå 1 6 |x| < +∞ è íà êàæäîé îêðóæíîñòè |x| = γk, k ∈ N,

ëèíåéíóþ ñèñòåìó (3.51) îñòàâëÿåì áåç èçìåíåíèÿ, ïîýòîìó

{να(xf(·, x0)) | x0 ∈ Gγk ∪G1,+∞} = {0}, α ∈ {−,∼},
{να(xf(·, x0)) | x0 ∈ Gγk ∪G1,+∞} = {1}, α ∈ {0,+, ∗}.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâèëè ñïðàâåäëèâîñòü (3.8) è èç óñëîâèÿ γk → 0
ïðè k → +∞ ñëåäóåò ðàâåíñòâî

{να(xf(·, x0)) | 0 < |x0| < ε} = να(S∗(f))

ïðè ëþáûõ ε > 0 è α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.
II. Ïóñòü çàäàíî íåïóñòîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî

X = {s1, s2, . . . , sN} ⊂ [0, 1] ∩Q.
Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ïåðâûå T = N2+N

2 ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (qp)p∈N

q1 = s1, q2 = s1, q3 = s2, q4 = s1, q5 = s2, q6 = s3, . . . ,

qT−N+1 = s1, qT−N+2 = s2, qT−N+3 = s3, . . . , qT = sN ,

à ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû � ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè qi+T = qi, i ∈ N.
Äàëåå ïîâòîðÿþòñÿ ðàññóæäåíèÿ èç ï. I íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà.

III. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé X = [0, 1].
1. Îïðåäåëèì âåêòîð ôóíêöèþ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

f(t, x) ≡





ψ−(|x|, 0, θi) · f′(t, x), 0 6 |x| 6 θi, t ∈ [τi, τi+1],
ψ+(|x|, θi, 1) · f′(t, x), θi < |x| 6 1, t ∈ [τi, τi+1],
ψ−(|x|, 1, 2) · f′(t, x), 1 < |x| 6 2, t ∈ R+,

ψ+(|x|, 2, 3) · f′(t, x), 2 < |x| < 3, t ∈ R+,

f′(t, x), |x| > 3, t ∈ R+,

(3.53)

ãäå θi = {ie}, τi = 2π(i− 1), i ∈ N.
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Êàæäîìó íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ x0 ∈ R2
∗ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åäèí-

ñòâåííîå θ > 0 ïî ïðàâèëó |x0| = θ. Òîãäà èç (3.53) ïðè 0 < |x0| < 1 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ êàæäîãî θ ∈ (0, 1) âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

xif(·, x0) ∈
{
A1, θi ∈ (0, θ),

A0, θi ∈ (θ, 1),
i ∈ N. (3.54)

2. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x0 ∈ R2
∗, ëåæàùåãî â êîëüöå 2 < |x0| < 3,

âûïîëíåíî (ñì. (3.53)) âêëþ÷åíèå xif(·, x0) ∈ A1, i ∈ N, à çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî
ñèìâîëà α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

ν̌α• (xf(·, x0)) = ν̂α• (xf(·, x0)) = ν̌α◦ (xf(·, x0)) = ν̂α◦ (xf(·, x0)) = 1.

Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x0 ∈ R2
∗, ëåæàùåãî â êîëüöå 1 < |x0| < 2, âû-

ïîëíåíî (ñì. (3.53)) âêëþ÷åíèå xif(·, x0) ∈ A0, i ∈ N, à çíà÷èò, ïðè ëþáîì
çíà÷åíèè α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

ν̌α• (xf(·, x0)) = ν̂α• (xf(·, x0)) = ν̌α◦ (xf(·, x0)) = ν̂α◦ (xf(·, x0)) = 0.

3. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì θ ∈ (0, 1) äëÿ âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé
xf = xf(·, x0) âûïîëíÿåòñÿ

ν̌α• (xf) = ν̂α• (xf) = ν̌α◦ (xf) = ν̂α◦ (xf) = θ, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}. (3.55)
à). Äëÿ âñåõ u ∈ A1 è ëþáîãî m ∈ R2

∗ ïðè êàæäîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}
âåðíà (ñì. ï.3 äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.3) îöåíêà να(u,m, 2π) > 2. Ïîýòîìó
äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t > 0 íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (3.54) áóäåì
èìåòü

να(xf ,m, t) >
[t/2π]∑
i=1

να(xif ,m, 2π) > 2

[t/2π]∑
i=1

χ(0,θ)(θi),

îòêóäà, èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 3.4, âûâåäåì îöåíêó ñíèçó

ν̌α◦ (xf) = lim
t→+∞

inf
m∈R2∗

π

t
να(xf ,m, t) > lim

t→+∞
inf
m∈R2∗

2π

t

[t/2π]∑
i=1

χ(0,θ)(θi) =

= lim
t→+∞

2π

t

[t/2π]∑

i=1

χ(0,θ)(θi) = lim
t→+∞

2π[t/2π]

t
· lim
t→+∞

1

[t/2π]

[t/2π]∑

i=1

χ(0,θ)(θi) = θ.

á). Äëÿ âñåõ ôóíêöèé xif , i ∈ N, íàéäåòñÿ (ñì. ïï. 2 è 3 äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 3.3) òàêîé âåêòîð m′ ∈ R2

∗, ÷òî ïðè ëþáîì α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} âåðíî
ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî

να(xif ,m
′, 2π) =

{
0, xif ∈ A0,

2, xif ∈ A1.
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Îïèðàÿñü íà ñîîòíîøåíèÿ (3.54), äëÿ ëþáîãî t > 0 ïîëó÷èì ïðåäñòàâëå-
íèå

να(xf ,m
′, t) = 2

[t/2π]∑

i=1

χ(0,θ)(θi) + να
(
x

[t/2π]+1
f ,m′,

{
t

2π

}
2π

)
,

à çàòåì, ñíîâà èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 3.4, âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
t→+∞

π

t
να(xf ,m

′, t) = lim
t→+∞

2π

t

[t/2π]∑
i=1

χ(0,θ)(θi) = θ, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.

Èç îöåíêè ñíèçó äëÿ íèæíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè è ïîñëåäíåãî ðà-
âåíñòâà ïîëó÷èì öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

θ 6 ν̌α◦ (xf) 6 ν̂α• (xf) = inf
m∈R2∗

lim
t→+∞

π

t
να(xf ,m, t) 6 lim

t→+∞
π

t
να(xf ,m

′, t) = θ,

â êîòîðîé âñå íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (ñì. çàìå-
÷àíèå 1.4) è òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü öåïî÷êè ðàâåíñòâ (3.55) óñòà-
íîâëåíà, à çíà÷èò, ðàâåíñòâà (3.8) òàêæå âûïîëíÿþòñÿ, è ïðè ëþáûõ
α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} è ε > 0 ìíîæåñòâî {να(xf(·, x0)) | x0 ∈ G0,ε} èìååò
ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Òåîðåìà 3.8 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.9. Ôèêñèðóåì ïðîçâîëüíûé èíòåðâàë

(a, b) ⊂ [0, 1] è îáðàòèìñÿ ê ï. III äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.8.
1. Åñëè 0 = a < b < 1, òî âûáèðàåì ñèñòåìó ẋ = f(t, x) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

f(t, x) ≡





ψ−(|x|, 0, θi) · f′(t, x), 0 6 |x| 6 θi < b, t ∈ [τi, τi+1],
ψ+(|x|, θi, b) · f′(t, x), θi < |x| 6 b, t ∈ [τi, τi+1],
ψ−(|x|, 0, b) · f′(t, x), 0 6 |x| < b 6 θi, t ∈ [τi, τi+1],
ψ−(|x|, b, θi) · f′(t, x), b < |x| 6 θi, t ∈ [τi, τi+1],
ψ−(|x|, θi, 1) · f′(t, x), b < θi < |x| < 1, t ∈ [τi, τi+1],
ψ+(|x|, b, 1) · f′(t, x), θi < b < |x| < 1, t ∈ [τi, τi+1],
f′(t, x), |x| > 1, t ∈ R+,

i ∈ N.

Äëÿ ðåøåíèé xf(·, x0) ýòîé ñèñòåìû ïðè êàæäîì θ ∈ (0, b) âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå

xif(·, x0) ∈
{
A1, θi ∈ (0, θ),

A0, θi ∈ (θ, b) ∪ (b, 1),
i ∈ N.
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2. Åñëè 0 < a < b = 1, òî âûáèðàåì ñèñòåìó ẋ = f(t, x) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

f(t, x) ≡





ψ+(|x|, 0, θi) · f′(t, x), 0 6 |x| 6 θi < a, t ∈ [τi, τi+1],
ψ+(|x|, θi, a) · f′(t, x), θi < |x| 6 a, t ∈ [τi, τi+1],
ψ−(|x|, 0, a) · f′(t, x), 0 6 |x| < a 6 θi, t ∈ [τi, τi+1],
ψ−(|x|, a, θi) · f′(t, x), a < |x| 6 θi, t ∈ [τi, τi+1],
ψ+(|x|, θi, 1) · f′(t, x), a < θi < |x| < 1, t ∈ [τi, τi+1],
ψ+(|x|, a, 1) · f′(t, x), θi < a < |x| < 1, t ∈ [τi, τi+1],
f′(t, x), |x| > 1, t ∈ R+,

i ∈ N.

Äëÿ ðåøåíèé xf(·, x0) ýòîé ñèñòåìû ïðè êàæäîì θ ∈ (a, 1) âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå

xif(·, x0) ∈
{
A1, θi ∈ (0, a) ∪ (a, θ),

A0, θi ∈ (θ, 1),
i ∈ N.

3. Åñëè 0 < a < b < 1, òî âûáèðàåì ñèñòåìó ẋ = f(t, x) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

f(t, x) ≡





ψ+(|x|, 0, θi) · f′(t, x), 0 6 |x| 6 θi < a, t ∈ [τi, τi+1],
ψ+(|x|, θi, a) · f′(t, x), θi < |x| 6 a, t ∈ [τi, τi+1],
ψ−(|x|, 0, a) · f′(t, x), 0 6 |x| < a 6 θi, t ∈ [τi, τi+1],
ψ−(|x|, a, θi) · f′(t, x), a < |x| 6 θi, t ∈ [τi, τi+1],
ψ+(|x|, θi, b) · f′(t, x), a < θi < |x| 6 b, t ∈ [τi, τi+1],
ψ+(|x|, a, b) · f′(t, x), θi < a < |x| < b, t ∈ [τi, τi+1],
ψ−(|x|, a, b) · f′(t, x), a < |x| < b < θi, t ∈ [τi, τi+1],
ψ−(|x|, b, θi) · f′(t, x), b < |x| 6 θi, t ∈ [τi, τi+1],
ψ−(|x|, θi, 1) · f′(t, x), b < θi < |x| < 1, t ∈ [τi, τi+1],
ψ+(|x|, b, 1) · f′(t, x), θi < b < |x| < 1, t ∈ [τi, τi+1],
f′(t, x), |x| > 1, t ∈ R+,

i ∈ N.

Äëÿ ðåøåíèé xf(·, x0) ýòîé ñèñòåìû ïðè êàæäîì θ ∈ (a, b) âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå

xif(·, x0) ∈
{
A1, θi ∈ (0, a) ∪ (a, θ),

A0, θi ∈ (θ, b) ∪ (b, 1),
i ∈ N.

4. Åñëè a = 0, b = 1, òî âûáèðàåì ñèñòåìó ẋ = f(t, x) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

f(t, x) ≡



ψ−(|x|, 0, θi) · f′(t, x), 0 < |x| 6 θi, t ∈ [τi, τi+1],
ψ+(|x|, θi, 1) · f′(t, x), θi < |x| < 1, t ∈ [τi, τi+1],
f′(t, x), |x| > 1, t ∈ R+,

i ∈ N.

Äëÿ ðåøåíèé xf(·, x0) ýòîé ñèñòåìû ïðè êàæäîì θ ∈ (0, 1) âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå (3.54).
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Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èç ðàññìîòðåííûõ ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ íà îñíîâà-
íèè ðàññóæäåííèé, ïðîâåäåííûõ â ï. III äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.8, ïðè-
âîäèò ê ðàâåíñòâàì (3.7) è (3.8).

Òåîðåìà 3.9 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 4

Ðàçðûâíîñòü êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé
êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâå
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

Â äàííîé ãëàâå èçó÷åíû âîïðîñû ðàçðûâíîñòè êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåá-
ëåìîñòè íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ
íåïðåðûâíûìè íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè êîýôôèöèåíòàìè. Óñòàíîâëåíî
ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê íà ìíîæåñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ
âñå ñòàðøèå è ìëàäøèå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé, êîðíåé è ãèïåð-
êîðíåé íå òîëüêî íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, íî è íå ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè íè ñâåðõó è íè ñíèçó. Áîëåå òîãî, äîêàçàíà íåèíâàðèàíòíîñòü
êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîç-
ìóùåíèé [261, 321, 325], äëÿ ÷åãî òàêæå èñïîëüçîâàí ìåòîä âàðüèðîâàíèÿ
ñèñòåìû. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ãëàâû, îòäåëüíî ðàñ-
ñìîòðåíû ñëó÷àè ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè ïîðÿäêà ìàòðèöû ñèñòåìû.

4.1 Îáçîð ëèòåðàòóðû è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Êàê èçâåñòíî [34, 167, 256], ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé, êîðíåé è ãè-
ïåðêîðíåé ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñîâïàäàþò â àâòîíîìíîì
ñëó÷àå ñ ìíîæåñòâîì ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàò-
ðèöû ñèñòåìû. Â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà îò åãî
êîýôôèöèåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî ñóæåíèå ëþáîé èç êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåá-
ëåìîñòè íà òîïîëîãè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî Cn ⊂ M̃n åñòü íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ.

Êðîìå òîãî, íåïðåðûâíîñòü êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íàáëþ-
äàåòñÿ è íà òîïîëîãè÷åêîì ïîäïðîñòðàíñòâå E2 ⊂M2 (ñì. [171, 174]).

Â ðàáîòå [271] íà ìíîæåñòâåM2 áûëè íàéäåíû íå òîëüêî òî÷êè ðàçðû-
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âà, íî è òî÷êè íåèíâàðèàíòíîñòè êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé
îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé, èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè. Óòâåðæäåíèÿ è
ðàññóæäåíèÿ, ïðîâîäèìûå â ýòîé ðàáîòå, ñïðàâåäëèâû è äëÿ êðàéíèõ ïîêà-
çàòåëåé êîëåáëåìîñòè êîðíåé. Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî äëÿ ïîêàçàòåëåé êî-
ëåáëåìîñòè ãèïåðêîíåé áûëî óñòàíîâëåíî È.Í. Ñåðãååâûì â [184].

Ïîèñêè òî÷åê ðàçðûâà è íåèíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìà-
ëûõ âîçìóùåé ïðè n > 2 íà ìíîæåñòâå M̃n äëÿ íåêîòîðûõ îòäåëüíûõ
êðàéíèõ ÷àñòîò ïðîäîëæàëèñü â ðàáîòàõ [279, 287, 294].

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè äëÿ ëþáîãî
n > 2 â ïðîñòðàíñòâå M̃n óêàçàòü òî÷êè ðàçðûâà èëè íåèíâàðèàíòíîñòè
îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé äëÿ êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êî-
ëåáëåìîñòè. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì, êàê ïîêàçû-
âàåò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ëþáîãî n > 2 â ïðîñòðàíñòâå M̃n ñóùåñòâóåò ñèñòå-

ìà, â êîòîðîé íè îäèí èç êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé, êîðíåé
è ãèïåðêîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ íè íåïðåðûâíûì, íè ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåð-
õó, íè ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó, íè èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî
ìàëûõ âîçìóùåíèé.

4.2 Âûáîð âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé

Â ýòîì ðàçäåëå âûáèðàþòñÿ ôóíêöèé, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàí-
íîé ãëàâå.

Çàôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0. Âîçüìåì 2π ïåðèîäè÷åñêèå íåïðå-
ðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèé ϕ(t), ψ(t), ϕ1(t) è ψ1(t), âîçðàñòàþùèå
íà îòðåçêàõ [0, π/2], [3π/2, 2π], óáûâàþùèå íà [π/2, 3π/2], à íà êîíöàõ
óêàçàííûõ ïðîìåæóòêîâ ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ

ϕ(0) = ϕ(π) = ϕ(2π) = ψ(0) = ψ(π) = ψ(2π) = 0,

ϕ̇(0) = ϕ̇(2π) = ψ̇(0) = ψ̇(2π) = 0,

ϕ1(0) = ϕ1(π) = ϕ1(2π) = ψ1(0) = ψ1(π) = ψ1(2π) = 0,

ϕ̇1(0) = ϕ̇1(2π) = ψ̇1(0) = ψ̇1(2π) = 0,

ϕ
(π

2

)
=
π

2
, ϕ

(
3π

2

)
= −π

2
, ψ

(π
2

)
=
π

2
− ε, ψ

(
3π

2

)
= −π

2
+ ε,

ϕ1

(π
4

)
= ϕ1

(
3π

4

)
=
π

2
, ϕ1

(π
2

)
= π, ϕ1

(
3π

2

)
= −π

2
,
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ψ1

(π
4

)
= ψ1

(
3π

4

)
=
π

2
, ψ1

(π
2

)
= π − ε, ψ1

(
3π

2

)
= −π

2
+ ε,

ϕ̇(t) · ψ̇(t) · ϕ̇1(t) · ψ̇1(t) 6= 0, ∀ t ∈ (0, π/2) ∪ (π/2, 3π/2) ∪ (3π/2, 2π),

ϕ̈(2π(k − 1)) · ψ̈(2π(k − 1)) · ϕ̈1(2π(k − 1)) · ψ̈1(2π(k − 1)) 6= 0.

Äàëåå, íà R+ âûáèðàåì íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèé
φ(t), φ1(t), âîçðàñòàþùèå ïðè êàæäîì k ∈ N íà ïðîìåæóòêàõ
Ik−1 ≡ (2π(k−1), 2π(k−1)+π/2), Ik+1 ≡ (2π(k−1)+3π/2, 2π(k−1)+2π),

óáûâàþùèå íà
Ik ≡ (2π(k − 1) + π/2, 2π(k − 1) + 3π/2),

à íà êîíöàõ óêàçàííûõ ïðîìåæóòêîâ ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ
φ(πk) = φ̇(2π(k − 1)) = φ1(πk) = φ̇1(2π(k − 1)) = 0,

φ̈(2π(k − 1)) · φ̈1(2π(k − 1)) 6= 0,

φ̇(t) · φ̇1(t) 6= 0, ∀ t ∈ Ik−1 ∪ Ik ∪ Ik+1,

φ(2π(k − 1) + π/2) = π/2− εk, φ(2π(k − 1) + 3π/2) = −π/2 + εk,

φ1(2π(k − 1) + π/2) = π − εk, φ1(2π(k − 1) + 3π/2) = −π/2 + εk,

φ1(2π(k − 1) + π/4) = φ1(2π(k − 1) + 3π/4) = π/2,

ãäå (εk) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ.
Ýòè ôóíêöèé ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðûõ l1, l2, l3, l4 ∈ R+ âû-

ïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
|ψ̇(t)− ϕ̇(t)| 6 l1ε, t ∈ [0, 2π], (4.1)
|ψ̇1(t)− ϕ̇1(t)| 6 l2ε, t ∈ [0, 2π], (4.2)

|φ̇(t)− ϕ̇(t)| 6 l3εk, t ∈ [2π(k − 1), 2πk], k ∈ N, (4.3)
|φ̇1(t)− ϕ̇1(t)| 6 l4εk, t ∈ [2π(k − 1), 2πk], k ∈ N. (4.4)

Òåïåðü îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîìåæóòêîâ
∆k ≡ (2(k − 1)π, 2kπ], k ∈ N

è çàäàäèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè

γ(t) =





ϕ(t), t ∈ ∆1,

ψ(t), t ∈ ∆2,

ϕ(t), t ∈ ∆3,

ψ(t), t ∈ ∆4,

. . . ,

γ1(t) =





ϕ1(t), t ∈ ∆1,

ψ1(t), t ∈ ∆2,

ϕ1(t), t ∈ ∆3,

ψ1(t), t ∈ ∆4,

. . .
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4.3 Ðàçðûâíîñòü ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ÷åòíîìåðíûõ ñè-
ñòåì

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå î ðàçðûâíîñòè êðàéíèõ ïîêàçà-
òåëåé êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâåMn ïðè ëþáîì ÷åòíîì n > 2.
Óòâåðæäåíèå 4.1. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî n > 2 â ïðîñòðàíñòâå Mn

ñóùåñòâóåò òî÷êà, â êîòîðîé íè îäèí èç êðàéíèõ ïîêàçàòåëåé êîëåá-
ëåìîñòè íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ íè íåïðåðûâíûì, íè
ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó, íè ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó, íè èíâàðèàíòíûì
îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå, íî ôèêñèðîâàííîå ÷åòíîå

n > 2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà

Xn =
(
x1
n, . . . , x

n
n

)
=




cosψ(t) − sinψ(t) 0 . . . 0
sinψ(t) cosψ(t) 0 . . . 0

0 0 . . . . . . 0
... ... . . . cosψ(t) − sinψ(t)
0 0 . . . sinψ(t) cosψ(t)




ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé äëÿ ñèñòåìû

An(t) =




0 −ψ̇(t) 0 . . . 0

ψ̇(t) 0 0 . . . 0

0 0 . . . . . . 0
... ... . . . 0 −ψ̇(t)

0 0 . . . ψ̇(t) 0



∈Mn.

Ïóñòü â îáùåì ðåøåíèè xc = c1x
1
n(t) + c2x

2
n(t) + · · · + cnx

n
n(t) ∈ S∗(An)

íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò èìååò âèä: c2k−1 èëè c2k. Òîãäà äëÿ âåêòîðà

mc = (0, . . . , 0, c2k−1, c2k, 0, . . . , 0) ∈ Rn∗
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈xc(t),mc〉 6= 0 ïðè ëþáîì t > 0, ïîýòîìó

ν0
◦(xc) = ν+

◦ (xc) = ν∗◦(xc) = ν0
•(xc) = ν+

• (xc) = ν∗•(xc) = 0.

Cëåäîâàòåëüíî, âñå ñòàðøèå è ìëàäøèå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ðàâíû
íóëþ.

2. Âñå ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïîâòîðÿþòñÿ è äëÿ ôóíäàìåí-
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òàëüíîé ìàòðèöû

Yn =




cosφ(t) − sinφ(t) 0 . . . 0
sinφ(t) cosφ(t) 0 . . . 0

0 0 . . . . . . 0
... ... . . . cosφ(t) − sinφ(t)
0 0 . . . sinφ(t) cosφ(t)




ñèñòåìû

Bn(t) =




0 −φ̇(t) 0 . . . 0

φ̇(t) 0 0 . . . 0

0 0 . . . . . . 0
... ... . . . 0 −φ̇(t)

0 0 . . . φ̇(t) 0



∈Mn.

3. Âîçüìåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó

Zn =
(
z1
n, . . . , z

n
n

)
=




cosϕ(t) − sinϕ(t) 0 . . . 0
sinϕ(t) cosϕ(t) 0 . . . 0

0 0 . . . . . . 0
... ... . . . cosϕ(t) − sinϕ(t)
0 0 . . . sinϕ(t) cosϕ(t)




ñèñòåìû

Cn(t) =




0 −ϕ̇(t) 0 . . . 0
ϕ̇(t) 0 0 . . . 0

0 0 . . . . . . 0
... ... . . . 0 −ϕ̇(t)
0 0 . . . ϕ̇(t) 0



∈Mn.

Äëÿ ëþáûõ zc = c1z
1
n(t) + c2z

2
n(t) + · · · + cnz

n
n(t) ∈ S∗(Cn) è m ∈ Rn∗

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈zc(t),m〉 = h sin(ϕ(t) + ϕ0) òîæäåñòâåííî ðàâíî
íóëþ èëè èìååò íà êàæäîì ïðîìåæóòêå âèäà (2π(k − 1), 2πk] äâà íóëÿ.
Ïîýòîìó â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû ýòè íóëè íå
áûëè êðàòíûìè. Åñëè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ c2k−1 èëè c2k îòëè÷åí îò
íóëÿ, òî âûáèðàåì âåêòîð âèäà m1 = (0, . . . , 0,m2k−1,m2k, 0, . . . , 0) ∈ Rn∗ .
Ïîíÿòíî, ÷òî ðåøåíèå zc ÿâëÿåòñÿ 2π ïåðèîäè÷åñêèì è

inf
m∈R2∗

να(zc,m, 2π) = να(zc,m
1, 2π) = 2, α ∈ {0,+, ∗},

ãäå âåêòîðû m1 è mc íå ÿâëÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè, òàê êàê
ν∗(zc,mc, 2π) = +∞.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûáðàííîãî ðåøåíèÿ ïðè ëþáîì α ∈ {0,+, ∗} ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà

να◦ (zc) = lim
t→+∞

inf
m∈Rn∗

π

t
να(zc,m, t) =

= lim
t→+∞

π

t
να(zc,m

1, t) = lim
k→+∞

π

2πk
να(zc,m

1, 2πk) = lim
k→+∞

2πk

2πk
= 1,

να• (zc) = inf
m∈Rn∗

lim
t→+∞

π

t
να(zc,m, t) =

= lim
t→+∞

π

t
να(zc,m

1, t) = lim
k→+∞

π

2πk
να(zc,m

1, 2πk) = lim
k→+∞

2πk

2πk
= 1.

4. Ñèñòåìà

Dn(t) =




0 −γ̇(t) 0 . . . 0
γ̇(t) 0 0 . . . 0

0 0 . . . . . . 0
... ... . . . 0 −γ̇(t)
0 0 . . . γ̇(t) 0



∈Mn

âìåñòå ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé

Un =
(
u1
n, . . . , u

n
n

)
=




cos γ(t) − sin γ(t) 0 . . . 0
sin γ(t) cos γ(t) 0 . . . 0

0 0 . . . . . . 0
... ... . . . cos γ(t) − sin γ(t)
0 0 . . . sin γ(t) cos γ(t)




ÿâëÿåòñÿ 4π ïåðèîäè÷åñêîé.
Äëÿ ëþáûõ uc = c1u

1
n(t) + c2u

2
n(t) + · · · + cnu

n
n(t) ∈ S∗(Dn) è m ∈ Rn∗

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈uc(t),m〉 = h sin(γ(t) + γ0) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
4π ïåðèîäè÷åñêèì è íà ïðîìåæóòêå (2π, 4π] òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ
èëè íå èìååò âîâñå íóëåé èëè èìååò äâà íóëÿ. Òîãäà åñëè îäèí èç êî-
ýôôèöèåíòîâ c2k−1 èëè c2k îòëè÷åí îò íóëÿ, òî âûáèðàåì âåêòîð âèäà
m2 = (0, . . . , 0,m2k−1,m2k, 0, . . . , 0) ∈ Rn∗ , ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

inf
m∈Rn∗

να(uc,m, 2π, 4π) = να(uc,m
2, 2π, 4π) = 0, α ∈ {0,+, ∗},

ïðè ýòîì âåêòîð m2 ìîæíî âûáðàòü íåïðîïîðöèîíàëüíûì âåêòîðó mc. Ïî-
ýòîìó

inf
m∈Rn∗

να(uc,m, 4π) = να(uc,m
2, 4π) = 2, α ∈ {0,+, ∗}.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûáðàííîãî ðåøåíèÿ ïðè ëþáîì α ∈ {0,+, ∗} ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà

να• (uc) = inf
m∈Rn∗

lim
t→+∞

π

t
να(uc,m, t) =

= lim
t→+∞

π

t
να(uc,m

2, t) = lim
k→+∞

π

4πk
να(uc,m

2, 4πk) = lim
k→+∞

2πk

4πk
= 1/2,

να◦ (uc) = lim
t→+∞

inf
m∈Rn∗

π

t
να(uc,m, t) =

= lim
t→+∞

π

t
να(uc,m

2, t) = lim
k→+∞

π

4πk
να(uc,m

2, 4πk) = lim
k→+∞

2πk

4πk
= 1/2.

5. Èç óñëîâèÿ (4.1) è îöåíîê

‖D − A‖ = max
t∈R+

|D(t)− A(t)| =

= max
t∈R+

√
(γ̇(t)− ψ̇(t))2 + (−γ̇(t) + ψ̇(t))2 =

√
2 max
t∈R+

|γ̇(t)− ψ̇(t)| 6 2
√

2ε,

‖D − C‖ = max
t∈R+

|D(t)− C(t)| =
√

2 max
t∈R+

|γ̇(t)− ϕ̇(t)| 6 2
√

2ε

ñëåäóåò, ÷òî âîçìóùåíèÿ D − A, D − C ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ìàëûìè.
Ïîýòîìó â ëþáîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ñèñòåìû D, âñå êðàéíèå
ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè êîòîðîãî ðàâíû 1/2, íàéäóòñÿ ñèñòåìû âèäà A,
C ñ íóëåâûìè è åäèíè÷íûìè êðàéíèìè ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò íå òîëüêî ðàçðûâíîñòü âñåõ êðàéíèõ ïîêà-
çàòåëåé êîëåáëåìîñòè â òî÷êå D íî è òî, ÷òî âñå îíè â ýòîé æå òî÷êå D íå
ÿâëÿþòñÿ íè ïîëóíåïðåðûâíûìè ñíèçó, íè ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó.

6. ÂîçìóùåíèåD−B ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì ïðè t→ +∞ ïîñêîëüêó
íà îñíîâàíèè îöåíêè (4.3) èìååì

lim
t→+∞

|D(t)−B(t)| = lim
t→+∞

√
(φ̇(t)− γ̇(t))2 + (−φ̇(t) + γ̇(t))2 =

=
√

2 lim
t→+∞

|φ̇(t)− γ̇(t)| = 0,

íî ñîîòâåòñòâóþùèå êðàéíèå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ñèñòåì B è D íå
ñîâïàäàþò. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âñå êðàéíèå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè
íå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè â òî÷êå D.

Óòâåðæäåíèå 4.1 äîêàçàíî.
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4.4 Ðàçðûâíîñòü ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà ìíîæå-
ñòâå ñèñòåì

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàæåì óòâåðæäåíèå î ðàçðûâíîñòè ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé
êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâåMn ïðè ëþáîì n > 3.
Óòâåðæäåíèå 4.2. Äëÿ ëþáîãî n > 3 â ïðîñòðàíñòâåMn ñóùåñòâóåò

òî÷êà, â êîòîðîé íè îäèí èç ñòàðøèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé,
êîðíåé è ãèïåðêîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ íè íåïðåðûâíûì, íè ïîëóíåïðåðûâíûì
ñâåðõó, íè ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó, íè èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äëÿ çàäàííîãî k ∈ N íà R+ âûáåðåì n-ìåðíûå

(n = k + 2) âåêòîð-ôóíêöèé

x1(t) =




et

0
0
...
0



, x2(t) =




0
et

0
...
0



, . . . , xk(t) =




0
...
0
et

0
0



,

xk+1(t) =




0
...
0

cosψ(t)
sinψ(t)



, xk+2(t) =




0
...
0

− sinψ(t)
cosψ(t)



,

y1(t) =




0
...
0

cosφ(t)
sinφ(t)



, y2(t) =




0
...
0

− sinφ(t)
cosφ(t)



,

z1(t) =




0
...
0

cosϕ(t)
sinϕ(t)



, z2(t) =




0
...
0

− sinϕ(t)
cosϕ(t)



,
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u1(t) =




0
...
0

cos γ(t)
sin γ(t)



, u2(t) =




0
...
0

− sin γ(t)
cos γ(t)



.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöû
X(t) =

(
x1(t), . . . , xk+2(t)

)
, Y (t) =

(
x1(t), . . . , xk(t), y1(t), y2(t)

)
,

Z(t) =
(
x1(t), . . . , xk(t), z1(t), z2(t)

)
, U(t) =

(
x1(t), . . . , xk(t), u1(t), u2(t)

)

ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè äëÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì

A(t) = Ẋ(t)X−1(t) =




1 . . . 0 0 0

0 . . .
... ... ...

0 . . . 1 0 0
... . . . 0 0 −ψ̇(t)

0 . . . 0 ψ̇(t) 0



∈Mn,

B(t) = Ẏ (t)Y −1(t) =




1 . . . 0 0 0

0 . . .
... ... ...

0 . . . 1 0 0
... . . . 0 0 −φ̇(t)

0 . . . 0 φ̇(t) 0



∈Mn,

C(t) = Ż(t)Z−1(t) =




1 . . . 0 0 0

0 . . .
... ... ...

0 . . . 1 0 0
... . . . 0 0 −ϕ̇(t)
0 . . . 0 ϕ̇(t) 0



∈Mn,

D(t) = U̇(t)U−1(t) =




1 . . . 0 0 0

0 . . .
... ... ...

0 . . . 1 0 0
... . . . 0 0 −γ̇(t)
0 . . . 0 γ̇(t) 0



∈Mn

ñîîòâåòñòâåííî.
2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå c2

1 + c2
2 + · · ·+ c2

k > 0 è íîìåð ïåðâîãî îò-
ëè÷íîãî îò íóëÿ êîýôôèöèåíòà ðàâåí r. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ

xc = c1x
1(t) + · · ·+ ckx

k(t) + ck+1x
k+1(t) + ck+2x

k+2(t) ∈ S∗(A)
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è âåêòîðà mr ñ íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, çà èñêëþ÷åíèåì r-ãî, âûïîëíÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâà

ν0(xc,m
r, t) = ν+(xc,m

r, t) = ν∗(xc,mr, t) = 0

ïðè ëþáîì t > 0.
Åñëè c1 = c2 = · · · = ck = 0, c2

k+1 + c2
k+2 6= 0, òî äëÿ ðåøåíèÿ

xc = ck+1x
k+1(t) + ck+2x

k+2(t) ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ (ñì. ï.1 äî-
êàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 4.1)

ν0
•(xc) = ν+

• (xc) = ν∗•(xc) = ν0
◦(xc) = ν+

◦ (xc) = ν∗◦(xc) = 0.

èç êîòîðîé ïðè ëþáîì κ = ν0
• , ν

+
• , ν

∗
• , ν

0
◦ , ν

+
◦ , ν

∗
◦ âûòåêàåò κn(A) = 0.

3. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì

κn(B) = 0, κn(C) = 1, κn(D) = 1/2

ïðè êàæäîì κ = ν0
• , ν

+
• , ν

∗
• , ν

0
◦ , ν

+
◦ , ν

∗
◦ .

4. Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç ïï. 5 è 6 äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ
4.1, çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî íàñòîÿùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 4.2 äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 4.1. Âñå ìëàäøèå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ïîñòðîåííûõ

ñèñòåì C,D ∈Mn ðàâíû íóëþ.

4.5 Ðàçðûâíîñòü ìëàäøèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íå÷åòíî-
ìåðíûõ ñèñòåì

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàæåì ðàçðûâíîñòü ìëàäøèõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
ïðè ëþáîì íå÷åòíîì ïîðÿäêå ìàòðèöû äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû.
Óòâåðæäåíèå 4.3. Ïðè ëþáîì íå÷åòíîì n > 3 êàæäûé èç ìëàäøèõ

ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé õîòÿ áû â îäíîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà M̃n íå ÿâëÿåòñÿ íè íåïðåðûâíîé, íè ïîëóíåïðåðûâ-
íîé ñâåðõó, íè ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó, íè èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî
áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ïðè

n = 3.
1. Âûáèðàåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó

X3(t) =
(
x1

3(t), x
2
3(t), x

3
3(t)
)

=



et cos2 ψ1(t) e3t sinψ1(t) 0

0 e3t cosψ1(t) e2t sin2 ψ1(t)
et sinψ1(t) 0 e2t cosψ1(t)



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íåêîòîðîé ñèñòåìû A3 ∈ M̃3 è äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ
xc(t) = c1x

1
3(t) + c2x

2
3(t) + c3x

3
3(t) ∈ S∗(A3)

ïîäáåðåì ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð, êîòîðîìó îíî ðåæå âñåãî áóäåò îðòîãî-
íàëüíî.

à). Äëÿ ðåøåíèÿ x1
3 ∈ S∗(A3) è ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà

m = (m1,m2,m2) ∈ R3
∗ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

〈x1
3,m〉 = et(m1 cos2 ψ1(t) +m3 sinψ1(t)) =

=

{
0, åñëè m1 = m3 = 0,

et(−m1 sin2 ψ1(t) +m3 sinψ1(t) +m1).

Åñëè m1 = 0 è m3 6= 0, òî ïðè ëþáîì k ∈ N âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
ν0(x1

3,m, 2(k − 1)π, 2kπ) = 2, ν+(x1
3,m, 2(k − 1)π, 2kπ) = 3,

ν∗(x1
3,m, 2(k − 1)π, 2kπ) = +∞.

Åñëè m3 = 0 è m1 6= 0, òî ïðè ëþáîì k ∈ N âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
ν0(x1

3,m, 2(k − 1)π, 2kπ) = 2, ν+(x1
3,m, 2(k − 1)π, 2kπ) = 4,

ν∗(x1
3,m, 2(k − 1)π, 2kπ) = +∞.

Åñëè m1 · m3 6= 0, òî ðàâåíñòâî 〈x1
3,m〉 = 0 ðàâíîñèëüíî êâàäðàòíîìó

óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî sinψ1(t) :

sin2 ψ1(t)− m3

m1
sinψ1(t)− 1 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî îíî èìååò äâà êîðíÿ, ïðè÷åì îäèí èç íèõ ïî ìîäóëþ áîëüøå
1, à äðóãîé ìåíüøå 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ ε−π/2 6 ψ1(t) 6 π−ε
ñëåäóåò äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

− cos ε 6 sinψ1(t) 6 1, − cos ε 6 cosψ1(t) 6 1.

×èñëî δ1 âûáåðåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî cos ε = 1 − δ1. ×å-
ðåç S1(δ) è S2(δ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ m = (m1,m2,m3) ∈ R3

∗
åäèíè÷íîé ñôåðû, óäîâëåòîâðÿþùèõ ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèþ m3 = δm1 è
m3 = δm2 ïðè δ ∈ (0, δ1) .

Äëÿ ðåøåíèÿ x1
3 è ëþáîãî âåêòîðà m ∈ S1(δ) ìåíüøèé ïî ìîäóëþ

1 êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (ïîëó÷àåìîãî èç óñëîâèÿ 〈x1
3,m〉 = 0)

sin2 ψ1(t)− δ sinψ1(t)− 1 = 0 îòíîñèòåëüíî sinψ1(t) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèþ

−1 <
δ −√δ2 + 4

2
< δ − 1 < δ1 − 1 = − cos ε.
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Ïîýòîìó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈x1
3,m〉 íå áóäåò èìåòü íóëåé íà R+.

Äëÿ ðåøåíèÿ x3
3 è âåêòîðàm ∈ S2(δ) ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäå-

íèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êàæäîì α ∈ {0,+, ∗} âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
inf
m∈R3∗

να(x1
3,m, 2(k − 1)π, 2kπ) = να(x1

3,m
1
3(δ), 2(k − 1)π, 2kπ) = 0,

inf
m∈R3∗

να(x3
3,m, 2(k − 1)π, 2kπ) = να(x3

3,m
3
3(δ), 2(k − 1)π, 2kπ) = 0,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò öåïî÷êà ðàâåíñòâ
ν0
◦(x

1
3) = ν+

◦ (x1
3) = ν∗◦(x

1
3) = ν0

•(x
1
3) = ν+

• (x1
3) = ν∗•(x

1
3) =

= ν0
◦(x

3
3) = ν+

◦ (x3
3) = ν∗◦(x

3
3) = ν0

•(x
3
3) = ν+

• (x3
3) = ν∗•(x

3
3) = 0.

á). Ðåøåíèå x2
3 âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà óãîë π−ε, çàòåì ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè âðàùàåòñÿ íà óãîë 1, 5π − 2ε, äàëåå, âîçâðàùàÿñü íàçàä,
çàíèìàåò èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Çà ýòî âðåìÿ ðåøåíèå áûâàåò îðòîãîíîëüíî
íå ìåíåå äâóõ ðàç ëþáîìó íàïåðåä çàäàííîìó íàïðàâëåíèþ. Ïîýòîìó ïðè
êàæäîì α ∈ {0,+, ∗} è m2

3 = (0, 1, 0) èìååò ìåñòî
inf
m∈R3∗

να(x2
3,m, 2(k − 1)π, 2kπ) = να(x2

3,m
2
3, 2(k − 1)π, 2kπ) = 2,

à çíà÷èò, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
ν0
◦(x

2
3) = ν+

◦ (x2
3) = ν∗◦(x

2
3) = ν0

•(x
2
3) = ν+

• (x2
3) = ν∗•(x

2
3) = 1.

â). Äëÿ îñòàëüíûõ ðåøåíèé xc ∈ S∗(A3) ïðè c2 6= 0 â ñèëó òåîðåìû 2
ðàáîòû [177] íàéäóòñÿ òàêèå ε1, ε2, ε3 ∈ [0, ε], ÷òî ïðè ëþáîì t > 0 äëÿ âåê-
òîðàm2

3(ε) = (ε1, 1− ε2, ε3) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ν∗(xc,m2
3(ε), t) < +∞

è
inf
m∈R3∗

να(xc,m, t) = να(xc,m
2
3(ε), t), α ∈ {0,+, ∗}.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ να(xc,m
2
3(ε), t) ïðè t→ +∞ ýêâèâàëåíòíà να(x2

3,m
2
3, t).

Åñëè æå c2 = 0, òî íàéäåòñÿ âåêòîð m3
3(δ, ε) ∈ R3

∗ ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ
να(xc,m

3
3(δ, ε), t) ïðè t→ +∞ áóäåò ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè να(x3

3,m
3
3(δ), t).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
κ(S∗(A3)) = {0; 1}, κ = ν0

◦ , ν
0
• , ν

+
◦ , ν

+
• , ν

∗
◦ , ν

∗
• .

2. Âñå ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ
ñëàáûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû B3 ∈ M̃3 ñ
ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé

Y3(t) =



et cos2 φ1(t) e3t sinφ1(t) 0

0 e3t cosφ1(t) e2t sin2 φ1(t)
et sinφ1(t) 0 e2t cosφ1(t)



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çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà âåêòîðû (íà êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ìè-
íèìóì) íå çàâèñÿò îò δ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ê ðàññóæäåíèÿì èç ïðåäû-
äóùåãî ïóíêòà äîáàâëÿåì óñëîâèå δ → 0, ïîýòîìó

κ(S∗(B3)) = {0; 1}, κ = ν0
◦ , ν

+
◦ , ν

∗
◦ .

3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó C3 ∈ M̃3 ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé

Z3(t) =
(
z1

3(t), z2
3(t), z3

3(t)
)

=



et cos2 ϕ1(t) e3t sinϕ1(t) 0

0 e3t cosϕ1(t) e2t sin2 ϕ1(t)
et sinϕ1(t) 0 e2t cosϕ1(t)


 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ϕ1(t) ∈ [−π
2 , π] ôóíêöèè sinϕ1(t) è cosϕ1(t)

ïðèíèìàþò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [−1, 1].
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà m = (m1,m2,m3) ∈ R3

∗ è ïðîèçâîëü-
íîãî ðåøåíèÿ

zc(t) = c1z
1
3(t) + c2z

2
3(t) + c3z

3
3(t) ∈ S∗(C3)

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈zc,m〉 ëèáî òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, ëèáî èìå-
åò íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå äëèíû 2π íå ìåíåå äâóõ íóëåé, áûòü ìîæåò
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

à). Â ñàìîì äåëå, äëÿ ðåøåíèÿ z3
3 ∈ S∗(C3) è ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà

m = (m1,m2,m2) ∈ R3
∗ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

〈z3
3,m〉 = e2t(m2 sin2 ϕ1(t) +m3 cosϕ1(t)) =

=

{
0, åñëè m2 = m3 = 0,

e2t(−m2 cos2 ϕ1(t) +m3 cosϕ1(t) +m2).

Åñëè m2 = 0 è m3 6= 0, òî ôóíêöèÿ 〈z3
3,m〉 = m3e

2t cosϕ1(t) íà êàæ-
äîì ïîëóèíòåðâàëå äëèíû 2π èìååò 3 íóëÿ, 4 êîðíÿ è áåñêîíå÷íî ìíîãî
ãèïåðêîðíåé.

Åñëè m2 6= 0 è m3 = 0, òî ôóíêöèÿ 〈z3
3,m〉 íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå

äëèíû 2π èìååò 3 íóëÿ, 10 êîðíåé è áåñêîíå÷íî ìíîãî ãèïåðêîðíåé.
Åñëè m2 · m3 6= 0, òî ðàâåíñòâî 〈z3

3,m〉 = 0 ðàâíîñèëüíî êâàäðàòíîìó
óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî cosϕ1(t)

cos2 ϕ1(t)− m3

m2
cosϕ1(t)− 1 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî îíî èìååò äâà êîðíÿ, ïðè÷åì îäèí èç íèõ ïî ìîäóëþ áîëüøå
1, à äðóãîé ìåíüøå 1, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç l.
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Åñëè âåêòîð m ∈ R3
∗ ïîäîáðàí òàê, ÷òî 0 < l < 1, òî ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà

ν0(cosϕ1(t)−l,m, 2π) = ν+(cosϕ1(t)−l,m, 2π) = ν∗(cosϕ1(t)−l,m, 2π) = 4.

Åñëè âåêòîð m ∈ R3
∗ ïîäîáðàí òàê, ÷òî −1 < l < 0, òî ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà

ν0(cosϕ1(t)−l,m, 2π) = ν+(cosϕ1(t)−l,m, 2π) = ν∗(cosϕ1(t)−l,m, 2π) = 2.

Äëÿ ðåøåíèÿ z1
3 ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, à äëÿ ðåøåíèÿ

z2
3 ïîâòîðÿþòñÿ ðàññóæäåíèÿ èç ïóíêòà 1.á) íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

να◦ (z1
3) = να• (z1

3) = να◦ (z2
3) = να• (z2

3) = να◦ (z3
3) = να• (z3

3) = 1.

Çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà îñòàëüíûõ ðåøåíèÿõ zc ∈ S∗(C3)
íå ìåíÿþòñÿ (ñì. ïóíêò 1.â)). Òàêèì îáðàçîì, èìååì

κ(S∗(C3)) = {1}, κ = ν0
◦ , ν

0
• , ν

+
◦ , ν

+
• , ν

∗
◦ , ν

∗
• .

4. Âîçüìåì îáùåå ðåøåíèå

uc(t) = c1u
1
3(t) + c2u

2
3(t) + c3u

3
3(t)

íåêîòîðîé ñèñòåìû D3 ∈ M̃3 ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé

U3(t) =
(
u1

3(t), u
2
3(t), u

3
3(t)
)

=



et cos2 γ1(t) e3t sin γ1(t) 0

0 e3t cos γ1(t) e2t sin2 γ1(t)
et sin γ1(t) 0 e2t cos γ1(t)


 .

Ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, ïðîâîäèìûõ â ïóíêòå 1 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëü-
ñòâà, äëÿ ðåøåíèé u1

3(t), u
2
3(t), u

3
3(t) ïîäáåðåì âåêòîðû m ∈ R3

∗, íà êîòîðûõ
ðåàëèçóþòñÿ ìèíèìóìû â îïðåäåëåíèÿõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè:

inf
m∈R3∗

να(u1
3,m, 2(k − 1)π, 2(k + 1)π) = να(u1

3,m
1
3, 2(k − 1)π, 2(k + 1)π) = 2,

inf
m∈R3∗

να(u2
3,m, 2(k − 1)π, 2(k + 1)π) = να(u2

3,m
2
3, 2(k − 1)π, 2(k + 1)π) = 4,

inf
m∈R3∗

να(u3
3,m, 2(k − 1)π, 2(k + 1)π) = να(u3

3,m
3
3, 2(k − 1)π, 2(k + 1)π) = 2,

ãäå m2
3 = (0, 1, 0). Îòêóäà ïðè ëþáîì α ∈ {0,+, ∗} ñëåäóþò ðàâåíñòâà

να◦ (u1
3) = να• (u1

3) = να◦ (u3
3) = να• (u3

3) = 0, 5, να◦ (u2
3) = να• (u2

3) = 1.
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Ïîíÿòíî, ÷òî íîâûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà äðóãèõ ðå-
øåíèÿõ uc, îòëè÷íûõ îò 0,5 è 1, íå áóäåò, ïîýòîìó

κ(S∗(D3)) = {0, 5; 1}, κ = ν0
◦ , ν

0
• , ν

+
◦ , ν

+
• , ν

∗
◦ , ν

∗
• .

5. Ðàññóæäåíèÿ èç ïï. 5 è 6 äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 4.1 çàâåðøàþò
äîêàçàòåëüñòâî íàñòîÿùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ìëàäøèõ ñëàáûõ ïîêàçàòåëåé
êîëåáëåìîñòè è ÷àñòè÷íî äëÿ ìëàäøèõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè.
À èìåííî, îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê íåèíâàðèàíòíîñòè äëÿ
ìëàäøèõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ïðè n = 3.

6. Âûáåðåì âñïîìîãàòåëüíûå ìîíîòîííûå ôóíêöèè ϑ, η ∈ C∞(R):

ϑ(t) =

{
0, åñëè t 6 0,

1, åñëè t > 1,
η(t) =

{
1, åñëè t 6 0,

0, åñëè t > 1.

Äëÿ ìíîæåñòâà M ≡ [√
1, 125− ε, √1, 125 + ε

]
çàäàäèì ñåìåé-

ñòâî ñèñòåì Aµ ∈ M̃3, çàâèñÿùåå îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ
µ ≡ (µ1, µ2, . . . ) ∈ M∞, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà Xµ(t) êîòîðîé ïðè ëþ-
áîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè p èìååò ñîîòâåòñòâåííî ïðåäñòàâëåíèå:



µp cos t sin t
0 − sin t cos t
0 − cos t − sin t


 ïðè t ∈ [tp−1 + 2π, rp] ,



µp + ϑ(2/π(t− rp))(1− µp) 1 + ϑ(2/π(t− rp))(µp − 1) sin t

ϑ(2/π(t− rp)) − sin t 1
ϑ(2/π(t− rp)) −1 + ϑ(2/π(t− rp)) − sin t




ïðè t ∈ [rp, rp + π/2] ,



sin t µp 1
1 −1 + ϑ(2/π(t− rp)) 1
1 0 −1


 ïðè t ∈ [rp + π/2, rp + π] ,




sin t µp 1
1 0 1
1 0 −1


 ïðè t ∈ [rp + π, rp + 3π/2] ,




sin t µp 1
1 0 − sin t

− sin t 0 −1


 ïðè t ∈ [rp + 3π/2, rp + 2π] ,




sin t µp cos t
cos t 0 − sin t
− sin t 0 − cos t


 ïðè t ∈ [rp + 2π, sp] ,
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


sin t µp + ϑ(2/π(t− sp))(1− µp) 1 + ϑ(2/π(t− sp))(µp − 1)
1 ϑ(2/π(t− sp)) − sin t

− sin t ϑ(2/π(t− sp)) −1 + ϑ(2/π(t− sp))




ïðè t ∈ [sp, sp + π/2] ,



1 sin t µp
1 1 −1 + ϑ(2/π(t− sp))
−1 1 0


 ïðè t ∈ [sp + π/2, sp + π] ,




1 sin t µp
1 1 0
−1 1 0


 ïðè t ∈ [sp + π, sp + 3π/2] ,




1 sin t µp
− sin t 1 0
−1 − sin t 0


 ïðè t ∈ [sp + 3π/2, sp + 2π] ,




cos t sin t µp
− sin t cos t 0
− cos t − sin t 0


 ïðè t ∈ [sp + 2π, τp] ,




1 sin t µp + ϑ(2/π(t− τp))(1− µp)
− sin t 1 0

−η(2/π(t− τp)) − sin t 0




ïðè t ∈ [τp, τp + π/2] ,



1 1 1
−1 1 + ϑ( 4

π

(
t− τp − π

2 )
)

2ϑ( 4
π

(
t− τp − π

2 )
)

0 −1 4ϑ( 4
π

(
t− τp − π

2 )
)




ïðè t ∈ [τp + π
2 , τp + 3π

4

]
,



η( 4

π

(
t− τp − 3π

4 )
)

1 1
−1 2 2
0 −1 4


 ïðè t ∈

[
τp +

3π

4
, τp + π

]
,




e−t(cos t+ 1) 1 1
−1 + ϑ( 4

π (t− τp − π)) 2 2
−e−t(cos t+ η( 4

π (t− τp − π))) −1− 3ϑ( 4
π (t− τp − π)) 4




ïðè t ∈ [τp + π, τp + 5π
4

]
,



e−t(cos t+ 1) 1 sin 2t

0 2 2
−e−t cos t −4 4


 ïðè t ∈

[
τp +

5π

4
, τp +

3π

2

]
,
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

e−t(cos t+ 1) 1 sin 2t

0 2 2 cos 2t
−e−t cos t −4 cos 2t 4


 ïðè t ∈

[
τp +

3π

2
, τp +

7π

4

]
,



e−t(cos t+ 1) 1 sin 2t

0 −2 sin 2t 2 cos 2t
−e−t cos t −4 cos 2t −4 sin 2t


 ïðè t ∈

[
τp +

7π

4
, τp + 2π

]
,



e−t(cos t+ 1) cos 2t sin 2t

0 −2 sin 2t 2 cos 2t
−e−t cos t −4 cos 2t −4 sin 2t


 ïðè t ∈ [τp + 2π, qp] ,



e−t(cos t+ 1) 1 sin 2t

0 −2 sin 2t 2
−e−t cos t −4 −4 sin 2t


 ïðè t ∈

[
qp, qp +

π

4

]
,




e−t(cos t+ 1) 1 1
2ϑ( 4

π

(
t− qp − π

4 )
) −2 2

−e−t cos t −4 + ϑ( 4
π

(
t− qp − π

4 )
)

(
√

2
2 e
−qp−3π/4 + 4) −4




ïðè t ∈ [qp + π
4 , qp + π

2

]
,



e−t(cos t+ 1) η( 4

π

(
t− qp − π

2 )
)

1
2 −2 2

−e−t cos t
√

2
2 e
−qp−3π/4 −4




ïðè t ∈ [qp + π
2 , qp + 3π

4

]
,




e−t(cos t+ 1) 0 1
2 −2 2

−e−t (cos t+ ϑ( 4
π

(
t− qp − 3π

4 )
)) −e−t cos t −4




ïðè t ∈ [qp + 3π
4 , qp + π

]
,




ϑ( 4
π (t− qp − π)) e−t(cos t+ 1) 1

2 −2 2
4ϑ( 4

π (t− qp − π)) −e−t cos t −4




ïðè t ∈ [qp + π, qp + 5π
4

]
,




sin 2t e−t(cos t+ 1) 1
2 −2η( 4

π

(
t− qp − 5π

4 )
)

2
4 −e−t cos t −4


 ïðè t ∈

[
qp +

5π

4
, qp +

3π

2

]
,
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


sin 2t e−t(cos t+ 1) 1
2 0 2
4 −e−t cos t −4


 ïðè t ∈

[
qp +

3π

2
, qp +

7π

4

]
,




sin 2t e−t(cos t+ 1) 1
2 0 −2 sin 2t

−4 sin 2t −e−t cos t −4


 ïðè t ∈

[
qp +

7π

4
, qp + 2π

]
,




sin 2t e−t(cos t+ 1) cos 2t
2 cos 2t 0 −2 sin 2t
−4 sin 2t −e−t cos t −4 cos 2t


 ïðè t ∈ [qp + 2π, hp] ,




sin 2t e−t(cos t+ 1) 1
2 0 −2 sin 2t

−4 sin 2t −e−t cos t −4


 ïðè t ∈

[
hp, hp +

π

4

]
,




1 e−t(cos t+ 1) 1
2 2ϑ( 4

π

(
t− hp − π

4 )
) −2

−4 −e−t cos t −4 + ϑ( 4
π

(
t− hp − π

4 )
)

(
√

2
2 e
−hp−3π/4 + 4)




ïðè t ∈ [hp + π
4 , hp + π

2

]
,




1 e−t(cos t+ 1) η( 4
π

(
t− hp − π

2 )
)

2 2 −2

−4 −e−t cos t
√

2
2 e
−hp−3π/4


 ïðè t ∈

[
hp +

π

2
, hp +

3π

4

]
,




1 e−t(cos t+ 1) 0
2 2 −2
−4 −e−t (cos t+ ϑ( 4

π

(
t− hp − π

4 )
)) −e−t cos t




ïðè t ∈ [hp + 3π
4 , hp + π

]
,




1 ϑ( 4
π (t− hp − π)) e−t(cos t+ 1)

2 2 −2
−4 4ϑ( 4

π (t− hp − π)) −e−t cos t


 ïðè t ∈

[
hp + π, hp +

5π

4

]
,




1 sin 2t e−t(cos t+ 1)
2 2 −2η( 4

π

(
t− hp − 5π

4 )
)

−4 4 −e−t cos t


 ïðè t ∈

[
hp +

5π

4
, hp +

3π

2

]
,




1 sin 2t e−t(cos t+ 1)
2 2 0
−4 4 −e−t cos t


 ïðè t ∈

[
hp +

3π

2
, hp +

7π

4

]
,
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


1 sin 2t e−t(cos t+ 1)
−2 sin 2t 2 0
−4 −4 sin 2t −e−t cos t


 ïðè t ∈

[
hp +

7π

4
, hp + 2π

]
,




cos 2t sin 2t e−t(cos t+ 1)
−2 sin 2t 2 cos 2t 0
−4 cos 2t −4 sin 2t −e−t cos t


 ïðè t ∈ [hp + 2π, tp] ,




1 sin 2t e−t(cos t+ 1)
−2 sin 2t 2 0
−4 −4 sin 2t −e−t cos t


 ïðè t ∈

[
tp, tp +

π

4

]
,




1 1 e−t(cos t+ 1)
−2 2 ϑ( 4

π

(
t− tp − π

4 )
)

−4 −4 −e−t cos t


 ïðè t ∈

[
tp +

π

4
, tp +

π

2

]
,




1 + ϑ( 2
π

(
t− tp − π

2 )
)

(µp − 1) 1 e−t(cos t+ 1)
−2η( 2

π

(
t− tp − π

2 )
)

2 1
−4η( 2

π

(
t− tp − π

2 )
) −4 −e−t(cos t+ ϑ( 2

π

(
t− tp − π

2 )
)
)




ïðè t ∈ [tp + π
2 , tp + π

]
,



µp 1 0, 5ϑ( 4

π (t− tp − π))
0 2− ϑ( 4

π (t− tp − π)) 1
0 −4 + 3ϑ( 4

π (t− tp − π)) ϑ( 4
π (t− tp − π))




ïðè t ∈ [tp + π, tp + 5π
4

]
,



µp 1 0, 5 sin 2t
0 1 1
0 −1 1


 ïðè t ∈

[
tp +

5π

4
, tp +

3π

2

]
,



µp 1 0, 5 sin 2t
0 − sin t 1
0 −1 − sin t


 ïðè t ∈

[
tp +

3π

2
, tp + 2π

]
,

ãäå t0 ≡ 0 è

rp ≡ tp−1 + 2π + 2πp, sp ≡ rp + 2π + 2πp, τp ≡ sp + 2π + 2πp,

qp ≡ τp + 2π + 2πp, hp ≡ qp + 2π + 2πp, tp ≡ hp + 2π + 2πp.

7. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå p ∈ N è äëÿ çàäàííîãî ðåøåíèÿ
x ∈ S∗(Aµ), âåêòîðà m ∈ R3 ïðè ëþáîì α ∈ {0,+, ∗} îáîçíà÷èì

να(x,m, Ip) =
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= να(y,m, tp−1 + 2π, rp) + να(x,m, rp + 2π, sp) + να(x,m, sp + 2π, τp)+

+να(x,m, τp + 2π, qp) + να(x,m, qp + 2π, hp) + να(x,m, hp + 2π, tp).

Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå ϕ : R3 → S∗(Aµ), ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ íåíó-
ëåâóþ òî÷êó c ≡ (c1, c2, c3) ∈ R3

∗ â ðåøåíèå

ϕ(c) = xc ≡ c1x1 + c2x2 + c3x3 ∈ S∗(Aµ). (4.5)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

t0 = 0, tp = tp−1 + 12π + 12πp, p ∈ N,
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

lim
p→+∞

tp = +∞, lim
p→+∞

(tp − tp−1) = +∞,

à çíà÷èò, îáëàäàåò ñâîéñòâîì

lim
p→+∞

tp
tp−1

= 1 + lim
p→+∞

24π

tp−1
+ 12π · lim

p→+∞
p− 1

tp−1
= 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (tp) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1.1, ïîýòîìó
ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóë äëÿ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ìîæíî
íå áðàòü â ðàñ÷åò ïðè êàæäîì p ∈ N ïîëóèíòåðâàëû

(tp−1, tp−1 + 2π] ; (rp, rp + 2π] ; (sp, sp + 2π] ;

(τp, τp + 2π] ; (qp, qp + 2π] ; (hp, hp + 2π]
(4.6)

(ò. å. íå ó÷èòûâàòü èõ âêëàä íè â äëèíó ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì ïîäñ÷è-
òûâàåòñÿ ÷èñëî íóëåé, êîðíåé èëè ãèïåðêîðíåé, íè â ñàìî ýòî ÷èñëî).

Äëÿ ýòîãî â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè c ∈ R3
∗ óêàæåì òàêîé âåêòîð m ∈ R3,

ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ 〈xc,m〉 íà êàæäîì èç óêàçàííûõ ó÷àñòêîâ (4.6) áóäåò
èìåòü îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ãèïåðêîðíåé è íàèìåíüøåå îáùåå ÷èñëî íóëåé,
êîðíåé èëè ãèïåðêîðíåé íà ïðîìåæóòêàõ

(tp−1 + 2π, rp], (rp + 2π, sp], (sp + 2π, τp],

(τp + 2π, qp], (qp + 2π, hp], (hp + 2π, tp].
(4.7)

8. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ g, h ∈ R3
∗ ÷åðåç C(g, h) îáîçíà÷èì ëþáóþ

ñîäåðæàùóþ èõ äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, à ÷åðåç L1 � îáúåäèíåíèå îñåé
Oc1, Oc2, Oc3 (íèæå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû íà÷àëî êîîðäèíàò âñþäó èã-
íîðèðóåòñÿ). Äëÿ âåêòîðîâ e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) ââåäåì
îáîçíà÷åíèå

L2 ≡ C(e1, e2) ∪ C(e2, e3) ∪ C(e1, e3).
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð m3
ε = (1 − ε1, ε2, 1 − ε3). Äëÿ ëþáî-

ãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(Aµ) â ñèëó òåîðåìû 2 ðàáîòû [177] íàéäóòñÿ òà-
êèå ε1, ε2, ε3 ∈ [0, ε], ÷òî ïðè ëþáîì t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ν∗(x,m3

ε, t) < +∞.
à). Ïðè c ∈ L1 è α ∈ {0,+, ∗} ìèíèìóìû â να• (xc) ðå-

àëèçóåòñÿ íà âåêòîðå m3
ε, ïîñêîëüêó íà R+ ôóíêöèÿ 〈y,m3

ε〉, ãäå
y = (e−t(cos t + 1), 0, −e−t cos t)T , îòäåëåíà îò íóëÿ, à çíà÷èò, ïðè ëþáîì
p ∈ N âûïîëíÿåòñÿ να(xc,m

3
ε, Ip) = 12p.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ïîñòðîåííîãî óðàâíåíèÿ èìååò
ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

να• (xc) = inf
m∈R3

lim
p→+∞

π

tp
να(xc,m, tp) = inf

m∈R3
lim

p→+∞

π
p∑
i=1

να(xc,m, Ii)

p∑
i=1

12πi

=

= lim
p→+∞

π(1 · 12 + 2 · 12 + · · ·+ p · 12)

12π(1 + 2 + · · ·+ p)
= 1.

(4.8)

á). Ïóñòü c ∈ L2 è α ∈ {0,+, ∗}. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç ìíîæåñòâ

{c1x1(t) + c2x2(t) | c1, c2 ∈ R, c1 · c2 6= 0, t ∈ (τp + 2π, qp] ∪ (qp + 2π, hp]},
{c2x2(t) + c3x3(t) | c2, c3 ∈ R, c2 · c3 6= 0, t ∈ (qp + 2π, hp] ∪ (hp + 2π, tp]} ,
{c1x1(t) + c3x3(t) | c1, c3 ∈ R, c1 · c3 6= 0, t ∈ (τp + 2π, qp] ∪ (hp + 2π, tp]} ,

ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà m ∈ R3
∗, íåêîëëèíåàðíîãî âåêòîðó

m4 = (4, 0, 1), è ëþáîì ôèêñèðîâàííîì p (áûòü ìîæåò íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî íîìåðà p0) ôóíêöèÿ 〈f,m〉 íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìåæóòêàõ èç
(4.7) èìååò 12p íóëåé, ñðåäè êîòîðûõ íåò êðàòíûõ.

Äëÿ ëþáûõ p ∈ N, ôóíêöèè g èç ìíîæåñòâ

{c1x1(t) + c2x2(t) | c1, c2 ∈ R, c1 · c2 6= 0, t ∈ (tp−1 + 2π, rp] ∪ (rp + 2π, sp]},
{c2x2(t) + c3x3(t) | c2, c3 ∈ R, c2 · c3 6= 0, t ∈ (rp + 2π, sp] ∪ (sp + 2π, τp]} ,
{c1x1(t) + c3x3(t) | c1, c3 ∈ R, c1 · c3 6= 0, t ∈ (tp−1 + 2π, rp] ∪ (sp + 2π, τp]}
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈g,m3

ε〉 íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìåæóòêàõ èç (4.7)
âîâñå íå áóäåò èìåòü íóëåé, ïîýòîìó ïðè ëþáûõ p ∈ N è α ∈ {0,+, ∗}
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî να(xc,m

3
ε, Ip) = 14p. Îòêóäà ïîëó÷àåì
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να• (xc) = inf
m∈R3

lim
p→+∞

π

tp
να(xc,m, tp) = inf

m∈R3
lim

p→+∞

π
p∑
i=1

να(xc,m, Ii)

p∑
i=1

12πi

=

= lim
p→+∞

14π(1 + 2 + · · ·+ p)

12π(1 + 2 + · · ·+ p)
=

7

6
.

(4.9)

â). Äëÿ ëþáîãî α ∈ {0,+, ∗} îáîçíà÷èì ÷åðåç Gα ìíîæåñòâî òî÷åê
c ∈ R3

∗ \ L2, äëÿ êîòîðûõ ìèíèìóì â να• (xc) ðåàëèçóåòñÿ íà âåêòîðå m4.
Äåéñòâèòåëüíî, íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

(τp + 2π, qp], (qp + 2π, hp], (hp + 2π, tp] (4.10)

ôóíêöèÿ 〈xc,m4〉 îòäåëåíà îò íóëÿ, à ïðè ëþáîì äðóãîì íåêîëëèíåàðíîì
âåêòîðå m ∈ R3

∗ ôóíêöèÿ 〈xc,m4〉 íà êàæäîì èç ïîëóèíòåðâàëîâ (4.10)
áóäåò èìåòü 12p íóëåé (áûòü ìîæåò íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà p).

Òåïåðü äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
óêàçàííûõ ðåøåíèé îñòàåòñÿ ïîñ÷èòàòü ÷èñëî íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîð-
íåé ôóíêöèè 〈xc,m4〉 íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

(tp−1 + 2π, rp], (rp + 2π, sp], (sp + 2π, τp]. (4.11)

Íà òîì èç òðåõ ïðîìåæóòêîâ (4.11), íà êîòîðîì xi(t) = µp ôóíêöèÿ
〈xc,m4〉 ïðåäñòàâèìà â âèäå

〈xc,m4〉 =
√

18(c2
i−1 + c2

i+1) sin(t+ ψ) + 4ciµp

èëè
〈xc,m4〉√

18
=
√
c2
i−1 + c2

i+1 sin(t+ ψ) + ciρp,

ãäå ψ ∈ R � âñïîìîãàòåëüíûé óãîë è ρp =
4µp√

18
.

Ïóñòü äëÿ âåêòîðîâ c ∈ Gα è íîìåðà i ∈ {1, 2, 3} âûïîëíåíî óñëîâèå

c2
iρ

2
p > c2

i−1 + c2
i+1 (4.12)

(çäåñü è âñþäó íèæå èíäåêñ 0 îòîæäåñòâëåí ñ èíäåêñîì 3, à èíäåêñ 4 � ñ
èíäåêñîì 1). Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

√
c2
i−1 + c2

i+1 < |ciρp|,
ãàðàíòèðóþùàÿ îòñóòñòâèå íóëåé ôóíêöèè 〈xc,m4〉 íà ðàññìàòðèâàåìîì
ïðîìåæóòêå.
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Àíàëîãè÷íî, ïðè óñëîâèè
ρ2
pc

2
i < c2

i−1 + c2
i+1

íà óïîìÿíóòîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ 〈xc,m4〉 èìååò 2p íóëåé, êîðíåé è
ãèïåðêîðíåé, à ïðè óñëîâèè

ρ2
pc

2
i = c2

i−1 + c2
i+1

� ñòîëüêî æå êîðíåé, ðîâíî âäâîå ìåíüøå íóëåé è áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî ãèïåðêîðíåé. Ïîíÿòíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå c /∈ G∗, è ìèíèìóì
â îïðåäåëåíèè ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ãèïåð÷àñòîò ðåøåíèé
ϕ(c), c ∈ (R3

∗ \ L2
) \ G∗ ðåàëèçóåòñÿ íà âåêòîðå m3

ε, òàê êàê íà ïðîìå-
æóòêàõ (4.11) ôóíêöèÿ 〈xc,m3

ε〉, íå èìååò ãèïåðêîðíåé, à íà êàæäîì èç
ïðîìåæóòêîâ (4.10) èìååò 4p ãèïåðêîðíåé. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëè-
âû è äëÿ îñòàëüíûõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè â ñëó÷àå åñëè(
R3
∗ \ L2

) \Gα 6= �. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ
να• (x) = 1, c ∈ (R3

∗ \ L2
) \Gα, α ∈ {0,+, ∗}.

ã). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vi ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà R3
∗, ñîñòîÿùåå èç òî-

÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (4.12), è ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé â ïðî-
ñòðàíñòâå R3

∗ êðóãëûé êîíóñ (òî÷íåå, åãî âíóòðåííîñòü, êàêîâóþ è áóäåì
ïîäðàçóìåâàòü â äàëüíåéøåì ïîä ñëîâîì êîíóñ), îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
i-îé îñüþ êîîðäèíàò (íàòÿíóòîé íà âåêòîð ei), à ðàñòâîð � òåì áîëüøå, ÷åì
áîëüøå çíà÷åíèå ρp.

Ñëåäóÿ È.Í. Ñåðãååâó (ñì. [165]), ÷åðåç Ui,j ⊂ R3
∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ðîâíî i èç òðåõ êîíóñîâ V1, V2, V3 è ïðè ýòîì ëåæà-
ùèõ íà ãðàíèöå ðîâíî j èç îñòàâøèõñÿ. Òîãäà äëÿ âåëè÷èí ν0

• , ν+
• è ν∗• ïðè

ëþáîì c ∈ R3
∗ \ L2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ν0
•(xc) =





0, c ∈ U3,0,
1
12 , c ∈ U2,1,
1
6 , c ∈ U2,0 ∪ U1,2,
1
4 , c ∈ U1,1 ∪ U0,3,
1
3 , c ∈ U1,0 ∪ U0,2,
5
12 , c ∈ U0,1,
1
2 , c ∈ U0,0,

ν+
• (xc) =





0, c ∈ U3,0,
1
6 , c ∈ U2,1 ∪ U2,0,
1
3 , c ∈ U1,2 ∪ U1,1 ∪ U1,0,
1
2 , c ∈ U0,0 ∪ U0,1 ∪ U0,2 ∪ U0,3,
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ν∗•(xc) =





0, c ∈ U3,0,
1
3 , c ∈ U1,0,
3
2 , c ∈ U0,1 ∪ U0,2 ∪ U1,1 ∪ U0,3 ∪ U1,2 ∪ U2,1,
1
6 , c ∈ U2,0,
1
2 , c ∈ U0,0,

ïðè÷åì çäåñü ïåðå÷èñëåíû âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí.
9. Ïðîñëåäèì çà èçìåíåíèåì âîçìîæíûõ ñïåêòðîâ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé

êîëåáëåìîñòè ñèñòåìû Aµ ïðè èçìåíåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè µ ∈ M∞.
à). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî µp =

√
1, 125 (êîòîðîå ðàâíîñèëüíî

ρp = 1) ïðè ëþáîì p ∈ N, òî êîíóñû V1, V2 è V3 òîëüêî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà,
ïðè÷åì òîëüêî ïîïàðíî, è âñå òî÷êè êàñàíèÿ ëåæàò íà øåñòè êîíêðåòíûõ
ïðÿìûõ (ñì. ï. Á. äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 16 [165]). Ïîýòîìó íåïóñòûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ òîëüêî ìíîæåñòâà U0,0, U0,1, U1,0 è U0,2, ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ðàâåí-
ñòâà (4.8)-(4.9), èñêîìûå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé îêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè

ν0
•(S∗(Aµ)) =

{
1

3
,

5

12
,
1

2
, 1,

7

6

}
,

ν+
• (S∗(Aµ)) =

{
1

3
,
1

2
, 1,

7

6

}
, ν∗•(S∗(Aµ)) =

{
1

3
,
1

2
, 1,

7

6

}
.

Ïðè c = (2, 1, 1) ∈ U1,0 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈xc,m4〉 íà êàæäîì èç
ïðîìåæóòêîâ (4.6) âîâñå íå èìååò íóëåé, ïîýòîìó ìëàäøèå ñèëüíûå ïîêàçà-
òåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ñèñòåìû Aµ äåéñòâèòåëüíî
ðàâíû 1/3.

á). Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî µp >
√

1, 25 (èç êîòîðîãî ñëåäóåò
1 < ρp <

√
2) ïðè ëþáîì p ∈ N, òî êîíóñû óæå ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ, íî íå

èìåþò îáùèõ äëÿ íèõ âñåõ òî÷åê, äàæå ãðàíè÷íûõ (ñì. ï. Â. äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 16 [165]). Ïðè ýòîì òàêæå è ãðàíèöà ëþáîãî êîíóñà ïåðåñåêàåòñÿ ñ
ëþáûì äðóãèì êîíóñîì, êàê è ñ åãî ãðàíèöåé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ê ïðåäûäóùåìó ñïèñêó íåïóñòûõ ìíîæåñòâ äîáàâëÿþòñÿ
åùå äâà ìíîæåñòâà U2,0 è U1,1, ïîýòîìó

ν0
•(S∗(Aµ)) =

{
1

6
,
1

4
,
1

3
,

5

12
,
1

2
, 1,

7

6

}
,

ν+
• (S∗(Aµ)) =

{
1

6
,
1

3
,
1

2
, 1,

7

6

}
, ν∗•(S∗(Aµ)) =

{
1

6
,
1

3
,
1

2
, 1,

7

6

}
.

Â ýòîì ñëó÷àå 1/6 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ñèëü-
íûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé ñèñòåìû Aµ.
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Â ñàìîì äåëå, ðåøåíèå c = (c1, c2, c3) ∈ U2,0 ñèñòåìû




ρ2
pc

2
1 > c2

2 + c2
3,

ρ2
pc

2
2 > c2

1 + c2
3,

ρ2
pc

2
3 < c2

1 + c2
2

âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: c3 = 1, à c1, c2 - ïîëîæèòåëüíûìè, äîñòàòî÷íî
áîëüøèìè è ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè (ìîæíî äàæå c1 = c2). Äëÿ òàêèõ òî÷åê
c ∈ Gα ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈xc,m4〉 íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (4.6)
áóäåò îòäåëåíà îò íóëÿ.

10. Ïðèìåðîì òî÷êè íåèíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ
âîçìóùåíèé äëÿ ìëàäøèõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ñëóæèò ñè-
ñòåìà A√1,125 èç ïîñòðîåííîãî â íàñòîÿùåì äîêàçàòåëüñòâå ñåìåéñòâà, âçÿ-
òîå ïðè ïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè µ1 = µ2 = · · · ≡ √1, 125, ò. å.
îòíîñÿùååñÿ ê ïóíêòó 9. à), â êîòîðîì κ1(A√1,125) = 1/3 ïðè ëþáîì
κ = ν0

• , ν
+
• , ν

∗
• .

Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ñèñòåìà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî â ëþáîé åå
îêðåñòíîñòè (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñåìåéñòâà ñèñòåì ïî µ) íàéäåòñÿ âîç-
ìóùåííàÿ ñèñòåìà Aµ èç òîãî æå ñåìåéñòâà, íî ïîïàäàþùåå ïîä ïóíêò 9.
á) äîêàçàòåëüñòâà íàñòîÿùåé ëåììû, à çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó
κ1(Aµ) = 1/6 ïðè ëþáîì κ = ν0

• , ν
+
• , ν

∗
• .

Áîëåå òîãî, åñëè âîçìóùåííóþ ñèñòåìó Aµ ïîä÷èíèòü äîïîëíèòåëüíîìó
óñëîâèþ µp →

√
1, 125 ïðè p→∞, òî äëÿ íåãî, ïîìèìî óêàçàííîãî ðàâåí-

ñòâà, áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå Aµ ∈ B(A√1,125), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèîíàë κ1 íå èíâàðèàíòåí â òî÷êå A√1,125 îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî
ìàëûõ âîçìóùåíèé.

Óòâåðæäåíèå 4.3 äîêàçàíî ïðè n = 3.
Òåïåðü äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ïðè ëþáîì n > 3.
11. Âûáåðåì ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû

diag [Z3(t), Aψ(t), . . . , Aψ(t)] , diag [Z3(t), Aφ(t), . . . , Aφ(t)] ,

diag [Z3(t), Aϕ(t), . . . , Aϕ(t)] , diag [Z3(t), Aγ(t), . . . , Aγ(t)]

íåêîòîðûõ ñèñòåì An, Bn, Cn, Dn ∈ M̃n, ãäå

Au(t) =

(
cosu(t) − sinu(t)
sinu(t) cos u(t)

)
.

Åñëè â ôîðìóëàõ îáùèõ ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì êîýôôèöèåí-
òû c4, c5, . . . , cn ðàâíû íóëþ, òî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîðà
m = (m1,m2,m3, 0, . . . , 0) ∈ Rn∗ âûáèðàåì ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì,
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ïðîâîäèìûì â ïóíêòå 3 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü â ôîðìó-
ëå îáùåãî ðåøåíèÿ âòîðîé ñèñòåìû õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ
c4, c5, . . . , cn îòëè÷åí îò íóëÿ è åãî íîìåð ðàâåí r. Òîãäà âûáèðàåì âåêòîð
m ∈ Rn∗ ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè çà èñêëþ÷åíèåì r-ãî. Òîãäà ïðè ëþáîì
κ = ν0

◦ , ν
+
◦ , ν

∗
◦ , ν

0
• , ν

+
• , ν

∗
• ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

κ(S∗(An)) = κ(S∗(Bn)) = {0; 1},
κ(S∗(Cn)) = {1}, κ(S∗(Dn)) = {0, 5; 1}.

Äàëåå, ðàññóæäåíèÿ èç ïï. 5 è 6 äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 4.1 çàâåð-
øàþò äîêàçàòåëüñòâî íàñòîÿùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 4.3 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
Èç äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé 4.1�4.3 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû

4.1.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû àâòîðà, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ÿâ-

ëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóùåì:
1) íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñè-

ñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè óñòàíîâëåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
âñåìè ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè, íàéäåíû èõ ñïåêòðû è ãëàâíûå çíà÷å-
íèÿ äëÿ êàæäîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû;

2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñóñëèíñêîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R+, ñîäåðæàùåãî
íóëü, ïðè ëþáîì n > 2 ïîñòðîåíî óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà, ñïåêòðû âåðõíèõ
ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè (ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ) çíàêîâ, íóëåé è
êîðíåé êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì A;

3) ïðè ëþáîì n > 2 â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà
óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå ñâîéñòâà îñòàòî÷íîñòè ó ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êî-
ëåáëåìîñòè íåñòðîãèõ çíàêîâ, íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé;

4) ïðè ëþáîì n > 2 â ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ðàâíî-
ìåðíîé òîïîëîãèåé íàéäåíû òî÷êè, â êîòîðûõ êàæäûé èç êðàéíèõ ïîêàçà-
òåëåé êîëåáëåìîñòè íóëåé, êîðíåé è ãèïåðêîðíåé íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
è èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé;

5) óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå íåïîñðåäñòâåííîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó ìîùíî-
ñòÿìè ñïåêòðîâ âñåõ ëèíåéíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè äâóìåðíîé íåëè-
íåéíîé ñèñòåìû è ñèñòåìû åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Âûâîäû
Â äèññåðòàöèè èçó÷åí âàæíûé êëàññ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì � ëÿïóíîâñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè. Ðàçðàáîòàí ìåòîä âàðüèðîâàíèÿ ñèñòåìû, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå èõ ñâîéñòâà: íåîñòàòî÷íîñòü
ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà, ðàçðûâíîñòü êðàéíèõ ïîêàçàòå-
ëåé êîëåáëåìîñòè íà ìíîæåñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ðàâíîìåðíîé
íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè òîïîëîãèåé è èõ íåèíâàðèíàòíîñòü îòíîñèòåëü-
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íî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé, à òàêæå îòñóòñòâèå íåïîñðåäñòâåííîé
âçàèìîñâÿçè ìåæäó ìîùíîñòÿìè ñïåêòðîâ âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè
äâóìåðíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû è ñèñòåìû åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Êðî-
ìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âàðüèðîâàíèÿ ñèñòåìû êîíñòðóêòèâíî äîêàçàíî
ñóùåñòâîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå âòîðîãî, ó êî-
òîðîãî ñïåêòðû âåðõíèõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè çíàêîâ, íóëåé
è êîðíåé ñîâïàäàþò ñ çàäàííûì ñóñëèíñêèì ìíîæåñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé
ïîëóîñè ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñîäåðæàùèì íóëü. Íà ìíîæåñòâå
ðåøåíèé àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì óñòàíîâëåíû òî÷íîñòü è
àáñîëþòíîñòü âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè, íàéäåíû èõ ñïåêòðû, îïè-
ñàíû èõ ãëàâíûå çíà÷åíèÿ. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû îáîáùàþò è
óñèëèâàþò ïðåäøåñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ðÿäà àâòîðîâ, à íà íåêîòîðûå âî-
ïðîñû, äîëãîå âðåìÿ îñòàâàâøèåñÿ îòêðûòûìè, äàþò îêîí÷àòåëüíûå îòâå-
òû.
Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ ïî àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ ïî äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì.
Ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåìû
Îïèñàíèå âîçìîæíûõ ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè ÿâëÿåòñÿ àê-

òóàëüíîé çàäà÷åé òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ýòà çàäà÷à ðå-
øåíà ëèøü ÷àñòè÷íî äëÿ íåáîëüøîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé è ñèñòåì � äëÿ îñòàëüíûõ òðåáóþòñÿ äàëüíåéøåå èçó÷åíèå, ïîèñê ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïîäõîäîâ (íåêîòîðûå èç íèõ íàìå÷åíû â äèññåðòàöèè) è
ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ èõ ðåàëèçàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî íîâûå ìåòîäû èçó÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ àíàëèòè÷åñêèìè (ãîëîìîðôíûìè) êîýôôèöèåíòàìè,
à òàêæå ÷èñëåííûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè áóäóò
ïîëåçíû ìåõàíèêàì è ñïåöèàëèñòàì ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ.

Ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè äî ñèõ ïîð ìàëî èçó÷åíû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
îò÷àñòè çàïîëíÿþò ýòîò ïðîáåë, íî â ýòîì íàïðàâëåíèè îñòàåòñÿ åùå ìíîãî
èíòåðåñíûõ íåðåøåííûõ çàäà÷.
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