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Введение

Диссертационная работа посвящена исследованию проблем решения зада-

чи восстановления параметров намагниченности в коре планет и магнитной

восприимчивости в Земной коре по измеренным значениям магнитного поля

и/или градиента магнитного поля. Для решения этих задач, в зависимости

от известной априорной информации об изучаемом объекте, предлагаются

различные численные алгоритмы, которые могут быть реализованы как на

обычных компьютерах, так и на многопроцессорных системах. Техника рас-

параллеливания позволяет производить обработку больших объемов данных,

что даёт достаточно подробное описание исследуемого объекта. Разработан-

ные алгоритмы также могут быть успешно применены для решения очень

широкого класса прикладных физических задач, сводящихся как к трёхмер-

ным интегральным уравнениям Фредгольма 1-го рода для векторной функ-

ции, так и к задачам меньшей размерности (в том числе для случая, когда

необходимо восстановить скалярную функцию).

Актуальность темы. Решение задач по восстановлению параметров на-

магниченности и магнитной восприимчивости в земной коре и не только яв-

ляется важным для изучения глубинного строения строения планет, выявле-

ния слабых магнитных аномалий для поиска полезных, уточнения моделей

магнитного поля в настоящем и проверки гипотез о существовании магнитно-

го динамо в прошлом. Последнее особенно важно для Меркурия, у которого

есть магнитное динамо. Также важна задача уточнения модели магнитного

поля планет. Для ее решения необходимо выделять так называемую “коро-

вую” составляющую магнитного поля, которая обусловлена наличием близко

залегающих к поверхности плотностных магнитных неоднородностей.

Во всех реальных задачах входные данные задаются с погрешностью. Ока-

зывается, что абсолютное большинство обратных задач, к которым сводятся

прикладные задачи, являются некорректно поставленными [1,2].

Академиком А.Н. Тихоновым в 60-х годах прошлого века была заложена
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теория решения некорректных задач, основанная на понятии регуляризиру-

ющего алгоритма [1,2]. После основополагающих работ А.Н. Тихонова [1–6],

М.М. Лаврентьева [7, 8] и В.К. Иванова [9–12] теория некорректных задач

была развита многими учеными в применении к разным областям науки и

техники. Некоторые результаты работы отечественных и зарубежных ученых

представлены в [13–38].

При решении многих современных прикладных обратных задач часто необ-

ходимо восстанавливать характеристики исследуемых объектов в простран-

стве, при этом эти характеристики могут являться векторными функциями.

Это зачастую приводит к необходимости решать трёхмерные интегральные

уравнения Фредгольма 1-го рода для векторных или скалярных функций, что

невозможно сделать с использованием обычных персональных компьютеров.

В таких случаях обычно используются различные упрощения и допущения,

которые понижают размерность решаемой задачи, но при этом дают ограни-

ченную информацию об исследуемом объекте либо приводят к существенным

ошибкам в восстанавливаемых данных исследуемых характеристик. В связи с

этим наибольший интерес представляют эффективные методы решения при-

кладных трёхмерных обратных задач.

Прежде всего, указанные выше подходы применялись для изучения при-

кладных задач геофизики. Геофизика представляет собой комплекс наук,

охватывающий широкий круг исследований - от изучения физических свойств

вещества планеты и их пространственного распределения, до моделирования

и реконструкции реальных физико-химических процессов, протекающих в

недрах Земли. Выводы о глубинном строении земных недр возможны благо-

даря тому, что наблюдаемые на поверхности Земли поля зависят от про-

странственного распределения свойств вещества в глубинных ее частях. По

заданному распределению тех или иных физических свойств вещества Земли

и/или по заданным характеристикам источника можно теоретически пред-

сказать ожидаемые значения соответствующих физических полей. Такие за-

дачи, называемые прямыми задачами геофизики, имеют свою специфику в
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зависимости от природы полей. Построение же распределения физических

параметров вещества Земли и/или параметров источника по значениям поля

в некоторой части среды представляет собой обратную задачу геофизики. На

ранних этапах развития геофизики обратные задачи ставились и решались

весьма примитивно. По сути, они сводились к выбору одной из двух или из

небольшого числа моделей среды, для которой рассчитанные значения харак-

теристик поля лучше, чем для других, согласовывались с соответствующими

наблюдаемыми значениями. Недостатки такого подхода очевидны. Прежде

всего, нет никакой гарантии, что среди альтернативных моделей среды ока-

жется именно та, которая отражает истинное строение Земли. Далее, оста-

ются неразрешенными вопросы: достаточна ли разрешающая способность ис-

ходных данных, чтобы различить выбранные модели; позволяют ли наблюде-

ния произвести большую детализацию структуры; в каком смысле понимать

лучшее или худшее согласие теоретических данных с наблюдениями; как по-

грешность наблюдений скажется на погрешности искомой модели среды; как

наиболее оптимальным образом организовать поиск модели, отвечающей на-

блюдениям, и т.д [39].

Необходимость ответа на эти и другие вопросы и привела к разработке

методов решения обратных задач. Этому же способствовала возможность ис-

пользования в геофизике быстродействующих ЭВМ, ибо решение обратных

задач требует чрезвычайно большого объема вычислений. Развитие методов

решения обратных задач происходило по разным направлениям в зависимо-

сти от того, какому из аспектов придавалось большее значение. К настоящему

времени можно уже сформулировать общие принципы постановки обратных

задач и требования, предъявляемые к их решению, определить место каждо-

го из существующих методов и указать их взаимосвязь [39].

Цель работы. Разработка моделей численных методов и комплексов про-

грамм для восстановления эквивалентных по внешнему полю параметров на-

магниченности в коре планет и магнитной восприимчивости в Земной коре,

опираясь на измеренные с помощью спутников значения магнитного поля,
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либо градиентов магнитного поля, измеренных с помощью сверхпроводящих

квантовых интерференционных устройств (SQUIDs).

Для выполнения поставленных целей были решены следующие задачи:

1. Реализован и распараллелен метод минимизации функционала Тихонова

для поиска значений скалярной функции в задаче магниторазведки.

2. Для решения задачи восстановления магнитной восприимчивости на ре-

альных данных были реализованы и распараллелены три метода: проек-

ции сопряжённых градиентов на множество неотрицательных координат,

алгоритма итерационной регуляризации с фейеровскими операторами и

итерационный алгоритм с сохранением неотрицательности компонент.

3. С помощью реализованных алгоритмов решена задача восстановления

магнитной восприимчивости на реальных данных. Благодаря априорно

известному диапазону значений магнитной восприимчивости были про-

интерпретированы полученные результаты.

4. На основе метода сопряжённых градиентов предложен алгоритм реше-

ния задачи по восстановлению намагниченности в коре планет.

5. На основе восстановленных параметров намагниченности была решена

прямая задача и восстановлены значеная магнитной индукции на сфере,

окружающей Меркурий.

6. С помощью разложения Гаусса—Ми из восстановленных при решении

прямой задачи значений магнитного поля была выделена высокочастот-

ная внутренняя составляющая магнитного поля.

7. Благодаря восстановлению внутренней составляющей магнитного поля

в качестве входных данных, была решена задача по локализации “тонких

структур”.

Методы исследования. Работа выполнена с применением методов мате-

матической геофизики, функционального анализа, теории обратных и некор-
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ректных задач, методов математического моделирования и прикладного про-

граммирования.

Научная новизна. Разработаны новые методы и подходы для обработки

и интерпретации реальных геофизических данных, а также межпланетных

миссий.

Положения, выносимые на защиту.

1. Предложен и реализован в виде комплекса программ алгоритм решения

прикладных трёхмерных обратных задач восстановления параметров на-

магниченности и магнитной воспримчивости в коре планет по измерен-

ным значениям магнитного поля, сводящихся к интегральным уравне-

ниям Фредгольма 1-го рода для векторной и скалярной функций с ис-

пользованием многопроцессорных систем.

2. Для частного случая доказана единственность решения задачи восста-

новления распределения интенсивностей магнитных диполей.

3. Разработанные алгоритмы решения обратной задачи магниторазведки

апробированы на модельных и реальных задачах в трехмерных областях

и показали свою эффективность.

Практическая значимость. Описанные в работе методы решения приме-

нимы к линейным обратным задачам, встречающимся как при исследовании

магнитного поля Земли, так и для изучения магнитных полей других пла-

нет. Разработанные в данной работе комплексы программ позволяют решать

реальные прикладные трёхмерные обратные задачи.

Публикации Результаты диссертации опубликованы в 3 статьях [40–42] в

рецензируемых журналах из баз данных Scopus и Web of Science и четыре

тезиса конференций [43–46].
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Личный вклад автора.

1. Для решения задачи восстановления магнитной восприимчивости ис-

ходное уравнение математической модели была выписана система ин-

тегральных уравнений Фредгольма 1-го рода для магнитных и гради-

ентных данных. Получены выражения для ядер этих уравнений.

2. Автором сформулирована и доказана теорема единственности решения

задачи восстановления распределения интенсивностей магнитных дипо-

лей для случая двух диполей и произвольного расположения сенсоров в

пространстве.

3. Разложение Гаусса—Ми для каждой фиксированной точки пространства

выражено через скалярные потенциалы в сферической системе коорди-

нат.

4. Программы, решающие интегральные уранения математической модели,

реализованы автором на языке С и распараллелены с помощью библио-

теки MPI.

5. Реализован скрипт на языке Python3, который находит коэффициенты

разложения Гауссу—Ми.

6. На языке Python3 реализованы скрипты для подготовки данных для

передачи в основные программы-решатели и скрипты для построения

графиков.

7. Присущие каждой из решаемых задач априорные ограничения, такие

как неотрицательность магнитной восприимчивости парамагнетиков и

равенство значений параметров намагниченности по меридиану и на по-

люсах в задаче восстановления параметров намагниченности, выписаны

автором в виде математических выражений и встроены в программный

комплекс.

8. Проведена обработка экспериментальных данных, включая спутников-

вые.
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В работах, опубликованных в соавторстве, основополагающий вклад принад-

лежит соискателю.

Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы были

представлены на следующих конференциях:

1. Марчуковские научные чтения-2021 (Новосибирск, 2021);

2. IX международная научная конференция «современные проблемы мате-

матики и физики» посвященная 70-летию чл.-корр. АН РБ К.Б. Саби-

това (Стерлитамак, 2021);

3. Всероссийская научно-практическая конференция “Обратные задачи и

математические модели” (Бирск, 2021);

4. Международная научно-практическая конференция, посвященная 90-летию

со дня рождения А.Г.Костюченко (Уфа, 2021);

5. Евразийская конференция по прикладной математике (Новосибирск, 2021);

6. The 6th International Workshop on Computational Inverse Problems and

Applications (CIPA), Шеньчжень, Китай, 22-26 июля 2022;

7. Вычислительная математика и приложения, Сочи, Россия, 1-5 августа

2022;

8. 8-я Международная конференция “Квазилинейные уравнения, обратные

задачи и их приложения” (QIPA 2022), Сочи, Сириус, Россия, 22-26 ав-

густа 2022;

9. Всероссийская научно-практическая конференция, посвященная памяти

профессора Усманова Салават Мударисовича “Обратные задачи и мате-

матические модели”, Бирск, Башкортостан, Россия, 16 сентября 2022;

Краткое содержание работы. В первой главе представлен краткий об-

зор результатов предыдущих лет, на основе которых написана данная работа.
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Во второй главе подробно описана постановка задачи восстановления па-

раметров намагниченности, которая заключается в восстановлении вектора

намагниченности и следующая из неё задача восстановления магнитной вос-

приимчивости, распределённых в коре планеты, по измеренным значениям

магнитного поля или градиентов магнитного поля на некотором расстоянии

от поверхности. Приведена система интегральных уравнений Фредгольма 1-

го рода для векторной функции и скалярной функции. Сформулирована и

доказана теорема о единственности решения задачи восстановления распре-

деления интенсивностей магнитных диполей для случая двух диполей и про-

извольного расположения сенсоров в пространстве.

В третьей главе подробно изложен метод локализации “тонких структур“

в коре Меркурия на основе решённой ранее задачи восстановления эквива-

лентного распределения намагниченности.

В четвёртой главе рассмотрены методы регуляризации решения постав-

ленной некорректной задачи. Первый метод основан на минимизации функ-

ционала Тихонова с последующим выбором параметра регуляризации по обоб-

щённому принципу невязки с учетом априорных ограничений. Минимизация

функционала Тихонова осуществлялась сначала с помощью метода сопря-

женных градиентов на модельных данных, затем, уже на реальных данных,

методом сопряженных градиентов с проекцией на множество неотрицатель-

ных координат. В обоих случаях задача решалась в прострастве Соболева. В

целях численного эксперимента задача была решена методом сопряженных

градиентов с проекцией на множество неотрицательных координат в про-

странстве функций ограниченных вариаций типа Харди [47, 48]. Для реше-

ния задачи восстановления эквивалентного распределения намагниченности

в коре планет применялся обычный метод сопряженных градиентов. Также в

работе рассмотрены ещё два итерационных алгоритма решения некорректно

поставленых задач: алгоритм итерационной регуляризации с фейеровскими

операторами и метод итерационной регуляризации, сохраняющий неотрица-

тельность. Демонстрируются результаты модельных расчётов и обработки
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экспериментальных данных.

В пятой главе приведены результаты работы алгоритмов и описаны про-

цессы отбора приближённых решений на основе априорной информации. Вос-

становлены магнитные портреты Марса и Меркурия.

В шестой главе представлено описание программного комплекса.
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1 Обзор подходов к решению обратных задач магнито-
разведки.

1.1 Обратные задачи магниторазведки

Магниторазведка является одним из наиболее эффективных методов ин-

терпретации геофизических данных. Высокочувствительные приборы позво-

ляют выявлять очень слабые магнитные аномалии районов развития осадоч-

ных пород, что дает возможность применять этот метод для решения задач

поиска нефти и газа. Однако с увеличением точности измерений возраста-

ет влияние помех и осложнений, затрудняющих геологическое истолкование

результатов магнитной съемки.

Напомним некоторые понятия, известные из курса общей физики. Магнит-

ное поле обнаруживается по действию на электрические токи и постоянные

магниты. В свою очередь, проводники с током создают в окружающем про-

странстве магнитное поле. Магнитное поле можно характеризовать вектором

магнитной индукции B или вектором напряженности магнитного поля H . В

системе СИ магнитная индукция и напряженность магнитного поля связаны

соотношением

B = µµ0H ,

где µ0 — магнитная постоянная, µ — магнитная проницаемость среды.

Но, как известно, всякое вещество является магнетиком, т. е. способно под

действием магнитного поля приобретать магнитный момент (намагничивать-

ся). Намагниченное вещество создает магнитное поле B
′
, которое налагается

на обусловленное токами поле B0 . Оба поля дают в сумме результирующее

поле

B = B
′
+ B0.

Намагничение магнетика естественно характеризовать магнитным моментом

единицы объема. Эту величину называют намагниченностью . Мы будем обо-

значать ее через M . Магнитный момент контура с током выражается по
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формуле

j = S i n,

где S — площадь фигуры, ограниченной контуром с током, i — сила тока в

контуре, n — единичный вектор нормали к плоскости контура. Понятно, что

для одной и той же плоскости можно выбрать два противоположных векто-

ра, нормальных к этой плоскости. Для контура с током направление нормали

находится по правилу буравчика (винта): при вращении буравчика в направ-

лении тока вектор n совпадает с направлением поступательного движения

буравчика.

В прикладной геофизике обычно имеют дело с относительными магнитны-

ми измерениями. При этом значения одного или более элементов магнитного

поля в любой точке выражаются в виде их разностей со значениями в опор-

ных точках, выбранных подходящим образом.

Для определения аномалии земного магнитного поля необходимо знать

его характер в невозмущенном состоянии. С весьма хорошим приближением

регулярное геомагнитное поле можно представить как поле диполя, распо-

ложенного в центре Земли и имеющего магнитный момент, направленный в

сторону Южного географического полюса. В настоящее время считается, что

магнитное поле Земли вызывается токами в жидком ядре Земли. Значения

магнитного поля измеряются в A/м (2000 ∗ 10−6 ед. СГС). На поверхности

Земли напряженность магнитного поля составляет 40 А/м, но сильно зави-

сит от географического положения и наличия различных магнитных анома-

лий, которые могут в разы изменять силу поля. Проекции силовых линий

геомагнитного поля на поверхность Земли образуют магнитные меридианы.

В любой точке на земной поверхности вектор магнитного поля, как любой

трехмерный вектор, полностью определяется своей длиной и двумя углами.

Конечно, эти два угла можно ввести различными способами. Обычно исполь-

зуются склонение D (угол между магнитным и географическим меридиана-

ми) и наклонение I (угол между вектором и его горизонтальной проекцией).

Таким образом, если вектор F в декартовой системе координат может быть
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записан как (X, Y, Z), то горизонтальная компонента H, склонение D и на-

клонение I таковы:

H =
√
X2 + Y 2, D = arctan

(
Z

H

)
, I = arctan

(
Y

X

)
.

Вертикальная компонента Z считается положительной, если направлена вниз,

как в Северном полушарии, и отрицательной, если направлена вверх, как в

Южном полушарии. Точки на земной поверхности, в которых I = ±90◦, на-

зываются Северным и Южным магнитными полюсами [49].

Математические модели в магниторазведки, связывающие плотность маг-

нитного момента ограниченного тела и его магнитную индукцию достаточно

хорошо известны [50–53]. Менее распространены математические модели маг-

ниторазведки, связывающие объёмную (или поверхностную) плотность маг-

нитного момента тела с полным тензором градиентов компонент магнитного

поля (ГКМП), измеряемым в некоторой удаленной от тела области [54–59].

Китайские коллеги автора вместе со своими коллегами из Института геоло-

гии и геофизики Китайской академии наук установили [60, 61], что тензор

градиентов компонент магнитного поля в таких моделях обладает большей

чувствительностью к тонкой структуре распределения магнитного момента,

чем сама магнитная индукция. Поэтому измерения компонент тензора ГКМП

представляются более перспективными для интерпретации магнитных полей

с помощью решения обратных задач.

Модели, включающие тензор ГКМП, могут быть рассмотрены в различ-

ных вариантах: линейных и нелинейных, непрерывных и дискретных, для

двумерных и трехмерных магнитных полей. Все эти модели порождают об-

ратные задачи нахождения плотности магнитного момента по тензору ГКМП

в различных постановках задачи. Одной из наиболее перспективных для ин-

терпретации постановок является следующая: необходимо обратить полные

магнитно-градиентные данные в трёхмерной области с целью восстановления

объёмной намагниченности [62]. Подобная обратная задачи магнитостатики

описывается операторным уравнением первого рода, которое в общем случае

представляет собой некорректно поставленную задачу. Она может как иметь

16



неединственное решение, так и не иметь классического решения вообще. При

этом она, как правило, неустойчива по отношению к ошибкам измерения

входных данных (компонент тензора ГКМП). Эти трудности преодолеваются

с помощью применения специальных методов решения таких некорректно по-

ставленных задач — регуляризирующих алгоритмов (РА). Важнейшим клас-

сом регуляризирующих алгоритмов является семейство вариационных РА.

Наиболее известен из них метод метод, основанный на минимизации функ-

ционала А.Н. Тихонова. Параметр регуляризации может быть выбран по

обобщенному принципу невязки.

Основная особенность постановки задачи, рассмотренной в [62], заключа-

ется в том, что рассматриваемая обратная задача является физически пере-

определённой. Классическая постановка задачи, заключающаяся в восстанов-

лении магнитного момента тела по результатам измерения индуцированного

им поля на некотором удалении от этого тела является определённой, так как

предполагает восстановление одной векторной функции по результатам изме-

рений также одной векторной функции. Либо, принимая во внимание факт,

что каждая компонента векторной функции является скалярной функцией,

требуется восстановить три скалярные функции по результатам измерения

трёх скалярных функций (данная постановка приводит к системе из трёх

уравнений с тремя неизвестными функциями). Учет установленных соотно-

шений между плотностью магнитного момента и полным тензором ГКМП

позволяет нам вывести дополнительные уравнения, связывающие компонен-

ты неизвестной векторной функции с полным тензором градиентного маг-

нитного поля. В итоге получаем 5 дополнительных уравнений. В результате

мы получаем физически переопределённую задачу, заключающуюся в восста-

новлении 3-х неизвестных скалярных функций по результатам эксперимен-

тальных измерений других 8-ми скалярных функций (подробности данной

постановки рассмотрены в [62]).

Однако, если имеется априорная информация об индуцированном Землёй

магнитном поле в области расположения исследуемого в задаче тела, обрат-
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ную задачу поиска векторной функции магнитного момента можно заменить

на обратную задачу поиска скалярной функции магнитной восприимчивости.

Намагниченные материалы характеризуются вектором намагничивания M ,

линейно зависящим от приложенного магнитного поля H 0, если отсутствуют

ферромагнитные материалы:

M = χH 0,

где χ — магнитная восприимчивость.

В случае восстановления магнитной восприимчивости физическая пере-

определённость модели будет более высокой, чем в модели, рассмотренной

в работе [62]: необходимо найти одну скалярную функцию по результатам

экспериментальных измерений 8-ми других скалярных функций.

Отметим, что магнитная восприимчивость чисто диамагнитных материа-

лов отрицательна, а для парамагнитных материалов χ пoложитeльнa. Дру-

гими словами, в диамагнитных материалах индуцированное магнитное поле

стремится уменьшить наложенное поле, в то время как в парамагнитных ма-

териалах индуцированное поле стремится увеличить наложенное поле.

Большинство минералов ведут себя, как диамагнитные или парамагнит-

ные материалы. Это свойство зависит от поведения электронов, вращающих-

ся внутри атомов различных минералов. При этом электроны выстраиваются

вдоль или против наложенного магнитного поля. Таким полем может быть

собственное магнитное поле Земли. Редкие материалы проявляют свойство

ферромагнетизма — сильной магнитной поляризации, которая появляется в

случаях, когда большие группы атомов, называемые магнитными доменами,

согласованно самоориентируются, вызывая значительное усиление магнитно-

го поля. Самым распространённым ферромагнитным материалом является

магнетит, поэтому в большинстве случаев магнитная восприимчивость гор-

ной породы определяется содержащимся в ней магнетитом. Восприимчивость

ферромагнитных материалов может достигать 106, из-за этого в ферромаг-

нитных материалах наложенное поле может драматически возрастать. Такие

материалы часто ассоциируют с рудными залежами. Поэтому магнитные ано-
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малии являются хорошими индикаторами рудных месторождений [63].

В данной работе не рассматриваются ферромагнитные среды и осуществ-

ляется локализация парамагнитных веществ.

1.2 Намагниченнность в коре планет

Применимость описанного в предыдущем пункте подхода не ограничива-

ется только лишь обратными задачами геофизики. Исследование магнитных

полей планет является одним из способов получения информации о внутрен-

ней структуре планеты и её эволюции. Доступ к информации о магнитных

полях планет стал возможен благодаря появлению и развитию межпланет-

ных миссий. Первые результаты измерения магнитного поля Марса были по-

лучены в 1965 году US mission Mariner 4, который обнаружил отсутствие

глобальной магнитосферы Марcа. В 1970-х годах Марс 2, 3, 5 и позже Фобос

2 обнаружили достаточно малое магнитное поле величиной примерно 60 nT в

окрестности экватора и 120 nT в окрестности полюса [64]. В 1996 году к Марсу

был отправлен аппарат миссии MGS (Mars Global Surveyor) с магнетометром-

рефлектометром на борту [65]. Благодаря этому аппарату были получены

данные о магнитном поле Марса на различных высотах над поверхностью

Марса. Эти данные позволили решать обратные задачи по восстановлению

таких физических параметров как намагниченность [66,67]. Было обнаруже-

но, что кора Марса местами достаточно сильно намагничена. Из этого был

сделан вывод, что, хотя Марс сейчас и не имеет глобального магнитного по-

ля, возможно он имел активное магнитное динамо ранее [68]. В связи с этим

моделирование остаточного магнитного поля является важной задачей для

изучения глубинного строения Марса и для проверки моделей магнитного

динамо Марса в прошлом. В последнем случае это даёт возможность созда-

телям моделей магнитного динамо верифицировать свои модели и проверить

что будет после того, как оно исчезнет, — совпадёт ли предсказанное этими

моделями распределение остаточной намагниченности в коре Марса с наблю-

даемыми в наши дни значениями. Экспериментальные данные миссии MGS
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позволили получить первичную оценку глобального распределения источни-

ков магнитного поля в коре планеты [69,70].

Самые свежие исследования базируются на данных экспериментальных

наблюдений [71] миссии MAVEN (NASA’s Mars MAVEN orbiter [72] присту-

пил к работе в 2014 году). Множество методов, разработанных для исследо-

вания магнитного поля Земли, могут быть применены и для исследования

магнитного поля Марса (см., например, [66, 67]). Широко распространённые

ранее подходы к моделированию локальных (сильно намагниченные южные

высокогорья с сильными магнитными аномалиями, достигающими 1500 нТл

на высоте 200 км) [73–75] и глобальных областей распределения магнитного

поля, индуцированных остаточный магнетизм Марсианской коры, разделя-

лись на модели “spherical harmonic expansions” [76, 77] и модели “equivalent

source” [78, 79]. Современные модели магнитного поля коры [80, 81] учитыва-

ют набор данных магнитометра MAVEN на высоте около 135 км [65]. Это

связано с тем, что данные полученные уже упомянутым выше магнитомет-

ром MGS в основном распределены на орбите высотой 370-430 km, некоторые

данные доступны на высоте 90-170 km. Поэтому в указанных работах исполь-

зовалась только часть данных миссии MAVEN с целью сопоставления резуль-

татов, полученных на основе данных магнитометра MAVEN, с результатами,

полученными ранее на основе данных магнитометра MGS.

В разделе 2 мы описываем модель, основанную на восстановлении па-

раметров намагниченности по традиционным магнитным данным, которые

представляют собой напряженность магнитного поля (MI) [66, 67]. Далее, в

разделе 2.3 мы используем эту модель для восстановления эквивалентного

распределения параметров намагниченности в приповерхностном слое (ко-

ре) Марса. Этот подход аналогичен подходу Д. Зидарова [82] — методикой

“выметания” источников полей из многомерной области пространства на её

границу. На примере исследования гравитационного поля Марса было пока-

зано [83, 84], что распределение двумерных носителей на плоскости под по-

верхностью Марса напоминает очертаниями само поле. Поэтому рассматри-

20



ваемый нами подход к восстановлению эквивалентного распределения источ-

ников магнитного поля является обнадёживающим. Предложенный алгоритм

применяется для обработки магнитных данных миссии MAVEN на всех высо-

тах. Полученные результаты демонстрируют эффективность предложенного

подхода.

Приложения предложенного в данной работе метода не ограничивают-

ся одним лишь Марсом. За последние 40 лет объем информации об объек-

тах Солнечной системы значительно увеличился. Произошло это благодаря

межпланетным миссиям, таким как Mariner-10, Messenger и BepiColombo. В

частности, Маринер-10 позволил исследователям сделать вывод о внутреннем

происхождении магнитного поля Меркурия [85–91].

Меркурий — ближайшая к Солнцу планета, обладающая целым рядом

особенностей. Одной из таких особенностей является достаточно сильное маг-

нитное поле, которое в то же время похоже на земное из-за наличия дина-

мо. Миссия Messenger позволила изучить поверхность Меркурия, историю

геологического развития, химический состав и магнитосферу [92–94]. Роль

этого космического аппарата в изучении Меркурия очень велика: данные,

присланные Messenger на Землю, свидетельствуют о существовании жидкой

части ядра планеты [95–98], в отличие от существовавшей до 1970-1990-х го-

дов гипотезы о наличии в ядре Меркурия только твердой фазы [99]. Токи

во внешнем (жидком) ядре создают внутреннее магнитное поле Меркурия.

Выяснилось [97], что магнитный экватор находится в северном полушарии

планеты, и этот факт послужил основой для моделирования внутреннего по-

ля Меркурия как единичного дипольного поля. Значение дипольного момента

Меркурия приведено в [97]. Оказалось, что угол наклона диполя по отноше-

нию к оси вращения планеты невелик: он составляет около 0,8 градуса. Также

изучались временные вариации магнитного поля Меркурия [100].

Магнитное поле ближайшей к Солнцу планеты имеет очень сложную струк-

туру: есть составляющая, создаваемая движением горячей проводящей жид-

кости внутри ядра, а также составляющая плазменного поля в окружающем
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Меркурий пространстве. Однако рассматривать эти “составляющие” по от-

дельности нельзя: поле ядра активно взаимодействует с солнечным ветром.

Магнитосфера Меркурия содержит области пересоединения, ударные волны

и так называемые “магнитопаузы”. Удивительным свойством магнитосферы

Меркурия можно считать наличие своеобразных вихрей, которые образуются

за счет взаимодействия внутреннего поля с солнечным ветром.

Многие исследователи пытаются построить аналитические модели как “сум-

марного” магнитного поля, включающего поле жидкого ядра [101] и поле

магнитных масс, находящихся в коре Меркурия, так и отдельных компонен-

тов магнитной индукции [102]. Подход, основанный на разложении физиче-

ских полей в ряд сферических гармоник [103], продуктивен, когда измерения

охватывают планету в глобальном масштабе [104, 105]. Если измерения бо-

лее разбросаны и доступны только для определенных регионов планеты, то

сферические гармоники тоже могут быть полезны, но при наложении допол-

нительных условий на коэффициенты разложения и проведении процедуры

регуляризации [106–108].

Так называемые локальные методы используются и при построении ана-

литических моделей планетарных полей [109–111]. Если рассматривать ком-

поненты поля литосферного происхождения, то можно применить метод дис-

кретных дипольных моментов [79,111–114]. Этот метод очень популярен уже

около 40 лет [115]. Некоторые авторы [116] находят мультипольные моменты

при разложении в ряд по сферическим гармоникам магнитного поля, созда-

ваемого произвольным распределением токов в среде. Предполагается, что

магнитных масс вне токов нет. Отдельно стоит отметить, что соленоидаль-

ные поля, к которым относится внешнее магнитное поле Меркурия, мож-

но представить как суперпозицию полоидальной и тороидальной составляю-

щих [116,117].

Некоторые исследователи пытаются описать магнитное поле Меркурия

как поле дипольных, квадрупольных и октупольных моментов. Сигнал, соот-

ветствующий компоненте магнитного поля, сначала пропускают через узко-
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полосный фильтр по методу Capona’а. Таким образом, выделяются отдель-

ные компоненты спектра магнитного поля.

Выявленные особенности в структуре магнитного поля Меркурия накла-

дывают ряд ограничений на построение модели магнитного динамо этой пла-

неты, по сравнению с известными моделями палеодинамо Марса [104, 118–

125].

В начале 2000-х был предложен весьма конструктивный подход, основан-

ный на методе линейных интегральных представлений [126–129], что является

в некотором смысле обобщением метода интегральных уравнений. С исполь-

зованием различных вариантов метода линейных интегральных представле-

ний получены аналитические аппроксимации различных физических полей

Земли и Марса [83, 84, 130–132]. Метод линейных интегральных представле-

ний позволяет находить устойчивые приближенные решения обратных задач

геофизики даже при ограниченной информации об изучаемых элементах гло-

бального или аномального поля, при наличии в исходных данных помех раз-

личной природы. Основная идея метода состоит в представлении поля в виде

простого и двойного слоев, распределенных на некоторых носителях (размер-

ность носителей может принимать значения от одного до четырех), а также

в виде интегралов Радона и Фурье.

Метод интегральных представлений весьма эффективен при решении раз-

личных линейных, а в ряде случаев и нелинейных обратных задач геофи-

зики. В рамках этого метода по конечному набору линейных функционалов

восстанавливаются распределения источников магнитных, гравитационных,

электрических и других физических полей планет. Априорная информация

об аномальных геофизических полях используется максимально полно. Высо-

кая точность приближенных решений достигается даже при обработке раз-

нородных приповерхностных и спутниковых данных, измеренных с разной

точностью. Следует подчеркнуть, что функции, зависящие от бесконечного

числа параметров, могут быть определены путем решения некоторой (в об-

щем случае плохо обусловленной) конечной системы линейных алгебраиче-
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ских уравнений. Таким образом, реальные геофизические постановки сводят-

ся к семейству положительно-полуопределенных систем линейных алгебраи-

ческих уравнений с приближенно заданной одной или несколькими правыми

частями.

В данной работе для восстановления параметров намагниченности Мерку-

рия мы будем использовать подход [53,62,133–135], апробированный авторами

ранее в статье [41] при реконструкции магнитного изображения Марса.

1.3 Тонкие структуры

За последние 10-20 лет объем информации о физических полях Мерку-

рия увеличился на несколько порядков. Благодаря различным автоматиче-

ским спутниковым миссиям (таким как Mariner and MESSENGER, [85, 86,

88–90, 93, 95–97, 100, 136]) исследователи смогли получить высококачествен-

ные данные спутниковых наблюдений. Качество данных было обусловлено

в первую очередь тем, что специфика орбит космических аппаратов обеспе-

чила получение экспериментальных данных, распределённых в трёхмерном

пространстве. Это позволило решать достаточно сложные задачи по опреде-

лению различных физических параметров планеты.

Как уже было отмечено в работе автора [41], результаты обработки дан-

ных дистанционного зондирования небесных тел используются при уточне-

нии моделей внутреннего строения планет Солнечной системы. Запущенный

в рамках совместной японо-европейской программы космический аппарат

BepiColombo должен достигнуть Меркурия в 2025 году, и тогда знания о

ближайшей к Солнцу планете будут дополнены качественно новой информа-

цией [94]. В наше время исследователи считают, что Меркурий “устроен” при-

близительно так, как это описано, например, в работах [91,99]. Однако новые

космические миссии могут подтолкнуть ученых к пересмотру устоявшихся

моделей относительно внутренней структуры этой загадочной планеты. Это

связано с тем, что модели физических полей корректируются при появле-

нии новых массивов данных после запуска каждой очередной межпланетной
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миссии. На данный момент основной акцент в исследованиях делается на

различных подходах к интерпретации основных составляющих полей и их

высокочастотных компонент.

Магнитное поле Меркурия не является стационарным. Наличие у планеты

магнитного динамо (как это было установлено благодаря даннымMESSENGER

[137]) обуславливает весьма сложный характер взаимодействия внутреннего

магнитного поля с солнечным ветром, представляющим собой потоки заря-

женных частиц. При построении аналитических моделей магнитного поля

планет, в том числе и Меркурия, применяются как “изолированные” разложе-

ния сигналов в ряд по сферическим гармоникам [79,113], так и комбинирован-

ные представления компонент магнитного поля в виде суммы полоидальной и

тороидальной составляющих –– так называемое представление Mie [137]. Для

построения уточненных моделей магнитного поля планет необходимо выде-

лить так называемую “коровую” составляющую, которая обусловлена нали-

чием близко залегающих к поверхности плотностных магнитных неоднород-

ностей [79,84,111,114,116,129,130,132,138–140]. Таким образом восстановление

приповерхностного магнитного изображения Меркурия является актуальной

задачей. При этом отдельно следует отметить важность разделения полей,

создаваемых носителями, залегающими на разных глубинах. Вдали от по-

верхности планеты “коровая” составляющая магнитного поля выглядит как

помеха, имеющая малую амплитуду по сравнению с зависящей от времени

трендовой компонентой. Поэтому столь актуальными представляются новые

эффективные регуляризирующие алгоритмы, которые позволяют получать

устойчивое к случайным помехам во входных данных приближенное реше-

ние обратной задачи магниторазведки [40,53,62,133–135].
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2 Задача восстановления параметров намагниченности
в коре планет по данным спутниковых наблюдений и
магнитной восприимчивости в Земной коре.

В данной главе излагаются результаты, описанные в публикациях авто-

ра [40–42].

В работе рассмотрены три метода решения обратной задачи восстановле-

ния магнитной восприимчивости с использованием полных тензорных магнитно-

градиентных реальных данных. Один из них является вариационным, осталь-

ные два итерационными. Данная задача сводится к решению системы трёх-

мерных интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода, которое связывает

магнитную восприимчивость ограниченного тела с полным тензором гради-

ентов компонент магнитного поля.

2.1 Математическая модель.

Уравнение, определяющее напряжённость магнитного поля H field, инду-

цированного объектом с распределением намагниченности M (x, y, z) и лока-

лизацией в области V , имеет вид [63,141]:

H field(rs) =
1

4π
∇s

∫∫∫
V

(
∇s

1

|r− rs|
,M (r)

)
dv. (1)

Здесь |r−rs| =
√

(x− xs)2 + (y − ys)2 + (z − zs)2 — расстояние между точкой

rs = (xs, ys, zs), в которой расположен измеряющий поле H field сенсор s, и

точкой r = (x, y, z) области V , в которой расположен магнитный источник с

суммарным магнитным моментом на единицу объёма вещества M (r); ∇s ≡
( ∂
∂xs
, ∂
∂ys
, ∂
∂zs

) — оператор вычисления градиента по переменным с индексом s.

Представим намагниченность M (r) области V в следующем виде

M (r) = |M (r)|l , (2)

где l ≡ (lx, ly, lz) — единичный вектор, сонаправленный с вектором намагни-

ченности M (r) в точке r, |M (r)| — величина этого поля в точке r.
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Подставив (2) в (1), получим

H field(rs) =
1

4π
∇s

∫∫∫
V

(
∇s

1

|r− rs|
, |M (r)|l

)
dv. (3)

Учитывая, что (∇su, ls) ≡ ∂u
∂ls

, перепишем (3) в виде

H field(rs) =
1

4π
∇s

∫∫∫
V

∂

∂ls
1

|r− rs|
|M (r)|dv. (4)

Поменяв местами операторы ∇s и ∂
∂ls

, перепишем (4):

H field(rs) =
1

4π

∫∫∫
V

∂

∂ls
∇s

1

|r− rs|
|M (r)|dv.

Принимая в расчёт, что

∇s
1

|r− rs|
=

r− rs
|r− rs|3

,

получим

H field(rs) =
1

4π

∫∫∫
V

∂

∂ls
r− rs
|r− rs|3

|M (r)|dv.

Учитывая, что

∂

∂ls
r− rs
|r− rs|3

=
3(l, r− rs)(r− rs)

|r− rs|5
− l
|r− rs|3

,

получим интегральное уравнение

H field(rs) =
1

4π

∫∫∫
V

Kfield(r− rs; l)|M (r)|dv

с ядром Kfield имеющим вид

Kfield(r− rs; l) =
3(l, r− rs)(r− rs)

|r− rs|5
− l
|r− rs|3

.
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Преобразовав H field(rs) к виду

H field(rs) = Hx(rs)i +Hy(rs)j +Hz(rs)k =

=

 1

4π

∫∫∫
V

(
3(l, r− rs)(x− xs)

|r− rs|5
− lx
|r− rs|3

)
|M (r)|dv

 i+

+

 1

4π

∫∫∫
V

(
3(l, r− rs)(y − ys)

|r− rs|5
− ly
|r− rs|3

)
|M (r)|dv

 j+

+

 1

4π

∫∫∫
V

(
3(l, r− rs)(z − zs)

|r− rs|5
− lz
|r− rs|3

)
|M (r)|dv

 k ,

и переобозначив переменные как i = x, y, z и p = (px, py, pz) = (xs, ys, zs), мы

можем записать выражения для компонент вектора H field(rs) в следующем

виде:

Hi(rs) =
1

4π

∫∫∫
V

(
3(l, r− rs)(i− pi)

|r− rs|5
− li
|r− rs|3

)
|M (r)|dv.

Вычисляя производные от Hi по пространственным переменным i = x, y, z

и j = x, y, z 6= i, можно прийти к следующим выражениям для диагональных

и недиагональных элементов тензора градиентов компонент напряжённости

магнитного поля Htensor:

Hii(rs) =
1

4π

∫∫∫
V

(
15(l, r− rs)(i− pi)2

|r− rs|7
− 6lx(i− pi)
|r− rs|5

− 3(l, r− rs)
|r− rs|5

)
|M (r)|dv,

Hij(rs) =
1

4π

∫∫∫
V

(
15(l, r− rs)(i− pi)(j − pj)

|r− rs|7
− 3lx(j − pj)
|r− rs|5

−

− 3ly(i− pi)
|r− rs|5

)
|M (r)|dv.

Обратим внимание на то, что мы определили полный тензор градиентов

компонент напряжённости магнитного поля Htensor, который в отличие от на-

пряжённости магнитного поля H field (характеризующейся 3-мя компонента-

28



ми) имеет 9 компонент и может быть записан в следующей матричной форме:

Htensor = [Hij] =


∂Bx

∂x

∂Hx

∂y

∂Hx

∂z
∂Hy

∂x

∂Hy

∂y

∂Hy

∂z
∂Hz

∂x

∂Hz

∂y

∂Hz

∂z

 =


Hxx Hxy Hxz

Hyx Hyy Hyz

Hzx Hzy Hzz

 ,

где
∂Hx

∂y
=
∂Hy

∂x
,
∂Hx

∂z
=
∂Hz

∂x
,
∂Hy

∂z
=
∂Hz

∂y
и
∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y
+
∂Hz

∂z
= 0. Это

приводит к тому, что мы имеем 5 различных компонент матрицы тензора.

В результате мы приходим к системе из двух интегральных уравнений

Фредгольма 1-го рода:
H field(rs) =

1

4π

∫∫∫
V

KMI

(
r− rs; l

)
|M (r)|dv,

H tensor(rs) =
1

4π

∫∫∫
V

KMGT

(
r− rs; l

)
|M (r)|dv,

(5)

где H field = [Hx Hy Hz]
T и H tensor = [Hxx Hxy Hxz Hyz Hzz]

T , а ядра инте-

гральных уравнений KMI и KMGT имеют вид

KMI

(
r− rs; l

)
=



3(l, r− rs)(x− xs)
|r− rs|5

− lx
|r− rs|3

3(l, r− rs)(y − ys)
|r− rs|5

− ly
|r− rs|3

3(l, r− rs)(z − zs)
|r− rs|5

− lz
|r− rs|3


и

KMGT

(
r− rs; l

)
=



15(l, r− rs)(x− xs)2

|r− rs|7
− 6lx(x− xs)
|r− rs|5

− 3(l, r− rs)
|r− rs|5

15(l, r− rs)(x− xs)(y − ys)
|r− rs|7

− 3lx(y − ys)
|r− rs|5

− 3ly(x− xs)
|r− rs|5

15(l, r− rs)(x− xs)(z − zs)
|r− rs|7

− 3lz(x− xs)
|r− rs|5

− 3lx(z − zs)
|r− rs|5

15(l, r− rs)(y − ys)(z − zs)
|r− rs|7

− 3lz(y − ys)
|r− rs|5

− 3ly(z − zs)
|r− rs|5

15(l, r− rs)(z − zs)2

|r− rs|7
− 6lz(z − zs)
|r− rs|5

− 3(l, r− rs)
|r− rs|5


.

29



2.2 Восстановления магнитной восприимчивости с использовани-
ем полных тензорных магнитно-градиентных данных.

Если имеется априорная информация об индуцированном Землёй магнит-

ном поле в области расположения исследуемого в задаче тела, обратную за-

дачу поиска векторной функции магнитного момента можно заменить на об-

ратную задачу поиска скалярной функции магнитной восприимчивости. За-

пишем зависимость вектора намагниченности M от вектора напряжённости

внешнего магнитного поля H 0 и преобразуем это выражение в зависимость

вектора намагниченности от вектора магнитной индукции внешнего поля B0:

M (r) = χH 0(r) =
χ

µ0µ
B0(r) =

χ

µ0(1 + χ)
B0(r), (6)

где χ - магнитная восприимчивость и |χ| � 1 для диа- и парамагнетиков,

µ0 - магнитная постоянная, а µ = 1 +χ - магнитная проницаемость в системе

СИ.

Разложим функцию

f(χ) =
1

1 + χ

из выражения (6) в ряд Маклорена по переменной |χ| � 1. Получим

1

1 + χ
= 1− χ+ 2χ2 − 6χ3 + · · · .

Подставив разложение выше в формулу (6) и, отбросив все члены разложения

выше первого, приходим к соотношению

M (r) ≈ χ

µ0
B0(r). (7)

Измерения внешнего магнитного поля проводятся над поверхностью Зем-

ли. Магнитная проницаемость воздуха близка по своему значению к едини-

це, поэтому для нашего случая выполнено следующее соотношение H field ≈
Bfield/µ0 согласно (7) и выражение (1) можно переписать для магнитной ин-

дукции:
Bfield(rs)

µ0
= ∇s

∫∫∫
V

(
∇s

1

|r− rs|
,
B0(r)
µ0

)
dv. (8)
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Таким образом, систему (5) можно переписать в следующем виде:
Bfield(rs) =

∫∫∫
V

KMI

(
r− rs; |B0|, l

)
χ(r)dv,

B tensor(rs) =

∫∫∫
V

KMGT

(
r− rs; |B0|, l

)
χ(r)dv,

(9)

где Bfield = [Bx By Bz]
T и B tensor = [Bxx Bxy Bxz Byz Bzz]

T , а ядра инте-

гральных уравнений KMI и KMGT имеют вид

KMI

(
r− rs; |B0|, l

)
= |B0|



3(l, r− rs)(x− xs)
|r− rs|5

− lx
|r− rs|3

3(l, r− rs)(y − ys)
|r− rs|5

− ly
|r− rs|3

3(l, r− rs)(z − zs)
|r− rs|5

− lz
|r− rs|3


и

KMGT

(
r− rs; |B0|, l

)
=

|B0|



15(l, r− rs)(x− xs)2

|r− rs|7
− 6lx(x− xs)
|r− rs|5

− 3(l, r− rs)
|r− rs|5

15(l, r− rs)(x− xs)(y − ys)
|r− rs|7

− 3lx(y − ys)
|r− rs|5

− 3ly(x− xs)
|r− rs|5

15(l, r− rs)(x− xs)(z − zs)
|r− rs|7

− 3lz(x− xs)
|r− rs|5

− 3lx(z − zs)
|r− rs|5

15(l, r− rs)(y − ys)(z − zs)
|r− rs|7

− 3lz(y − ys)
|r− rs|5

− 3ly(z − zs)
|r− rs|5

15(l, r− rs)(z − zs)2

|r− rs|7
− 6lz(z − zs)
|r− rs|5

− 3(l, r− rs)
|r− rs|5


.

2.3 Восстановление эквивалентного распределения намагничен-
ности в приповерхностном слое (коре) планет.

Для удобства перепишем уравнение (1) виде

Bfield(xs, ys, zs) =
µ0
4π

∫∫∫
V

KMI(xs, ys, zs, x, y, z) M (x, y, z) dv, (10)
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Рис. 1: Рассматриваемые при решении задачи системы координат.

где

KMI(xs, ys, zs, x, y, z) =

=
1

r5


3(x− xs)2 − r2 3(x− xs)(y − ys) 3(x− xs)(z − zs)

3(y − ys)(x− xs) 3(y − ys)2 − r2 3(y − ys)(z − zs)
3(z − zs)(x− xs) 3(z − zs)(y − ys) 3(z − zs)2 − r2

 . (11)

Здесь, для сокращения записи, мы используем обозначение:

r ≡ |r − r s| =
√

(x− xs)2 + (y − ys)2 + (z − zs)2.

В дополнение к используемой по умолчанию декартовой системе коорди-

нат рассмотрим также и сферическую систему координат (см. рис. 1):
x = ρ cosϕ sin θ,

y = ρ sinϕ sin θ,

z = ρ cos θ,

(12)

где ρ ∈ [0, R], θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π). Здесь R — средний радиус планеты.

2.4 Исследование единственности решения задачи восстановле-
ния распределения магнитной интенсивности для n = 2 ди-
полей.

В данном пункте автор анализирует возможность нахождения единствен-

ного решения задачи восстановления распределения магнитной интенсивно-

сти для системы из n диполей в зависимости от пространственного распреде-
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ления сенсоров, с помощью которых осуществляются измерения магнитного

поля. К сожалению, исследовать такую задачу в самом общем случае до-

статочно сложно, поэтому автор ограничился случаем количества диполей

n = 2, при условии, что расположение сенсоров известно.

Запишем уравнение поля одного диполя

Bfield dipole =
µ0
4π

(
3(m · r)r

r5
− m
r3

)
, (13)

где
m = mxi +myj +mzk ,

r = (x− xs)i + (y − ys)j + (z − zs)k ,

r =
√

(x− xs)2 + (y − ys)2 + (z − zs)2

Величина r — расстояние между точкой (xs, ys, zs), соответствующей рас-
положению сенсора, который измеряет магнитное поле Bfield dipole, и точкой

(x, y, z), где расположен диполь m , µ0 — магнитная восприимчивость вакуу-

ма.

Выражение (13) можно переписать в следующем виде

Bfield dipole = KMI(xs, ys, zs, x, y, z)m .

Далее, переобозначим m = m̄ , где m̄ = µ0

4πm .

Рассмотрим сначала более простой случай из двух сенсоров и двух диполейKMI(x
1
s, y

1
s , z

1
s , x

1, y1, z1)m1 + KMI(x
1
s, y

1
s , z

1
s , x

2, y2, z2)m2 = Bfield(x
1
s, y

1
s , z

1
s),

KMI(x
2
s, y

2
s , z

2
s , x

1, y1, z1)m1 + KMI(x
2
s, y

2
s , z

2
s , x

2, y2, z2)m2 = Bfield(x
2
s, y

2
s , z

2
s).

(14)

Предположим, что в некоторой декартовой системе (см. рис. 2) пусть ди-

поли и сенсоры расположены на оси X следующим образом: координаты пер-

вого диполя (x1 = x0 > 0, y1 = 0, z1 = 0), координаты второго диполя (x2 =

−x0, y2 = 0, z2 = 0), координаты первого сенсора (x1s = x1s, y
1
s = 0, z1s = 0),

координаты второго сенсора (x2s = x2s, y
2
s = 0, z1s = 0), где для определённости

x2s > x1s и x1s > x0.
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Рис. 2: Расположение диполей и сенсоров в рассматриваемой задаче.

Выпишем матрицу системы (14). Сначала введём следующие обозначения

K1,1 = KMI(x
1
s, 0, 0, x0, 0, 0) =


2(|x0 − x1s|)−3 0 0

0 −(|x0 − x1s|)−3 0

0 0 −(|x0 − x1s|)−3

 ,

K1,2 = KMI(x
1
s, 0, 0,−x0, 0, 0) =


2(x0 + x1s)

−3 0 0

0 −(x0 + x1s)
−3 0

0 0 −(x0 + x1s)
−3

 ,

K2,1 = KMI(x
2
s, 0, 0, x0, 0, 0) =


2(|x0 − x2s|)−3 0 0

0 −(|x0 − x2s|)−3 0

0 0 −(|x0 − x2s|)−3

 ,

K2,2 = KMI(x
2
s, 0, 0,−x0, 0, 0) =


2(x0 + x2s)

−3 0 0

0 −(x0 + x2s)
−3 0

0 0 −(x0 + x2s)
−3

 .
Таким образом, матрица системы (14) имеет вид

K̂ =

K1,1 K1,2

K2,1 K2,2

 . (15)

Для исследования системы (14) на единственность решения необходимо

определить ранг матрицы (15). Введём следующие обозначения: a = (|x0 −
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x1s|)−3, b = (x0 + x1s)
−3, c = (|x0− x2s|)−3 и d = (x0 + x2s)

−3. Тогда матрица (15)

равна

K̂ =



2a 0 0 2b 0 0

0 −a 0 0 −b 0

0 0 −a 0 0 −b
2c 0 0 2d 0 0

0 −c 0 0 −d 0

0 0 −c 0 0 −d


. (16)

Методом исключения Гаусса приведём матрицу (16) к верхнетреугольному

виду

K̂ =



2a 0 0 2b 0 0

0 −a 0 0 −b 0

0 0 −a 0 0 −b
0 0 0 2(d− c

ab) 0 0

0 0 0 0 −d+ c
ab 0

0 0 0 0 0 −d+ c
ab


.

Легко доказать, что равенство−d+ c
ab = 0 имеет место только если x1s = x2s,

а это противоречит заданным условиям. Таким образом ранг матрицы (15)

равен шести, то есть система (14) имеет единственное решение.

Теперь перейдём к исследованию более общего случая с произвольным

количеством сенсоров. Пусть l — количество сенсоров и l > 2. В этом случае

получаем следующую переопределённую систему линейных уравнений
KMI(x

1
s, y

1
s , z

1
s , x

1, y1, z1)m1 + KMI(x
1
s, y

1
s , z

1
s , x

2, y2, z2)m2 = Bfield(x
1
s, y

1
s , z

1
s),

· · ·

KMI(x
l
s, y

l
s, z

l
s, x

1, y1, z1)m1 + KMI(x
l
s, y

l
s, z

l
s, x

2, y2, z2)m2 = Bfield(x
l
s, y

l
s, z

l
s).

(17)
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Матрица системы (17) имеет вид

K̂ =


K1,1 = KMI(x

1
s, y

1
s , z

1
s , x

1, y1, z1) K1,2 = KMI(x
1
s, y

1
s , z

1
s , x

2, y2, z2)

K2,1 = KMI(x
2
s, y

2
s , z

2
s , x

1, y1, z1) K2,2 = KMI(x
2
s, y

2
s , z

2
s , x

2, y2, z2)

· · · · · ·
Kl,1 = KMI(x

l
s, y

l
s, z

l
s, x

1, y1, z1) Kl,2 = KMI(x
l
s, y

l
s, z

l
s, x

2, y2, z2)

 ,
(18)

Система (17) исследуется на единственность псевдорешения. Псевдореше-

нием системы (17) является решение системы нормальных уравнений, кото-

рое всегда существует для конечномерного случая, но может быть не един-

ственным [49]. Введём следующие обозначения:m = [(m1)T , (m2)T ]T иBfield =

[Bfield(x
1
s, y

1
s , z

1
s)
T , · · · ,Bfield(x

l
s, y

l
s, z

l
s)
T ]T . Тогда система нормальных урав-

нений будет иметь следующий вид

K̂TK̂m = K̂TBfield. (19)

Исследуем систему (19) на единственность решения. Для этого необходимо

найти ранг матрицы K̂TK̂. Как уже отмечалось выше исследовать матрицу

K̂TK̂ при произвольном расположении сенсоров и диполей достаточно труд-

но. Более того, автором даже для простейшего случая n = 2, l = 2 были

найдены конфигурации расположения сенсоров и диполей, при которых си-

стема (14) имеет не единственное решение. Например, в некоторой декартовой

системе координат пусть диполи расположены на оси X следующим образом:

координаты первого диполя (x1 = x0 > 0, y1 = 0, z1 = 0), координаты второ-

го диполя (x2 = −x0, y2 = 0, z2 = 0), а сенсоры расположены на оси Z так:

координаты первого сенсора (x1s = 0, y1s = 0, z1s = z1), координаты второго

сенсора (x2s = 0, y2s = 0, z2s = z2). Этот случай будет рассмотрен ниже.

Докажем следующую теорему

Теорема 2.1. Пусть:

1. В некоторая декартовой системе координат задана система из n = 2

диполей с координатами первого диполя (x1 = x0 > 0, y1 = 0, z1 = 0),

второго диполя (x2 = −x0, y2 = 0, z2 = 0) и l > 2 сенсоров.
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2. Координаты сенсоров не совпадают с координатами диполей.

3. У двух из l сенсоров координаты равны (x1s = x1s > 0, y1s = 0, z1s = 0) и

(x2s = x2s > 0, y2s = 0, z1s = 0) и x2s > x1s > x0.

Тогда нормальная система (19) будет иметь единственное решение для лю-

бого расположения оставшихся (l − 2)—х сенсоров при выполнении условия

2).

Доказательство. С учётом условий теоремы рассмотрим систему уравне-

ний (17) c матрицей (18). Переставим блоки матрицы (18) так чтобы блокам

K1,1, K1,2, K2,1, K2,2 соответствовали указанные в условии теоремы сенсоры.

Как уже было доказано ранее составленная из блоков K1,1, K1,2, K2,1, K2,2

матрица является невырожденной и имеет ранг 6. Так как матрица (18) имеет

размер 3l × 6 и l > 2, то матрица из блоков K1,1, K1,2, K2,1, K2,2 являет-

ся базисным минором матрицы (18). Следовательно матрица K̂ (18) также

имеет ранг 6. Поскольку ker K̂ = ker K̂TK̂ [49], то ранг матрицы K̂TK̂ равен

6. Таким образом, система (19) имееет единственное решение независимо от

расположения остальных (l − 2)—х сенсоров.

В заключение этого параграфа рассмотрим указанную выше конфигура-

цию с неединственным распределением интенсивностей магнитных диполей.

Пусть в некоторой декартовой системе координат пусть диполи расположены

на оси X следующим образом: координаты первого диполя (x1 = x0 > 0, y1 =

0, z1 = 0), координаты второго диполя (x2 = −x0, y2 = 0, z2 = 0), а сенсоры

расположены на оси Z так: координаты первого сенсора (x1s = 0, y1s = 0, z1s =

z1), координаты второго сенсора (x2s = 0, y2s = 0, z1s = z2) (см. рис. 3).

Матрица K̂ для этой конфигурации будет иметь вид

K̂ =

K1,1 K1,2

K2,1 K2,2

 ,
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Рис. 3: Расположение диполей и сенсоров в рассматриваемой задаче.

где

K1,1 = KMI(0, 0, z
1
s = z1, x0, 0, 0) =

[
r2

1,1 = x2
0 + z2

1

]
=

=


(3x20−r

2
1,1)

r51,1
0 −3z1x0

r51,2

0 −1
r31,1

0

−3z1x0
r51,2

0
(3z21−r

2
1,1)

r51,1

 , (20)

K1,2 = KMI(0, 0, z
1
s = z1,−x0, 0, 0) =

[
r2

1,2 = x2
0 + z2

1

]
=

=


(3x20−r

2
1,2)

r51,2
0 3z1x0

r51,2

0 −1
r31,2

0

3z1x0
r51,2

0
(3z21−r

2
1,2)

r51,2

 , (21)

K2,1 = KMI(0, 0, z
2
s = z2, x0, 0, 0) =

[
r2

2,1 = x2
0 + z2

2

]
=

=


(3x20−r

2
2,1)

r52,1
0 −3z2x0

r52,1

0 −1
r32,1

0

−3z2x0
r52,1

0
(3z22−r

2
2,1)

r52,1

 , (22)
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K2,2 = KMI(0, 0, z
2
s = z2,−x0, 0, 0) =

[
r2

2,2 = x2
0 + z2

2

]
=

=


(3x20−r

2
2,2)

r52,2
0 3z2x0

r52,2

0 −1
r32,2

0

3z2x0
r52,2

0
(3z22−r

2
2,2)

r52,2

 . (23)

Нетрудно заметить, что для представленного расположения диполей и сен-

соров строки [0, −1
r31,1
, 0, 0, −1

r31,2
, 0] и [0, −1

r32,1
, 0, 0, −1

r32,2
, 0] матрицы K̂ линейно зависи-

мы, поэтому её ранг меньше 6. Таким образом, при таком расположении двух

сенсоров и двух диполей распределение интенсивностей намагниченности не

будет единственным.

Обобщим последнюю конфигурацию на случай l > 2 сенсоров, произволь-

но расположенных на оси Z. Полученная таким образом матрица будет иметь

вид

K̂ =


K1,1 K1,2

K2,1 K2,2

· · · · · ·
Kl,1 Kl,2

 , (24)

а её блоки будут иметь структуру, аналогичную блокам (20,21,22,23). Оче-

видно, что при любых перестановках её строк и/или столбцов ранг будет

меньше 6. Поэтому система нормальных уранений для такой конфигурации

будет иметь неединственное решение.
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3 Локализация магнитных масс в приповерхностном слое
Меркурия

Данная глава диссертации посвящена новой методике аналитического опи-

сания магнитного поля Меркурия на основе спутниковых данных. Обрат-

ная задача по нахождению источников поля редуцируется к решению плохо

обусловленных систем линейных алгебраических уравнений с приближенно

заданной правой частью. Приводятся результаты математического экспери-

мента по нахождению компонент вектора магнитной индукции в сферической

системе координат, центр которой совпадает с центром масс Меркурия.

В разделе 2 формулируется общая постановка задачи и её разделение на

две подзадачи. Первая подзадача состоит в выделении из наблюдаемых дан-

ных только той компоненты магнитного поля, которая непосредственно свя-

зана с источниками магнитного поля, сосредоточенными в коре Меркурия.

Вторая подзадача заключается в нахождении по полученным данным самих

локальных источников магнитного поля. Далее, в пункте 3.4, описан спо-

соб определения необходимых нам компонент магнитного поля. В пункте 2.3

упоминается метод решения второй подзадачи. В пункте 5.5 приведены ре-

зультаты обработки реальных экспериментальных данных, полученных меж-

планетной миссией MESSENGER.

3.1 Постановка задачи

Целью этой главы является определение плотности магнитного момента

(намагниченности) M (r), r ∈ V , только в приповерхностном слое V Мер-

курия по данным измерения индукции магнитного поля B(r s) в точках r s,

s = 1, S, расположенных на значительном удалении от планеты. На пояс-

няющем рис. 4 зелёными точками отмечены точки r s экспериментального

наблюдения магнитного поля B спутниковой миссией MESSENGER.

В статье автора [42] использовались аналогичные данные для прямого вос-

становления параметров намагниченности в узком “коровом” слое V Мерку-

рия без какой-либо предварительной обработки. В результате была решена
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задача по восстановлению магнитного изображения Меркурия в “нулевом”

приближении. Фактически было найдено одно из эквивалентных распреде-

лений источников магнитного поля. В данной главе мы пытаемся построить

аналитическую модель распределения слабоинтенсивных источников магнит-

ного поля в приповерхностном слое коры Меркурия, наиболее адекватную

реальным данным дистанционного зондирования.

Для этого необходимо из данных экспериментальных наблюдений выде-

лить внутреннее магнитное поле, а из него выделить ту часть поля, которая

порождается магнитными массами в коре Меркурия. Для решения этой за-

дачи были использованы экспериментальные наблюдения магнитного поля

B спутниковой миссией MESSENGER (см. рис. 4), которые содержат ин-

формацию о внутреннем магнитном поле Меркурия. На основе результатов

статьи [42] была решена прямая задача, и в результате найдены значения

магнитного поля в некотором окружающем Меркурий шаровом слое. Фак-

тически, мы строим аналитическое продолжение заданного на нерегулярной

сети точек магнитное поле (см. рис. 4) в некоторую область трехмерного про-

странства (тонкий шаровой слой на некотором удалении от поверхности Мер-

курия), удобную для дальнейшей обработки. Данная предварительная обра-

ботка данных помогает существенно упростить решение первой подзадачи

по выделению интересующей нас компоненты магнитного поля (подробности

будут изложены в разделе 3.4). После чего мы сможем, используя резуль-

таты из наших работ [41, 42], решить вторую подзадачу по восстановлению

интересующего нас приповерхностного магнитного изображения Меркурия.

Ниже приводятся формулировки двух описанных выше подзадач.

3.2 Выделение высокочастотной компоненты внутреннего поля

Рассмотрим окружающий Меркурий шаровой слой S(a, c) = {r : a < r <

c}. Внутренний радиус этого шарового слоя равен a, внешний c. Разложе-

ние Гаусса-Ми внутри этого шарового слоя, согласно принципу суперпозиции,
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Рис. 4: (a) Расположение относительно Меркурия точек измерения магнитного поля мис-
сией MESSENGER, используемых в расчетах (левая картинка); (b) расположение точек
в тонком шаровом слое (правая картинка), в которых было пересчитано магнитное поле.

имеет вид [137,142]

B = B int + B ext + Bsh
T + Bsh

P . (25)

Здесь Bsh
T + Bsh

P — разложение Ми на тороидальную и полоидальную ком-

поненту (T — toroidal, P —poloidal, sh — shell));B int = −∇Φi — внутреннее

поле (int — internal), порождённое токами в области r < a; B ext = −∇Φext —

внешнее поле (ext — external), порождённое токами в области r > c; Bsh
T =

[∇, rΨsh
T ] — поле в области a < r < c, порождённое полоидальными тока-

ми; Bsh
P = [∇, [∇, rΨsh

P ]] — поле в области a < r < c, порождённое торои-

дальными токами; r = r i r (i r — единичный вектор в сферической системе

координат, см. рис. 5); функции Φint, Φext, Ψsh
T , Ψsh

P — скалярные потенциалы.

Для восстановления “тонких структур” необходимо из поля B int выделить

“высокочастотную” составляющую B int
high. Как это сделать, детально будет

изложено в разделе 3.4. В следующем пункте изложена постановка подзадачи

определения магнитного изображения в коре Меркурия по полю B int
high.
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3.3 Восстановление приповерхностного магнитного изображения
Меркурия

Уравнение, описывающее индукцию магнитного поля B int
high, создаваемо-

го объектом с распределением намагниченности M (r) и локализованного в

области V , имеет вид [63]

B int
high(r s) =

µ0
4π

∫∫∫
V

(
3
(
M (r), r − r s

)
(r − r s)

|r − r s|5
− M (r)

|r − r s|3

)
dv, (26)

где |r − r s| =
√

(x− xs)2 + (y − ys)2 + (z − zs)2 — расстояние между точкой

r s = (xs, ys, zs), в которой трехосный датчик s измеряет индукцию магнитно-

го поля B int
high, а точка r = (x, y, z) области V , в которой размещен магнитный

источник с суммарным магнитным моментом на единицу объема M (r), µ0
проницаемость в вакууме.

В результате, для восстановления вектор-фукнции M (r), определяющей

приповерхностное магнитное изображение Меркурия, необходимо решить сле-

дующую обратную задачу.

Обратная задача состоит в определении плотности магнитного момента

(намагниченности) M (r), r ∈ V , по данным измерения индукции магнитного

поля B int
high(r s) в точках r s , s = 1, S. Таким образом, восстанавливается

приповерхностное магнитное изображение Меркурия.

Найденная намагниченность M (r) позволит идентифицировать “тонкие

структуры” Меркурия в виде локальных максимумов модуля намагниченно-

сти.

3.4 Выделение высокочастотной составляющей внутреннего маг-
нитного поля Меркурия

Для выделения высокочастотной составляющей внутреннего магнитного

поля Меркурия необходимо параметризовать поле (25) через коэффициенты

разложения по сферическим гармоникам потенциалов соответствующих по-

лей в разложении Гаусса-Ми. Будем использовать планетарно-центрированную

сферическую систему координат (the body-fixed, planetary-centered spherical
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Рис. 5: Планетарная система координат, рассматриваемая при решении задачи.

coordinates) (см. рис. 5) с r ∈ [RM ,+∞), ϕ ∈ [0, 2π) и θ ∈ [0, π]. Здесь RM —

средний радиус Меркурия. В этой системе координат скалярные потенциалы

можно представить следующим образом [137,142]:

Φint(r, ϕ, θ) = RM

∞∑
l=1

l∑
m=0

(
RM

r

)l+1

[gml cos(mϕ) + hml sin(mϕ)]Pm
l (cos(θ)),

Φext(r, ϕ, θ) = RM

∞∑
l=1

l∑
m=0

(
r

RM

)l
[qml cos(mϕ) + sml sin(mϕ)]Pm

l (cos(θ)),

Ψsh
T (r, ϕ, θ) =

(
RM

r

) ∞∑
l=1

l∑
m=0

[aml cos(mϕ) + bml sin(mϕ)+

+
r − b
RM

āml cos(mϕ) +
r − b
RM

b̄ml sin(mϕ)]Pm
l (cos(θ)),

Ψsh
P (r, ϕ, θ) =

(
R2
M

r

) ∞∑
l=1

l∑
m=0

[cml cos(mϕ) + dml sin(mϕ)+

+
r − b
RM

c̄ml cos(mϕ) +
r − b
RM

d̄ml sin(mϕ)]Pm
l (cos(θ)).

Здесь b = a+c
2 , а gml , h

m
l , q

m
l , s

m
l , a

m
l , b

m
l , ā

m
l , b̄

m
l — искомые коэффициенты,

Pm
l (cos(θ)) — присоединенные полиномы Лежандра (с нормировкой поШмид-

ту) степени l и порядка m.

Запишем уравнение (25) через потенциалы. Для этого сразу отметим, что

в рассматриваемой задаче толщина шарового слоя S(a, c) = {r : a < r < c}
считается достаточно малой, чтобы можно было использовать приближение

тонкой оболочки (the thin shell approximation), т.е. не учитывать Bsh
P [137,142].
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Поэтому уравнение (25) примет вид

B = −∇Φint −∇Φext + [∇, rΨsh
T ]. (27)

Для вычисления градиентов и векторных произведений введём следующие

обозначения.

1. Km
l (ϕ; gml , h

m
l ) := [gml cos(mϕ) + hml sin(mϕ)].

2. Rl
1(r) :=

(
RM
r

)l+1

, Rl
2(r) :=

(
r
RM

)l
.

3. ∇(·) := ∂(·)
∂r i r + 1

r
∂(·)
∂θ i θ + 1

r sin(θ)
∂(·)
∂ϕ iϕ .

Используя введённые обозначения, перепишем выражения для потенциа-

лов:

Φint(r, ϕ, θ) = RM

∞∑
l=1

l∑
m=0

Rl
1(r)K

m
l (ϕ; gml , h

m
l )Pm

l (cos(θ)),

Φext(r, ϕ, θ) = RM

∞∑
l=1

l∑
m=0

Rl
2(r)K

m
l (ϕ; qml , s

m
l )Pm

l (cos(θ)),

Ψsh
T (r, ϕ, θ) =

∞∑
l=1

l∑
m=0

RM

r
Km
l (ϕ; aml , b

m
l )Pm

l (cos(θ))+

+
∞∑
l=1

l∑
m=0

r − b
r

Km
l (ϕ; āml , b̄

m
l )Pm

l (cos(θ)).

Замечание. В рассматриваемой задаче для потенциалов внутреннего и внеш-

него поля l = 3, для потенциала тороидального поля l = 2.

Тороидальное магнитное поле в шаровом слое S(a, c) = {r : a < r < c}
перепишем в следующем виде [137,142]:

Bsh
T = [∇, rΨsh

T ] = [∇,Ψsh
T ri r] =

1

r2 sin(θ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
i r ri θ r sin(θ)iϕ
∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂ϕ

rΨsh
T 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 0i r +
1

r sin(θ)

∂Ψsh
T

∂ϕ
i θ −

∂Ψsh
T

∂θ
iϕ.
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Таким образом, в сферической системе координат в каждой фиксирован-

ной точке (r, ϕ, θ) внутри шарового слоя S(a, c) = {r : a < r < c} поле будет

иметь следующий вид:

Br(r, ϕ, θ) = −RM

3∑
l=1

l∑
m=0

∂Rl
1(r)

∂r
Km
l (ϕ; gml , h

m
l )Pm

l (cos(θ))−

−RM

3∑
l=1

l∑
m=0

∂Rl
2(r)

∂r
Km
l (ϕ; qml , s

m
l )Pm

l (cos(θ)),

Bϕ(r, ϕ, θ) = − RM

r sin(θ)

3∑
l=1

l∑
m=0

Rl
1(r)

∂Km
l (ϕ; gml , h

m
l )

∂ϕ
Pm
l (cos(θ))−

− RM

r sin(θ)

3∑
l=1

l∑
m=0

Rl
2(r)

∂Km
l (ϕ; qml , s

m
l )

∂ϕ
Pm
l (cos(θ))−

−
2∑
l=1

l∑
m=0

RM

r
Km
l (ϕ; aml , b

m
l )
∂Pm

l (cos(θ))

∂θ
−

−
2∑
l=1

l∑
m=0

r − b
r

Km
l (ϕ; āml , b̄

m
l )
∂Pm

l (cos(θ))

∂θ
,

Bθ(r, ϕ, θ) = −RM

r

3∑
l=1

l∑
m=0

Rl
1(r)K

m
l (ϕ; gml , h

m
l )
∂Pm

l (cos(θ))

∂θ
−

− RM

r

3∑
l=1

l∑
m=0

Rl
2(r)K

m
l (ϕ; qml , s

m
l )
∂Pm

l (cos(θ))

∂θ
−

− 1

r sin(θ)

2∑
l=1

l∑
m=0

RM

r

Km
l (ϕ; aml , b

m
l )

∂ϕ
Pm
l (cos(θ))−

− 1

r sin(θ)

2∑
l=1

l∑
m=0

r − b
r

Km
l (ϕ; āml , b̄

m
l )

∂ϕ
Pm
l (cos(θ)).

(28)

Полное поле параметризуется коэффициентами внутреннего Гауссова ди-

поля [g01 h
0
1 g

1
1 h

1
1]
T , коэффициентами внутреннего Гауссова квадруполя [g02 h

0
2

g12 h
1
2 g

2
2 h

2
2]
T , коэффициентами внутреннего Гауссова октуполя [g03 h

0
3 g

1
3 h

1
3 g

2
3

h23 g
3
3 h

3
3]
T , коэффициентами внешнего Гауссова диполя [q01 s

0
1 q

1
1 s

1
1]
T , коэффи-

циентами внешнего Гауссова квадруполя [q02 s
0
2 q

1
2 s

1
2 q

2
2 s

2
2]
T , коэффициентами

внешнего Гауссова октуполя [q03 s
0
3 q

1
3 s

1
3 q

2
3 s

2
3 q

3
3 s

3
3]
T и тороидальными коэф-

фициентами [a01 b
0
1 a

1
1 b

1
1 a

0
2 b

0
2 a

1
2 b

1
2 a

2
2 b

2
2]
T .

Запишем все эти параметры в один вектор коэффициентов разложения
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Гаусса-Ми:

ĝ =
[
g01 h

0
1 g

1
1 h

1
1 g

0
2 h

0
2 g

1
2 h

1
2 g

2
2 h

2
2 g

0
3 h

0
3 g

1
3 h

1
3 g

2
3 h

2
3 g

3
3 h

3
3

q01 s
0
1 q

1
1 s

1
1 q

0
2 s

0
2 q

1
2 s

1
2 q

2
2 s

2
2 q

0
3 s

0
3 q

1
3 s

1
3 q

2
3 s

2
3 q

3
3 s

3
3

a01 b
0
1 a

1
1 b

1
1 a

0
2 b

0
2 a

1
2 b

1
2 a

2
2 b

2
2

]T
.

(29)

Отметим, что мы считаем, что все точки измерения магнитного поля B

располагаются на сфере радиуса b и их количество равно S, поэтому в си-

стеме (28) в выражениях для Bθ и Bϕ можно не рассматривать последнюю

группу слагаемых. Напомним, мы предполагаем, что магнитные поля в S

точках измерений получены в ходе решения прямой задачи на основе резуль-

татов статьи [42].

Для перехода от (28) к полной системе линейных алгебраических уравне-

ний введём сетки ΦNs
ϕ

= {ϕn, 1 ≤ n ≤ N s
ϕ : ϕn =

hsϕ
2 + hsϕ (n − 1), hsϕ = 2π

Ns
ϕ
},

ΘNs
θ

= {θsm, 1 ≤ m ≤ N s
θ : θsm =

hsθ
2 +hsθ (m−1), hsθ = π

Ns
θ
} и RNs

r
= {rk, 1 ≤ k ≤

N s
r : rk = a+ hsr

2 +hsr (k−1), hsr = c−a
Ns
r
} и запишем конечно-разностные аппрок-

симации уравнений системы (28). Таким образом, для выделения внутренней

составляющей магнитной индукции B int мы получаем систему состоящую из

3S = 3N s
rN

s
θN

s
ϕ линейных алгебраических уравнений:

Aĝ = B. (30)

Здесь вектор правой части B содержит измеренные в узлах сетки компонен-

ты магнитного поля (левые части системы (28), а матрица A состоит из эле-

ментов, определяемых конечно-разностной аппроксимацией правых частей

системы (28).

Для поиска коэффициентов разложения Гаусса-Ми ĝ необходимо численно

решить систему линейных алгебраических уравнений (30). Это может быть

сделано с помощью метода наименьших квадратов. Таким образом решение

системы может быть найдено по формуле

ĝ = (ATA)−1ATB.

Внутреннему магнитному полю соответствует вектор

ĝint = [g01 h
0
1 g

1
1 h

1
1 g

0
2 h

0
2 g

1
2 h

1
2 g

2
2 h

2
2 g

0
3 h

0
3 g

1
3 h

1
3 g

2
3 h

2
3 g

3
3 h

3
3]
T . (31)
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Затем из поля B int необходимо выделить “высокочастотную” составляю-

щую B int
high, которая отвечает за магнитные массы в приповерхностном слое

Меркурия и позволяет нам локализовать “тонкие структуры”.

Для получения высокочастотной составляющей из вектора ĝint необходимо

взять компоненты разложения, начиная с шестого. Таким образом, мы “от-

брасываем” дипольную часть внутреннего магнитного поля, которая может

заглушить все прочие компоненты поля, и получаем возможность локали-

зовать “тонкие структуры”. Поэтому коэффициенты Гаусса высокочастотной

составляющей магнитного поля определяются следующим образом:

ĝhighint :=
[
g01 = 0 h01 = 0 g11 = 0 h11 = 0 g02 = 0 h02 g

1
2 h

1
2 g

2
2 h

2
2 g

0
3 h

0
3 g

1
3 h

1
3 g

2
3 h

2
3 g

3
3 h

3
3

]T
.

(32)

Эти коэффициенты используются для вычисления высокочастотной со-

ставляющей B int
high, компоненты которой определяются по следующим фор-

мулам:

Br(r, ϕ, θ) = −RM

3∑
l=1

l∑
m=0

∂Rl
1(r)

∂r
Km
l (ϕ; gml , h

m
l )Pm

l (cos(θ)),

Bϕ(r, ϕ, θ) = − RM

r sin(θ)

3∑
l=1

l∑
m=0

Rl
1(r)

∂Km
l (ϕ; gml , h

m
l )

∂ϕ
Pm
l (cos(θ)),

Bθ(r, ϕ, θ) = −RM

r

3∑
l=1

l∑
m=0

Rl
1(r)K

m
l (ϕ; gml , h

m
l )
∂Pm

l (cos(θ))

∂θ
.

(33)

Переход к декартовым координатам осуществляется стандартным преоб-

разованием поворота. Полученное магнитное поле B int
high используется при

решении обратной задачи для локализации “тонких структур” в следующем

разделе.

3.5 Восстановление приповерхностного магнитного изображения
Меркурия

Численный алгоритм решения задачи (26) — поиск M (r), r ∈ V по из-

вестным значениям B int
high(r s) в точности повторяет алгоритм, который будет

подробно описан в разделе (4.3).

48



4 Регуляризирующие алгоритмы и численные методы

В этой главе описываются основные регуляризирующие алгоритмы и чис-

ленные методы решения некорректно поставленных обратных задач, рассмот-

ренных в главах 2, 3.

4.1 Методы решения обратных некорректно поставленных задач

Сформулированная в главе 2 обратная задача востановления параметров

намагниченности и магнитной восприимчивости сводится к уравнению

Az = u, z ∈ Z, u ∈ U, (34)

где Z, U – метрические пространства [143–146].

Это уравнение является типичным примером некорректно поставленной

задачи в случае, когда оператор A вполне непрерывен [24, 28, 29, 35, 37, 147].

Для вполне непрерывного оператора нарушаются оба условия корректности

задачи по Адамару (во-первых, что уравнение разрешимо для любого u ∈ U
единственным образом, и, во-вторых, что решение уравнения устойчиво от-

носительно возмущения правой части уравнения, т.е. оператор A−1 определен

на всем U и является непрерывным). Если Z – бесконечномерное простран-

ство, то

1. оператор A−1 определен не на всем U (AZ 6= U).

2. A−1 (определенный на AZ ⊂ U) не является непрерывным.

Т.е. при заданных условиях задача является некорректной, и для ее решения

требуется строить регуляризирующий алгоритм [148]. В работе автором ис-

пользуется алгоритм, основанный на минимизации функционала Тихонова,

для выбора параметра регуляризации применяется алгоритм конечномерного

обобщенного принципа невязки [148].

Для минимизации функционала Тихонова могут применяться следующие

методы: метод условного градиента, метод сопряженных градиентов, метод
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сингулярного разложения матрицы [149, 150], метод проекции сопряженных

градиентов на множество векторов с неотрицательными компонентами [148].

Также можно эффективно использовать априорные ограничения на неиз-

вестное решение. В этом случае математическую постановку задачи можно

переформулировать в следующем виде. Пусть Z, U – гильбертовы простран-

ства; D – такое замкнутое выпуклое множество априорных ограничений за-

дачи (D ⊆ Z) [151–155], что A, Ah - линейные операторы, действующие из Z в

U , причем ‖A−Ah‖ 6 h, h > 0. Построим приближенное решение уравнения

Az = u,

принадлежащее множеству D, по заданному набору данных {Ah, uδ, η}, η =

(δ, h), где δ > 0 – погрешность задания правой части uδ исходного уравне-

ния, т.е. ‖uδ − ū‖ 6 δ, ū = Az̄. Здесь z̄ – точное решение задачи, z̄ ∈ D,

соответствующее правой части ū. Введем сглаживающий функционал [148]:

F α[z] = ‖Ahz − uδ‖2U + α‖z‖2Z ,

(α > 0 – параметр регуляризации) и рассмотрим экстремальную задачу на-

хождения inf
z∈D

F α[z]. Идея построения регуляризирующего алгоритма на ос-

нове экстремальной задачи для функционала F α[z] заключается в построе-

нии такой функции α = α(η), что zα(η)η → z̄ при η → 0, т.е. в согласова-

нии параметра регуляризации α с погрешностью задания входных данных η.

Функционал F α[z] является сильно выпуклым функционалом в гильберто-

вом пространстве. Для отыскания экстремали zα(η)η ∈ D при фиксированном

α > 0 достаточно применить, например, градиентные методы минимизации

функционалов с ограничениями. Численные аспекты реализации этого под-

хода будут рассмотрены ниже.

При наличии ограничений на решение уравнения (34) можно с успехом

применять и итерационные алгоритмы регуляризации, которые также будут

рассмотрены ниже.
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4.1.1 Метод сопряжённых градиентов

В данном пункте рассматривается применение метода сопряжённых гра-

диентов для решения некорректно поставленных задач без ограничений.

Рассмотрим задачу

Az = u, z ∈ Z, u ∈ U, (35)

при условии, что оператор A из Z в U непрерывен, линеен, инъективен и

известен точно (h = 0). Будем полагать, что U гильбертово пространство. За

приближенное решение задачи (35) можно принять произвольный элемент z,

для которого ‖Az − uδ‖U 6 δ.

В результате конечно-разностной аппроксимации уравнения (35), при вы-

полненном условии аппроксимации ‖u− uδ‖ 6 δ, получается СЛАУ

Az = uδ, z ∈ Rn, uδ ∈ Rm. (36)

Решение системы (36) сводится к минимизации сглаживающего функционала

F α[z] = ‖Az − uδ‖2Rm + α‖Rz‖2Rn, минимум которого может быть найден как

решение системы

(ATA+ αRTR) z = ATuδ, (37)

где R - единчная матрица размера (n× n).

Для минимизации конечно-разностной аппроксимации функционала Ти-

хонова мы будем использовать реализацию метода сопряжённых градиентов,

предложенную в работе [156].

Пусть z(s) — минимизирующая последовательность, p(s), q(s) — вспомога-

тельные вектора, p(0) = 0, z(1) — любая допустимая точка. Тогда формулы

метода сопряжённых градиентов для поиска решения z(N) системы (37) могут
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быть записаны следующим образом:

r(s) =

A
T
h

(
Ah z

(s) − uδ
)

+ αRT (Rz(s)), если s = 1,

r(s−1) − q(s−1)/
(
p(s−1), q(s−1)

)
, если s > 2,

p(s) = p(s−1) +
r(s)(

r(s), r(s)
) ,

q(s) = AT
(
Ap(s)

)
+ αRT (Rp(s)) ,

z(s+1) = z(s) − p(s)(
p(s), q(s)

) .
Необходимо отметить, что при проведении численных экспериментов мы

можем определить α = 0, z(1) = 0 и использовать номер итерации s в ка-

честве параметра регуляризации. В этом случае критерий прекращения ите-

рационного процесса согласуется с погрешностью задания входных данных

посредством условия [27]

‖Az(s+1) − uδ‖2Rm ≤ δ2.

При численном решении системы (37) возможно эффективное применение

многопроцессорных систем, особенности работы с которыми указаны в [53,

135].

4.1.2 Метод проекции сопряженных градиентов

В данном разделе рассматривается применение метода проекции сопря-

женных градиентов для решения некорректно поставленных задач с ограни-

чениями [148].

Подобно методу, описанному в предыдущем пункте, остановимся на реше-

нии задачи

Az = u, z ∈ D ⊆ Z, u ∈ U, (38)

при условии, что оператор A из Z в U непрерывен, линеен, инъективен и

известен точно (h = 0). Будем полагать, что U – гильбертово пространство.

За приближенное решение задачи (38) в случае, когда D представляет собой

ограниченное, замкнутое, выпуклое множество в Z, можно принять произ-

вольный элемент zδ, для которого ‖Azδ − uδ‖ 6 δ.
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Так как мы рассматриваем задачи, в которых в качестве множества огра-

ничений D в результате конечно-разностной аппроксимации выступает мно-

гогранник, то функционал F α[z] = ‖Az−uδ‖2U+α‖z‖2Z переходит в квадратич-

ную функцию ϕ(z). Таким образом, приходим к следующей задаче: построить

минимизирующую последовательность для функционала F α[z] на выпуклом

множестве D. Заметим, что ограничение, представляющее собой ограничен-

ный, замкнутый, выпуклый многогранник в пространстве Rn, может быть

записано в виде

Gz 6 g, (39)

где G – матрица размера m0 × n, m0 – количество условий, определяющих

множество, g - вектор ограничений длины m0. Неравенство (39) понимается

в смысле покомпонентных неравенств.

Если z находится на границе множества, то одно или несколько неравенств

в (39) могут обращаться в равенства. Множеством активных ограничений

I(z) (в точке z) будем называть множество индексов (быть может, не всех),

для которых в точке z выполнены равенства
n∑
j=1

Gijzj = gi. (40)

Через dim I будем обозначать число элементов в множестве I. Назовем мат-

рицей активных элементов матрицу GI размера dim I ×n, строками которой

являются строки матрицы G, номера которых принадлежат I(z).

Квадратичную функцию ϕ(z) представим в виде

ϕ(z) = (z, (ATA+ αRTR)z) + (2ATu, z) + (u, u), (41)

где R — конечно-разностная аппроксимация оператора R: ‖χ‖W 2
2

= ‖Rχ‖L2
.

Метод проекции сопряженных градиентов для минимизации функции (58)

при ограничениях (39) проще всего записывается в алгоритмическом виде.

Шаг 1. Минимизация начинается с произвольной допустимой точки z(0) ∈
Q и проводится в Rn методом сопряженных градиентов. Положим число ак-

тивных ограничений m := 0. Значение счетчика итераций метода проекции
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сопряженных градиентов без изменения матрицы активных ограничений при

этом равно: k := 0.

Шаг 1.1. Поскольку метод сопряженных градиентов находит минимум в

Rn за n шагов, если k = n, то решение найдено. В этом случае переходим на

шаг 6.

Шаг 1.2. Вычисляется направление спуска p(k): если k = 0, то

p(k) = −∇ϕ
(
z(k)
)
, иначе p(k) = −∇ ϕ|z=z(k) +

‖∇ϕ(z(k))‖2

‖∇ϕ(z(k−1))‖2
p(k−1).

Шаг 1.3. Вычисляется ak – величина оптимального шага вдоль этого на-

правления по формуле

ak =
1

2

(
∇ϕ

(
z(k)
)
, p(k)

)(
ATAp(k), p(k)

)
+ α‖Rp(k)‖2

,

где выбор нормы ‖Rp(k)‖ связан с априорной информацией о неизвестном

решении.

Шаг 1.4. Вычисляется amax – величина максимально возможного шага

вдоль этого направления p(k), не выводящего за пределы множества Q.

Шаг 1.5. Если ak 6 amax, то z(k+1) := z(k) + akp
(k), k := k + 1 и переходим

на шаг 1.1.; иначе z(k+1) := z(k) + amaxp
(k) и переходим на шаг 2.

Шаг 2. Появились новые активные ограничения. Находим одно из новых

активных ограничений и включаем его в множество активных ограничений

I(z). В соответствии с этим изменяем матрицу активных ограничений; m :=

m+ 1.

Шаг 3. Вычисляем проектор PI на подпространство Rn−m, определяемое

условиями GIz = 0, по формуле

PI = E −GT
I

(
GIG

T
I

)−1
GI .

Шаг 4. Повторяем шаг 1, только в качестве начальной точки берется z(k),

а всюду вместо ∇ϕ
(
z(k)
)
берутся их проекции PI∇ϕ

(
z(k)
)
. Точный минимум

на (n−m)-мерном линейном многообразии находится методом сопряженных

градиентов за n−m шагов. Поэтому выход из шага 4 проводится по сравне-

нию k = n−m.
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Если минимум на многообразии найден и m = 0, то переходим на шаг 6.

Если минимум найден и m 6= 0, то переходим на шаг 5. Если минимум не

найден (т.е. ak > amax), то переходим на шаг 2.

Шаг 5. Сюда мы попадаем лишь в том случае, если на соответствующем

многообразии найден точный минимум. Дальнейшее перемещение в этом мно-

гообразии или в более узких, получаемых добавлением новых ограничений,

не позволяет уменьшить значение ϕ(z). Необходимо выбросить одно из огра-

ничений так, чтобы при движении по направлению, ставшему теперь возмож-

ным, функционал ϕ(z) убывал, а точка не выходила за пределы допустимого

множества M . Для этого поступим следующим образом.

Шаг 5.1. Вычисляем набор из m теневых параметров по формуле

u0 =
(
GIG

T
I

)−1
GI∇ϕ.

Шаг 5.2. Если все u0i > 0 (i = 1, 2, . . . ,m), то найдено решение задачи (ни

одного ограничения нельзя выбросить из множества активных ограничений).

Переходим на шаг 6.

Шаг 5.3. Если u0i < 0 для каждого i, то i-е активное ограничение исклю-

чаем из I(z) и переходим на шаг 3, положив m := m− 1.

Шаг 6. Если в соответствии с обобщённым принципом невязки экстремаль

функционала Тихонова F α[χ] найдена, то переходим на шаг 7. В противном

случае задаём следующее значение параметра регуляризации α, полагаем

число активных ограничений m := 0, счетчик итераций метода проекции со-

пряженных градиентов без изменения матрицы активных ограничений k := 0

и переходим на шаг 1.2.

Шаг 7. Конец.

Как видно из алгоритма, при каждом переходе к новому подпространству

необходимо вычислять оператор проектирования PI , а для этого в алгоритме

необходимо обращать матрицу GIG
T
I . Та же проблема возникает при вычис-

лении теневых параметров u0. Очевидно, что это возможно лишь в том слу-

чае, когда строки матрицы GI линейно независимы. Приведенный алгоритм

в случае, если строки матрицы активных ограничений независимы, решает
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задачу минимизации квадратичной функции ϕ(z) на множестве (??) за ко-

нечное число шагов.

Параметр регуляризации α выбирается в соответствии с обобщённым прин-

ципом невязки [148].

4.1.3 Метод проекций сопряженных градиентов с проецированием
на множество векторов с неотрицательными компонентами.

В начале этого раздела был описан алгоритм построения приближенного

решения задачи (57) для линейного оператораA за конечное число шагов. Од-

нако при реализации этого алгоритма необходимо обращать матрицу GIG
T
I ,

что при достаточно большом числе активных ограничений приводит к зна-

чительным затратам машинного времени. В данном пункте также описан ал-

горитм, основанный на методе проекции сопряженных градиентов с проеци-

рованием на множество векторов с неотрицательными компонентами [148]. В

этом случае проектор вычисляется элементарно.

Рассмотрим сначала задачу построения минимизирующей последователь-

ности для квадратичного функционала ϕ(z), z ∈ Rn на выпуклом множестве

Q. Мы должны заметить, что для z ∈ Q справедливо единственное представ-

ление

z =
n∑
j=1

ajT
(j), aj > 0 (j = 1, 2, . . . , n).

Рассмотрим оператор T из Rn в Rn, определенный по формуле

Tx =
n∑
j=1

xjT
(j), x ∈ Rn.

Поскольку T (j) (j = 1, 2, . . . , n) образуют базис в Rn, то существует обрат-

ный оператор T−1, определенный на всем Rn. Рассмотрим множество век-

торов Π+ ⊂ Rn, имеющих все неотрицательные координаты: x ∈ Π+, если

xj > 0 (j = 1, 2, . . . , n). Очевидно, что TΠ+ = D и T−1D = Π+. Рассмотрим

функцию f(x) = ϕ(Tx), определенную на множестве Π+. Тогда вместо зада-

чи минимизации ϕ(z) на Q можно решать задачу минимизации f(x) на Π+,
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поскольку между Q и Π+ оператор T−1 осуществляет взаимно однозначное

соответствие.

В силу линейности оператора T функция f(x) – квадратичная, так же как

и функция ϕ(z). Таким образом, задача отыскания приближенного решения

некорректно поставленной задачи (57) на множестве Q сводится к построе-

нию последовательности, минимизирующей квадратичную функцию f(x) на

множестве векторов с неотрицательными компонентами.

Остается заметить, что метод проекции сопряженных градиентов в Π+

сравнительно легко реализуется, поскольку проектор на Π+ строится триви-

ально. Напомним, что нам необходимо найти такой элемент xδ ∈ Π+, что

f(x) 6 δ2. Приближенное решение zδ задачи (57) определяется после этого

по формуле zδ = Txδ. В нашем случае T - единичная матрица.

4.1.4 Метод итерационной регуляризации с фейеровскими опера-
торами

В данном разделе рассматривается применение метода итерационной ре-

гуляризации с фейеровскими операторами [157] для решения некорректно

поставленных задач на множествах с ограничениями.

Подобно методу, описанному в предыдущем пункте, остановимся на реше-

нии задачи

Az = u, z ∈M ⊂ Z, u ∈ U, (42)

при условии, что оператор A из Z в U непрерывен, линеен, инъективен и

известен точно (h = 0). Будем полагать, что U гильбертово пространство.

За приближенное решение задачи (42) в случае, когда M представляет собой

ограниченное, замкнутое, выпуклое множество в Z , можно принять резуль-

тат итерационного процесса

zk+1 = T2(T1(z
k)), (43)

где T1 — Z—сильно фейровский оператор и T2 — M—сильно фейровский

оператор.
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Определение 4.1 ( [157]). Оператор T , действующий в нормированном про-

странстве Z, называется сильноM -фейеровским, еслиM = Fix(T ) 6= ∅ и для

некоторого ν > 0 выполнено неравенство

‖T (x)− z‖2 ≤ ‖x− z‖2 − ν‖x− T (x)‖2, ∀x ∈ Fix(T ), z ∈ Fix(T ),

где Fix(T ) - множество неподвижных точек оператора T .

Класс таких операторов обозначается как P ν
M .

Определение 4.2 ( [157]). Множество линейного нормированного простран-

ства называется ограниченно компактным, если любое его ограниченное под-

множество предкомпактно.

Сформулируем теорему, на которой основаны результаты данного пунк-

та [157].

Теорема 4.1. [157] Пусть в методе (43) T1 — оператор шага в итерационном

процессе

zk+1 = T1(z
k) = (A∗A+ αI)−1(αzk + A∗u) = T1(z

k), (44)

а T2 = PM — метрическая проекция на ограниченно компактное замкну-

тое подмножествоM гильбертова пространства Z. Тогда последовательность

{zk}, определяемая процессом, образованным из (44) и PM сходится сильно

по норме пространства Z к некоторому элементу z̄ ∈ M , т.е решению зада-

чи (42).

В результате конечно-разностной аппроксимации уравнения (42) получа-

ется СЛАУ

Az = u, z ∈ Q ⊂ Rn, u ∈ Rm, (45)

гдеQ - конечно-разностнах аппроксимация множестваM . МножествоQ пред-

ставляет собой априорную информацию об искомом решении, которая каса-

ется некоторых его дополнительных свойств, вытекающих из физического

смысла задачи.
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Определение 4.3 ( [157]). Оператор T , действующий в нормированном про-

странстве Z, называетсяM -фейеровским, еслиM = Fix(T ) 6= ∅ и выполнено

неравенство

‖T (x)− z‖ < ‖x− z‖, ∀x 6∈ Fix(T ), z ∈ Fix(T ),

где Fix(T ) - множество неподвижных точек оператора T .

Класс таких операторов обозначается как FM . Важно отметить, что P ν
M ⊂

FM .

Представим некоторые свойства фейеровских операторов [157].

Теорема 4.2 ( [157]). Пусть T1 и T2 -M1 иM2-фейеровские операторы, соот-

ветственно и M = M1 ∩M2 6= ∅. Тогда T = T1T2 - M -фейеровский оператор

с Fix(T ) = M .

Теорема 4.3 ( [157]). Пусть T - непрерывный оператор, действующий в ко-

нечномерном нормированном пространстве Rn и являющийсяM -фейеровским

оператором. Тогда метод последовательных приближений

zk+1 = T (zk)

порождает последовательность {zk}, сходящуюся к неподвижной точке точке

ẑ ∈ Fix(T ).

Теорема 4.4 ( [157]). Пусть задан итерационный процесс

zk+1 = T2(T1(z
k)) (46)

с M1-фейеровским оператором T1 и M2-фейеровским оператором T2, где T1,

T2 - непрерывные операторы, действующие в конечномерном пространстве

Rn. Тогда для любого начального приближения z итерационный процесс (46)

порождает последовательность {zk}, сходащуюся к некоторыму элементу z̄ ∈
M1 ∩M2.

В качестве оператора T1 для нашей задачи возьмем

zk+1 = T1(z
k) = arg min{‖Az − u‖2 + α‖z − zk‖2 : z ∈ Rn}, (47)
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который может быть переписан в следующем виде

zk+1 = T1(z
k) = (ATA+ αI)−1(αzk + ATu). (48)

Для решения задачи минимизации (47) нами был использован вариант метода

сопряженных градиентов, изложенный в статье [156].

В нашем случае, в результате конечно-разностной аппроксимации множе-

ства D, получаем Q = {z : z ∈ Rn, zi ≥ 0, i = 1 ≤ i ≤ n}. Очевидно, что

множество Q является ограниченно компактным. В качестве оператора T2
можно принять метрическую проекцию на множество Q, которая вычисля-

ется простой явной формулой

PQ(z) = z+, (49)

где z+i = zi, если zi > 0 и z+i = 0, если zi ≤ 0.

Основная теорема данного пункта [157]:

Теорема 4.5 ( [157]). Пусть выполнены условия аппроксимации ‖A−Ah‖ <
h, ‖u− uδ‖ < δ, и в итерационном процессе

zk+1 = PQ[(AT
hAh + αI)−1(αzk + AT

huδ)], (50)

где PQ - метрическая проекция (49). Тогда при выборе числа итераций в

соответствии с правилом

k(δ, h) : k(δ, h)(δ + h)→ 0, δ, h→ 0,

имеет место сходимость

lim
δ,h→0

‖zk(δ,h) − z̄‖ = 0,

где z̄ ∈ Q, т.е z̄ - решение задачи (57).

4.1.5 Метод итерационной регуляризации, сохраняющий неотри-
цательность решения.

Рассмотрим ещё один метод решения уравнения

Az = u, z ∈M ⊂ Z, u ∈ U, (51)
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взятого из статьи [158], при условии, что оператор A из Z в U непреры-

вен, линеен, инъективен. Будем полагать, что U гильбертово пространство.

В текущем случае будем считать, что Z = L2(P ), M = L+
2 (P ) = {z : z ∈

L2(P ), z > 0}, U = L2(O), где P,O ⊂ R3 — ограниченные множества.

Сформулируем теоремы, на которых основан данный метод.

Теорема 4.6 ( [158]). Для компактных и инъективных оператора прямой

задачи A, Ah и для µI с некоторой константой µ > 0, пусть {zkδ,h} ⊂ L+
2 (P )

— последовательность, порождённая процессом

z
(k+1)
δ = |(µI + A∗hAh)

−1[(µI − A∗hAh)|x(k)δ |+ 2A∗huδ]|, (52)

где операция |.| — модуль функции.

Если номер последней итерации k∗ = k∗(h, δ) выбран так что

k∗ →∞, k∗(h, δ)(h+ δ)→ 0 h, δ → 0,

тогда приближённое решение zk∗δ,h сходится решению задачи z̄ в норме L2(P )

при h, δ → 0.

Теорема 4.7 ( [158]). Пусть zk∗δ,h ∈ L+
2 (P ) — приближённое решение, полу-

ченное с помощью алоритма (52) с правилом остановки

‖(µI +AhA
∗
h)
−1(u−Ah|x(k)|)‖ 6 τ(δ+hC) 6 ‖(µI +AhA

∗
h)
−1(u−Ah|x(k−1)|)‖.

Тогда zk∗δ,h сходится z̄ при h, δ → 0.

В результате конечно-разностной аппроксимации уравнения (51) получа-

ется СЛАУ

Az = u, z ∈ Q ⊂ Rn, u ∈ Rm, (53)

гдеQ - конечно-разностнах аппроксимация множестваM . МножествоQ пред-

ставляет собой априорную информацию об искомом решении, которая каса-

ется некоторых его дополнительных свойств, вытекающих из физического

смысла задачи.

Перепишем алгоритм (52) в конечно-разностной форме.
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Шаг 1.Итерационный процесс начинается с произвольной допустимой точ-

ки z(0) ∈ Rn. Положим счетчик итераций процесса: k := 0.

Шаг 1.1. x(k+1) = (µI +ATA)−1[(µI −ATA)|x(k)|+ 2ATu]. Для реализации

этого шага алгоритма автором был использован вариант метода сопряжённых

градиентов, изложенный в статье [156].

Шаг 1.2 Если правило остановки

‖(µI + AAT )−1(u− A|x(k)|)‖ 6 τ(δ + hC) 6 ‖(µI + AAT )−1(u− A|x(k−1)|)‖,

где τ и C два фиксированных числа таких что τ > 1
µ и C > ‖z̄‖, а z̄ - точное

решение (57), не выполнено, то k:=k+1 и переходим нашаг 1.1.; иначе z(k+1) =

|x(k+1)|, где операция модуль |.| применяется к вектору z(k+1) покомпонентно.

Переход на шаг 2.

Шаг 2. Вектор z(k+1) берётся в качестве решения уравнения (57). Конец.

Параметр µ можно рассматривать как параметр регуляризации, который

можно выбирать в соответствии с обобщённым принципом невязки [148] при

k := 0.

4.2 Метод решения задачи восстановления магнитной восприим-
чивости

Если предположить, что V ⊂ P = {(x, y, z) : Lx 6 x 6 Rx, Ly 6 y 6

Ry, Lz 6 z 6 Rz} и система сенсорных плоскостей ограничена прямоуголь-

ным параллелепипедом O = {(xs, ys, zs) ≡ (s, t, r) : Ls 6 s 6 Rs, Lt 6

t 6 Rt, Lr 6 r 6 Rr}, то уравнение (5) можно переписать в следующем

операторном виде

Aχ ≡
Rx∫
Lx

Ry∫
Ly

Rz∫
Lz

K(s, t, r, x, y, z)χ(x, y, z)dxdydz = B(s, t, r), (54)

где B = [Bxx Bxy Bxz Byz Bzz]
T и K = KMGT . В дальнейшем соответствую-

щую модель будем называть как MGT-модель (Тензор градиентов компонет

магнитного поля).

Замечание. Отметим, что постановка задачи (54) является физически пе-

реопределённой. В этой постановке необходимо найти 1 скалярную функцию
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по результатам экспериментальных значений 8-ми других скалярных функ-

ций. В предыдущей работе автора [40] было показано, что для решения этой

задачи достоточно знания градиентов компонент магнитного поля (ГКМП)

без значений самого магнитного поля, поэтому потребуется найти 1 скаляр-

ную функцию по результатам экспериментальных измерений только 5-ти ска-

лярных функций.

Далее, будем предполагать, что χ ∈ D = {χ : χ ∈ W 2
2 (P ), χ > 0},

B ∈ L2(O), а оператор A с ядром K непрерывен и однозначен. Норма правой

части уравнения (54) вводится следующим образом:

‖B‖L2
=
√
‖Bxx‖2L2

+ ‖Bxy‖2L2
+ ‖Bxz‖2L2

+ ‖Byz‖2L2
+ ‖Bzz‖2L2

.

Пусть вместо точно известных B̄ и оператора A известны их приближенные

значения B δ и Ah, такие, что ‖B δ − B̄‖L2
6 δ, ‖A − Ah‖W 2

2→L2
6 h. При

выписанных условиях задача является некорректной, для ее решения необ-

ходимо построить регуляризирующий алгоритм. Воспользуемся алгоритмом,

основанным на минимизации функционала А.Н. Тихонова

F α[χ] = ‖Ahχ−B δ‖2L2
+ α‖χ‖2W 2

2
. (55)

Для любого α > 0 существует единственная экстремаль функционала Ти-

хонова χαη , η = {δ, h}, реализующая минимум F α[χ]. Для выбора параметра

регуляризации можно использовать алгоритм конечномерного обобщенного

принципа невязки [148]. При выборе параметра α = α(η) по обобщенному

принципу невязки

ρ(α) ≡ ‖Ahχ
α
η −B δ‖2L2

−
(
δ + h‖χαη‖W 2

2

)2
= 0

χαη стремится при η → 0 к точному решению задачи в норме W 2
2 , а, следова-

тельно, и равномерно на P .

Отдельно стоит отметить методы, изложенные в пунктах (4.1.4), (4.1.5). В

данных методах предполагается, что χ ∈ D = L+
2 (P ) = {χ : χ ∈ L2(P ), χ >

0}, на оператор A будет теперь наложено условие ‖A−Ah‖L2→L2
6 h. Другие

условия остаются без изменения. Данные алгоритмы в силу своих свойств не
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могут нам дать равномерную сходимость, однако довольно просты в реали-

зации.

Также при решении задачи предполагалось, что χ ∈ D = {χ : χ ∈
VH(P ), χ > 0}, где VH(P ) - банахово пространство функций ограниченной

вариации типа Харди V H(χ, P ) в области P [47, 48]. На оператор A будет

теперь наложено условие ‖A − Ah‖VH(P )→L2
6 h. Преимущество рассмотре-

ния данного пространства в том, что такие функции могут быть разрывными

или же иметь изломы, в то время как при решении задачи в пространстве

Соболева решение может слишком сильно сгладиться. Сходимость в данном

пространстве даёт нам кусочно-равномерную сходимость. В результате функ-

ционал Тихонова примет вид

F α[χ] = ‖Ahχ−B δ‖2L2
+ α‖χ‖VH , (56)

где стабилизирующий функционал ‖χ‖VH = V H(χ, P ).

Конечно-разностный аналог уравнения (54) и множестве ограничений D,

после введения сеток в областях P и O, может быть записан в виде СЛАУ

Az = u, z ∈ Q ⊂ Rn, u ∈ Rm, (57)

где Q - конечно-разностнах аппроксимация множестваD. Множество Q пред-

ставляет собой априорную информацию об искомом решении, которая каса-

ется некоторых его дополнительных свойств, вытекающих из физического

смысла задачи. Функционал (55) в результате конечно-разностной аппрокси-

мации переходит в квадратичную функцию

ϕ(z) = (z, (ATA+ αRTR)z) + (2ATu, z) + (u, u), (58)

где вид матрицы R будет зависеть от рассматриваемого пространства реше-

ний.

В качестве метода минимизации функционала А.Н. Тихонова применя-

ется метод проекции сопряжённых градиентов на множесво неотрицатель-

ных координат. Для решения уравнения (57) рассматривался итерационный

процесс с фейровскими операторами и итерационный процесс с сохранением

неотрицательности компонент решения.
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4.2.1 Конечно-разностные аппроксимации

1) Запишем конечно-разностную аппроксимацию уравнения (54). Введём

сетки XNx = {xn, 1 ≤ n ≤ Nx : xn = Lx + hx
2 + hx (n − 1), hx = Rx−Lx

Nx
},

YNy = {ym, 1 ≤ m ≤ Ny : ym = Ly+
hy
2 +hy (m−1), hy =

Ry−Ly
Ny
}, ZNz = {zk, 1 ≤

k ≤ Nz : zk = Lz + hz
2 + hz (k − 1), hz = Rz−Lz

Nz
} для области интегрирования

P и SNs = {si, 1 ≤ i ≤ Ns : si = Ls + hs
2 + hs (i − 1), hs = Rs−Ls

Ns
}, TNt =

{tj, 1 ≤ j ≤ Nt : yj = Ly + ht
2 + ht (j − 1), ht = Rt−Lt

Nt
}, RNr = {rl, 1 ≤ l ≤ Nr :

rl = Lr + hr
2 + hr (l− 1), hr = Rr−Lr

Nr
} для системы сенсорных плоскостей O. В

результате, аппроксимируя интегралы в (54) по формуле средних, получим

B(si, tj, rl) =
Nx∑
n=1

Ny∑
m=1

Nz∑
k=1

K(si, tj, rl, xn, ym, zk)χ(xn, ym, zk)hx hy hz.

2) Запишем конечно-разностную аппроксимацию стабилизирующего функ-

ционала ‖χ‖VH = V H(χ, P ). Следует отметить, что поскольку рассматрива-

емая задача решается в одном слое, то фактически мы решаем двумерную

обратную задачу. Используя уже введённые выше сетки XNx и YNy , выпишем

формулу вычисления вариации [47,48]

‖χ‖V H ≈
Nx−1∑
ix=1

Ny−1∑
iy=1

|χ(xix+1, yiy+1)− χ(xix+1, yiy)− χ(xix, yiy+1) + χ(xix, yiy)|,

(59)

Легко заметить, что в правой части выражения (59) находится негладкий

функционал, который обычно аппроксимируют гладким [47,48]

‖χ‖V H ≈
Nx−1∑
ix=1

Ny−1∑
iy=1

f(χ(xix+1, yiy+1)− χ(xix+1, yiy)− χ(xix, yiy+1) + χ(xix, yiy)),

(60)

где f(t) =
√
t2 + ε2, 0 < ε� 1.

Перепишем выражение в формуле (60) для одномерного случая

‖χ‖V H ≈
NxNy∑
k=Ny+2

f(zk − zk−1 − zk−(Ny+1) + zk−(Ny+2)). (61)
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Запишем градиент выражения (61)

∂‖χ‖V H
∂zl

=
K∑

k=Ny+2

∂f(tk)

∂tk

∂tk
∂zl

=

=
K∑

k=Ny+2

(zk − zk−1 − zk−(Ny+1) + zk−(Ny+2))√
(zk − zk−1 − zk−(Ny+1) + zk−(Ny+2))2 + ε2

[δk,l−δk−1,l−δk−Ny,l+δk−(Ny+1),l],

K = NxNy, tk = zk − zk−1 − zk−(Ny+1) + zk−(Ny+2), 1 ≤ l ≤ K.

Задача минимизации функционала (56) решалась методом проекции со-

пряжённых градиентов на множество неотрицательных координат. Сторого

говоря, применяя данный метод, нельзя говорить о единственности решения

задачи в пространстве функций ограниченных вариаций, так как стабили-

зирующий функционал теперь не является квадратичным. Поэтому вычис-

ления методом проекции сопряжённых градиентов для этого пространства

проводились в качестве эксперимента.

4.3 Метод решения задачи восстановления параметров намагни-
ченности в коре планет

Исходя из предположения, что область V является приповерхностным ша-

ровым слоем планеты глубины h, уравнение (10) с учётом (12) может быть

переписано в виде:

B(xs, ys, zs) =
µ0
4π

R∫
R−h

2π∫
0

π∫
0

K(xs, ys, zs, ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cos θ)·

·M (ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cos θ) · ρ2 sin θ · dρ dφ dθ.

(62)

Замечание. Здесь B ≡ Bfield и K ≡ KMI . Введение дополнительных обо-

значения связано с тем, что матрицаK (и соответственно вектор-функция B)

может быть расширена при учёте дополнительной физической информации

в постановке задачи.

Замечание. Отметим, постановка задачи (62) является физически опреде-

лённой. В этой постановке необходимо восстановить одну векторную функ-

цию по результатам измерений также одной векторной функции. Принимая
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во внимание тот факт, что каждая компонента векторной функции является

скалярной функцией, требуется восстановить три скалярные функции по ре-

зультатам измерения трёх скалярных функций. Такая постановка приводит

к системе из трёх скалярных уравнений с тремя неизвестными функциями.

При обработке экспериментальных данных вместо точно известных век-

тора B и матрицы A обычно известны их приближенные значения Bδ и Ah,

такие, что ‖Bδ − B‖E 6 δ, ‖A − Ah‖E→E 6 h. Это связано как с ошибками

измерений индукции магнитного поля (они вносят ошибку в значения компо-

нент вектораB), так и с ошибками в точности определения позиционирования

спутника относительно планеты (они вносят ошибку в значения компонент

матрицы A). При выписанных условиях задача является некорректной, для

ее решения необходимо построить регуляризующий алгоритм. Воспользуемся

алгоритмом, основанным на минимизации функционала А.Н. Тихонова [148]

F α[M ] = ‖AhM −Bδ‖2E + α‖M‖2E. (63)

Для любого α > 0 существует единственная экстремаль функционала Ти-

хоноваMα
η , η = {δ, h}, реализующая минимум F α[M ]. Для выбора параметра

регуляризации можно использовать алгоритм конечномерного обобщенного

принципа невязки [148]. При выборе параметра α = α(η) по обобщенному

принципу невязки

ρ(α) ≡ ‖AhM
α
η −Bδ‖2E −

(
δ + h‖Mα

η ‖E
)2

= 0,

Mα
η стремится при η → 0 к точному решению.

4.3.1 Конечно-разностная аппроксимация

Введём сетки ΦNϕ = {ϕn, 1 ≤ n ≤ Nϕ : ϕn =
hϕ
2 + hϕ (n − 1), hϕ = 2π

Nϕ
} и

ΘNθ = {θm, 1 ≤ m ≤ Nθ : θm = hθ
2 +hθ (m−1), hθ = π

Nθ
}. Также, для простоты,

будем исходить из предположения, что шаровой слой достаточно тонкий. Как

следствие, по переменной ρ введём сетку только с одним узлом ρh = R− h
2 . В
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результате, аппроксимируя интегралы в (62) по формуле средних, получим

B(xs, ys, zs) =
µ0
4π

Nϕ∑
n=1

Nθ∑
m=1

K(xs, ys, zs, ρh cosϕn sin θm, ρh sinϕn sin θm, ρh cos θm)·

·M (ρh cosϕn sin θm, ρh sinϕn sin θm, ρh cos θm) · ρ2h sin θm · hhϕ hθ.

Учтём, что 1) измерения сделаны для всех s = 1, S, 2) B и M являют-

ся векторными функциями (в частности M = Mxi + Myj + Mzk). Таким

образом, мы получаем систему с 3 × S уравнениями (которые соответству-

ют измерению трёх компонент вектор-функции B в S точах) с 3 × Nϕ × Nθ

неизвестными (которые соответствуют сеточным значениям трёх компонент

вектор-функции M на введённой сетке ΦNϕ ×ΘNθ).

К этим уравнениям добавим следующие естественные физические ограни-

чения.

1. Условие сшивки вдоль одного из меридианов. Это условие означает, что

магнитное изображение должно быть 2π-периодическим по переменной

ϕ:

M (ρh cosϕ1 sin θm, ρh sinϕ1 sin θm, ρh cos θm) =

= M (ρh cosϕNϕ sin θm, ρh sinϕNϕ sin θm, ρh cos θm),

m = 1, Nθ.

Эти условия дают дополнительные 3×Nθ уравнений.

2. Условие сшивки на южном полюсе. Оно означает, что все сеточные зна-

чения компонент вектор-функции M должны совпадать при θ = θNθ :

M (ρh cosϕn sin θNθ , ρh sinϕn sin θNθ , ρh cos θNθ) =

= M (ρh cosϕn+1 sin θNθ , ρh sinϕn+1 sin θNθ , ρh cos θNθ),

n = 1, Nϕ − 1.

Эти условия дают дополнительные 3× (Nϕ − 1) уравнений.

68



3. Условие сшивки на северном полюсе.

M (ρh cosϕn sin θ1, ρh sinϕn sin θ1, ρh cos θ1) =

= M (ρh cosϕn+1 sin θ1, ρh sinϕn+1 sin θ1, ρh cos θ1),

n = 1, Nϕ − 1.

Эти условия дают дополнительные 3× (Nϕ − 1) уравнений.

Замечание. Отметим, что при выбранном способе веедения сеток, фор-

мально ϕ1 6= ϕNϕ, θNθ 6= π
2 , а θ1 6= 0. Однако, при Nϕ → ∞ и Nθ → ∞:

ϕ1 → ϕNϕ, θNθ → π
2 , а θ1 → 0. Поэтому выписанные условия сшивки яв-

ляются адекватными в случае достаточно густых сеток с большим числом

интервалов Nϕ и Nθ.

Таким образом, с учётом дополнительных физических ограничений, мы

получаем систему линейных алгебраических уравнений, состоящую из 3S +

3Nθ + 6Nϕ − 6 уравнений, каждое из которых содержит 3NϕNθ неизвестных

(сеточные значения компонент вектор-функции M ). Отметим, что получен-

ная система при достаточно большом S является переопределённой лишь с

математической точки зрения. С физической точки зрения полученная си-

стема по-прежнему является определённой.

Эта система линейных алгебраических уравнений может быть записана в

матричном виде

AM = B. (64)

Здесь вектор M содержит сеточные значение трёх компонент неизвестной

вектор-функции M , первые 3S компоненты вектора правой части B содер-

жат результаты экспериментальных измерений трёх компонент вектор-функнции

B , последующие компоненты вектора B являются нулями.
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5 Численное моделирование основных характеристик маг-
нитных сред

В данной главе рассмотрены результаты численных решений модельных

и прикладных задач. Результаты главы представлены в работах [40–42].

5.1 Результаты восстановления магнитной восприимчивости на мо-
дельных данных

В данном параграфе представлены результаты восстановления магнитной

восприимчивости по трём различным моделям данных и проведено их срав-

нение. Магнитную восприимчивость можно восстанавливать как по измерен-

ным значениям магнитного поля, так и по измеренным значениям полного

тензора градиентов компонент магнитного поля. Также можно использовать

обе модели сразу. В статье [40] была на модельном примере исследована зада-

ча воостановления магнитной восприимчивости для трёх случаев: 1) значения

только магнитного поля (MI—модель), 2) значения полного тензора гради-

ентов компонент магнитного поля (MGT—модель), 3) значения только маг-

нитного поля вместе со значениями полного тензора градиентов компонент

магнитного поля (MI+MGT—модель). Целью данной работы было сравнение

трёх указанных моделей. Исследования такой же задачи для восстановления

параметров намагниченности для модельных и реальных данных представ-

лены в работе [62].

Для сравнения трёх моделей (MI, MI+MGT и MGT—модели) была прове-

дена симуляция экспериментальных данных с относительной ошибкой δ ∼ 4%

(как для MI-данных, так и для MGT-данных). Тестовые данные моделирова-

лись в области P = {(x, y, z) : −5000 6 x 6 5000, −5000 6 y 6 5000, −105 6

z 6 −95} (что соответствует восстановлению распределения магнитной вос-

приимчивости на глубине z = −100) с сеткой (Nx,Ny,Nz) = (80,80,1) и области

O = {(xs, ys, zs) ≡ (s, t, r) : −4000 6 s 6 4000, −4000 6 t 6 4000, Lr 6 r 6

2000} с сеткой (Ns,Nt,Nr) = (350,20,1). Модельная функция χ представле-

на на рис. 6(a). Результаты вычислений с использованием MI, MI+MGT и
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MGT-моделей представлены на рис. 6(b,c,d). Рис. 6(c) демонстрирует, что

MGT-модель даёт результат с наилучшей детализацией решения.
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Рис. 6: Результаты вычислений: a) модельное решение — функция χ(x, y), b) восстанов-
ленное решение при использовании MI-модели, c) восстановленное решение при использо-
вании MGT-модели, d) восстановленное решение при использовании MI+MGT-модели.
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Объяснением того почему MGT-модель дала наилучший результат являет-

ся то, что Bfield dipole ∼
1

r3
, B tensor dipole ∼

1

r4
, то есть полевая составляющая

полностью “заглушает” тензорную, поэтому применение MI+MGT—модели

не даёт никаких улучшений результата по сравнению MI-моделью.

Таким образом, анализ результатов, полученных на модельных данных,

позволяет нам сделать вывод о том, что при решении задачи с реальными

данными MGT-модель даст нам наилучший результат и в дальнейшей рабо-

те уже с реальными данными по восстановлению магнитной восприимчиво-

сти, используются только значения полного тензора градиентов компонент

магнитного поля (MGT—модель).

5.2 Оценка погрешностей входных данных

Уровень помехи во входных данных, к сожалению, известен далеко не все-

гда. В отсутствие такого рода информации об изучаемом сигнале оценить

качество приближенного решения обратной задачи практически невозможно.

Поэтому нам представляется целесообразным предварительный статистиче-

ский анализ данных. Ниже предлагается один из возможных подходов к по-

лучению оценки погрешности.

Пусть x = (x1, x2, x3) — вектор с произвольными вещественными коорди-

натами x1, x2, x3, а n = (n1, n2, n3) — вектор с целочисленными координата-

ми n1, n2, n3. Частичная сумма порядка N кратного ряда Фурье будет иметь

вид [159]:

TN(x) =
N∑

n1=−N

N∑
n2=−N

N∑
n3=−N

t̂n exp−i(x,n), (65)

где (x,n) = x1n1+x2n2+x3n3, t̂n — комплекснозначный коэффициент разло-

жения, который подлежит оценке. Указанный многочлен можно переписать

в вещественную форму.

Величины Bfield и B tensor (далее просто B) представляют собой вектор-

функции, зависящие от положения точки х в трехмерном пространстве: х =

(x1, x2, x3); где x1, x2, x3 - либо декартовы, либо сферические координаты.

Приблизим каждую компоненту вектор-функции B(x1, x2, x3) в точке изме-
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рений x = (x1, x2, x3) тригонометрическим многочленом (65). Тригонометри-

ческий многочлен был выбран в силу наличия явно выраженных осцилляций

в значениях правой части. Коэффициенты этого многочлена можно оценить

с помощью модели линейной регрессии и метода наименьших квадратов.

Для каждой точки x = (x1, x2, x3), где проводились измерения, находим

отклонения от полученной модели. Все эти значения суммируются с усредне-

нием для получения оценки погрешности модели регрессии, которую автор

взял в качестве оценки погрешности правой чассти

δ2 =
M∑
m=1

(B(xi)− TN(xi))2

M
,

где M — общее количество точек измерений, B(xi) - измеренное в i-ой точке

значение компоненты вектора правой части.

Приведём оценки погрешностей правой части. Для задачи по восстанов-

лению магнитной восприимчивости в земной коре δ2 = 429.37, для задачи по

восстановлению намагниченности в коре Меркурия δ2 = 8.466 ∗ 10−12.

5.3 Восстановления магнитной восприимчивости по измереннным
значениям градиента магнитного поля на поверхности Земли
с применением различных алгоритмов

По результатам измерений градиента магнитного поля была восстановлена

магнитная восприимчивость в двух областях. Для решения реальной задачи

была использована MGT-модель.

1) Область восстановления P = {(x, y, z) : 0 6 x 6 9000, 0 6 y 6

7000, −205 6 z 6 −195} (что соответствует нахождению распределения

магнитной восприимчивости на глубине z = −200) с сеткой (Nx,Ny,Nz) =

(50,50,1) и область наблюдений O = {(xs, ys, zs) ≡ (s, t, r) : 55 6 s 6

8788, 170 6 t 6 6910, −1 6 r 6 1} с сеткой (Ns,Nt,Nr) = (100,77,1).

2) Рассмотрим также решения для другой глубины. Область P = {(x, y, z) :

0 6 x 6 9000, 0 6 y 6 7000,−505 6 z 6 −495} определяется для нахождения

распределения магнитной восприимчивости на глубине z = −500) с сеткой
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(Nx,Ny,Nz) = (50,50,1) и область наблюдений O = {(xs, ys, zs) ≡ (s, t, r) :

55 6 s 6 8788, 170 6 t 6 6910, −1 6 r 6 1} с сеткой (Ns,Nt,Nr) = (100,77,1).

5.3.1 Результаты работы метода проекции сопряжённых градиен-
тов на множество неотрицательных координат в простран-
стве Соболева

В первом расчёте параметр регуляризации α = 0.0.
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Рис. 7: Результаты вычислений методом проекции сопряжённых градиентов: восстанов-
ленное решение χ(x, y) ∗ 103 при использовании MGT-модели на глубине 200 м. Параметр
регуляризации α = 0.0. Невязка ‖Aχα −B δ‖2 = 1.56381 ∗ 104. Время счёта ∼ 5 минут.

Далее увеличиваем параметр регуляризации.

На предыдущих двух графиках (7) и (8) легко видеть эффект сглаживания

решения при увеличении параметра регуляризации. Также важно отметить,

что не меняются и положения локальных максимумов полученных решений.

Так как диапазон значений магнитной восприимчивости многих известных

в природе парамагнетиков составляет 10−6—10−4 [160], то найденное прибли-

жённое решение χα следует искать именно в пределах этого диапазона, а зна-

чения магнитной восприимчивости большие 10−4 рассматривать как слишком

высокие и подозрительные.

В качестве решения примем представленный на рис. 9 результат, соот-

вествующий параметру регуляризации α = 107 и относительной погрешности

δ = 18%.
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Рис. 8: Результаты вычислений методом проекции сопряжённых градиентов: восстанов-
ленное решение χ(x, y) ∗ 103 при использовании MGT-модели на глубине 200 м. Параметр
регуляризации α = 2.5∗103. Невязка ‖Aχα−B δ‖2 = 1.575709∗104. Время счёта ∼ 4 минут.
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Рис. 9: Результаты вычислений методом проекции сопряжённых градиентов: восстанов-
ленное решение χ(x, y) ∗ 106 при использовании MGT-модели на глубине 200 м. Параметр
регуляризации α = 107. Невязка ‖Aχα −B δ‖2 = 1.618646 ∗ 104. Время счёта ∼ 2 минут.
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Следующая серия расчётов проведена для глубины 500 м для трёх значе-

ний параметра регуляризации.

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

1000

2000

3000

4000

5000

6000

Y
, 

m

0

2

4

6

8

10

10.0

11.7

13.4

15.1

16.8

18.5

20.2

21.9

23.6

25.3

X, m
8000

Рис. 10: Результаты вычислений методом проекции сопряжённых градиентов: восстанов-
ленное решение χ(x, y) ∗ 102 при использовании MGT-модели на глубине 500 м. Параметр
регуляризации α = 0.0. Невязка ‖Aχα −B δ‖2 = 1.595917 ∗ 104. Время счёта ∼ 5 минут.
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Рис. 11: Результаты вычислений методом проекции сопряжённых градиентов: восстанов-
ленное решение χ(x, y) ∗ 105 при использовании MGT-модели на глубине 500 м. Параметр
регуляризации α = 105. Невязка ‖Aχα −B δ‖2 = 1.618157 ∗ 104. Время счёта ∼ 2 минут.
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В качестве решения для глубины 500 м выберем результат представленный

на рис. (12). Относительная погрешность результата δ = 11%.
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Рис. 12: Результаты вычислений методом проекции сопряжённых градиентов: восстанов-
ленное решение χ(x, y) ∗ 106 при использовании MGT-модели на глубине 500 м. Параметр
регуляризации α = 106. Невязка ‖Aχα −B δ‖2 = 1.618496 ∗ 104. Время счёта ∼ 2 минут.

5.3.2 Результаты работы алгоритма итерационной регуляризации
с фейеровскими операторами

Теперь проведём вычисления с помощью алгоритма из раздела 4.1.4. В

отличие от предыдущего, рассматриваемый регуляризирующий алгоритм с

фейеровскими операторами является итерационным, поэтому регуляризиру-

ющим параметром является количество итераций алгоритма.

Далее, примем α = 108. Для этого алгоритма отсутствет апостериорный

способ оценки параметра регуляризации, поэтому предлагается действовать

следующим образом. Увеличиваем число итераций, пока не начнут прояв-

ляться значения магнитной восприимчивости, соответствующие характерно-

му для парамагнетиков диапазону. В данном случае в качестве решения был

выбран рис. 13 с количеством итераций k∗ = 10.

Аналогичным образом были проведены вычисления для глубины 500 м.

Легко видеть, что результаты, представленные на рис. (14), в смысле поло-

жений локальных максимумов решения, совпадают с аналогичными резуль-

татами, полученными метом проекции сопряжённых градиентов.
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Рис. 13: Результаты вычислений алгоритма итерационной регуляризации с фейеровскими
операторами: восстановленное решение χ(x, y) ∗ 106 при использовании MGT-модели на
глубине 200 м. Параметр α = 108. Число итераций k∗ = 10. Невязка ‖Aχα − B δ‖2 =
1.618644 ∗ 104. Время счёта ∼ 2 минут.

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

1000

2000

3000

4000

5000

6000

Y
, 

m

0

2

4

6

8

10

10.0

11.7

13.4

15.1

16.8

18.5

20.2

21.9

23.6

25.3

X, m
8000

Рис. 14: Результаты вычислений алгоритма итерационной регуляризации с фейеровскими
операторами: восстановленное решение χ(x, y) ∗ 106 при использовании MGT-модели на
глубине 500 м. Параметр α = 106. Число итераций k∗ = 5. Невязка ‖Aχα − B δ‖2 =
1.618614 ∗ 104. Время счёта ∼ 2 минут.
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5.3.3 Результаты работы алгоритма итерационной регуляризации,
сохраняющего неотрицательность.
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Рис. 15: Результаты вычислений алгоритма из статьи [158]: восстановленное решение
χ(x, y) ∗ 106 при использовании MGT-модели на глубине 200 м. Параметр µ = 106. Число
итераций k∗ = 2. Невязка ‖Aχα −B δ‖2 = 1.618577 ∗ 104. Время счёта ∼ 2 минут.
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Рис. 16: Результаты вычислений алгоритма из статьи [158]: восстановленное решение
χ(x, y) ∗ 106 при использовании MGT-модели на глубине 500 м. Параметр µ = 106. Число
итераций k∗ = 2. Невязка ‖Aχα −B δ‖2 = 1.618704 ∗ 104. Время счёта ∼ 2 минут.
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5.3.4 Результаты работы метода проекции сопряжённых градиен-
тов в пространстве функций ограниченных вариаций типа
Харди
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Рис. 17: Восстановленное решение χ(x, y)∗106 при использовании MGT-модели на глубине
200 м. Параметр α = 106. Параметр ε = 10−6. Невязка ‖Aχα−B δ‖2 = 1.618659∗104. Время
счёта ∼ 1 минут.

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

X, m
8000

1000

2000

3000

4000

5000

6000

Y
, 

m

0

2

4

6

8

10

10.0

11.7

13.4

15.1

16.8

18.5

20.2

21.9

23.6

25.3

Рис. 18: Восстановленное решение χ(x, y)∗106 при использовании MGT-модели на глубине
500 м. Параметр α = 106. Параметр ε = 10−6. Невязка ‖Aχα−B δ‖2 = 1.618514∗104. Время
счёта ∼ 1 минут.

Во всех приведённых результатах важно, что примерно сохраняются по-

ложения неоднородностей магнитной восприимчивости.
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5.3.5 Сравнение результатов работы алгоритмов
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Рис. 19: Результаты вычислений методом проекции сопряжённых градиентов (a) и итера-
ционным процессом с фейровскими операторами (b): восстановленное решение χ(x, y)∗106

при использовании MGT-модели на глубине 200 м. Невязка ‖Aχα −B δ‖2 = 1.618646 ∗ 104

для (a). Невязка ‖Aχα −B δ‖2 = 1.618644 ∗ 104 для (b).
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Рис. 20: Результаты вычислений итерационным процессом с сохранением неотрицатель-
ности компонент решения из статьи [158] (a) и методом проекции сопряженных гра-
диентов на множество неотрицательных координат в пространстве функций ограничен-
ной вариации типа Харди (b): восстановленное решение χ(x, y) ∗ 106 при использовании
MGT-модели на глубине 200 м. Невязка ‖Aχα − B δ‖2 = 1.618577 ∗ 104 для (a). Невязка
‖Aχα −B δ‖2 = 1.618659 ∗ 104 для (b).
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Рис. 21: Результаты вычислений методом проекции сопряжённых градиентов (a) и итера-
ционным процессом с фейровскими операторами (b): восстановленное решение χ(x, y)∗106

при использовании MGT-модели на глубине 500 м. Невязка ‖Aχα −B δ‖2 = 1.618496 ∗ 104

для (a). Невязка ‖Aχα −B δ‖2 = 1.618614 ∗ 104 для (b).
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Рис. 22: Результаты вычислений итерационным процессом с сохранением неотрицатель-
ности компонент решения из статьи [158] (a) и методом проекции сопряженных гра-
диентов на множество неотрицательных координат в пространстве функций ограничен-
ной вариации типа Харди (b): восстановленное решение χ(x, y) ∗ 106 при использовании
MGT-модели на глубине 500 м. Невязка ‖Aχα − B δ‖2 = 1.618704 ∗ 104 для (a). Невязка
‖Aχα −B δ‖2 = 1.618514 ∗ 104 для (b).

Из представленных рисунков видно, что все алгоритмы дали схожие ре-

зультаты, что позволяет уверенно локализовать неоднородности в парамаг-

нитной среде, так как на всех графиках положения пиков не претерпевают

серьёзных изменений. Стоит отметить, что хотя применённые в данной ра-

боте итерационные алгоритмы и не показали лучших результатов по сравне-

нию с вариационным алгоритмом, но они достаточно просты в реализации.

В этом их главное преимущество по сравнению с вариационным алгоритмом

на основе метода проекции сопряжённых градиентов на множество векторов
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с неотрицательными компонентами.

При восстановлении применялись метод проекции сопряженных градиен-

тов на множество неотрицательных координат, алгоритм итерационной регу-

ляризации с фейеровскими операторами и алгоритм итерационной регуляри-

зации, сохраняющий неотрицательность. Все алгоритмы описаны в главе 2.

Для выбора параметра регуляризации, в случае метода проекции сопряжён-

ных градиентов, можно использовать алгоритм конечномерного обобщенного

принципа невязки [148]. В случае алгоритма с фейеровскими операторами и

алгоритма из статьи [158] параметром регуляризации выступает номер ите-

рации в соответсвующем итерационном процессе. Наличие априорной физи-

ческой информации о полученном решении позволяет нам быть уверенными

в результатах обработки. Важно отметить, что описанная выше методология

должна быть дополнена тщательным анализом специалистов геофизиков и

геологов, а также сравнением с результатами, полученными с помощью дру-

гих методов исследования, поскольку важна не только обработка экспери-

ментальных данных, но и всесторонний анализ и интерпретация полученных

результатов.

5.4 Определение намагниченности породы в коре по данным кос-
мических миссий

По результатам космических миссий мы можем попытаться восстанавли-

вать параметры намагниченности в коре планеты. Как и при решении преды-

дущих задач мы не располагаем ни точным значением оператора задачи, ни

точными значениями входных данных, но имеем представление об уровне их

погрешностей, поэтому для определения параметра регуляризации можно с

успехом применять ОПН. Также автор для определении приближенного ре-

шения опирался на имеющиеся в данной задаче априорные ограничения. Так

как в решаемой задаче получить приемлемые решения довольно непросто

в силу того, что замеры происходят на серьёзном удалении от поверхности

планеты, то наличие таких ограничений позволяет с большей уверенностью

определить, насколько адекватно полученное приближённое решение. Оче-
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видно, что если взять сетку ΦNϕ с разными сдвигами (путем изменения пара-

метра ϕshift ), то решение задачи не должно измениться. Однако изменение

параметра ϕshift приводит к изменению компонент плохо обусловленной мат-

рицы A в системе (64), поэтому меняется и решение задачи (см. рис. 24−25).

Вследствие этого, при выборе приближённого решения, применяя ОПН для

выбора соответствующего параметра регуляризации, автор исходил из сле-

дующих соображений: норма разности решений при различных значениях

параметра ϕshift должна быть минимальной.

5.4.1 Результаты восстановления намагниченности в коре Мерку-
рий по данным миссии MESSENGER

В этом пункте приведены результаты восстановления намагниченности в

коре Меркурий по данным миссии MESSENGER [161].Область наблюдения

представляет собой совокупность точек, в которых измерялась магнитная ин-

дукция Меркурия с 23 по 29 марта и с 3 по 28 апреля 2011 года с интервалом в

три дня. Было взято двенадцать файлов c данными, и каждый файл соответ-

ствовал одному дню измерения. В каждом таком файле берется каждая 6-я

точка [161], начиная с первой и заканчивая 60-тысячной (см. рис. 23). Таким

образом, S = 12184. Для расчетов использовались сетки с числом интерва-

лов Nϕ = 40 и Nθ = 40. Сеточные данные позволили восстановить качествен-

ное распределение параметров намагниченности на поверхности Меркурия. В

расчетах использовались значения среднего радиуса Меркурия R = 2439700

(м) и толщины приповерхностного слоя h = 100000 (м).
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Рис. 23: Расположение точек, в которых спутник проводил измерения.
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Первая серия расчётов, как обычно, проведена для параметра регуляри-

зации α = 0.0.
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Рис. 24: Значение модуля намагниченности M (ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cos θ) для ϕshift =
0 (левая картинка) и ϕshift = π (правая картинка). Параметр регуляризации α = 0.0.
Норма разности решений ‖M shifted −M ‖ = 1.243 ∗ 103. Время счёта ∼ 2 минут.

Далее параметр регуляризации увеличивается до значения α = 10−20.
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Рис. 25: Значение модуля намагниченности M (ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cos θ) для ϕshift =
0 (левая картинка) и ϕshift = π (правая картинка). Параметр регуляризации α = 10−20.
Норма разности решений ‖M shifted −M ‖ = 1.197 ∗ 103. Время счёта ∼ 2 минут.
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На приведённых выше графиках видна разница между решением со сдви-

гом по ϕ и решением без сдвига. На представленных ниже графиках был

подобран такой параметр регуляризации, что эта разница сведена к миниму-

му.

0

3

6

9

12

15

18

A/m

0

3

6

9

12

15

18

A/m

Рис. 26: Значение модуля намагниченности M (ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cos θ) для ϕshift =
0 (левая картинка) и ϕshift = π (правая картинка). Параметр регуляризации α = 5.0∗10−18.
Норма разности решений ‖M shifted −M ‖ = 3.127 ∗ 102. Время счёта ∼ 2 минут.

В качестве результата для Меркурия по ОПН выбрано решение при α =

5.0 ∗ 10−18, а сравнение решений со сдвигом по ϕ и без него позволяет быть

уверенными в правильности полученного результата. Относительная погреш-

ность решения δ = 7%. Изображение решения представлено на рис. 27.
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Рис. 27: Значение модуля намагниченности M (ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cos θ).
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5.4.2 Результаты восстановления намагниченности в коре Марса
по данным миссии MAVEN

По аналогии с описанной в предыдущем разделе методикой была определе-

на намагниченность коры Марса по данным миссии MAVEN. В качестве экс-

периментальных данных были взяты данные [71] наблюдений NASA’s Mars

MAVEN orbiter [72]. Сеть наблюдений представляет из себя набор точек, в

которых измерялась индукция магнитного поля Марса в 135-й день 2020-го

года. Из файла с данными [71] взята каждая 32-я точка, начиная с первой и

заканчивая 86400-ой (см. рис. 28). Таким образом, S = 2700. Для расчётов

использовались сетки с числом интервалов Nϕ = 20 и Nθ = 20. Данные сет-

ки позволили восстановить качественное распределение параметров намаг-

ниченности по поверхности Марса. При расчётах использовались значения

для среднего радиуса Марса R = 3389500 (м) и толщины приповерхностного

слоя h = 1000 (м). Результаты представлены на рис. 29 в полярной системе

координат.
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Рис. 28: Расположение точек, в которых выполнялись спутниковые измерения.

Рис. 29: Значения модуля намагниченности M (ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cos θ). Значения
нормализованы. Параметр регуляризации α = 1.7 ∗ 10−17. Время счёта ∼ 0.5 минут.
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5.5 Математический эксперимент по локализации ”тонких струк-
тур”

Для выделения высокочастотной компоненты внутреннего магнитного по-

ля метод из раздела 3.4 был применён для трёх шаровых слоёв, окружаю-

щих Меркурий (см. рис. 4). Для этого была предварительно решена прямая

задача на основе результатов статьи [42]. При решении прямой задачи ис-

пользовались сетки с числом интервалов N s
r = 1, N s

ϕ = 100 и N s
θ = 70.

S = N s
rN

s
ϕN

s
θ = 7000.

Ниже приводится описание шаровых слоев, в которые были пересчитаны

значения магнитного поля:

1. Точки измерения магнитного поля расположены на высоте 10 (км) от-

носительно поверхности Меркурия. S1 = {r : a1 < r < c1}, где a1 =

RM + h1bottom, c1 = RM + h1up, h1bottom = 9999 (м), h1up = 10001 (м). Значе-

ние параметра b = RM + 10000 (м).

2. Точки измерения магнитного поля расположены на высоте 50 (км) от-

носительно поверхности Меркурия. S2 = {r : a2 < r < c2}, где a2 =

RM + h2bottom, c2 = RM + h2up, h2bottom = 49999 (м), h2up = 50001 (м). Значе-

ние параметра b = RM + 50000 (м).

3. Точки измерения магнитного поля расположены на высоте 100 (км) от-

носительно поверхности Меркурия. S3 = {r : a3 < r < c3}, где a3 =

RM + h3bottom, c3 = RM + h3up, h3bottom = 99999 (м), h3up = 100001 (м).

Значение параметра b = RM + 100000 (м).

Следует отметить, что во всех трех случаях нами был выбран с целью

шаровой слой толщиной в два метра. Такой тонкий шаровой слой взят с

целью удовлетворить условию приближения тонкой оболочки, которое поз-

воляет значительно упростить задачу по выделению внутреннего поля (см.

раздел 3.4).

Для локализации “тонких структур” в коре Меркурия применяется под-

ход, опробованный нами в работах [41, 42]. Мы предполагаем, что магнит-
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ные массы находятся в шаровом слое, целиком погруженном в кору планеты.

Толщина шарового слоя, в котором, по предположению, находятся магнитные

массы, выбиралась нами исходя из физических условий задачи: если источни-

ки поля располагаются в коре, то внешний радиус слоя должен быть близок

к среднему радиусу Меркурия, а внутренний должен быть на 10-15 километ-

ров меньше, чем внешний. Однако такой подход не ограничивает общности:

можно задавать носители магнитных масс на различных поверхностях, огра-

ничивающих объемные образования внутри Меркурия. При этом требования

к такого рода объемным источникам магнитного поля должны предъявлять-

ся исходя из априорной информации о геологическом строении планеты. Есть

надежда, что после 2025 (когда аппарат BepiColombo выйдет на стационар-

ную орбиту вокруг Меркурия [94]) объем данных в режиме реального време-

ни о ближайшей к Солнцу планете существенно возрастет.

Во всех трёх случаях для решения обратной задачи (напомним, что по-

дробный алгоритм решения описан в работе [42]) использовались сетки с чис-

лом интервалов Nϕ = 40 и Nθ = 40. Для расчётов были взяты значения для

среднего радиуса Меркурия RM = 2439700 (m) и толщины приповерхностно-

го слоя h = 15000 (m).

Первая серия расчётов была проведена для точек с пересчитанными зна-

чениями магнитных полей, расположенных в шаровом слое S2, для несколь-

ких различных значений параметров регуляризации (см. описание алгоритма

в [42]). Ниже, на рис. 30 и 31, представлены два наиболее характерных ре-

зультата при α = 10−14 и α = 10−12.

Поскольку обратная задача решается в отсутствие знаний о погрешно-

сти задания входных данных, то ты мы не можем применить обобщенный

принцип невязки [148] для обоснованного выбора параметра регуляризации

α. Поэтому при поиске решения были выполнены еще две серии расчетов

для шаровых слоев S1 и S3 с разными значениями параметра регуляризации.

Результаты этих расчётов приведены на рис. 32 и 33.
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Рис. 30: Нормализованное значение величины полученной плотности магнитного момен-
та M (ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosθ). Расчёты проведены для данных, локализованных в
шаровом слое S2. Параметр регуляризации α = 10−14. Время счёта ∼ 1 минут.

Рис. 31: Нормализованное значение величины полученной плотности магнитного момен-
та M (ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosθ). Расчёты проведены для данных, локализованных в
шаровом слое S2. Параметр регуляризации: (a) α = 10−12, (b) α = 10−14. Время счёта ∼ 1
минут в обоих случаях.
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Рис. 32: Нормализованное значение величины полученной плотности магнитного момен-
та M (ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosθ). Расчёты проведены для данных, локализованных в
шаровом слое: (a) S1, (b) S3. Параметр регуляризации: α = 10−15. Время счёта ∼ 1 минут
в обоих случаях.

Рис. 33: Нормализованное значение величины полученной плотности магнитного момен-
та M (ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosθ). Расчёты проведены для данных, локализованных в
шаровом слое: (a) S1, (b) S3. Параметр регуляризации: α = 10−12. Время счёта ∼ 1 минут
в обоих случаях.
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Из рис. 31 и 32 видно, что морфологические особенности распределения

плотности носителей магнитных масс не меняются при значениях параметра

регуляризации α = 10−14 и 10−15. При значении параметра регуляризации

α = 10−12 морфология магнитного изображения в коре Меркурия претер-

певает существенные изменения: восстанавливаются источники магнитного

поля, расположенные в высоких широтах (в областях, близких к географи-

ческим полюсам Меркурия, см. рис. 31). Магнитные массы, распределенные

в остальной части планеты, идентифицируются с трудом. При этом стоит

отметить, что на всех трех изображениях присутствуют источники в припо-

лярных областях. Отсюда можно сделать вывод о некоторой инвариантности,

если можно так выразиться, эквивалентных по внешнему полю распределе-

ний “коровых” магнитных масс относительно преобразований, осуществля-

емых с помощью регуляризирующих операторов. Или, иными словами, мы

находим устойчивое к помехам в наблюдаемом сигнале приближенное реше-

ние обратной задачи по восстановлению источников магнитного поля.

При сравнении полученных результатов нами было замечено, что для трёх

различных высот распределения данных восстановилась схожая конфигура-

ция максимумов нормализованных значений намагниченности. Причём кон-

фигурации максимумов нормализованных значений намагниченности на ри-

сунках 30 и 31 не воспроизводятся для шарового слоя S1 при любых парамет-

рах регуляризации. Таким образом, наиболее вероятные кандидаты на реше-

ние — изображения на рисунке 33. В качестве искомого распределения маг-

нитных масс были выбраны изображения для шарового слоя S1 при α = 10−12

(см. рис. 33, a), в силу: а) более близкого расположения к коре Меркурия и б)

расположенного на расстоянии, гарантирующем отсутствие сильной неустой-

чивости приближенного решения при изменении параметра регуляризации.

А сравнение всех полученных результатов даёт основания считать оптималь-

ным значением параметра регуляризации значение, равное α = 10−12.
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6 Программный комплекс

В данной главе описаны программы, предназначенные для обработки маг-

нитных данных и последующей интерпретации результатов.

Программный комплекс каждой из решаемых задач можно разделить на

следующие общие компоненты:

1. предобработка входных данных с целью приведения их в более удобный

для передачи в основную программу вид;

2. основные рабочие программы, решающие систему уравнений (5), отра-

жающую математическую модель физического явления (1);

3. программы для построения графиков;

Решаемые в данной работе задачи можно разбить на три типа:

1. восстановление магнитной восприимчивости (скалярной функции) с по-

мощью решения интегрального уравнения Фредгольма 1-го рода;

2. восстановление параметров намагниченности (векторная функция), ре-

шая интегральное уравнение Фредгольма 1-го рода;

3. выделение высокочастотной компоненты внутреннего магнитного поля

в разложении Гаусса-Ми;

Программный код может меняться в зависимости от конкретного типа зада-

чи.

6.1 Программы для предварительной обработки данных

Файлы с входными данными, которые предоставляют экспериментаторы,

могут иметь самые разные форматы, поэтому для удобства расчётов необхо-

димы программы для единообразного представления данных. Под приведени-

ем к единообразному виду автор понимает упаковку данных (значений ком-

понент магнитного поля) в единый вектор-столбец, записанный в txt-файл,
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который впоследствии будет передан программе, решающей поставленную

задачу.

Программы предобработки написаны на языке Python3 версии 3.6.9 c ис-

пользованием пакетов Numpy версии 1.19.5 и Pandas версии 0.22.0.

Задача по восстановлению магнитной восприимчивости решалась

на входных данных, предоствленных китайскими коллегами. Эти данные

представляют собой пять файлов с расширение .grd с измеренными градиен-

тами компонент магнитного поля. Файлы с расширением .grd открываются с

помощью функции loadtxt из пакета Numpy версии 1.19.5.

Задачи по восстановлению параметров намагниченности решалась

на входных данных, размещенных на сайте NASA, для MAVEN [71] и

MESSENGER [161]. Скачанные с этого сайта файлы общего доступа имеют

расширение .csv и для работы с ними применяется пакет Pandas. В указан-

ных csv-файлах содержатся столбцы с проекциями вектора магнитной ин-

дукции в нТл и три столбца с координатами точек расположения спутника,

единицы измерения координат километры. При предобработке соответсвую-

щий скрипт переводит нТл в Тл и км в м. Так же, как и в предыдущем случае

значения проекции вектора магнитной индукции упаковываются в вектор-

слолбец, который записывается в txt-файл. Столбцы с координатами также

сохраняются в txt-файлы.

6.2 Программы, решающие интегральное уравнение

В данном пункте описаны реализованные автором программы-решатели

систем линейных алгебраических уравнений, к которым сводятся интеграль-

ные уравнения. Во всех описанных в работе алгоритмах используются два

базовых алгоритма: метод сопряжённых градиентов и метод проекции сопря-

жённых градиентов на множество векторов с неотрицательными компонен-

тами. Перечисленные алгоритмы написаны на языке C и распараллелены с

помощью пакета MPI.

Файловая стуктура программы метода сопряжённых градиентов [156] име-
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ет следующий вид:

1. файл ./main.c содержит функцию main() — точка входа программы. В

функции main() определены основные числовые параметры, использую-

щиеся в расчётах, которые передаются всем процессам, участвующим в

расчётах;

2. в папке ./FinDimAppr содержатся файлы с прототипами и определени-

ями функций, которые требуются для задания сеток в области решения

и области наблюдений, матрицы системы уравнений и её распределе-

ния между процессами, считывания из файла значений правой части и

их распределения по процессам. Необходимые для работы динамические

массивы упакованы в структуры языка C, поэтому в конце работы про-

граммы вызывается спецальная функция destructor для освобождения

выделенной памяти;

3. в папке ./ParalFuncs содержатся распараллеленные варианты следую-

щих функций: скалярное произведение, умножение матрицы на вектор,

умножение транспонированной матрицы на вектор и метод сопряжённых

градиентов;

4. в папке ./Memory расположены файлы с функциями выделения и осво-

бождения выделенной для матриц памяти;

Файловая стуктура программы метода проекции сопряжённых градиен-

тов на множество векторов с неотрицательными компонентами [148] имеет

схожий вид с программой для метода сопряжённых градиентов, кроме папки

./Auxelirable в которой содержатся ряд вспомогательных функций.

Для распараллеливания каждому MPI процессу необходимо знать о том,

с какой частью строк и столбцов итоговой системы линейных уравнений он

работает. Для этого в программе вводятся по два массива для строк и столб-

цов решаемой системы. Первый массив — rcounts, который содержит раз-

меры рабочих массивов на каждом из процессов. Второй массив — displs,

который содержит смещения относительно начала исходного неразделённого
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массива. Эти массивы необходимы для передачи в функции MPI_Send/Recv,

MPI_Scatterv, MPI_Allgatherv.

6.3 Программа, выделяющая “высокочастотную” составляющую
внутреннего магнитного поля

Автором реализован скрипт на языке Python3 версии 3.6.9. В скрипте

определена функция calculate_magnetic_field(), которая, используя резуль-

таты восстановления параметров намагниченности в коре планет по экспери-

ментальным данным, решает прямую задачу (26) и восстанавливает значения

магнитного поля на окружающей планету сфере.

Далее, используя функцию create_matrix(), скрипт формирует матрицу

системы (30). Результат работы функции calculate_magnetic_field() массив B

и функции create_matrix() матрицаA передаются функции ConjugateGradient(A,

Z, B), которая методом сопряженных градиентов, реализованном автором по

статье [156], решает нормальную систему сответсвующую системе (30) и за-

полняет массив Z. Массив Z содержит в себе значения коэффициентов раз-

ложения Гаусса—Ми (29).

С помощью Python-овских срезов можно легко отобрать коэффициенты,

соответсвующие внутреннему полю. Для получения высокочастотной ком-

поненты внутреннего поля необходимо обнулить первые шесть компонент

среза Z[:18], получив Z_high, и передать эти коэффициенты в функцию

get_B_internal(Z_high), которая вычисляет “высокочастотную” компонен-

ту магнитного поля по формулам (33).

Для реализации этого скрипта использовалась библиотека Numpy версии

1.19.5.

6.4 Программы для построения графиков

Программы для построения графиков представляют собой скрипт на язы-

ке Python3 с помощью библиотек Numpy версии 1.19.5 и Matplotlib версии

3.1.1. Каждый график строится на определенной глубине.
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Сначала функции скрипта формируют сетку в области решения с помо-

щью функции meshgrid из библиотеки Numpy. Полученные сетки представ-

ляют собой двумерные массивы.

Далее, каждой точке сетки ставят в соответствие числовое значение в зави-

симости от решаемой задачи. В случае восстановления магнитной восприим-

чивости такими значениями будут элементы массива, содержащего решение

задачи. При определении параметров намагниченности этим значением явля-

ется норма вектора намагниченности, вычисленная для каждого узла сетки.

Норма вектора вычисляется с помощью функции linalg.norm из библиотеки

Numpy. В обоих случаях одномерные массивы решения трасформируются в

2D массив, соответствующий полученным на первом шаге сеткам.

Полученные три 2D массива передаются функции contourf из библиоте-

ки Matplotlib. Результаты решения сохраняются в формате .eps с помощью

функции savefig из библиотеки Matplotlib.
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Заключение

В диссертационной работе исследуется проблема восстановления парамет-

ров намагниченности и магнитной восприимчивости в коре планет по изме-

ренным значениям магнитного поля или градиентов магнитного поля. Ре-

зультатом данной работы является восстановление эквивалентных распреде-

лений параметров намагниченности в коре Марса и Меркурия. На Меркурии

удалось локализовать магнитные массы с помощью разложения Гаусса-Ми.

Реализованы соответствующие программные комплексы. Для решения по-

ставленной задачи, в зависимости от известной априорной информации об

изучаемом объекте, предложены различные численные алгоритмы решения,

запрограммированные для использования как на обычных компьютерах так и

на многопроцессорных системах. Техника распараллеливания позволяет вы-

полнять обработку больших объёмов данных, что даёт достаточно подроб-

ное описание исследуемого объекта. Разработанные алгоритмы также могут

быть успешно применены для решения очень широкого класса прикладных

физических задач, сводящихся как к трёхмерным интегральным уравнениям

Фредгольма 1-го рода для векторной функции, так и к задачам меньшей раз-

мерности (в том числе для случая, когда необходимо восстановить скалярную

функцию).

Сформулируем основные результаты данной работы.

1. С помощью измеренных градиентов компонент магнитного поля решена

задача восстановления магнитной восприимчивости в локализованной

области земной коры.

2. Восстановлены эквивалентные распределения параметров намагничен-

ности в коре Марса и Меркурия.

3. С помощью разложения Гаусса-Ми проведена локализация “тонких струк-

тур” в коре Меркурии.

4. Предложен и реализован в виде комплекса программ алгоритм решения

прикладных трёхмерных обратных задач, сводящихся к интегральным
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уравнениям Фредгольма 1-го рода для векторной функции, с использо-

ванием многопроцессорных систем.

5. Автором сформулирована и доказана теорема единственности решения

задачи восстановления распределения интенсивностей магнитных дипо-

лей для случая двух диполей и произвольного распределения сенсоров

в пространстве.

Автор хочет выразить свою огромную благодарность научному руково-

дителю, доктору физико-математических наук, профессору Анатолию Гри-

горьевичу Яголе, доктору физико-математических наук, профессору Инне

Эдуардовне Степановой и кандидату физико-математических наук, доценту

Дмитрию Витальевичу Лукьяненко за постоянное внимание к работе и сов-

местное обсуждение полученных результатов.
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